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Résumeé

Cet article présente une approche systématique pour
dériver un algorithme de filtrage a partir de la représen-
tation des contraintes globales sous la forme de proprié-
tés de graphes. Cette approche est basée sur le calcul
de bornes des caractéristiques de graphes utilisées dans
la description des contraintes globales. Les bornes des
caractéristiques les plus utilisées sont étudiées.

1 Introduction

L’un des principaux objectifs de la programmation
par contraintes est de fournir des outils génériques
pour résoudre des problémes combinatoires, notam-
ment les algorithmes d’arc-consistance [13, 6, 9], des
opérateurs généraux tel que l'opérateur de cardina-
lité [10], et les automates pour caractériser les so-
lutions d’une contrainte [23, 15, 2|. Paradoxalement,
afin de traiter des problémes réels, de nombreuses
contraintes globales avec des algorithmes de filtrage
ad hoc ont été introduites. Ces algorithmes sont bien
souvent basés sur la théorie des graphes [17, 18, 19,
20, 12, 11, 4, 22, 16]. Beldiceanu présente dans [3] une
description des contraintes globales sous la forme de
propriétés de graphes : parmi les 224 contraintes du
catalogue de contraintes globales [3], approximative-
ment 200 sont décrites par une conjonction de proprié-
tés. Chacune des propriétés a la forme P op V, ou P
est une caractéristique de graphe, op est un opérateur
de comparaison dans {<, >, =, #}, et V une variable'.

Exemple 1 Soit la contrainte nvalue(N,{z1,...,2m})
[5] dans laquelle N ainsi que z1, ..., Tm sont des variables.
nvalue est satisfaite ssi le nombre de valeurs distinctes af-
fectées auz variables X = {x1,...,xm} wvaut N. Elle peut

LUne wariable est définie par un domaine dom(V) qui est un
ensemble fini d’entiers; min(V) et maxz (V') désignent respecti-
vement le minimum et le maximum de dom(V).

étre représentée par la propriété de graphe suivante : N est
le nombre de composantes fortement conneres du graphe
d’intersection G(X,E), oo E = {z; € X,z; € X : z; =

:Ej}.

Dans ce contexte, David Handk a réalisé une pre-
miére exploitation de cette description pour définir des
algorithmes de filtrage, pour une propriété de graphe
particuliére [8]. Dans cet article nous présentons une
approche systématique ayant pour objectif de pro-
duire des algorithmes de filtrage pour les propriétés
de graphes les plus usuelles [3] : étant donné une spé-
cification de la contrainte globale C' en termes de pro-
priétés de graphes, on peut ainsi obtenir un algorithme
de filtrage pour C.

La section 2 rappelle la représentation des
contraintes globales a I’aide de propriétés de graphes.
Elle présente les caractéristiques de graphes traitées
dans cet article. La section 3 introduit une méthodo-
logie pour filtrer & partir des bornes des caractéris-
tiques impliquées dans la description des contraintes
globales. Finalement, la section 4 présente comment
calculer la borne inférieure et supérieure de chacune
des caractéristiques introduites dans la section 2.

2 Rappels

Cette section résume la représentation des
contraintes globales sous la forme de propriétés
de graphes introduite dans [1], et illustre ce para-
digme a l’aide de la contrainte nvalue.

Une contrainte globale C' est représentée par un
graphe orienté initial G; = (X}, E;) : & chaque sommet
de X; correspond une variable impliquée dans C, et a
chaque arc e de F; correspond une contrainte binaire
impliquant les variables extrémités de e. Pour générer
G; a partir des paramétres de C, on utilise I’ensemble

de générateurs d’arcs décrits dans [1].



Lorsque toutes les variables de C' sont fixées, on
supprime de G; toutes les contraintes binaires qui
ne sont pas satisfaites, ainsi que les sommets isolés,
i.e., les sommets qui ne sont extrémités d’aucun arc.
Ce graphe final est noté G;. C est définie par une
conjonction de propriétés de graphes devant étre sa-
tisfaites par Gy. Chaque propriété de graphe a la
forme P op V' ; P est une caractéristique de graphe,
V' une variable et op est un opérateur de comparai-
son >, < = #. Dans le catalogue de contraintes glo-
bales [3], les caractéristiques de graphe les plus com-
munément utilisées sont :

— NARC et NVERTEX, qui désignent le nombre
d’arcs et de sommets. Elles sont respectivement
utilisées par 95 et 17 contraintes globales.

NCC et NSCC, qui désignent le nombre de
composantes connexes et le nombre de compo-
santes fortement connexes. Elles sont respective-
ment mentionnées dans la description de 19 et 13
contraintes globales.

NSINK (resp. NSOURCE), qui désigne le
nombre de sommets n’ayant aucun successeur
(resp. aucun prédécesseur). Cette caractéristique
est utilisée par 16 (resp. 15) contraintes globales.
Sachant que NSINK et NSOURCE sont simi-
laires, cet article ne traitera que NSINK.

Exemple 2 Considérons la contrainte nvalue(N,X)
présentée en introduction. Les parties (A) et (B) de
la figure 1 montrent respectivement le graphe ini-
tial Gi généré pour la contrainte nvalue avec X =
{z1,22,23,24} ainsi que le graphe Gy associé a la solu-
tion nvalue(3,{5,8,1,5}). Chaque sommet de G; corres-
pond a une variable de X. Tous les arcs de G; associés a
des contraintes d’égalité non satisfaites sont supprimés afin
d’obtenir Gy. La figure indique pour chaque sommet de G ¢
la valeur qui a été affectée 4 la variable correspondante.
La contrainte nvalue est définie par la propriété de graphe
NSCC = N. nvalue(3,{5,8,1,5}) est satisfaite car Gy
contient 3 composantes fortement connexes, ce qui s’inter-
préte comme le fait que N est égal au nombre de valeurs
distinctes affectées aux variables x1,T2, T3 et 4.
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Fia. 1 (A) Graphe initial G; associé & la contrainte
nvalue(N, {1, 22, 23,24}). (B) Graphe final G; de
la solution nvalue(3,{5,8,1,5}). (C) Graphe intermé-
diaire.

3 Filtrage

Etant donnée une propriété de graphe P op V
apparaissant dans la description d’une contrainte
globale C', cette section montre comment réduire le
domaine de V afin de forcer P op V. Elle discute
ensuite du cas ou plusieurs propriétés de graphes sont
utilisées pour définir C.

Gestion d’une propriété de graphe. Il est tout
d’abord nécessaire d’introduire la notion de graphe in-
termédiaire issu du graphe initial G;, et tel que les
sommets et les arcs ont différents états, détaillés ci-
dessous. Le role de ce graphe intermédiaire est de re-
fléter la connaissance courante que I’on a des sommets
et des arcs de G; qui pourront appartenir ou pas au
graphe final G¢. Cette connaissance est issue de deux
sources :
A cause du domaine courant de ses deux variables,
une contrainte binaire associée & un arc de G;
n’est pas satisfaite (ou doit obligatoirement étre
satisfaite),

— A cause d’une raison externe un arc ou un sommet
de G; doit impérativement appartenir & G¢ (ou ne
doit pas appartenir & Gy).

Au moment ot une contrainte globale C' est posée le
graphe intermédiaire correspond & G;. Lorsque toutes
les variables de C' ont été instanciées, le graphe inter-
médiaire est égal & G'5.

Notation 1 Soit G; = (X;, E;) le graphe initial d’une
contrainte globale C, et Gy = (Xy,Ey) son graphe fi-
nal. A une certaine étape correspondant a une instan-
ciation partielle des variables impliquées dans C, nous
classifions un sommet v; € X; et un arc ey, € E; de la
maniére suivante :
vj est un T-sommet (“true”) ssi v; € Xy ; v; est
un F-sommet (“false”) ssi v; ¢ Xjy; sinon v;
est un U-sommet (“undetermined”). Xr, Xp et
Xy désignent respectivement les ensembles de T'-
sommets, de F'-sommets et de U-sommels.
e est un T-arc (“true”) ssi e, € Ey; ey est un
F-arc (“false”) ssi ex, ¢ Ey; sinon ey est un U-
arc (“undetermined”). Ep, Ep et Ey désignent
respectivement les ensembles de T-arcs, de F'-arcs
et de U-arcs.

La définition de graphe intermédiaire donnée ci-
dessous prend en compte le fait que le graphe final
ne contiendra aucun sommet isolé.

Définition 1 Le graphe intermédiaire est le graphe
orienté dérivé de G;, X7, Xr, Xvu, Er, Er, By en
appliquant les régles suivantes tant que celles-ci in-
duisent des modifications :



— supprimer les F'-arcs,

— supprimer tout F-sommet qui n’est pas l’extrémité
d’au moins un T-arc; quand un sommet est sup-
primé, tous les arcs entrant et sortant de ce som-
met sont transformés en F-arcs,

— supprimer tout U-sommet qui n’est pas l’extrémité
d’au moins un arc,

— transformer tout U-sommet qui est ’extrémité
d’un T-arc en T-sommet,
si un T-sommet est I’extrémité d’exactement un
U-arc e et Uextrémité d’aucun T-arc, alors e est
transformé en T-arc.

Lorsqu’un sommet ou un arc est supprimé, ou bien
lorsque ’état d’un sommet ou d’un arc est changé par
l'une des régles ci-dessus alors les ensembles X1, Xp,
Xu, Er, Er, Ey sont mis a jour selon ces modifica-
tions.

Exemple 3 Soit la contrainte nvalue(N,X) présentée
en introduction. On suppose que les domaines initiauz
des variables de X = {x1,x2,z3,24} sont dom(x1)={5},
dom(x2)={5}, dom(x3)—{5,8} et dom(xs)—{1}. De plus,
on fait Uhypothése que la satisfaction d’une contrainte
d’égalité ec associée 4 un arc du graphe initial G; de nvalue
n’est détectée que lorsque toutes les variables de ec sont
fizées. Ceci ameéne & partitionner les arcs de G; en trois
ensembles :

- Er = {(z1,21), (x1,24), (3, 23), (T4, 71), (24, 74) },
(xlv 2)7 (:1:2,:01), (:1:2,:02), (:Ez, 1’4), (:L’4, 1’2)},
(z1,22), (T2, 23), (T3, 1), (3, T2), (3, T4),
(z4,23)}

L’état des sommets est initialement fizé a

{
Er ={
“indéterminé”
(i.e. Xu = {x1,x2,x3,24}) et l'on applique les régles de la
définition 1 afin d’obtenir le graphe intermédiaire illustré
par la partie (C) de la figure 1. Une ligne pleine indique un
T-sommet ou un T-arc, tandis qu’une ligne en pointillés
désigne un U-sommet ou un U-arc. Le méme style sera
utilisé dans toutes les autres figures de cet article.

Propriété 1 D’aprés la  définition de Gy, la
contrainte globale C' n’a pas de solution si le graphe
intermédiaire contient un F-sommet ou s’il contient
un T-sommet qui n’est pas lextrémité d’un arc.

Etant donnée une propriété de graphe P op V as-
sociée & une contrainte globale C, le graphe intermé-
diaire sera utilisé pour évaluer une borne inférieure
P et une borne supérieure P de la caractéristique de
graphe P. La section 4 fournit des algorithmes pour
calculer P et P pour différentes caractéristiques de
graphe. Dans cette section il est supposé que tous les
U-sommets ou U-arcs du graphe intermédiaire peuvent,
étre librement changés en T-sommets ou T-arcs (res-
pectivement en F-sommets ou F-arcs) indépendament
les uns des autres. En fonction de 'opérateur de com-
paraison op, la table suivante donne les différents cas

possibles pour réduire le domaine de la variable V' en
fonction des bornes P et P.

P <V | min(V) > max(P,min(V))
P>V | mazx(V) < min(P,maz(V))
P=V | min(V) > max(P,min(V)) A
maz(V) < min(P, maz(V))
PAV | P=P= P ¢&dom(V)

Gestion de plusieurs propriétés de graphe.
Il arrive assez souvent que le graphe final d’une
contrainte globale doive satisfaire plus d’une propriété
de graphe?. Dans ce contexte, ces propriétés de graphe
impliquent plusieurs caractéristiques qui ne varient pas
indépendamment les unes des autres. Aussi, afin d’ob-
tenir des conditions nécessaires de réalisabilité de C
plus fortes, il est possible de chercher des invariants
de graphes liant les différentes caractéristiques. Ces
invariants sont typiquement des inégalités entre deux
expressions arithmétiques, qui mentionnent plusieurs
caractéristiques de graphe. Dans ce contexte, chaque
invariant de graphe sera utilisé pour ajuster le mini-
mum et le maximum de ses caractéristiques de graphe.
La borne inférieure et la borne supérieure de chaque
caractéristique sera calculée en utilisant les inégalités
de la section 4. On peut enfin faire une derniére ob-
servation : il arrive souvent que le graphe associé a
une contrainte globale ait une structure réguliére qui
est issue de son graphe initial ou d’une propriété des
contraintes correspondant a chaque arc. Dans ce cas
on peut avoir des invariants de graphe plus fins, spé-
cifiques & certaines classes de graphes. Le chapitre 3
de [3] propose 200 invariants de graphes liant des ca-
ractéristiques de graphe.

Exemple 4 On considére & mnouveau la contrainte
nvalue. Bessiére et al. [5] ont donné une condition néces-
saire basée sur un résultat de Turdn [21]. Pour le graphe
final Gy de la nvalue, qui est symétrique, réflexif et tran-
sitif®, cette condition nécessaire’ lie le nombre de com-
posantes fortement connezes, le nombre de sommets et le

NVER X
NSCC > [NyERTEX:

met d’évaluer le nombre minimum de valeurs distinctes en

nombre d’arcs de Gy : —‘ Ceci per-

fonction du nombre de variables de la contrainte nvalue et
du nombre mazimal d’arcs de son graphe intermédiaire.

20n peut observer que, méme lorsque la définition de C n’uti-
lise qu’une seule propriété de graphe, le graphe intermédiaire
associé a C introduit toujours implicitement les caractéristiques
NVERTEX et NARC pour lesquelles des bornes inférieures
et supérieures existent (cf. propriétés 2, 3, 4 et 5 de la section
4).

3Gf est constitué d’une ou plusieurs cliques.

4Nous reformulons la condition originale présentée dans [5]
dans le contexte du graphe intermédiaire de nvalue.



4 Bornes des caractéristiques de graphes

Cette section est dédiée a ’évaluation des bornes in-
férieures et supérieures des caractéristiques de graphe
introduites dans la Section 2. Nous traitons pour cela
des graphes issus du graphe intermédiaire avec diffé-
rents ensembles d’arcs et de sommets, qui sont décrits
a 'aide des notations ci-dessous.

Notation 2 Soit Q, R et S des mots non vides issus
de Ualphabet {T,U}.
— Etant donné un mot W, w € W désigne une lettre
de W.
- Xq et Eq désignent respectivement |J o Xy et
UqEQ Eq.
Xoq,r (resp. Xg,-r) désigne v € Xq tel qu’il
existe au moins un arc (resp. il n’existe aucun
arc) de ERr tel que v en soit une extrémité.
— Eq,r désigne l'ensemble d’arcs (vi,v2) € Eq tel
que v1 € Xp ou vy € XRg.
Xo,r,s (resp. Xq r,-s) désigne les sommets v €
Xo,r tels que, parmi les sommets qui partagent
un arc avec v, il existe au moins un sommet ap-
partenant 4 Xg (resp. aucun sommet appartenant
a Xgs).
X0g,~r,~s désigne les sommets v € Xg g tels
que, parmi les sommets qui partagent un arc avec
v, aucun sommet n’est dans Xg.

D’aprés les notations ci-dessous on définit quatre
types de graphes, ou X est un ensemble de sommets
et £ un ensemble d’arcs :

G (X, E) désigne le graphe orienté défini par l'en-
semble de sommets X et le sous-ensembles d’arcs
de &£ ayant leurs deux extrémités dans X.

- 5(5) désigne le graphe orienté défini par ’en-
semble d’arcs £ et I’ensemble de sommets qui sont
les extrémités d’arcs appartenant & £.
> >

G (X,&) (resp. G (€)) deésigne le graphe non
orienté dérivé de 6(2(,8) (resp. E’)(E)) en igno-
rant 'orientation des arcs et en conservant les
éventuelles bot&:}les.

On remarque que G (Xry, Ery) est le graphe inter-

meédiaire introduit dans la définition 1.

Comme nous le verrons par la suite, calculer
des bornes inférieures et supérieures de caractéris-
tiques de graphe peut étre vu comme calculer des
caractéristiques de graphe sur les graphes particu-
liers définis ci-dessus. On utilisera les notations sui-
vantes, étant donné un graphe orienté G : narc(G),
nvertez(G), nee(G), nscc(G), nsink(G) et nsource(Q)
désignent respectivement le nombre d’arcs, de som-
mets, de composantes connexes, de composantes for-
tement connexes, de puits et de sources de G. Lorsque

cela est requis pour I’évaluation d’une borne, nous in-
troduirons quelques notations supplémentaires.

Certaines bornes s’expriment en termes de carac-
téristiques de graphe correspondant a des problémes
qui ne sont pas polynomiaux. Dans ce cas, il convient
cependant de noter que nous fournissons des bornes
qui sont précises. En pratique, la plupart des graphes
utilisés pour représenter une contrainte globale appar-
tiennent & des classes de graphes spécifiques. Souvent
pour ces classes de graphes des problémes non poly-
nomiaux dans le cas général deviennent polynomiaux.
D’ailleurs, méme pour les caractéristiques de graphe
évaluables en temps polynomial, il est possible d’ex-
ploiter la structure particuliére du graphe intermé-
diaire considéré afin d’améliorer la complexité de 1’éva-
luation. Par exemple, dans la contrainte group [3] on
estime le nombre minimum de composantes connexes
du graphe final. Dans ce but la propriété 6 présentée
en Section 4 requiert de calculer le nombre de compo-
santes connexes du graphe intermédiaire. Or ce graphe
est un sous-graphe d’un chemin élémentaire augmenté
par des boucles. La complexité du calcul du nombre
de composantes connexes sur un tel graphe est linéaire
en nombre de sommets.

Exemple 5 Nous illustrons ci-aprés quelques ensembles
de sommets et d’arcs ainsi que des graphes issus du graphe
intermédiaire de la partie (C) de la figure 1 :
- Xvr ={z1,z4}, Xv,-1={x3},
Evr = {(z1,21), (z1, ®2), (1, 74), (T2, 21), (T2, T2),
(x2,24), (3, 23), (T4, T1), (T4, T2), (T4, T4) }
- Evr = {(z1,22), (22, 21), (22, 22), (22, 24), (24, 22)},
- G(Xr,Er) = G({z1, 23, 4}, {(z1,21), (21, 74),
(:173, 13)7 (:174, 1’1), (:174, 1’1)}),
— —
G(Ev) = G({z1, 22,24},
{(z1,22), (22, 1), (22, 4), (T4, 22)}).

)

A présent nous pouvons étudier chaque caractéris-
tique de graphe et fournir pour chacune d’elles une
borne inférieure ainsi qu’une borne supérieure. Nous
indiquons également quelques exemples typiques de
contraintes globales pour lesquelles la représentation
sous forme de graphe présentée dans [3] utilise cette
caractéristique.

4.1 Bornes du nombre d’arcs

Dans le catalogue de Beldiceanu et al. [3], NARC
et NARC sont respectivement référencées dans
la description d’environ 50 contraintes (parmi les-
quelles disjoint, inverse ou encore element) et 80
contraintes (notamment change et element_sparse).

Estimation de NARC

Définition 2 Etant donné un graphe non-orienté G,
un couplage de G est un ensemble d’arétes de G tel



qu’aucune aréte n’est une boucle, et qu’aucune paire
d’arétes n’a de sommet en commun. Un couplage
maximal est un couplage de cardinalité maximale. On
note w(Q) la cardinalité d’un couplage maximal de G.

Le nombre minimal d’arcs dans le graphe final G
sera au moins égal au nombre courant de T-arcs |Ep|.
De plus, dans 5)(XT,ET) certains sommets de degré
nul peuvent exister. Sachant qu’ils appartiendront a
Gy, chacun d’entre eux sera 'extrémité d’au moins un
arc dans Gy. C’est pourquoi la borne inférieure est
égale & |Er| plus le nombre minimal d’arcs du graphe
intermédiaire E’)(XTU,ETU) nécessaires pour couvrir
tous les T-sommets qui ne sont pas 'extrémité d’un
arc dans |Ep|. Cette deuxiéme quantité est calculée
en temps polynomial sur un graphe non orienté issu de
G (Xrvu, Ery). Le principe consiste d’abord & identi-
fier les T-sommets de degré nul dans E’)(XT, Er) qui
peuvent étre joints entre eux en transformant des U-
arcs en T-arcs, car cela permet de sauver pour certains
d’entre eux un arc dans l’estirgation. Pour les autres
T-sommets de degré nul dans G (X, Er) un arc sup-
plémentaire sera requis.

Propriété 2
—
NARC > |Er|+ |X7-7| — (G (X7,~7, Ev))

Preuve : Par definition Ve € Er : e € Ey (arc(s_()iu graphe
final). Ainsi NARC > |Er|. De plus dans G (X7, E7r)
certains sommets peuvent avoir un degré nul. Comme ils
appartiendront nécessairement a Gy et que Gy ne contient
pas de sommet isolé, des arcs supplémentaires sont requis
pour les connecter. On considére le graphe non orienté
ﬁ(XTﬁTQE)U), construit avec les T-sommets de degré
nul dans G (X7, Er) et les U—arcs existant entre ces
sommets. X7 7 peut étre partitionné en deux ensembles
X7 -7,-1 et X7 -7 1. Les sommets du premier ensemble
ne peuvent pas étre joint deux & deux, un nouvel arc

NARC
> |Er| + | X7,-7,~7| (*). Certains sommets du deuxiéme

sera donc nécessaire pour chacun d’entre eux :

ensemble peuvent étre connecté entre eux. Pour tous
les connecter, il faudra impliquer un nombre d’arcs au
moins égal a la cardinalité d’un “edge cover” minimal®
dans <5>(XTﬁT’(E>EU). D’aprés [14], cette quantité est
| X71,-7,7| — (G (X1,~7,7, EUu)). Sachant que l'on a
considéré une partitim{l_(}ies sommets et que par définition
toutes les arétes de G (Xr,-7,7,Ev) n'impliquent que
des sommets de Xr,-r7, d’aprés (x) on a NARC >
|Er| + | X1 ~7,~7| + | X7 -7 7| — H(ﬁ(XT,ﬁT,TyEU))- On
observe que |Xr —7,-7|+ |X1,-7,7| = |X71,~7| En outre,

5Un edge cover d’un graphe non orienté G est un sous-
ensemble S d’arétes de G tel que, pour chaque sommet v de G,
il existe au moins une aréte e de S telle que v soit une extrémité
de e. Un edge cover minimal est un edge cover de cardinalité
minimale.

>
par définition G (Xr,~1,-7,Fv) n’a pas d’aréte. D’ou
> >

w(G (X7r,-1r,1,Ev)) = p (X7,-7,FEyu)). La propriété
est vraie. O

Fia. 2 (A) Graphe intermédiaire et (B) graphe non
orienté utilisé pour calculer le couplage dans I’estima-
tion de la borne inférieure de NARC.

La figure 2 illustre la propriété 2 : elle montre
comment calculer la borne infé_l)rieure de NARC
d’aprés le graphe intermédiaire G (Xry, Ery) de la
partie (A) de la figure 2. La partie (B) illustre le
graphe non orienté correspondant <5>(X;pﬁ;r,EU),

utilisé pour calculer le couplage maximal. On a
>

|Er| = 3, [Xr-7| = 3, (G (X1 -1, Ey)) = 1, et
ainsi NARC >3 +3—1.

Cette borne inférieure est précise. En effet, il est
possible de construire un graphe final en ajoutant au
graphe courant 6(XT, Er):

— pour chaque ¢ € X7 7 -7 n'importe quel U-arc

de <5>(XT, Ey) o x est une extrémité

pour chaque aréte d'un edge cover minimal
de E)(XT,—\T,T7EU) un arc de E‘)(XTﬁT,T,EU)
ayant les méme extrémités que cette aréte.

Par  définition tous les 7T-sommets seront
couverts, et le mnombre total d’arcs sera
>

|Er| + | X1, 7| — (G (X1,~7, Ev)).
Estimation de NARC
Propriété 3 NARC < |Epy|

Preuve : Par définition de 6(ETU), Ve € E\Erv : e ¢ Ey.
D’oi NARC < |ETU|- O

Cette borne supérieure est précise : si tous les arcs de
N

G (Erv) appartiennent & Gy alors NARC = |Epy]|.

4.2 Bornes du nombre de sommets

Dans la catalogue de Beldiceanu et al. [3],
NVERTEX est uniquement utilisée dans les proprié-
tés de graphes de la forme NVERTEX = wvariable,
ol wariable est une variable, ce qui signifie qu’il est
nécessaire d’évaluer conjointement NVERTEX et
NVERTEX. NVERTEX est référencée dans 15



contraintes telles que, par exemple, cutset ou group.

Estimation de NVERTEX

Définition 3 Un graphe biparti G((X,Y), E) est un
graphe tel que (X,Y) est une partition et V(u,v) € E,
soitue X etveY, soitueY etveX.

Définition 4 Ftant donné un  graphe  biparti
G((X,Y),E), un hitting set [7] est un ensemble
de sommets de Y mnécessaire a la couverture de tous
les sommets de X. h(G) désigne la cardinalité d’un
hitting set minimal de G.

Quand on estime NVERTEX, on sait que tous les
T-sommets appartiendront & Gf. Sachant que G

ne contient pas de sommets de degré nul et que
>

G (X7, Er) peut en contenir, certains U-sommets
supplémentaires peuvent nécessiter d’étre transformeés
en T-sommets, afin de connecter ces sommets isolés.
Tous les sommets de degré nul dans <5>(XT,ET) qui
sont l'extrémité d’'un U-arc ayant pour autre extré-
mité un T-sommet, peuvent étre connectés via cet arc.
On les ignore donc. Ce cas inclut celui des U-arcs qui
sont des boucles ayant pour extrémité un 7-sommet.
A partir des sommets isolés restants (ne se situant pas
dans les cas ci-dessus), le nombre de sommets sup-
plémentaires nécessaire est égal a la cardinalité d'un

hitting set minimal sur un graphe non orienté issu de
«—

G (Xru, Erv).

Propriété 4 NVERTEX > | Xp|+
—
h( G (X1,~1,~7, Xv,~1,7), EU,T))

Preuve : Tous les T-sommets dans X7 appartiendront
a Gy. En partant du fait que Gy ne peut pas contenir
de sommets isolés, certains sommets de Xr qui ont
un degré nul dans G(Xr,Er) peuvent nécessiter de
transformer certains U-sommets en 7T-sommets. Par
définition ce n’est pas le cas des sommets X7 7. Ce n’est
pas non plus le cas pour les sommets non couverts par un
T-arc mais qui sont l'extrémité d’un arc de FEy tel que
Pautre extrémité soit un 7T-sommet ('’ensemble Xr -7, 7).
(XT,T7XT,ﬁT,T7XT,ﬁT,ﬁT) est une partition de Xr

considérons maintenant le cas des sommets X7 -7 7.
Ils ne sont pas connectés entre eux ni par des T-arcs ni
par des U-arcs. C’est pourquoi, si cet ensemble n’est pas
vide, certains U-sommets devront nécessairement étre
transformés en T-sommets. Ces U-sommets doivent étre
I'extrémité d’au moins un arc contenant un 7-sommet, on
considére donc Xy 7,7, et les arcs joignant ces sommets
a des T-sommets. Par définition le nombre minimum
de sommets de Xy-7r requis pour couvrir tous les
sommets XT,ﬁT,ﬁT est h( G ((XT,ﬁT,ﬁT7XU,ﬁT,T),EU,T))~
La propriété est vraie. O

(B)

Fia. 3 (A) Graphe intermédiaire et (B) graphe non
orienté utilisé pour calculer le hitting set minimal utile
a l'estimation de la borne inférieure de NVERTEX.

La figure 3 illustre la propriété 4 : elle montre com-
ment calculer la borne inférieure _()ie NVERTEX en
fonction du graphe intermédiaire G (X7y, Ery) décrit
dans la partie (A) de la figure 3. La partie (B) illustre
le graphe non orienté <5>(()(51“7ﬁ7“)41“,‘XU)ﬁT’T),.EU;I)
utilisé pour ca(l_c)uler le hitting set minimal. On a
| X7r| = 3, MG ((Xr-1-1, XUu~171), EUT)) = 1,
donc NVERTEX >3 + 1.

Cette borne inférieure est précise : en sui-
vant le schéma énoncé dans la preuve, il
est possible de construire un graphe final
>

G (Xr,Er) en transformant en T-sommets
>
W G (X7,~1,-1, Xv,~7,1), Eu,T)) U-sommets.

Estimation de NVERTEX
Propriété 5 NVERTEX < | Xpy|

Preuve Par définition de 6(XTU,ETU), YV c
X; \ Xru xz ¢ Xy (sommets du graphe final),
donc NVERTEX < |X7u|. O

Cette borne supérieure est atteinte quand tous les
—
sommets de G (X7y, Ery) appartiennent a G¢.

4.3 Bornes du nombre de composantes connexes

Dans le catalogue de Beldiceanu et al. [3], NCC
est, le plus souvent, utilisée dans des propriétés de
graphes de la forme NCC = wariable, ot wariable
est une variable, ce qui signifie qu’il est nécessaire
d’évaluer & la fois NCC et NCC. NCC est référencée
dans 18 contraintes, telles que, par exemple, cycle,
group et tree.

Estimation de NCC

—

Propriété 6 NCC > ncer(G (Xru, Eru)), 0t neer
désigne le nombre de composantes connexes avec au
moins un T-sommet.

Preuve : Tous les arcs et sommets d’'une composante

vy
connexe de G (Xrv, Erv) ne contenant aucun T-sommet



peuvent au final ne pas appartenir & Gy. On peut
les ignorer. Pour obtenir dans_}Gf moins de compo-
santes connexes que celles de G (Xru,Ery) contenant
des T-sommets, il est nécessaire d’avoir au moins un
nouvel arc qui joint deux d’entre elles. Ce n’est pas
possible car 6(XTU7ETU) contient tous les arcs pouvant
potentiellement appartenir & G¢. La propriété est vraie. O

Cette borne est précise : on peut construire un graphe
final Gy avec tous les arcs et tous les sommets issus
de Epy qui appartiennent & une composante connexe
de 5)(XTU,ETU) contenant au moins un 7-sommet,
et ol tous les autres U-arcs de Epy sont supprimés.
Le nombre de composantes connexes sera égal a

-
TLCCT(G (XTUa ETU))-

Estimation de NCC -

Les T-sommets et les T-arcs de G (Xry, Ery) appar-
tiendront nécessairement & G¢. Si 'on excepte les T-
sommets de degré nul dans ?(XT, Er), il est possible
de compter dans E’)(XTU,ETU) un certain nombre
de composantes connexes exclusivement composées
de T-sommets et de T-arcs. Par définition, augmen-
ter n’importe laquelle de ces composantes connexes
avec de nouveaux arcs ne peut pas en augmenter le
nombre. C’est pourquoi I'idée intuitive pour calculer
une borne supérieure de NCC est d’abord de comp-
ter de telles composantes connexes, de les supprimer de

Zﬁ(XTU, Ery), de supprimer aussi tous les arcs qui y
sont reliés, et ensuite d’estimer le nombre maximum de
composantes connexes pouvant exister dans le graphe
restant.

Notation 3 nccr,; désigne le nombre de composantes
connezxes formées exclusivement de T-arcs et de T-
sommets qui ne sont pas isolés. L’ensemble correspon-
dant de composantes connezes est noté CCr,, .

Il est nécessaire de prendre en compte le fait que cer-
tains T-sommets puissent étre isolés dans a(XT, Er).
Ces sommets appartiendront a Gy. S’ils sont finale-
ment connectés & I'une des composantes connexes de
CCr,, alors ils n’induiront pas une augmentation du
nombre de composantes connexes. C’est pourquoi nous
pouvons ignorer les T-sommets isolés ezclusivement
connectés aux composantes connexes précédemment
comptées® dans CCr,,. Similairement on ignore les U-
sommets qui sont exclusivement connectés aux compo-
santes connexes de C'Cr, ,.

60n ne perdra pas I’aspect précis de la borne car, si ce som-
met est connecté par un unique arc & une composante connexe,
alors cela ne réduira pas leur nombre. Il est possible de construire
un graphe final o tous les sommets de ce type satisfont cette
propriété (on ne les connecte que par un unique arc).

Définition 5 6Tem = (Xrem, Erem) est le graphe
orienté obtenu a partir de 5)(XTU,ETU) en suppri-
mant tout d’abord tous les sommets présents dans
CCr,, et ensuite tous les sommets devenant isolés
dans le graphe résultant de ces suppressions.

Propriété 7 D’aprés la définition précédente,

— aucun sommet n’est commun a& X,e, €t 4 une
composante connexe de CCr,,,

— tous les T-arcs appartiennent a des composantes
connezes de CCr,,,
un sommet qui n’est ni présent dans X, em ni dans
CCr,, ne peut pas étre l’extrémité d’un arc impli-
quant un sommet de X, e, .

—
Preuve : Par construction de G rem. O

D’aprés la propriété 7 on peut ajouter, sans risque
d’erreur dans I'évaluation, ncer,, & une estimation du
nombre maximal possible de composantes connexes
dans n’importe quel graphe final issu de E’)mm. Ceci
nous fournira l'estimation NCC que nous cherchons.
A présent nous pouvons décrire ce processus en détail.

Notation 4 NCC,,, désigne le nombre mazimal
possible de composantes connexes dans un graphe fi-

. —
nal issu de G rem,.

Définition 6 (E}Tem = (Xyem, Erem) est le graphe
non orienté obtenu a4 partir du graphe non orienté
<5>(XTU,ETU) en supprimant tous les sommets pré-
sents dans CCr,, et ensuite tous les sommets devenant
isolés dans le graphe non orienté restant.

Définition 7 Etant donné un graphe non orienté G
contenant éventuellement des boucles, un l-couplage
de G est un ensemble d’arétes tel qu’aucune paire
d’arétes distinctes n’ait de sommet en commun. Un
l-couplage maximal est un Il-couplage de cardinalité
mazimale”. 1 (G) est la cardinalité d'un l-couplage
maximal de G.

NCC,.,, est le nombre d’ensembles d’une partition
d’arétes de cardinalité maximale. Cette quantité est
la cardinalité d’un l-couplage de taille maximale de

—> . .
G rem (voir preuve ci-dessous).

. P — <~
Propriété 8 NCC, e, = 1i( G rem)-

Preuve : Un l-couplage de taille maximale correspond a la

taille d’'une partition d’arétes de taille maximale ol tous
J— >

les ensembles sont des singletons. NCCrem > wi( G rem)-

"Les algorithmes (polynomiaux) existants pour calculer un
couplage de taille maximale peuvent étre simplement adaptés
a ce cas en déployant chaque boucle par ’ajout d’un sommet
puits.



Considérer un ensemble de taille k& > 1 entraine l'ajout
de 1 & la cardinalité d’un l-couplage maximal sur un
sous-graphe de ﬁmm tel qu’on ait supprim(é_}au moins
k > 1 arétes. Par récurrence NCCrem < (G rem) et la
propriété est vérifiée. a

On peut remarquer que dans un l-couplage maximal
donné, certains T-sommets ne sont pas pris. Ils appar-
tiendront & Gy. Par définition n’importe lequel d’entre
eux est une extrémité d’une ou plusieurs arétes telles
que l'autre sommet appartienne systématiquement au
l-couplage (si ce n’était pas le cas alors le l-couplage
pourrait étre augmenté, et il ne serait donc pas maxi-
mal). C’est pourquoi dans tout graphe final issu d’un
tel l-couplage maximal on ne peut pas avoir plus de
composantes connexes. NCC,.,, est une borne supé-
rieure. Ce fait entraine aussi que le cas des T-sommets
connectés entre eux par des U-arcs n’est pas un cas
particulier. Etant donné un l-couplage donné on peut
toujours connecter un tel sommet uniquement en ajou-
tant exactement une aréte. La borne supérieure est
donc précise.

Propriété 9 NCC < ncer,, + NCCep,.

Preuve : D’aprés la propriété 7, n’importe quel arc a au
moins, soit un sommet dans CCr,,, soit un sommet dans
—

G rem - D

(B)

Fi1G. 4 — (A) Graphe intermédiaire et (B) Graphe non
orienté utilisé pour calculer NCC,.,, afin d’estimer
une borne supérieure de NCC.

La figure 4 illustre la propriété 9 : elle montre
comment calculer la borne supérieure de NCC en
fonction du graphe intermédiaire Zﬁ(XTU,ETU)
représenté par la partie (A) de la figure 4. La partie
(B) illustre le graphe non orienté correspondant

ﬁmm sur lequel est calculé un [-couplage maximal.
J— >

On a : neer,, = 2, NCCoren = (G rem) = 2, et

donc NCC <2 + 2.

D’aprés la propriété 8, NCC,.,, est une borne su-
périeure précise. ncer,, correspond a un calcul exact.
D’aprés la propriété 7 il n’existe aucun T-arc joi-
gnant E')Tem et CCr,,. Ajouter un U-arc joindra une

composante connexe de CCr,, a E')rem ou bien aug-
mentera simplement une des composantes connexes,
soit dans CCr,,, soit dans Zﬁrem. C’est pourquoi
ncer,, + NCC,ep, est une borne précise.

4.4 Bornes pour le nombre de composantes forte-
ment connexes

Dans le catalogue de Beldiceanu et al [3], NSCC
est, le plus souvent, utilisée dans des propriétés de
graphes de la forme NSCC = wvariable, ot variable
est une variable, ce qui signifie que l'on doit éva-
luer conjointement NSCC et NSCC. NSCC est
référencée dans 12 contraintes, comme par exemple
not_all_equal, nvalue et soft_alldifferent.

Estimation de NSCC

Propriété 10 NSCC > nsccT(a(XTU,ETU)), ot
nsccr désigne le nombre de composantes fortement
connexes ayant au moins un T-sommet.

Preuve : On peut tout d’abord observer que deux
T-sommets appartiennant a deux composantes fortement
connexes de G (Xru, Ery) appartiennent aussi & deux
composantes fortement connexes distinctes de Gy. De
plus, toutes les composantes fortement connexes de
5’>(XTU7 Ery) sans T-sommet peuvent disparaitre de Gy.
Cela nous donne la borne. a

Afin de prouver que cette borne inférieure est pré-
cise, nous montrons comment calculer une solution qui
atteint nsccT(a(XTU,ETU)) composantes fortement
connexes. Tous les U-sommets et les U-arcs d’une
composantes fortement connexe de G (Xrtu,Eru)
qui contient au moins un 7-sommet sont respective-
ment transformés en T-sommets et T-arcs. Tous les
U-sommets et U-arcs restants sont transformés en
F-sommets et F-arcs.

Estimation de NSCC
“ar . e — —
Propriété 11 NSCC < nsce(G(Xtu, Er))
—
Sachant que le graphe G (Xru,FEr) ne
contient aucun U-arc, tous ses U-sommets sont isolés.

Ainsi, nscc(a‘)(XTU,ET)) = nscc(a‘)(XT,ET))i | Xv|. De
plus on observe que des sommets distincts de G (X1, ET)

Preuve

gpartenant a la méme composante fortement connexe de
G (X1, E7) appartiendront également & la méme compo-
sante fortement connexe du graphe final Gy. On compte
une composante fortement connexe supplémentaire pour
chaque U-sommet. a



| o—0
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(A 3 (B

F1G. 5 - (A) Graphe intermédiaire et (B) graphe utilisé
pour ’estimation de la borne supérieure de NSCC.

La figure 5 illustre la propriété 11 : elle montre
comment calculer la borne supérieure de NSCC
d’apreés le graphe intermédiaire E')(XTU,ETU) repré-
senté par la partie (A) de la figure 5. La partie (B)
illustre le graphe correspondant 5)(XTU, Er)quiaT
composantes fortement connexes, et ainsi NSCC < 7.

Afin de prouver que cette borne supérieure est pré-
cise, nous montrons comment calculer une solution
qui atteint nscc(ﬁ(XTU, Er)) composantes fortement
connexes, avec aucun sommet isolé. Considérons le
graphe G (X7yu, Ery), ot on contracte chaque compo-
sante fortement connexe constituée uniquement de 7'-
sommets en un unique sommet. Sur ce nouveau graphe
on construit une forét recouvrante F. A présent, si on
supprime de E')(XTU,ETU) tous les U-arcs qui n’ap-
partiennent pas & F, on obtient une solution avec le
nombre de composantes fortement connexes requis,
sans aucun sommet isolé.

4.5 Bornes pour le nombre de puits

Dans le catalogue de contraintes de Beldiceanu et
al. [3], NSINK est le plus souvent utilisée dans des
propriétés de graphes de la forme NSINK = variable,
ou wariable est une variable, ce qui signifie que 'on
doit évaluer conjointement NSINK et NSINK.
NSINK est référencée dans 15 contraintes parmi
lesquelles, par exemple, common, same et sort.

Estimation de NSINK

—

Propriété 12 NSINK > nsinkr(G (Xru, ETv)),
ot nsinkr désigne le nombre de puits qui sont des T -
sommets.

Preuve : Les T-sommets de 6(XTU,ETU) appartien-
dront au graphe final Gy. En outre, sachant qu’ils n’ont
pas d’arc sortant pouvant appartenir & Gy ces sommets
seront également des puits de Gy. O

Cette borne inférieure n’est pas précise. Considé-
rons le graphe intermédiaire représenté par la partie
(A) de la figure 6. On obtient une borne inférieur
de 0, mais tous les graphes finaux correspondant a

ce graphe intermédiaire contiennent au moins un puits.

Qe

A : (8

Fig. 6 (A) Graphe intermédiaire pour lequel la
borne inférieure de NSINK n’est pas précise. (B)
Graphe intermédiaire pour lequel la borne supérieure
de NSINK n’est pas précise.

Estimation de NSINK
— N

Propriété 13 NSINK < nsink(G (Xr, ET)) + | Xy]

Preuve : Soit S I'ensemble des sommets qui ne peuvent
nécessairement pas étre des puits du graphe final. S
correspond aux 7T-sommets qui ont un T-arc sortant. La

—

quantité nsink(G (X1, Er))+|Xvu| est égale a la différence
entre le nombre de sommets du graphe initial G; et le
nombre d’éléments de S. m]

Cette borne supérieure n’est pas précise. Considé-
rons le graphe intermédiaire représenté dans la partie
(B) de la figure 6. On obtient une borne supérieure
de 3, alors que tous les graphes finaux possibles cor-
respondant & ce graphe intermédiaire contiennent au
plus un puits.

5 Conclusion

Cette article fournit des bornes inférieures et supé-
rieures relatives & un ensemble de caractéristiques de
graphe utilisées dans la représentation des contraintes
par des propriétés de graphe. II montre comment
obtenir un premier algorithme de filtrage pour les
contraintes globales pouvant étre spécifiées a 'aide
d’une conjonction de propriétés de graphe.
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