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Ates JFPC 2005Programmation par ontraintes pourl'optimisation multiritèreDiego Olivier Fernandez Pons 12

1 Université Pierre et Marie Curie - Paris VI, 5 plae Jussieu 75005 Paris
2 ILOG S.A, 9 rue de Verdun 94253 Gentilly Cedexdiego-olivier.fernandez-pons�irp.jussieu.fr dofpons�ilog.frRésuméLes problèmes d'optimisation ombinatoire multiri-tère sont des problèmes ardus ar ils ombinent les dif-�ultés des problèmes ombinatoires lassiques ave despréférenes omplexes sur leur solutions. C'est epen-dant sous ette forme que se présentent la plupart desproblèmes industriels réels.Après avoir examiné des travaux utilisant des proé-dures de programmation linéaire, relaxation lagrangienneou énumération roissante pour les résoudre, nous en ex-trairons les idées fondamentales que nous réintroduironsdans une approhe de programmation par ontraintes.Nous pourrons alors ombiner es méthodes ave desontraintes globales d'optimisation (hemin, arbres, ou-plages) pour résoudre ertains problèmes multiritère.AbstratMultiriteria optimization problems are speiallyhard beause they ombine di�ult ombinatorial pro-blems with omplex preferenes on their solutions. Ho-wever this is how most real problems arise in pratie.We will see some tehniques used in linear program-ming, langrangian relaxation and ost-inreasing enume-ration to solve multiriteria optimization problems.We will reintrodue these tehniques in onstraintprogramming and ombine them with optimization glo-bal onstraints allowing us to solve some multiriteriaoptimization problems.1 IntrodutionLa résolution de problèmes omplexes en program-mation par ontraintes se fait par une approhe dedéomposition et oopération : D'abord le problèmeest ramené à une onjontion de ontraintes P =

C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Cn, où haune des ontraintes ad-met un algorithme de résolution e�ae, souvent

issu de la reherhe opérationnelle. Ensuite est e�e-tuée une reherhe arboresente au ours de laquellehaque ontrainte fait des dédutions loales en fon-tion des données onnues (variables �xées, bornes in-férieures ou supérieures), puis les propage aux autresontraintes a�n que es dernières puissent égalementen béné�ier.Nous proposons de suivre une démarhe similairepour aborder ertains problèmes d'optimisation om-binatoire multiritère : optimisation sous ontraintesde ressoures, optimisation min-max, optimisationsous inertitude ave di�érents sénarios de données,optimisation sous inertitude représentées par des in-tervalles.Ainsi nous partirons de ontraintes globales d'opti-misation pour des problèmes monoritère (arbre, he-min, ouplage). Nous examinerons au fur et à mesuredes méthodes de reherhe opérationnelle déjà misesen oeuvre par d'autres auteurs pour es problèmes.Puis nous les transposerons en programmation parontraintes en les ombinant aux ontraintes globales.2 Contraintes globales d'optimisationL'élément atomique de notre déomposition estla ontrainte globale d'optimisation. Il existe desontraintes globales d'optimisation pour les problèmesd'arbres [1℄, ouplages [10℄ et plus ourt hemin [11℄et une méthode générale pour en réér à partir d'uneformulation linéaire du problème onsidéré et des in-formations fournies par un simplexe [4℄[5℄.Il nous faut ependant imposer que les ontraintesglobales d'optimisation mettent à disposition desautres éléments du solveur de ontraintes les informa-tions suivantes :



1. une solution x de oût minimal parmi l'ensembledes solutions possibles2. pour tout ar a appartenant à x, le oût de la pluspetite solution ne ontenant pas a3. pour tout ar a n'appartenant pas à x, le oût dela plus petite solution ontenant aLa plupart des ontraintes globales d'optimisation ma-nipulent internement es informations ou des valeursprohes.2.1 Lien ave les problèmes d'énumérationUne des méthodes lassiques pour résoudre des pro-blèmes multiritères est l'énumération en ordre rois-sant des solutions (ranking methods). Ehrgott [3℄ pro-pose un algorithme générique en deux phases qui s'ap-puie sur des algorithmes d'énumération roissante dessolutions. A�n de montrer l'appliabilité de ette pro-édure, il reense 4 familles di�érentes d'algorithmesd'énumération parus dans la littérature :1. Les plus ourts hemins (Eppstein, Martins)2. Les arbres ouvrants (Gabow, Katoh)3. Les a�etations (Camerini et Hamaher)4. Les �ots (Chegireddy et Hamaher)Il signale également l'existene d'algorithmes géné-riques dus à Lawler, et Hamaher et Queyranne. Ilexiste aussi des généralisations dans ertaines lassesde matroïdes.De fait, les ontraintes globales préédentes entre-tiennent des rapports étroits ave es algorithmes[9℄. En partiulier, les informations fournies par lesontraintes su�sent pour imposer au solveur deontraintes de parourir les solutions en ordre desoûts roissants.3 Interation ave le solveur deontraintesLe propos des ontraintes globales est de réduire l'es-pae de reherhe en éliminant des zones où il n'existeauune solution meilleure que la meilleure solution dis-ponible. Elles réagissent de e fait aux évènementsd'interdition ou imposition d'un ar (par l'arbre debranhement ou par une autre ontrainte) et de ré-dution de la borne supérieure.Nous onsidérons les problèmes multiritères où :� haque ritère est matérialisé par un sénario (unevaluation ck
ij , (i, j) ∈ G d'un graphe G ommun)� la performane d'une solution sur un ritère estla somme des oûts de haun de ses éléments

ck(s) =
∑

ij∈s ck
ij

� l'objetif est de trouver une solution préférée ausens d'une relation de préférene que nous allonsdé�nirEtant donnée une borne Bk sur haque ritère, lesolveur de ontraintes s'oupe de trouver une solutionréalisable s au problème de satisfation :
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Notre moyen d'interation ave le solveur deontraintes est de résoudre des suites de problèmes desatisfation ette forme en modi�ant les bornes Bk.4 Optimisation sous ontraintes de res-souresLa modi�ation la plus simple est de transformerl'un des ritères en objetif : on reherhe l'arbre ou-vrant de oût minimal, ne dépassant pas les bornes deressoure Bk allouées aux autres ritères (ii rk).
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rk
ij ≤ Bk



On résoud don une suession de problèmes Pt oùla borne Ct prend la valeur de la solution du problèmepréédent, don C0 > C1 > . . . > Cm = opt.Intuitivement, le solveur de ontraintes va énumérerles solutions suivant le ritère de oût jusqu'à e quetoutes les ontraintes de ressoure soient satisfaites.Sellmann [12℄ à la suite des travaux de Dumitresu[2℄ a réemment proposé de renforer la propagationpar des ontraintes redondantes (autrement dit qui nehangent pas les solutions du problème mais en ré-duisent le temps de alul) sous forme de ombinaisonslinéaire de ressoures.Comme es deux auteurs utilisent des méthodes derelaxation lagrangienne qui alulent déjà des suitesde graphes de la forme (cij +
∑

k λkrk
ij) ils se serventdes ombinaisons linéaires déjà générées ainsi.5 Optimisation min-maxPour résoudre un problème d'optimisation min-max,il faut faire déroître toutes les bornes simultané-ment. On pose zt = maxk C

k

t et à haque résolution,
C

k

t+1 = zt, si bien que l'on obtient une suite dérois-sante z0 > z1 > . . . > zm = opt
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Hamaher et Ruhe [6℄ montrent qu'il existe un ri-tère d'arrêt pour l'énumération roissante des solu-tions suivant toute ombinaison linéaire onvexe desritères cλ
ij =

∑

k λkck
ij ave ∑k λk = 1. Ils montrentégalement que le hoix des oe�ients peut a�etergrandement les performanes et proposent diversesheuristiques pour leur alul.Les modi�ations que nous avons introduites suf-�sent à garantir la résolution du problème. A�n de re-trouver l'approhe d'Hamaher et Ruhe, il su�t d'in-troduire la ombinaison linéaire onvexe sous forme deontrainte supplémentaire et de demander au solveurd'énumérer suivant elle-i.
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Il est aussi possible de résoudre des problèmes min-max regret (dans lequel la performane d'une solutionpour haque ritère est la di�érene entre son oûtet le meilleur oût qu'elle aurait pu avoir). En e�et,les ontraintes globales d'optimisation alulent desinformations di�érentielles (augmentation du oût dela solution minimale quand on impose ou interdit unar donné). Elles sont don invariantes par translationde l'origine. Il est en�n possible de résoudre des pro-blèmes d'optimisation Thebyhev en introduisant lesoe�ients multipliatifs adaptés.6 Optimisation robusteSupposons désormais que nous ayons un problèmemin-max ave un nombre exponentiel de ritères. Laméthode lassique pour aborder e genre de pro-blèmes en programmation linéaire est la génération deontraintes (déomposition de Benders, branh-and-ut) : on résoud une relaxation Pk = C1 ∧ C2 ∧

. . . ∧ Ck du problème où seul un petit nombre deontraintes �gure. Si la solution s trouvée véri�e toutesles ontraintes, elle est la solution globale du problème.Autrement on trouve des ontraintes violées et on lesajoute au problème Pk+1 = Pk ∧ Ck+1.La justi�ation théorique de la génération deontraintes en programmation linéaire est que, pourdes raisons de dimension d'espaes vetoriels, la solu-tion optimale est déterminée par un nombre restreintde ontraintes. Autrement dit, si l'on dispose d'unebonne heuristique pour ajouter les ontraintes au pro-blème Pk la onvergene sera rapide. Pour les pro-blèmes de min-max en programmation par ontraintes,une seule ontrainte su�t à déterminer la solution op-timale.

Ainsi, Aron et Van Hentenryk [1℄ ont pu mettre enoeuvre une méthode de génération de ontraintes (detype branh and ut) pour un problème d'optimisationsous inertitude où l'inertitude est matérialisée pardes intervalles dans les valeurs des ars d'un graphe
cij ∈ [infij, supij ]. Il s'agit de trouver une solution(un arbre ouvrant) au problème min-max regret aveautant de ritères que de ombinaisons di�érentes devaleurs pour cij7 OWA et intégrales de ChoquetLes préférenes renontrées dans les parties préé-dentes sont toutes des as partiuliers d'OWA (orde-red weighted average). Il s'agit de moyennes pondéréesdans lesquelles les oe�ients de pondération ne sontpas appliqués aux ritères mais aux rangs :

z(x) =
∑

k

ωσx(k)
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où σx est une permutation qui ordonne les ritères enordre déroissant - en d'autres termes on ommenepar trier les performanes ck(x) de x puis on appliquela somme pondérée.Or pour résoudre un problème de job-shop en pro-grammation par ontraintes, Zhou [13℄ a introduit unevariante de la ontrainte d'a�etation, permettant demaintenir les bornes inférieures et supérieures d'unefamille yk, y1 ≤ y2 ≤ . . . ≤ yn sahant qu'elle doitêtre une permutation d'une autre famille xk.En�n, les OWA sont elle mêmes des as partiuliersd'intégrales de Choquet, pour lesquelles Le Huede etal. ont introduit une ontrainte globale [8℄[7℄. Ce sont ilnous semble autant de pistes intéressantes pour pour-suivre es travaux.8 ConlusionNous nous sommes e�orés de montrer que les pro-blèmes d'optimisation multiritère pare qu'ils sontà la frontière entre les problématiques ombinatoireset déisionnelles sont ertes partiulièrement di�-iles mais aussi partiulièrement intéressants. Ainsidonnent-ils l'oasion d'appliquer des tehniques is-sues de la reherhe opérationnelle, la programmationpar ontraintes, la programmation linéaire ou enorede l'aide à la déision. Nous avons en partiulier misl'aent sur le r�le que pouvaient y jouer les ontraintesglobales et omment les ombiner ave d'autres in-formations notamment elles issues des propriétés despréférenes utilisées.
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