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2 ILOG S.A, 9 rue de Verdun 94253 Gentilly Cedexdiego-olivier.fernandez-pons�irp.jussieu.fr dofpons�ilog.frRésuméAlors que les algorithmes de reherhe opérationnellepermettant de résoudre ertains problèmes lassiques telle hemin, l'arbre ou le ouplage de oût minimal sontonnus depuis plusieurs déennies, les ontraintes glo-bales orrespondantes sont relativement réentes.Ainsi Sellmann n'a-t-il montré omment réaliser uneontrainte globale de plus ourt hemin qu'en 2003 tan-dis que le ouplage a été résolu en 1999 par Régin aprèsdes tentatives de Foai et al. (au moyen des oûts ré-duits) ou Laburthe et Caseau (au moyen de l'algorithmehongrois). Quant à l'arbre ouvrant, il n'apparaît quemarginalement dans un travail de Aron et Van Henten-ryk en 2002.Toutes es ontraintes globales peuvent être dérivéesd'algorithmes d'énumération en ordre des oûts rois-sants dus à Eppstein, Murty ou Gabow. Le propos deet artile est de monter le lien entre es algorithmeslassiques de reherhe opérationnelle et les ontraintesglobales orrespondantes.AbstratAlthough algorithms to solve lassial problems likeminimum ost paths, spanning trees or mathings havebeen known for several deades, their orresponding glo-bal onstraints are quite reent.Sellmann introdued the shortest path onstraint aslate as 2003 while the mathing ase was solved by Ré-gin in 1999 after several attempts by Foai and al.(using redued osts) or Laburthe and Caseau (usingthe hungarian algorithm). The minimum spanning treeonstraint only appears marginally in a work by Aron andVan Hentenryk in 2002.However, these global onstraints an be obtainedfrom ost-inreasing enumeration algorithms of Epp-stein, Murty and Gabow. This artile aims to show therelation between lassial operations researh algorithmsand global onstraints.

1 IntrodutionIl est désormais établi que l'une des ompo-santes lé dans l'e�aité des méthodes de résolu-tion de problèmes ombinatoires en programmationpar ontraintes est l'utilisation de ontraintes globales,et que es ontraintes sont elles mêmes basées sur desalgorithmes de reherhe opérationnelle.Ainsi depuis alldi�, la première ontrainte globalebasée sur un algorithme de ouplage [15℄, d'autresontraintes globales notamment pour les problèmes va-lués ont été proposées, par exemple pour les problèmesde �ot à oût minimal et leur dérivés par Régin [16℄ou pour des problèmes de plus ourt hemin par Sell-mann [17℄. Par ailleurs dans leur étude d'un problèmed'arbres robustes dans des graphes d'intervalles [1℄,Aron et van Hentenryk ont montré - sans toutefoisl'identi�er préisément - qu'il était possible de mettreau point une ontrainte globale pour l'arbre ouvrantde oût minimal.D'un autre �té, en reherhe opérationnelle a�nde résoudre des problèmes légèrement ontraints il estd'usage de faire appel à des proédures d'énumérationdes solutions en ordre roissant de oût : on peut parexemple énumérer tous les hemins entre deux noeudsd'un graphe jusqu'à en obtenir un qui véri�e toutesles ontraintes additionnelles voulues, e hemin seraalors optimal. Cette méthode se retrouve ommuné-ment dans des sous-problèmes de problèmes d'optimi-sation plus omplexes par exemple pour réduire dessauts d'intégrité, générer des olonnes pour un pro-blème maître ou étudier la sensibilité aux ontraintesde la solution optimale. Eppstein [5℄ donne diversexemples d'appliations de sa proédure d'énuméra-tion des k-plus ourts hemins entre deux sommetsd'un graphe.Ces deux méthodes s'intéressent don à des pro-



blèmes semblables mais sous des angles di�érents : lapremière se foalise sur la gestion des ontraintes ad-ditionnelles la seonde mise sur l'optimalité. Il nous adès lors semblé opportun de les rapproher.Nous nous e�orerons d'élairir les liens existantsentre es deux familles d'algorithmes et montreronsque les ontraintes globales de Sellmann, Régin ouVan Hentenryk peuvent être obtenues à partir d'al-gorithmes d'énumération dus à Eppstein [5℄, Gabow[9℄ et Murty [14℄ (revu par Fussenegger et Gabow [8℄).Ce faisant, nous revisiterons la notion de oût réduitmise en avant par Foai et al. que nous ompareronsà d'autres notions prohes. Nous introduirons la no-tion de oût de remplaement et montrerons ses liensave des problèmes lassiques de la reherhe opéra-tionnelle tel lemost vital ar, esquissant ainsi des pistespour la reherhe d'algorithmes e�aes pour d'autresontraintes globales.2 La notion de oût de remplaementEn programmation par ontraintes, la oopérationdes di�érents algorithmes de propagation est possiblegrâe à la mutualisation des informations dont ils dis-posent. Ce sont les domaines qui ont pour mission dede entraliser les valeurs permises et interdites pourhaque variable. Pour les problèmes de satisfation,ette information est en quelque sorte maximale ar leritère d'aeptation �nal est binaire (l'instantiationproposée est ou n'est pas admissible).Pour les problèmes d'optimisation par ontre, ils'agit d'une information assez pauvre. Pourtant lesontraintes globales d'optimisation existantes quanti-�ent déjà la variation du oût de la solution lors del'ajout ou le retrait d'ars, mais ontrairement aux do-maines, ette information n'est pas externalisée. Ellene peut dès lors être utilisée par d'autres éléments(ontraintes, heuristiques) lors du proessus de réso-lution. Seuls Foai et al. [7℄ ont proposé de lais-ser aessibles les oûts réduits de haque a�etationvariable-valeur en vue d'améliorer ultérieurement leurformulation linéaire ave des oupes supplémentairesajoutées pendant la reherhe.Notre premier objetif est d'identi�er une informa-tion variationnelle relative au oût qui serait intéres-sante à mutualiser.2.1 Les oûts réduits en PPCLes oûts réduits sont une notion attahée à la pro-grammation linéaire ; intuitivement il s'agit de la dé-rivée diretionnelle de la fontion objetif le long desarêtes du polyèdre dé�ni par les équations linéaires.

Quand on se trouve en un point extrême du simplexe,si le oût réduit assoié à une diretion est négatif, ona intérêt à se diriger dans ette diretion pour faire dé-roître le oût global de la solution (méthode de des-ente de gradient). Inversement, si auune diretionn'a de dérivée négative, on se trouve en un minimumloal, et par onvexité, en un minimum global.Foai et al. onsidèrent une formulation linéaire(d'une relaxation) du problème dans laquelle xkv ∈
{0, 1} représente l'a�etation de la valeur v à la va-riable xk. A l'optimum du problème linéaire, le oûtréduit ckv est une borne inférieure de l'augmenta-tion de la fontion objetif quand on a�ete v à xk(xkv = 0 → xkv = 1) en vertu de l'inégalité :

∆f ≥
∂f

∂ ~kv
∆xkv ∆xkv = 1Le shéma général de la méthode proposée par Fo-ai est le suivant :1. Considérer une relaxation du problème pour la-quelle on sahe aluler à la fois une solution op-timale C et les oûts réduits orrespondants c enun temps polynomial2. Assoier à haque ouple variable-valeur (xk, v)son oût réduit ckv3. Eliminer les a�etations dont l'instaniation feraitdépasser la meilleure solution onnue C+ckv ≥ C4. Réitérer jusqu'au point �xeCette approhe requiert don d'enapsuler un sol-veur linéaire dans une ontrainte globale [7℄ mais ellepeut être spéialisée à des as où on sait obtenir lesoûts réduits par des algorithmes ombinatoires (ou-plage, arboresene) [6℄.Cependant, même pour des as partiuliers dans les-quels le problème linéaire possède la propriété d'inté-grité (ouplage, arboresene), les bornes alulées nesont pas exates. Autrement dit l'estimation C + ckvpeut s'avérer très inférieure à la valeur de la solutionde oût minimal telle que xk = v. Ainsi, seule la mé-thode de Régin [16℄ donne les bornes exates pour leouplage.2.2 Le oût de déviation d'Eppstein et autres va-riantes lassiquesLes algorithmes d'énumération en ordre des oûtsroissants renontrés en reherhe opérationnelle uti-lisent une notion prohe des oûts réduits, appelée oûtde déviation (sidetraking ost) par Eppstein.Etant donné un graphe G, deux sommets s et t dugraphe, le plus ourt hemin p entre s et t, et un ar



(i, k) ave i ∈ p et k 6∈ p, on appelle oût de déviationpar l'ar (i, k) le suroût engendré par le fait d'em-pruter l'ar (i, k) 6∈ p plut�t que l'ar �théoriquementoptimal� (i, j) ∈ p

cij = cij + d(j, t) − d(i, t)où d(i, t) est le plus ourt hemin entre i et t et cijle oût de l'ar (i, j)On renontre une notion sembable mais symétriquedans l'algorithme d'énumération des arbres ouvrantsde Gabow (T-exhange ost) : si on désire �ter l'ar
e ∈ T de l'arbre ouvrant de oût minimal T , pourmaintenir la propriété de onnexité il va falloir le rem-plaer par un ar f formant un yle dans T , ontenant
e. Alors T \e∪f est un arbre de oût c(T )+c(f)−c(e).L'algorithme assoie don à haque ar de T son oûtd'éhange minimal :

ce = min
f

[c(f) − c(e)]Les mêmes idées sont exploitées par Fussenegger etGabow dans leur algorithme d'énumération des ou-plages : étant donné un ouplage de oût minimal M,
e une arête de M et N le ouplage de oût minimal neontenant pas e, alors δe = c(N )−c(M) est le suroûtengendré par le �refus� d'utiliser l'arête e.Même si es notions oïnident numériquement aveles oûts réduits pour ertains problèmes (hemins,arbres), elles ont un fondement di�érent. Les oûts dedéviation sont des notions disrètes, obtenues par dif-férene de oût de solutions. Le oût réduit est unenotion ontinue liée à la dérivation.2.3 Les oûts de remplaementLes remarques préédentes onduisent à dé�nir eque nous estimons être des information intéressantesdans le adre d'une ontrainte globale d'optimisation.On onsidère un problème d'optimisation P dont onnotera OPT (G) le oût de la solution optimale sur legraphe G. Pour tout ar a de G on dé�nit les fontions :

δ+(a) = OPT+a(G) − OPT (G)

δ−(a) = OPT (G\a) − OPT (G)Ces fontions indiquent le suroût enouru quand ondéide d'imposer ou d'interdire un ar a des solutionsdu problème onerné. Les fontions δ+ et δ− ont lapartiularité de aratériser les solutions du problèmed'optimisation assoié omme nous le verrons dans lasetion suivante.

A l'instar des oûts réduits, δ+ est nulle pour tousles ars appartenant à la solution optimale et les oûtsréduits en sont une borne inférieure. On peut onsidé-rer δ+ omme une extension au as disret de la notionde oût réduit.Inversement, δ− est toujours nulle pour les arsn'appartenant pas à la solution optimale. L'ar quimaximise δ− est l'ar le plus vital (the most vital ar).La reherhe des ars les plus vitaux est une probléma-tique issue des appliations militaires de la reherheopérationnelle ; 'est le problème dans lequel un en-nemi herhe à détruire des ars pour ralentir le pluspossible un onvoi par exemple. La plupart des va-riantes de e problème (destrution des ars ou aug-mentation de leur oût, ontrainte de ressoures, et.)sont NP-di�iles. Des algorithmes e�aes pour le al-ul de l'ar le plus vital existent pour les problèmesusuels (hemins, arbres, �ots).Il onvient en�n de noter que δ− orrespond aussi àla notion de regret en programmation par ontraintes.L'heuristique onsistant à imposer l'ar maximisant leregret dans le adre du ouplage a déjà été experimen-tée par Caseau et Laburthe [3℄ par exemple.3 Caratérisation des solutions d'un pro-blème d'optimisation3.1 Exemple : le ouplage
Fig. 1 � Graphe initialConsidérons le graphe biparti de la �gure 1. Unalgorithme de ouplage appliqué à e graphe trouve-rait l'une quelonque des solutions de la �gure 2. Uneontrainte globale au ontraire ne doit pas trouver unedes solutions mais aratériser l'ensemble des solutionsdu problème de ouplage, autrement dit déterminer lesars néessaires ou impossibles dans toute solution.Ainsi, la ontrainte globale de Régin [15℄ va-t-elle al-uler les informations de la �gure 3 de sorte à ne laisser�libres� que les ars tels qu'il existe des solutions lesontenant et des solutions ne les ontenant pas.Notons que pourvu que l'on dispose d'un algorithmepolynomial résolvant le problème de déision (exite-t-il un ouplage dans le graphe ?) de omplexité opt, ilest possible de aratériser l'ensemble des solutions du



Fig. 2 � Couplages du grapheproblème en 2m × opt par une proédure de double-négation : �ter un ar a du graphe, s'il n'existe plusde solution dans le graphe restant G\a alors qu'il yen avait dans le graphe G, on en déduit que toutesles solutions utilisent l'ar a (idem en imposant l'ar aaprès rédution du graphe - e qu'il faut être égalementen mesure de faire).
Fig. 3 � Ars néessaires, libres et impossiblesEn�n la ontrainte globale de Régin pour le ouplageatteint la omplexité théorique minimale de opt. Ene�et, s'il existe une seule solution au problème, alorsl'algorithme de aratérisation doit signaler que tousses ars sont néessaires. On ne peut don aratériserl'ensemble des solutions en un temps inférieur à eluiqu'il faut pour trouver une seule d'entre elles.3.2 Cas des problèmes valuésLes fontions δ permettent de aratériser les so-lutions d'un problème d'optimisation lorsque l'ononnaît une borne supérieure B du oût : on note cle oût d'une solution optimale du problème1. δ+(a) ≤ (B − c) ssi il existe une solution du pro-blème empruntant l'ar a et de oût inférieur à
B2. δ−(a) ≤ (B − c) ssi il existe une solution du pro-blème n'empruntant pas l'ar a et de oût infé-rieur à BAutrement dit, les fontions δ+ et δ− permettentde partitionner l'ensemble des ars en ars nées-saires, libres et impossibles, tout omme le faisait laontrainte alldi�.Comme préédemment la onnaissane d'un algo-rithme d'optimisation de omplexité opt permet le al-ul de es fontions en un temps 2m× opt. Le but estde réduire autant que possible ette omplexité.

4 Algorithmes d'énumération roissanteL'intérêt pour algorithmes d'énumération roissantedans la perspetive des ontraintes globales trouve sasoure en e que la onnaissane des fontions δ+ ou
δ− permet d'énumérer en ordre roissant les solutionsdes problèmes orrespondants. Cela se fait au moyend'un shéma algorithmique lassique dû à Lawler [12℄,lui même généralisation de l'algorithme d'énumérationdes ouplages de Murty [14℄.L'idée de l'algorithme de Lawler est de partition-ner l'espae des solutions du problème P onsidéré enlasses d'équivalene. Pour haque lasse d'équivaleneseront alulés un représentant et une borne inférieuredu oût de l'ensemble des solutions appartenant à ettelasse. Les représentants et leurs évaluations sont in-troduits dans une �le de priorité.Itération entrale de l'algorithme :1. extraire le représentant le plus prometteur (borneinférieure minimale) et sa lasse d'equivalene2. générer à partir de e représentant une solution3. partitionner la lasse d'équivalene (privée de lasolution générée) et aluler pour haque sous-lasse un représentant et une borne inférieure4. insérer les nouvelles lasses d'équivalene aveleurs représentants respetifs et leurs bornes dansla �le de prioritéLe bon déroulement de la proédure de Lawler dé-pend de la qualité des bornes inférieures, de la pos-sibilité de toujours générer une solution à partir d'unreprésentant, d'éarter ette solution de la lasse ex-traite et de la partitionner en un nombre réduit denouvelles lasses.Hamaher et Queyranne [10℄ ont poursuivi es tra-vaux et montré qu'il su�sait de savoir aluler lameilleure et la seonde meilleure solution de toute pa-rition de la forme Pk = {S | Req ⊆ S ⊆ E\Exc}où Req et Exc sont des ensembles d'ars requis et ex-lus. Or pour peu que les solutions optimales du pro-blème onsidéré ne puissent pas se ontenir les unesles autres (par exemple les arbres ou les plus ourtshemins simples mais pas les plus ourts hemins quel-onques) le oût c2 de la seonde meilleure solution est
c2 = c(opt) + mine∈opt δ−(e)De e fait, tous les algorithmes d'énumération rois-sante qui véri�ent la propriété de non inlusion ommeles plus ourts hemins sans boules [11℄, les arbresouvrants [9℄, les ouplages [8℄ [4℄, les arboresenes [2℄sont onstruits à partir de la fontion δ−. Leur om-plexité est alors de K×opt où opt est la omplexité duproblème de base. Par ontre, l'algorithme d'Eppstein



[5℄ pour les plus ourts hemins ave boules est basésur la fontion δ+ pour une omplexité de K + opt.5 Quelques ontraintes globalesNous allons à présent retrouver les ontraintes glo-bales d'arbre, de ouplage et de plus ourt hemin àpartir de la notion de oût de remplaement et de théo-rème de struture.5.1 Les arbres ouvrantsSeuls Aron et Van Hentenryk [1℄ semblent s'être in-téressés au problème d'arbre ouvrant. C'est pourtantl'une des ontraintes globales les plus naturelles en rai-son de la simpliité de ses théorèmes de struture.On appelle théorème de struture un théorème a-ratérisant l'ensemble des solutions d'un problème - engénéral par rapport à une solution donnée.
Fig. 4 � Ehange d'arêtesThéorème de struture des arbres ouvrants :à partir d'un arbre ouvrant T d'un graphe G, onpeut atteindre tout autre arbre ouvrant par une suited'éhanges admissibles d'arêtes de la forme (e, f) où

e ∈ T et f 6∈ T est une arête telle que le yle réé par
f dans T ontienne e (�gure 4)Théorème de struture version pondérée [Ga-bow 1977℄ : Soit T l'arbre ouvrant minimal d'ungraphe G.1. On suppose donné e ∈ T , soit f la plus petitearête telle que (e, f) soit un éhange admissible,alors T \e∪f est l'arbre ouvrant minimal de G\e.2. On suppose donné f 6∈ T , soit e la plus grandearête telle que (e, f) soit un éhange admissible,alors T \e∪ f est l'arbre ouvrant ontenant f deoût minimal.5.1.1 Calul des oûts de remplaementLes théorèmes de struture indiquent omment al-uler les oûts de remplaement δ+ et δ−. Gabow en1977 parvenait déjà à aluler δ− en une omplexité de

m logm+mα(m, n) (où α désigne l'inverse de la fon-tion d'Akermann). D'autres auteurs ont réduit enorele temps et l'espae néessaires par des tehniques al-gorithmiques assez sophistiquées.Etude d'un exemple
Fig. 5 � Graphe initial et arbre de oût minimalLa �gure 5 montre un graphe et son arbre ouvrantde oût minimal, la �gure 6 les fontions δ+ et δ−assoiées.

Fig. 6 � fontions δ+ et δ−, les arêtes non traées ontun δ nulDans la �gure 6, les arêtes enadrées sont elles quiappartiennent à l'arbre ouvrant minimal. Une �èhesupérieure entre e et f signi�e �si e ∈ T est interdit,il faut le remplaer par f 6∈ T pour un suroût de
δ−(e) = c(f) − c(e)�. De même, une �èhe inférieureentre e et f signi�e �si e 6∈ T est imposé, il faut �ter
f ∈ T pour un suroût de δ+(e) = c(e) − c(f)�. Dansles deux as nous dirons que f est le support de e.Le support de e est l'arête libre de oût mini-mal/maximal formant un yle ave e. Comme lesarêtes sont ordonnées par oûts roissants, il su�t debalayer le tableau de façon asendante ou desendanteselon le as, jusqu'à trouver un ar formant un yleave e (il s'agit d'une variante de l'algorithme de Krus-kal). Le alul des oûts de remplaement se fait sur lesars libres : l'existene d'un ehange admissible (e, f)signi�e que s'il l'on interdit e, on va pouvoir utiliser
f à la plae, e qui suppose que e n'est pas néessaireet que f n'est pas interdit (et symétriquement). Les�gures 6 b) et ) montrent l'évolution des supportsquand l'ar 3 est imposé puis interdit.



Fig. 7 � supports quand tous les ars sont libres,quand 3 est requis et quand 3 est interdit5.1.2 Liens entre δ+ et δ−Informellement, le lien entre δ+ et δ− provient dela remarque que si l'on �te un ar e d'une solution,pour retrouver une autre solution il va falloir ajouterau moins un ar dans un ensemble d'ars de rempla-ement R, or δ+ mesure le oût d'ajout des l'élementsde R.Plus préisément, si l'on a [xe = 0] ⇒ [∃k ∈
R, | xk = 1] on peut en déduire que δ−(e) ≥
mink∈R δ+(xk)Les raisons pour lesquelles l'inégalité pourrait êtrestrite sont :1. L'ensemble R est plus grand que néessaire. Ilonvient de noter que pour la formulation PLNEdu problème, R dé�nit une inégalité de lique∑

R∪e xk = 1, xk ∈ {0, 1}. Cela donne une in-diation sur la di�ulté de aluler R de manièreexate dans le as général2. Les valeurs δ+ sur R ne sont pas exates (parexemple elles supposent que xe = 0, e sera le aspour la ontrainte de plus ourt hemin)Dans le as de l'arbre ouvrant, si on note m ∈ Tl'arête de oût maximal de T alors toute arête e 6∈ Ttelle que le yle formé par e dans T ontienne m aura
m pour support (ar m est l'arête de oût maximal de
T don à fortiori du yle formé par e dans T ). Cesarêtes sont exatement elles de la oupe formée par la

Fig. 8 � Toutes les arêtes de la oupe ont l'arête trans-versale pour supportsuppression de m (�gure 8), et pour toutes es arêtes
∀e ∈ coupe(Sm, Sm), δ+(e) = c(m) − c(e).Inversement, si on interdit l'arête m, on ne peutla remplaer que par une arête de la oupe et enpartiulier par elle qui minimise c(m) − c(e), don
δ−(e) = min

e∈coupe(Sm,Sm) δ+(e)La proédure peut être répétée réursivement sur lessous arbres réés par la oupe. C'est ette struture in-dutive qui permet d'aboutir à des algorithmes quasi-linéaires - de omplexité m log m + θ(m) où m logmorrespond au tri des ars et θ(m) à la gestion de stru-tures de données de type union-�nd.5.1.3 Voisinage de la solution optimaleLes oûts de remplaement évaluent la déviationentre l'arbre ouvrant de oût minimal Tmin et unarbre ontenant une arête a donnée (en partiulier etarbre ne di�ère de l'arbre minimal que par un éhanged'arêtes). Il s'agit en quelque sorte d'une aratérisa-tion du voisinage de Tmin. Pour le as de plusieursarêtes on a des inégalités souvent strites :
c(Tmin) +

∑
a∈A δ+(a) ≤ min { c(T ) | A ⊆ T }

c(Tmin) +
∑

a∈A δ−(a) ≤ min { c(T ) | T ⊆ E\A }Les inégalités deviennent des égalités quand les élé-ments de A ont des supports disjoints.5.2 Les ouplagesLe as des ouplages a été déjà traité extensivementpar Régin [16℄, nous ne revenons que très suintementà e sujet.Le graphe résiduel d'un ouplage M sur un graphebiparti (G, I, J) est un graphe ontenant tous les som-mets I et J tel que :1. A toute arête (i, j) du graphe G apparaissant dansle ouplage M orrespond un ar (j, i) du grapherésiduel, valué par l'inverse de son oût −cij



2. A toute arête (i, j) du graphe G n'apparaissantpas dans le ouplage M orrespond un ar (i, j)du graphe résiduel, valué par son oût cij1 5 76 5 92 4 3 0 4 51 0 30 2 0Tab. 1 � Matrie de oûts et matrie des oûts réduitsà l'optimumLa propriété fondamentale du ouplage est l'inva-riane des solutions par une famille de �translations� :1. soustration d'une même valeur à toute une lignede la matrie des oûts2. soustration d'une même valeur à toute une o-lonne de la matrie des oûtsAinsi la table 1 montre la matrie des oûts d'ungraphe omplet et sa matrie de oûts réduits quiest un extremum pour les transformations i-dessusdérites : on ne peut faire auune transformationsupplémentaire ar toutes les lignes et les olonnesontiennent au moins un zéro. Comme les solutionsrestent inhangées par es transformations, on en dé-duit immédiatement l'existene de d'une solution op-timale (1, 1)(2, 2)(3, 3) ar les oûts réduits orrespon-dants sont tous nuls, don leur somme minimale.Ces opérations de �translation� reçoivent une jus-ti�ation beauoup plus formelle dans le adre de lathéorie de la dualité linéaire qui les relie à la notion deoût réduit.Théorème de struture des ouplages [Berge1957℄ : à partir d'un ouplage M d'un graphe G, onpeut atteindre tout autre ouplage N en inversant lesars le long d'un yle du graphe résiduel. De plus ladi�érene de oût entre les ouplages orrespond à lasomme des oûts le long du yle du graphe résiduel :
C(N) = C(M) +

∑

ij∈C

cijLe théorème de struture ayant une formulation re-lative (di�érene de oût de deux solutions), il estégalement invariant par �translation�. On peut dony remplaer les oûts par les oûts réduits. La �gure9 montre le graphe résiduel assoié à la solution de la�gure 10, valué par les oûts réduits. La seonde solu-tion de la �gure 10 est elle obtenue par inversion desars le long du yle x3y1x1y3x3 de oût 5.

Fig. 9 � graphe résiduel assoié au ouplage de oûtminimal
Fig. 10 � Solution optimale du problème de ouplagede la table 1 et solution obtenue par inversion des arsdans le graphe résiduel le long du yle x3y1x1y3x3 deoût 55.2.1 Calul des oûts de remplaementLe oût de remplaement d'un ar (i, j) orrespondau oût du plus petit iruit dans le graphe résiduelontenant (i, j). Il peut don se aluler par un al-gorithme de plus ourt hemin en une omplexité de
n4. Régin remplae ensuite les oûts du graphe rési-duel par les oûts réduits, obtenant ainsi un grapheà omposantes toutes positives (les ars inversés deoûts négatifs sont eux appartenant à une solutionor les oûts réduits des ars d'une solution sont nuls).On peut ainsi utiliser un algorithme de plus ourt he-mins de omplexité moindre (n3). Le alul des oûtsréduits est ubique par l'algorithme hongrois.Fussenegger et Gabow ont réduit en 1977 la om-plexité de l'algorithme d'énumération des ouplagesde Kn4 (Murty 1968) à Kn3. Cette rédution était e-pendant uniquement due au méanisme d'énumérationutilisé par Murty lequel dans e as préis s'avérait in-e�ae. C'est le nouveau méanisme d'énumération -également utilisé par Gabow pour l'arbre ouvrant -qui a été généralisé par Hamaher et Queyranne. Dansl'optique du rapprohement ave les ontraintes glo-bales, nous nous baserons ependant sur les travauxde Fussenegger et Gabow ar plus struturés que euxde Murty.Etant donné un ouplage M , on appelle M(x) lenoeud image de x par M , autrement dit y tel que (x, y)appartienne à M . Nous appelons Graphe de Gabow legraphe ontenant les seuls sommets x du graphe ré-



siduel et tel qu'à tout ar (xi, yj) du graphe résiduelorresponde un ar (xi, M(yj)) de même oût. Intuiti-vement un ar (i, j) dans le graphe de Gabow signi�e�dans le ouplage initial on avait (i, M(i)) et (j, M(j)),dans le nouveau ouplage on aura (i, M(j)) et (j, . . .)�autrement dit i prend l'image de j.Lemme [Fussenegger et Gabow 1977℄ : Soit M unouplage d'un graphe G de oût minimal, soit (x, y) unar de e ouplage et C le plus petit yle du graphe deGabow ontenant (x, M(x)). Alors le ouplage obtenupar inversion des ars le long du yle C est le ouplagedu graphe G de oût minimal ne ontenant pas l'ar
(x, y).
Fig. 11 � Graphe de Gabow orrespondant au grapherésiduel de la �gure 9Ce lemme ramène le alul de δ− à un alul de plusourts hemins en n4 puis n3 en utilisant les oûts ré-duits. Comme on obtient le oût du seond meilleurouplage en alulant mine∈M δ−(e), Fussenegger etGabow parviennent à un algorithme d'énumérationdes K ouplages de oût minimum en Kn3.5.3 Les plus ourts heminsSellmann a introduit une ontrainte globale d'opti-misation pour le problème du plus ourt hemin entredeux noeuds s et t d'un graphe (orienté dans notreas). Nous montrerons ses liens ave les travaux d'Epp-stein sur l'énumération des hemins ave boule.5.3.1 Remarques préalablesLe as des plus ourt hemins est un peu partiulier :dans la setion 3 nous signalions qu'il su�sait de savoir�réduire le graphe après avoir imposé un ar a� pourappliquer la méthode générale de double-négation etaluler δ+(a). Pour les plus ourts hemins quandl'ar a est de la forme (s, i) où s est le point de départdu hemin, il su�t de remplaer i par s. Dans le asgénéral, imposer des ars à un plus ourt hemin rende problème NP-di�ile. On ne peut dès lors espéreraluler δ+ de manière exate que pour les ars de type
(i, j) ave i ∈ p où p est le plus ourt hemin entre set t.

Plut�t que le graphe δ+, nous utiliserons le graphedes oûts de déviation d'Eppstein (graphe réduit). Cesdeux graphes oïnident pour les ars de la forme (i, j)ave i ∈ p. Le graphe réduit est le �translaté pré�xe�du graphe δ+ en le sens que ses valeurs sont indépen-dantes du hemin utilisé pour arriver en un point :propriété du graphe réduit : soit p un hemin par-tant de s et parvenant à un noeud i, alors tout heminprolongeant p jusqu'à t et empruntant l'ar (i, j) a unoût supérieur à c(p) + cij .propriété du graphe δ+ : tout hemin entre s et tempruntant l'ar (i, j) a un oût supérieur à δ+(i, j)Ainsi, quand on impose les ars d'un hemin entre
s et i, cij ne varie pas ontrairement à δ+(i, j). Laonséquene en est l'obtention de propriétés plus fortesau moyen d'une omplexi�ation signi�ative des algo-rithmes. L'algorithme d'énumération d'Eppstein pourdéterminer les k plus ourts hemins a par exemple uneomplexité de k + m log n (on note que k n'est pas enfateur ontrairement aux algorithmes d'énumérationpréédents).Lemme [Eppstein℄ : Soit sp le plus ourt hemin entredeux points s et t d'un graphe et p un seond heminjoignant es deux noeuds.

∑

ij∈p

δ+
ij = c(p) − c(sp)On pourra omparer ave l'inégalité orrespondantepour les arbres ouvrants

Fig. 12 � Graphe initial et graphe réduit5.3.2 Calul des oûts de remplaementLe graphe réduit se alule en un temps m+n logmau moyen de la formule d'Eppstein :
cij = cij + d(j, t) − d(i, t)et d'un arbre inverse des plus ourts hemins (pour lesdistanes d(_, t).La fontion δ+ se alule à partir du graphe réduiten m + n log m par la formule

δ+(i, j) = d(s, i) + cij



au moyen d'un algorithme de plus ourts hemins desoure s (pour les distanes d(s,_))
Fig. 13 � δ+ et δ−Le plus ourt hemin est un exemple où le alul dela fontion δ− à partir de δ+ donne des bornes infé-rieures strites. Un argument semblable à elui utilisépour les arbres ouvrants permet de montrer que

δ−(a) ≥ min
ij∈coupe(Sa,Sa)

{ d(s, i) + cij + d(j, t) } − d(s, t)Où (Sa, Sa) est la oupe réée par la suppression de adans l'arbre des plus ourts hemins d'origine s. Ce-pendant, dans le as des graphes orientés, l'inégalitépeut être strite si le plus ourt hemin entre j et t deoût d(j, t) passe justement par (i, j)La fontion δ−(a) se alule en n(m + n logm) parune appliation direte de la formule. Une borne infé-rieure min cij ave i sur le hemin pré�xe de a peutêtre alulée en temps linéaire à partir du graphe ré-duit. La �gure 13 montre qu'il s'agit bien d'une borneinférieure ar la proédure dérite aurait trouvé +3 ou
+4 pour des ars où la valeur exate est +4 et +5.6 Renforement des bornesDeux notions variationnelles qui permettent d'esti-mer l'inrément du oût lors de la prise de ertaines dé-isions (branhements) pendant l'exploration de l'es-pae de reherhe :1. Pour les problèmes linéaires il s'agit des oûtsréduits. Ils sont e�aement alulés par l'algo-rithme du simplexe2. Pour les problèmes ombinatoires polynomiaux ils'agit des oûts de remplaement et pour un er-tain nombre d'entre eux nous sommes déjà en me-sure de les aluler e�aementIl est ourant en programmation linéaire en nombresentiers d'utiliser les oûts réduits pourtant dé�nis pourle seul as ontinu, omme estimation de la variationde oût de la fontion objetif. Nous nous intéressonsnaturellement à la possibilité de réutiliser les oûts de

remplaement dans des problèmes ombinatoires NP-di�iles ou sortant du adre algorithmique de base(hemin, arbres, ouplages).Pour ertains problèmes il est possible de renforerles bornes à l'intérieur même du théorème de stru-ture. En e�et, le alul des oûts de remplaement seramène souvent à la résolution d'un problème las-sique (hemin, yle, arbre) dans un graphe dérivé desdonnées initiales du problème. Or ertaines ontraintesadditionnelles peuvent s'intégrer diretement dans eproblème sans augmentation signi�ative de la om-plexité.Exemple : Plus ourts hemins ave un nombreborné d'arsLa ontrainte de borne sur le nombre d'ars peutêtre diretement introduite dans le alul des oûtsde remplaement en alulant non plus l'arbre inversedes plus ourts hemins mais les arbres inverses de plusourts hemins ayant moins de k-ars. On pose ensuite
ck
ij = cij + dk−1(j, t) − dk(i, t)Exemple : Exploration des ouplages par voisi-nages k-optIl est possible de aluler étant donné un ouplage

M de oût minimal, le plus petit ouplage N inluantun ar (i, j) et ne di�érant pas de M par plus de kars. Il su�t de aluler dans le graphe de Gabow lesyles passant par (i, M(i)), de oût minimal et delongueur bornée par k, e qui se fait par l'algorithmede Ford-Bellman.On peut ainsi obtenir des bornes exates pour lesouplages qui di�èrent exatement par k ars de la so-lution optimale a�n de mettre en plae une proédurede reherhe explorant les voisinages k-opt.Exemple : �Disrepany based additive boun-ding for the alldi�erent onstraint�L'appliation proposée par Lodi et al. [13℄ onsiste àpartager dans un problème de ouplage les images pos-sibles pour un noeud en �bons� et �mauvais� sommets,puis exiger qu'il y ait exatement k mauvais sommetsqui soient hoisis dans le ouplage.Des bornes exates peuvent également être aluléesdiretement dans le graphe résiduel par un problèmede plus ourt hemin sous ontraintes de ressoures(les �mauvais� sommets onsomment une unité de res-soure). Il s'agit d'une variation du problème préé-dent.Cas général ?De manière plus générale e sont les proéduresd'additive bounding semblables à elles utilisées en
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