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Ates JFPC 2005Algorithmes d'élimination de quanti�ateurspour le alul des politiques des formulesbooléennes quanti�éesIgor StéphanLERIA, Université d'Angers, 2 Boulevard Lavoisier, 49045 Angers Cedex 01igor.stephan�info.univ-angers.frRésuméLe problème de validité d'une formule booléennequanti�ée est une généralisation du problème de satis�a-bilité d'une formule booléenne. Les formules booléennesquanti�ées sont utiles pour représenter par exemple desstratégies dans un jeu à deux joueurs mais dans de tellesappliations 'est une solution au problème de reherheassoié qui est néessaire. La plupart des proédures dedéision réentes pour les formules booléennes quanti-�ées sont des extensions de la proédure de reherhedite de Davis-Putnam et peuvent être aisément éten-dues au problème de reherhe. Ce n'est pas le aspour les algorithmes basés sur l'élimination de quanti�-ateurs. Dans et artile nous montrons omment des al-gorithmes d'élimination de quanti�ateurs peuvent êtreétendus pour le problème de reherhe assoié aux for-mules booléennes quanti�ées.AbstratThe quanti�ed Boolean formulae validity problem isa generalization of the Boolean formulae satis�abilityproblem. Quanti�ed Boolean formulae are useful to re-present strategies in two-player games but in this asesolutions (or models) to the quanti�ed Boolean formulaare needed. These models are sequenes of Skolem fun-tions. Most of the reent deision proedures for quan-ti�ed Boolean formulae are extensions of the searh-based Davis-Putnam proedure and easily extended toomputes the models. It is not the ase for quanti�er-elimination algorithms. In this artile, we present howa quanti�er-elimination algorithm may be extended toompute the models of quanti�ed Boolean formulae.1 IntrodutionLe problème de validité pour les formules booléennesquanti�ées est une généralisation du problème de sa-tis�abilité pour les formules booléennes. Tandis que

déider de la satis�abilité des formules booléennes estNP-omplet, déider de la validité des formules boo-léennes quanti�ées est PSPACE-omplet. C'est le prixà payer pour une représentation plus onise pour detrès nombreuses lasses de formules. Une multituded'importants problèmes de déision parmi des hampstrès divers ont des transformations polynomiales versle problème de validité des formules booléennes quanti-�ées. C'est pourquoi, l'étude et la mise au point d'ou-tils e�aes pour déider de la validité des formulesbooléennes quanti�ées sont importantes. Les formulesbooléennes quanti�ées sont aussi utiles pour représen-ter des stratégies dans un jeu à deux joueurs. Dansun tel jeu les adversaires J∀ et J∃ jouent alternative-ment en valuant les variables d'une formule qui doitêtre valide si le joueur J∃ est sûr de gagner. Dans estyle d'appliation, une proédure de déision n'est passu�sante et une solution au problème de reherhe as-soié à la formule booléenne quanti�ée est néessaire.Une politique [5℄ est une représentation pour une tellesolution : elle expliite à haque étape du jeu les hoixqui doivent être fait par le joueur J∃ pour qu'il gagnequels que soient les oups que son adversaire J∀ ajoués, joue ou jouera.Étant donné qu'une formule booléenne quanti�éepeut être ramenée à une formule booléenne (non quan-ti�ée), la première solution semble être d'opérer ettemise sous forme de formule booléenne puis d'appliquerun algorithme de test de satis�abilité. L'inonvénientmajeur d'une telle approhe est la taille de la formulebooléenne qui est dans le pire des as exponentielle parrapport à la elle de la formule booléenne quanti�ée.Le plupart des travaux réents portant sur les pro-édures de déision pour la validité des formules boo-léennes quanti�ées [16, 15, 9, 10, 3℄ sont des extensions



de la proédure de reherhe dite de Davis-Putnam [6℄pour le test de satis�abilité des formules booléennes.Cei n'est pas surprenant étant donné que le problèmede déision de la validité pour les formules booléennesquanti�ées est une généralisation du problème de dé-ision de la satis�abilité pour les formules booléennesquanti�ées. Pour de tels algorithmes, le alul de lapolitique nous apparaît omme évident. Il n'en est pasde même pour les algorithmes basés sur l'éliminationde quanti�ateurs [14, 13℄ qui sont moins étudiés.Dans et artile, trois algorithmes d'élimination dequanti�ateurs pour les formules booléennes quanti-�ées sont proposés : une proédure de déision géné-rale et deux algorithmes pour aluler l'ensemble despolitiques d'une formule booléenne quanti�ée ; de esdeux algorithmes l'un est dédié aux formules simple-ment prénexes et l'autre aux formules en forme nor-male onjontive. Nous onluons sur les liens entrenos travaux et les proédures basées sur le prinipe derésolution ou des méthodes d'élimination de quanti�-ateurs et dressons une suinte desription de nostravaux futurs.2 PréliminairesNotations. La sémantique des opérateurs booléensqui suivent est dé�nie de manière habituelle sur l'en-semble des valeurs de vérité {v, f}. Une fontion desvariables booléennes dans l'ensemble des valeurs devérité est une interprétation. Les symboles ⊥ (e quiest toujours f ) et ⊤ (e qui est toujours v) sont lesonstantes booléennes. Le symbole ∧ est utilisé pour laonjontion, ∨ pour le disjontion, ¬ pour la négation,
→pour l'impliation et ↔ pour l'équivalene. Une for-mule booléenne est onstruite à partir des onstantesbooléennes, des variables booléennes et des opérateursbooléens. L'ensemble PROP est l'ensemble des for-mules booléennes et PROPV est l'ensemble des for-mules booléennes omprenant uniquement des our-renes de variables issues de l'ensemble de variables V .Une interprétation v est un modèle pour une formule
F si elle rend vrai la formule F (e qui est noté v |= F ).Le symbole ∃ est utilisé pour le quanti�ateur existen-tiel et ∀ pour le quanti�ateur universel (q est utiliséeomme une variable de quanti�ation). Toute formulebooléenne est aussi une formule booléenne quanti�ée(ou QBF). Si F est une formule booléenne quanti�éeet x une variable booléenne alors (∃x F ) et (∀x F )sont des formules booléennes quanti�ées. Nous sup-posons par la suite que dans une formule booléennequanti�ée les quanti�ateurs portent sur des variablesdistintes. Une substitution [y ← F ] est une fontionde l'ensemble des formules booléennes quanti�ées verslui-même et dé�nie, pour toutes variables booléennes

x, y et toutes formules booléennes quanti�ées F,A,B,omme suit :� ⊤[y ← F ] = ⊤ ;� ⊥[y ← F ] = ⊥ ;� x[y ← F ] = x si x 6= y et F sinon ;� ¬A[y ← F ] = ¬A[y ← F ] ;� (A◦B)[y ← F ] = (A[y ← F ]◦B[y ← F ]), pourtout ◦ ∈ {∧,∨,→,↔} ;� (qx A)[y ← F ] = (qx A[y ← F ]) si y 6= x et
(qx A) sinon, pour tout q ∈ {∀, ∃}.Un lieur Q est une séquene q1x1 . . . qnxn ave

x1, . . . , xn des variables distintes et q1 . . . qn ∈ {∃, ∀}(n est la taille du lieur). Une ourrene d'une variable
y dans une formule F est libre si ette ourrene n'estpas dans la portée d'un quanti�ateur ∃y ou ∀y. Lesourrenes de variables qui ne sont pas libres sontliées. Une formule sans variable libre est lose. Le sym-bole ǫ représente la substitution vide. Par dé�nition,pour toute variable booléenne y et toute formule boo-léenne quanti�ée F ,� (∃y F ) = (F [y ← ⊤]∨F [y ← ⊥]) et,� (∀y F ) = (F [y ← ⊤]∧F [y ← ⊥]).Un littéral est une variable logique ou sa négation. Unelause est une disjontion de littéraux. Une formulebooléenne est en forme normale onjontive (CNF) si'est une onjontion de lauses. Une formule boo-léenne quanti�ée est sous forme prénexe si elle estomposée d'un lieur et d'une formule booléenne dé-nommée matrie. Une formule booléenne quanti�ée estsous forme normale onjontive si 'est une formuleprénexe dont la matrie est en forme normale onjon-tive. La relation d'équivalene ≡ est dé�nie de manièrestandard : deux QBF A et B sont logiquement équiva-lentes si A↔B≡⊤. Une formule booléenne quanti�ée
F est valide si F≡⊤. Par exemple ∀x∃y(x↔y) est va-lide et ∃x∀y(x↔y) ne l'est pas. La séquene vide estreprésentée par ε.Nous avons hoisi une dé�nition des formules boo-léennes quanti�ées plus large que de outume : ellessont souvent restreintes à des formules prénexes, voireen forme normale onjontive (en partiulier les jeuxde tests). Nous pensons que ette dernière restritionfait perdre dans le as de problèmes struturés des in-formations préieuses pour la mise en évidene d'unesolution.Le prinipe de résolution. Le prinipe de résolutiona été introduit dans le élèbre artile de J.A. Robin-son [17℄. L'idée de la méthode est de prouver la validitéd'une formule du premier ordre en établissant que sanégation est insatisfaisable. Elle est basée sur l'étapede résolution qui peut être exprimée, au proposition-nel, ainsi : soient A = (l∨A′) et B = (¬l∨B′) deuxformules booléennes et C une onjontion de lauses



alors (A∧B∧C)≡((A′∨B′)∧A∧B∧C).Politique. La représentation d'une solution au pro-blème de reherhe assoié aux formules booléennesquanti�ées est étudiée dans [5℄ sous le nom de politique.La version présentée dans notre artile est légèrementdi�érente de l'originale.Dé�nition 1 (politique [5℄) L'ensemble des politi-ques (totales) P(Q) pour un lieur est dé�ni indutive-ment par :
P(Entrée : un lieur )

Sortie : l'ensemble des politiques
P(ε) = {λ}

P(∃yQ) = {l;π | l ∈ {y,¬y}, π ∈ P(Q)}

P(∀yQ) = {y 7→ π,¬y 7→ π′ | π, π′ ∈ P(Q)}L'opérateur ′′;′′ représente la omposition séquen-tielle des politiques. Le symbole λ représente la poli-tique vide. Si π est une politique alors π;λ est simpli-�ée en π.Une politique est une représentation élégante pourdes séquenes de fontions de Skolem.Il est notable de remarquer que les politiques ne sontdé�nies que pour les formules booléennes quanti�éesprénexes.La satis�abilité d'une formule booléenne quanti�éeprénexe pour une politique est dé�nie réursivement.Dé�nition 2 (satis�abilité d'une formule boo-léenne quanti�ée prénexe pour une poli-tique [5℄) Une politique π satisfait une formule boo-léenne quanti�ée prénexe QF (noté π |= QF ) si unede ses onditions est satisfaite :� Q = ε et π = λ et F≡⊤,� Q = ∃xQ′ et π = (x;π′) ave π′ |= (Q′F )[x← ⊤],� Q = ∃xQ′ et π = (¬x;π′) ave π′ |=
(Q′F )[x← ⊥],� Q = ∀xQ′ et π = {x 7→ π′,¬x 7→ π′′} ave π′ |=
(Q′F )[x← ⊤] et π′′ |= (Q′F )[x← ⊥].Une politique est dite valide pour une QBF si ellesatisfait elle-i. Dans [5℄, il est établi qu'une QBFprénexe et lose QF est valide si et seulement si ilexiste une politique π telle que π |= QF .Le même symbole a été utilisé pour noter qu'une in-terprétation satisfait une formule booléenne et qu'unepolitique satisfait une QBF. Cette ambiguïté, qui n'ensera pas une puisque le sens sera toujours lair parle ontexte, n'en est pas une sur le fond ar une in-terprétation qui satisfait une formule booléenne estaussi une politique valide pour la l�ture existentiellede ette même formule booléenne et réiproquement,

une politique valide pour une QBF prénexe dont lelieur est uniquement onstitué de quanti�ateurs exis-tentiels est aussi un modèle pour la matrie de etteQBF.3 Un exempleNous présentons un exemple qui reouvre l'ensembledes résultats de et artile.Soit la formule booléenne quanti�ée
F = ∀a∃b∀c((c∨b)∧∃d((b→((c→d)∧(c∨(a↔¬d))))Cette QBF est-elle valide ? Nous obtenons immédiate-ment

F≡∀a∃b∀c((c∨b)∧∃d( (d∨(b→¬(a→c)))∧
(¬d∨(b→(a→c))))).Grâe à la dé�nition de la sémantique du quanti�a-teur existentiel

F≡ ∀a∃b∀c((c∨b)∧((b→¬(a→c))∨(b→(a→c))))
≡ ∀a∃b∀c(c∨b).En�n, grâe à la dé�nition de la sémantique du quan-ti�ateur universel

F≡ ∀a∃b∀c((c∨b)∧(¬c∨⊤))
≡ ∀a∃b(b∧⊤)≡∀a∃b(b)≡∀a(⊤)≡⊤.La formule F est don valide. Ainsi la dé�nition de lasémantique des quanti�ateurs appliquée à une formepartiulière de QBF donne diretement un algorithmede déision. La setion 4.1 formalise ette forme parti-ulière ; la setion 4.2 dé�nit l'algorithme de déision.Notre objetif étant de dé�nir des algorithmes quialulent les politiques valides pour des QBF prénexes,il est important de manipuler les QBF de telle manièreà e qu'elles onservent les mêmes politiques. La seulepolitique valide pour la formule F est la politique

{a 7→ b; {c 7→ d,¬c 7→ ¬d},¬a 7→ b; {c 7→ d,¬c 7→ d}}.Elle orrespond à la séquene ba; da,c de fontions deSkolem dé�nies ainsi : ba(v) = ba(f) = v, da,c(v, f) =
f et da,c(v,v) = da,c(f ,v) = da,c(f , f) = v. Mais ettepolitique n'est pas valide pour la QBF ⊤ qui est équi-valente à F . La notion d'équivalene qui préserve lavalidité des QBF n'est don plus adaptée pour la pré-servation des politiques. La setion 4.3 introduit unenouvelle relation d'équivalene entre les QBF qui pré-serve les politiques.Chaque formule booléenne portant sur un ensemblede variables {x1, . . . , xn} est équivalent à une formulede la forme

∧
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f fFig. 1 � 8 modèles pour la formule Booléenne G
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f fFig. 2 � 4 modèles pour la matrie de F ′(ave φ+

i et φ−i des formules portant sur des variables
x1, . . . , xi−1) de laquelle il est faile de aluler tousles modèles. Par exemple, la formule Booléenne :

G = ((c∨b)∧(b→((c→d)∧(c∨(a↔¬d)))))est équivalente à la formule
G′ = (a∨⊤)∧(¬a∨⊤)∧

(b∨⊤)∧(¬b∨⊤)∧
(c∨b)∧(¬c∨⊤)∧
(d∨(b→¬(a→c)))∧(¬d∨(b→(a→c)))).De ette formule G′, il est très faile d'en extrairetous les modèles. La �gure 1 montre toutes les inter-prétations de la formule G ainsi que ses 8 modèles.Existe-t-il une forme similaire pour les QBF ? Laréponse est oui et ette nouvelle forme normale estdé�nie dans la setion 4.4.Comme la formule BooléenneG est équivalente àG′,la QBF F est aussi équivalente à une QBF F ′ similaireà G′ par sa forme :

F ′ = ∀a∃b∀c∃d((b∨⊥)∧(¬b∨⊤)∧
(d∨(b→¬(a→c)))∧(¬d∨(b→(a→c)))).Dans notre exemple, il est faile de véri�er que la QBF

F ′ préserve l'unique politique valide de F . La �gure 2

montre l'ensemble des interprétations de la matrie(non-quanti�ée) de F ′. Nous pouvons remarquer queles branhes orrespondant à des modèles pour la ma-trie de la QBF initiale qui ne font pas parties de lapolitique valide ne sont pas préservées.Est-e di�ile de aluler ette nouvelle forme nor-male ave un algorithme basé sur l'élimination dequanti�ateurs ? La réponse est non. Elle est aluléepar une spéialisation et une restrition de la proé-dure de déision dé�nie dans la setion 4.2. La se-tion 4.5 dérit omment nous pouvons aluler à par-tir de ette forme normale l'ensemble des politiquesvalides d'une QBF prénexe. En�n, dans la setion 4.6nous montrons omment ette forme normale ainsi quel'ensemble des politiques valides pour une QBF enforme normale onjontive peut être e�aement al-ulée à partir de la proédure de déision QMRES dePan et Vardi [13℄.4 Algorithmes d'élimination de quanti�-ateurs pour les formules booléennesquanti�ées4.1 Formes partielles de résolutionNos algorithmes d'élimination de quanti�ateurssont tous dé�nis sur des deux nouvelles formes pourformules booléennes quanti�ées : la forme partielle derésolution et sa restrition, la forme partielle onjon-tive de résolution.Dé�nition 3 (les formes partielles de résolution)Soit q un quanti�ateur. Une formule booléenne quan-ti�ée F [x← qy((y∨F+
y )∧(¬y∨F−y))] est en formepartielle de résolution (ou FPR) si F+

y et F−
y sont desformules booléennes quanti�ées où y n'apparaît pas et

x est libre dans F . Une forme partielle de résolutionest une forme partielle onjontive de résolution (ouFPCR) si F = Q(F ′∧qy((y∨F+
y )∧(¬y∨F−

y ))).Exemple 1 Soit une formule booléenne quanti�ée
H = ∃a∀b¬((∃c (((a∧b)→c)∧((a∧c)→b)))→(b∧¬a)).Alors, ave� H ′ = ∃a∀b¬(u→(b∧¬a)) et� H ′′ = ∃a∀b(u∧¬(b∧¬a)),� H ′′′ = (∃c ((c∨¬(a∧b))∧(¬c∨(a→b)))),
H ′[u← H ′′′] est une des formes partielles de résolu-tion de H et H ′′[u← H ′′′] est une des formes partiellesonjontives de résolution de H.Nous prouvons d'abord que pour haque formulebooléenne quanti�ée il existe une formule équivalentesous forme partielle (onjontive) de résolution. Ce ré-sultat est d'abord mis en évidene pour la forme par-tielle onjontive de résolution.



Lemme 1 Pour haque formule booléenne quanti�éeen forme normale onjontive il existe une formule enforme partielle de résolution qui lui est équivalente.Puisque haque formule booléenne quanti�ée enforme partielle onjontive de résolution est aussi enforme partielle de résolution, le lemme suivant est uneonséquene direte du lemme préédent.Lemme 2 Pour haque formule booléenne quanti�éeil existe une formule sous forme partielle de résolutionqui lui est équivalente.Le lemme tehnique suivant est le ÷ur de nos al-gorithmes d'élimination de quanti�ateurs.Lemme 3 Soit F = F ′[x← ∃y((y∨F+
y )∧(¬y∨F−

y ))]une formule booléenne quanti�ée en forme partielle derésolution alors F≡F ′[x← (F+
y ∨F

−
y )].Soit F = F ′[x← ∀y((y∨F+

y )∧(¬y∨F−
y ))] une for-mule booléenne quanti�ée en forme partielle de résolu-tion alors F≡F ′[x← (F+

y ∧F
−
y )].Ce lemme est inspiré par l'étape de résolution. Ap-pliqué à une formule booléenne quanti�ée en formepartielle (onjontive) de résolution, 'est en fait unproessus d'élimination des quanti�ateurs.Certains as partiuliers du lemme 3 sont des gé-néralisations de tehniques lassiques : soient F uneQBF et F ′[x← (qy ((y∨F+

y )∧(¬y∨F−
y )))] une de sesformes partielles de résolution.� Si q = ∃ et F+

y = ⊤ alors
F ≡ F ′[x← (∃y ((y∨⊤)∧(¬y∨F−

y )))]
≡ F ′[x← (⊤∨F−

y )]≡F ′[x← ⊤].� Si q = ∀ et F+
y = ⊤ alors

F ≡ F ′[x← (∀y ((y∨⊤)∧(¬y∨F−
y )))]

≡ F ′[x← (⊤∧F−
y )]≡F ′[x← F−

y ].� Si q = ∃ et F+
y = ⊥ alors

F ≡ F ′[x← (∃y ((y∨⊥)∧(¬y∨F−
y )))]

≡ F ′[x← (⊥∨F−
y )]≡F ′[x← F−

y ].� Si q = ∀ et Fy = ⊥ alors
F ≡ F ′[x← (∀y ((y∨⊥)∧(¬y∨F−

y )))]
≡ F ′[x← (⊥∧F−

y )]≡F ′[x← ⊥].De plus, si F est en forme partielle onjontive derésolution F≡⊥.Les deux premiers as sont des généralisations dela simpli�ation des littéraux monotones [3℄ ; les deuxderniers sont des généralisations de la propagation [3℄.Nous expliitons un peu plus la propagation unitaire :soit F ′′ = (¬y∨F−
y ) don F ′′[y ← ⊤]≡F−

y don F =
F ′[x← (∃y ((y∨⊥)∧(¬y∨F−

y )))]≡F ′[x← F ′′[y ← ⊤]].4.2 Une proédure de déision pour le problème devalidité des formules booléennes quanti�éesL'appliation répétée du proessus d'élimination desquanti�ateurs du lemme 3 onduit à une proédure

de déision pour le problème de validité des formulesbooléennes quanti�ées.Algorithme 1 (La proédure de déision rqbf)
rqbf(Entrée : une QBF lose F )

Sortie : oui si F est valide sinon non
rqbf(f) = (f est une formule booléenne) et (f≡⊤)

rqbf(f) =soit f ′[x← (qy ((y∨f+
y )∧(¬y∨f−

y )))] une formepartielle de résolution de fdans si (q = ∃)alors rqbf(f ′[x← (f+
y ∨f

−
y )])sinon rqbf(f ′[x← (f+

y ∧f
−
y )])Cette proédure n'a pas pour but d'être e�ae maiselle fournit un adre dans lequel le alul des poli-tiques valides d'une formule booléenne quanti�ée pourêtre exprimé. Comment la forme partielle de résolutiondoit être alulée est la seule étape de la proédure dedéision qui ne soit pas e�etive. Le lemme 1 suggèreune méthode : aluler la forme normale onjontiveet alors appliquer l'assoiativité et la distributivité dela onjontion et de la disjontion.Des lemmes 2 et 3, la proédure de déision rqbfest orrete et omplète pour les formules booléennesquanti�ées loses.Théorème 1 Soit F une formule booléenne quanti�éelose. Alors rqbf(F ) = oui si et seulement si F estvalide.Si la proédure rqbf est basée sur la forme partielleonjontive de résolution au lieu de la forme partiellede résolution, la détetion de la non validité d'une for-mule booléenne quanti�ée QqyF (i.e. QqyF≡⊥) peutêtre améliorée : soit Q(F ′∧qy((y∨F+

y )∧(¬y∨F−
y )))une forme partielle onjontive de résolution de QqyF� si q = ∃ et F+

y ≡⊥ et F−
y ≡⊥ alors

Q∃yF≡Q(F ′∧(F+
y ∨F

−
y ))≡⊥,� si q = ∀ et F+

y ≡⊥ ou F−
y ≡⊥ alors

Q∀yF≡Q(F ′∧(F+
y ∧F

−
y ))≡⊥,Il apparaît aussi lairement par la dé�nition duquanti�ateur universel que Q(F∧∀y(y∧F ′))≡⊥ ave

F et F ′ deux formules booléennes quanti�ées.4.3 Equivalene de politiqueDeux formules booléennes quanti�ées logiquementéquivalentes ne possèdent pas néessairement le mêmeensemble de politiques valides. Par exemple ⊤≡(∃xx)et x |= (∃xx) mais la politique vide est l'unique poli-tique valide pour ⊤. Ainsi, nous introduisons une nou-velle relation entre les formules booléennes quanti�éesqui préserve l'ensemble des politiques et non seulementla validité.



Dé�nition 4 (la relation ∼=) Soient F et F ′ deuxformules booléennes quanti�ées prénexes et loses. F ∼=
F ′ si pour haque politique π, π |= F si et seulementsi π |= F ′.Clairement, les deux propriétés suivantes sont véri-�ées.� La relation ∼= est une relation d'équivalene.� Soient F et F ′ deux formules booléennes tellesque F≡F ′ et {x1, . . . , xn} l'union des ensemblesde variables de F et F ′ alors q1x1 . . . qnxnF ∼=

q1x1 . . . qnxnF
′.Comme orollaire du seond point, si F ′ est uneforme normale onjontive d'une formule booléenne Falors QF ∼= QF ′.4.4 Calul des fatorisationsEn fait la proédure de déision rqbf est bien plusqu'une simple proédure de déision pour la validitéd'une formule booléenne quanti�ée, elle alule aussiune fontion, appelée fatorisation, des variables boo-léennes vers des paires de formules booléennes. Si laformule booléenne quanti�ée est en forme prénexe avepour lieur q1x1 . . . qnxn, haque variable xi est assoiéeà une paire de formules booléennes appelées fateursqui sont uniquement omposés à partir des variables

x1, . . . , xi−1.Dé�nition 5 (Ensemble des fatorisations)L'ensemble F(Q) des fatorisations d'une formulebooléenne quanti�ée est dé�ni indutivement par :
F( Entrée : un lieur)

Sortie : l'ensemble des fatorisations
F(Q) = F(Q, ∅)
F( Entrées : un lieur,un ensemble de variables)

Sortie : l'ensemble des fatorisations
F(ε, V ) = ∅
F(qyQ, V )

= {{y 7→ (ψ+(y), ψ−(y))} ∪ ψ |
(ψ+(y), ψ−(y)) ∈ PROP

2

V , ψ ∈ F(Q, V ∪ {y})}Dans la dé�nition préédente, pour
q1x1q2x2 . . . qnxn un lieur , ψ+(x1) et ψ−(x1)peuvent seulement être ⊥ ou ⊤ et ψ+(x2) et ψ−(x2)peuvent toujours être réduit à ⊥, ⊤, x1 ou ¬x1.L'algorithme fm alule pour une formule boo-léenne quanti�ée lose et prénexe une fatorisation as-soiée.Algorithme 2 (Calul d'une fatorisation)
fm(Entrées : le lieur d'une QBF lose et prénexe F,la matrie de ette formule F )

Sortie : une fatorisation si F est validesinon non
fm(Q, f) = fm(Q, f, ∅)

fm(Entrées : un lieur,une formule booléenne,une fatorisation)

Sortie : une fatorisation si F est validesinon non
fm(ε, f, ψ) = ψ si (f≡⊤) sinon non
fm(Q∃y, f, ψ) =soit Q(φy∧∃y((y∨φ

+
y )∧(¬y∨φ−y ))), FCPR de Q∃yfdans fm(Q, (φy∧(φ+
y ∨φ

−
y )), {y 7→ (φ+

y , φ
−
y )} ∪ ψ)

fm(Q∀y, f, ψ) =soit Q(φy∧∀y((y∨φ
+
y )∧(¬y∨φ−y ))), FCPR de Q∀yfdans fm(Q, (φy∧(φ+
y ∧φ

−
y )), {y 7→ (φ+

y , φ
−
y )} ∪ ψ)Étant donné que dans la dé�nition préédente seule-ment une forme onjontive partielle de résolution estrequise, la fontion de fatorisation n'est pas unique.Exemple 2 Soit ∃a∀b∃c G une QBF ave

G = ((a∧(b→c))∨(¬a∧b∧c)).Nous avons
∃a∀b∃c G≡∃a∀b((a∨b)∧∃c(c∨(a∧(¬b∨¬a)∧¬b))).Don
fm(∃a∀b∃c,G)
= fm(∃a∀b∃c,G, ∅)
= fm(∃a∀b, (a∨b), {c 7→ (a∧(¬b∨¬a)∧¬b,⊤)})
= fm(∃a, a, {c 7→ (a∧(¬b∨¬a)∧¬b,⊤), b 7→ (a,⊤)})
= {c 7→ (a∧(¬b∨¬a)∧¬b,⊤), b 7→ (a,⊤), a 7→ (⊥,⊤)}La forme onjontive de résolution est une formulebooléenne quanti�ée onstruite à partir d'une fatori-sation et de son lieur assoié.Dé�nition 6 (Forme onjontive de résolution)Soit QF une formule booléenne quanti�ée lose etprénexe et φ = fm(Q,F ) sa fatorisation. Si QF estvalide alors Q crf(Q,ψ), ave
crf(Q,ψ) = (

∧
∃y∈Q ((y∨ψ+(y))∧(¬y∨ψ−(y)))),est la forme onjontive de résolution de QF sinon'est ⊥.Il est important de noté que dans la dé�nition pré-édente seulement les fateurs des variables quanti�éesexistentiellement sont utilisées et que F n'est pas équi-valente à crf(Q,ψ).L'exemple i-dessous illustre le fait que les politiquesvalides d'une formule booléenne quanti�ée peuventêtre obtenues de la forme normale onjontive de ré-solution.
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crf (∃a∀b∃c, fm(∃a∀b∃c,G))Exemple 3 (Suite de l'exemple 2) Nous notons
ψ = fm(∃a∀b∃c,G). Alors

crf (∃a∀b∃c, fm(∃a∀b∃c,G))
= ((a∨ψ+(a))∧(¬a∨ψ−(a)))∧

((c∨ψ+(c))∧(¬c∨ψ−(c)))
= a∧(c∨(a∧(¬b∨¬a)∧¬b)).L'arbre de la �gure 3 représente l'ensemble des in-terprétations de la formule G tandis que l'arbre de la�gure 4 représente l'ensemble des interprétations de laformule crf(∃a∀b∃c, fm(∃a∀b∃c,G)).Maintenant, nous observons que l'ensemble des po-litiques valides de ∃a∀b∃c crf (∃a∀b∃c, fm(∃a∀b∃c,G))qui est

{a; {b 7→ c,¬b 7→ c},
a; {b 7→ c,¬b 7→ ¬c}}est aussi l'ensemble des politiques valides de ∃a∀b∃c G.Comme démontré dans l'exemple suivant, la formeonjontive de résolution ne préserve pas néessaire-ment les politiques.Exemple 4 Puisque ∃a∃b(b→a)≡∃a∃b(a→b), lesdeux fatorisations ψ = {a 7→ (⊤,⊤), b 7→ (⊤, a)} et

ψ′ = {a 7→ (⊤,⊤), b 7→ (¬a,⊤)} peuvent être le résul-tat de fm(∃a∃b, (b→a)). Or crf(∃a∃b, ψ) = (¬b∨a)et crf(∃a∃b, ψ′) = (¬a∨b). Don, ¬a; b |=
∃a∃bcrf(∃a∃b, φ′) mais ¬a; b 6|= ∃a∃b(b→a).Une restrition sur les fatorisations doit être impo-sée pour préserver les politiques dans la forme onjon-tive de résolution.

Dé�nition 7 Soit qxQF une formule booléennequanti�ée lose et prénexe et β ∈ {⊥,⊤}. Un algo-rithme fm préserve les politiques si
crf(qxQ, fm(qxQ, F ))[x← β]
≡ crf(Q, fm(Q,F [x← β])).Par les propriétés sur la relation d'équivalenes ∼=évoquées dans la setion 4.3, tout algorithme fm quine réalise pas de renommage de variable préserve lespolitiques. Sous ette restrition d'un algorithme fmqui préserve les politiques, une politique est validepour une formule booléenne quanti�ée si et seulementsi elle est valide pour sa forme onjontive de résolu-tion.Théorème 2 Soit F ′ une forme onjontive de réso-lution pour une formule booléenne quanti�ée F obtenuepar un algorithme fm qui préserve les politiques alors

F ∼= F ′.4.5 Calul de l'ensemble des politiques validesd'une formule booléenne quanti�ée prénexeUn algorithme fm qui préserve les politiques al-ule d'une formule booléenne quanti�ée lose et pré-nexe une formule booléenne quanti�ée lose et pré-nexe ∼=-équivalente. De ette formule booléenne quan-ti�ée, l'algorithme Π suivant alule l'ensemble des po-litiques valides de la formule initiale.Algorithme 3 (Calul des politiques validesd'une QBF)
Π(Entrée : le lieur d'une QBF lose et prénexe F,la matrie de la QBF F )
Sortie : l'ensemble des politiques valides de F

Π(Q, f) =soit ψ = fm(Q, f)dans si (ψ = non) alors ∅ sinon Π(Q, ∅, ψ)

Π(Entrées : un lieur,une interprétation,une fatorisation)
Sortie : un ensemble de politiques

Π(ε, v, ∅) = {λ}
Π(∃yQ, v, ψ) =
{y;π | π ∈ Π(Q, v ∪ {y}, ψ) et v |= ψ−(y)}

∪ {¬y;π | π ∈ Π(Q, v ∪ {¬y}, ψ) et v |= ψ+(y)}
Π(∀yQ, v, ψ) =
{{y 7→ π,¬y 7→ π′} | π ∈ Π(Q, v ∪ {y}, ψ),

π′ ∈ Π(Q, v ∪ {¬y}, ψ)}La orretion et la omplétude de l'algorithme Πpour le problème de reherhe assoié aux formulesbooléennes quanti�ées est une onséquene du théo-rème 2.



Lemme 4 Soit QF une formule booléenne quanti�éelose et prénexe. Alors
Π(Q,F ) =
{π | π est une politique de QF telle que π |= QF}.Exemple 5 (Suite de l'exemple 3) Nous rappe-lons que
fm(∃a∀b∃c,G) =
{c 7→ (a∧(¬b∨¬a)∧¬b,⊤), b 7→ (a,⊤), a 7→ (⊥,⊤)}ave G = ((a∧(b→c))∨(¬a∧b∧c)). Alors
Π(∃c, {a, b}, {c 7→ (a∧(¬b∨¬a)∧¬b,⊤)}) = {c}et

Π(∃c, {a,¬b}, {c 7→ (a∧(¬b∨¬a)∧¬b,⊤)}) = {c,¬c}Don
Π(∀b∃c, {a}, {c 7→ (a∧(¬b∨¬a)∧¬b,⊤)}) =
{{b 7→ π,¬b 7→ π′} |
π ∈ Π(∃c, {a, b}, {c 7→ (a∧(¬b∨¬a)∧¬b,⊤)}),
π′ ∈ Π(∃c, {a,¬b}, {c 7→ (a∧(¬b∨¬a)∧¬b,⊤)})}

= {{b 7→ c,¬b 7→ c}, {b 7→ c,¬b 7→ ¬c}Don
Π(∃a∀b∃c, ǫ, fm(∃a∀b∃c,G)) =
{a;π | π ∈ Π(∀b∃c, {a}, {c 7→ (a∧(¬b∨¬a)∧¬b,⊤)})}
= {a; {b 7→ c,¬b 7→ c}, a; {b 7→ c,¬b 7→ ¬c}qui est l'ensemble des politiques valides de ∃a∀b∃c G.4.6 Calul de l'ensemble des politiques validespour une formule booléenne quanti�ée enforme normale onjontiveAuune proédure e�etive n'a été dérite pour al-uler à partir d'une formule booléenne quanti�ée loseet prénexe une formule équivalente sous forme partielleonjontive de résolution. En fait, omme suggéré parle lemme 1, C'est faile si la formule booléenne quan-ti�ée QqyF est en forme normale onjontive : 'estune partition des lauses suivant un simple test d'ap-partenane sur y i.e.
F≡

∧
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∧
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∧
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−
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y

deslauses sans ourrene de y. Dans e qui suit∧
1≤i≤n Ci est noté φy, et ∧

1≤i≤n
+
y

C
y+

i est à nouveaunoté φ+
y , ∧

1≤i≤n
−

y

C
y−

i est noté φ−y et le triplet
(φy, φ

+
y , φ

−
y ) représente la partition de F selon y.

La fontion distribute alule à partir de deux for-mules booléennes en forme normale onjontive unenouvelle formule booléenne en forme normale onjon-tive sans tautologies par distributivité1.Maintenant, l'algorithme fmCNF est dé�nie ommeune spéialisation de l'algorithme fm pour la formenormale onjontive.Algorithme 4 (Calul d'une fatorisation pourune QBF en CNF)
fmCNF (Entrées : le lieur d'une QBF en CNF F,la matrie de F )

Sortie : une fatorisation si F est validesinon non
fmCNF (Q, f) = fmCNF (Q, f, ∅)

fmCNF (Entrées : un lieur,une formule booléenne CNF,une fatorisation)

Sortie : une fatorisation si F est validesinon non
fmCNF (ε, f, ψ) = ψ si (f≡⊤) sinon non
fmCNF (Qqy, f, ψ) =soit (φy, φ

+
y , φ

−
y ) une partition de f selon y.dans si q = ∃alors fmCNF ( Q,φy∧distribute(φ+

y , φ
−
y ),

{y 7→ (φ+
y , φ

−
y )} ∪ ψ)sinon fmCNF ( Q,φy∧φ+

y ∧φ
−
y ,

{y 7→ (φ+
y , φ

−
y )} ∪ ψ)Étant donné que l'algorithme fmCNF manipulela matrie seulement par équivalene, l'algorithme

fmCNF préserve les politiques.Ce nouvel algorithme fmCNF (qui est en fait unefontion) peut être inséré à la plae de l'algorithme fmdans l'algorithme Π pour obtenir l'algorithme ΠCNF(qui devient aussi une fontion) qui alule pour uneformule booléenne quanti�ée sous forme normale on-jontive l'ensemble des politiques valides. Tandis quela omplexité de l'algorithme Π réside dans le alulde la forme partielle de résolution, la omplexité del'algorithme ΠCNF réside dans le alul de la distribu-tivité.L'algorithme fmCNF reprend la proédure de dé-ision QMRES de Pan et Vardi [13℄ qui est uneMulti-resolution pour les formules booléennes quan-ti�ées, étendant l'approhe Multi-resolution basée surles ZBDD de [4℄ pour le problème SAT. Le formalismedes ZBDD [12℄ (pour zero-suppressed binary deisiondiagrams) o�re une représentation ompate pour des1Si (A∨B)≡⊤ alors distribute(A, B) = ⊤.



ensembles de lauses et est doté des opérateurs boo-léens. La proédure QMRES a montré son e�aité surdes problèmes struturés, e que sont des problèmesqui rélament le alul des politiques. Nous dévelop-pons une appliation similaire en C++ aussi basée surles ZBDD. Une version jouet a été implantée en Sis-tus Prolog2 qui démontre que le suroût du alul despolitiques par rapport au alul de validité est trèsfaible.4.7 Détetion des équivalenes logiquesL'étape de résolution du lemme 3 n'est pas l'uniquemoyen de réaliser une élimination de quanti�ateurs :les équivalenes logiques entre les variables booléennespeuvent aussi aider ([1℄ l'introduit dans le as de for-mule en forme normale onjontive). Le lemme sui-vant démontre omment le quanti�ateur le plus in-terne liant les deux variables logiquement équivalentespeut être éliminé.Lemme 5 Soit F = Qq1yQ
′q2zQ

′′(F ′∧(y↔z)) uneformule booléenne quanti�ée lose et prénexe.� Si q2 = ∃ alors F≡Qq1yQ′Q′′F ′[z ← y].� Si q2 = ∀ alors F≡⊥.Pour aluler la politique, le lien entre la variableexistentielle z et son équivalente y doit être onservédans une lasse d'équivalene (noté equ(y)).Bien sûr, le lemme 5 à sa ontrepartie ave F =
Qq1yQ

′q2zQ
′′(F ′∧(y↔¬z)). De manière similaire, unelasse opposée (noté opp(y)) doit être maintenue pouronserver le lien entre les deux variables opposées.Exemple 6 Soit H = ∀a∃b∃c((a↔¬b)∧(c↔¬b)). Parune première appliation du lemme 5, H≡∀a∃b(a↔¬b)ave opp(b) = {c} et equ(b) = ∅. Par une seondeappliation, H = ∀a⊤ ave opp(a) = {b} et equ(a) =

{c}. Ainsi l'unique politique valide pour H est {a 7→
¬b; c,¬a 7→ b;¬c}.5 Comparaisons et disussionDans et artile nous avons présenté des algorithmesd'élimination de quanti�ateurs pour le problème dereherhe assoié à une formule booléenne quanti�ée.Nous n'avons pas trouvé dans la littérature de travauxportant sur le alul des politiques par un algorithmed'élimination de quanti�ateurs.La partie �déision� de nos algorithmes est en lienave des proédures de déision basées sur la résolutionou l'élimination de quanti�ateurs. Büning et al. [2℄étend le prinipe de résolution pour les formules boo-léennes [6℄ aux formules booléennes quanti�ées. Leur2http : ://www.info.univ-angers.fr/pub/stephan/Researh/QBF/models_prolog.html

proédure de déision, la Q-resolution, onsidère uni-quement des formules booléennes quanti�ées en formenormale onjontive à l'instar de l'algorithme ΠCNF .La Q-resolution génère des résolvantes (des lausesbooléennes) au lieu d'éliminer les quanti�ateurs et né-essite de les garder toutes pour être omplet. Biere [1℄étend la Q-resolution à ei près qu'elle est appliquéeuniquement sur le quanti�ateur existentiel le plus in-terne. Il applique l'expansion pour éliminer le quanti�-ateur universel. Cette proédure de déision, nomméeQuantor, est très e�ae sur des lasses de problèmesstruturés.Dans [5℄ il est fait état que la notion de politique esttrop exigeante. En e�et, dans le as d'un jeu à deuxjoueurs, J∀ et J∃ jouant alternativement en valuantles variables d'une formule qui doit être valide pourque le joueur J∃ soit sûr de gagner, si l'adversaire aau moins une manière de gagner alors auune politiquevalide n'existe et le joueur J∃ ne peut être aidé en rien.Pour remédier à ette absene de réponse [5℄ introduitla notion de politique partielle : si le joueur J∀ ne jouepas les oups qui interdisent la vitoire du joueur J∃elui-i pourra obtenir eux à jouer pour vainre. Noussouhaitons nous penher sur le alul des politiquespartielles des formules booléennes quanti�ées pour desformules non valides par des algorithmes d'éliminationde quanti�ateurs. Nous nous intéressons aussi danse adre à l'appliation de meta-heuristiques ommeelle e�etuée dans [8℄ pour la reherhe loale. Nousnous foalisons sur l'emploi de l'algorithmique géné-tique [11℄ et de reherhe par olonie des fourmis [7℄.Dans le as où un proessus de alul meta-heuristique(algorithme génétique ou olonie de fourmis) s'arrêtesans avoir trouvé la solution (soit pare que l'on n'apas attendu assez longtemps, soit pare qu'il n'y ena pas), l'état ultime de la struture de donnée o�reune solution approhée qui dans le as du alul despolitiques peut s'apparenter au alul des politiquespartielles.En�n nous désirons aluler diretement les formespartielles de résolution pour ne plus aluler la formenormale onjontive qui, pensons-nous, n'est pas né-essairement la forme la mieux adaptée pour résoudreles problèmes ni de satis�abilité, ni de validité.
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