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Résumeé

Dans cette étude, nous considérons des réseaux de
contraintes quantitatives temporelles ou spatiales évo-
luant au cours du temps de maniére périodique. Ces
réseaux de contraintes sont une extension des STP
(Simple Temporal Problems). Nous étudions les proprié-
tés de base de ces réseaux de contraintes, et nous pro-
posons également un algorithme de propagation locale
de contraintes. Nous montrons que pour plusieurs cas
intéressants cet algorithme est complet et donc résout
le probléme de la cohérence.

1 Introduction

Dans de nombreuses applications de I'Informatique et
en particulier de I'Intelligence Artificielle il est néces-
saire de raisonner sur des informations temporelles.
De nombreux formalismes permettant de raisonner
A partir de contraintes temporelles ont été proposeés.
Les réseaux de contraintes qu’ils considérent différent
d’une part sur les entités temporelles représentées par
les variables. Ces entités peuvent étre par exemple
des points temporels, des intervalles de temps, des
durées ou bien encore des distances. La nature des
contraintes utilisées permet également de distinguer
ces formalismes, elle peut étre qualitative [1, 13, 10],
métrique/quantitative [6, 4] ou bien encore les deux
[8, 11, 3].

Les STP (Simple Temporal Problem) [4] font partie de
la classe des réseaux de contraintes temporelles quan-
titatives. Ils représentent des entités temporelles par
des points de la droite et permettent de contraindre
les distances/durées entre ces points par des valeurs
numériques spécifiées par des intervalles. La résolu-

tion d’un STP peut étre réalisée en temps polynomial,
ceci explique 'utilisation importante de ces réseaux de
contraintes. Les STP ont été & de nombreuses reprises
“étendus” pour définir des réseaux de contraintes plus
expressifs [5, 9, 2].

Dans ce papier, nous considérons des réseaux de
contraintes quantitatives temporelles évoluant au
cours du temps de maniére périodique. Ces réseaux
de contraintes sont une extension des STP et des
“contraintes cycliques” deéfinis par Tripakis [12], ils
sont appelés STP ultimement périodiques (UPSTP en
abrégé). Cette notion interprétée dans un contexte
spatial peut étre vue comme un STP temporisé : plus
précisément, considérons un ensemble d’objets ponc-
tuels de la droite dont les positions changent au cours
du temps. A chaque instant, chaque objet a une posi-
tion donnée. Avec un UPSTP nous pourrons exprimer
des contraintes sur les positions relatives des objets
au cours du temps et en particulier des contraintes de-
vant étre satisfaites sur chaque instant a partir d’un
certain instant (des contraintes périodiques). Dans
un contexte temporel, une activité ou un événement
ponctuel récurrent peut posséder un nombre fini ou
infini d’occurrences au cours du temps. Dans cer-
taines applications ces occurrences doivent satisfaire
des contraintes sur les durées les séparant. Un UPSTP
permettra de spécifier de telles contraintes.

Nous étudions les propriétés de base de ces réseaux de
contraintes. Nous proposons également un algorithme
de propagation locale de contraintes spécifiques a ces
réseaux de contraintes. Nous montrons que pour plu-
sieurs cas intéressants cet algorithme est complet et
donc résout le probléme de la cohérence.



La structure de cet article est la suivante. La section 2
est consacrée a des rappels sur les STP. Dans la section
3 nous définissons les réseaux de contraintes UPSTP.
Dans la section 4 nous montrons principalement com-
ment peuvent étre reliées la cohérence d’'un UPSTP et
la cohérence d’une séquence de STP classiques. La sec-
tion 5 est dévolue a I’étude de UPSTP particuliers : les
UPSTP fermés. Un algorithme de propagation locale
de contraintes est proposé dans la section 6. La section
7 conclut notre papier.

2 Préliminaires sur les STP

Nous dénotons ’ensemble des intervalles de la droite
des nombres rationnels par INTg. Les bornes des in-
tervalles de cet ensemble peuvent étre finies ou infi-
nies, fermées ou ouvertes. Cet ensemble contient éga-
lement intervalle “vide” que nous dénoterons par §.
Etant donnés deux intervalles I et .J, —I dénotera I'in-
tervalle opposé a I, c’est-d-dire l'intervalle déduit de
I par la symétrie x — —z par rapport & l'origine.
I N J dénotera l'intervalle correspondant & 'intersec-
tion de I et J, I + J correspondra & la somme des
deux intervalles I et .J, c’est-a-dire l'intervalle ayant
pour borne inférieure la somme des bornes inférieures
des deux intervalles I et J et pour borne supérieure
la somme des bornes supérieures des deux intervalles
I et J. Etant donné un entier positif ¢, ¢.I corres-
pond & l'intervalle dont la borne inférieure (resp. la
borne supérieure) est la borne inférieure (supérieure)
de I multipliée par ¢. A des fins d'illustration, consi-
dérons les deux intervalles | — oc, 3] et ]1,5]. Nous
avons —| — 00,3] = [-3,4+00[, —]1,5] = [-5,—1],
] — o0,3]N]1,5] =]1,3], ] — 00,3]+]1,5] =] — o0, 8]
et 2.]1,5] =]2,10]. Les STP [4] sont des réseaux de
contraintes quantitatives binaires permettant de défi-
nir des contraintes sur les distances mutuelles d'un en-
semble de points de la droite. Chacune des contraintes
est définie par un intervalle correspondant aux valeurs
possibles de la distance entre les deux points concer-
nés. Les contraintes des STP que nous considérons sont
définies par des intervalles de INT :

Définition 1 Un STP S est un couple (V,C) od :

V. est wun ensemble fini de wariables
{vo,...,Vn_1}, avec m wun nombre entier po-
sitif ;

- C est une application de V xV dans INTg, asso-
ciant & chaque couple (v;,v;) € V x V un inter-
valle C(v;,vj) de INTg (que nous noterons égale-
ment C;;) telle que C(v;,v;) C [0,0] et C(v;,v;) =
—C(vi,v;) pour tout v;,v; € V.

Chaque variable v; représente un point de la droite des
nombres rationnels. Un intervalle C(v;, v;) stipule 'en-

semble des valeurs admissibles pour la distance (v;v;)
entre les points représentés par v; et v;. Les solutions
d’un réseau de contraintes de type STP sont définies
formellement de la maniére suivante :

Définition 2 Soit un STP S = (V,C).
Une instanciation o de S est une fonction de V
dans Q associant a chaque variable v; de V un
nombre rationnel o(v;) (que nous dénoterons éga-
lement par o;).
Une instanciation o de S est une solution ssi pour
tout v;,v; €V, 0; —o; € Cy5.

Un STP sera dit cohérent ssi il admet une solution.
Le probléme de la cohérence des STP consiste a dé-
terminer, étant donné un STP, si celui-ci est cohérent
ou non. Ce probléme est un probléme connu comme
étant un probléme polynomial. Nous dirons qu’un STP
S = (V,C) est un sous STP de &' = (V', ("), ce qui
se note S C &', lorsque V. = V' et que C(v;,v;) C
C'(v;,v;) pour tout v;,v; € V (on notera S C &'
lorsque pour au moins un couple v;, v; € V nous avons
C(vs,v;) C C'(vi,v5)).

Nous dirons qu'un STP § = (V,C) est fermé par
chemin-cohérence ssi pour tout triplet v;,v;, v € V,
C(vi,v;) C C(vs,v) + C(vg,vj). 11 est bien connu
qu’'un STP fermé par chemin-cohérence et ne conte-
nant pas lintervalle vide comme contrainte est co-
hérent et est également globalement cohérent (toute
solution partielle sur un sous-ensemble de variables
pourra toujours étre étendue a une autre variable).
Etant donné un STP S, il existe un unique STP équi-
valent et fermé par chemin-cohérence, nous le dénote-
rons par PC(S). Des méthodes polynomiales consistant
principalement & itérer 'opération de triangulation :
Cij < Ci; N (Cik + Cy; ) sur tout triplet de variables
v;, v; et vy jusqu’a 'obtention d’un point fixe. Nous
pouvons par exemple utiliser I'algorithme PC1 [7] qui
ne réalise qu’une seule boucle principale dans le cas
des STP et qui a donc une complexité en temps de
0([V[?).

3 Les réseaux de contraintes quantita-
tives ultimement périodiques

Dans un contexte temporel, un STP exprime des
contraintes quantitatives entre les composantes tem-
porelles ponctuelles d’un ensemble d’activités ou
d’événements. Un STP peut également étre uti-
lisé dans un contexte spatial pour représenter des
contraintes sur les positions relatives d’'un ensemble
d’objets ponctuels sur la droite. Nous définissons
maintenant la notion principal de ce papier que nous
appelons réseau de contraintes quantitatives ultime-
ment périodique ou bien encore STP ultimement pério-



dique (UPSTP en abrégé). Cette nouvelle notion inter-
prétée dans un contexte spatial peut étre vue comme
un STP temporisé : plus précisément, considérons un
ensemble d’objets ponctuels de la droite dont les posi-
tions changent au cours du temps. A chaque instant,
chaque objet a une position donnée. Avec un UPSTP
nous pourrons exprimer trois types de contraintes :
des contraintes entre les positions de deux objets
4 un instant donné,
des contraintes entre les positions de deux objets
A des instants différents,

— des contraintes entre les positions de deux objets
devant étre satisfaites sur tous les instants futurs
d’un certain instant.

Nous supposons que le temps est modélisé par les en-
tiers naturels. Ainsi, & chaque nombre entier ¢ > 0 cor-
respond un instant. Dans un contexte temporel, une
activité ou un événement ponctuel récurrent peut pos-
séder un nombre fini ou infini d’occurrences au cours
du temps. Dans certaines applications ces occurrences
doivent satisfaire des contraintes sur les durées les sé-
parant. Un UPSTP permettra de spécifier de telles
contraintes.

Formellement, nous définissons un STP ultimement pé-
riodique de la maniére suivante :

Définition 3 Un UPSTP est un quadruplet U =
(V,C,tmin, tmaz) 00 :
-V ={vo,...,vn_1} est un ensemble fini de n va-
riables ;
tmin €t tmaz SOnt deux entiers positifs tels que
tmin S tmrzm 5
C est une application de V x {0,... tmaz} X
Vo ox {0,...,tmaz} dans INTg telle que
Clvi, ti, vj,t5) = —C(vj,tj, 05 i) et
C(vi, t;,vi,t;) C [0,0] pour tous v;,v; € V
et ti,t; € {0,...,tmax}-

Intuitivement, dans un contexte spatial, chaque va-
riable v; € V représente un point de la droite des
nombres rationnels dont la position évolue au cours du
temps. Le couple (v;,t;), avec t; € N, représente cette
position & linstant ¢;. La contrainte C(v;,t;,v;,t;)
contraint la distance entre le point v; a l'instant ¢;
et le point v; a l'instant ¢;. Dans un contexte tempo-
rel, la variable v; représente, non plus la composante
spatiale ponctuelle d’un objet, mais une activité ou un
événement récurrent. Le couple (v;, ;) € V x N repreé-
sente donc la (t; + 1)¥™€ occurrence de I'événement
représenté par v;.

L’application C exprime de maniére explicite les
contraintes entre les positions des différentes occur-
rences des variables de V pour les instants compris
entre 0 et f,,4,. L’application C' exprime également
des contraintes qui devront étre satisfaites au cours des

instants futurs. En effet, les contraintes sur la période
de temps correspondant aux instants {¢,in, - - -, tmaz }
devront étre également satisfaites sur les périodes de
temps futures, c’est-a-dire sur chacune des périodes
{tmin + 4, tmaz + i} pour tout i > 0. Conformé-
ment & ces interprétations, nous définissons les solu-

tions d’un UPSTP de la maniére suivante :

Définition 4 Une solution o d’un UPSTP U =
(V,C\ tmin, tmaz) €st une application de V x N dans
Q telle que pour tout v;,v; €V et t;,t; € N :

1. si tit; < tmas alors o(vj,t;) — o(vi,t;) €
C(vis ti, v, 15) ;

2. s1 tmin S tz' S t]' et t]‘ — tz' S tmaw - tmin alors
pour tout t;,t; tels que tyin <t < min{tmaz, ti}
et tmin < 15 < min{tman,t;} et t; —t; =t — 1}
nous avons o (vj,t;) — o(vi, t;) € C(vi, 1}, v5,1%).

Nous étendons de maniére naturelle les notions de co-
hérence, d’incohérence et d’équivalence aux réseaux
de contraintes de type UPSTP. Les exemples suivants
illustrent les définitions précédentes.

Exemple 1 Dans un cadre représentation de données
spatiales, considérons trois objets Oq, O1 et Oy, dont
les positions spatiales sont représentées par trois va-
riables vg, v et va ayant pour domaine l’ensemble
des nombres rationnels. Supposons que ces objets se
meuvent au cours du temps avec les contraintes sui-
vantes :

a linstant 0, Og est 4 gauche de Oy et a gauche

de Oy & une distance comprise entre 3 et 5 ;

— la position de Oy a lUinstant 0 est a gauche de sa
position a l’instant 1 ;

— a linstant 1, et pour tous les instants futurs, Ogy
est a droite de O1 a une distance mazimale de 10 ;
a partir de Uinstant 1, Oy se déplace sur sa
gauche, et Oy se déplace sur sa droite ;

— & partir de Uinstant 2, Oy bouge sur sa gauche et
reste aux alentours de O, a une distance maxi-
male de 4.

Ces contraintes peuvent étre exprimées par le UPSTP
U= (V,C tmin; tmaz), 00V = {vg,v1,02}, tmin = 1,
tmaz = 3. Les contraintes définies par C sont re-
présentées dans la figure 1. Comme d’habitude, ne
sont pas représentées dans la figure les contraintes sui-
vantes : la contrainte entre une variable et elle méme,
la contrainte universelle (] — oo, +00[), la contrainte
opposée 4 une contrainte déja représentée. Ce UPSTP
est cohérent, une de ses solutions est décrite dans la
figure 2.

Exemple 2 Considérons maintenant deur événe-
ments ponctuels récurrents FEqg et Ey représentés par

deux variables vy et v1 ayant pour domaine l’ensemble
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Fi1G. 2 — Une solution du UPSTP U/ de I'exemple 1.

des nombres rationnels. Supposons que les différentes
occurrences de ces événements soient contraintes de la
maniere suivante :

— pour touti > 0, la i®™ occurrence de E1 apparait
toujours apres la 1™ occurrence de Ey. Ces oc-
currences sont séparées d’au moins une seconde.

— Pour tout i > 0, la (i + 1)¢™€ occurrence et la
i€Me occurrence de Ey sont séparées d’au moins
deux secondes, celles de Ey sont toujours distantes

d’exactement une seconde.

Ces contraintes peuvent étre exprimées par I’ UPSTP
U = (V C7tmin:tmaz)’ ow 'V = {UO:U1}; tmin = 0’
tmaz = 1. Les contraintes définies par C' sont repré-

F1G. 3 — Les contraintes C' du UPSTP U/ de 'exemple 2.

Pour clore cette section remarquons que le probléme de
la cohérence d’'un UPSTP quelconque peut étre ramené
(de maniére polynomiale) au probléme d’'un UPSTP
dont les contraintes ont pour bornes finies des nombres
entiers :

Proposition 1 Soit un UPSTP U =
(V,C\ tmin,tmaz) €t soit d Uentier correspondant
au produit des dénominateurs des bornes finies' des
intervalles définissant C (d = 1 dans le cas o toutes
les bornes sont infinies). Soit U' = (V,C' tmin,tmaz)
le UPSTP défini par C'(vi, t;,vj,t;) = d.C(v;, t;,0;,t;)
pour tout v;,v; € V et t;,t; € {0,...  tman} - AlorsU
est cohérent ssi U' est cohérent.

Preuve Soit o une solution de U. Soit o
I’application de V x N dans @Q définie par
o'(vi,t;) = d(o(vi, t;) — o(vg,0)) pour tout v; € V et
t; € N. Nous pouvons montrer que o’ est une solution
de U'. Maintenant, supposons donnée une solution o’
de U'. En définissant une application o de V' x N vers
Q par o(v;,ti) = (0'(vi, t;) — 0'(v0,0))/d pour tout
v; € V et t; € N nous obtenons une solution de &/. -

Fort de ce fait, dans la suite de ce travail nous
considérerons sans perte de généralité des UPSTP
dont les contraintes ont pour bornes finies des nombres
entiers.

4 Contraintes implicites
contraintes explicites

versus

Dans cette section nous allons relier le probléme de la
cohérence d’'un UPSTP  qui potentiellement exprime
un nombre infini de contraintes — aux problémes de
la cohérence de STP. Pour ce faire nous réalisons les
étapes suivantes :

1. nous associons a tout UPSTP un STP représen-
tant ses contraintes périodiques. Ce STP sera ap-
pelé le motif du UPSTP.

2. En utilisant cette notion de motif, nous définis-
sons une séquence de STP “au support tempo-
rel croissant”. Chacun de ces STP explicite les
contraintes du UPSTP sur un certain nombre
de premiers instants. Nous les appelons les k-
renforcements du UPSTP.

3. Nous relions la cohérence d'un UPSTP & des
propriétés concernant la cohérence de ses k-
renforcements.

Nous allons maintenant procéder a la réalisation en dé-
tails de ces trois étapes. Nous définissons tout d’abord
le motif d’'un UPSTP :

INous supposons que la valeur d’une borne finie d’une

contrainte est définie par une fraction p/q avec p un entier et ¢
un entier strictement positif




Définition 5 Soit U = (V,C, tmin, tmaz) un UPSTP.
Le motif de U, dénoté par motif(U), est le STP
Sm = (Vin,Cm) o0 Vi = V x {0,...,lg} (avec
|g = tmam — fnnn) et C’m((vi,ti), (Uj,tj)) = C(’l),j,t,j +
tmin, Vj,t; + tmin) pour tout v;,v; € V et pour tout
ti,t; € {0, e, |g}.

Dans la suite Ig dénotera la différence t,,42 — tmin- Le
motif du UPSTP U de la figure 1 est représenté dans
la figure 4.

©
SRS

F1G. 4 — Le motif du UPSTP U.

En utilisant la notion de motif, nous allons maintenant
définir des réseaux de contraintes finis qui, d’une cer-
taine maniére, explicitent des contraintes d’'un UPSTP
devant étre satisfaites durant les (k + 1) premiers ins-
tants (ott k& > 4, ). Pour un tel k, nous définirons le
k-renforcement du UPSTP. Avant de donner une dé-
finition formelle donnons une description intuitive de
cette notion. Supposons que nous ayons sur papier une
représentation des contraintes du UPSTP sur les ins-
tants {0, ..., tmaz }. Imaginons que nous ayons main-
tenant la description du motif sur une feuille transpa-
rente 4 part. Etant donné un entier & > 45, DOUS
superposons le motif de la feuille transparente sur le
réseau de contraintes initial, puis de maniére répéti-
tive nous décalons ce motif d’un instant, puis de deux
instants, puis de trois instants et ainsi de suite, jusqu’a
ce que instant k soit atteint. A chaque fois nous ajou-
tons les contraintes de la feuille transparente a celles
obtenues & ’étape précédente (en prenant l'intersec-
tion). Le k-renforcement est le réseau de contraintes
obtenu lorsque 'instant k est atteint. Donnons main-
tenant une définition formelle :

Définition 6 Soit U = (V,C, tmin, tmaz) un UPSTP
et S = (V x{0,...,lg},Cn) son motif. Etant donné
un entier k > tymaq, le k-renforcement de U, dénoté
par k—renforcement(U), est un STP Sk = (VK C*) de-
fini récursivement par :

e VE=V x{0,...,k};

o Clmaz((v;,t;), (vj,t;)) = Clvi,ti,vj,t;) pour tout
vi,v; €V et t;,t; €{0,...,tmaz};

e pour tout k > tymee et pour tout v;,v; € V et
t;,t; € {0, oL k+ 1} avec t; < tj,

- Ck+]((vi7ti)=(v]'=t]')) = Ck((vhti):(v.ﬁtj))f st
ti<(k+1)—lg ett; < k+1,
CH (05, t3), (v, t5)) = C*((vi,t:), (vj,t5)) N
Cm (i, ti — (k+1)—1g)), (v;,t; — ((k+1) —lg))),
ift; > (k+1)—lgett; <k+1,

= C* 1 ((vi,13), (vj, 1)) = Cr((viti = ((k + 1) =

lg)), (v, t; — (K +1) —lg))), sit; = k+1 et
tj —t; <lg,

C*L((viy ), (v),t5)) =] — 00, +oc[, sit; =k +1
ett; —t; > g,

C* 1 ((vg, 1), (vi 1)) =

—CF (v, ), (v, 1))

Fic. 5 Le 4-renforcement du UPSTP /.

La figure 5 décrit le 4-renforcement du UPSTP U de
la figure 1. Nous utiliserons également dans la suite la
notion de fenétre d’un k-renforcement qui est un STP
capturant ses contraintes sur (Ig + 1) instants consé-
cutifs :

Définition 7 Soit S* = (V x {0,...,k},C*) le k-
renforcement d’un UPSTP U = (V, C, tmin, tmaz), avec
k > tmas. La t-fenétre de S*, avec tpmin <t < k — g,
dénotée par t — fenetre(S), est le STP S = (V;, Cy)
o : V; =V x {07...,|g} et Ct((’l)i7ti)7(’l)j,t]’)) =
C*((vi ti + 1), (vj,t; + 1)), pour tout vi,v; € V et
ti,t; € {0,...,Ig}.

La fin de S* correspond a sa derniére fenétre, c’est a
dire a sa (k — Ig)-fenétre. La figure 6 représente la fin
du 4-renforcement se trouvant dans la figure 5.

F1G. 6 — La fin du 4-renforcement du UPSTP /.

Nous donnons un derniére définition avant d’étudier
I'interaction entre les propriétés de cohérence des diffé-
rents réseaux de contraintes introduits précédemment.



Définition 8 Soit U = (V,C, tmin, tmaz) un UPSTP
et Sk = (V x {0,...,k},C*) son k-renforcement pour
un entier k > tma.. Une application o de V x N
vers D est une solution de S* ssi la restriction de
o aV x{0,...,k} est une solution de S*, c’est-a-
dire ssi o(vi, t;) C¥((vi,t;), (v),t;)) o(vj,t;) pour tout
Vi,V € V et ti,t; € {0, .. 7]{7}

Un premier résultat est qu'une solution d’'un UPSTP
fournit des solutions de ses k-renforcements :

Proposition 2 Soit U un UPSTP et o une solu-
tion de U. L’application o est une solution de k—
renforcement(U) pour tout k > timaz.

Une preuve de cette proposition peut étre réalisée par
induction sur k, avec k = t,;,,, comme cas de base. La
proposition suivante exprime le fait qu'une solution
potentielle peut étre testée sur l’ensemble de ses k-
renforcements :

Proposition 3 Soit U = (V,C,tmin,tmaz) un
UPSTP et o une application de V x N dans D. Si o est
une solution de k—renforcement(U) pour tout k > timaz,
alors o est une solution de U.

Une preuve de cette proposition consiste en une dé-
monstration par ’absurde ot ’on suppose que o n’est
pas une solution de U, ce qui conduit au fait que o
n’est pas solution d’'un k-renforcement pour un cer-
tain entier k supérieur a t,,,, et, par conséquent a
une contradiction.

Remarquons que la cohérence de I’ensemble des k-
renforcements d'un UPSTP n’implique pas, dans le
cas général, la cohérence de ce UPSTP. Pour s’en
convaincre il suffit de considérer le UPSTP repré-
senté dans la figure 3. Malgré son incohérence il est
possible de définir une solution de chacun de ses k-
renforcements.

La proposition finale de cette section est un résul-
tat technique qui sera utilisé plus tard. Il peut étre
directement prouvé en utilisant la définition d’un k-
renforcement et celle de sa fin :

Proposition 4 Soit U un UPSTP. Pour tout k >
tmae, le STP fin(k—renforcement(Uf)) est un sous-réseau
de motif(U).

5 Le probleme de la cohérence des

UPSTP fermés

Dans cette section nous allons étudier des UPSTP
particuliers : les UPSTP fermés. Nous allons montrer
que le probléme de la cohérence de ces réseaux de
contraintes peut étre ramené & celui de la cohérence

de leur t,,,.-renforcement et est donc “facile” a ré-
soudre. Dans la section suivante nous proposerons un
algorithme de propagation locale de contraintes ayant
pour objectif de transformer un UPSTP quelconque en
un UPSTP fermeé.

Avant de définir la propriété de fermeture d’'un UPSTP
nous introduisons une opération appelée opération de
translation. Partant du motif d’'un UPSTP, 'opération
de translation permet de construire un STP superpo-
sant les contraintes de ce motif et celles qui doivent
étre satisfaites sur la “période” suivante (celles de-
vant étre satisfaites & l'instant suivant en décalant
d’un instant les contraintes du motif). Cette opération
est inspirée d'une des opérations utilisées par Tripakis
[12] dans le cadre de la résolution de contraintes pé-
riodiques pouvant, étre ramenées & des UPSTP U =
(V,C\ timin, tmaz) O timin = 0 et e, = 1. Formelle-
ment, nous définissons 'opération de translation de la
maniére suivante :

Définition 9 SoitS = (V',C) unSTP avec V' =V x
{0,...,maz} (V étant un ensemble fini {vo,... ,vm}
et m,mar > 0). La translation de S, déno-
tée translation(S), est le STP Sy = (Vir,Chr) o0

Vir, = V', et pour tout vi,v; € V et pour
tout t;,t; € {0,...,maz}, Cu((vi,ti),(vj,t;)) =
C((vi, ts), (vj,t ))ﬁC((m ti—1), (v, t; —1)) sit; >0
et t; >0, et Ctr((”t: ti), (vj,t;)) = Cl(vi, i), (7)77 i)

sinon.

La translation du motif représenté dans la figure 4 est
représentée dans la figure 7. Nous étendons la notion

g, 0 v, 1 Uﬂ:2
—10 0[ —10,0]

v1,0 V1, 2

i : | —00,0] @

Fia. 7 La translation de motif (/).

de fermeture par chemin-cohérence et de translation
aux UPSTP de la maniére suivante :

Définition 10 Soit U = (V,C,tmin,tmaz) un
UPSTP. La fermeture par chemin-cohérence de U
(resp. la translation de U), dénoté par PC(U) (resp.
translation(U) ), est le UPSTP (V,C' tmin, tmaz) 0%
C' est Uapplication de V X {O,...,,m{m} x V x
{0,..., tmaz } dans INTq définie par :

o (' (1)“ ti,vj,t;) = C(vs,t;,vj,t;) pour tout v;,v; € V
et tit; € {0,... tmax } tel que t; < tmin 0U tj < tyyin,



o C'(visti,v5,t5) = Cp (Vi ti — timin), (U, 5 — tmin))
pour tout v;,v; € V et ti,t; € {tmins---tmaz}, 0
C;, dénote les contraintes de la fermeture par chemin-
cohérence (resp. de la translation) du motif de U.

A partir de ces opérations nous définissons la propriété
de fermeture :

Définition 11 Soit U = (V,C,tmin,tmaz) un
UPSTP. Le UPSTP U (resp. le motif motif () ) sera dit
fermé ssi U = PC(translation(U)) (resp. ssi motif () =
PC(translation(motif (i))).

Concernant la fermeture nous pouvons prouver les pro-
priétés suivantes :

Proposition 5 Soit U un UPSTP.
— U est fermé ssi motif (U) est fermé,
U est fermé ssild = translation(U) et U = PC(U),
motif (U)  est  fermé ssi  motif(U) =
translation(motif (i/)) et motif (U) =
PC(motif (U)).

Nous avons également le résultat suivant.

Proposition 6 Soit U = (V,C, tmin,tmaz) un
UPSTP fermé. Soit S* = (V x {0,...,k},Cy) et
NEFL = (V x {0,...,k + 1},Ck11) le k-renforcement
et le (k + 1)-renforcement de U, respectivement, avec
k > tmae- La restriction de Uapplication Ciiq a
V xA0,..., k} xV x{0,...,k} est Uapplication Cl.

Nous allons établir maintenant le résultat fondamental
concernant le probléme de la cohérence des UPSTP
fermeés.

Théoréme 1 Soit U = (V,C, tmin, tmae) un UPSTP
fermé. Toute solution de k—renforcement(U), avec k >
tmaz, peut étre étendue en une solution de (k + 1)—
renforcement (/).

Preuve(idée) A partic d'une solution o de
k — renforcement({{) nous pouvons extraire une
solution partielle de fin((k + 1) — renforcement(l()).
fin((k + 1) — renforcement(U/)) est un sous-réseau
du STP motif(i{) qui est fermé et donc fermé
par chemin-cohérence. motif(i/) est donc éga-
lement globalement cohérent. Il en résulte que
nous pouvons étendre la solution partielle en une
solution de motif(U/). Puisque les contraintes concer-
nant Uinstant g sont les mémes pour motif(U) et
fin((k + 1)—renforcement(R)), cette solution est aussi
une solution de fin((k + 1) —renforcement(i/)). Cette
solution peut étre utilisée pour compléter la solution o
afin d’obtenir une solution de (k + 1)—+enforcement(l().
_|

Un corollaire de ce théoréme est le résultat sui-
vant :

Algorithme 1 Fermeture

Calcule la fermeture d'un UPSTP U =
(V: 07 tmin: tmaz)

1: Faire

2: U =u

3: U := translation(U)

4. U .= PC(U)

5: Tant Que (U £ U")

6: retourner U

Corollaire 1 Le probléme de la cohérence des UPSTP
fermés est polynomial et peut étre résolu en appli-
quant la méthode de la chemin-cohérence sur le ty,qq-
renforcement du UPSTP, ce qui peut étre réalisé avec
une complexité en temps de O((tmaz * |V])?).

6 La méthode de la fermeture des UPSTP

Dans la section précédente nous avons montré que le
probléme de la cohérence des UPSTP fermés était un
probléme polynomial facilement soluble. Fort de ce ré-
sultat nous proposons dans cette section une méthode
de propagation locale de contraintes tentant de trans-
former un UPSTP quelconque en un sous UPSTP équi-
valent et fermé. Comme nous le verrons dans la suite
cette méthode qui correspond & I’algorithme Fermeture
est saine dans le sens ot lorsqu’elle s’arréte le UPSTP
est bien un sous UPSTP fermé équivalent au réseau
initial. Mais elle n’est pas compléte dans le cas géné-
ral : en effet, nous verrons que 'algorithme Fermeture
peut ne pas s’arréter. Malgré tout nous caractérise-
rons deux cas trés intéressants ou l'algorithme s’ar-
réte forcément au bout d'un temps fini. Etudions donc
I’algorithme Fermeture. Cet algorithme utilise 'opé-
ration de translation et la méthode de la fermeture
par chemin-cohérence pour calculer la fermeture d’'un
UPSTP. Nous pouvons tout d’abord montrer que 1’al-
gorithme est sain au sens o il calcule un UPSTP équi-
valent au réseau initial. La proposition suivante établit
I’équivalence d’'un UPSTP avec ses transformations et
permet donc d’affirmer que 'algorithme Fermeture cal-
cule bien un UPSTP équivalent au réseau initial :

Proposition 7 La fermeture par chemin-cohérence et
la translation d’un UPSTP U sont équivalents a U .

Preuve(idée)

PC(motif(if)) est un sous-réseau de motif (/). Par
conséquent, chaque k-renforcement de PC(U) est
un sous-réseau du k-renforcement de U. Ainsi,
une solution solution de PC(U{) est aussi une so-
lution de U. Avec une ligne de raisonnement si-
milaire, nous pouvons prouver qu’une solution de
translation(U) est aussi une solution de U.



— Chaque solution ¢ de U est une solution de
tous les k-renforcements de PC(U) et une solu-
tion de tous les k-renforcements de translation ().
Cela peut étre prouvé par induction sur k
avec k = tmez comme cas de base. La
preuve utilise les faits suivants : (i) toute so-
lution de la fin de chaque k-renforcement de
U satisfait motif (/) et ainsi est une solu-
tion de PC(motif(U)) qui est motif(PC(U)); (ii)
toute solution de la fin de tout k-renforcement
de U satisfait translation(motif(i/)) qui est
motif (translation({/)).

_i

L’algorithme Fermeture ne s’arréte pas forcément.
Pour s’en convaincre il suffit de considérer le UPSTP
se trouvant représenté dans la figure 3 et de lui
appliquer D'algorithme Fermeture. On remarque que
I’algorithme ne s’arréte pas et boucle indéfiniment. Le
UPSTP obtenu aprés la i°™€ itération de 1’algorithme
Fermeture est représenté dans la figure 8. En fait, le

] —oc,1—1]

Fic. 8 — Le UPSTP obtenu aprés la i®M€ itération de
I’algorithme Fermeture.

non arrét de 'algorithme Fermeture permet de décider
du probléme de la cohérence du UPSTP, car on a la
propriété suivante :

Proposition 8 Le non arrét de Uapplication de 1’al-
gorithme Fermeture a un UPSTP U implique I’incohé-
rence du UPSTP U.

Preuve Si l'algorithme Fermeture boucle indéfini-
ment, c’est qu’il existe un des intervalles définissant
une contrainte C(v;,t;,v;,t;) de U qui rapetisse
indéfiniment par intersection. Cet intervalle diminue
d’au moins une unité (les bornes finies des intervalles
sont des entiers) & chaque intersection. Cet intervalle
posséde forcément une borne finie et une borne
infinie. En effet, dans le cas contraire C(v;,t;,v;,t;)
deviendrait Uintervalle vide. A partir de ces consta-
tations et du fait que D'algorithme Fermeture est
sain, nous pouvons affirmer qu’il est impossible de
définir une application o solution de U. En effet,
quelle que soit la distance o(vj,t;) — o (v;, t;) il existe
une itération de lalgorithme & partir de laquelle

U(’l)j:tj)_a'(’l)i,ti) QC(’Ui,ti,Uj,t]’). a
Une question restant sans réponse est de savoir
s’il existe un moyen de détecter que 1’algorithme
Fermeture bouclera indéfiniment au bout d’un certain
nombre d’itérations.

Pour certain types de contraintes nous sommes
assurés que cet algorithme s’arréte aprés un nombre
fini d’itérations. Nous pouvons par exemple citer les
deux types de contraintes suivants :

1. les intervalles utilisés comme contraintes ont uni-
quement des bornes finies ;

2. les intervalles utilisés comme contraintes ont pour
bornes des bornes infinies ou des bornes finies ou-
vertes ou fermées associées a la valeur 0.

Pour le premier type de contraintes, le nombre d’ité-
rations réalisé par l’algorithme Fermeture est borné
par m(|V] * (Ig + 1)) ot m est la taille du plus
grand des intervalles utilisés comme contraintes. Ceci
provient du fait qu’d chaque itération, au moins
une des contraintes diminue d’une unité. Concernant
le deuxiéme type de contraintes remarquons que le
nombre d’itérations est borné par 3(|V] * (g + 1))2
puisque chacune des contraintes peut diminuer au plus
trois fois. Ce deuxiéme type de contraintes est uti-
lisé pour représenter des contraintes qualitatives issus
de formalismes tels que le calcul des intervalles d’Al-
len [1] ou le calcul des points [13]. Le probléme de la
cohérence des UPSTP possédant des contraintes de ces
deux types est donc polynomial.

7 Conclusion

Nous avons dans cet article introduit la notion
de réseau de contraintes quantitatives ultimement
périodiques. Cette notion permet d’exprimer des
contraintes quantitatives (spatiales ou temporelles)
qui, aprés une période initiale, évoluent en se répé-
tant de maniére périodique, reproduisant un méme
schéma que nous appelons motif. Pour ce type de ré-
seau, nous proposons un algorithme de propagation de
contraintes pour résoudre le probléme de la cohérence.
Cet algorithme peut dans certains cas ne pas s’arré-
ter, et dans ce cas le réseau n’est pas cohérent. On est
cependant assuré de 'arrét pour des types particuliers
importants de réseaux. Une implantation de cet algo-
rithme est actuellement en cours. L’étude menée ouvre
différentes perspectives de travaux futurs. L'un d’eux
concerne la caractérisation de nouveaux cas ou le pro-
bléme de la cohérence des UPSTP est polynomial. Un
autre travail futur consiste & déterminer de maniére
précise la classe de complexité dans laquelle appartient
le probléme de cohérence des UPSTP et de définir de



nouveaux algorithmes permettant de résoudre ce pro-
bléme.
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Annexe

Preuve (Proposition 6) S,
dénotera motif(/). Remarquons que Sy, est fermé.
Soient v;,v; € V et t;,t; € {k—Ilg+1,...,k}
A partir de Prop. 4 nous pouvons affirmer que
Cr((vi, i), (v5,t5)) C Cp((viti — (k = 1g)), (vj,t; —
(k —lg))). Cy, étant fermé, nous avons Cp,((vi,t; —
(k — 1), (vjnt; — (k — 1)) C Curl(vi, (t; — (k —
lg)) — 1), (v;, (t; — (k — lg)) — 1)). Ainsi, pour tout
vi,v; € V et pour tout t¢;,t; € {k—1Ig+1,...,k}
nous avons Cy((vi,t:), (vj,t;)) C Cm((vi, (ti — (B —
lg)) — 1), (v;, (t; — (k — lg)) — 1)). A partir de cela
prouvons la propriété principale. Soient v;,v; €
V et t,t; € {0,...,k}, supposons que t; <
t;. Examinons tous les cas possibles. Supposons

= (Vx{0,...,lg},Cp)

que t; < (k + 1) — Ig. Par Déf. 6, nous avons
Cr1((vis ti), (vj,t5)) = Cr((viyti), (vj,t;)). Main-
tenant, supposons que t; < (k + 1) — lg. Tou-

jours par Déf. 6, nous avons Ck+1((vz,tl) (vj,t5)) =

Cr((vi, i), (v, 1 ))ﬂC ((vis ti = ((k+1) —1g)), (vj, 5 —
((k+1) — Ig))). A partir du premier résultat de
cette preuve nous savons que Cp((vi,t;), (vj,tj)) -
Con((vst (1 1)=Ig). (15 ~((h-+ 1) ). T
sulte que i (v 1), (15,£5) = Cil(vis ) (07,17)).
_i

Preuve (Théoréme 1) Sy = (V x {0,...,k},Cy) et
Sk+1 = (Vx{0,...,k+1}, Cry1) dénoteront respecti-
vement k—renforcement(l/) et (k + 1)—renforcement (/).
Sm = (V x{0,...,1g},C,,) est motif(U). Soit o une

solution de Sj. Montrons que nous pouvons étendre
o, en une solution ogyq de Sgy1.

e Pour tout v; € Vet t; € {0,...,
finissons ogy1(vi,t;) par opgr(vi,t;) =

k}, nous dé-
Ok (Ui7 tl) .



Pour tout v;,v; € V et t;,t; € {0,...,k}, nous
avons  Cry1((vi, t), (v5,t5)) = Cil(vi, i), (vj,5))
(Prop. 6). Ainsi, og41(vj,t;) Ops1(visti) €
Cre1((vi, t3), (05, 15))-
e Il reste & définir op41(v;, k + 1) pour tout v; € V.
Dénotons par Sy = (V x{0,...,lg},Cy) lafin de Sp41.
Soit oy 'application de V' x {0,...,lg— 1} dans Q deé-
finie par of(vi,t;) = opy1(visti — (B +1) —1g)). o
est une solution partielle de Sy sur V' x {0,...,lg —
1}. Sy étant un sous STP de S, (Prop. 4), o; est
aussi une solution partielle de S,,. S, est un STP
chemin-cohérent et est donc globalement cohérent.
Ainsi, oy peut étre étendu en une solution o, de
Sm. Om est une application de V x {0,...,Ig} dans
Q avec 0, (vi,t;) = op(vi,t;) = 0k+1(vl,t, + timin)
pour tout v; € Vet t; € {0,...,lg — 1}. En remar-
quant que pour tout v;,v; € V et t;,t; € {0,...,lg},
Crl(vinti), (07,43) = Con((vi,£3), (vj,1;)) dams le cas
ou t; = Ig ou t_7 = lg, nous pouvons afﬁrmer que o,
est aussi une solution de Sy. A partir de tout cela, en
définissant o(v;, k + 1) par o(vi, k + 1) = om(vi,lg)
pour tout v; € V, nous pouvons affirmer que pour
toutvzv,EVettzt,E{k+1—lg Jk+ 1},
0(vj,t;)) =0 (vi, i) € Cra1((vi, i), (v5,5)) dans le cas
out; = k+1ou 7‘] = k+1. De pluq pour tout v;,v; € V
et t; € {0,. — g}, Cry1((vity), (vj,k + 1)) =
Ck+1((v] k+1) (v, t;)) =] — o0, +00[, ces contraintes
sont donc toujours satisfaites. A partir de tout ceci
nous pouvons conclure que oy est une solution de
Skt1- B
Preuve (Proposition 7) La fermeture par chemin-
cohérence du motif du UPSTP U = (V, C, tmin, tmaz)
est un sous STP de ce motif. En conséquence, tout k-
renforcement de la fermeture par chemin-cohérence de
U (avec k > tpqe) est un sous STP du k-renforcement
de U. Ainsi, une solution de la fermeture par chemin-
cohérence de U est une solution de . Maintenant
prouvons que chaque solution o de U est une so-
lution de la fermeture par chemin-cohérence de U.
Pour cela nous montrerons que toute solution o de
U est une solution de tout k-renforcement de la fer-
meture par chemin-cohérence de U. Dans la suite,
Sk = (V x{0,...,k}, Cr) dénotera k—renforcement(U),
Sm = (V xA{0,...,1g},C,,) sera motif(id) et o est
une solution de U. S, = (V x {0,...,k},C}) est
k—renforcement(PC(U/)) et S}, = (V x {0, Llgh, CL)
dénotera motif(PC(&/)). Nous remarquons que S;, est
un équivalent sous STP de S, fermé par chemin-
cohérence. Montrons que o satisfait Sj,.
e Supposons que k = tnes st
Soit Vr, Vg S V et tr,ty € {0 maz}
Si t; <  tmin ou tj < ity Dous  avons
Cp((vi, ti), (vj,t5)) = Cr((vi,ti), (vj,t;)), en consé-
quence, o(vj,t;) — o(vi,t;) € Ci((viiti), (vj, 7))

satisfaite.

Maintenant, considérons la cas ot t; > ity et
t;j > tmin. Soit o' l'application de V x {0,...,lg}
dans Q par o'(v,tr) = o(vg,tp + tmin) pour
tout vy € V et t € {0,...,lg}. o' est une so-
lution de &,, et ainsi, est aussi une solution de
S,,. Nous pouvons déduire que o'(vj,t; — tmin) —
o' (vi, ti —tmin) € Cr((vi,1:), (v),¢5)). En conséquence,
o(vj,tj) — o(vi, ti) € Cp((vi, i), (vj, £5))-

e Supposons que la propriété est vraie pour le cas
k > tmaee et prouvons le pour k£ 4 1. Soient v;,v; € V
et t;,t; € {0,...,k+ 1} (nous supposons que t; < t;).
Examinons tous les cas possibles.

— Considérons le cas t; < (k + 1) — Ig et
tj < k4 1. Nous avons C} ., ((vi, 1), (vj,t5)) =
C’((v, ti), (vj,t;)). En conséquence, & partir de
I’hypothése de récurrence o(vj,t;) — o(vi,t;) €
CIIH»] ((vi: ti)7 (’Uj., tJ))

— Considéronsle cas ot t; = k+1et t;—t; > Ig, nous
avons C), ((vi, ), (vj,t5)) =] — oo, 400, ainsi,
o (vj,tj) = o(vi, ti) € Cpyy (v, 1), (v, 15)).
Considérons le cas ou t; > (k + 1) — Ig. Soit o'
Papplication de V' x {0, ...,lg} dans Q définie par
o' (vg,ty) = o(vk,tr — ((kK+ 1) —1g)). o' est une
solution de S,,, et ainsi, est aussi une solution de
S),. 1 suit que nous avons o' (vj,t; — ((k + 1)

18)) — o' (v, ((k+ 1) — lg)) e c ! ((vs,t

((k+1)—1g),(vj,t; — ((k+1) —lg))). Il résulte
que o(vj,t;) — (vZ7 i) € O ((vi, 6 — ((k+1) —
Ig)), (vj,t; —((k+1)—Ig))). Deux sous cas doivent

étre considérés. Supposons que t; = k 4 1. Il suit
que Cj iy (v, 1), (vj,15)) = C; ((Uu i~ ((k+1) —
18)). (0ot — ((k + 1) — 1g))). Ainsi, o(v;,;) —
o(vi,t;) € Cp 1 ((vi,ti), (vj,t5)). Supposons que
t; < k+ 1. 1 suit que Cp((vi, 1), (vj,t5)) =
Ch((vis i), (”7 t;) N Cp((viti — ((k + 1) —
Ig)), (1)1, — ((k + 1) — lg))). Par hypothése
de récurrence nous avons o(vj,t;) — o(vs,t;)
€ Cr.((vi,ti), (vj,t5)). De plus, nous avons pré-
cedemment prouvé que o(v;,t;) — o(vi,t;) €
Ot (s ti— (1)~ 1g). (03, 15 — (1)~ 1g)).

Avec une ligne de raisonnement similaire nous pou-
vons démontrer l’équvalence pour l'opération de
translation. 4



