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A
tes JFPC 2005Cohéren
e d'ar
 existentielle : un pas de plusvers la 
ohéren
e d'ar
 
omplèteMatthias Zytni
ki1, Federi
o Heras2, Simon de Givry1, Javier Larrosa2

1INRA Toulouse � BIA
2UPC � LSIzytni
ki�toulouse.inra.frRésuméLes réseaux de 
ontraintes pondérées o�rent un
adre de représentation et de résolution permettant d'ex-primer des 
ontraintes dites � molles � utiles pour mo-déliser un très large 
hamp d'appli
ations. La plupartdes solveurs que l'on trouve a
tuellement implantentun algorithme de séparation et évaluation en profon-deur d'abord qui maintient une 
ohéren
e lo
ale du-rant la phase d'exploration de l'arbre. Les résultats em-piriques tendent à prouver que maintenir FDAC* sembleêtre le meilleur 
hoix en pratique. Nous présentons dans
et arti
le une forme d'ar
 
ohéren
e plus forte, appe-lée 
ohéren
e d'ar
 existentielle et dire
tionnelle, ainsiqu'un algorithme permettant de transformer un réseaude 
ontraintes pondérées en un réseau équivalent, satis-faisant 
ette propriété. L'algorithme s'avère e�
a
e surde nombreuses 
lasses de problèmes.Abstra
tThe weighted CSP framework is a soft 
onstraint fra-mework with a wide range of appli
ations. Most 
urrentstate-of-the-art 
omplete solvers 
an be des
ribed as abasi
 depth-�rst bran
h and bound sear
h that maintainsome form of ar
 
onsisten
y during the sear
h. Empi-ri
al results indi
ate that maintaining FDAC* seems tobe the best in pra
ti
e. In this paper we introdu
e a newstronger form of ar
 
onsisten
y, that we 
all existentialdire
tional ar
 
onsisten
y and we provide an algorithmto enfor
e it. The e�
ien
y of the algorithm is empiri-
ally demonstrated in a variety of domains.1 Introdu
tionLes réseaux de 
ontraintes pondérées (RCP) 
onsti-tuent une extension bien 
onnue du formalisme desréseaux de 
ontraintes (RC) et permettent de trai-ter e�
a
ement un grand nombre d'appli
ations pra-tiques. Ré
emment, la propriété de 
ohéren
e d'ar
 a

été généralisée au formalisme des RCP [2, 9℄. Il existequatre généralisations 
onnues se réduisant à la 
ohé-ren
e d'ar
 dans le 
adre des RC :� AC* [7℄, qui transpose la 
ohéren
e d'ar
 au 
asvalué,� DAC* [8℄, qui transpose la 
ohéren
e d'ar
 dire
-tionnelle au 
as valué,� FDAC* [8℄, dé�nie 
omme la 
onjon
tion des deuxpropriétés pré
édentes,� FAC*, où 
haque valeur de 
haque variable doitposséder un support 
omplet.Malheureusement, toutes les instan
es de RCP nepeuvent être transformées en une instan
e possédantla propriété FAC*, 
e qui rend la propriété inutile enpratique. FDAC* est la plus forte propriété qui puisseêtre établie sur un RCP. Dans [8℄, un algorithme per-mettant d'établir FDAC* a été proposé ave
 une 
om-plexité de O(end3) (n représentant le nombre de va-riables de l'instan
e, e le nombre de 
ontraintes et dla taille du plus grand domaine). De plus, l'arti
le amontré que maintenir FDAC* durant l'exploration estun meilleur 
hoix que maintenir AC*, plus faible.Dans notre arti
le, nous présentons une nouvelle 
o-héren
e lo
ale appelée 
ohéren
e d'ar
 existentielle etdire
tionnelle (EDAC*). Nous montrons que EDAC*est plus forte que FDAC*, notamment par le fait quela première exige l'existen
e d'une valeur pour laquelletous les supports doivent être des supports 
omplets.Intuitivement, la di�éren
e entre l'algorithme proposéet 
eux pré
édemment 
ités est que les derniers s'at-ta
hent à obtenir une 
ohéren
e lo
ale par rapportà 
haque 
ontrainte binaire 
onsidérée indépendam-ment, alors que le premier prend en 
ompte toutes les
ontraintes qui s'appliquent sur une variable dans leurensemble.



Nous présentons aussi un algorithme qui établit
ette propriété en tempsO(ed2×max{nd,⊤}),⊤ étantla borne supérieure de l'instan
e du RCP. Cette 
om-plexité, qui est une borne supérieure dont on ne saitpas en
ore si elle est e�e
tivement atteinte, utilise lesstru
tures de données de AC2001 (
f. [1℄), sur la propo-sition de [9℄. Toutefois, d'autres stru
tures de donnéespeuvent éventuellement donner de meilleurs résultatsen pratique, même si la 
omplexité théorique ne semblepas être modi�ée.Un des intérêts majeurs de EDAC* est qu'il peutêtre in
lus dans un algorithme de séparation et éva-luation (SE) qui maintient la propriété à 
haque n÷udvisité. Nous avons évalué expérimentalement 
ette idéesur des instan
es de Max-SAT [3℄, Max-CSP [8℄ etdes problèmes du pla
ement d'entrep�ts. Les testsmontrent que maintenir EDAC* est toujours au moinsaussi bon que maintenir FDAC*.2 Dé�nitionsUne stru
ture de valuation est une stru
ture algé-brique permettant de spé
i�er les 
oûts dans les pro-blèmes de satisfa
tion de 
ontraintes valuées [11℄. Elleest dé�nie par le tuple S = 〈E,⊕,≺〉, où :� E est l'ensemble des 
oûts,� ≺ est une relation qui ordonne totalement E etdé�nit ainsi son plus petit élément (⊥) et son plusgrand élément (⊤),� ⊕ est une opération interne de E utilisée pour
ombiner les 
oûts.D'après [9℄, la stru
ture de valuation d'un RCP est
S = 〈[0..k],⊕, <〉 où :� E ⊂ N et k est un entier naturel positif,� ⊕ est dé�ni par : ∀(a, b) ∈ E2, a ⊕ b = min{a +

b, k},� < est la relation d'ordre habituelle sur les entiers.Dans 
e 
as, 0 = ⊥ et k = ⊤. Il est de plus utile dedé�nir la soustra
tion ⊖ des 
oûts :
a⊖ b =

{

a− b si a 6= k
k sinonUn réseau de 
ontraintes pondérées est un tuple P =

〈X ,D, C,S〉 où :� X = {x1, . . . , xn} est l'ensemble des variables ;� D = {D1, . . . , Dn} est l'ensemble des domaines�nis asso
iés aux variables, 
haque domaine Diest l'ensemble des valeurs que peut prendre xi ;� C est l'ensemble des 
ontraintes pondérées unaireset binaires, 
'est-à-dire l'ensemble des fon
tions de
oûts sur S.Une 
ontrainte unaire Ci est une fon
tion de la forme :
Di → E, une 
ontrainte binaire Cij est de la forme :
Di × Dj → E. On suppose qu'il existe pour 
haque

variable xi une 
ontrainte unaire Ci (éventuellementla fon
tion nulle sur Di) et une 
ontrainte d'arité nulle
C∅ (éventuellement nulle).Lorsqu'une 
ontrainte C assigne à un tuple t le 
oûtde ⊤, 
ela signi�e que t est interdit par C. Si le 
oût estdi�érent, l'a�e
tation est autorisée, ave
 un 
oût C(t).Le 
oût d'une a�e
tation t = (v1, . . . , vn) de Di× . . .×
Dn, notée V(t), est la somme de tous les 
oûts :

V(t) =
⊕

Cij∈C

i<j

Cij(vi, vj)⊕
⊕

Ci∈C

Ci(vi)⊕ C∅Un tuple t est 
ohérent si V(t) ≺ ⊤. Le problème gé-néral qui 
onsiste à trouver un tuple 
ohérent de 
oûtminimal est NP-di�
ile. Un RCP dont ⊤ vaut 1 estun réseau de 
ontraintes 
lassiques.
b

a

b

xi xj

a

1

C∅ = 0

(a) le réseau originel
b

a

b

xi xj

a 1

C∅ = 0

(b) après proje
tionFig. 1 � Deux instan
es équivalentes de RCP (⊤ = 2).Exemple 1 Considérons le problème dé
ritFig. 1(a). Il a deux variables xi et xj , 
ha
uneayant deux valeurs a et b. Les 
oûts des 
ontraintesunaires sont donnés dans les 
er
les (par défaut,la valeur est de 0). Les 
ontraintes binaires sontreprésentées par des ar
s reliant une paire de valeurs,l'ar
 est étiqueté par le 
oût de 
ette paire (la valeurpar défaut étant 1). S'il n'existe pas d'ar
 entre deuxvaleurs, le 
oût est nul pour la 
ontrainte. Dans lesdeux exemples, le 
oût optimal est 0, obtenu par letuple (b, a).3 Quelques 
ohéren
es lo
ales de RCPDeux instan
es de RCP dé�nies sur le même en-semble de variables sont dites équivalentes si elles



donnent la même distribution de 
oût sur toute ins-tan
iation 
omplète. Les 
ohéren
es lo
ales sont large-ment utilisées pour transformer des problèmes en desproblèmes équivalents, plus simples. En général, les
ontraintes sont données expli
itement par des tablesde 
oûts, ou impli
itement par des expressions mathé-matiques ou des pro
édures algorithmiques. Par sou
ide 
larté, nous supposerons l'expression expli
ite des
ontraintes. La plus simple des 
ohéren
es lo
ales estla 
ohéren
e de n÷ud :Dé�nition 1 [7℄ La variable xi est n÷ud-
ohérentessi :� ∀v ∈ Di, C∅ ⊕ Ci(v) ≺ ⊤,� ∃v ∈ Di, Ci(v) = ⊥.Un RCP est n÷ud-
ohérent ssi toutes ses variables lesont.Un RCP peut fa
ilement être transformé en un RCPn÷ud-
ohérent équivalent si l'on projette toutes les
ontraintes unaires sur le C∅ et en éliminant toutesles valeurs interdites. C'est 
e que font les fon
tionsProjetteUnaire et ÉlagueVariable (Alg. 1).Les propriétés de 
ohéren
e d'ar
 sont basées surla notion de support et de support 
omplet. Pour une
ontrainte binaire Cij , w ∈ Dj est un support de
v ∈ Di si Cij(v, w) = ⊥. C'est un support 
ompletsi Cij(v, w) ⊕ Cj(w) = ⊥Dé�nition 2 [7℄ La variable xi est ar
-
ohérente sipour toute 
ontrainte binaire Cij , toute valeur de sondomaine v ∈ Di possède un support sur Cij . Un RCPest ar
-
ohérent (AC*) si toutes ses variables le sont.Dé�nition 3 La variable xi est 
omplètement ar
-
ohérente si pour toute 
ontrainte binaire Cij , toutevaleur de son domaine v ∈ Di possède un support 
om-plet sur Cij . Un RCP est 
omplètement ar
-
ohérent(FAC*) si toutes ses variables le sont.Les supports pour v ∈ Di par rapport à Dj peuventêtre trouvés par proje
tion des 
oûts binaires Cij(v, ·)sur Ci(v). C'est 
e qui est fait par la pro
édure Pro-jette (Alg. 1). La pro
édure Cher
heSupport (Alg. 2)trouve un support sur Dj pour 
haque valeur de Di.Exemple 2 Le RCP dé
rit Fig. 2(a) n'est pas AC*
ar la valeur a ∈ Di n'a pas de support par rapportà la variable xj . La propriété est obtenue en exé
u-tant Cher
heSupport(i, j) (
e qui nous donne l'instan
eFig. 2(b)) puis ProjetteUnaire(i) (instan
e Fig. 2(
)).Pour obtenir un support 
omplet pour les valeursde Di par rapport à Dj (assuré par la fon
tion Cher-
heSupportComplet de Alg. 2), il faut étendre les
oûts unaires de Cj(·) sur Cij(·, ·) (pro
édure Étend

de Alg. 1). En�n, les 
oûts binaires sont projetés sur
Ci(v).Dans le 
as des RC (où ⊤ = 1), être un supportpour v ∈ Di est équivalent à être un support 
om-plet et les deux notions se réduisent à la même pro-priété. C'est pourquoi AC* et FAC* se réduisent aumême RC. Ce n'est pas le 
as dans le 
adre des RCPet alors que, dans [8℄, il a été prouvé qu'un RCP pou-vait être transformé en une instan
e AC* équivalenteen O(ed3), il n'est pas toujours possible d'en trouverune qui satisfasse la propriété FAC*.Exemple 3 Le problème Fig. 1(a) est AC*, maispas FAC* 
ar la valeur a ∈ Di n'a pas desupport 
omplet. On peut alors appeler la fon
-tion Cher
heSupportComplet(i, j), 
e qui donne leproblème Fig. 1(b). Il n'est pas FAC* non plus
ar b ∈ Dj n'a pas de support 
omplet. AppelerCher
heSupportComplet(i, j) (
f. Alg. 2) nous ramè-nerait à l'instan
e pré
édente. On peut fa
ilementprouver que 
e problème n'a pas d'équivalent FAC*.C'est pourquoi FAC* n'est pas une bonne propriété.Pour tenter de résoudre le problème, une propriété plusfaible a été proposée. Dans la suite, nous supposeronsque l'ensemble des variables X est totalement ordonnépar <.Dé�nition 4 [8℄ La variable xi est dire
tionnelle-ment ar
-
ohérente si toutes ses valeurs v ∈ Di ontun support 
omplet pour 
haque 
ontrainte binaire Cijtelle que j > i. Elle est 
omplètement et dire
tion-nellement ar
-
ohérente (FDAC*) si elle est de plusar
-
ohérente. Un RCP est 
omplètement et dire
tion-nellement ar
-
ohérente si 
haque variable l'est.Exemple 4 Le problème Fig. 2(
) est AC* mais pasFDAC* 
ar la valeur a ∈ Di n'a pas de support 
ompletpar rapport à la variable xj . La propriété FDAC* estétablie par l'exé
ution de Cher
heSupportComplet(i, j)(
f. Alg. 2), qui produit Fig. 2(d).Tout RCP peut être transformé en une instan
eéquivalente satisfaisant FDAC* en temps O(end3) [8℄.Dans le 
as des RC, FDAC* se ramène aussi à la 
o-héren
e d'ar
. Dans le 
as général, FAC* est plus fortque FDAC*, qui est plus fort que AC*. Il est alors in-téressant de savoir si on peut trouver une propriétéplus forte que FDAC*, tout en garantissant l'exis-ten
e d'une instan
e possédant 
ette propriété pourtout problème.4 La 
ohéren
e d'ar
 existentielle : unepropriété plus forteConsidérons le problème FDAC* Fig. 2(d). Notonsque la valeur a ∈ Dk possède un support en xj (
e qui
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(f) l'équivalenteEDAC*Fig. 2 � Six instan
es équivalentes (ave
 ⊤ = 4)

est exigé par FDAC*) mais pas de support 
omplet.Nous avons la même situation pour la valeur b ∈ Dket xi. Ainsi, le 
oût unaire de 
es deux valeurs peutêtre augmenté en établissant les supports 
omplets(Fig. 2(e)). Comme tous les 
oûts unaires des valeursde xk sont plus grands que ⊥, la 
ohéren
e de n÷udest perdue et la borne inférieure peut être augmentée(Fig. 2(f)). D'une manière générale, les supports 
om-plets peuvent être établis sans erreur possible dans lesdeux dire
tions si l'on augmente C∅. Nous montreronsensuite qu'il existe une 
ohéren
e lo
ale naturelle der-rière 
ette observation. Nous l'appellerons 
ohéren
ed'ar
 existentielle (EAC*).Dé�nition 5 La variable xi est existentiellement ar
-
ohérente s'il existe au moins une valeur v ∈ Di telleque Ci(v) = ⊥ et si 
ette valeur possède un support
omplet pour toutes les 
ontraintes Cij . Un RCP estexistentiellement ar
-
ohérent si toutes ses variables lesont.Toutes les 
ohéren
es lo
ales pré
édemment évo-quées demandent à 
haque valeur de 
haque variableune 
ertaine propriété. Pour EAC*, on demande dans
haque variable l'existen
e d'une valeur possédant 
er-taines propriétés. Il est important de noter que si unevariable xi n'est pas EAC*, alors pour toutes les va-leurs v ∈ Di telles que Ci(v) = ⊥, il existe xj tel que
∀w ∈ Dj , Cij(v, w)⊕Cj(w) ≻ ⊥. L'établissement d'unsupport 
omplet sur xi violera don
 la propriété NC*et il sera possible d'augmenter C∅.D'autre part, il est possible d'intégrer EAC* àFDAC* pour exploiter les avantages de 
ha
un. Onparle alors de 
ohéren
e d'ar
 existentielle et dire
tion-nelle.Dé�nition 6 Un RCP est EDAC* s'il est FDAC* etEAC*.Ainsi, EDAC* impose que 
haque valeur ait un sup-port 
omplet dans une dire
tion et un support simpledans l'autre (pour satisfaire FDAC*). De plus, unevaleur au moins de 
haque variable doit avoir un sup-port 
omplet dans les deux dire
tions (pour satisfaireEAC*). Cette dernière valeur est appelée valeur 
om-plètement supportée. Notons que dans le 
as des RC,EDAC* se réduit aussi en 
ohéren
e d'ar
.EDAC* est par 
onstru
tion plus forte que FDAC*.Elle est plus faible que FAC* 
ar pour 
haque va-riable, seule une de ses valeurs est totalement suppor-tée. L'exemple 3 rappelle que trouver un support 
om-plet pour plus d'une valeur n'est pas toujours possible.



5 AlgorithmeNous présentons i
i un algorithme qui établitEDAC* dans le 
as des RCP binaires. EDAC* (Alg. 3)transforme un problème arbitraire en une instan
eéquivalente véri�ant la 
ohéren
e lo
ale EDAC*.L'idée générale en est la suivante :� On tente de trouver pour 
haque variable xi sa va-leur 
omplètement supportée pour établir EAC* ;s'il n'y en a pas, on propage les 
oûts de façon àen trouver un.� On tente de trouver pour 
haque variable xj unsupport 
omplet par rapport à toute 
ontraintebinaire qui s'applique sur elle et une variable xitelle que i < j pour établir DAC*.� On tente de trouver pour 
haque variable xj unsupport 
omplet par rapport à toute 
ontraintebinaire qui s'applique sur elle pour établir AC*.� On tente de trouver pour 
haque variable toutesses valeurs dont le 
oût unaire est trop élevé.On peut a

élérer l'algorithme en remarquant quel'établissement de DAC* sur xi par rapport à une
ontrainte Cij telle que i < j rend inutile la re
her
hede support pour AC* ou de support existentiel pourEAC* dans 
ette dire
tion.De plus, établir une propriété peut en 
asser uneautre. Pour remédier à 
elà, on rentre les variablesdont une propriété est éventuellement violée dans unedes trois �les Q, R et S qui sont implantées 
ommedes �les de priorité telles que la plus petite valeur (oula plus grande) peut être retirée en temps 
onstant. Lasigni�
ation des �les est la suivante :� Si xj est dans Q, alors une de ses valeurs a étésupprimée et dans 
e 
as les plus grands voisinsde xj peuvent avoir perdu leur support et doiventêtre véri�és (traitement de la propriété AC* pour
j > i).� Si xj est dans R, alors le 
oût unaire d'une deses valeurs est passé de ⊥ à une valeur de 
oûtstri
tement supérieure et dans 
e 
as les plus pe-tits voisins de xj peuvent avoir perdu leur support
omplet et doivent être véri�és (traitement de lapropriété DAC* pour j < i).� Si xi est dans P , alors soit le 
oût unaire de lavaleur 
omplètement supportée pour xi a été aug-menté, soit le 
oût unaire d'une des valeurs de xj(un plus petit voisin de xi) est passé de ⊥ à unevaleur de 
oût stri
tement supérieure et, dans 
e
as, xi peut avoir perdu le support 
omplet de savaleur 
omplètement supportée et doit être véri�é(traitement de la propriété EAC* pour j < i).Il existe de plus une autre �le auxiliaire, S, qui sert àremplir e�
a
ement P .

L'algorithme est 
onstitué d'une bou
le prin
ipaleet quatre bou
les intérieures. Les bou
les tant queaux lignes 5, 8 et 10 établissent respe
tivement EAC*,DAC* et AC*. La ligne 11 établit NC*. À 
haque foisqu'un 
oût est projeté pour l'établissement d'une pro-priété, une autre propriété peut être violée. Les va-riables dont une 
ohéren
e lo
ale est à véri�er sontsto
kées dans les �les. L'établissement de NC*, AC*et DAC* est fait 
omme dans [8℄. Nous nous 
on
en-trerons don
 sur EAC*.Cette propriété est prin
ipalement établie parCher
heSupportExistentiel(i), qui trouve un supportexistentiel pour xi en donnant un support 
omplet parrapport à 
haque plus petit voisin xj (l'établissementd'un support 
omplet sur les plus grands voisins sefait ave
 DAC*). Lorsque l'on établit le support exis-tentiel de xi, la fon
tion de 
oût Cj diminue ou reste
onstante. Nous n'aurons don
 pas à véri�er la 
ohé-ren
e existentielle de xj ni la 
ohéren
e d'ar
 dire
tion-nelle des plus petits voisin de xj . De plus, 
omme la
ohéren
e existentielle est plus forte que AC*, il est in-utile d'établir la 
ohéren
e d'ar
 entre xi et xj . Cepen-dant, la 
ohéren
e d'ar
 dire
tionnelle de la variable
xi doit être véri�ée 
ar une valeur de xi peut avoir vuson 
oût unaire augmenter (ligne 6). De même, la 
o-héren
e existentielle des plus grands voisins de xi doitaussi être revue (ligne 7).ÉlagueVariable() établit la 
ohéren
e de n÷ud aprèsqu'un 
oût unaire ou C∅ a été augmenté (ligne 11).Cette fon
tion peut être exé
utée plus souvent pouréviter 
ertains examens super�us dans les bou
les tantque sans que 
ela ne 
hange la 
omplexité dans lepire 
as. Par sou
i de 
larté de notre exposé, nous nedé
rirons pas i
i le 
as où le problème est in
ohérentet où C∅ atteint ⊤.Theorème 1 La 
omplexité de EDAC* est de
O(ed2 max{nd,⊤}) en temps et O(ed) en espa
e.Preuve 1 En 
e qui 
on
erne l'espa
e, on utilise lastru
ture donnée par [2℄ pour avoir une 
omplexité en
O(ed).De plus, [8℄ prouve les points suivants :� ProjetteUnaire, Projette, Étend et ÉlagueVariableont une 
omplexité en O(d) ;� Cher
heSupport et Cher
heSupportComplet ontune 
omplexité en O(d2).Etudions maintenant la 
omplexité de la bou
le tantque dans EDAC*. La bou
le à la ligne 8 établit DAC*.Comme dé
rit dans l'arti
le pré
édemment 
ité, elleest en O(ed2) 
ar 
haque variable est sto
kée dans
R au maximum une fois, 
e qui entraîne que 
haque
ontrainte Cij est véri�ée une seule fois (ligne 9). Demême, la bou
le ligne 10 qui établit AC* dans la di-re
tion des plus grandes variables est aussi en O(ed2).



Algorithme 1 : Algorithme propageant les 
oûts.[Supprime les valeurs dont les 
oûts de la 
ontrainteunaire Ci sont trop élevés ℄Fon
tion ÉlagueVariable(i) : booléen
drapeau← faux ;pour 
haque a ∈ Di fairesi (C∅ ⊕ Ci(a) � ⊤) alors

Di ← Di\{a} ;
drapeau← vrai ;retourner drapeau ;[Projette le minimum du 
oût de la 
ontrainteunaire Ci sur la 
ontrainte d'arité nulle C∅ ℄Pro
édure ProjetteUnaire(i)

α← mina∈Di
{Ci(a)} ;

C∅ ← C∅ ⊕ α ;pour 
haque a ∈ Di faire Ci(a)← Ci(a)⊖ α ;[Projette le 
oût α de la 
ontrainte binaire Cij sur la
ontrainte unaire Ci en a ℄Pro
édure Projette(i, a, j, α)
Ci(a)← Ci(a)⊕ α ;pour 
haque b ∈ Dj faire
Cij(a, b)← Cij(a, b)⊖ α ;[Projette le 
oût α de la 
ontrainte unaire Ci en asur la 
ontrainte binaire Cij ℄Pro
édure Étend(i, a, j, α)pour 
haque b ∈ Dj faire
Cij(a, b)← Cij(a, b)⊕ α ;
Ci(a)← Ci(a)⊖ α ;La bou
le de la ligne 5 établit EAC* dans la dire
tiondes plus grandes variables. En un seul par
ours de labou
le, une variable n'entrera jamais deux fois dans

P 
ar les variables xi qui en ont été extraites sonttoujours les plus petites de la �le et les variables quientrent dans la �le sont plus grandes que xi. La bou
letant que itère don
 au maximum n fois. Cela donneune 
omplexité de O(e) pour la ligne 7. La 
omplexitéamortie de Cher
heSupportExistentiel est de O(ed2) 
ar
ette fon
tion peut être appelée ave
 
haque variable enparamètre, et 
haque 
ontrainte binaire est examinéeune fois aux lignes 1 et 2. La 
omplexité de EAC* estdon
 aussi de O(ed2).La ligne 4 prend un temps O(n). Le pour 
haquede la ligne 11 est en temps O(nd) (qui est inférieur à
O(ed) 
ar le graphe est supposé 
onnexe). Au vu de 
esdi�érents résultats, la 
omplexité à l'intérieur du tantque de la ligne 3 est de O(ed2). Elle itère lorsque :� soit Q n'est pas vide : le pour 
haque de laligne 11 a don
 éliminé une valeur et 
e
i ne peutpas être fait plus de nd fois ;

Algorithme 2 : Algorithmes établissant les supports[Établit un support sur xi par rapport à Cij ℄Fon
tion Cher
heSupport(i, j) : booléen
drapeau← faux ;pour 
haque a ∈ Di faire

α← minb∈Dj
{Cij(a, b)} ;si (α ≻ ⊥ ∧ Ci(a) = ⊥) alors drapeau← vrai ;Projette(i, a, j, α) ;ProjetteUnaire(i) ;retourner drapeau ;[Établit un support 
omplet sur xi par rapport à Cij ℄Fon
tion Cher
heSupportComplet(i, j) : booléen

drapeau← faux ;pour 
haque a ∈ Di faire
P [a]← minb∈Dj

{Cij(a, b)⊕ Cj(b)} ;si (P [a] ≻ ⊥ ∧ Ci(a) = ⊥) alors
drapeau← vrai ;pour 
haque b ∈ Dj faire
E[b]← maxa∈Di

{P [a]⊖ Cij(a, b)} ;pour 
haque b ∈ Dj faire Étend(j, b, i, E[b]) ;pour 
haque a ∈ Di faire Projette(i, a, j, P [a]) ;ProjetteUnaire(i) ;retourner drapeau ;[Établit un support existentiel sur xi ℄Fon
tion Cher
heSupportExistentiel(i) : booléen
drapeau← faux ;
α←1
mina∈Di

{Ci(a)
⊕

Cij∈C,j<i minb∈Dj
{Cij(a, b)⊕

Cj(b)}};si (α ≻ ⊥) alorspour 
haque Cij ∈ C, j < i faire2
drapeau← drapeau ∧Cher
heSupportComplet(i, j) ;retourner drapeau ;� soit R n'est pas vide : AC* a inséré une va-riable dans R et 
e
i n'est possible que O(nd) fois,d'après le point pré
édent ;� soit S n'est pas vide : un élément a été insérélors de l'établissement de AC* ou DAC*. Dansle premier, on a vu que 
e ne peut pas êtrefait plus de O(nd) fois. Le se
ond 
as se produit

O(max{nd,⊤}) fois 
ar la 
ondition de la ligne 8est vraie lorsque :� soit AC* a introduit un élément dans R (O(nd)fois)� soit EAC* a introduit un élément (O(⊤) fois 
ar
haque fois que EAC* est violé, C∅ augmente).La 
omplexité de l'algorithme dans le pire 
as est don

O(ed2 max{nd,⊤}).



Algorithme 3 : Etablissement de EDAC*, initiale-ment, Q = R = S = X .[Établit la propriété EDAC* ℄Pro
édure EDAC*tant que (Q 6= ∅ ∨R 6= ∅ ∨ S 6= ∅) faire3
P ← {l | i ∈ S, l > i, Cil ∈ C} ∪ S ;4
S ← ∅ ;tant que (P 6= ∅) faire5

i← popMin(P ) ;si (Cher
heSupportExistentiel(i)) alors
R← R ∪ {i} ;6 pour 
haque Cij ∈ C, j > i faire7
P ← P ∪ {j} ;tant que (R 6= ∅) faire8

j ← popMax(R) ;pour 
haque Cij ∈ C, i < j faire9 si (Cher
heSupportComplet(i, j)) alors
R← R ∪ {i} ;
S ← S ∪ {i} ;tant que (Q 6= ∅) faire10

j ← popMin(Q) ;pour 
haque Cij ∈ C, i > j fairesi (Cher
heSupport(i, j)) alors
R← R ∪ {i} ;
S ← S ∪ {i} ;pour 
haque i ∈ X faire11 si (ÉlagueVariable(i)) alors Q← Q ∪ {i} ;6 Résultats expérimentauxDans 
ette partie, nous dresserons une 
omparaisonempirique entre MEDAC* et MFDAC* pour mettreen éviden
e l'intérêt du premier. Le �ltrage EDAC*ayant tout intérêt à être utilisé dans un algorithmede séparation et d'évaluation, l'idée est de mainte-nir EDAC* durant l'exploration (d'où le nom ME-DAC*). Nous avons implémenté l'algorithme en C enutilisant les tables de supports telles que dé
rites pourAC2001 [1℄. Dans les problèmes non binaires, on at-tend l'instan
iation partielle des 
ontraintes jusqu'à
e qu'elles deviennent binaires. Pour la séle
tion devariable, on utilise la simple heuristique dom/deg quidonne la variable qui possède le plus faible ratio taillede domaine sur degré. Lorsque l'on a le 
hoix, la va-leur séle
tionnée est 
elle qui possède le 
oût unaire leplus faible. L'ordre des variables est l'ordre naturel deleur indi
e. L'optimum de 
haque instan
e est donnéà l'algorithme SE 
omme étant la première borne su-périeure. Les résultats sont donnés sur trois domainesfa
ilement modélisables par des RCP.

Pour une formule en CNF donnée, Max-SAT doittrouver une instan
iation 
omplète 
omportant le plusgrand nombre de 
lauses satisfaites possible. Nousavons généré et résolu des instan
es de Max-2SAT à 80variables et des instan
es de Max-3SAT à 40 variablesen variant le nombre de 
lauses grâ
e à Cnfgen1, ungénérateur aléatoire de Max-kSAT. Il est à noter que
e générateur ne produit pas deux littéraux identiquesou opposés dans une même 
lause mais éventuellementdeux 
lauses identiques.Pour un RC sur-
ontraint donné, Max-CSP doittrouver une instan
iation 
omplète 
omportant le plusgrand nombre de 
ontraintes satisfaites possible. Nousavons généré 6 
lasses de problèmes binaires aléatoiresdont les domaines possèdent 10 valeurs, 
omme pro-posé dans [8℄. Les problèmes peuvent être :� peu 
ontraints si e = 2, 5 × n, très 
ontraints si
e = n(n−1)

8 ou fortement 
onnexes ;� lâ
hes si t = to, resserrés si t = d2 − to

4 (t repré-sente le nombre de tuples interdits dans le pro-blème et to, le plus petit t tel que le problème soitsur-
ontraint).Dans Max-SAT, 
haque 
lasse possède 10 instan
eset dans Max-CSP, 50. On ne mentionne i
i que lesrésultats moyens.Dans le problème du pla
ement d'entrep�ts(UWLP2), une entreprise propose d'ouvrir des en-trep�ts à 
ertains endroits pour fournir les magasinsexistants. L'obje
tif est de déterminer quels entrep�tsouvrir et à quel entrep�t assigner un magasin pourminimiser le 
oût de la maintenan
e et des 
oûtsd'approvisionnement, sa
hant que 
haque magasin estapprovisionné par un unique entrep�t. Ce problèmeest modélisé par l variables booléennes pour les lieux
andidats, s variables entières pour les magasins dontla taille du domaine est �xée à l, l + s 
ontraintesmolles pour les 
oûts et l × s 
ontraintes binairesdures reliant les magasins aux entrep�ts. Nous avonsrésolu les problèmes 
ap71-1343 des ban
s de testsde la librairie standard OR pour UWLP ainsi queles instan
es MO*-MP* fournies dans [6℄. Les ins-tan
es M* sont parti
ulièrement intéressantes lorsquerésolues par programmation linéaire 
ar elles ont ungrand nombre de solutions sous-optimales.Les résultats ont été obtenus sur un Pentium 4à 2,0 GHz ave
 512 MB de mémoire4. Les résul-tats sont donnés Fig. 3, 4, 5 et Tab. 5. Dans1A. van Gelder ftp ://dima
s.rutgers.edu/pub/
hallenge/satisfiability/
ontributed/UCSC/instan
es2CSPLib http ://www.
splib.org/, problème 034.3J. E. Beasley http ://www.d

.uni
amp.br/�aprox/fa
ility/instan
ias/un
apa
itated/un
apinfo.html.gz.4Le programme ToolBar et les ban
s de testsont disponibles sur http ://
arlit.toulouse.inra.fr/
gi-bin/awki.
gi/SoftCSP.
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toutes les 
lasses Max-SAT, la phase d'explorationsemble grandir exponentiellement ave
 le nombre de
lauses, et pour Max-CSP, exponentiellement ave
 lenombre de variables. Nous avons sommé les tempsde 
al
ul pour tous les exemples qui ont été 
om-plètement résolus par les deux algorithmes et 
al-
ulé le ratio MFDAC*/MEDAC*. Dans le 
as deMax-2SAT, MEDAC* est 5,7 fois plus rapide queMFDAC*. L'amélioration est moindre dans Max-3SAT et nous supposons que 
ela est dû au faitque nous attendons l'instan
iation des variables pourprendre en 
ompte les 
ontraintes d'arité supérieureà deux. Pour Max-CSP, MEDAC* est plus ra-pide que MFDAC* ave
 un fa
teur allant de 2,01(pour � fortement 
onnexe/resserré �) à 13,8 (� peu
ontraint/resserré �). Des résultats identiques ont étéobservés lors de l'analyse du nombre de n÷uds explo-rés par MEDAC* et MFDAC*. Pour résumer, le gainest d'autant plus substantiel que les instan
es sont peu
ontraintes.Problème Taille MFDAC* MEDAC* CPLEX
ap71 16 × 50 0,01 0,00 0,02
ap72 16 × 50 0,01 0,01 0,00
ap73 16 × 50 0,02 0,01 0,00
ap74 16 × 50 0,02 0,01 0,02
ap101 25 × 50 0,03 0,02 0,02
ap102 25 × 50 0,13 0,03 0,01
ap103 25 × 50 0,35 0,03 0,01
ap104 25 × 50 0,24 0,04 0,01
ap131 50 × 50 65,02 0,11 0,05
ap132 50 × 50 155,08 0,12 0,04
ap133 50 × 50 194,36 0,14 0,05
ap134 50 × 50 44,75 0,12 0,05MO1 100 × 100 - 216,57 202,48MO2 100 × 100 11775,60 44,45 36,67MO3 100 × 100 15123,70 74,60 199,84MO4 100 × 100 3525,61 31,74 43,26MO5 100 × 100 2354,95 33,98 42,96MP1 200 × 200 - 3403,37 2296,65MP2 200 × 200 - 1443,93 917,92MP3 200 × 200 - 981,28 1209,15MP4 200 × 200 - 1768,51 1936,57MP5 200 × 200 - 1099,88 697,51Tab. 5 � Temps en se
ondes pour trouver l'instan
ia-tion optimale pour UWLP. La taille du problème est
l× s, où l est le nombre d'entrep�ts et s le nombre demagasins. Le signe � - � signi�e que l'instan
e n'a pasété résolue en moins de 5 heures.Pour UWLP, MEDAC* est de plusieurs ordresmeilleur que MFDAC* pour des problèmes de taillesupérieure ou égale à l × 50. La borne inférieur 
al
u-lée par EDAC* pour UWLP est don
 meilleure et dé-pend moins de l'ordre des variables. Bien que UWLPsoit un problème rapidement résolu par des modéli-sations dédiées ([4, 5℄) ou par des heuristiques ad ho
([6, 10℄), on peut noter que notre algorithme génériqueest 
apable de résoudre le problème pour des instan
es



de taille raisonnable dans un temps relativement 
ourt(i
i moins d'une heure). À titre de 
omparaison, nousavons utilisé le solveur Ilog CPLEX 9.0 ave
 les pa-ramètres par défaut et sans borne supérieure initiale,sur une formulation dire
te de UWLP. MEDAC* etCPLEX résolvent les instan
es en des temps 
ompa-rables.7 Con
lusions et perspe
tivesNous avons présenté dans 
et arti
le la nouvelle
ohéren
e lo
ale appelée EDAC*, adaptée aux RCP.Nous avons étudié sa 
omplexité et, malgré son fort
oût théorique dans le pire 
as, il est montré que main-tenir EDAC* donne toujours de meilleurs résultats quemaintenir FDAC*, et 
e
i pour plusieurs 
lasses deproblèmes. Dans un futur pro
he, nous souhaiterionsétudier une version paresseuse de EDAC* pour l'ap-pliquer à d'autres 
lasses de problèmes.Remer
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