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Résumeé

Une difficulté intrinséque & la résolution de pro-
blémes de configuration réside dans |'existence de nom-
breux isomorphismes structurels dans les solutions. Nous
définissons deux procédures de recherche permettant la
suppression de grandes portions de |'espace de recherche
dont on montre qu'elles ne renferment que des solutions
non canoniques. On y parvient grace a un test en chaque
noeud de I'arbre de recherche de complexité temporelle
linéaire. Nous présentons des résultats sur un exemple
de configuration simple mais représentatif de ce qu'on
pourra obtenir sur des problémes réels.

Abstract

An inherent difficulty in solving configuration pro-
blems is the existence of many structural isomorphisms.
We define two search procedures allowing the removal
of large portions of the search space that provably solely
contain non canonical solutions. The tests performed on
each node are time polynomial. Experimental results are
reported on a simple yet realistic configuration example.

1 Introduction

Configurer consiste a simuler la réalisation d’un pro-
duit complexe & partir de composants choisis dans
un catalogue de types, en s’appuyant sur les relations
connues entre les différents types de composants et en
faisant des choix d’instanciation pour leurs différents
attributs. Le besoin industriel de configurateurs est
ancien[9, 2] et a conduit au développement de nom-
breux programmes de configuration et & la définition
de divers formalismes [2, 12, 15, 1, 14, 16, 17, §|.

Notre objectif principal est de réduire I’explosion
combinatoire superflue due a la présence d’isomor-
phismes dans la recherche de configurations. Nous
nous intéressons précisément a la nature dynamique de

la configuration, qui consiste & générer les structures
des solutions potentielles'. Ce probléme est I'un des
plus importants & résoudre dans le cadre de la confi-
guration, si on veut résoudre des problémes pratiques
dont la modélisation structurelle permet une réelle va-
riabilité de la structure d’une solution. Actuellement,
les solveurs ne sont pas capables de déterminer de so-
lutions & ces problémes en temps raisonnable & cause
du nombre exponentiel d’isomorphes qu’ils générent
inutilement pour chaque structure de solution.

Nous proposons une procédure générale de recherche
de solutions qui élimine efficacement une grande par-
tie des solutions isomorphes des problémes de confi-
guration. Plus précisément, nous présentons une pro-
cédure dédiée aux structures d’arbres, qui est com-
pléte, non redondante et élimine efficacement toute
(sous-)structure non canonique. A partir de cette pro-
cédure, nous montrons comment en obtenir une autre
pour générer tout type de structure sans restriction,
de fagon compléte et non redondante, en éliminant un
nombre conséquent de structures isomorphes. Ces tra-
vaux utilisent des résultats obtenus dans [4] et [6] qui
donnaient seulement des conditions nécessaires d’exis-
tence de telles procédures.

Plan de I'article

La section 2 décrit le formalisme utilisé tout au long
de D'article, la notion de sous-probléme structurel et
la problématique liée & leur génération. La section 3
présente une procédure de génération de solutions des
sous-problémes structurels lorsqu’ils ont une structure
d’arbre, en démontrant qu’elle est compléte tout en

1Ce qui nous place en aval du cadre des CSP, car ceux-ci ont
une structure (un ensemble de variables) qui est déja donné.



évitant tout isomorphisme. La section 4 étend cette
procédure pour qu’elle traite tout type de probléme
de configuration. Dans ce cadre, il n'y a qu’une por-
tion des solutions isomorphes qui sont éliminées. En
section 5, on raffine la procédure pour qu’elle rejette
encore plus de solutions isomorphes en exploitant leurs
automorphismes. La section 6 fournit des résultats ex-
périmentaux montrant les gains obtenus grace & notre
approche.

2 Problémes de configuration, sous-
problémes structurels et isomor-
phismes

Un probleme de configuration décrit un produit gé-
nérique sous la forme d’énoncés déclaratifs (régles ou
axiomes) portant sur la bonne formation d’un produit.
Les instances valides d’un modéle de configuration (ap-
pelées configurations) indiquent les objets les consti-
tuant ainsi que leurs relations, notamment de type (re-
lation unaire de taxonomie) ou de composition (rela-
tion binaire spécifiant qu'un objet n’est le composant
que d’au plus un composite).

Voici un exemple trés simple de probléme de confi-
guration qui nous servira & illustrer toutes les notions
dont nous traiterons dans l'article. Il s’agit de configu-
rer un réseau (N) d’ordinateurs (C) et d’imprimantes
(P) (voir Figure 1). Le réseau doit contenir entre un
et trois ordinateurs dont chacun peut étre relié & un
maximum de deux imprimantes. Chaque imprimante
doit elle-méme étre en liaison avec au moins un or-
dinateur et trois au maximum. Par ailleurs, on a les
contraintes globales suivantes : il n’y a qu'un réseau
et il n’y a pas plus de deux imprimantes disponibles.
Dans un probléme réel, les ordinateurs et les impri-
mantes pourraient posséder un certain nombre d’at-
tributs & déterminer en fonction d’un certain nombre
de contraintes mais nous laissons ces éléments de coté
car ils ne sont pas utiles pour illustrer notre approche.

Les solutions de problémes de configuration
contiennent des objets interconnectés, comme l'illustre
la figure 1, qui par ailleurs rend explicite D'existence
d’isomorphismes structurels.

Nous isolons ce qu’on appelle le sous-probléme struc-
turel d’'un probléme de configuration, qui consiste a
déterminer une structure de la solution & partir des re-
lations binaires entre les différents types d’objets dis-
ponibles et en fonction des contraintes structurelles
qui s’appliquent sur ces relations. Ce sont les iso-
morphismes qui apparaissent lors de la résolution de
ce sous-probléme que nous traitons. Afin de simpli-
fier le propos, nous faisons abstraction de tout for-
malisme habituellement utilisé pour la description des
problémes de configuration et nous considérons un en-
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Fig. 1 Un probléme de connection d’ordinateurs et
d’imprimantes en réseaux. A gauche, la modélisation
de ’ensemble des types de composants et de leurs re-
lations. A droite, 3 exemples de structures solutions.
Les deux structures du bas sont isomorphes et repré-
sentent deux solutions équivalentes.

semble totalement ordonné d’objets O (on utilisera en
pratique O = {1,2,...}), un ensemble totalement or-
donné de (symboles de) types T¢ et un ensemble to-
talement ordonné Rc de (symboles de) relations bi-
naires sur O. Pour n’importe quelle relation binaire
injective R, nous écrirons indifféremment (x,y) € R
ou y = R(x).

Définition 1 (syntaxe) Un probléme structurel est
défini par un quadruplet (t,Tc, Rc,C), out € Te est
le type de l’objet configuré (ou type racine de la confi-
guration) et C' est un ensemble de contraintes structu-
relles portant sur les éléments de Tc et Re (types des
composants, cardinalités notamment).

Dans le probléme du réseau de la figure 1, t=N,
Te ={N, C, P}, Rc = {(N,C), (C,P)} et C contient
toutes les contraintes structurelles indiquant le mini-
mum et le maximum d’objets pouvant étre reliés a
chaque objet pour chaque relation binaire.

Définition 2 (sémantique) Une instance d’un pro-
bleme structurel (t,Tc, Rc,C) est une interprétation
I associée at et aux éléments de To et Ro, construite
sur le domaine O des objets. Si cette interprétation
satisfait les contraintes de C, c’est une solution du
probléeme structurel.

Nous emploierons indifféremment les termes structure
ou configuration pour désigner une solution du pro-
bléme structurel.

On peut représenter une configuration par un DAG
(directed acyclic graph) coloré G=(t,X,E,L.) avec X
CO,ECOx0etL COxTg.t estle type racine,
X est 'ensemble des sommets, E est I’ensemble des
arcs et L est la fonction qui associe chaque sommet &
un type (une couleur). Ex : la solution du haut de la



figure 1 peut se représenter par (N, {1,2,3,4}, {(1,2),
(2,3), (1,4)}, {(1.N), (2, C), (3,P), (4, C)}).

Définition 3 (configurations isomorphes) Deuz
configurations G=(t , X ,E ,L) et G=(t" X E’L’)
sont isomorphes ssi t=t’, L=L’ et il existe une
bijection o entre X et X’ telle que ¥V (z,y) € E, (o(z),
o(y)) € EetV (z,l) € L, (o(z),l) € L.

Ex : les 2 solutions du bas de la Figure 1 sont iso-
morphes car o =((1,1), (2,4), (3,5), (4,2), (5,3), (6,6))
est une bijection qui correspond aux critéres de la dé-
finition.

Tester l'isomorphisme de deux graphes est un pro-
bléme de NP qui n’a toujours pas été ni prouvé
NP-complet ni prouvé polynomial. Son importance a
conduit & définir la classe des problémes graph iso-
morphism complete, qui représente tous les problémes
qui lui sont équivalents en terme de complexité. Parmi
ces problémes équivalents, nous retrouvons notre pro-
bléme d’isomorphisme de DAG colorés. Pour certains
types de graphes, les arbres ou les graphes de degré
borné par une constante, le test d’isomorphisme est
polynomial [7]. Par ailleurs, il existe des algorithmes
efficaces en pratique, le plus connu étant Nauty [11].
Ceci étant dit, nous devons insister sur le fait que
Nauty ne peut étre utilisé dans notre situation. En
effet, nous devons maintenir la propriété que toute
structure canonique doit pouvoir étre obtenue & par-
tir d'une structure plus petite et elle-méme canonique.
Cette propriété n’appartient pas & la définition de la
canonicité utilisée par Nauty. Si Nauty détecte qu’une
structure n’est pas canonique, on ne peut pas la rejeter
car en la complétant on pourrait obtenir une structure
canonique solution. Nous donnons plus loin de plus
amples explications & ce sujet.

Une classe d’isomorphisme représente I’ensemble des
graphes isomorphes entre eux. Dans une classe d’iso-
morphisme, tous les graphes sont équivalents et une
procédure de génération de graphes ayant certaines
propriétés (dans notre contexte, le respect du modéle
structurel) ne doit idéalement générer qu’un seul re-
présentant, appelé graphe canonique, par classe d’iso-
morphisme. C’est d’autant plus crucial que le cardi-
nal d’une classe d’isomorphisme contenant des graphes
de n sommets est n! (le nombre de permutations de
I’ensemble des sommets qui produisent un graphe dif-
férent) si ses graphes ne contiennent pas d’automor-
phismes (de permutations qui laissent le graphe in-
changé?), ce qui est le cas de la majorité des graphes.
Seuls les graphes complets et les graphes sans arétes

2Ce qui signifie (peut-étre contre-intuitivement) qu'un
graphe posséde d’autant moins d’isomorphes qu’il posséde beau-
coup de symétries internes.

sont chacun 1'unique élément de leur classe d’isomor-
phisme.

Les procédures de génération de graphes fonc-
tionnent généralement par extension unitaire, c’est-
a-dire par ajout d'une aréte & un graphe donné, de
toutes les maniéres possibles (et valides en fonction
du contexte), afin de produire un ensemble de graphes,
qui seront étendus a leur tour. Il y a deux types d’aréte
ajoutée : l'aréte interne, qui lie deux sommets qui
étaient déja présents dans le graphe, et ’aréte externe,
qui lie un sommet déja présent et un sommet que l'on
crée pour l'occasion. Avoir une procédure efficace de
test de canonicité (probléme graph-iso complet) ne suf-
fit pas & obtenir une procédure efficace de génération
de graphes canoniques. En effet, vérifier la canonicité
des graphes solutions aprés qu’ils aient été générés ne
fait pas gagner de temps. Idéalement, il faut pouvoir
rejeter immédiatement les graphes dont tous les su-
pergraphes solutions sont non canoniques. Le moyen
le plus classique est de définir le critére de canonicité
de telle maniére que tout graphe canonique posséde au
moins un sous-graphe résultant du retrait d’une seule
de ses arétes qui est lui-méme canonique. Nous disons
alors que ce critére de canonicité a la propriété de ré-
tractabilité canonique. C’est une condition nécessaire
(mais non suffisante, cf plus bas) pour pouvoir back-
tracker dés qu’un graphe canonique est détecté pen-
dant ’exécution d’une procédure de recherche. En ef-
fet, s’il existe un seul graphe canonique qui ne posséde
pas un tel sous-graphe canonique, alors il faut néces-
sairement étendre un graphe non canonique pour le
générer. Or, un tel critére de canonicité est difficile a
trouver et ne correspond pas en général & ceux utili-
sés pour les tests de canonicité classiques, y compris
celui de Nauty. Il existe des procédures générales de gé-
nération de graphes sans isomorphe qui imposent des
conditions sur la canonicité, les plus connus étant les
orderly algorithm [13], mais ils n’explicitent pas un test
de canonicité qui soit efficace. A notre connaissance,
un tel test efficace n’a pas encore été trouvé dans un
contexte général (si tant est qu’il existe). Par contre,
il existe des procédures spécialisées pour générer ef-
ficacement les graphes qui ont certaines propriétés :
les arbres, les graphes cubiques [3] et, plus générale-
ment, les graphes ayant des propriétés héréditaires?
[10]. Mais les problémes de configuration ne rentrent
pas dans ce cadre et il nous faut donc trouver nos
propres procédures. Pour ceci, nous allons nous repo-
ser sur des travaux qui ont déja effectué sur le sujet en
configuration.

3Une propriété d’un graphe est héréditaire si tous ses sous-
graphes possédent aussi cette propriété.



Travaux connexes

Plusieurs approches ont été expérimentées pour trai-
ter les isomorphismes structurels. Mais, bien souvent,
on ne raisonne que sur le dernier niveau de compo-
sition d’objets, I'idée étant d’éviter ’ajout d’objets
interchangeables pendant la recherche ou de substi-
tuer l'ajout effectif d’un type d’objet par I'incrémen-
tation d’un compteur de ce type d’objet [8]. Dans [4]
est donné un test de canonicité de complexité pseudo-
linéaire qui a la propriété de rétractabilité canonique
lorsque les problémes de configuration ne possédent
que des relations de composition, ce qui implique que
les structures des solutions soient des arbres. Dans [6],
le résultat est généralisé sous une forme affaiblie & tout
probléme de configuration, sans restriction sur les rela-
tions entre types de composants. Mais toute procédure
de génération de configurations n’est pas compatible
avec un critére de canonicité donné méme s’il a la pro-
priété de rétractabilité canonique.

Graphe d’états d’un probléme de configuration

Considérons le graphe d’états Gp = (Xp, Ep) d'un
probléme de configuration. Un état de ’ensemble X p
est simplement une structure (un DAG coloré) res-
pectant la modélisation struturelle du probléme. Ep
contient tous les couples (g, h) tels que g, h € Xpeth
est le résultat d’une extension unitaire de g. (Gp est
lui-méme un DAG dont la racine est I'état (t, {1}, 0,
{(1,t)})). Une procédure de génération de structures
doit étre compléte et non redondante, c’est-a-dire gé-
nérer une seule fois chacune des structures de Xp en
parcourant Gp. Ce parcours peut étre représenté par
un arbre couvrant Tp de Gp. Considérons maintenant
le graphe d’états G'» qui est le sous-graphe de Gp
ne contenant que les structures canoniques. La pro-
priété de rétractabilité canonique garantit que G’ est
connexe et donc qu’il existe une procédure de géné-
ration de structures canoniques pour laquelle on peut
backtracker dés qu’on rencontre une structure non ca-
nonique. Mais cela ne signifie pas que toute procédure
de génération de structure peut convenir. En effet, si
l'intersection T} entre Tp et G’» n’est pas un graphe
connexe, backtracker sur les structures non canoniques
fera que la procédure ne sera pas compléte. Pour que
la procédure soit compléte, il faut que T soit un arbre
couvrant de G'5. Ce sont de telles procédures que nous
allons présenter maintenant.

3 Generation de structures d'arbre sans
isomorphes

Nous présentons ici une procédure de génération de
structures canoniques de problémes de configuration

lorsque le modéle structurel ne contient que des re-
lations de composition. Une relation de composition
entre un type T1, dit composite, et un autre type T2,
dit composant, est une relation binaire entre T1 et T2
spécifiant que tout objet de type T2 ne peut étre relié
qu’ad un objet de type T1 au maximum. Ex : la re-
lation entre le type N et le type C de la Figure 1 est
une relation de composition. Ce n’est pas le cas de la
relation entre le type C et le type P. Pour que ca le
soit, il faudrait qu’on impose qu’une imprimante ne
puisse étre reliée & plus d’un ordinateur. Dans le cadre
de cette section, nous considérerons que l'exemple de
la Figure 1 comporte cette restriction et qu’il n’a donc
que des relations de composition. Les structures de tels
problémes sont alors nécessairement arborescentes.

procedure generate(7, F')
if canonical(T) then
output T
// génére 'ensemble E — {(z1,y1), ...
// arétes permettant des extensions unitaires valides
E = extensions(T, F)
for i:=1to |E| do
generate(T U {(zi,y:)},
F U {(z1,L(y1)),-. , (i1, L(yi-1))})

, (@B, E))} des

Fic. 2 — La procédure generate. Pour générer
tous les arbres, on lance la procédure par l'appel

generate((t, {1}, 0, {(1,t)}),{})

La procédure indiquée en Figure 2 est compléte, non
redondante et génére exclusivement des structures ca-
noniques. La fonction extensions(T, F) retourne la
suite E des extensions unitaires pertinentes de T, c’est-
a-dire toutes celles qui sont compatibles avec le graphe
de relations entre les types (qui modélise le probléme
structurel) et qui ne sont pas interdites par F. L’en-
semble E contient des arcs e; liant deux sommets de
I’ensemble O des objets. Un des sommets était déja
dans l'arbre T et 'autre n’y était pas. Le paramétre
F contient I’ensemble des extensions unitaires qu’il ne
faut pas faire et permet ainsi d’éviter de générer plu-
sieurs fois un méme arbre. Une telle redondance sur-
viendrait si & partir de T, on produisait un arbre T1
par ajout de I’arc e; et un arbre T2 par P'ajout de
I’arc e, puis qu’on ajoutait es & T1 et e; & T2, ce qui
produirait deux fois le méme arbre. Pour éviter ceci, il
faut partitionner la recherche en deux : une recherche
d’extensions de T U {e;} et une recherche d’extensions
de T U {ez} avec interdiction d’utiliser e;. Plus pré-
cisément, ce qu’on interdit, c’est d’ajouter un arc (x,
7) si eg=(x, y) et L(y)=L(z). Parce que méme si ces
deux arbres sont différents, ils sont isomorphes : il suf-
fit d’échanger y et z pour passer d’un arbre & I'autre.
Ce sont donc les couples de la forme (x, L(y)) qui font
partie de F. Ils signifient qu'on ne doit pas ajouter
un arc constitué de 'objet x relié & un nouvel objet



de type L(y). Dans le cas général, on a |E| extensions
possibles et donc on partitionne en |E| parties par la
suite d’appels

generate(TU{(z:,y:)}, FU{(z1, L(y1)),... (xi=1, L(yi-1))})

L’ordre des arcs de E pourrait étre arbitraire si on
n’essayait pas d’éliminer les arbres non canoniques.
Mais, comme nous l'avons vu en fin de la section pré-
cédente, il doit étre choisi en fonction du critére de
canonicité si on veut que la procédure soit compléte.
Nous allons donner un ordre adéquat en fonction du
critére de canonicité donné dans [4]. Dans cet article,
les auteurs définissent un ordre total < sur les arbres
afin de définir la canonicité d’un arbre comme étant le
représentant <-minimal de sa classe d’isomorphisme.
Il y est démontré que ce critére de canonicité a la pro-
priété de rétractabilité canonique. Pour que la procé-
dure soit compléte, il faut que les arétes de E soit or-
données de la maniére suivante : lorsqu’il faudra choisir
quelle aréte ajouter en premier, I’ajout d’une aréte e;
sera essayé avant ’ajout d’une aréte e; si T U {e;} <
TU {ej}.

Proposition 1 La procédure generate est compléte.

Preuve 1 (sketch)

On montre d’abord par induction que les arétes sont
ajoutées en les reliant 4 chacun des sommets de la
branche droite d’un arbre, en commencant par le som-
met le plus profond et en remontant jusqu’a la racine.
C’est trivialement vrai pour 'arbre vide. Si c¢’est vrai
pour tout arbre T a n sommets, ¢a signifie que le som-
met y qui a été relié & un sommet x de la branche droite
d’un arbre pour former T est maintenant [’extrémité
de la branche droite de T. Or, avec l’ajout de y, on a
aussi interdit de faire des extensions unitaires & partir
des sommets situés sous x (en complétant ’ensemble
F). Les seules possibilités restantes sont les sommets
ancétres de x, ainsi que x et y, c’est-a-dire tous les
sommets de la branche droite de T. Ensuite, dans [5],
la rétractabilité canonique est montrée grice au fait
que le retrait de lextrémité de la branche droite d’un
arbre préserve sa canonicité. En conséquence, comme,
a partir de tout arbre T, la procédure generate pro-
duit toutes les extensions de T telles que le retrait de
Uextrémité de leur branche droite ferait retomber sur
T, elle produit tous les arbres canoniques possibles que
l’on peut obtenir par extension unitaire a partir de T.
La procédure est donc compléte.

Dans notre exemple de réseau de machines et
d’imprimantes, si nous n’autorisions les imprimantes
qu’a étre reliées & une machine au plus, la relation

imprimante-machine serait une relation de composi-
tion. Alors, les solutions structurelles de notre pro-
bléme auraient toutes une forme d’arbre. La Figure 3
montre I’arbre de recherche qui en résulterait. La pro-
cédure backtrackerait sur les arbres non canoniques 6,
13 et 17. Les arbres non canoniques 10, 12, 16, 18 et
19 ne seraient donc pas générés.

FiGc. 3 — Une partie du graphe d’état du probléme
de configuration de réseau machine-imprimantes. Les
arbres sont représentés avec uniquement le type de
leurs sommets. Les lignes pointillés joignant des som-
mets sont les arétes internes qui peuvent étre ajou-
tés pour faire la complétion. Les arbres encadrés par
des pointillés ne sont pas canoniques. Tous les arcs,
pointillés ou non, a traits fins ou larges, sont des ex-
tensions unitaires a priori possibles entre les arbres.
Un arc entre deux arbres non canoniques est en poin-
tillé. Un arc a trait large (pointillé ou pas) est un arc
emprunté par une procédure de génération de graphe.
Seuls les arcs pleins et & traits larges sont des transi-
tions effectuées par la procédure qui rejette les arbres
non canoniques.

4 Génération de DAG sans certains iso-
momorphes

Nous présentons maintenant une procédure gene-
rant uniquement ce que nous appelerons des DAG fai-
blement canoniques, c’est-a-dire des DAG dont I’arbre
couvrant minimal selon < est canonique. Nous évitons
ainsi de générer tous les DAG non faiblement cano-
niques car ils sont isomorphes & leur DAG faiblement
canonique, pour la simple raison que la permutation
qui rendrait leur arbre couvrant canonique est la méme
que celle qui les rendrait faiblement canonique. Rap-
pelons que la génération efficace d’un seul représentant
(canonique) par classe d’isomorphisme de DAG est un



1(t) 1(t)

- o~
2(A) 8(A) 2(A) 8(A)

3(C) 4(C) 5(B) 9(B) 12(B) 3(C) 4(C) 5(B) 9(B) 12(B)
6(D) 7(D) 10(D) 11(D) 13(D) 6(D) 7(D) 10(D) 11(D) 13(D.

Fi1a. 4 Génération de DAG & partir d’arbres. En haut
a gauche, un modéle de structure. En haut & droite,
un arbre couvrant de composition du modéle. En bas
a droite, une structure possible du modéle relaxé. En
bas & gauche, une solution possible du modéle aprés
complétion de ’arbre.

probléme ouvert. C’est pourquoi nous nous restreigne-
rons ici a la génération de DAG faiblement canoniques.

Le principe est de générer d’abord un arbre ca-
nonique, appelé arbre structurel, puis d’effectuer des
extensions unitaires qui n’ajoutent que des arétes
internes. Nous pouvons générer tous les arbres ca-
noniques en utilisant notre procedure de génération
d’arbres canoniques qui backtracke dés qu’un arbre
non canonique est produit. A partir de chacun de ces
arbres, nous générons tous les DAG dont il est arbre
structurel.

La Figure 4 montre comment mettre cette idée en
oeuvre. On part d’'un modéle structurel contenant des
relations binaires quelconques et on en extrait un sous-
modeéle ne contenant que des relations de composition.
Ce sous-modéle est un arbre couvrant (arbitraire) du
modéle d’origine. A partir de ce sous-modéle, on peut
générer des solutions arborescentes, qui seront com-
plétées pour former des DAGs solutions du probléme
d’origine. Il faut faire attention & ne pas mettre en
oeuvre l'idée de fagon naive sous peine de générer plu-
sieurs fois les mémes DAGs.

Premiérement, les arétes qui sont des extensions
possibles d’un arbre sont ordonnées selon un ordre (ar-
bitraire) <. Selon le méme principe que pour I’ajout
d’aréte que nous avons vu précédemment pour la
construction d’arbre, les arétes sont toujours ajoutées
selon l'ordre < et une aréte ne peut plus étre ajou-
tée s’il existe une aréte e’ qui fait déja partie du DAG
et qui est telle que e < e’. Comme pour la constitu-
tion d’arbre, il est évident que cela évite de générer
des DAG déja générés auparavant. Soit a le nombre
d’arétes internes qu’on peut ajouter & un arbre T, le
nombre de DAG qu’on peut générer a partir de T sera

212l au lieu de |allal. Mais cela ne suffit pas a élimi-
ner toutes les redondances dues & la génération de
DAG identiques. Pour y parvenir, nous allons effec-
tuer un test supplémentaire sur chaque DAG généré :
nous allons vérifier s’il contient un plus petit (selon <)
arbre recouvrant que son arbre structurel. Si ce n’est
pas le cas, cela signifie qu’on peut backtracker sur ce
DAG. En effet, il existe alors un arbre canonique iso-
morphe & cet arbre couvrant qui est plus petit (selon
<) que l'arbre structurel du DAG. Cet arbre canonique
est lui-méme ’arbre structurel d’un autre DAG qui a
donc déja produit (ou qui produira) par complétion un
DAG isomorphe au DAG courant. La procédure qui
vérifie 'identité entre arbre couvrant minimal et arbre
structurel est de complexité O(n), n étant le nombre
de sommets du DAG. Elle consiste simplement en la
comparaison selon < entre les deux arbres. Un des
principaux avantage de cette technique est qu ?il est
suffisant de trouver n ?importe quel arbre recouvrant
qui soit, inférieur & 1 7arbre structurel, méme si il n 7est,
pas canonique.

Considérons laréte (x,y) nouvellement ajoutée, x
étant le prédécesseur de y dans le DAG. Le DAG a
déja un autre prédécesseur p qui est aussi le pére de y
dans I’arbre structurel T du DAG. Considérons main-
tenant ’arbre T’ résultant du remplacement de I'aréte
(p,y) par laréte (x,y). Si T’ < T alors nous rejetons
le DAG résultant de I'extension (x,y).

Par exemple, dans ’arbre 15 de la Figure 3, I'aréte
interne reliant le premier C au deuxiéme P ne doit pas
étre ajoutée le plus petit arbre recouvrant du DAG
serait alors l'arbre 14.

procedure completion(G, F)
output G
// génére Pensemble E=(e1, ...eg|) des arétes internes
// permettant des extensions unitaires pas dans F
E = extensions-internes(G, F)
for i:=1to |E| do
completion(G U {e;}, F U {e1,...ei—1})

FiG. 5 — La procédure completion.

Proposition 2 Notre procédure generate avec un
appel a completion d chaque arbre canonique génére
une seule fois chaque DAG faiblement canonique.

Preuve 2 (sketch) La procédure completion ne gé-
neére jamais deux, fois le méme DAG a partir d’un arbre
canonique donné et jamais non plus un DAG qui 1é-
sulterait de la complétion d’un autre arbre.



5 Exploitation d'automorphismes

La procédure completion(G,F) peut étre amélio-
rée en faisant en sorte d’éliminer les DAG isomorphes
résultant des extensions unitaires d’'un DAG. L’idée
générale est simple : si e; et es sont deux arcs internes
qui peuvent, compléter G pour former G1 et G2 et que
G1 et G2 sont isomorphes alors on ne fait pas d’exten-
sion unitaire ajoutant es. Par exemple, si on considére
le DAG en bas & droite de la Figure 1, lui rajouter I’arc
(4,3) produit un DAG isomorphe a celui qui résulterait
de 'ajout de l’arc (6,3). On évitera donc de faire une
de ces deux extensions unitaires.

Une premiére idée (cotteuse) est donc de considé-
rer tout couple de graphes complétés par un arc de
E et de tester ’ils sont isomorphes (grace & Nauty,
par exemple). Si c’est le cas, on supprime de E un des
arcs de complétion. L’inconvénient de cette méthode
est qu'il y a potentiellement O(n?) extensions unitaires
pour un graphe a n sommets, donc 0(n?) graphes dont
on peut trouver le représentant canonique grace a une
procédure telle que celle de Nauty, ce qui fait de I'ordre
de O(n*) couples de graphes canoniques & comparer.
Par ailleurs, méme si Nauty a un comportement poly-
nomial sur la plupart des graphes, il est de complexité
exponentielle dans le pire des cas. Nous allons donc uti-
liser une méthode de détection de graphes isomorphes
qui sera incompléte mais garantira une complexité trés

faible.

Cette méthode utilise les symétries éventuelles (pré-
cisément, le groupe d’automorphisme) de I’arbre struc-
turel : la canonicité de ces arbres a été définie ré-
cursivement dans [4] de telle maniére que, pour tout
sommet de D’arbre, les sous-arbres dont il est la ra-
cine sont ordonnés lexicographiquement selon <. En
conséquence, deux sous-arbres sont permutables en
laissant ’arbre inchangé seulement si leurs racines sont
fils d’'un méme sommet et sont voisines. Il suffit alors
que ces deux sous-arbres (canoniques) soient iden-
tiques pour qu’ils soient permutables, ce qui se teste
en temps linéaire en fonction du nombre n de sommets
de I'arbre. En conséquence, déterminer quels sont tous
les couples de sommets interchangeables dans un arbre
est une opération en O(n3) qui peut se faire une seule
fois avant que ne commence la complétion d’un arbre
structurel. Grace a la connaissance des sommets inter-
changeables, nous pouvons éviter I’ajout inutile d'un
certains nombre d’arétes. I est évident quun DAG
résultant d’une extension unitaire (z,z) est isomorphe
au DAG résultant du remplacement de l'arc (z,z) par
larc (y,z) si « et y sont interchangeables et si z n’est
pas un sommet & l'intérieur des sous-arbres de racine
x ou y. Une des deux extensions unitaires n’a donc pas
lieu d’étre effectuée.

Afin de tenir compte du fait que I'interchangeabilité
entre deux sommets est perdue dés lors qu’un som-
met est utilisé dans une extension unitaire complé-
mentante, on introduit un systéme de marquage sup-
plémentaire. Dés qu'un arc complémentant est ajouté,
il se forme un nouveau cycle (mais pas un circuit)
dans le T-dag. Tous les sommets de ce cycle sortent de
leur classe d’interchangeablité et seront donc marqués
comme faisant partie d’un cycle et donc disponibles a
I’avenir pour faire partie d’un nouvel arc complémen-
tant. Pour obtenir I’ensemble des sommets de ce cycle,
il suffit de remonter de pére en pére tous les sommets
du T-arbre & partir de chacune des deux extrémités de
Parc ajouté jusqu’a leur ancétre commun (cf figure 6).

F1a. 6 — Ajout d’une aréte interne et marquage d’un
cycle.

Dans le I'arbre canonique de la figure 6, les sous-
arbres de racine 6, 7 et 8 sont identiques, ainsi que
les sous-arbres de racine 3 et 4. Si le choix d’intercon-
necter des sommets de ces deux groupes est fait, alors
on le fait par exemple uniquement avec les sommets
3 et 6 car les sommets 4, 7 et 8 sont interchangeables
avec les sommets 3 ou 6. Dés que I'arc (3,6) est ajouté,
les sommets 1, 2, 3 et 6 sont marqués comme faisant
partie d’un cycle (et ils ont perdu leur interchangea-
bilité) et il redevient possible d’utiliser ultérieurement
les sommets 4 ou 7 comme extrémité d’aréte interne a
ajouter.

6 Résultats expérimentaux

Nos expérimentations ont été menées sur I’exemple
du probléme de configuration du réseau machines-
imprimantes illustré figure 1 en faisant varier la taille
du probléme, sur un PC 4 1.7 Ghz avec 512Mo de RAM
sous Linux. Pour chaque choix de nombres ¢ de ma-
chines et p d’imprimantes, nous avons généré toutes les
structures (DAG) possibles de solutions grace a deux
variantes d’algorithme : Covering Tree ou ct (généra-
tion des arbres canoniques, chacun complété en DAG
grace a I’ensemble ordonné de toutes ses extensions
internes possibles avec backtrack sur les DAG dont
I’arbre structurel devient inférieur selon < A cause de
Pajout de 'aréte) et full (¢t + élimination d’arétes
grace & la détection d’interchangeabilité de sommets).



Lclrl]l I [ ct | full
1]3 8 1 1 0 1 0
2] 3 64 16 32 0 30 0
313 512 46 273 0 262 0
Z]3 2096 109 2234 | 0.01 2078 0.02
5 | 3 || 32768 219 17099 | 0.12 | 13005 0.1
6 | 3 || 262144 || 393 || 130404 | 1.01 | 69757 0.64
7 | 3 |[ 2.1 10° || 649 |[ 993197 | 8.34 | 320495 | 3.43
8 | 3 ]] 1.6 107 || 1006 / / 1.45 10° | 17.23
TAB. 1 Resultats le probléme de réseau de (c) PC -

imprimantes. (temps en secondes, "/" — temps >
P p p ; p
60 secondes)

Nous avons comparé le nombre de DAG générés pour
les deux algorithmes avec le nombre de DAG solutions
du probléme structurel si aucun isomorphe n’était éli-
miné. Ce nombre de solutions serait égal au nombre
de graphes bipartis (canoniques ou pas) reliant un en-

semble de ¢ sommets & un ensemble de p sommets :
26,

La table 1 nous montre que le nombre de DAG est si-
gnificativement diminué grace a 'algorithme ct, grace
au nombre important de DAG isomorphes dont on
évite la génération. L’algorithme full permet une di-
minution encore plus importante, en nombre de DAG
comme en temps d’exécution.

Les configurateurs actuels ne parviennent a résoudre
que des problémes de taille limitée. I’utilisation de ces
stratégies d’élimination d’isomorphes pourra donc per-
mettre de traiter des problémes de plus grande taille. I1
faut noter que le probléme sur lequel nous avons fait
nos tests ne doit pas étre considéré comme artificiel
mais plutét comme générique : il met en jeu un type
de relation couramment utilisé dans la modélisation
de probléme de configuration : une relation binaire gé-
nérale soumise & une limitation du nombre d’objets
connectables a chaque type d’objet. Méme avec un
probléme qui ne contient qu’une seule de ces relations,
les structures des solutions sont des DAG bipartis dont
il n’existe pas de procédure d’élimination efficace (avec
test polynomial de rejet de DAG non canoniques) de
tous les isomorphes. Le test de canonicité des DAG
bipartis est d’ailleurs graph-iso complet. Aussi simple
et petit & premiére vue que semble notre exemple, les
configurateurs actuels généreraient tous les DAG (27-°)
bipartis avec tous les isomorphes. Notons aussi que si
un probléme mettait en jeu plusieurs relations binaires
générales entre des types (par exemple une relation R1
entre des types A et B et une relation R2 entre le type
B et un type C) alors le gain que nous avons obtenu
sur une seule relation s’obtiendrait sur chacune des re-
lations et le gain global résulterait des gains obtenus
sur chaque relation (R1 et R2).

Insertion dans une recherche globale de configura-
tion

Un probléme de configuration est normalement dé-
fini aussi par des attributs associés aux objets et de-
vant respecter certaines contraintes. La génération de
la structure de la solution n’est donc qu’une partie
de la résolution du probléme, le reste consistant a af-
fecter une valeur & chaque attribut en respectant des
contraintes, c’est-a-dire & résoudre un CSP. Toutes les
techniques de résolution de CSP sont alors applicables
et on peut mélanger les phases de complétion de struc-
ture et d’affectation d’attribut. Par ailleurs, remar-
quons que notre technique d’élimination d’arétes re-
pose sur la connaissance d’interchangeabilité de som-
mets de la structure, ce qui implique aussi 'interchan-
geabilité des attributs des objets que représentent ces
sommets. Ainsi, les techniques existantes de traite-
ment de symétries dans les CSP peuvent étre utilisées
aprés la constitution de la structure pour affecter les
attributs et bénificieront de cette pré-recherche d’élé-
ments symétriques.

7 Conclusion

Les travaux que nous avons présentés étendent si-
gnificativement le traitement des nombreux isomor-
phismes présents dans pratiquement tous les pro-
blémes de configuration, alors qu’il était limité jusqu’a
présent a la détection d’interchangeabilité d’objets non
encore utilisés ou au comptage d’objets non compo-
sites. La procédure de génération de DAG colorés que
nous avons présentée s’attaque au probléme des iso-
morphismes de structure des solutions des problémes
de configuration dans toute sa généralité et permet des
gains de temps de résolution trés appréciables méme
pour des problémes de taille réduite.
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