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Ates JFPC 2005Requêtes omplexes sur des réseaux deCroyane-Faisabilité-DésirCédri Pralet 1 Gérard Verfaillie 2 Thomas Shiex 31 LAAS-CNRS, 7, av. du Colonel Rohe, 31077 Toulouse, Frane2 ONERA, Centre de Toulouse, BP 4025 , 31055 Toulouse Cedex 43 INRA, Chemin de Borde Rouge, BP27, 31326 Castanet Tolosan, Franepralet�laas.fr, gerard.verfaillie�onera.fr, tshiex�toulouse.inra.frRésuméDans e papier, nous proposons un adre algébriquegénéral dont les briques de base sont des relations lo-ales de royane, de faisabilité et de désir. L'objetifprinipal est de onstruire un adre permettant d'uni-�er de nombreux formalismes qui ont été développéspour manipuler des ontraintes, des préférenes ou desinertitudes, tels que les problèmes de satisfation deontraintes (dures, souples, mixtes, quanti�ées, stohas-tiques), les réseaux bayésiens et les réseaux de Gibbs,les graphes haînés, les diagrammes d'in�uene, les pro-essus déisionnels de Markov partiellement ou omplè-tement observables. . . A partir du adre proposé, nouspensons qu'il sera possible de mieux omprendre les liensentre di�érents formalismes existants et de développerdes algorithmes généraux paramétrables, apables de ré-pondre à des requêtes variées sur un problème donné.AbstratIn this paper, we propose a generi algebrai frame-work, the basi omponents of whih are belief, feasi-bility, and desire loal relations. Its �rst purpose is togather in a ommon framework numerous formalismsthat were separately developed to deal with onstraints,preferenes and unertainties, suh as hard, soft, mixed,quanti�ed, or stohasti onstraint satisfation problems,Bayesian and Gibbsian networks, hain graphs, in�uenediagrams, ompletely or partially observable Markov de-ision proess. . . On this basis, we think that it will bepossible to get a more thorough understanding of thelinks between existing frameworks and then to developgeneri parameterized algorithms, able to answer variousqueries on a problem instane.1 MotivationsAu ours des dernières déennies, le domaine de l'In-telligene Arti�ielle a vu naître de nombreux adres

permettant de modéliser des ontraintes, des préfé-renes et des inertitudes.Les CSP [12℄ (problèmes de satisfation de ontrain-tes) ont été introduits pour représenter des problèmesdans lesquels des ontraintes loales entre variablesdisrètes expriment des faits ertains ou des exigenesdures. Le adre des CSP a ensuite été étendu pour re-présenter, en plus des ontraintes dures usuelles, desontraintes souples exprimant des faits inertains oudes exigenes souples, ave notamment les CSP va-lués (VCSP) et les semiring-based CSP [1℄, qui en-globent les CSP lassiques, �ous, additifs, lexiogra-phiques et probabilistes. Les CSP mixtes [6℄ ont quantà eux introduit une distintion entre variables ontr�-lables et variables inontr�lables. De manière similaire,les CSP quanti�és [2℄ et les CSP stohastiques [19℄ont fait intervenir des variables quanti�ées universel-lement et aléatoirement, en plus des variables quanti-�ées existentiellement qui interviennent dans les CSPlassiques. Des travaux similaires ont également été a-omplis dans la ommunauté des problèmes SAT (sa-tis�abilité booléenne) [11℄.D'autre part, les réseaux bayésiens [14℄ ont été in-troduits pour représenter des problèmes faisant in-tervenir des dépendanes loales orientées entre va-riables aléatoires disrètes. Les graphes haînés [7℄ ontétendu les réseaux bayésiens en ajoutant, en plus desdépendanes orientées, des dépendanes non orientées,omme dans les réseaux de Gibbs. Les diagrammesd'in�uene [9℄ ont quant à eux étendu le adre desréseaux bayésiens en ajoutant, en plus des variablesaléatoires, des variables de déision non aléatoires etdes variables d'utilité.D'un autre �té, les proessus déisionnels de Mar-kov (MDP), partiellement ou omplètement observa-



bles [15, 13℄, ont été développés a�n de représenterdes problèmes de déision séquentielle sous inertitude.Les MDP ne raisonnent pas sur des variables, mais surdes états et des déisions agrégés. Les MDP fatori-sés [3℄ ont étendu le onept des MDP et les méthodesde résolution à une représentation à base de variables.Des travaux similaires ont également été e�etués enpartant de la théorie des possibilités [5℄, ou en utilisantla théorie de Spohn des royanes épistémiques [8℄.On peut remarquer de nombreuses ressemblanesentre es formalismes : nombre d'entre eux font inter-venir des variables à domaines �nis et des relationsloales entre variables; la ombinaison de toutes lesrelations loales dé�nit impliitement une relation glo-bale sur toutes les variables; les relations de base étantloales, des requêtes d'optimisation ou de omptagepeuvent être résolues sans avoir à expliiter la rela-tion globale en question. Cette idée a notamment étéutilisée pour développer des algorithmes généraux ef-�aes indépendants de la sémantique des relations enjeu [17, 4, 10℄. Partant de e onstat et partant de eque nous herhons à modéliser, les exigenes suivantesont été retenues en termes de besoin de représentation :1. des variables à domaines �nis pour représenter lesobservations, les états et les déisions, ave unedistintion entre variables non déterministes (quiont une inertitude sur la valeur qu'elles prennent)et les variables déterministes (dont la valeur est�xée de manière déterministe par un agent);2. des relations loales entre variables, permettantde représenter des royanes d'un agent sur les va-riables non déterministes, des ontraintes de fai-sabilité sur les déisions, et des désirs sur les va-riables déterministes ou non;3. des ensembles ordonnés pour mesurer les royan-es et les désirs, ave des éléments spéi�ques re-présentant l'impossible ou l'inaeptable;4. des opérateurs de ombinaison permettant de om-biner des degrés de royane entre eux, des degrésde désir entre eux, et de ombiner des degrés deroyane ave des degrés de désir;5. des opérateurs d'élimination, pour extraire une in-formation synthétique d'un ensemble de degrés deroyane ou de désir, et pour répondre à des re-quêtes sur le problème omplet.Nous présentons dans e papier un adre qui satis-fait es exigenes, et qui a pour but d'uni�er des ef-forts séparés de ommunautés sienti�ques distintespour développer des adres de représentation et desalgorithmes de résolution (mais le formalisme proposén'englobe pas tous les formalismes existants : par ex-emple, les semiring-based CSP [1℄ et les fontions deroyane [16℄ ne sont pas inlus). Nous utilisons éga-lement un petit exemple illustratif.

Pierre invite Jean et Marie (un ouple divoré) à unrepas d'a�aire a�n de les onvainre d'investir dansson entreprise. Pierre sait que si Jean est présent à la�n du dîner, il sera d'aord pour investir 10 ke. Lemême genre de onjeture peut être faite onernantMarie, ave un montant de 50 ke. Pierre sait que Jeanou Marie viendra, mais qu'ils ne viendront pas tousles deux (l'un d'eux doit garder leur �ls) et que le as�Jean vient et Marie ne vient pas� se produit ave uneprobabilité 0:6. Conernant le menu, Pierre peut om-mander du poisson ou de la viande pour le plat, et durouge ou du blan pour le vin. Cependant, il ne peut pasommander du poisson ave du vin rouge, ar le res-taurant le refuse. Jean n'aime pas le vin blan et Marien'aime pas la viande. Si le menu ne leur onvient pas,ils quitteront le dîner. Si Jean vient, Pierre veut abso-lument qu'il reste jusqu'à la �n.Notre formalisme est présenté en trois temps. Nousdé�nissons tout d'abord dans la Setion 2 la struturealgébrique sur laquelle les royanes sur les variablesnon déterministes, les faisabilités sur les variables dé-terministes et les désirs sur les deux types de variablessont exprimés; ette struture algébrique fait interve-nir des ensembles ordonnés et des opérateurs satisfai-sant des propriétés algébriques de base. Des problèmessont ensuite dé�nis sur ette struture omme des en-sembles de royanes loales, de faisabilités loales etde désirs loaux (Setion 3). En�n, des requêtes pourrépondre à des questions sur es problèmes sont intro-duites (Setion 4).2 Dé�nition de la struture algébriqueLes royanes sur les variables non déterministessont exprimées sur une struture appelée struturede royane. Une struture de royane est un tupleSb = hEb;�b;�b;
bi (�b� omme belief) tel que� Eb est un ensemble d'éléments appelés degrés deroyane, totalement ordonné par �b, et qui on-tient un élément minimum 0b (0b sera assoié àl'impossibilité).� �b est un opérateur binaire los sur Eb (opéra-teur d'élimination) qui est assoiatif, ommutatif,monotone, et ave 0b omme élément neutre.� 
b est un opérateur binaire los sur Eb (opéra-teur de ombinaison) qui est assoiatif, ommu-tatif, monotone, ave un élément neutre 1b 2 Ebet ave 0b omme élément absorbant. De plus, 
best distributif par rapport à �b.Cette struture est un semi-anneau ommutatif. Dansl'exemple du dîner, les royanes seront des probabi-lités; la ombinaison sur les probabilités se fera ave




b = �, et l'élimination sur les probabilités (aussi ap-pelée marginalisation) se fera ave �b = +.Les faisabilités sur les variables déterministes se-ront exprimées sur une struture appelée struturede faisabilité, qui sera toujours la struture Sf =hftrue; falseg;�f ;_;^i, où �f est l'ordre total qui vé-ri�e false �f true : les faisabilités sont ombinées par^ (une onjontion de déisions est faisable si et seule-ment si haque déision de la onjontion l'est), etl'élimination sur les faisabilités est faite ave _ (unedisjontion de déisions est faisable si et seulement siau moins une déision de la disjontion est faisable).Sf est aussi une struture de royane (ette remarquenous permettra par la suite de dé�nir ertaines notionsà la fois pour les royanes et pour les faisabilités).Les désirs sur les variables (déterministes ou non)seront exprimés sur une struture appelée une stru-ture de désir. Une struture de désir est un tupleSd=hEd;�d;�d;
di tel que� Ed est une ensemble d'éléments appelés degrés dedésir, totalement ordonné par �d, et qui ontientun élément minimum ?d (?d sera assoié à l'in-aeptabilité).� �d est un opérateur binaire los sur Ed (opéra-teur d'élimination) qui est assoiatif, ommutatif,monotone, ave un élément neutre 0d 2 Ed (0d re-présente l'indi�érene, à la frontière entre désirspositifs et désirs négatifs).� 
d est un opérateur binaire los sur Ed (opéra-teur de ombinaison) qui est assoiatif, ommu-tatif, monotone, ave un élément neutre 1d 2 Edet ?d omme élément absorbant.Une struture de désir Sd est di�érente d'une struturede royane Sb : par exemple 0b est l'élément minimumde Eb alors que 0d n'est pas néessairement l'élémentminimum de Ed. Ainsi, la struture de désir peut êtrebipolaire (des désirs positifs et négatifs peuvent exis-ter). De plus, on ne suppose pas que
d est distributivepar rapport à �d. Dans l'exemple du repas d'a�aire,les désirs seront des utilités (ou gains), ombinées ave
d = +, et un raisonnement en termes d'utilité espé-rée probabiliste (formule du type Pi pi � Ui) onduità ombiner royanes et désirs par le produit, et à éli-miner sur les désirs ave �d = +.Dans le as général, pour prendre en ompte simul-tanément les informations fournies par les royanes etles désirs, nous utilisons un opérateur de ombinai-son entre royanes et désirs 
bd : Eb �Ed ! Ed(dans l'exemple du dîner, 
bd = �) tel que :� 
bd est monotone : la ombinaison d'un degré deroyane donné ave un désir d donne un dégréde désir d'autant plus élévé que d est élévé, et laombinaison d'un degré de royane b ave un dé-sir positif (resp. négatif) donne un dégré de désir

d'autant plus élévé que b est élévé (resp. faible) :(d1 �d d2)! (b
bd d1 �d b
bd d2)((b1 �b b2) ^ (0d �d d))! (b1 
bd d �d b2 
bd d)((b1 �b b2) ^ (d �d 0d))! (b2 
bd d �d b1 
bd d)� les désirs sont pondérés par les royanes (axiomesde linéarité)b1 
bd (b2 
bd d) = (b1 
b b2)
bd db
bd (d1 �d d2) = (b
bd d1)�d (b
bd d2)(b1 �b b2)
bd d = (b1 
bd d)�d (b2 
bd d)1b 
bd d = d , 0b 
bd d = 0d and b
bd 0d = 0dCes axiomes ouvrent les adres lassiques à base d'uti-lité espérée et sont prinipalement justi�és par desonsidérations algorithmiques.Toutes les strutures algébriques dé�nies aupara-vant sont regroupées dans une struture appelée stru-ture de royane-désir : une struture de royane-désir est un triplet hSb; Sd;
bdi tel que Sb est unestruture de royane, Sd est une struture désir et
bd est un opérateur de ombinaison entre royaneset désirs. La struture sur laquelle les faisabilités sontdé�nies n'est pas rappelée, ar il s'agit toujours de Sf=hftrue; falseg;�f ;_;^i. Des strutures de royane-désir lassiques satisfaisant les axiomes préédents sontprésentées dans le Tableau 1 (dans le as de l'utilitéespérée possibiliste, d'autres hoix que eux présen-tés sont possibles). Notre problème du repas d'a�aireutilise la struture de l'utilité espérée probabiliste.1 2 3 4 5Eb R+ R+ [0; 1℄ [0; 1℄ N [ f1g�b � � � � ��b + + max max min
b � � min min +0b; 1b 0; 1 0; 1 0; 1 0; 1 +1; 0Ed R [f�1g R+ [0; 1℄ [0; 1℄ N [ f1g�d � � � � ��d + + max min min
d + � min min +?d �1 0 0 0 +10d; 1d 0; 0 0; 1 0; 1 1; 1 +1; 0
bd � � min max(1� b; d) +Tab. 1 � Struture de royane-désir ave - 1. l'utilitéespérée probabiliste - 2. la satisfation espérée proba-biliste - 3. l'utilité espérée qualitative possibiliste ver-sion optimiste - 4. l'utilité espérée qualitative possi-biliste version pessimiste - 5. l'utilité espérée ave desroyanes épistémiques de Spohn, ave uniquement desdésirs positifs.



3 Dé�nition de problèmesOn peut maintenant utiliser des strutures de royan-e-désir pour exprimer de l'information sur un ensembleV de variables à domaines �nis, partitionné entre Vndet,l'ensemble des variables non déterministes, et Vdet,l'ensemble des variables déterministes. Notre but estd'exprimer un degré de royane global BV sur les va-riables non déterministes, un degré de faisabilité globalFV sur les variables déterministes, et un degré de désirglobal DV sur toutes les variables. La première étape(de la dé�nition 1 jusqu'à la propriété 1) onsiste àfatoriser es quantités globales, pour qu'elles soientexprimées de manière onise, omme une ombinai-son de relations loales appelées fontion à sope (dela même manière que dans un CSP, les ontraintes lo-ales dé�nissent impliitement une ontrainte globalesur toutes les variables).Dé�nition 1 (Fontion à sope) Une fontion à sopef sur un ensemble E est une paire (S; ') où S =fxj ; j 2 Jg est un ensemble de variables appelé le sopede f et où ' : Dom(S) ! E est une fontion (aveDom(S) = �j2JDom(xj), Dom(xj) désignant le do-maine de valeurs d'une variable xj).Pour une a�etation A d'un sur-ensemble de S, A[S℄orrespond à la projetion de A sur S et '(A[S℄) estnoté f(A). Si E admet a
 et n
 omme élément ab-sorbant et élément neutre de son opérateur de ombi-naison 
, et si ' prend ses valeurs dans fa
; n
g (i.e.dans f0b; 1bg pour les royanes, dans ffalse ; trueg pourles faisabilités, et dans f?d; 1dg pour les désirs), alorsf peut être représentée par une ontrainte dure : lestuples interdits reevront la valeur a
 et les tuples au-torisés reevront la valeur n
. Une fontion à sopesur Eb (resp. ftrue; falseg, Ed) est appelée une rela-tion de royane (resp. de faisabilité, de désir).La fatorisation de DV est DV = 
dDi, où les Disont des relations loales de désir. Auune onditionn'est imposée sur es désirs loaux, qui peuvent tou-jours être ombinés sans que ela génère d'impossi-bilité (ela peut seulement générer de l'inaeptable).La situation est di�érente en e qui onerne les de-grés de royane et de faisabilité globaux, qui doiventsatisfaire des onditions de normalisation :� pour BV , la disjontion de toutes les situationspossibles est ertaine; on lui assoie le degré deroyane 1b;� pour FV , la disjontion de toutes les déisions estfaisable; ei est justi�é sur un plan sémantiquear par exemple ne rien faire est toujours possible(même si ela peut être inaeptable).Formellement, ela signi�e que pour toute a�etationAdet de Vdet, BV (Adet) doit être une distribution de

royane sur Vndet, et que pour toute a�etation Andetde Vndet, FV (Andet) doit être une distribution de faisa-bilité sur Vdet, les notions de distribution de royaneet de distribution de faisabilité étant dé�nies par :Dé�nition 2 (Distributions de royane et de faisa-bilité) Soit (Eb;�b;�b;
b) une struture de royane.Une distribution de royane sur S � V est une fon-tion S : Dom(S)! Eb telle que �bA2Dom(S) S(A)=1b (ondition de normalisation). A partir d'une telledistribution, on peut dé�nir une distribution de royan-e S0 sur tout S0 � S en dé�nissant pour tout A0 2Dom(S0), S0(A0) = �bA002Dom(S�S0) S(A0:A00). SiSb est la struture de faisabilité (ftrue; falseg;�f ;_;^),alors on parle de distribution de faisabilité au lieu deparler de distribution de royane.Ainsi, sur l'exemple du problème du dîner, il fau-dra en fait spei�er une distribution de probabilitéP (Vndet jVdet) des variables non déterministes sahantles variables déterministes. La ondition de normalisa-tionPVndet P (Vndet jVdet) = 1 doit alors bien entenduêtre véri�ée : P (Vndet jVdet) est bien une distributionde royane sur les variables non déterministes pourhaque a�etation des variables déterministes. La on-dition de normalisation sur BV implique qu'une ombi-naison de relations de royane ne donne pas néessai-rement une distribution de royane, et la onditionde normalisation sur FV implique qu'une ombinai-son de relations de faisabilité ne donne pas néessai-rement une distribution de faisabilité. Pour fatoriserBV et FV tout en satisfaisant les exigenes de nor-malisation, on utilise les notions de royane ondi-tionnelle, de faisabilité onditionnelle, ainsi que la no-tion d'indépendane onditionnelle. A�n de dé�nir esnotions, nous introduisons une hypothèse supplémen-taire sur Sb : nous supposons l'existene d'un opérateur�b appelé opérateur de onditionnement, dé�ni surf(b1; b2) 2 Eb �Eb j b1 �b b2; 0b �b b2g, et véri�ant lespropriétés suivantes : (b1�bb)�b(b2�bb) = (b1�bb2)�bb (linéarité), 0b�b b = 0b, b�b b = 1b, (b1�b b2)
b b2 =b1 et (b1�b b)
b ((b2
b b)�b b) = (b1
b b2)�b b (pro-priétés de simpli�ation). Si �b peut être dé�ni (e quiest vrai pour tous les as présentés dans le Tableau 1),alors la struture de royane est dite onditionnable.Par exemple, �b orrespond à la division dans le asdes probabilités; si Sb = (ftrue; falseg;�f ;_;^), alors�b = ^ onvient. Dans le as où les royanes repré-sentent des possibilités, alors on peut prendre �b dé-�ni par : b1 �b b2 = min(b1; b2) si b1 < b2, 1 sinon (onobtient alors une des dé�nitions lassiques des distri-butions de possibilité onditionnelles).Dé�nition 3 (Distribution de royane onditionnel-le, indépendane onditionnelle) Soit (Eb;�b;�b;
b)



une struture de royane onditionnable, soit S unedistribution de royane sur S, et soient S1, S2, S3trois ensembles disjoints de S.La quantité S1[S3 �b S3 , aussi notée S1 jS3 , estappelée distribution de royane onditionnelle sur S1sahant S3; elle est dé�nie sur les a�etations A tellesque S3(A) 6= 0b. On peut montrer que S1 jS3 est unedistribution de royane sur S1 pour toute a�etationde S3, et qu'elle véri�e l'équation S1[S3 = S1 jS3 
bS3 . Si Sb est la struture de faisabilité, alors on parlede distribution de faisabilité onditionnelle au lieu deparler de distribution de royane onditionnelle.En�n, S1 et S2 sont dits onditionnellement indé-pendants sahant S3 si et seulement si S1[S2 jS3 =S1 jS3 
b S2 jS3 . Autrement dit, dans e as le pro-blème peut être déomposé en une partie dépendant deS1 [ S3, et une autre partie dépendant de S2 [ S3.Dans le as où les royanes sont des probabilités,on retrouve la dé�nition des probabilités ondition-nelles : si x1; x2; x3 sont trois variables aléatoires, alorsla distribution de probabilité onditionnelle sur x1 sa-hant x3 est P (x1 jx3) = P (x1; x3)=P (x3) (et 'est unedistribution de probabilité pour haque a�etation dex3). De plus, x1 et x2 sont dites onditionnellement in-dépendantes sahant x3 si P (x1 jx2; x3) = P (x1 jx3),e qui est équivalent à P (x1; x2 jx3) = P (x1 jx3) �P (x2 jx3). La dé�nition de l'indépendane ondition-nelle, qui satisfait les axiomes d'un semi-graphoïde [14℄,va nous permettre de fatoriser BV et FV en intro-duisant un graphe aylique orienté (Direted AyliGraph ou DAG) dérivant les indépendanes ondi-tionnelles. De manière similaire à e qui est fait dansle adre des graphes haînés [7℄, soit G un DAG dontles sommets sont des ensembles de variables appelésomposantes, qui forment une partition de V et quisont tels que haque omposante est un ensemble devariables de même nature (déterministe ou non). Onnote Cndet l'ensemble des omposantes non détermi-nistes, Cdet l'ensemble des omposantes déterministes,et pa() l'ensemble des variables qui appartiennent àune omposante parente dans G d'une omposante .Le DAG G est impliitement omposé de 2 DAGs :l'un ave des ars orientés vers les omposantes nondéterministes, noté Gb, et l'autre ave des ars orien-tés vers les omposantes déterministes, noté Gf . Unepremière fatorisation de BV et FV peut ensuite êtreobtenue grâe à la proposition suivante (dont l'ana-logue pour le as réseaux bayésiens serait : si on a unDAG qui représente des indépendanes onditionnellessur des variables aléatoires x1; : : : xn, alors la distribu-tion de probabilité P (x1; : : : ; xn) se fatorise sous laforme P (x1; : : : ; xn) =Qi2[1;n℄ P (xi j pa(xi))).

Propriété 1 Si le DAG G dérit des indépendanesonditionnelles de BV = BV 
b b0 ave b0 = 1b �b(�bAdet2Dom(Vdet) 1b) 1 et FV = FV , i.e. si pour BV ,toute omposante non déterministe est onditionnel-lement indépendante de ses non desendants dans Gbsahant ses parents, et pour FV , toute omposante dé-terministe est onditionnellement indépendante de sesnon desendants dans Gf sahant ses parents, alorsBV = 
b2Cndet B j pa()FV = ^2CdetF j pa()Il est possible de fatoriser enore plus BV et FV ,en fatorisant haque B j pa() (resp. haque F j pa())omme une ombinaison de relations loales de royan-e Bi (resp. omme une ombinaison de relations lo-ales de faisabilité Fi). Si (Bi) =  (resp. (Fi) = )représente �Bi est un fateur de B j pa()� (resp. �Fiest un fateur de F j pa()�), alors ette seonde fato-risation est B j pa() = 
b(Bi)=Bi (resp. F j pa() =^(Fi)= Fi). On peut maintenant dé�nir des problèmessans faire mention des distributions globales de royan-e et de faisabilité.Dé�nition 4 Un problème Pb sur une struture deroyane-désir hSb; Sd;
bdi est un tuple hV;G;B; F;Ditel que :� V = fx1; x2; : : :g est un ensemble �ni de variables.A haque variable xi est assoié un ensemble �niDom(xi), qui dé�nit son domaine de valeurs. Vest partitionné entre Vndet, l'ensemble des varia-bles non déterministes, et Vdet, l'ensemble des va-riables déterministes.� G est un graphe aylique orienté (DAG) dont lessommets sont appelés omposantes. Les ompo-santes forment une partition de V telle que haqueomposante est un ensemble de variables inlussoit dans Vndet, soit dans Vdet. On note Cndet(resp. Cdet) l'ensemble des omposantes inlusesdans Vndet (resp. Vdet) et pour une omposante, on note pa() l'ensemble des variables qui ap-partiennent à une omposante parente de  dansG.� B = fB1; B2; : : :g est un ensemble �ni de re-lations de royane; haque Bi = (S; ') est as-soié à une unique omposante  2 Cndet notée(Bi), telle que S � ( [ pa()). Pour tout  2Cndet, 
bBi2Bj(Bi)=Bi doit être une distributionde royane sur  pour toute a�etation de pa().1. BV est dé�ni à partir de BV en attribuant un même degréde royane b0 à haque a�etation de Vdet. Cette manipulationpermet d'éviter ertains problèmes liés à l'existene de variablesdéterministes et non déterministes. De plus, on peut montrerque BV est une distribution de royane sur V .



� F=fF1; F2; : : :g est un ensemble �ni de relationsde faisabilité; haque Fi=(S; ') est assoié à uneunique omposante  2 Cdet, notée (Fi), telle queS� ([pa()). Pour tout  2 Cdet, ^Fi2F j(Fi)=Fidoit être une distribution de faisabilité sur  pourtoute a�etation de pa().� D = fD1; D2; : : :g est un ensemble �ni de rela-tions de désir.La struture de DAG rend les relations de royaneet de faisabilité impliitement orientées (entre variablesd'une omposante  et variables de pa()) ou non (entrevariables d'une même omposante). Notons qu'il nepeut pas exister de relation non orientée entre une va-riable non déterministe et une variable déterministe,puisque es variables ne peuvent pas appartenir à unemême omposante. Ainsi, si on a une relation entreune déision et l'environnement, alors soit ette dé-ision in�uene l'environnement, soit l'environnementrestreint les déisions possibles. On peut prouver quele degré de royane (resp. de faisabilité) global dé�nià partir d'un problème omme B0V = 
bBi2B Bi (resp.F 0V = ^Fi2F Fi) est une distribution de royane (resp.de faisabilité) sur Vndet (resp. Vdet) pour toute a�e-tation de Vdet (resp. Vndet) dont des indépendanesonditionnelles sont dérites par Gb (resp. Gf ).Modélisation du problème du repas d'a�aire Le pro-blème du repas d'a�aire peut être modélisé en utilisantsix variables: debJ et debM (valeur t ou f), représen-tant la présene de Jean et Marie au début, finJ etfinM (valeur t ou f), représentant leur présene à la�n, pl (valeur poisson ou viande), pour le hoix duplat, et v (valeur blan ou rouge), pour le hoix du vin.pl et v sont des variables déterministes, debJ , debM ,finJ , finM sont des variables non déterministes. Uneméthode possible pour onstruire un DAG des ompo-santes représentant des indépendanes onditionnellesonsiste à utiliser la notion de ausalité (d'autre mé-thodes sont envisageables). Le résultat est donné à laFigure 1a. Les omposantes non déterministes sont re-présentées par des ellipses, les omposantes détermi-nistes par des retangles.Conernant les royanes, nous devons spéi�er unedistribution de royane de haque omposante nondéterministe sahant ses parents omme une ombi-naison de relations de royanes. BdebJ ;debM peut êtreexprimé en utilisant une première relation de royanebinaire spéi�ant la probabilité de présene de Jean etMarie au début : B1= (fdebJ ; debMg; ') ave '(debJ=t; debM = f) = 0:6, '(debJ = f; debM = t) = 0:4, et'(debJ= t; debM=t)= '(debJ=f; debM=f)=0. En-suite, BfinJ j debJ ;debM ;pl;v peut être exprimé omme laombinaison de deux relations de royane B2 et B3.La première, B2, qui va représenter P (finJ j debJ= f),

spéi�e que si Jean n'est pas présent au début, alorsil ne sera pas présent à la �n : B2= (ffinJ ; debJg; ')ave '(finJ=t; debJ=f)= 0 et '(finJ=t; debJ=t)='(finJ=f; debJ=t)='(finJ=f; debJ=f)=1. De ma-nière équivalente, B2 est la ontrainte (debJ = f) !(finJ= f). La seonde, B3, est (debJ= t) ! ((finJ=t) $ :(v = blan)). De même, BfinM j debJ ;debM ;pl;vpeut être exprimé omme la ombinaison de deux re-lations de royane B4 et B5 dé�nies omme des on-traintes. Notons que ontrairement aux réseaux bayé-siens ou aux diagrammes d'in�uene, il est possible despéi�er la distribution de probabilité d'une variablesahant ses parents par plusieurs relations.Au niveau des faisabilités, Fpl;v peut être spéi�épar une relation de faisabilité unique, exprimant quePierre ne peut pas ommander du poisson ave du vinrouge : F1 : :((pl = poisson) ^ (v = rouge)). La des-ription de quelle relation est a�etée à quelle ompo-sante est fournie à la Figure 1a.Quant aux désirs, une relation de désir binaire ex-prime le fait que Pierre ne veut pas que Jean parteau ours du dîner : D1 : (debJ = t) ! (finJ = t).Deux relations de désir unaires D2 et D3 sur finJ etfinM respetivement spéi�ent les gains espérés de laprésene de haun des onvives à la �n du repas : parexemple, D2 = (ffinJg; ') ave '(finJ = t) = 10,'(finJ = f) = 0.Toutes es relations sont dérites à la Figure 1b.Les variables non déterministes sont représentées pardes erles, les variables déterministes sont représen-tées par des arrés. Chaque relation de royane (resp.de faisabilité, de désir) (S; ') est représentée par unehyper-arête dessinée en trait ontinu (resp. en doubletrait ontinu, en trait pointillé) qui lie les variablesde S. Pour l'a�etation omplète A : pl = viande,v = rouge, debJ = finJ = t, debM = finM = f , nousavons BV (A) = 0:6, FV (A) = true et DV (A) = 10.B3
B4B2F1pl; vF1 B1B4; B5B2; B3 B5

debJdebM finJfinM(b)(a) finMfinJ debJ ; debM
D3D2D1plv B1

Fig. 1 � (a) DAG des omposantes et relationsa�etées aux omposantes (b) réseau de Croyane-Faisabilité-Désir.



Retour sur les adres existants Pour représenter unCSP lassique, on peut utiliser uniquement des va-riables déterministes et des relations de désir (à valeurdans ftrue; falseg) qui dérivent les ontraintes. Laombinaison des relations de désir (par ^) orrespondalors bien à la ontrainte globale dé�nie impliitementsur toutes les variables. On peut en fait tout modéliserpar des désirs ar dans le as des CSP durs, auunedistintion n'est faite entre les exigenes, les faits er-tains et les déisions faisables. Il en est de même pourles VCSP et les CSP quanti�és.Dans les CSP stohastiques, deux types de variablessont présents (les variables stohastiques et les va-riables de déision), et plusieurs types de relations sontdé�nis : on a des distributions de probabilité sur les va-riables stohastiques et des ontraintes sur toutes lesvariables. Dans notre formalisme, les variables stohas-tiques seront des variables non déterministes, les va-riables de déision seront des variables déterministes,les distributions de probabilité sur les variables sto-hastiques seront des relations de royane, et les on-traintes seront représentées par des relations de désir.Dans un réseau bayésien, on dispose d'un ensembleV de variables aléatoires et d'un DAG sur es va-riables, et on dé�nit pour haque variable xi 2 V unedistribution de probabilité sur xi sahant ses parentsP (xi j pa(xi)). On représente ainsi la distribution deprobabilité globale P (V ) par une ombinaison des dis-tributions onditionnelles loales (e qui permet par lasuite de faire des aluls sans avoir à expliiter la rela-tion globale), au même titre que dans les CSP on re-présente une ontrainte globale sur toutes les variablespar une ombinaison de ontraintes loales. Pour re-présenter un réseau bayésien dans notre formalisme,on modélise les variables aléatoires par des variablesnon déterministes, et les distributions de probabilitéonditionnelles sont modélisées par des relations deroyane. Dans les diagrammes d'in�uene, on ajoute,en plus des variables aléatoires, des variables de déi-sion dont on peut �xer la valeur, ainsi que des variablesdites d'utilité qui dérivent les préférenes. Un dia-gramme d'in�uene peut être représenté de la manièresuivante : les variables aléatoires sont enore représen-tées par des variables non déterministes, les variablesde déision sont représentées par des variables détermi-nistes, les probabilités onditionnelles sur les variablesaléatoires orrespondent aux relations de royane etles variables d'utilité deviennent des relations de désir.Notons que dans un diagramme d'in�uene, la notionde faisabilité n'est pas du tout présente.La notion de faisabilité est présente si l'on veut mo-déliser un problème de plani�ation à la STRIPS : dansun tel problème, le monde est dérit par des variables,on spéi�e un état initial du monde, et on peut passer

d'un état du monde à un autre en appliquant ertainesations. Pour haque ation, on donne des préondi-tions d'appliation (qui indiquent dans quels as uneation est faisable), ainsi que l'e�et des ations sur lemonde. En�n, on spéi�e un ou des états buts. Cei setraduit de la manière suivante dans notre formalisme :les variables qui dérivent le monde sont non détermi-nistes, les variables qui dérivent les ations hoisiessont déterministes, les e�ets des ations sur le mondeorrespondent à des relations de royane, les préon-ditions d'appliation des ations sont représentées pardes relations de faisabilité, et le ou les états buts sontmodélisés par des relations de désir.Prenons maintenant un adre issu de la théorie despossibilités : elui des MDP possibilistes (à horizon�ni). Dans un MDP possibiliste, l'évolution du mondeest déoupée en pas de temps. On a une variable d'étatst et une variable de déision dt pour haque pas detemps t. On spéi�e l'évolution du monde en donnantune distribution de possibilité �(st+1 j st; dt) donnantla possibilité d'être dans un état st+1 à l'instant t+ 1sahant l'état st à l'instant t et la déision dt prise àl'instant t. En�n, on donne des préférenes �(st; dt) surhaque ouple état-déision. Pour représenter un telproblème dans le formalisme des réseaux de royane-faisabilité-désir, les variables d'état st sont modéliséespar des variables non déterministes, les déisions dtorrespondent à des variables déterministes, les distri-butions de possibilité �(st+1 j st; dt) sont des relationsde royane, et les préférenes �(st; dt) sont des rela-tions de désir.Par ontre, un adre tel que elui des semiring-basedCSP [1℄ n'est pas inlus dans notre formalisme (pourpouvoir l'englober, il faudrait que la relation d'ordresur les désirs puisse être partielle).4 Dé�nition des requêtesEtant donné un problème, notre objetif est main-tenant de pouvoir formuler des requêtes sur e pro-blème. Informellement, une requête va orrespondre àune séquene d'éliminations de variables, permettantde répondre à des questions du type : �omment maxi-miser l'investissement espéré si tout d'abord le restau-rant hoisit le plat prinipal et Pierre est pessimisteau niveau de e hoix, et ensuite Pierre hoisit le vinavant de savoir qui sera présent au début et à la �n�(la séquene d'élimination sera hmin; fplgi:hmax; fvgi:h�d; fdebJ ; debM ; finJ ; finMgi dans e as). Nous in-troduisons d'abord une dé�nition formelle des requêtes,puis nous fournissons deux dé�nitions de la valeur d'unerequête avant d'établir un théorème d'équivalene entrees deux dé�nitions.



Dé�nition 5 Une requête Q est un ouple hPb; Sovioù� Pb est un problème hV;G;B; F;Di omme dé�niauparavant� Sov est une séquene de ouples opérateur-varia-bles telle que les opérateurs utilisés sont min, maxou �d, et telle que toute variable apparaît au plusune fois dans Sov. La séquene Sov est en faitutilisée pour spéi�er omment une variable estquanti�ée. Les variables de V qui n'apparaissentpas dans Sov sont appelées variables libres (lesautres sont appelées variables quanti�ées).Une requête est dite orrete si et seulement si :� si une variable est quanti�ée, alors l'opérateur quilui est appliqué vaut �d si ette variable est nondéterministe, et min ou max si ette variable estdéterministe (adéquation entre la nature d'une va-riable et l'opérateur qui lui est appliqué) 2;� pour toute paire de variables x et y de naturesdi�érentes (l'une est déterministe, l'autre ne l'estpas), si la omposante à laquelle x appartient estasendante dans le DAG du problème de la om-posante à laquelle y appartient, alors ou bien xapparaît à gauhe de y dans la séquene Sov, oubien x est une variable libre (respet de la ausa-lité).Propriété 2 Du fait de la struture de DAG, il existeau moins une requête orrete sans variable libre surun problème.Sens d'une requête Soit S1, S2 deux ensembles dis-joints de V et A1, A2 des a�etations de S1 et S2 res-petivement. Pour des raisons de larté de notation, laroyane en S1 = A1 sahant S2 = A2, BS1 jS2(A1:A2),sera aussi notée BV (A1 jA2). De même, la faisabilitéde S1 = A1 sahant S2 = A2, FS1 jS2(A1:A2), seraaussi notée FV (A1 jA2)).La réponse Ans(Q) à une requête orrete Q =hPb; Sovi est dé�nie omme une fontion des variableslibres de Q. Soit A0 une a�etation de es variables. SiA0 n'est pas faisable, i.e. si FV (A0[Vdet℄ jA0[Vndet℄) =false , alors (Ans(Q))(A0) est noté? (réponse vide). Si-non, siA0 n'est pas ru, i.e. si BV (A0[Vndet℄ jA0[Vdet℄) =0b, la réponse est 0d. Sinon, (Ans(Q))(A0) vautBV (A0[Vndet℄ jA0[Vdet℄) 
bd Qs (Pb; Sov;A0), ave Qsdé�ni réursivement de la manière suivante :Qs(Pb; ;; A00) = DV (A00)Qs(Pb; hop; xii: Sov0; A00) =2. Une variable non déterministe peut quand même êtrequanti�ée par min ou max, ar il se peut que l'on ait �d = minou �d = max.

� si xi 2 Vdet et op = min:mina2Dom(xi);FV (xi=ajA00)=true Qs (Pb; Sov0; A00:(xi = a))� si xi 2 Vdet et op = max:maxa2Dom(xi);FV (xi=ajA00)=true Qs (Pb; Sov0; A00:(xi = a))� si xi 2 Vndet et op = �d:�da2Dom(xi);BV (xi=ajA00)�b0bBV (xi= ajA00)
bdQs (Pb; Sov0; A00:(xi = a))En d'autres termes, d'une part, haque étape oùune variable non déterministe est traitée est onsidé-rée omme une loterie [18℄ dont les réompenses sontles Qs (Pb; Sov0; A00:(xi = a)) et telle que la royaneattribuée à haque réompense vaut BV (xi = ajA00);d'autre part, une étape à laquelle une variable déter-ministe est traitée est vue omme une étape d'optimi-sation parmi les déisions possibles. Par rapport à lathéorie des loteries, une hypothèse supplémentaire quenous faisons impliitement est qu'il est possible d'as-soier à haque royane et haque réompense uneontribution élémentaire au degré de désir global. Ilest possible de montrer que si la struture de royaneest onditionnable (existene de �b), les quantités quiinterviennent dans la dé�nition des requêtes ont toutesun sens. Lorsque l'opérateur min ou max est utilisé,on veut en général onnaître une déision optimisante.Nous supposons qu'il est possible de mémoriser ou nonette information (omplètement ou partiellement) auours de l'évaluation de la valeur d'une requête.Une autre dé�nition de la valeur d'une requête Lesquantités BV (xi = ajA00) et FV (xi = ajA00) peuventêtre oûteuses à aluler. Heureusement, il est pos-sible de donner une autre dé�nition de la valeur d'unerequête, qui sera équivalente à la première, mais quiutilisera diretement les données du problème, 'est-à-dire qui utilisera diretement les relations de royane,de faisabilité et de désir exprimées. A�n d'introduireette seonde dé�nition, nous dé�nissons l'opération
fd : ftrue; falseg � (Ed [ f?g) ! (Ed [ f?g) telleque 8d 2 Ed [ f?g ; true 
fd d = d et false 
fd d =?, et nous imposons ? �d ? = ? et max(d;?) =min(d;?) = d 3. La réponse Ans(Q) à une requêteorrete Q = hPb; Sovi est alors dé�nie de la manièresuivante (A0 est une a�etation des variables libres) :(Ans(Q))(A0) = Qs0 (Pb; Sov;A0) (1)Qs0(Pb; hop; xii : Sov0; A00)= opa2Dom(xi)Qs0 (Pb; Sov0; A00:(xi = a)) (2)Qs0(Pb; ;; A00)= FV (A00)
fd (BV (A00)
bd DV (A00)) (3)3. Imposer max(d;?)= min(d;?)= d n'est pas inorret ar�d est un ordre total sur Ed uniquement (et non sur Ed[f?g).



L'équation 3 indique que si toutes les variables duproblème sont a�etées, la réponse à la requête orres-pond à la ombinaison des degrés globaux de royane,de faisabilité et de désir. L'équation 2 exprime que siles variables ne sont pas toutes a�etées et si xi estla première variable quanti�ée, ave op omme opéra-teur d'élimination, alors la réponse à la requête or-respond à une élimination sur toutes les valeurs dudomaine de xi. Les propriétés algébriques d'une stru-ture de royane-désir, la dé�nition des royanes etdes faisabilités onditionnelles ainsi que la dé�nitionde l'opération 
fd impliquent :Propriété 3 Si la struture de royane est ondi-tionnable, alors les deux dé�nitions de la valeur d'unerequête orrete sont équivalentes.Notons que la seonde dé�nition s'applique même sila struture de royane n'est pas onditionnable (i.e.même si �b ne peut pas être dé�ni). La ontrepartieest que l'on perd la sémantique en termes de loteries.La seonde dé�nition fournit un premier algorithmenaïf de alul de la valeur d'une requête orrete. Sanature réursive dé�nit impliitement une reherhearboresente utilisant un ordre d'élimination des va-riables �xes (elui indiqué par Sov) qui ollete lesroyanes, les faisabilités et les désirs élémentaires pourtrouver la réponse à la requête. En fontion de la na-ture de l'opérateur utilisé, haque niveau de l'arbreorrespond à l'appliation d'un min, d'un max ou d'un�d sur les valeurs olletées. L'utilisation simultanéed'algorithmes d'établissement de la ohérene loalepour trouver des bornes, d'algorithmes traitant desontraintes globales, de méanismes de branh andbound pour exploiter les bornes trouvées, ainsi quedes méanismes de mémorisation exploitant la stru-ture du problème, devrait permettre d'améliorer defaçon onséquente e shéma de résolution.Requêtes sur le problème du dîner Quel est l'inves-tissement maximal que Pierre peut espérer (et quelle(s)déision(s) doit-il prendre) s'il doit hoisir le menu sanssavoir qui sera présent au début du repas? La requêteassoiée est :hPb; hmax; fpl; vgi:h�d; fdebJ ; debM ; finJ ; finMgiiLa réponse vaut 6 (ke) ave f(pl = viande); (v =rouge)g. Si on se plae maintenant dans la situationoù Pierre sait qui est présent au début, la séqueneSov utilisée est :h�d; fdebJ ; debMgi:hmax; fpl; vgi:h�d; ffinJ ; finMgiLa réponse est 26 (ke), soit un gain de 20 (ke) résul-tant de l'observation de la présene de Jean et Marieau début. La déision assoiée est f(pl = viande); (v =rouge)g si Jean est présent au début et Marie ne l'est

pas, et f(pl = poisson); (v = blan)g sinon. Considé-rons maintenant la séquene introduite au début de lasetion sur les requêtes:hmin; fplgi:hmax; fvgi:h�d; fdebJ ; debM ; finJ ; finMgiLa réponse vaut ?d= �1: dans le pire des as oner-nant le hoix du plat, la situation peut être inaep-table quel que soit le hoix du vin. En�n, la séqueneh�d; fdebJ ; debM ; finJ ; finMgi:hmax; fpl; vgin'est pas orrete, ar le menu doit être hoisi avantque l'on sahe qui est présent à la �n. Ces exemplesmontrent omment une requête permet de onsidérerdes situations variées en termes de omportement op-timiste, pessimiste ou moyennant, et en termes d'ob-servabilité (notons que les variables non observablesapparaissent systématiquement à la �n d'une requête).Retour sur les adres existants Les requêtes las-siques assoiées aux CSP durs ou aux VCSP impliquentuniquement l'opérateur max : en e�et, la requête dereherhe d'une solution pour un CSP peut être vueomme une requête de maximisation de la quantitédonnée par la onjontion des ontraintes. Dans lesCSP quanti�és, les opérateurs d'élimination min etmax sont utilisés (ar il s'agit de aluler la valeur devérité de formules du type 9x18x28x39x4 (1^2^3),les opérateurs 9 et 8 orrespondant respetivement àun max et un min sur les booléens). Ave les CSPstohastiques, les opérateurs d'élimination max et �dsont utilisés (on fait du max sur les variables de déi-sion et du �d sur les variables stohastiques). Ave lesréseaux bayésiens, les requêtes de alul ou de mise àjour de probabilités utilisent uniquement l'opérateur�d. Ave les diagrammes d'in�uene, l'unique requête(prodution d'une politique qui maximise l'utilité es-pérée) fait intervenir les opérateurs d'élimination max(sur les déisions) et �d (sur les variables aléatoires).En fait, dans un diagramme d'in�uene, on spéi�e �endur� quelle variable sera observée à quel moment, alorsque dans notre formalisme, ela apparaît uniquementdans la requête : on fait apparaître de manière expliiteque le fait d'observer telle variable à tel ou tel momentne modi�e par les relations loales qui existent entreles variables. En�n, ave les MDP et les POMDP à ho-rizon �ni (qu'ils soient probabilistes ou possibilistes),on a une alternane de max sur les variables de déi-sion et de �d sur les variables d'état.5 ConlusionAu ours des dernières déennies, de nombreux for-malismes permettant de raisonner sur les inertitudes,les ontraintes et les préférenes, ont été développés



dans le domaine de l'IA. Nous avons tenté de apturerla struture mathématique sous-jaente à es forma-lismes, pour �nalement onstruire un adre uni�ateurqui ouvre les réseaux de ontraintes, les réseaux bayé-siens, les diagrammes d'in�uene, les MDP... Notre se-onde dé�nition de la valeur d'une requête, bien qu'ex-pononentielle en temps à aluler, est opérationnelledans le sens où elle permet de répondre à des re-quêtes en utilisant uniquement l'information brute dis-ponible. Sa dé�nition réursive dé�nit de plus une pro-édure de reherhe arboresente qui pourrait être sim-pli�ée en prenant en ompte des propriétés strutu-relles dans un algorithme de type programmation dy-namique. Dans le as où plusieurs opérateurs d'élimi-nation interviennent dans une même requête, ei sou-lève de nouvelles questions. D'autres tehniques tellesque la reherhe ave retour arrière, la reherhe aveutilisation de bornes, de ohérenes loales, de on-traintes globales doivent également être envisagées,tout omme les algorithmes d'éhantillonnage pour unalul approhé de la valeur d'une requête.Le prinipal objetif (à long terme) de notre tra-vail est de pouvoir résoudre des problèmes algorith-miquement parlant, et pas uniquement d'être apablede les représenter. Le but n'est pas simplement deonstruire un formalisme permettant de représenterdes inertitudes, des ontraintes et des préférenes : ils'agit de regrouper dans un même adre de nombreuxformalismes qui partagent des propriétés algébriquesommunes, e qui permettra d'une part d'identi�erdes approhes algorithmiques similaires entre plusieursadres, et d'autre part de faire pro�ter un adre donnédes avanées des autres adres. Des travaux similairesexistent déjà (par exemple les travaux de Shenoy etKohlas [17, 10℄), mais ils ne font intervenir qu'un seultype de variable, qu'un seul type de relation, et qu'unseul type d'opérateur de ombinaison et d'élimination.C'est pourquoi la onstrution d'un nouveau forma-lisme était une première étape néessaire.Remeriements Le travail dérit dans e papier aété réalisé en relation ave le projet européen intégréCOGNIRON (�The Cognitive Companion�) et a été�nané par la Division de la Commission EuropéenneFP6-IST Future and Emerging Tehnologies, sous leontrat FP6-002020.Référenes[1℄ S. Bistarelli, U. Montanari, F. Rossi, T. Shiex,G. Verfaillie, and H. Fargier. Semiring-BasedCSPs and Valued CSPs: Frameworks, Propertiesand Comparison Constraints, 4(3):199�240, 1999.
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