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Abstract—En el presente trabajo, se describe de forma de-
tallada la derivación de la expresión de la tasa de reacción
media en el marco de un modelo de llama para combustión
turbulenta premezclada basado en las ecuaciones de Navier-
Stokes promediadas por Reynolds (RANS). Esto representa el
primer paso importante y necesario a partir del cual se llevará
a cabo una futura actividad de desarrollo de metodologı́as
destinadas a adaptar dicho modelo a un marco de simulación
de grandes remolinos con filtrado en el tiempo. Para tal fin se
utiliza el concepto de una magnitud escalar llamada c la cual
permite describir el estado termodinámico fluctuante mediante
una función distribución de probabilidad bimodal (c = 0 y c = 1).
La evolución temporal de dicha variable escalar es representada
por medio de una señal telegráfica aleatoria. Esta señal es una
función aleatoria estacionaria que puede ser analizada como
un proceso de Markov con sólo dos estados posibles. Además,
previamente a la obtención de la frecuencia se deducen los
tiempos de estancia en cada estado, las funciones probabilidad de
cada estado, la función de auto-correlación, la densidad espectral
y la escala integral de tiempo del proceso.

Index Terms—combustión, llama premezclada turbulenta, pro-
ceso de Markov

I. INTRODUCCIÓN

En gases cuando una mezcla reactiva es iniciada la reacción
entre el oxidante y el combustible puede generarse de tres
maneras en función de la velocidad de propagación del frente
de llama [1]:

- Oxidación lenta, en la cual la liberación de calor por
unidad de tiempo es sumamente baja y no se alcanza a apreciar
la luminosidad caracterı́stica del frente de llama.

- Deflagración, en la cual el frente de llama se mueve con
velocidades subsónicas [2].

- Detonación, en la misma el frente de llama se desplaza
con velocidades supersónicas [3]–[5]
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Una llama premezclada es una onda de deflagración que se
propaga en una mezcla de combustible y oxidante, por ejemplo
gasolina y oxı́geno en el aire [7]. Este es un fenómeno fı́sico-
quı́mico muy complejo, sin embargo para describir su estruc-
tura puede utilizarse un modelo simplificado que involucra
la ecuación de continuidad, las ecuaciones de Navier-Stokes
(conservación de cantidad de movimiento) y una ecuación
de balance para la variable que determina el progreso de la
combustión [8], [9].

La esencia de la descripción de llamas turbulentas pre-
mezcladas por medio del concepto de llama laminar arru-
gada es que la estructura de la llama turbulenta consiste
en un conjunto de llamas laminares. Esta descripción de la
combustión turbulenta tiene varias caracterı́sticas atractivas
que incluyen, en particular, la capacidad de incorporar la
cinética quı́mica con esquemas de complejidad arbitraria [10].
Sin embargo, la forma y área de superficie de las llamas
laminares son difı́ciles de calcular. El modelo de llama tur-
bulenta premezclada descripto en [11] evita esta dificultad
mediante una función distribución de probabilidad bimodal del
estado termodinámico fluctuante para una variable de progreso
llamada c. Esta variable verifica c = 0 en los gases reactivos no
quemados y c = 1 en los productos completamente quemados.

La variable escalar c se define como

c =
T − Tf

Tq − Tf
(1)

siendo T la temperatura y los subı́ndices f y q indican mezcla
fresca y quemada.

En este caso, la estadı́stica de un sólo punto de cualquier
variable escalar está determinada en gran medida por el tiempo
que ocupa uno u otro de los estados uniformes (mezcla no
quemada o gas completamente quemado) que están separados
por esta delgada zona [12]. En la identificación de este
comportamiento se asume, entre otras, que las reacciones



quı́micas se producen en tiempos pequeños en comparación
con las principales escalas temporales relacionadas con el flujo
y que, en consecuencia, los estados de iniciales (reactantes,
c = 0) y finales (productos, c = 1) son mucho más extensos
que las transiciones entre ellos. La frecuencia observada de
estas transiciones, por otra parte, es una medida de la tasa de
reacción media.

Por lo tanto la evolución de la variable escalar c está
dada por una señal telegráfica aleatoria y la determinación de
variables tales como la frecuencia de saltos entre los estados
juega un rol importante porque la tasa de reacción media
en llamas turbulentas premezcladas (o también tasa media de
creación de productos) depende de dicha frecuencia [13]

ω = ν wf (2)

donde wf es la tasa media de creación de productos por cruce
(posee unidades de densidad) y ν es la frecuencia, es decir, el
número promedio de cruces de llamas por unidad de tiempo.

Una señal telegráfica aleatoria es una serie de tiempo
cuyo valor s(t) en el momento t adquiere uno de los dos
únicos valores posibles. Muchos procesos, tales como reac-
ciones quı́micas, canales iónicos en membranas celulares,
ruido electrónico, etc., generan este tipo de señales. De forma
habitual se han utilizado modelos de Markov para modelar
y analizar dichos datos. Aquı́ se presenta el análisis de una
señal telegráfica aleatoria de Markov aplicada al fenómeno de
llamas turbulentas premezcladas.

Varios procesos aleatorios tienen una cantidad reducida de
estados posibles diferentes y cambian entre éstos a medida que
pasa el tiempo. Un sistema de este tipo producirá una señal de
valor si cuando esté en el estado xi en el momento t. Cuando
el rango de la señal s(t) consta de sólo dos valores, s1 y s2,
es una señal telegráfica aleatoria. Para la señal de Markov,
las tasas de probabilidad de transiciones entre estados son
constantes. Este supuesto significa que las tasas de transición
dependen sólo del estado actual y no de cuánto tiempo ha
transcurrido en dicho estado ni de los estados que precedieron
al actual. Esta señal se llama ”aleatoria” porque existe una
probabilidad de que la transición del estado i a j ocurra en
cada intervalo de tiempo ∆t.

Complejas herramientas basadas en mecánica de los fluidos
computacional se utilizan cada vez más en la simulación
de fenómenos de combustión turbulenta con la finalidad de
mejorar el diseño de motores de combustión interna para
que sean más eficientes y menos contaminantes. Siendo este
aspecto en la actualidad de suma relevancia para la aviación
comercial. Dentro de este marco, existe la necesidad de bene-
ficiarse de una metodologı́a que ofrezca el mejor compromiso
entre capacidades de predicción y costo computacional. El
enfoque de simulación de grandes remolinos hı́brido-temporal
(HTLES) aparece como una alternativa eficiente para el diseño,
desarrollo y estudio de diferentes configuraciones en motores
de combustión interna [14]. Un primer paso en la dirección
de elaboración de un esquema HTLES para la combustión
turbulenta premezclada es el análisis detallado de la señal

telegráfica generada entre gases quemados que aparecen luego
del proceso de combustión y gases premezclados previos.

II. PROCESO DE MARKOV

Un proceso de Markov continuo en el tiempo puede ocupar
aleatoriamente un número finito o infinito de estados e0, e1,
e2, ... El estado del proceso en el instante t es igual al estado
ej que ocupa el proceso en ese momento [15]. Además, a
partir de algún estado inicial en t = 0, el proceso cambia de
estado aleatoriamente a medida que pasa el tiempo.

En el tema de estudio de este trabajo, la señal posee sólo dos
estados c = 1 (gases quemados o productos) y c = 0 (gases
previos a la combustión o reactantes). Las probabilidades de
saltar desde un estado a otro durante un intervalo de tiempo
∆t pueden ser escritas como

P{ct+∆t = 1 / ct = 0}
P{ct+∆t = 0 / ct = 1} (3)

donde / indica “tal que”. La probabilidad P{ct+∆t} es inde-
pendiente del comportamiento del proceso antes del instante
t. Además, si es un proceso de Markov homogéneo, entonces
la probabilidad de transición desde un estado hacia el otro no
depende del instante inicial t sino que depende sólo del tiempo
transcurrido ∆t entre las transiciones [15].

Se denomina k01 a la probabilidad transición por unidad de
tiempo del estado c = 0 al estado c = 1. La otra probabilidad
transición por unidad de tiempo es k10, que determina la
probabilidad por unidad de tiempo de saltar desde c = 1
hasta c = 0. Se acepta que ambas tasas de probabilidad
de transición son constantes y no dependen del historial del
proceso (proceso de Markov homogéneo), entonces las ecs.
(3) resultan

P{ct+∆t = 1 / ct = 0} = k01 ∆t
P{ct+∆t = 0 / ct = 1} = k10 ∆t

(4)

Se destaca que el proceso aleatorio queda definido por dos
constantes, k01 y k10 que son las tasas de probabilidad de
transición.

Las relaciones reciprocas de las ecs. (3) son

P{ct+∆t = 0 / ct = 0} = 1− k01 ∆t
P{ct+∆t = 1 / ct = 1} = 1− k10 ∆t

(5)

Estas ecuaciones representan las probabilidades de que durante
un tiempo ∆t el proceso no cambie de estado (no salte desde
un estado hacia el otro).

III. ESTANCIA EN CADA UNO DE LOS DOS ESTADOS

Se deriva aquı́ la duración del tiempo de estadı́a en los
estados c = 0 y c = 1. Para ello se asume que las transiciones
entre ambos estados son instantáneas.

Sea P{c(t) = 0} la probabilidad de que se verifique c(t) =
0, es decir, la probabilidad de que el flujo esté en la zona previa
a la combustión (gases reactantes) para un tiempo t. Además,
P00(t+∆t) es la probabilidad de que el proceso continúe en
c = 0 durante una duración t, multiplicada por la probabilidad



condicional que el proceso no salte en el intervalo ∆t dado
que el estado c = 0 se ha mantenido durante la duración t.
Entonces, se puede escribir

P00(t+∆t) = P{c(t) = 0}.
P{c no salte de 0 a 1 durante ∆t / c(t) = 0}
= P00(t) (1− k01 ∆t)

(6)
donde k01 ∆t es la probabilidad de que el proceso salte desde
c = 0 hasta c = 1 durante un intervalo de tiempo ∆t y (1 −
k01 ∆t) es la probabilidad de que el proceso permanezca en
c = 0 durante ∆t.

Reorganizando la ec. (6) se obtiene

P00(t+∆t)− P00(t)

P00(t)
= −k01 ∆t (7)

Como se asume que el proceso de Markov es continuo (existe
continuidad en la serie de datos), es posible tomar el lı́mite
∆t → 0. Como resultado, la ecuación anterior que es de
naturaleza discreta, se transforma en una ecuación diferencial
ordinaria

dP00(t)

P00(t)
= −k01 dt (8)

Integrando esta ecuación se tiene

P00(t) = e(−k01 t) θ (9)

donde θ depende de la condición inicial considerada.
Si se asume como condición inicial P00(0) = 1, se encuen-

tra que θ = 1, y la ec. (9) resulta

P00(t) = e(−k01 t) (10)

La última ecuación establece que el tiempo en el estado c = 0
está distribuido exponencialmente.

La ecuación equivalente para el estado c = 1 (P11(t)) se
obtiene de manera similar, pero debe reemplazarse la tasa de
probabilidad de transición k01 por k10. Por lo tanto, ambas
probabilidades verifican la Ley de Poisson

P{c permanezca en 0 durante dt} = P00(dt) = e−k01 dt

(11)
P{c permanezca en 1 durante dt} = P11(dt) = e−k10 dt

(12)
Es una caracterı́stica de los procesos de Markov que tiempo

de estancia (tiempo de espera en cualquier estado) tengan una
distribución exponencial [15].

Note que desde la ec. (8) se puede evaluar la tasa de
probabilidad de transición k01

k01 = −d(ln(P00(t))

d t
(13)

de forma similar puede encontrase k10

k10 = −d(ln(P11(t))

d t
(14)

Estas dos últimas ecuaciones son útiles en caso que se
tengan los valores del proceso y se desee determinar las tasa
de probabilidad de transición.

Adicionalmente, desde las ecs. (11) y (12) se deducen las
funciones densidad de probabilidad para el tiempo de estancia
en los dos estados

f00(t) = −dP00(t)

d t
= k01 e

(−k01 t) (15)

f11(t) = −dP11(t)

d t
= k10 e

(−k10 t) (16)

IV. TIEMPO DE ESTANCIA MEDIO

Desde la ec. (15) es factible evaluar el tiempo de estancia
medio para la fase c = 0

tr =

∫ ∞

0

t f00(t) dt =

∫ ∞

0

t k01 e
(−k01 t) dt (17)

donde tr es el tiempo de estancia medio para c = 0. Desde la
ec. (17) se encuentra

tr =
1

k01
(18)

Es factible observar por medio de la ec. (12) que si tr
aumenta, la probabilidad P{c permanece en 0 durante dt}
también se incrementa.

Siguiendo un camino similar se encuentra desde la ec. (16)
que

tp =
1

k10
(19)

siendo tp el tiempo de estancia medio para el estado c = 1.

V. PROBABILIDADES

Si se asume que durante todo el proceso las transiciones
entre estados c = 0 ⇄ c = 1 son instantáneas, existen sólo
dos posibilidades, que el proceso se encuentre para cada t en
el estado c = 1 o en el estado c = 0.

La probabilidad de que el proceso se encuentre en c = 1
puede escribirse como

P1(t+ dt) =
P{c(t) = 1} . P{c permanezca en 1 durante ∆t}+
P{c(t) = 0} . P{c salte de 0 a 1 durante ∆t}

(20)
donde P1(t + ∆t) es la probabilidad que c(t + ∆t) = 1
(P{c(t+∆t) = 1}). Por lo tanto, la ecuación anterior puede
ser escrita como
P1(t+∆t) = P1(t) . P{c permanezca en 1 durante ∆t}+
(1− P1(t)) . (1− P{c permanezca en 0 durante ∆t})

(21)
donde se ha usado la siguiente notación

P0(t) = P{c(t) = 0} ,
P1(t) = P{c(t) = 1} ,
P0(t) = 1− P1(t) ,
P{c salta de 0 a 1 durante ∆t} =
1− P{c permanezca en 0 durante ∆t}

(22)

Introduciendo las ecs. (11) and (12) en la ec. (21) se obtiene

P1(t+∆t) = P1(t) . e
(−k10 dt) +(1−P1(t)) . (1− e(−k01 ∆t))

(23)



Reorganizando la última ecuación
P1(t+∆t)−P1(t)

∆t =

P1(t) (e(−k10 ∆t)+e(−k01 ∆t))−2P1(t)+1−e(−k01 ∆t)

∆t

(24)

Si se aplica lim∆t→0 en ambos miembros, se encuentra que el
lı́mite del segundo miembro es indeterminado. Para solucionar
este problema se implementa la regla de L’Hôpital

dP1(t)
dt =

lim∆t→0
−k01 e(−k01 ∆t) (P1(t)−1)−k10 e(−k10 ∆t) P1(t)

1

(25)

de esta forma se obtiene
dP1(t)

∆t
= −(k10 + k01)P1(t) + k01 (26)

cuya solución general resulta

P1(t) =
k01

k10 + k01
+ C e−(k10+k01) t (27)

siendo C una constante que depende de la condición inicial
P1(0)

C = P1(0)−
k01

k10 + k01
(28)

La solución particular para una determinada condición ini-
cial P1(0) es

P1(t) =
k01

k10 + k01
(1− e−(k10+k01) t) + P1(0) e

−(k10+k01) t

(29)
Si se asume que P1(0) = 1, la ec. (29) puede ser escrita como

P1(t) =
k01

k10 + k01
+

k10
k10 + k01

e−(k10+k01) t (30)

Siguiendo un procedimiento similar es factible deducir la
probabilidad para P0(t), es decir la probabilidad que para un
tiempo t, la variable escalar verifique c = 0

P0(t) =
k10

k10 + k01
(1− e−(k10+k01) t) + P0(0) e

−(k10+k01) t

(31)
La utilización de la condición inicial P1(0) = 1, implica que
P0(0) = 0. Por lo tanto, se tiene

P0(t) =
k10

k10 + k01
(1− e−(k10+k01) t) (32)

Para t → ∞, las probabilidades resultan

P0(t → ∞) =
k10

k10 + k01
(33)

P1(t → ∞) =
k01

k10 + k01
(34)

Si se introducen las ecs. (18) y (19) en estas expresiones,
se obtiene

P0(t → ∞) =
tr

tr + tp
(35)

P1(t → ∞) =
tp

tr + tp
(36)

Note que la suma de las ecs. (29) y (31) verifica P0(t) +
P1(t) = 1 (recuerde que P0(0) + P1(0) = 1)

A. Evaluación alternativa

En esta sección se desarrolla una forma alternativa de la
deducción de las probabilidades P0(t) y P1(t). Para ello, se
comienza desde la ec. (20)

P1(t+ dt) =
P{c(t) = 1} . P{c permanezca en 1 durante ∆t}+
P{c(t) = 0} . P{c salte de 0 a 1 durante ∆t}

(37)
donde

P0(t) = P{c(t) = 0} ,
P1(t) = P{c(t) = 1} ,
P0(t) = 1− P1(t) ,
P{c permanezca en 1 durante ∆dt} = e(−k10 ∆t) ,
P{c salte de 0 a 1 durante ∆t} = k01 ∆t

(38)
Por lo tanto la ec. (20) resulta

P1(t+∆t) = P1(t) e
(−k10 ∆t) + (1− P1(t)) k01 ∆t (39)

Manipulando esta ecuación y tomando el lı́mite lim∆t→0, se
encuentra

lim∆t→0

(
P1(t+∆t)−P1(t)

∆t

)
=

lim∆t→0

(
P1(t) e

(−k10 ∆t)+(1−P1(t)) k01 ∆t−P1(t)
∆t

) (40)

De donde se obtiene

dP1(t)

dt
= −(k10 + k01)P1(t) + k01 (41)

la cual es idéntica a la ec. (26).
Esta forma alternativa de deducción de la ec. (26) es más

simple y directa que la previamente descripta.

VI. FUNCIÓN DE AUTO-CORRELACIÓN

La función de auto-correlación R(t1, t2) de una señal c(t)
es al valor esperado del producto c(t1)c(t2), siendo t1 y t2
dos instantes de tiempo [15]

R(t1, t2) = c(t1)c(t2) =∑
i

∑
j ci cj {Probabilidad que c(t1) = ci} .

{Probabilidad que c(t2) = cj / c(t1) = ci}
(42)

En una señal telegráfica, el producto c(t1) c(t2) es diferente
de cero solamente en el caso que c(t1) = c(t2) = 1. Por lo
tanto, se puede re-escribir la ec. (42) como

R(t1, t2) = c(t1)c(t2) = P{c(t1) = 1} .
P{c(t2) = 1 / c(t1) = 1} (43)

donde / indica tal que.



Sin pérdida de generalidad se puede considerar t1 = t y
t2 = t+ τ . Entonces, la última ecuación puede ser expresada
como

R(t, t+ τ) = c(t)c(t+ τ) =
P{c(t) = 1} . P{c(t+ τ) = 1 / c(t) = 1} =
P1(t) . P1{c(t+ τ)}

(44)

donde la función P1(t) está dada por la ec. (30).
Se asume que el proceso de Markov es una función aleatoria

estacionaria. Esto implica que R(t, t+ τ) = R(τ), es decir no
depende de t [16], y es posible considerar un t muy grande

P1{t → ∞} → k01
k10 + k01

(45)

además

P{c(t+ τ) = 1 / c(t) = 1} = P1(τ) / P1(0) = 1 =

k01

k01+k10
(1− e−(k01+k10) t) + e−(k01+k10) t

(46)
donde se han usado las ecs. (30) y (34).

De acuerdo a lo indicado, la función de auto-correlación
está dada por

R(t, t+ τ) = R(τ) = c(t)c(t+ τ) =

(k01 (k01 + k10 e
−(k01+k10) τ )) (k01 + k10)

−2

(47)

En la ecuación anterior, se ha limitado implı́citamente el
análisis a valores positivos de tiempo τ ≥ 0. Sin embargo,
también es factible analizar la probabilidad de que un evento
”haya ocurrido” en el pasado. Evidentemente aquı́ todas las
probabilidades presentan simetrı́a con respecto al pasado y
al futuro, por lo tanto R(τ) = R(−τ) y la ecuación (47) es
válida para todos los τ si se reemplaza τ por |τ | en su miembro
derecho.

Cuando se considera τ = 0, la función de auto-correlación
resulta

R(t, t) = R(0) = c(t)c(t) =

k01

(k01+k10)
= 1/tr

(1/tr+1/tp)
=

tp
(tr+tp)

(48)

y por medio de la ec. (34), se obtiene

R(t, t) = R(0) = P1(t → ∞) = c(t) (49)

siendo c(t) el valor medio de c(t)

c(t) =

∑N
i=1 tp∑N

i=1 tp +
∑N

i=1 tr
=

N tp
N tp +N tr

=
tp

tp + tr
(50)

donde N es el número total de ciclos c = 1 + c = 0. Tenga
en cuenta que tr y tp se pueden calcular usando las ecs. (18)
y (19) respectivamente, o por medio de

tr =

∑N
i=1 tr
N

, tp =

∑N
i=1 tp
N

(51)

Por otra parte, para τ → ∞ la función de auto-correlación
resulta

R(τ → ∞) =
(

k01

(k01+k10)

)2

=

P 2
1 (t → ∞) =

(
c(t)

)2
(52)

Es importante definir la función de auto-correlación adimen-
sional

R∗(τ) =
c(t)c(t+ τ) −

(
c(t)

)2

c(t) (1− c(t))
=

R(τ)−
(
c(t)

)2

c(t) (1− c(t))
(53)

Por medio de las ecs. (49) y (52) se encuentra que la función
de auto-correlación adimensional verifica:

R∗(0) = 1 , R∗(τ → ∞) → 0 (54)

VII. FUNCIÓN DE DENSIDAD ESPECTRAL

Una vez determinada la función de auto-correlación, se
puede evaluar la densidad espectral utilizando el teorema de
Wiener-Khinchin. Para dicha tarea se utiliza la metodologı́a
indicada en la referencia [17] y se implementa la transformada
coseno de Fourier.

S(f) =

∫ ∞

−∞
R(τ) cos(2πfτ) dτ (55)

siendo S(f) la función de densidad espectral y f la frecuencia.
También, en este trabajo se utiliza la definición de S(f) dada
en https://mathworld.wolfram.com/FourierTransform.html.

Es importante destacar que se puede utilizar la ec. (55)
porque la función de auto-correlación es simétrica respecto a
valores positivos y negativos de τ , es decir la auto-correlación
es una función par

E(τ) =
1

2
(R(τ) +R(−τ)) = R(τ) (56)

Utilizando las ecs. (47) y (55) se encuentra la función de
densidad espectral

S(f) =

(
k01k10(k01+k10)(2/π)

1/2

f2+(k01+k10)2
+ k01(2π)

1/2δ(f)
)

(k01 + k10)2
(57)

También se puede escribir de la siguiente forma, donde se
pone de relieve el término proporcional al la función delta de
Dirac δ(f)

S(f) =
√

2
π

k10k01

(k01+k10)(f2+(k01+k10)2)
+

√
(2π)k2

01δ(f)

(k01+k10)2

(58)

La función δ(f) proviene de la transformada de Fourier del
término constante k10k01

(k01+k10)2
en la función de auto-correlación.

Si no se considera el último término de la ec. (58), la densidad
espectral se puede escribir como

S(f) =

√
2

π

k10k01
(k01 + k10)(f2 + (k01 + k10)2)

(59)



donde la dependencia de S(f) en f−2 queda expuesta clara-
mente.

En el caso particular que las tasas de probabilidad de
transición sean iguales: k01 = k10 = k, la eq. (58) se reduce
a [18]

S(f) =
1√
2π

k

(f2 + 2k2)
+

√
π√
2
δ(f) (60)

VIII. ESCALA INTEGRAL DE TIEMPO

Para determinar la tasa de reacción media w es fundamen-
tal evaluar la escala integral de tiempo que posee la señal
telegráfica.

La escala integral de tiempo depende de la función de
auto-correlación adimensional R∗(τ) y se calcula mediante
el siguiente integral

T̂ =

∫ ∞

0

R∗(τ) dτ (61)

done T̂ es escala integral de tiempo. Si se introduce la ec. (53)
en ésta última, se obtiene

T̂ =
1

c(t) (1− c(t))

(∫ ∞

0

R(τ) dτ −
∫ ∞

0

c(t)
2
dτ

)
(62)

Antes de continuar, la función de auto-correlación es expre-
sada de otra forma. Para ello se comienza desde la frecuencia
de una señal telegráfica de Markov

ν =
2

tp + tr
(63)

Si se introduce la relación entre los tiempos medios y las tasas
de probabilidad transición, tp = 1/k10 y tr = 1/k01 en la ec.
(63), se tiene

ν =
2 k10 k01
k10 + k01

(64)

Desde esta última expresión se puede escribir

k10 + k01 = 2 k10 k01

ν = 2 k10 k01

ν
(k10+k01)

2

(k10+k01)2
=

2
ν c(t) (1− c(t)) (k10 + k01)

2

(65)

donde se ha utilizado

c(t) =
tp

tp + tr
=

k01
k10 + k01

(66)

y

1− c(t) =
k10

k10 + k01
(67)

Por otra parte, desde la ec. (65) se encuentra que

k10 + k01 =
ν

2 c(t) (1− c(t))
(68)

Si se relacionan las ecs. (47) and (68) se obtiene

R(t, t+ τ) = R(τ) = c(t)
2
+ c(t) (1− c(t)) e

(
−0.5 ν τ

c(t) (1−c(t))

)
(69)

Además, en la ec. (69), se ha asumido que la función de
auto-correlación no depende de t y que es solamente una

función del intervalo de tiempo τ = t2 − t1, es decir es una
función aleatoria estacionaria [16].

Por medio de la ec. (69), la integral de la función de auto-
correlación resulta∫ ∞

0

R(τ) dτ = c(t)
2
τ − c(t)(1− c(t))

0.5 ν

c(t)(1−c(t))

e

(
−0.5 ν τ

c(t)(1−c(t))

)∣∣∣∣∣
∞

0
(70)

Relacionando esta ecuación con la ec. (62), se obtiene

T̂ = −2c(t)(1− c(t))

ν
e

(
−0.5 ν τ

c(t)(1−c(t))

)∣∣∣∣∣
∞

0

(71)

Finalmente, la escala integral de tiempo puede escribirse como

T̂ =
2 c(t)(1− c(t))

ν
(72)

Esta ecuación introduce una relación entre la frecuencia ν y
la escala integral de tiempo T̂ y el valor medio del escalar c

Ahora se está en condiciones de escribir la tasa de reacción
media en llamas turbulentas premezcladas

w = wf ν = wf
2 c(t)(1− c(t))

T̂
(73)

Se destaca que el factor 2 en el numerador es una con-
secuencia directa de haber usado un proceso de Markov con
tiempos de estadı́a descriptos por la Ley de Poisson dada en
ecs. (11) y (12).

IX. CONCLUSIONES

Usando como base que el estado termodinámico fluctuante
alrededor de llamas premezcladas turbulentas puede ser estu-
diado por medio una distribución de probabilidad bimodal de
una variable escalar c que mide el progreso del proceso de
combustión, en este trabajo se deducen de forma detallada los
tiempos de estancia en cada estado, las funciones probabilidad
de cada estado, la función de auto-correlación, la densidad
espectral y la escala integral de tiempo del proceso. Finalmente
se obtiene la frecuencia de pasaje, la cual se utiliza en la
determinación de la tasa de reacción media o tasa media de
creación de productos.

La variable c solamente puede adquirir dos valores c = 0
para los reactantes cuando la combustión no ha comenzado
y c = 1 en los productos cuando el proceso de combustión
ha finalizado. En este caso, la evolución del progreso de
la combustión se reduce al análisis de una serie telegráfica
aleatoria, la cual se estudia con un proceso de Markov que
posee sólo dos estados. Dicho proceso es descripto mediante
una función aleatoria estacionaria X(t) para la cual las car-
acterı́sticas probabilı́sticas de la función aleatoria X(t+∆t),
cualquiera sea el ∆t considerado, coinciden idénticamente con
las caracterı́sticas correspondientes de la X(t).

Como resultado de este estudio se encuentra una expresión
para la tasa de reacción media que depende de la escala
integral de tiempo y el valor medio de la variable progreso
de la combustión c.



Esta investigación es un primer paso para tratar de encontrar
un modelo de simulación de la turbulencia HTLES para llamas
premezcladas. El trabajo futuro se concentrará en respon-
der la siguiente pregunta: ¿Hasta qué punto las expresiones
derivadas en un contexto RANS, que implican un filtrado en
el tiempo considerando un intervalo infinito, siguen siendo
válidas cuando se emplea un filtrado de tiempo que utilice un
ancho de filtro finito? Para ello se considerará el recurso de la
generación y procesamiento de señales telegráficas sintéticas
que imiten señales reales extraı́das de la literatura.
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