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UNE MÉTHODE D'ÉLÉMENTS FINIS MIXTE POUR LES ÉQUATIONS
DE VON KARMAN
Srinivasan Kesavan

Résumé :

Le but de ce travail est d'adapter la méthode de Kikuchi à une formulation mixte utilisée pour ap¬

procher par éléments finis les solutions non triviales qui bifurquent à partir de la solution triviale
des équations de Von Karman. On démontre la convergence de la méthode et on obtient des esti¬
mations d'erreur.

Abstract :

The aim of this paper is to adapt Kikuchi's method to amixed finite element formulation used to
approximate non trivial solutions bifurcating from the trivial solution of the Von Karman équa¬
tions. The convergence of the method is proved and error estimâtes are obtained.
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UNE METHODE D'ELEMENTS FINIS MIXTE POUR

LES EQUATIONS DE VON KARMAN

S, KESAVAN

1. - INTRODUCTION

Dans cet article on s'intéresse au calcul des branches de bifurcation (à

partir de la solution triviale u~0) des équations de Von Karman. Ces

équations, qui sont un modèle pour le flambage d'une plaque mince soumise
à des forces latérales, s'écrivent

(1.1) A2i|) = ~[u,u]

(1 .2) A2u = A[f ,u] +[i|>,u ]

dans Q,

<'•« u-fr"^-i-0surr"
2

où fi c IR est un ouvert borné (la surface moyenne de la plaque) et T sa

frontière. Par ailleurs,

2 2 2 2 2 2
,, r 3 u 3 v , 3 u 3 v „ 3 u 3 v
(1 .4) [U,VJ = 7T —7T + . TT 7T ~ l V1 ' » X ^v 2 2 2 2 3x 3x 3x 3x

3Xj 3X2 3X^ 3Xj 12 12

Dans un article précédent (cf. KESAVAN [9]), nous avons donné un algorithme
de calcul de la branche bifurquée autour d'une valeur propre simple du pro¬

blème linéarisé, par une méthode d'éléments finis conforme. Nous allons

considérer ici l'application d'une méthode d'éléments finis mixte pour ce

même problème. Nous démontrons la convergence de la méthode et nous obte¬
nons des estimations d'erreur.

Le N° 2 est consacré à la formulation mixte due à MIYOSHI [14], et à un bref

rappel des résultats préliminaires utilisés par la suite.
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Le N° 3 traite le problème linéaire de valeurs propres dont les résultats

sont utilisés par la suite. A cause de la forme inhabituelle du membre de
2

droite de cette équation (Au = A[f,u]), on ne peut pas appliquer les résul¬
tats de MERCIER et RAPPAZ [13], ni ceux de CANUTO [4]. On est donc d'abord

amené à donner un traitement adapté à ce problème. On donne également dans
ce numéro des résultats sur l'approximation du problème de l'alternative de

Fredhôlm, qui jouent un rôle important dans les estimations d'erreur.

Le N° 4 donne quelques nouveaux résultats concernant la formulation mixte

pour l'équation biharmonique, qui nous permettront plus loin de démontrer
1 a convergence de la méthode et d'obtenir les estimations d'erreur.

Le N° 5 traite brièvement le problème non linéaire continu et 1'algorithme

pour le problème discret est décrit dans le N° 6. Le N° 7 donne les estima¬
tions d'erreur et le N° 8 est réservé aux conclusions et aux remarques di¬

verses .

NOTATIONS : On utilise les espaces de Lebesgue L*3 (£2) , 1 < p <+°° et les espaces

de Sobolev Hm(fi). La norme dans L^(fi) est désignée par |»| „ sauf si p-2O j p j w «

quand nous écrivons • La norme et la semi-norme habituelles dans' 1 o

H (12) sont respectivement désignées par || • || 0 et |*| 0. Tout espacem,m in 9 o 4

produit est muni de la norme produit correspondante mais on continuera à
2 ^

la désigner comme dans le cas scalaire. Exemple : La norme dans (L ((2))
sera désignée par |*l0

2. - UNE FORMULATION MIXTE POUR L'EQUATION BIHARMONIQUE.
2

Soit fe L (fi) une fonction donnée. On considère le problème suivant :

o

(2.1) A u = f dans fi

(2.2) u =^= 0 sur T. .oV

2
La formulation faible dans HQ(fi) de (2.1)-(2.2) est équivalente à la formula¬
tion mixte suivante :

(P) Trouver (a,u)e E xV tel que
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(2.3) Vt £ I , a(cr,x)+b(x ,u) = 0

(2.4) VveV, -b(a,v) = fv dx ,

2 4/(fi))
la convention de sommation sur les indices répétés)

fi

où E = {cr = (a^j) e (L^(fi))H| aj2 = a^j} = (L2(fi))g et V HQ(fi), et (avec

(2.5) V a ,x e E , a(a,x) = a..t.. dx
ij iJ

(2.6) VaeE , veV, b(a,v) = -
s29 v ,

a. . t: s; dx .
„ 11 oX.9X.
fi J 1 J

Ce problème admet une solution unique (cf. BREZZI et RAVIART [3]) et pour

feL2(fi) on a u e H3 (fi) n (fi) et o.j = 32u/aXi9Xj e H1 (fi) (cf. KONDRAT'EV [12]),
fi étant un domaine à frontière Lipschiztienne. Grâce à ce résultat de régu¬

larité, la solution unique du problème (P) est aussi solution du problème
suivant :

(P) Trouver (a,u) et xV tel que

(2.7) VxeE, a(a,x)+b(x,u) = 0

(2.8) Vv-sV, -b(a,v) = fv dx

où E = (H1(fi))4 , V = H1(fi) et
s o

(2.9) VaeË, veV, b(a,v) =

fi

3o. . ^
tj 3v

n8x. 9x.fi J i

dx .

Notons que la forme bilinéaire b(»,*) vérifie la condition de BREZZI [2],
i.e. il existe une constante $>0 telle que

(2.10) VveV, sup > 3 ||v
T

11 , fi *
'1 ,fi

Donc (P) admet une solution unique, à savoir, celle de (P).
Pour l'approximation de la solution de (P) on se donne des espaces E^ cE et
V, cV de dimension finie, qui vérifient les propriétés d'approximation habi-

. 4 ...

tuelles, ainsi que la condition (V, ) c E, . Cette deuxième condition nous^ h s - h .
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permet de conclure que b(• ,*) vérifie la condition de BREZZI discrète
uniformément par rapport à h, i.e. il existe une constante 3j> 0 indépen¬
dante de h telle que, pour tout h,

Mt.jVI)
(2-"> Vvhe\ ■ sup — 8 8i Kll,,n-HThlli,n
Le problème approché suivant admet toujours une solution (a^,u^) e x
tel que

(2.12) vLheZh , a(ah,Th)+b(Th,uh) = 0

(2.H) VVhevh , "MVV = fv, dx.
S! h

Puisque est de dimension finie il existe S(h) > 0 tel que

(2.14) Vvh6 Vh , Il vj| , ^ <S(h) | vh|Q>n
et on a l'estimation d'erreur abstraite due à BREZZI et RAVIART [3]

(2.|5) |o-oh| n+|u-u I se {inf ||a-T II a+(HS(h)) inf ||u-v II n),
VEh W

C > 0 étant une constante indépendante de h.

On utilisera par la suite les espaces Z^ et décrits ci-après. Pour simpli¬
fier l'exposé, supposons que Q. est un polygone convexe. On se donne une famille

régulière de triangulations ^ et °n définit

(2.16) w£ = {vheC°(fi)| VKe^, vhlkePk(K)}

l'espace associé aux polynômes de degré <k, par l'élément fini de Lagrange
de type (k) (cf. CIARLET [5]).
On Dose

(2-,7> Eh " • vh * k82-
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Si, de plus, la triangulation est uniformément régulière, i.e. il existe

Cq >0 indépendante de h telle que

(2.18) min h. < C max h. =? C hk 0

Ke*rh k °
où h est le diamètre du triangle K, on a (cf. ÇIARLET [5])

rC

(2.19) S(h) <C h"1

4 2
C>0 étant indépendante de h. Dans ces conditions si u e H (fi) n H (fi) , on a,

d'après (2.13) ,

(2.20) I a-ahl 0 ,fi +lu-uhll,fi -Ch HuIU,fi '

Récemment RANNACHER [16] a amélioré cette estimation. On a en effet si

u£H3((i) nH2(îl),

<2-21> l<'-0hlo,niChllull3,n

<2'22» lu-uhl|,aSCh2 NI3,S!
Par conséquent

< Ch u(2.23) h>

(2.24) |u-uh|Oj0o^<Ch ||u||3>fi.

3. - LE PROBLEME LINEARISE

Considérons le problème de valeurs propres suivant

(PV)" Trouver (0, u,À) e t x V x 3R tel que

(3.1) Vt e Z , a(a,x)+b(T,u) = 0

(3.2) VveV, -b(a,v) = X [f ,al v dx
fi

32f
où avec la notation f. . = â— , on définit

il 3x.3x.
t J
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(3.3) y Tel , [f,a] = f j i a22 + f22° 1 1 ~ 2f 12° 1 2 '

Par les raisonnements habituels (régularité de solution et densité de V

dans V, (a,u,A) est solution de (PV) si et seulement si (u,A) est solution
2

faible dans H (fi) x 1 du problème "de Von Karman linéarisé :
o

9 r\

(3.4) .A u = A [f ,u ]. dans fi ; u = = 0 sur T.
aV

Ce dernier est décrit dans KESAVAN [9] ; il s'agit d'un problème de valeurs
2

propres d'un opérateur L qui est compact et symétrique de HQ(fi) dans lui-même,
Donc il existe une suite de valeurs propres réelles et une suite de vecteurs

propres normalisés. Sous l'hypothèse supplémentaire (faite uniquement pour
fixer les idées) que L est défini positif, les valeurs propres sont positives,

Considérons le problème discret :

(PV^) Trouver e ^h X ^h X te^ 9ue

(3.5) V'TheZh, a^ah';Vh-)+b('Th'Uh-) = °

(3.6) VvheVh , -Mah,vh) = Ahj^ [f,ah] vh dx.
Afin que le problème (PV^) soit bien l'analogue discret du problème continu
(PV) on souhaiterait que les valeurs propres A^ soient toutes réelles. Mais
cela n'est pas évident a priori. Avec le raisonnement qui suit on aboutit
à une condition (cf. (3.10)-(3.11)) qui est suffisante pour que cela soit
vrai. On verra plus tard que cette condition suffisante est nécessaire

pour obtenir la condition de compatibilité que doit vérifier le second
membre du problème de l'alternative de Fredholm discret (cf. (3.36)) qui
est analogue au cas continu (cf. (3.32)). Cette analogie est essentielle
dans le traitement du problème non-linéaire.

% .

Posons d'abord ce problème sous forme d'un problème de valeurs propres

d'un opérateur linéaire L, . S'inspirant du cas continu, on définit un
. . . '■■■'; ' . 2

produit scalaire sur V^ qui imite le produit scalaire en HQ(fi). Pour
uh eVh donné, grâce à la dimension finie de il existe 0^ unique tel
que (3.5) est vérifiée." On pose M^u^ = a^. (On voit que M^u^ est l'analogue
discret du tenseur de dérivées secondes ; pour u e H^(fi) donné il existe
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.32
OeT, tel que (3.1) est vérifiée si et seulement si u e H (0) nH_(S7) et

2 . . ! ! 0
a.1. = 9 u/9x.9x.). On définit le produit scalaire (•••), sur V. par
ij î j K "h h

(3.7) Vuh,vheVh , (Vvh)h = a(Mhuh,Mhvh).

Alors pour edonné, = où (a^jU^) exV^ vérifie

(3.8) VThe£h , a(ah,xh)+b(Th,uh) = 0

(3.9) VvheVh , "M0h,vh) = ^[f,Mhwh] vhdx.
Il est maintenant facile de voir que le problème (PV^) n'est rien d'autre
que le problème de valeurs propres de l'opérateur L^. Pour que le problème
(PV ) n'admette que des valeurs propres réelles il est suffisant que

soit symétrique par rapport à (*,*)^. Cela est vrai si et seulement si la
propriété suivante est vérifiée :

(P) Si (a^,u^) ' :*'==' vérifient

(3.10) vxh e Eh , a(a^,Th)+b(rh,u^) = 0

alors

f i o

(3.11) J [f,ah] uh dx = [f,a^] tj dx.
0 h %

L'analogue de cette propriété dans le cas continu est toujours vérifié

grâce à la formule de Green donnant ainsi la symétrie de l'opérateur L.
Dans le cas discret ce n'est pas toujours évident. On donne ci-dessous un

cas particulier où cette propriété est vérifiée.

Lemme 3.1 : Si l'hypothèse (H) ci-dessous a lieu, alors la propriété (|P)
est vérifiée :

(H) Les fonctions f^j sont des constantes, i.e. f est un polynôme de degré <2,
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Démonstration : On définit t?" e E, , i=] .2 parh h > r

(3'l2) <Th>ll " f22\ ' <<>,, * f,,"h ^ <^>,2 " (Th»21 " "f12uh

Alors on a

fi
rf'ah] Uhdx = a(°h'Ti> = -b(Ti'uh}

2 1
= -b(T^,u^) , utilisant (H)

f 1 2n■ a(0h'Th> =
r c 1-, 2[f,CL J u, dx

a h h

d'où le lemme.■

Un exemple important dans la pratique où cette hypothèse est vérifiée est
122..

celui où f = - y (x +y ). Cette situation correspond à une plaque soumise
à une pression horizontale appliquée au bord et constitue le modèle le plus
étudié (cf. BAUER et REISS [1], RANNACHER [15] etc...). Les équations (3.1)

correspondantes sont

O

(3.13) A u = -ÀAu dans fi, u = ^ = 0 sur T.

Pour une dérivation de ce modèle, voir CIARLET [6].
Avec cette hypothèse (H), est symétrique et on a N(h) valeurs propres

toutes réelles, N(h) étant la dimension de V^. Pour fixer les idées sup¬
posons que est défini positif de sorte que ses valeurs propres soient

positives. On peut traiter l'étude de la convergence dans le cas général
comme indiqué, dans KESAVAN [8], sur un exemple de l'homogénéisation d'un

problème non-nécessairement elliptique. La démonstration de la convergence

de la méthode se fa\t à peu près de la même manière qu'en théorie de

l'homogénéisation des valeurs propres. On se contentera d'indiquer ici
les étapes essentielles. Soit X1, 1 <i <£ , les £ premières valeurs pro¬

pres du problème (PV). Pour h assez petit, de sorte que N(h) s£, soit

X^, 1 <i <£ les £ premières valeurs propres du problème (PV^). On définit
(c^) eEhxVh Par
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(3.14) VV J]h , a(<|.J,Th)+b(Th,wJ) = 0

Vvh' vh ' -bt^.vn) = a'| [ f.a1 I vh dx ,

où (n',u') r Y, *V est une fonction propre normalisée (i.o. |a'| , =1)
i xi 1

correspondant à A . On sait que w, ■* u dans H (0) fort et ib, >- a dans
2 4 ho rb

(h (U)) fort lorsque h ► 0 d'après les résultats sur le problème sta¬

tionnai re et on a les estimations d'erreur du type (2.13). On a mainte¬
nant le

[ £
LKMMK 1.2 : l,es fonctions {w, }•_■ sont linéairement indépendantes dans V, ,

_ _ __ n ! _ | _ _____ _ . . _ __ p

et la suite 1ÀjX des £-ièmes valeurs propres est bornée indépendamment de h.

Démonstration : ha première partie de l'énoncé est facile à vérifier,
étant donné que les fonctions {u1}, 1 h i •' i sont linéairement indépendantes.

Supposons la deuxième propriété fausse. Alors, pour une sous-suite, que l'on
notera encore h, on a grâce au principe de mini-max (cf. STRANG et FIX I 18])

(1.1b) min max { R (v )} •-»- + 00

W, . V v. , W,h h h h
dim Wh = 9,

lorsque h >■ 0, où Kj (* ) est le quotient de Rayleigh défini par

a(M, v ,M v )
O.I7) W,,. Vh, vh * 0 , W -

n lf-Mh(vh)lvhdX
On 111i lise 1 'espace engendré par , I ti ^ £ pour . Supposons que le

maximum soiL atteint pour = ^cpwp °ù (grâce à l'homogénéité du quotient
de Rayleigh) .

X/ . r\

i (c
'

. i ï 2 ...

Alors pour une sous-suite, c^ » l c. = 1 et on vérifie facilement que
i = l

Rh(wh) - ( l c*)/( l c?(A^)~')< A£
i=l i=l

ce qui contredit (3.16)."
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Théorème 3.1 : Pour chaque entier £ > 1, ,1a suite des £-ièmes valeurs propres
£ £

{X^} converge vers X , la £-iëme valeur propre du problème (PV).

Démonstration : Etape 1 - Grâce au Lemma 3.2, on sait déjà que est

bornée. Si lafl „ = 1, alors grâce à la condition de Brezzi discrête,h °>9 1 £ £
uniforme en h, {u^} est bornée dans. H (£2)-, (a^,u^) étant vecteur propre
normalisé de xf. On peut donc trouver une sous-suite (encore indicée par

5 C5 ï IL 5 C51
h) telle que pour tout £, G, -+ O dans (L (£2)) faible, u, ->■ u dans

1 £ (£1 S
H (£2) faible et X7 X^ ; .
o h

Etape 2 - On démontre qu'en effet les convergences ont lieu dans les topo-
(£) (£) (£)

logies fortes respectives et que (G ,u ,X ) vérifie le problème (PV).
. ! £ £

On définit (0 ,z ) e E xV solution du problème (P) avec second membre
(SnfSH? 5 5

X [f,G ] êL (£2), et soit (0, ,z.) e L xv son approximation, i.e. solu-
£ £ 24

tion de (P, ) avec le même second-membre. Alors 0, 0 dans (L. (£2)) fort
£ £ 1 ... £ £ £ £ s

et z^ ->• z dans H^(£2) fort. On voit, maintenant que e ^h * ^h
est solution de (P^) avec second-membre g^ donné par

,on £ iVi: i(&)rr (&)i(3.18) gh = Xh[f,CTh] - X^ [ f ,a ']
£ 2

et on sait que g, 0 dans L (£2) faible. Maish

i £ „£.2 , £ „£ £ q£.au-0J o = a(au-0^>au_eu) ='h b1 o,£2 h h' h h
5 5 5

nSh(uh-Zb)daC °
££(£)(£) 2 _. £

puisque u,-z, u -z dans L (£2) fort. Alors on déduit que G converge
2 A .. ..(£) (£) ^

dans (L (£2))_ fort et la limite est, a fortiori, G =6 .De même
£ £ £s 1 . . £ £

u, u = z dans H (£2) fort. Or, par définition de (0 ,u ) ,

(ÏC»,/'/1») vérifie (PV).

Etape 3 - Procédant maintenant exactement comme dans le Théorème 2.1 de
KESAVAN [8] on démontre que toutes les valeurs propres de (PV) sont contenues

(£)
dans la suite {X }. et ceci quelque soit la sous-suite. Donc, d'une part,
(£)X est la £-ième valeur propre de (PV) et, d'autre part, la convergence
£ (£)

X, X a lieu pour toute la suite. ■b

Cette convergence des valeurs propres suffit pour obtenir l'estimation
d'erreur pour les vecteurs propres. La méthode est standard (cf., par

exemple, CANUTO [4]). On obtient donc le théorème suivant :



-11-

£ £
Thgorëme 3.2 : Etant donné £ *^h vect-eur Pr°pte normalisé corres-
pondant à x5, alors on peut trouver (a^(h),u^(h)) cf. xV vecteur propre

£
normalisé correspondant à X tel que

(3.19) |aWo*|0jnV<h>-u£|,ia s c£ {||X(h)-„J;|||in+ l|0l(h)-^|||;!2)
où (cjî^,w^) est défini par (3 .1 3)-(3 .1 4) à partir de (a^(h),u^(h),X^). ■

En ce qui concerne l'estimation de l'erreur pour les valeurs propres, l'esti¬
mation est moins bonne que dans le cas où le membre de droite de l'équation

(3.4) est de la forme Xu (cf. CANUTO [4], MERCIER et RAPPAZ [13]). Mais on

va montrer que l'estimation de l'erreur est meilleure que pour les vecteurs

propres.

££.££££
Soit X^ X et soit et >u ) des vecteurs propres normalisés choisis
tels que les estimations du type (3.19) soient valables. On a, grâce à la

symétrie de la forme bilinéaire a(",,)>

onx 4 f rr £-1 £ j rc & 1 £ j / / *£ n(3.20) Xh I [f,ah]wh dx = X j [f,a ]uh dx (= a(f()h,ah)).

Puisque

assez petit

[f ,a^] w5 dx ->■ [ f f ,a^]u^ dx = (X^) ' , il en résulte que pour h
n ' in '

(3.21) [f,a^] dx >(2X^) ' (par exemple).

On a maintenant le lemme technique suivant

£
Lemme 3.3 : Il existe 0^ e tel que

(3.22) rjr £n £ , f rr £i £ J / £ Q£N
n [f'a ]uhdx = Jfi[f'ah] wh dx + a(W

avec

(3-Z3> i0hlo,a£Cï {hIu£,_wh11 ,a * (""-"h'o.n1
Démonstration On définit



h 1 1 " 22\ ' h 22 ~ 11 "h ' ^Xh^l2 " ^Th^21 " 12uh

£ j. £ £ ^ £ £ £ ^ &
t n f22u ; t 22 fnu ; t]2 t21 f12u .

(^h)12 = f22Wh ' (l^h)22 = fllwh ' ^h^l2 = ^h^21 = _f 12Wh

Alors

fi

rr L £, , £ £n ~ , £ £. ~ £ £.[f,a ]uhdx = a (a ,Th) = -b(Th,u ) = -b(T ,uh)

grâce à l'hypothèse (H). On résoud maintenant le problème suivant
£

Trouver z^ e V tel que

(3.24) VvheVh ,
fi
Vz£ Vvh dx = b(T2'-^,vh) ,

et on pose

(3.25) (ej). . = zj ô. .h îj h ij

Alors,

(3.26) V vhevh , b(x ,vh) h^h^h'V

Donc on a

(3.27)
fi

r . £-. £ ~ .. £ q£ £. , £ .£ _.£.[f,0 ]uh dx = -b(iph+0h,uh) = a(°h»\+eh)

fi

rr £n £ „ . £ „£.
[f,ah] wh dx + a(ah,0h)

d'où la première paréie de l'énoncé. Pour da deuxième partie, il suffit
i £ i . 1d'évaluer z, n , ce que l'on fait par dualité. Si z eH (fi) est la solution1 h1 o ,fi ^ r g 0 2 1

faible du problème de Dirichlet pour le Laplacien, on a z^efl (fi) n HQ(fi)
et IUgll2>n^|g|o>n. Or, pour tout on a

fi
z^g dx =

fi
V(z -v,)Vz^ dx + b (T^-ip5,v, -z )+b(T^-i(v,z ).

g h h h h g h g

£ £ 1 4
Mais puisque T e (H (fi)) on peut écrire



~ l ,1 . £ ,£ .b(T ~^h»zg) = b(T "^h'zg)

et on a

IJ zhgdxi £ ( ('zh'i,a-'T AL,a1 •

d'où le lemme. ■

Avec ce lemme, on combinant (3.20) et (3.22), on obtient

S ?(A*-A )
fi

rc £-. £ ,i . £ al.
[f,ah] wh dx = A a(ah,0h)

d'où, en utilisant (3.21) et(3.23) on déduit le

THEOREME 3.3 : Il existe une constante > 0 indépendante de h telle que

/O OON I ^ ^ I 1 I J?. £ I 1 .(3.28) |Ah-A | < C% (h|u -wh | , ^ | u-wh | q .

COROLLAIRE 3.1 : Si^ u£ eH3(fi) nH3(fi), alors

£ £/ n c\^v\i f \ ^ X.1 | £ £ I , I -, JO X. | . , Z II II(3.29)h(|a -ohl0>n+|u -uj j ^) + | A -Aj _ C£h ||u|| .
£ . £ i

Considérons finalement le problème de l'alternative de Fredholm. Soit À une

valeur propre simple du problème (PV) correspondant à un vecteur propre norma¬

lisé (o,u). Le problème

(PF) Trouver (0,z) e E xV tel que

(3.30) V x e E, a(0,x)+b(T,z) = 0

(3.31) V veV, b(0,v) - À [f,0]v dx =
fi

gv dx

où g £ L (fi), admet une solution si et seulement si

(3.32) I [f,c] z dx = 0.
'fi

Le problème discret correspondant s'écrit,

(PF^) Trouver e^hX^h te3 C'ue
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(3.34) \/Th £ 2^ , a(0h,Th)+b(xh>zh) = 0 ,

(3.35) VvheVh , -b(6h,vh)-Xh J^Vvh dx = gv, dx
0

où (ah>uh>^h) est solution de (PV^) approchant (a,u,X)
Ce problème admet une solution si et seulement si

(3.36)

grâce à la propriété (P) qui est vérifiée sous l'hypothèse (H) . n existe une

solution unique telle que

gu, dx = 0
0 h

(3.37) [f ,a, ]z, dx = 0.
'n h h

2
Observons que pour g eL (0) quelconque, le problème (PF) posé avec P , où

og

(3.38) Pqg = g-X(g,u) [f,a] ,

admet une solution unique (0,z) vérifiant (3.33). De même, le problème (pF^)
posé avec p ^g» où

(3.39) PQhg = g -^(g,^) [f,ah]

admet une solution unique e \ vérifiant (3.37), et on a le théorème
suivant.

THEOREME 3.4 : Il existe une constante C >0 indépendante de h et de g telle que,

pour h assez petit,

<3-40) £C!gl0i!î
(3-41) l0-ehlo,n+b-%lljS s c{ 118-^11],!2+ ^ ll°-Thil,,nLue4jv, I,h h h h

+ <1+S(h))( inf IU-V II a+ inf II u-»hll 1 S])}
Vh VVh
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Démonstration : On ne donne pas les détails ici. La démonstration s'effectue
exactement comme dans le Théorème 5.1 de KESAVAN [9]. ■

Grâce aux résultats de RANNACHER f16] (cf. (2.21)-(2 .24) on a

(3.42) l0-0hlc,if iz"zhll^ -Ch( Hull3,Q+ IWIs.Jp*

4.- QUELQUES NOUVELLES ESTIMATIONS.

Dans ce numéro, nous allons donner quelques nouvelles estimations concernant les

problème (P) et (P^) du N° 2, qui vont être utilisées dans la démonstration de
la convergence de la méthode qu' Ion va proposer pour résoudre le problème non-

linéaire. Signalons que pes résultats reposent notamment sur l'injection conti-
2 o 2

nue de H (fi) dans C (fi) (valable perce que fi c 1R ) . On a d'abord le

THEOREME 4.1 : Soit (cr,u) e S XV solution du problème (P) (cf. (2.7)-(2.S)) avec

second mec

telle que

2
second membre f e L (fi) . Alors il existe une constante C > 0 indépendante de f

(4*0 P n+u n <C f 0.1 10 , fi 1 1 1 , fi 1 1 O , 1 , fi

Démonstration : Grâce à la condition de BREZZI, il suffit de démontrer que
Il il 3 2
O n est bornée par f . n. On a déjà remarqué que ue H (fi) n H (fi) et
o, m ''o,l, o

O est le tenseur des dérivées secondes de u. Donc on a

M? o = a(a,CT) = I fu dx < | f i , 0IUL m n ^clfL , o II uo,n ~ 1 1 o,i ,fi' 'o,=°,fi ~ 1 1 o,i ,n "■ n2,fi

< cIfI |a| 0o, 1 , u o, H

d'où le théorème, l

Soit (9,z)e £ xv la solution du problème (PF) du N° 3 vérifiant (3.33), le
2

second membre étant P 8., ge L (fi) , Alors on peut également démontrer le résultat
suivant :

2
THEOREME 4.2 : Il existe une constante C >0 indépendant de g£ L (fi) telle que

(4.2) |0I n+|z|, n < c'o,fi |Z|1,fi " lg|o,l,fi-
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Démonstration : On omet les détails. La démonstration s'effectue en raisonnant

par l'absurde. ■

Ce qui est plus important, ce sont les analogues discrets des résultats précé¬
dents. Dans le cas discuté on peut démontrer les résultats suivants.

THEOREME 4.3 : Soit l >2 un entier quelconque. Il existe une constante C = C(£) > 0,

indépendante de h, telle que

(4.3) VêheWîi ' ' o,fi+' Uh(gh) I 1 ,fi ~ C'8Jo,l,fi
où (a^(g^) ,u^(g^) ) est: -*-a solution du problème (P^) avec second membre g^.

Démonstration : Grâce à la condition de Brezzi, uniforme en h, il suffit de

démontrer que

<4'4> KM»,!! S Cki„,l,!2 •

Supposons le contraire. Alors on peut trouver une sous-suite {hn} et une suite
{g^ } telles queh

(i) h -* 0
n

ç . lorsque n °°,
(ii) gh , |gh | 0

n n n

(iii) |ah (gh )| = 1.
n n

Pour alléger l'écriture on supprimera l'indice n et on écrit au lieu de

0h (g^ ) et uh au lieu de u^ (g^ ) . On va montrer maintenant que 0
n n

^ ^ n n
fortement dans (L (fi)) , ce qui sera une contradiction en vue de la condition

s v

(iii) ci-dessus.

2 i
Etape 1 : Pour f e L (fi), on définit z(f) e H (SI) , solution faible du problème
de Dirichlet pour le Laplacien, i.e.

Vz(f)*Vv dx =(4.5) v e HQ(fi) ,
fi

fv dx
fi •



Ori pose

(4.6) z = z(gh)

On a, d'une part,

(4,7) ~Clghlo,n~Ch lgh'o,l,fi

d'après les "inégalités inverses" (cf. CIARLET [5]) provenant de la régularité
uniforme (2.16) de la triangulation. D'autre part, on évalue | zb| _ par dualité.O JUU

On a

zbf dx = Vz(f)*Vz dx =

SI
gh z(f) dx,

d'où l'on déduit, grâce à la régularité du problème (4.5),

(4.8) | z | n <C| g. | + 0 .' 1
o 1 h' o, 1 ,U

Si l'on définit O e E par

(4.9) aVj =
li 1 4

z 6.. e (H (Q))
ij o s

on a les propriétés suivantes :

(4.10) lia ||1>n sCh |ghl0sl5fi

(4.11) |ah|o^ ^C|gh|0jl^ (donc ah -> 0 dans (L2(ft))4)
(4.12) VvheVh ' b(a 'V = b(W •

h 1 4
Etape 2 : D'après un lemme de BREZZI et RAVIART [3], puique a e (^(fi))^, on
peut trouver e tel que

(4.13) |oh-0hlr;S)<Ch'-r ||oh| .SI , r=0,

(4.14) VvheVh , b(àh,vh) = b(a ,vh) = b(c?h,vh) •
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Etape 3 : On a d'une part

(4.15) a(ah-ah,ah) 0,

et d'autre part, on a

a(oh-oh,ah) = a(ah-ah,ah)+a(ah~ah,ah)
a (o oh,oh) b(ah-ah,uh)

= a(a^-a^,a^) d'après (4.14)

< I ah~a, I n < CI g I , n.1 h' o,fi 1 h1 o, 1 ,fi

Donc on a a(a^-a^,a^) ■+ 0 et par conséquent

l h | 2 h h . n1° -°Jo,n " a<° "V" ""h* " 0 •

h 2 4 2 4
et puisque a -> 0 dans (L (^))g fort, on a également -> 0 dans (L (^) ) s fort,
d'où la contradiction. ■

3 2
THEOREME 4.4 : Supposons que (o,u,A) solution de (PV) vérifie ueH (fi) nH^(fi).
Alors il existe une constante > 0 indépendante de h telle que

(4.16) Vg^w/, IVgh)lo>S!+K<8h>l1>n S C|ghl0t,
où ) est la solution du problème de Fredholm discret (PP^) avec
second membre P , g. .oh h

Démonstration : Le principe de la démonstration est le même qu'au Théorème 4.3
3

mais les détails varient légèrement. L'hypothèse uf H (fi) est utilisée pour
CO

montrer que u le vecteur propre approché reste borné dans L (fi) (cf. (2.22))
1

et donc P ® dans L (fi) avec g^. ■
£

Remarque 4.1 : Naturellement, si l'on se restreint aux fonctions g^ equi
vérifient de plus la condition Jhg., u, dx = 0 de sorte que P , g, = g, , on n'a

^ fi h h oh°h h
plus besoin de l'hypothèse ueH (fi). Néanmoins d'après les résultats de

KONDRAT'EV [12], pour un polygone convexe cette hypothèse est toujours vérifiée. ■
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Dans l'étude de la convergence de la méthode proposée pour le problème non

linéaire, nous aurons l'occasion d'utiliser les Théorèmes 4.3 et 4.4 avec

£ = 2k ; par exemple avec £=4 pour les éléments quadratiques.

5. - LE PROBLEME NON LINEAIRE CONTINU.

On peut écrire le problème (1 .!)—(] .3) dans la formulation mixte de MIYOSHI

comme ci-dessous :

(PN) Trouver (ip ,y) e E x V, (o,u) el xv et À el tels que

(5.1) V'Tel , a(^,T)+b(x,y) = 0

(5.2) V v e V, -b (4i ,v) = - [a,a] V dx
h

(5.3) Vx e E, a(a,T)+b(T,u) = 0

(5.4) ^veV, -b(a,v) = À [f,a] v dx + [ip,Cf] v dx.
h h

2
On a déjà vu dans KESAVAN [9] que toute solution faible dans H (fi!) du problème

3 ?
(1 .1) — (1 .3) est en effet dans H (fl) . Donc par les méthodes habituelles, on

peut démontrer que si le triplet { (i[i,y) , (a,u) ,A} est solution du problème
2

non-linéaire (PN) , alors (y,u,A) est solution faible dans HQ(f)) du problème
(1.3), et réciproquement. Etant donné cette équivalence avec la formulation

faible, on peut traduire les résultats du problème continu donnés dans KESAVAN

[9] dans le langage de la formulation mixte, et on a l'algorithme du type KIKUCHI

[11] pour le problème continu. Puisque l'on va voir le cas discret plus en détail
on indiquera simplement le résultat sans démonstration dans le cas continu.

Soit (a ,uq,A ) e£ xv x ffi une solution du problème de valeurs propres (PV), avec
valeur propre simple et |dolo ^ = 1. Soit £ >0 un paramètre. Alors pour e

assez petit il existe une solution unique du problème (PN) de la forme suivante :

(5.5) a = eo + 0
o

(5.6) u = eu + z
o

(5.7) A = A (1-e 1 [cr,ib ] u dx)
n °
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où (^,y) est calculé à partir de (0,u) par (5.1) — (5.2) et où (9,z) est la

solution orthogonale à (a ,u ) (au sens de (3.32)) du problème de l'alternative
iT 0 °

de Fredholm (FF), avec second membre (X-X^) [f ,0]+[o,iJj] ; cette solution vérifie
de plus, |0|Ojfi <e.
La solution (5.5)-(5.7) du problème (PN) peut être décrite comme un point fixe
d'un certain opérateur, et l'algorithme suivant converge vers cette solution :

Etape 1 : On choisit (0^°bz^°b orthogonal à (0q,u ) (au sens de (3.32)) avec

|0(O)|o • ^ar exemple on peut choisir 0^°^ = 0 , z^°^ = 0.

Etape 2 : Supposons que (0^^ ) soit connu. On p.ose 0^^ = eo^+0^b
C i (i) ~ ®

u = £u0+z ) et on résoud le problème biharmonique (P) avec second membre
- [0^^ ] pour obtenir (b^ >y^b •

Etape 3 : On calcule

(5.8) X(l+1) = X (i-e"
o

[I|j(i) ,0(i)] u dx).
o

Etape 4 : On résoud le problème de Fredholm (PF) avec second membre
(X^+1 ^-Xq) [f,0p^ + [0^,1]/^ ] pour obtenir (0 ^+t ^ , z^ + 1 b et on retourne
à l'étape 2. ■

6. - LE PROBLEME NON LINEAIRE DISCRET.

L'analogue discret du problème (PN) s'écrit :

(PNh) Trouver (^h,yh) e bt *Vh' ^ah'Uh"> € \ XVh' bi 6 m tel que

(6.1) VTh elh , a(4ih,th)rt(Th,yh) - 0

(6.2) Vvh£Vh. -t><VV [V0h] vh dx-

(6.3) VTheIh, a(0h,Th)+b(Th,uh) = 0

(6.4) VvhcVh, -b(ah,vh) - Xh
Q,
[£,0^ vh dx - C^u ,0, ]v, dx.

-, h h h
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Soit (a0h'u0h'^0h) solution du problème linéaire de valeurs propres (PV^)5
approchant (o^u^A^) avec Aq^ valeur propre simple et = ^ ' Pour
£ >0 donné on s'intéresse aux solutions de la forme

(6.5) a, = ea , +6, ; u, = eu u+z,h oh h h oh h

et en substituant (6.5) dans (6.3)-(6.4) on déduit que (0^,z^) vérifie (PF^)
avec second membre (X^-A ^) tf,o^]+[cr^. Donc l'existence de (0^,z^) exi;
que (cf. (3.36))

(6.6) (Ah-Aoh)
Q
[f,a ] u , dx +h oh

fi
[V°h]uoh dx = ° '

ce qui nous permet de calculer A^ en fonction de • Notons que

fi
[f,Ou]u , dx =h oh

fi
[f ,a , ]u,dx = £oh h

[f ,a , lu , dx = eA ' 4- 0
. oh oh oh

ou on a utilisé d'abord la propriété (P) (cf. (3.10)) et ensuite 1'orthogonalité
de (0, ,z, ) à (a , ,u , ) au sens de (3,.36) et finalement la condition de normali-h h oh oh
sation de (a0j1'u0h)- Alors (6.6) nous donne A^ explicitement, à savoir,

<6-7) S, =
-1

fi
t-ah'^h]uohdx) '

Pour v, e V. donné on calcule d'abord M,v, (cf. N° 3) et on résoud le problèmeh h h h

biharmonique discret (P^) avec second membre '^hvh~' Pour °t>terilr
(4Jh(vh^ 'Yh^vh^ £^hX^h" ^aintenant on Peut définir

(6-8) AE vh = Xoh(,"e
Si
tMhVW]u„hdx)

et

(6.9) S^vh = (AeVh-Xoh)[f,Mhvh]+[Mhvh,i|ih(vh)1.

Finalement pour g e L (fi) données définissons Q^g la composante dans de la
solution du problème de Fredholm discret (PF^) vérifiant (3.37). Pour z^ e
donné, définissons
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<6-,0> Thzh - «h(sh(£u„h+2h)'-

Avec ces définitions il est évident que toute solution du problème (PN^) de
£

la forme (6.5) provient d'un point fixe de T . On montre que, pour e assez petit,
£
est une contraction de la boule de centre 0 et de rayon £. Pour cela on a

d'abord les estimations suivantes :

3 2 i
LEMME 6.1 : Supposons que u^ e H (0) n 11^(0). On suppose que z^,z^ e B(h;o,e),
i = l , 2 , oïl

(6.11) B(h;o,£) = {vheVh| ||vh||h = IVJo.îî < e} .

°* poS£ 9h = Vh ' 0Ï = Vh ' i = 1'2 Uh = £Uoh+Zh' °h = £°oh+0h' \ = £Uoh+Zh'
Oh = i = l >2. Alors il existe une constante C > 0 indépendante de h et
de £ telle que

(6.12) I A^u,-À J < Ce21 h h oh1

(6..3) sCeloXlo,!!
(6.14) j "fu, | . n <C£31 h h1o,1 ,0

i1 „e zi _2il 2i
(6.15) S e,-S u, , n < Ce a,-a, n1 h h h h1 o,l,H 1 h h1 o,b!

(6'16) Il Thzh" h "Ce3
(6.17) llT^^Hh SC£2lVahl„,!î
Démonstration : (i) Puisque u eH (0), on a {u , } bornée dans L (0) (cf. (2.22))

or on

h h oh
Alors | A, u, -À ,11 h h oh1

^ Ce~'kul

À
oh1

h'o,Q' h'o,0' oh'o,00,^)

2k
Mais la^l0 Par ailleurs puisque e ^ » on peut appliquer le
Théorème 4.3 pour obtenir
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Ifhlo.IÎ s clCV0h]lo,l,n S ^ '

d'où on déduit (6.12).

(ii) On déduit (6.13) de la même façon que (6.12). Les estimations (6.14) et

(6.15) sont directes et ne posent aucune difficulté.

... f f .f 2k
(iii) On a T, z, = Q, (S, (eu ,+z,)) et on sait que S, (eu . +z, ) e W, . Alors onh h h h oh h M h oh h h

applique cette fois le Théorème 4.4 pour obtenir

llTnznlL - C|S^(£u ,+z, ) | . 011 h h11 h 1 h oh h 1 o, 1 , h

d'où on déduit (6.16) grâce à (6.14). De la même façon on a (6.17) grâce à

(6.15) par une seconde application du Théorème 4.4. Le lemme est donc complète¬
ment démontré. ■

2
Si £ est suffisamment petit, de telle sorte que Ce <1, alors T^ est une
application de B(h;o,e) dans elle-même et d'autre part cette application est

une contraction. Donc il existe un point fixe unique, qui peut être calculé

par la suite itérative

(i + l)<_T (i)
zh - Thzh '

d'où l'algorithme suivant pour résoudre (PN^) :

Etape 1 : On choisit (0^°^,z^°^) orthogonal (au sens de (3.36)) à (°0h'u0h)
avec | 6^°^ I Q ^ e • (Exemple, zh°^=<^'
Etape 2 : On suppose (0^^,z^^) donnu. Alors on pose 0^^ = EG^+0^^ ,
u,(i) = £u , +z5^ et on rësoud le problème biharmonique discret (P, ) avech oh h

i • . i h
second membre >ah ] pour obtenir (i(j ,y^ ) .

Etape 3 On calcule

(6.18) A^1+1) = À , (l-£_h oh u„hdx)

Etape 4 : On résoud le problème de Fredholm (PE, ) avec second membre

(A^ +!"0h±'' '^h ^ Pour obtenir (0^" 'y y) et on retourne
(i + D ,(i +D.

Jh
à l'étape
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Cet algorithme converge vers la solution ( Pro^)''-^ine "

7. - ESTIMATIONS D'ERREUR

Dans ce numéro nous allons obtenir des estimations de l'erreur commise en

passant au problème discret. Comme dans le numéro précédent nous aurons sou¬

vent l'occasion d'utiliser les estimations du N° 4.

Soit (O^jU^À^) solution du problème (PV) avec À valeur propre simple et
| Oot o fi = ' ' S0-*-1- (a0h'Uoh'^oh^ son aPProximation, et solution de (PV^) .
Pour h assez petit, A ^ est également valeur propre simple. Soit { (ijj ,y) , (a ,u) , X}
solution du problème (PN) obtenue à partir de (a^jU^jÀ^) comme dans le N° 5.
Soit {solution de (PN^), son analogue discret.

LEMME 7.1 : Il existe une constante C > 0 indépendante de h et de £ telle que

<7-'> l'M'hlc.sP b-yhl1>n sc{V£l0-°hio,a*^
où r^ ->■ 0 lorsque b -*■ 0.

Démonstration : Soit e tel que ||a-a^|| ^ fi ® l°rsclue b 0. On définit
(^y^) t * V solution du problème biharmonique discret (P^) avec second
membre -[a,CJ] et (^?,yf) e E, XV, solution de (P. ) avec second membre ~ro, ,5. ].h h h h h h h

Alors on a d'après les estimations (2.21) et (2.22)

<7-2> l^<lo,ady-yil0>^chlbll1>si ■

12 12 2
On peut majorer les quantités I I

0 q et lyh_yh^l fi pour la norme en L W
de [a,a] - [a, ,a, ]. Ainsi on ah h

(7-3) l^hlo.n + 'yïiT"yhlo,a sc<:110II, ,a+"ah!l i _n>!l 0_5hlli ,a

SCIMI i ,a lla-5hll1>n ■

2k
Finalement, puisque ^^,0^] - e, on peut appliquer le Théorème 4.3
pour obtenir
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(7.4) h ^h'o,fi ' ^h11,fi °v 1 uh1 o ,fiT 1 uh ' o ,Çl' 1 uh uh'o,fil c ( I CT. + O, ))|ÔvT°V

< C ( I a, I „+1 a, I „) ( I a-a, I +1 a-a I1 h'o,fi 1 h'o,fi 1 h ' o ,fi 1 h'o,fi

Observons que |a|Q lahl0 • De plus, puisque (a,u) est solution du
problème continu, on a u e (fi) nH2(fi) et l'estimation ||u|| <c ||u|L 0O 3 j !) u / j où

grâce au Théorème de régularité démontré dans KESAVAN [9]. Donc

(7.5) IMI1>n sc l|u|l3i!i îCE
et

(7.6)
, fi

< c|[a,a]\n Q <011011, 0 <CeO, ,fi

d'où on tire (7.1) avec r^ = e||a-a^||j "

3 2
LEMME 7.2 : Supposons que u^ e H (fi) n HQ(fi). Alors il existe 0 > 0 indépendante
de h et de £ telle que

(7.7) I A-A, I < C(h2+e2h+r, +£ | a-a, j n)1 h1 h1 h 1 o, fi

Démonstration : On a

À -À = (A -À )+£ '(A -A ,) I [a,^]u dx + A , Eh oh o o oh 1^ o oh
[a-a, ,i|j]u dx +

-, h o

+ A , e
oh

fi
[a, ,i|j](u -u , )dx + A £h o oh oh

-1

fi
[ah,^hluohdx.

3 2 2
Sous l'hypothèse u eH (fi), on a I u0-u0j11 ] = ^ » I pj = ^ et
ri ,0°° • ° ( Iiu , } est bornée dans L (fi). Par ailleurs, 0 „ <Ce et grâce au Théorème 4.1,
oh

2 o 9 u "
\\b\ ^ < Ce . Alors on obtient1 1

o 9u

I A-A, I < Ch2+Ch2£2+C£ I a-a, I n+ Ch2£2 + cU-ip1 h1 1 h1 o ,fi i-rr h 1 o ,fi

d'où on déduit (7.7).

Maintenant on a tous les éléments nécessaires pour les estimations finales.
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3 2
THEOREME 7.1 : On suppose que u^eH (fi) n HQ(fi) . Alors il existe une constante
C > 0 indépendante de h et de £ telle que, pour £ assez petit,

2
(7.8) I a-CT. I n+ u-u, I. n < Ch + Ch £ + s,1 h1 o ,fi 1 n1 1 ,fi h

(7.9) I à—À, I < Ch2 + Ch£ + Cr, + Ce s,1 n ' n h

où r^ est la quantité apparaissant dans l'inéqualité (7.1) e_t s^ -> 0 lorsque
h -+ 0.

Démonstration : On a d'abord

SCu = (X-Aq)[ f ,a]+[ip,o]
shuh= (VAoh)rf'ah]+[^h'V •

Choisissons e ^ tels que ||o-a^||j 0, q 0 lorsque h -*■ 0.
On définit

(7.10) fa - (Ah-Aoh)f£,ah:+:ïh,àh] .

112 2
On définit (0^,z.) , (0 ,z^) dans solutions de problèmes de Fredholm'

£ ~£

(PF^) avec second membres P ^(S u) et ^q^S^u^) respectivement, de sorte que
1 ' on a

(7.11) z = Q(S£u), zh = Qh(s^uh), z^ = Qh(Seu), z2 = Qh(s^uh).
Tout d'abord, grâce au Théorème 3.4, on a

(7J2) ^Xlojfi+l^tJljfi - Ch( HZH3,fi+ Hu0ll3,fi)
2 2

< Che + Ch , puisque || z 11 3 ^ cHa^ ^

< Ch

Ensuite, grâce au même théorème, on a également
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(7-l3) i<-°ïlo.n* Iv4l,,ns
2 2 2

< Ce |a-a, I „ + Ch e + Che + Cer,1 h1o,fi h

+ ^ Ce

.-N. "" s £ 2k.
Finalement, grâce au Théorème 4.4, on a (puisque S^u^-S^u^e ) ,

(7-14) l0h-0hlo,(i+ Izh~ztJ i ,fi - clshVshuhlo,i,îî
< c{IVlo,nlV3h!„,s! '^hlo.ahhÀl^n)

2 2
s c{e l°AI„,a

+ ^h-fJo.n + '

On pose

(7.15) sh =e < 11 CT-Sh |||jS,+ lhÀlll>a)
expression qui tend vers zéro lorsque h 0. Alors on obtient

<7-l6) l6-ohl„,a ""iz_zhl,,n 5 cfsh + EVohl0>a} + Ch * Ch2e
et donc

2 2
(7.17) I a—a, I „ + I u—u, I < Che + Ch + Ch e + s, + Ce ! a—a. I n .1 h1 o,fi 1 h1 o,fi h 1 h1 o,fi

2
Si e est suffisamment petit pour que Ce <1/2 (par exemple) on obtient (7.8).
L'estimation (7.9) est une conséquence directe de (7.7) et de (7.8). ■

4 2
Remarque 7.1 : Si u^,u eH (0) nH^(fî) , alors on a de même pour z et donc

2 ^ ^ o
o,\jjc (H (fi) ) g. Par conséquent on a || | j q ^Ch( ||u||^ <-,+ |lu0ll/f ^ ) et de
même pour ^ • Dans ces conditions on obtient |r^| ^Ceh, |s^| ^ Ceh
et donc on a
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o-a.
h ' o ,fi

+ u-u,h1 1 ,fi
2

< Ch + Ch £

(7.18)

A-A.
h

< Ch2+ Che . ■

Remarque 7.2 : Pour des domaines qui ne sont pas des polygones, on peut

utiliser des éléments finis isoparamétriques ainsi qu'un procédé d'intégra¬
tion numérique. Pour les estimatiqns d'erreur dans ce cas on peut suivre
les démarches de KESAVAN et VANNINATHAN [10]. ■

8. - CONCLUSIONS

La méthode de MIYOSHI est bien adaptée pour les équations de Von Karman parce

que l'on obtient l'approximation du déplacement, de la fonction d'Airy et du
tenseur de contraintes (dérivées secondes de la fonction d'Airy). Mais on a

vu qu'il y a une difficulté sérieuse, même dans le cas linéaire, qui nous a

conduit à supposer que f est un polynôme de degré 2. Donc, bien qu'une méthode
mixte soit en principe plus facile à mettre en oeuvre qu'une méthode conforme
la méthode conforme décrite dans KESAVAN [9] reste préférable si f est une

fonction quelconque. On a démontré la convergence de la méthode avec l'hypo¬
thèse minimale de régularité, à savoir, la solution appartient à l'espace
3

H (fi), mais pour obtenir l'ordre de convergence il faut plus de régularité
ce qui n'était pas nécessaire pour la méthode conforme.

En ce qui concerne le cas d'une plaque soumise à une pression uniforme
22..

(f = - l/2(x""+y )) si l'on ne s'intéresse pas au tenseur de contraintes il
existe une meilleure méthode mixte, à savoir, celle de ClARLET et RAVIART [7].
Cette méthode a comme inconnues u et - Au et donc est plus facile à progr^m--.

mer (la méthode de MIYOSHI a comme inconnues u'a]]»CJ]2 = 02\'°22^' ^es r®Sul"
tats de SCHOLZ [17] sur l'équation biharmonique montrent que l'on peut uti¬
liser cette méthode même avec des éléments de Lagrange du type 1.
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