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UNE METHODE D’ELEMENTS FINIS MIXTE POUR LES EQUATIONS
DE VON KARMAN
Srinivasan Kesavan

Résumé :

Le but de ce travail est d’adapter la méthode de Kikuchi & une formulation mixte utilisée pour ap-
procher par éléments finis les solutions non triviales qui bifurquent a partir de la solution triviale
des équations de Von Karman. On démontre la convergence de la méthode et on obtient des esti-
mations d’erreur. :

Abstract :

The aim of this paper is to adapt Kikuchi’s method to a mjxed finite element formulation used to
approximate non trivial solutions bifyrcating from the trivial solution of the Von Karman equa-
tions. The convergence of the method is proved and error estimates are obtained.



UNE METHODE D'ELEMENTS FINIS MIXTE POUR
LES EQUATIONS DE VON KARMAN

S. KESAVAN

!. — INTRODUCTION

Dans cet article on s'intéresse au calcul des branches de bifurcation (&
“ partir de la solution triviale u=0) des égquations de Von Karman. Ces
équations, qui sont un modéle pour le flambage d'une plaque mince soumise

4 des forces latérales, s'écrivent

(.1 A% = ~Tu,u)
dans 2,
(1.2) Azu = ALf,u] Hy,ul
—a_u=’ =-@B'=
(1.3 u-= ~y ] N 0 sur T,

2 _ :
ol § cR™ est un ouvert borné (la surface moyenne de la plaque) et [ sa

frontiére. Par ailleurs,

v o_ o, 82u 82v
% 8x]3x2 Bxlaxz

2u 82v 32 2
2
! 9xX

(1.4) [u,v] = 9
3

N MO

X

Dans un article précédent (cf. KESAVAN [91), nous avons donné un algorithme
de calcul de la branche bifurquée autour d'une valeur propre simple du pro-
bléme linéarisé, par une méthode d'éléments finis conforme. Nous allons
considérer ici 1'application d'une méthede d'éléments finis mixte pour ce
méme probléme. Nous démontrons la convergence de la méthode et nous obte-

nons des estimations d'erreur.

Le N° 2 est consacré 3 la formulation mixte due & MIYOSHI [14], et & un bref

rappel des résultats préliminaires utilisés par la suite.



Le N° 3 traite le probléme lindaire de valeurs propres dont les résultats
sont utilisés par la suite. A cause de la forme inhabituelle du membre de
droite de cette équation (Azu = ALf,u]), on ne peut pas appliquer les résul-
tats de MERCIER et RAPPAZ [13], ni ceux de CANUTO [4]. On est donc d'abord
amené & donner un traitement adapté a ce probléme. On donne également dans
ce numéro des résultats sur 1'approximation du probléme de 1l'alternative de

Fredholm, qui jouent un rdle important dans les estimations d'erreur.

Le N° 4 donne quelques nouveaux résultats concernant la formulation mixte
pour l1'équation biharmonique, qui nous permettront plus loin de démontrer

1 a convergence de la méthode et d'obtenir les estimations d'erreur.

Le N° 5 traite briévement le probléme non lindaire continu et 1'algorithme
pour le probléme discret est décrit dans le N° 6. Le N° 7 donne les estima-
tions d'erreur et le N° 8 est réservé aux conclusions et aux remarques di=-

verses.

NOTATIONS : On utilise les espaces de Lebesgue LP(Q), l <p <+» et les espaces

de Sobolev Hm(Q). La norme dans LP(Q) est désignée par

5,9 sauf si p=2

0.0 La norme et la semi-norme habituelles dans
b

quand nous écrivons

m . . e
H () sont respectivement désigné&es par

et . Tout espace
m,§ m, Q2 SP
produit est muni de la norme produit correspondante mais on continuera &

la désigner comme dans le cas scalaire. Exemple : La norme dans (LZ(Q))4

sera désignée par

0,"

2. - UNE FORMULATION MIXTE POUR L'EQUATION BIHARMONIQUE.

Soit fe LZ(Q) une fonction donnée. On considére le probléme suivant
2 y

(2.1) A7u = £ dans @

(2{2) u==—=0sur I.

La formulation faible dans Hi(Q) de (2.1)-(2.2) est équivalente 3 la formula-

tion mixte suivante

(P) Trouver (o,u)e I xV tel que



!
(]

(2‘-3) Y1el , a(o,T)+b(T,u)

(2.4) YveV, -b(o,v) J fv dx ,
Q

01 % = {o = (0; )« AP@)°] 0, = 0,3 = AP@)] ec V= H®), et (avec

la convention de sommation sur les indices répétés)

(2.5) Yo, TeX , alo,T) = JQOijTij dx

82v

ij 9x.9x. dx .
1]

(2.6) Yoe¥ , veV, b(o,v) = —J o
Q

Ce probléme admet une solution unique (cf. BREZZI et RAVIART [3]) et pour
Fel’(@ ona ue (@ nH(Q) et o = Bzu/axiaxj cu' (@) (cf. KONDRAT'EV [121),
Q étant un domaine & frontidre Lipschiztienne. Grdce & ce résultat de régu-

larité, la solution unique du probléme (P) est aussi solution du probléme

suivant :

(P) Trouver (0,u) €3 xV tel que

(2.7)  VteZ, a(o,t)+b(t,u) = 0

(2.8) YveV, —E(O,v) = J fv dx
9]

. 3 1 4 ~ 1

ot ¥ = (H (Q))S , V = HO(Q) et

- -~ a0, . 5

(2.9) YVoeZ, veV, b(o,v) = j g_ll._z_ dx .

Q xj Bxi

Notons que la forme bilinéaire E(-,-) vérifie la condition de BREZZI [2],

i.e. il existe une constante 8 >0 telle que

(2.10) VveV, sup 2L Blvll, o
e [l ’

Donc (P) admet une solution unique, & savoir, celle de (P).
Pour 1'approximation de la solution de (P) on se donne des espaces Zh<:Z et
V, cV de dimension finie, qui vérifient les propriétés d'approximation habi-

h
.. .. 4 . . ..
tuelles, ainsi que la condition (Vh)s c Zh. Cette deuxiéme condition nous



permet de conclure que b(*,*) vérifie la condition de BREZZI discréte

uniformément par rapport 4 h, i.e. il existe une constante Bl>0 indépen-

dante de h telle que, pour tout h,

B(Th,vh)
(2.11) Vvhe:Vh s, sup ————— 2 B] ”Vh||l,9'

viely Iyl Kol

Le probléme approché suivant admet toujours une solution (Oh,uh)e Zh><Vh

tel que

(2.12) VTheZ

1
[e]

o a(0,T ) +b (T, 0 )

(2.13) Vv ev. , ~b (0

h h h,vh) [vah dx.

Puisque Vh est de dimension finie il existe S(h) >0 tel que

(2.14) Vv eV, |vh1| <s(h) |v

1,0 7 hlo,Q

et on a 1l'estimation d'erreur abstraite due & BREZZI et RAVIART [ 3]

(2.15)  |o-o {inf HO’-ThH] gt(1+#8(n)) inf [Ju-v

bl
TheZh Vhevh«

nlo,o tluowly g =<C nlals

C>0 étant une constante indépendante de h.

On utilisera par la suite les espaces Zh et Vh décrits ci-aprés. Pour simpli-
fier 1'exposé&, supposons que §{ est un polygone convexe. On se donne une famille

réguliére de triangulations ﬁjk}h de § et on définit
= °n [ P ’
(2.16) W (v, @IV KRG, v |, e )
1'espace associé aux polyndmes de degré <k, par 1'élément fini de Lagrange

de type (k) (cf. CIARLET [5]).

On pose

| N ) i
27 I, = W, v, = WI;IHHO(Q), K22,



Si, de plus, la triangulation est yniformément réguliére, i.e. il existe

CO >0 indépendante de h telle que

(2.18) min h ‘<Co max hk = C h
K¢’ Ke€ ©

ol hk est le diamétre du triangle K, on a (cf. GIARLET [5])

(2.19)  S(h) <C h" !

€ >0 étant indépendante de h. Dans ces conditions si ue HA(Q)IWHE(Q), on a,
d'aprés (2.13),

(2.20) lo—ohlo’Q +|u~uhl]’Q <Ch Ilulla’Q .

Récemment RANNACHER [16] a amélioré cette estimation. On a en effet si

weH (D) n Hi(ﬂ),
(2.21) IO‘Ohlo,Q <Ch HuH?),Q

(2.22)  |u-u <Ch

2
nlg s ”“HB,Q
Par conséquent
2
(2.23) lu-uhlo,QSCh ”ul|3,§2 ,

(2.24) lu—uhlo’m,g <Ch llul|3?Q-

3. — LE PROBLEME LINEARISE

Considérons le probléme de valeurs propres suivant

(PV) Trouver (C0,u,A) €% XV xRtel que

(3.1)  VY1el , a(o,T)+b(T,u) = 0

i

(3.2) Vv e%, —E(O,v)- XJ [f,0] v dx
' Q

2
N . o f e .
ol avec la notation fi' = , on définit

3 BXiSXj



(3.3)  yTel , [£,0] = £,0,, + fzz T 2815003

Par les raisonnements habituels (régularité de solution et densité de v

dans V, (o,u,\) est solution de (PV) si et seulement si (u,\) est solution

. 2 e . .
faible dans HO(Q) xR du probleme ‘de Von Karman linéarisé
2
(3.4) ATu =.A[f,u] dans Q 5 u = 3 = 0 sur T.

Ce dernier est décrit dans KESAVAN [9] ; il s'agit d'un probléme de valeurs
propres d'un opérateur L qui est compact et symétrique de HZ(Q) dans lui-méme.
~Donc il existe une sulte de valeurs propres réelles et une suite de vecteurs
ipropres normallses Sous 1l'hypothése supplémentaire (faite uniquement pour

fixer les idées) que L est défini positif, les valeurs propres sont positives.

Considérons le probléme discret
(PVh) Trouver (Qh,uh,kh) eZh-xVh xR tel que

(3.5) ¥t ely, alop,A )+b(Ty,u)

(3.6) V\@levh , —b(Gh,Vh) =’AhJQ [f,Oh] vy dx.

Afin que le probléme (PVh) soit bien 1'analogue discret du probléme continu
(PV) on souhailterait que les valeurs propres Ah soient toutes réelles. Mais
cela n'est pas évident a priori. Avec le raisonnement qui suit on aboutit

a une condition (cf. (3.10)—(3.1})) qui est suffisante pour que cela soit
vrai. On verra plus tard que cette condition suffisante est nécessaire

pour obtenir la condition de compatibilité que doit vérifier le second
membre du probléme de 1'alternative de Fredholm discret (cf. (3.36)) qui
est analogue au cas continu (cf. (3.32)). Cette analogie est essentielle

dans le traitement du probléme non-linéaire.
“ . B

Posons d'abord ce problére sous forme d'un probléme de valeurs propres

d'un opérateur linéaire L S! 1nsp1rant du cas continu, on deflnlt un

h’

produit scalaire sur V,_ qui imite 1e produ1t scalaire en H Q). Pour

h

uy th donné, gridce & la d;men31on finie de Zh, il existe Oh unique tel

que (3.5) est vérifiée. On pose»Mhuh = 0y - (On voit que Mh h

discret du tenseur de dérivées secondes ; pour uezHo(Q) donné il existe .

PN

est 1'analogue



oei tel que (3.1) est vérifiée si et seulement si u.eH3(Q) nHi(Q) et

2 P . .
ij = 3 u/Bxiaxj). On définit le produit scalaire (-, )h sur Vh par

(3.7) WW%ER’(%NQh=M%%MWh'

Alors pour W th donné, Lhwh = u ol (Gh,uh) eZh ><Vb vérifie

|
(@]

(3.8) Vrh €Iy E a(o, T ) +b (T, 5u,)
v 1 -
(3.9) vhvth , b(Oh,vh) JQ[f,MhWh] vhdx.

I1 est maintenant facile de voir que le probléme (PVh) n'est rien d'autre

que le probléme de valeurs propres de 1'opérateur L Pour que le probléme

he
(PVh) n'admette que des valeurs propres réelles il est suffisant que Lh
solt symétrique par rapport a (-,°)h. Cela est vrai si et seulement si la

propriété suivante est vérifiée
. i i . PR
) si (Oh,uh) eZh XVh , i=1,2 vérifient
% 1 5 iy
(3.10) T eZh s a(Oh,Th)+b(Th,uh) 0
alors
[ 2

(3.11) J [f,o;] up dx = J [f,ci] ué dx.
Q Q

L'analogue de cette propriété dans le cas continu est toujours vérifié
griace & la formule de Green donnant ainsi la symétrie de 1l'opérateur L.
Dans le cas discret ce n'est pas toujours évident. On donne ci-dessous un

cas particulier ol cette propriété est vérifiée.

Lemme 3.1 : Si 1'hypothése (H) ci-dessous a lieu, alors la propriété )

est vérifiée

(H) Les fonctions fij sont des constantes, i.e. f est un polyndme de degré <2.




Démonstration : On définit r;.ezh’, i=1,2 par

T A R T A
Gu12 @y = Bty Opdyy = ey 5 (T = (g = ~fpe

i
.-

Alors on a

2 1 2 1 1 2
r o —
J Lf,O]] u]dx = a(Oh,T]) = b(I],u1)

T2 .o
= ‘b(Th,ué) , utilisant (H)

12 1,2
= a(Oh,Th) = JQ[f’Oh] u, dx

d'od le lemme.®

Un exemple important dans la pratique oii cette hypothése est vérifiée est

.. 1 2.2 . . N .
celui ou f = - E»(x +y”). Cette situation correspond i une plaque soumise
4 une pression horizontale appliquée au bord et constitue le modéle le plus
gtudié (cf. BAUER et REISS [ 11, RANNACHER [15] etc...). Les équatioms (3.1)
correspondantes sont

2 Jdu

(3.13) A"u = ~AAu dans Q, u = 3 = 0 sur T.
Pour une dérivation de ce modéle, voir CIARLET [ 6].
Avec cette hypothése (H), Lh est symétrique et on a N(h) valeurs propres

toutes réelles, N(h) &tant la dimension de V Pour fixer les idées sup—

he

posons que L. est défini positif de sorte que ses valeurs propres soient

h
positives. On peut traiter 1'étude de la convergence dans le cas général
comme indiqué, dans KESAVAN [8], sur un exemple de 1'homogénéisation d'un
probléme non-nécessairement elliptique. La démonstration de la convergence
de la méthode se fait a peu prés de la méme maniére qu'en théorie de
1'homogénéisation des valeurs propres. On se contentera d'indiquer ici

les étapes essentielles. Soit Al, 1 €£1<2 , les £ premiéres valeurs pro-
pres du probléme (P%). Pour h assez petit, de sorte que N(h) 22, soit

X;, 1 £i <8 les £ premiéres valeurs propres du probléme (PVh). On définit

i i,
(¢h’wh) €Ly xV, par



. _ i > i, _
(3.14) Vlh' Xh s a(cbh,’fh)‘*'b(l'h,wh) = 0

AY

~ il i
;.lr ’ - = [
( ) Vvh Vh y b(¢h,vh) A JQ | f,0 1] Vi dx
. i i o . . .. . i
ou (o ,n‘)r %~V est une fonction propre normalisée (i.e. |0’|0 0 =1)
. . . Lto,0.
correspondant A 2. On sait que wﬁ > u' dans HL(Q) fort et ¢; » o' dans

2 4 . . .
(L (&2.))q fort lorsque h » 0 d'aprés les résultats sur le probleme sta-
tionnaire et on a les estimations d'erreur du type (2.15). On a mainte-

nant le

M - . . i 2 .. L
LEMME 3.2 @ Les fonctions {wh}i_1 sont linéairement indépendantes dans V ,
T 9 N N e
et la suite {Ah} des f-ieémes valeurs propres est bornée indépendamment de h.

NDémonstration @ La premiére partie de l'énoncé est facile a vérifier,

. . . i - . .

¢tant donné que les fonctions {u '}, 1 ©i- & sont linéairement indépendantes.
Supposons la deuxiéme propriété fausse. Alors, pour une sous—-suite, que 1'on

notera encore h, on a grace au principe de mini-max (cf. STRANG ct FIX [18])

(3.16) min max {R (v,)} » +

wh'vh Vh'wh

dim Wh = 9
Jorsque h > 0, on Rh(-) est le quotient de Rayleigh défini par

h*"h

aM, v, M v )
h'h’> h'h
(3.17) Vv, « V., v. # 0, R (v,) = h
h h i h*"h [£.M (v.) v, dx
" Vn? Vh
Q
On utilise 1'espace engendré par {w;} » 121 <% pour W . Supposons que le
maximum soit atteint pour wp = Zc;w1 ol (grace a 1'homogénéité du quotient
de Rayleigh) 9
< i 2
'Zl (Ch> =1
b : L
. 1 2 PR .
Alors pour une sous-suilte, °h > S X ¢, = 1 et on vérifie facilement que
i=1
2 L .
2 2,,1,~1 2
Ry(w) > () eD/CL e s
’ i=1 1 i=1 !

ce qui contredit (3.16) . W



_]0_

Théoréme 3.1 : Pour chaque entier 2 >1, .la suite des 2-iémes valeurs propres

{Ai} converge vers XQ, la {-iéme valeur propre du probléme (é%).

Démonstration : Etape 1 ~ Grdce au Lemma 3.2, on sait déjid que {X } est

bornée. Si |O l = 1, alors gridce a la condltlon de Brezzi dlscrete,
uniforme en h, {uh} est bornée dans H ), (O uh) étant vecteur propre

'3
normalisé de A . On peut donc trouver une sous sulte (encore indicée par

(2)

h) telle que pour tout 2, O dans

> G( ) dans (L (Q)) faible, uﬁ > u
H (@) faible et A} - O3

h

Etape 2 - On démontre qu'en effet les convergences ont lieu dans les topo-
logies fortes respectives et que (0(2), ) K(l)) vérifie le probléme (PV) .
On définit (6 ,z ) €% XV solutlon du probléme (P) avec second membre

A(l)[f 0(2)] L (), et soit (6 ) eZ XV, son approx1mat10n, i. e solu-

h

tion de (Ph) avec le méme second—membre Alors Gi -+ 9R dans (L (Q)) fort
et zi -+ zl dans HI(Q) fort. On voit. malntznant que (Oﬁ eh uh zh)<£Z ><Vh
est solution de (Ph) avec second-membre gy, donné par
L 4% 2 () )
(3.18) g, = Ah[f,oh] A Lf,o ]
. 2 2 . .
et on sait que g + 0 dans L™ (R) faible. Mais
L 2 '3 l Q 2 2,0 2
|O | ’Q - a(O h’ h h) [Qgh(uh_zh)dx"> 0
puisque uﬁ—zi'+ u(z)—z(ﬁ) dans LZ(Q) fort. Alors on déduit que Gi converge
dans (LZ(Q))Z fort et la limite est, a fortiori, O(z) = 6(2). De méme
3 2 ..
u, > u = zQ dans HL(Q) fort. Or, par défimition de (Gg,ug),
@® u® By erifie (V).
Etape 3 - PrOcédanE maintenant exactement comme dans le Théoréme 2.1 de

KESAVAN [8] on démontre que toutes les valeurs propres de (?ﬁ) sont contenues

dans la suite {X(Q)}
A(Q)

g et ceci quelque soit la sous-suite. Donc, d'une part,
est la f-iéme valeur propre de (?V) et, d'autre part, la convergence
Ah - A(Q) a lieu pour toute la suite. ®

Cette convergence des valeurs propres suffit pour obtenir‘liestimation
d'erreur pour les vecteurs propres. La méthode est standard (cf., par

exemple, CANUTO [4]1). On obtient donc le théoréme suivant : .
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Théoréme 3. 2 : Etant donné (OR uh) eZh XVh vecteur propre normalisé corres-

pondant a Ah’ alors on peut trouver (o (h),u”(h)) €T xV vecteur propre

normalisé correspondant & X tel que

(3.19) log(h)—cﬁlo’9+|u£(h)—uﬁlI’Q < ¢, {“ug(h)—wi||lA2+ Ho“(h)—¢ﬁ|1l’9}

ol (¢ ,w) est défini par (3.13)-(3.14) & partir de (0¥ (h),u"(h),\"). ®

En ce qui concerne l'estimation de l'erreur pour les valeurs propres, l'esti-
mation est moins bonne que dans le cas oli le membre de droite de 1'équation
(3.4) est de la forme Au (cf. CANUTO [4], MERCIER et RAPPAZ [131). Mais on
va montrer que l'estimation de l'erreur est meilleure que pour les vecteurs

propres.

Soit Xi - AQ et solt (Oi,uﬁ) et (GQ,uQ) des vecteurs propres normalisés choisis
tels que les estimations du type (3.19) soient valables. On a, grice & la

symétrie de la forme bilinéaire a(-,*),

(3.20) ( [f, o ]w dx = KQ( [f,oljuﬁ dx (= a(¢i,0ﬁ)).
hig Q
Puisque JQ[f,Oﬁ] wﬁ dx > J [f,GQ]uQ dx = ()xSl).‘1 , 11 en résulte que pour h
’ Q

assez petit
(3.21) J [f,oi] wi dx 2(2)\'Q)—1 (par exemple).
Q

On a maintenant le lemme technique suivant :

Lemme 3.3 : Il existe 6& eZh tel que

(3.22) [f,OSL]u2 dx = [f,Ozj wR dx + a(OQ,el)
0 h Q h h h’"h

avec

L2 }

g )
lo.q=Cy (alu—w |y o+ [ul=w ] o

(3.23) e/

Démonstration : On définit
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o [ T N N A
() = ooty 3 (Tdgp = £yug 5 (1) = (T, = —fy
L [ T S S
Ty = Egpu 5 Tgy = £ 10 5 Ty =Ty = ~f,u

o N S N
W) yg = vy 5 Widoo = Epywi 5 W) o = Wy = —F 1w -

Alors

J [f,Gg]uldx = a(Ol
Q h

,Tﬁ) = —E(Tﬁ,uz) = -E(Tg,ui)

grice & 1'hypothése (H). On résoud maintenant le probléme suivant :

Trouver 29v eV

h " tel que

2
(3.24) Vxﬁle Vh " ngzh Vvh

et on pose

L L

(3.25) (eh)ij 2y 6ij

Alors,

> 2
(3.26) Vvhth , b(t ,Vh) =

Donc on a

(3.27) J [f,Gg]uﬁ dx
Q

dx = E(TQ—W£,Vh) .

IS e 4
b(wh+6h,vh).

~ 2 8 L 2 .2
—b(wh-'-eh’uh) = a(Ghawh+6h)

L. % [,
Jﬂ[f,oh] wy dx + a(Gh,eh)

d'oti la premiére partie de 1'énoncé. Pour da deuxidme partie, il suffit

d'évaluer lz§|o q » ce que 1'on fait par dualité. Si z eHé(Q) est la solution

faible du probléme de Dirichlet pour le Laplacien, on a zge:Hz(Q)er;(Q)

et Hzgllz’Q£C|g|o,Q. Or, pour tout v

2 L
z, g dx = J V(z -v. )Vz
JQ h q 8 h’ "“h

hth, on a

dx + g(TQ-W§,Vh—zg)+g(TQ-Wﬁ,zg).

Mais puisque TQ,Wﬁ e(H;(Q))z on peut écrire
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b =Yy,z) = BT Yz )

\
et on a

'3 2 A L2
If zgdx| < C{h(lzhll,ﬂ+|T _wh|1,9)+|T _wh|o,Q} g
d'ol le lemme. W
Avec ce lemme, on combinant (3.20) et (3.22), on obtient
L R '3 2 2 L 2
(Ah—A ) Jﬂ[f,oh] vy dx = A a(Gh,eh)

d'oti, en utilisant (3.21) et (3.23) on déduit le

THEOREME 3.3 : Il existe une constante C2 >0 indépendante de h telle que

2.8 L 2 2 2
(3.28) Ikh—K | < C9v {h|u —whll’Q+lu—w I }

h'o,0

COROLLAIRE 3.1 : §_i__u2 eHB(Q) nHi(Q), alors

.8 .8 TN 2
3.29) ([0 -0y ] | orluTmu | A et flu]] g o .

Considérons finalement le probléme de 1'alternative de Fredholm. Soit A une
valeur propre simple du probléme (PV) correspondant 3 un vecteur propre norma-

lisé (og,u). Le probléme

(f%) Trouver (6,z) ei X% tel que

(3.30) VYTel, a(0,0)+b(T,z) = 0

(3.31) V'vezﬁ, E(G,v) - XJQ[f,G]v dx = J gv dx
ol g eLz(Q), admet une solution si et seulement si

(3.32) f [f,0] z dx = 0.
Q

Le probléme discret correspondant s'écrit,

(PFh) Trouver (eh,zh) eZh XVh tel que
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(3.34) vt eI, a8 ,T)*b(T,2) =0,

(3.35) Vvh th . -b(@h,vh)-Ah fg[f,ch]vh dx = Jngh dx
ol (Oh,uh,
Ce probléme admet une solution si et seulement si

Xh) est solution de (PVh) approchant (0,u,A).

(3.36) J gy dx =0
Q

grace a la propriété () qui est vérifiée sous 1'hypothése (H). I1 existe une

solution unique telle que

(3.37) JQ [f,Oh]zh dx = 0.

~

-~

Observons que pour g ELZ(Q) quelconque, le probléme (PF) posé avec Pog’ ol
(3.38) Pog = g-A(g,u) [f,o0] ,

admet une solution unique (0,z) vérifiant (3.33). De méme, le probléme (PFh)

posé avec Pohg’ ol
(3.39) P g =18 -A(gy) Lf,0],

admet une solution unique (eh,zh) €Zh XV, vérifiant (3.37), et on a le théoréme

h
suivant.

THEOREME 3.4 : Il existe une constante C >0 indépendante de h et de g telle que,

pour h assez petit,

(3-40) Ieh‘o,Q*’lzhl],Q“SClglo,Q

(3.41) I6—9h|0,9+lz—zh|l’g < c{ inf “e—Th||l gt inf [lo-t
Thezh ’ T, ek

+ (1+8(h)) ( inf ”Z‘Vh||] ot inf ”U‘Vhill o)}
thVh ’ Vhevh 2
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Démonstration : On ne donne pas les détails ici. La démonstration s'effectue

exactement comme dans le Théoréme 5.1 de KESAVAN [9]. =

Grace aux résultats de RANNACHER (167 (cf. (2.21)-(2.24) on a

(3.42) -8 [ grle=z |y o <ChCllully o+ llzll5 o).

4 .- QUELQUES NOUVELLES ESTIMATIONS.

Dans ce numéro, nous allons donner quelques nouvelles estimations concernant les
probléme (E) et (Ph) du N° 2, qui vont 8tre utilisées dans la démonstration de

. la convergence de la méthode qu' lon va proposer poﬁr résoudre le probléme non-
'Ziiﬁééire; Signalons que ces résultats reposent notamment sur l'injection conti-

nue de HZ(Q) dans Co(ﬁb (valable parce que SZC]RZ). On a d'abord le

THEOREME 4.1 : Soit (0,u) € X XG solution du probléme (5) (ef. (2.7)-(2.8)) avec

second membre fe'LZ(Q). Alors il existe une constante C >0 indépendante de £

telle que
(4.1) |o|O’Q+|ull,Q sclflo,],Q .

Démonstration : Grace 3 la condition de BREZZI, il suffit de démontrer que

- .o . 3 2
lO'o,Q est bornée par iflo,l,ﬂ' On a déja remarqué que ue H (Q)r1HO(Q) et

0 est le tenseur des dérivées secondes de u. Donc on a

A

2
012 ;= ata,0) = fgfu ax < lely | gluly wg <clely | g lull,

1A

lelo,l,QlO|o,Q
d'oli le théoréme.n
Soit (8,z)e L XG la solution du probléme (f%) du N° 3 vérifiant (3.33), le

Lo B ) 2 ~ ~ ~
second membre &tant PogJ ge L7(Q). Alors on pe ut également démontrer le résultat

suivant :

. . 2
THEOREME 4.2 : I1 existe une constante C >0 indépendant de g€ L () telle que

(4.2) '610,Q+|Z[|,Q 5C|g‘o’1’Q'



- 16 -

-~ DBmonstration : On omet les détails. La démonstration s'effectue en raisonnant

par 1'absurde. ®

Ce qui est plus important, ce sont les analogues discrets des résultats précé-

dents. Dans le cas discuté on peut démontrer les résultats suivants.

THEOREME 4.3 : Soit £ 22 un entier quelconque. Il existe une constante C = C() >0,

indépendante de h, telle que

(4.3) vgheWi , loh(gh)lO’Q+|uh(gh)|1"Q < C‘ghlo,l’g

ol (Oh(gh),uh(gh)) eZh ><Vh est la solution du probléme (Ph) avec second membre gh.

Démonstration : Grace 3 la condition de Brezzi, uniforme en h, il suffit de

démontrer que

.4y foylely g < Clegl, g g

Supposons le contraire. Alors on peut trouver une sous—suite {hn} et une suite

{gh } telles que
n

(1) h - O
n
wg , lorsque n + o,
(ll) gh € h > |gh IO,],Q—> 0 ‘
n n n
(i11)

oy, (g Mg 0 = 1
n n

Pour alléger 1'écriture on supprimera l'indice n et on &crit O, au lieu de

h
oy (gh ) et u, au lieu de u (gh ). On va montrer maintenant que Oh - 0

n n 9 4 n n

fortement dans (L (Q))S,ice qui sera une contradiction en vue de la condition

(iii) ci-dessus.

Etape 1 : Pour f ELZ(Q), on définit z(f) €HL(Q), solution faible du probléme

" de Dirichlet pouf le Laplacien, i.e.

(4.5) vezHé(Q) , [

Vz(f)*Vv dx = J fv dx .
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On pose ®

(4.6) zh = z(gh).

On a, d'une part,
h -1
(4.7) | z l]’Q £C|gh|o’Q$Ch |gh|0’1,9

d'aprés les "inégelités inverses'" (cf. CIARLET [5]) provenant de la régularité

. . . . h .
uniforme (2.16) de la triangulation. D'autre part, on évalue lz |O Q par dualite.
b4

On a
J zhf dx = J Vz(f)-Vzh dx = J g z(f) dx,
Q Q b

d'oli 1'on déduit, grace 3 la régularité du probléme (4.5),

h

(4.8) |z 10,9 SCIgh'o,l,Q - 0 .
. . .. h %
Si l'on définit o €I par
h . h 1 4

4.9 Oij =~z aij e(HO(Q))S s
on a les propriétés suivantes

h -1
(4.10) o ||],QSCh |ghlo,]’Q

2 4
(4.11) |Oh|O,Q Sclghlo,l,Q (donc o > 0 dans (L )

(4.12) Vvh eV h’vh)

~ oy ~
h o b(o ,vh) = b(o

. h 1, 4
Etape 2 : D'aprés un lemme de BREZZI et RAVIART [3], puique © E(HO(Q))S, on
peut trouver 5h €I, tel que

h . 1= h
(4.13) |05, | <ch' " o HI,Q , r=0,1

r,°

(4.14) Vvh th . g(6h’vh) = b(Oh,vh) = g(oh )

,Vh
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Etape 3 : On a d'une part

h h '
(4.15) a0 —0,,0 ) > 0,
et d'autre part, on a

h h ~ ~
3(0 Oh,Oh) = a(G _Oh’Oh)+a(Oh—Oh,Oh)

h - ~
a(O ‘Oh ,Uh) -b (Oh_gh ’ uh)

h . , -
a(o -Oh,Gh) d'aprés (4.14)

IN

.
[0 Flo 0 = Clenl o1 00

Donc on a a(Oh—Oh,Gh) + 0 et par conséquent

h 2 . n h.
|o _Oh|o,Q = a(0 -0,,0 ©,) > 0,

et puisque Oh - 0 damns (LZ(Q))Q fort, on a également o, - 0 dans (LZ(Q)): fort,

h
d'od la contradiction. ®

THEOREME 4.4 : Supposons que (0,u,A) solution de (PV) vérifie uezHB(Q)eri(Q).

Alors il existe une constante CR >0 indépendante de h telle que

g
(4.16) Vg ew ", 18, (gl oz (el o= clegl | g

QE-(eh(gh)’zh(gh)) est la solution du probléme de Fredholm discret (PFh) avec

second membre Pohgh'

Démonstration : Le principe de la démonstration est le méme qu'au Théoréme &.3

mais les détails varient légérement. L'hypothése ue€ H3(Q) est utilisée pour

montrer .que uh

le vecteur propre approché reste borné dans Lm(Q) (cf. (2.22))
+ 0 dans LI(Q) avec g, . n |

et donc Pohgh

. . . 2 .
Remarque 4.1 : Naturellement, si l'on se restreint aux fonctions &y, eWh qui

vérifient de plus la condition nghuhdx = 0 de sorte que P0 = g, on n'a

h&h
plus besoin de 1'hypothése ueH ({}). Néeanmoins d'aprés les résultats de

KONDRAT'EV [12], pour un polygone convexe cette hypothése est toujours vérifide. g
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Dans 1'8tude de la convergence de la méthode proposée pour le probléme non

linéaire, nous aurons 1'occasion d'utiliser les Théorémes 4.3 et 4.4 avec

% = 2k ; par exemple avec £=4 pour les &léments quadratiques.

5. — LE PROBLEME NON LINEAIRE CONTINU.
On peut écrire le probléme (1.1)-(1.3) dans la formulation mixte de MIYOSHI

comme ci-dessous

(PN) Trouver (Y,y) ei XG, (0,u) eZ XV et A ¢ R tels que

(5.1)  YTel , a(W,T)+b(T,y)

]
o

(5.2) VYveV, ~b(V,v)

-{ [og,0] v dx
Q

(5.3)  VTel, a(o,T)+b(T,u)

0

(5.4) er€§, , —E(O,v) AJ [f,0] v dx + f [(Y,01 v dx.

9] Q :
On a déia vu dans KESAVAN [9] que toute solution faible dans Hi(Q) du probléme
(1.1)=-(1.3) est en effet dans H3(Q). Donc par les méthodes habituelles, on
peut démontrer que si le triplet {W,y),(0,w),A} est solution du probléme
non-linéaire (fﬁ), alors (y,u,\) est solution faible dans HE(Q) du probléme
(1.3), et réciproquement. Etant donné cette &quivalence avec la formulation
faible, on peut traduire les résultats du probléme continu donnés dans KESAVAN
[9] dans le langage de la formulation mixte, et on a l'algorithme du type KIKUCHI
[11] pour le probléme continu. Puisque l'on va voir le cas discret plus en détail

on indiquera simplement le résultat sans démonstration dans le cas continu.

Soit (Oo,uo,ko) €l XV X IR une solution du probléme de valeurs propres (PV), avec
XO valeur propre simple et IOOIO 0= 1. Soit € >0 un paramétre. Alors pour €

assez petit il existe une solution unique du probléme (PN) de la forme suivante

(5.5) g = eoo+ 0
(5.6) u=€cu + z
o
(5.7) A= )\O(]—E”l JQ[O,W1 uodx)
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-~

oi (Y,y) est calculé 3 partir de (O,u) par (5.1)-(5.2) et ol (6,z) est la
solution orthogonale a (oo,uo) (au sens de (3.32)) du probléme de 1l'alternative
de Fredhdlm (PF), avec second membre (X—XO)[f,O]+[O,w] ; cette solution vérifie

de plus, IGIO’Q <e.

La solution (5.5)-(5.7) du probléme (?ﬁ) peut €tre décrite comme un point fixe

d'un certain opérateur, et 1'algorithme suivant converge vers cette solution :

(o)

,z(o)) orthogonal 3 (0 _,u ) (au sens de (3.32)) avec

Etape 1 : On choisit (86 oY
(o) _ (o) _ .

|9(O)io Q<€ - Par exemple on peut choisir 8 , Z
, <

Etape 2 : Supposons que (6(1),2(1)) soit connu. On pose O(l) = EOO+6(1),

u(l) = Eu +z(l)) et on résoud le probléme biharmonique (P) avec second membre

. 0 . .
v[C(l),O(l)] pour obtenir (w(l),y(l)).

Etape 3 : On calcule

5.8y AGFD _y o J @ oWy ax ).
O Q (o]

Etape 4 : On résoud le probléme de Fredholm (PF) avec second membre

(A(i+1)—ko) [f,Gfi) + [O(i),w(i)] pour obtenir (e(i+l),2(i+l)) et on retourne

3 1'étape 2. W

6. — LE PROBLEME NON LINEAIRE DISCRET.

L'analogue discret du probléme (PN) s'écrit :

(PNh) Trouver (wh,yh) eZh XV (Oh,uh) eZh XV, , A_eTR tel que

h’ h’> h

|
o

(6.2) Vvh th , —b(wh,vh) = —IQ [Oh,Oh] vy dx.
(6.3) VTheZh, a(Oh,Th)+b(Th,uh) =0

(6.4) Vvh eV, —b(Oh,vh) = Ah JQ [f,ch] vy dx + fﬂ[wh,oh]vh dx.



Soit (Ooh’uoh’xoh) solution du probléme linéaire de valeurs propres (th)’
approchant (Oo,uo,ko) avec th valeur propre simple et lOohlo,Q = 1. Pour

€ >0 donné on s'intéresse aux solutions de la forme
(6.5) g, = €0 +0. 3 u,_ = €u

et en substituant (6.5) dans (6.3)-(6.4) on déduit que (eh,zh) vérifie (PFh)
avec second membre (Ah—Xoh) [f,Oh]+[Oh,wh]. Donc l'existence de (Gh,zh) exige
que (cf. (3.36))

(6.6) (Ah—Koh) J [f,Oh] uy dx + Jﬂ[wh’ah]uoh dx = 0,

§2

ce qui nous permet de calculer Ah en fonction de (Oh,uh). Notons que

[

-1

oh # 0

J [f,oh]uohdx = J [f,Ooh]uhdx = EJ [f,ooh]uohdx = g\
Q Q Q

oll on a utilisé d'abord la propriété () (cf. (3.10)) et ensuite 1'orthogonalité
de (eh,zh) a (Ooh’uoh) au sens de (3.36) et finalement la condition de normali-

sation de (Ooh’uoh)' Alors (6.6) nous donne Ah explicitement, & savolir,
-1
(6.7) Xh = %Oh(l—e fQ[Oh,wh]uohdx).

Pour Vo th donné on calcule d'abord thh (cf. N° 3) et on résoud le probléme
biharmonique discret (Ph) avec second membre -[thh,thh] pour obtenir
(wh(vh),yh(vh)) eZh XVh. Maintenant on peut définir

h -1
(6.8) A8 vy = Xoh(]—e [Q[thh,wh(vh)]uohdx)

et

h h
(6.9) SZVh = (Agvh—koh)[f,thh]+[thh,wh(vh)1.

Finalement pour g GLZ(Q) données dé&finissons th la composante dans Vh de 1la

solution du probléme de Fredholm discret (PFh) vérifiant (3.37). Pour Zy €Vh

donné, définissons
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(6.10) T;zh = Qh(Si(Euoh+zh)).

Avec ces définitions il est évident que toute solution du probléme (PNh) de

la forme (6.5) provient d'un point fixe de Ti. On montre que, pour £ assez petit,
[N .

Th est une contraction de la boule de centre O et de rayon €. Pour cela on a

d'abord les estimations suivantes

LEMME 6.1 : Supposons que u eH3(Q) nHi(Q). On suppose que zh,z; e B(h;o,e),
i=1,2, ol
(6.11)  B(hjo,e) = {v, thI ”Vh|’h = ‘thhlo,Q < e}
0 se 0, = ei = zi i=1,2 et u, = eu , +z, Oi = g0 ,+6 L + L
Snpose By T My o Oy = My, o 372 et w, oh™%n> %n oh s Un T ot
G; = 800h+6h , i=1,2. Alors il existe une constante C >0 indépendante de h et
de € telle que

€ 2
(6.12) |Ahuh—th1 <Ce

e 1 ,e 2 2
(6.13) IAhuh A | _Celqh oh| Q

£ 3
(6.14) |uhuh[ q,qsce

e 1 & 2 2, 1 2
(6.15)  |s e, Sh“h'o,‘ g=Celo o | g

€ 3
(6.16) HThzh||h <Ce

e 1 g 2 2y 1 2
(6.17) [Tz, ThzhHh <ce”|o, -0, 0.0

Démonstration : (i) Puisque u, €H3(Q), on a {uoh} bornée dans Lw(Q) (cf. (2.22)).
Alors iAE

| 4
w Al =€ Mohl Q[Oh’wh] u pdx

-1
= Ce lohlo,ﬂlwhlo,ﬂluohlo,w,ﬁ

. . . 2k
Mais lohlo,Q <e. Par ailleurs puisque [Oh,Ghjezw

> on peut appliquer le

Théoréme 4.3 pour obtenir
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[ 2
‘whlo,Q < C| 0h’ghjlo,l Qs C8
d'ol on déduit (6.12).

(i1) On déduit (6.13) de la méme fagon que (6.12). Les estimations (6.14) et

(6.15) sont directes et ne posent aucune difficulté.

c _ > . e 2k
(i1i) On a Thzh = Qh(Sh(guoh+zh)) et on sait que Sh(guoh+zh) sWh . Alors on

applique cette fois le Théoréme 4.4 pour obtenir

HTiz < C|S§(€uoh+z

nlly @ wlo,1,0

d'ot on déduit (6.16) grace a (6.14). De la méme facon on a (6.17) grice a
(6.15) par une seconde application du Théoréme 4.4. Le lemme est donc compléte-

ment démontré. ®

Si € est suffisamment petit, de telle sorte que Cez <1, alors Th est une
application de B(h;0,€) dans elle-méme et d'autre part cette application est
une contraction. Donc il existe un point fixe unique, qui peut &tre calculé
par la suite itérative

(i+1). (1)
“h =Tz~ o

d'ol 1'algorithme suivant pour résoudre (PNh)

Etape 1| : On choisit (6<O), (O)) orthogonal (au sens de (3.36)) a (Ooh’uoh)
avec IG( )| < €. (Exemple, 6(0)‘ 0, z(o) =0).

Etape 2 : On suppose (6(1) (l)) donnu. Alors on pose O(l) = €0 +6(l>,
uél) = Euoh é i) et on résoud le probléme biharmonique dlscret (P ) avec
second membre - (l) <])] pour obtenir (w(l) (l))

Etape 3 : On calcule
i+1) (1) (1)
. A3 - :
(6.18) h Xoh(l e Q ,w ohdx)
Etape 4 : On résoud le probléme de Fredholm (PF_) avec second membre

(kél+])-A0h) [f’Oél)] +[oél),¢h] pour obtenir (eél+]),z(l+l)) et on retourne

d l'étape 2. m
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Cet algorithme converge vers la solution ((wh,yh),(oh,uh),kh) du probléme (PNh).

7. - ESTIMATIONS D'ERREUR

Dans ce numéro nous allons obtenir des estimations de l'erreur commise en
passant au probléme discret. Comme dans le numéro précédent nous aurons sou-

vent l'occasion d'utiliser les estimations du N°® 4.

Soit (OO,uO,XO) solution du probléme (?b) avec Xo valeur propre simple et
Igolo,Q = 1. Soit (Ooh’uoh’xoh) son approximation, et solution de (PVh).

Pour h assez petit, Xoh est également valeur propre simple. Soit {(V,y),(0,u),A}
solution du probléme (?N) obtenue 3 partir de (Oo,uo,Xo) comme dans le N° 5,

Soit {(wh,yh),(Oh,uh),Ah} solution de (PNh), son analogue discret.

LEMME 7.1 : I1 existe une constante C >0 indépendante de h et de € telle que

2
I N e A I A PR =

od r, 0 lorsque h = 0.

Démonstration : Soit 8h €L tel que ”O—Bhlll q > 0 lorsque h ~ 0. On définit
(wé,yg) eXH XVh solution du probléme biharmonique discret (Ph) avec second

N 2 2 ] ' ~ o~
membre -[0,0] et (wh,yh) eZh XVh solution de (Ph) avec second membre —[Oh,Oh].

Alors on a d'aprés les estimations (2.21) et (2.22)
1 1
7.2y [l orlymyl g =enlivll) g

On peut majorer les quantités lwé_wiio Q et Iy;—yill q pour la norme en LZ(Q)
de {o,0] - [ah,ﬁh]. Ainsi on a

2 2 N
7.3y el g+ Tyl g =cdiolly gelloy Il il oglly g
SCHO“],Q ”G_ahHI’Q

Finalement, puisque [5h,5h] - [Oh,oh] evﬁk , on peut appliquer le Théoréme 4.3

pour obtenir
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2 2 " .
7.8y Nl o+ Iyl g = eyl grlopl, 18000 g
SC(|6h|o,ﬂ+|0hlo,ﬂ)(Ig—éh[o,Q+|O_ohlo,Q)

Observons que IO'o,Q <g, th|o,QSE' De plus, puisque (0,u) est solution du

probléme continu, on a u(sH3(Q)r1HO(Q) et 1'estimation ”u[]3,Q <C Iqu’Q

griace au Théor&me de régularité démontré dans KESAVAN [9]. Donc

- (7.5) ||O”I,Q <C ”ul|3’Q < Ce
et
, 2 2
(7.6) Hw”]ﬁzs CHO,QNO,QSCHOHIAZSCE

~

d'oll on tire (7.1) avec r, = €||O-Oh||l Q" u

2 . .
LEMME 7.2 : Supposons que u_ € HB(Q)erO(Q). Alors il existe C >0 indépendante

de h et de € telle que

2 2 '
(7.7) Ay | scmteher vefomo | o)

- Démonstration : On a

-1 -1
Ah—k = (th Ao)+e (Ao Xoh) fQ[O’w]ude + th € JQ[o—Oh,w]uodx +
-1 , -1
I - -
+ th € fQLOh,WJ(uo uoh)dx + th £ JQ[Oh,w wh]uohdx.
Sous 1'hypothése u 6H3(Q) on a |u -u [ = O(hz) IA - l = O(hz) et
o o o oh'1,Q ’ o ~oh
{uoh} est bornée dans L (f2). Par ailleurs,]G]O Q <Ce et grace au Théoréme 4.1,
2 . ’
|1,l)|o’Q <Ce . Alors on obtient
2 2 2 22
|x—Ah| <Ch“+Ch"e +Ce|0—0h|o’9+ Ch'e” + czlu)-th|O,Q
d'olG on déduit (7.7).m

Maintenant on a tous les &léments nécessaires pour les estimations finales.
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2 . .
THEOREME 7.1 : On suppose que uO<£H3(Q)r1HO(Q). Alors il existe une constante

C >0 indépendante de h et de € telle que, pour € assez petit,

(7.8) |o-o ot lu_uhll,Q <Ch + Ch% + s

h[o

h
(7.9) |A=A. | < Ch® + Che + Cr, + Ce s
h h h
ol r_ est la quantité apparaissant dans 1'inéqualité (7.1) et S, 0 lorsque

h
h = 0.

Démonstration : On a d'abord

sfu = (-2 )[£,0140¥,0]

. .
Sptn = OpmAop) L0, 14000y ]
Choisissons ah,wh eZ tels que ”O—ahlll,Q >~ 0, Hw—whl|l,9'+0 lorsque h > 0.
On définit

~e

(7.10) Spu, = (Ah—xoh)[f,oh]+[wh,ﬁh]

. 2 2 : - ' v

On définit (Bg,z;) . (eh,zh) dans Zh ><Vh solutions de problémes de Fredholm
~E .

(PFh) avec second membres Poh(S u) et Poh(Shuh) respectivement, de sorte que

l1'on a

(7.11)  z = Q(s"w), 7 = Qh(Siuh), z; - Qh(Seu), zi = Qh(giuh).

Tout d'abord, griace au Théoréme 3.4, on a

1 1 ol
712 Jessy | orlaz |y o< onC lzlly o+ luglly o)

’

A

Che’ + Ch , puisque |z||, o< cllol|?

IA

Ch

Ensuite, grace au méme théoréme, on a également
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1 .2 12 € €
(7.13) |eh ehlo,ﬁ+ Izh_zhil,ﬂ < C‘S u - Shuhlo,Q

Q + Chze + Che:2 + Cerh

A

cgz[d—ohlo

+

2 ~ N
CE ) "O‘—Oh“l’ﬂ.‘h Ce ”w_whH],Q'
Fi A PR . P € 2k
ilnalement, grace au Théoréme 4.4, on a (puisque Shuh-Shuhe,w

R

2 2 s€y —gf
a8 80| oF lzpmzy |y o < Clspu=spu |

IA

C{lwhlo,Qth—Bh 0,5 +15h|o,91wh'@h‘o,9)

0,8

IA

C{EZIO—G +€2|0—6h|

hlo,Q

+

2 ~
elv-vyly g * e ol ob -
"Oﬁ_pose

(715 sy =e ([ o= [} o+ Tv-vlly o)

expressior qui tend vers zero lorsque h + 0. Alors on obtient

2 2
(7.16) |9—Ghlo’9 +|z—zhil’9 < cls, +e lG—Oh‘o,Q} + Ch + Che

et donc

2 2
(7.17) IO_Oh}o,Q + {u—uhio’g <Che + Ch + Ch'e + s+ Ce IO_Ohlo,Q .

Si € est suffisamment petit pour que C€2 <1/2 (par exemple) on obtient (7.8).

L'estimation (7.9) est une cons&quence directe de (7.7) et de (7.8). ®

Remarque 7.1 : Si u_,u eHa(Q) nHi(Q), alors on a de méme pour z et donc
2 4 ~ ~
o,Pc (H (Q))S.NPar conséquent on a HO—Ohil],Q < Ch( Hu|14,Q+ Huo|l4’Q) et de
méme pour Hw—whll] Q" Dans ces conditions on obtient lrhl < Ceh, lsh|‘§C€h
b

et donc on a
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|o-o +lu—uh| < Ch + Ch2€ s

h’o,Q 1,8

(7.18)
[A-n | < ch’+ che . w

Remarque 7.2 : Pour des domaines qui ne sont pas des polygones, on peut

utiliser des éléments finis isoparamétriques ainsi qu'un procédé d'intégra-
tion numérique. Pour les estimations d'erreur dans ce cas on peut suivre

les démarches de KESAVAN et VANNINATHAN [10]. w

8. - CONCLUSIONS . ‘

La méthode de MIYOSHI est bieﬁ adéptéé pour Iesiéquations de Von Karman parce
que l'on obtient 1'approximation du déplacement, de la fonction d'Airy et du
tenseur de contraintes (dérivées secondes de la fonction d'Airy). Mais on a
vu qu'il y a une difficulté sérieuse, méme dans le cas lindaire, qui nous a
conduit & supposer que f est un polyndme de degré;Z. Donc, bien qu'une méthode
mixte soit en principe plus facile 3 mettre en oeuvre qu'une méthode conforme
la méthode conforme décrite dans KESAVAN [9] reste préférable si f est une
fonction quelconque. On a démontré la convergence de la méthode avec 1'hypo-
thése minimale de régularité, & savoir, la solution appartient & 1l'espace

H (), mais pour obtenir 1'ordre de convergence il faut plus de regularlte

ce qui n'était pas nécessaire pour la méthode conforme.

En ce qui concerne le cas d'une plaque soumise i une preséion uniforme

(f = - l/2(x2+y2)) si 1'on ne s'intéresse pas au tenseur de contraintes il
existe une meilleure méthode mixte;‘é savoir, éelle de CTARLET ethAVIART [77.
Cette méthode a comme inconnues u et - Au et donc est plus facile & program~.
mer (la méthode de MIYOSHI a comme inconnues U0, 5015 = 021,022). Les résul—
tats de SCHOLZ [17] sur 1'équation biharmonique montrent que 1'on peut uti-

liser cette méthode méme avec des &léments de Lagrange du type I.
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