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Ce polycopié correspond aux notes du cours "Calcul Scientifique Parallèle", tel qu’en-
seigné de 2014 à 2019 par les auteurs. Ce cours fait partie du cursus Modélisation et
Simulation du M2 Analyse, Modélisation, Simulation de l’Université Paris-Saclay et du
cursus de 3ème année ModSim de l’ENSTA Paris.

L’objectif principal est de proposer aux étudiants des outils de calcul scientifique per-
mettant d’appréhender les algorithmes adaptés au calcul parallèle, c’est-à-dire pouvant
utiliser plusieurs nœuds de calcul simultanément. On abordera essentiellement le calcul
parallèle d’un point de vue méthodologique et/ou algorithmique. A partir d’un problème
modèle, on présente un certain nombre d’outils et de méthodes permettant de le résoudre
numériquement, et on explique comment on peut adapter au calcul parallèle, c’est-à-dire
paralléliser, les algorithmes associés. On évoque, sans les occulter, tous les aspects de la
résolution, qu’ils soient abstraits (point de vue mathématique) ; discrétisation (point de
vue numérique) ; algorithmique (mise en œuvre). A noter : le point de vue informatique
du calcul parallèle est développé dans la documentation en ligne disponible à l’adresse
https://ams301.pages.math.cnrs.fr/.

Le polycopié est composé de trois parties et d’annexes.
Dans la première partie, on rappelle quelques problèmes typiques à traiter. Parmi ces
problèmes, on se concentrera sur la résolution de l’équation de diffusion des neutrons :
résolution mathématique d’une part, et résolution numérique d’autre part. Pour ce second
aspect, on introduit deux méthodes de discrétisation : les différences finies et les éléments
finis. Les différences finies donnent lieu à des algorithmes de résolution numérique possé-
dant une structure, on parle d’algorithmes structurés, alors que les éléments finis conduisent
en général à des algorithmes non-structurés.
Après discrétisation, l’opération fondamentale à réaliser est la résolution d’un système li-
néaire. La seconde partie se concentre donc sur l’algèbre linéaire numérique : éléments
d’algorithmique numérique, les méthodes de résolution directes et itératives, les méthodes
de Krylov et la méthode de la puissance itérée. La prise en compte de la structure, ou de
l’absence de structure, joue un rôle déterminant dans la résolution parallèle.
Enfin la troisième partie est une introduction aux méthodes de décomposition de domaine.
Le calcul parallèle est naturellement associé à ces méthodes, car on choisit de découper le
problème initial en plusieurs sous-problèmes interagissant entre eux, et on discrétise la se-
conde instance. On reprend comme exemple l’équation de diffusion des neutrons, discrétisée
par la méthode des éléments finis. Après une introduction mathématique, on étudiera pour
chaque problème deux méthodes de décomposition de domaine : la méthode de Schwarz et
la méthode avec contrainte. On s’aidera de l’analyse numérique pour valider nos modèles
décomposés.
Les annexes comprennent des rappels en algèbre linéaire, les outils de base pour l’étude
et l’approximation de formulations variationnelles en dimension infinie, et enfin quelques
outils élémentaires sur les distributions et les espaces fonctionnels de type Sobolev.

https://ams301.pages.math.cnrs.fr/
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Le but de cette partie est d’étudier des processus et cheminements qui permettent de
résoudre des problèmes issus de la physique, de la mécanique, de la finance, etc. Que com-
prend un tel processus ? De façon générale, il est possible de le découper en quatre étapes :

1. Identifier la ou les quantité(s) à calculer.
Modéliser le phénomène de nature physique (ou autre) associé : c’est-à-dire, construire
le modèle, composé d’équation(s), inéquation(s), contrainte(s), etc.

2. Choisir une méthode d’approximation (ou méthode de discrétisation) lors-
qu’on ne peut pas résoudre le problème exactement... En pratique, ça se passe tou-
jours comme ça ! De plus, on est en général déjà amené à réaliser des simplifications
pour construire le modèle à l’étape précédente.

3. Construire le problème discrétisé (ou problème approché.)
Évaluer la qualité de la solution approchée par rapport à une solution exacte : on
parle aussi de précision de la méthode de discrétisation.

4. Résoudre le problème discrétisé.
Vérifier/visualiser/interpréter les résultats.

Nous allons explorer successivement tous ces aspects, de façon plus ou moins approfondie.
Plus précisément, nous allons, au chapitre 1, proposer quelques problèmes modèles élémen-
taires, issus pour la plupart de la physique. Il s’agit d’une présentation très intuitive, qui
ne prétend pas respecter les canons mathématiques ! Pour de plus amples détails, ou pour
des justifications précises, nous renvoyons le lecteur intéressé à [11, 2], ainsi qu’aux autres
cours de mathématiques appliquées, notamment en troisième année. Ensuite, nous allons
les discrétiser, à l’aide de la méthode des différences finies. Une fois le problème dis-
crétisé construit, nous répondrons également, dans une certaine mesure, à la question de la
qualité de l’approximation de la solution approchée, par comparaison à la quantité de départ
à calculer. Ceci sera l’objet du chapitre 2. Nous procédons ensuite à la discrétisation par
la méthode des éléments finis au chapitre 3, où nous proposons de nouvelles réponses
aux questions posées ci-dessus. Pour de plus amples précisions, nous renvoyons également
à [11, 2].



Chapitre 1

Considérations générales et modèles

1.1 Problèmes statiques élémentaires

Par problèmes statiques, nous entendons problèmes à l’équilibre, par opposition aux
problèmes qui dépendent du temps, évoqués à la prochaine section.

Commençons par un modèle élémentaire, celui du fil pesant. Soit donc un fil de longueur
unité, fixé en ses deux extrémités. Le but est ici de calculer des déplacements verticaux,
dont on suppose qu’ils sont "petits", lorsqu’il est soumis à la gravité. On note ρ : x 7→ ρ(x)
la densité linéique de masse, et u : x 7→ u(x) le déplacement transversal. D’après les
équations de l’élasticité linéaire, on sait que u vérifie

− u′′(x) = f(x) sur ]0, 1[, avec f(x) = ρ(x)g. (1.1)

Comme les extrémités du fil sont fixées, il est clair que le déplacement vertical est nul en
celles-ci, ce que l’on exprime sous la forme

u(0) = u(1) = 0. (1.2)

Enfin, le fait que l’énergie élastique de déformation soit bornée peut-être exprimé sous la
forme ∫ 1

0
(u′(x))2 dx <∞. (1.3)

On parle ici de modèle monodimensionnel ou de modèle 1D, puisque les équations
(1.1)-(1.2) et l’inéquation (1.3) ne dépendent que de la variable x. Le domaine de calcul
est dans ce cas l’intervalle ouvert ]0, 1[, et on rappelle que l’ensemble {0, 1} constitue sa
frontière.

On peut introduire un second modèle 1D : celui de la poutre, appuyée en ses extrémités.
Le but est encore une fois de déterminer des "petits" déplacements verticaux, lorsqu’elle
est soumise à une charge transversale, égale à f(x)δx, où f est la densité de force par unité
de longueur. D’après les équations de l’élasticité linéaire, on retrouve que le modèle est
constitué par le même ensemble d’équations et d’inéquations (1.1)-(1.3) que précédemment.

10
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0 1
u(x)

f(x)

Figure 1.1 – Modèles 1D : fil ou poutre

Remarque 1.1 L’équation (1.1) peut être écrite de façon équivalente

−d
2u

dx2
(x) = f(x) pour x ∈]0, 1[.

On peut également concevoir des modèles, provenant de problèmes statiques posés en
dimension supérieure.

Commençons par celui de la membrane élastique à l’équilibre, dont la frontière est fixée.
Encore une fois, on suppose que l’on veut déterminer des "petits" déplacements verticaux,
lorsque cette membrane est soumise à une force verticale. Soit D le domaine ouvert occupé
par la membrane au repos, que l’on suppose être inclus dans le plan Oxy (la membrane est
donc horizontale au repos.) Cette fois, le déplacement vertical, toujours noté u, dépend de
deux variables, à savoir x et y, pour (x, y) parcourant le domaine de calcul D. Les forces
agissant sur la membrane sont de la forme τf(x, y)δS, avec f la densité de force par unité
de surface, et τ la tension de la membrane. D’après les équations de l’élasticité linéaire, u
vérifie

− c(τ)2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
(x, y) = f(x, y) pour (x, y) ∈ D. (1.4)

Ci-dessus, c(τ) est un nombre strictement positif, dépendant de τ .
Comme la frontière du domaine, ∂D, est fixée, on écrit

u(x, y) = 0, pour (x, y) ∈ ∂D. (1.5)

Enfin, le fait que l’énergie élastique de déformation soit bornée (ainsi que l’inégalité dite
de Korn) permettent d’écrire∫

D
c(τ)2

([
∂u

∂x
(x, y)

]2

+

[
∂u

∂y
(x, y)

]2
)
dxdy <∞. (1.6)

On parle ici de modèle bidimensionnel ou de modèle 2D, puisque les équations (1.4)-
(1.5) et l’inéquation (1.6) dépendent du couple de variables (x, y).

Pour finir, rappelons le modèle associé à la cavité électrostatique, incluse dans R3. Le
but est de déterminer le potentiel électrostatique autour d’un système de conducteurs
parfaits disjoints, C1, · · · , CI , eux-mêmes étant entourés d’un conducteur parfait C0. Soit
C le domaine de calcul ouvert inclus dans R3, constitué de la partie intérieure à ce dernier
conducteur parfait, et privé de C̄1, · · · , C̄I . Ici, C est la cavité électrostatique. On note
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y

D

z

x
u(x,y)

Figure 1.2 – Modèle 2D : membrane élastique

∂C1, · · · , ∂CI les frontières respectives de C1, · · · , CI , ainsi que ∂intC0 la frontière interne
de C0 : par construction (cf. Figure 1.3), la frontière ∂C de notre cavité électrostatique est
formée par l’union

∂C = ∂C1 ∪ · · · ∪ ∂CI ∪ ∂intC0.

Si on considère que sur la frontière ∂intC0, on se trouve à l’équipotentielle nulle, le potentiel
électrostatique est déterminé par la donnée de :

— ρ la densité de charge électrique par unité de volume ;
— Vk la valeur de l’équipotentielle sur la frontière ∂Ck, pour k variant de 1 à I.

On appelle u le potentiel électrostatique à calculer, c’est-à-dire u(x, y, z), pour (x, y, z) par-
courant C. D’après les équations de Maxwell, et plus précisément la relation de Coulomb,
on sait que

− ε0

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
(x, y, z) = ρ(x, y, z) pour (x, y, z) ∈ C. (1.7)

Ci-dessus, ε0 est la permittivité électrique du vide.
La frontière de chaque conducteur parfait étant équipotentielle, on écrit

u(x, y, z) = Vk, (x, y, z) ∈ ∂Ck, 1 ≤ k ≤ I, et V (x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ ∂intC0. (1.8)

Enfin, le fait que l’énergie électrostatique soit bornée signifie que∫
C
ε0

([
∂u

∂x
(x, y, z)

]2

+

[
∂u

∂y
(x, y, z)

]2

+

[
∂u

∂z
(x, y, z)

]2
)
dxdydz <∞. (1.9)

On parle ici de modèle tridimensionnel ou de modèle 3D, puisque les équations (1.7)-
(1.8) et l’inéquation (1.9) dépendent du triplet de variables (x, y, z).

Pour conclure cette section, nous proposons le récapitulatif ci-dessous, qui met en évi-
dence un certain nombre de similitudes entre ces différents modèles statiques.

Remarque 1.2 Bien évidemment, il existe beaucoup de modèles statiques, qui peuvent être
complètement différents, par leur nature, de ceux présentés ici ! De fait, l’"unité" entre tous
ces modèles permettra une modélisation homogène, comme on le verra au chapitre 2...
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Figure 1.3 – Modèle 3D : cavité avec quatre conducteurs internes (I = 4)

Commençons par quelques définitions, utilisées fréquemment par la suite.

Définition 1.3 On utilise le terme de condition aux limites pour qualifier les équations
vérifiées par les inconnues du problème sur la frontière du domaine de calcul.

Définition 1.4 On appelle Laplacien dans Rd (d ≥ 1) l’opérateur scalaire défini par

∆du =
d∑

k=1

∂2u

∂xk2
.

Définition 1.5 On appelle gradient dans Rd (d ≥ 1) l’opérateur vectoriel défini par

gradd u =

d∑
k=1

∂u

∂xk
ek.

Pour récapituler :
— Problèmes posés dans des domaines (ouverts bornés) Ωd de Rd, d = 1, 2, 3, par

rapport à la variable x = (x1, · · · , xd) :
1. d = 1 : fil, poutre ;
2. d = 2 : membrane ;
3. d = 3 : cavité.

— L’opérateur est identique, pour tous les problèmes. Il est composé de :
(I) à l’intérieur, le Laplacien dans Rd ;
(F) sur la frontière, une condition aux limites du type u = 0 (ou u = constante).
De plus, même propriété pour l’intégrale du gradient, bornée pour tous les pro-
blèmes. ∫

Ωd

|gradd u(x)|2 dx <∞.
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— Problèmes linéaires : si les problèmes avec les données f1 et f2 admettent pour
solution u1 et u2, alors le problème avec pour donnée α1f1 + α2f2 admet pour
solution α1u1 + α2u2.

1.2 Problèmes instationnaires élémentaires

Contrairement aux problèmes de la section précédente, nous nous intéressons ici à des
modèles dépendant non seulement de la variable spatiale x, mais aussi du temps t. Néan-
moins, et pour éviter toute confusion, nous conservons la terminologie modèles 1D, 2D,
3D, par référence à la variable d’espace uniquement.

Commençons par un modèle 1D instationnaire, celui de la corde vibrante. Soit donc une
corde de longueur unité, fixée en ses deux extrémités. Pour simplifier, nous négligeons la
gravité, et nous supposons que la densité linéique de masse ρ est constante. Le but est encore
une fois de calculer des "petits" déplacements verticaux, à partir d’une configuration
initiale, connue à l’instant t = 0. On note u : (x, t) 7→ u(x, t) le déplacement transversal.
D’après les équations de l’élasticité linéaire, on sait que u vérifie

∂2u

∂t2
− c(τ)2∂

2u

∂x2
= 0 pour x ∈]0, 1[ et t > 0. (1.10)

(Ci-dessus, si τ est la tension de la corde, on a c(τ) = (τ/ρ)1/2.)
Comme les extrémités du fil sont fixées, il est clair que le déplacement vertical est toujours
nul en celles-ci, ce que l’on exprime sous la forme de conditions aux limites

u(0, t) = u(1, t) = 0 pour t > 0. (1.11)

Le but étant de déterminer les déplacements verticaux de la corde à partir d’une confi-
guration initiale, celle-ci est donc connue : c’est une donnée. Pour cela, comme c’est une
dérivée seconde en temps qui intervient dans le modèle, nous avons besoin de connaître à
la fois sa position, ainsi que la dérivée partielle par rapport au temps 1

u(x, 0) = u0(x) et
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) pour x ∈]0, 1[. (1.12)

La donnée dans l’équation (1.12) est le couple (u0, u1) : on parle de conditions initiales.
Enfin, le fait que l’énergie soit bornée peut-être exprimé sous la forme∫ 1

0

([
∂u

∂t
(x, t)

]2

+ c(τ)2

[
∂u

∂x
(x, t)

]2
)
dx <∞ pour t > 0. (1.13)

Le domaine de calcul est ici égal à ]0, 1[×]0,+∞[ : c’est un ouvert de R2, par rapport
au couple de variables (x, t). On peut aussi choisir de calculer la solution entre un instant
initial t = 0 et un instant final T > 0, auquel cas il convient de remplacer la condition
"pour t > 0" par "pour t ∈]0, T [" dans (1.10)-(1.13). Dans ce cas, le domaine de calcul est
égal à ]0, 1[×]0, T [.

1. Pour une justification intuitive, nous renvoyons le lecteur à la dernière section.
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Remarque 1.6 Il convient de bien différencier "condition à un instant donné", de "condi-
tion aux limites en temps". Pour s’en convaincre, supposons que l’instant final T soit égal
à un dans le modèle de la corde vibrante, de solution uc. On l’a mis en équations sous la
forme (1.10)-(1.13) pour (x, t) variant dans ]0, 1[×]0, 1[. Quelles valeurs de uc connaît-on
a priori ?

uc(0, t), uc(1, t) pour t ∈]0, 1[ (cf. (1.11)), et uc(x, 0) pour x ∈]0, 1[ (cf. (1.12)).

Par contre, x 7→ uc(x, 1) est à déterminer !
Si on reprend le modèle 2D statique de la membrane élastique (1.4)-(1.6), de solution um,
il est également posé dans le domaine ]0, 1[×]0, 1[, avec cette fois la variable x = (x, y).
Quelles valeurs de um connaît-on a priori ? Celles imposées sur la frontière du domaine
par (1.5), c’est-à-dire

um(0, y), um(1, y) pour y ∈]0, 1[, et um(x, 0), um(x, 1) pour x ∈]0, 1[.

Ainsi, x 7→ um(x, 1) est connue !
Il y a donc là une différence fondamentale, due à la nature des opérateurs associés à chaque
modèle (adimensionnalisé) :

−∂
2um
∂x2

↓
− ∂2um

∂y2
vs. − ∂2uc

∂x2

↓
+
∂2uc
∂t2

.

Pour le modèle 2D instationnaire, reprenons celui de la membrane. Il s’agit de détermi-
ner des "petits" déplacements verticaux, lorsque cette membrane est soumise à une force
verticale qui dépend du temps ; soit f(x, t) la densité de force par unité de surface. Le
déplacement vertical est toujours noté u, et est lui aussi fonction de (x, t). La variable x
parcourt D et t est soit positif (t > 0), soit compris entre zéro et T (t ∈]0, T [), où l’instant
final T est fixé. D’après les équations de l’élasticité linéaire, u vérifie(

∂2u

∂t2
− c(τ)2∆2u

)
(x, t) = f(x, t) pour x ∈ D et t > 0. (1.14)

Comme la frontière ∂D est fixée, on écrit

u(x, t) = 0, pour x ∈ ∂D et t > 0. (1.15)

Les conditions initiales s’écrivent cette fois

u(x, 0) = u0(x) et
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) pour x ∈ D. (1.16)

Enfin, on exprime le fait que l’énergie soit bornée par la relation∫
D

([
∂u

∂t
(x, t)

]2

+ c(τ)2 |grad2 u(x, t)|2
)
dx <∞ pour t > 0. (1.17)

Pour un modèle 3D instationnaire, nous nous intéressons à l’acoustique d’une salle S.
Il s’agit de calculer la propagation du son engendrée par des hauts-parleurs, c’est-à-dire
les variations de pression de l’air ambiant par rapport à une pression de référence Pref .
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Figure 1.4 – Modèle 3D instationnaire : acoustique avec quatre hauts-parleurs

Précisément, c’est le déplacement de la membrane des hauts-parleurs, qui va générer ces
variations.

On note ainsi p la variation de pression par rapport à la pression de référence, qui est
"petite" par nature (nos tympans ne le supporteraient pas, dans le cas contraire !). C’est
une fonction des variables (x, t) ; la variable x = (x, y, z) parcourt S et t est soit positif,
soit dans ]0, T [, où T est fixé. Le déplacement f des membranes dépend lui aussi des va-
riables (x, t), x parcourant dans ce cas la surface des membranes, appeléeHP dans la suite.

Les équations vérifiées par p sont successivement(
∂2p

∂t2
− c2∆3p

)
(x, t) = 0 pour x ∈ S et t > 0. (1.18)

(Pas de forces volumiques dans la salle ; c est la vitesse du son dans l’air.)
Pour ce qui concerne les conditions aux limites, elles sont de deux types. Sur les membranes,
le flux de pression est supposé proportionnel au déplacement f . Ce flux est égal à ∂p/∂n =
grad3 p · n, où n est la normale unitaire sortante à S sur les membranes. Et, aux parois
de la salle, ∂S \HP , la pression est égale à Pref , soit une variation nulle.{

p(x, t) = 0, pour x ∈ ∂S \HP
∂p

∂n
(x, t) = αf, pour x ∈ HP

et t > 0. (1.19)

L’air étant au repos à l’instant initial, les conditions initiales s’écrivent cette fois

p(x, 0) = 0 et
∂p

∂t
(x, 0) = 0 pour x ∈ D. (1.20)

Enfin, l’énergie acoustique est bornée, ce qui s’écrit∫
S

([
∂p

∂t
(x, t)

]2

+ c2 |grad3 p(x, t)|
2

)
dx <∞ pour t > 0. (1.21)

Quels sont les points communs entre les trois modèles instationnaires (1.10)-(1.13), (1.14)-
(1.17) et (1.18)-(1.21) ?

— Problèmes posés dans des domaines Ωd×]0, T [ de Rd+1, d = 1, 2, 3, par rapport aux
variables (x, t) :
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1. d = 1 : corde ;

2. d = 2 : membrane ;

3. d = 3 : acoustique.

— L’opérateur intérieur est identique, pour tous les problèmes :

∂2u

∂t2
− c2∆du.

— Les conditions aux limites (à la frontière) présentées jusque là sont de deux types :

Dirichlet : condition sur la valeur de l’inconnue, id est u = · · · ;

Neumann : condition sur le flux de l’inconnue, i.e.
∂u

∂n
= · · · .

— Les conditions initiales sont toujours au nombre deux, pour l’opérateur intérieur
présenté ci-dessus : l’une sur u, et l’autre sur ∂tu, à un instant donné.

— Enfin, même propriété pour l’énergie, bornée pour tous les problèmes (voir la section
1.3 pour un résultat plus précis), pour tout t :∫

Ωd

([
∂u

∂t
(x, t)

]2

+ c2 |gradd u(x, t)|2
)
dx <∞.

— Problèmes linéaires par rapport aux données f , u0 et u1.
Pour élargir la perspective, présentons brièvement un autre type de modèle 3D instation-
naire, lui aussi basé sur le Laplacien : l’équation de la chaleur. Cette fois, on souhaite
chauffer la salle S ! Il s’agit de calculer les variations de température de l’air ambiant
par rapport à une température de référence Tref . Plus précisément, supposons que ces
variations soient le fait d’une source volumique de chaleur w. On note θ la variation de
température, "petite" (variation de quelques dizaines de degrés au plus, essentiellement au
voisinage de la source).
Les équations vérifiées par θ sont successivement(

∂θ

∂t
−∆3θ

)
(x, t) = w(x, t) pour x ∈ S et t > 0. (1.22)

Pour ce qui concerne les conditions aux limites, elles sont d’un seul type, si on suppose que
les murs, sol et plafond restent à la température de référence 2

θ(x, t) = 0, pour x ∈ ∂S et t > 0. (1.23)

Si la température est égale à Tref à l’instant initial, la condition initiale s’écrit 3

θ(x, 0) = 0 pour x ∈ S. (1.24)

2. Si de l’énergie thermique s’échappait par une ouverture, on aurait sur celle-ci une condition aux

limites du type λθ +
∂θ

∂n
= 0, avec λ > 0, appelée condition aux limites de Fourier.

3. Pour ce type d’équations, la donnée de la répartition initiale de température suffit, puisque seule une
dérivée partielle première par rapport à t intervient dans le modèle.
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Enfin, l’énergie thermique est bornée (voir la section 1.3 pour un résultat plus précis), ce
qui s’écrit ∫

S
(θ(x, t))2 dx+

∫ t

0

∫
S
|grad3 θ(x, s)|

2 dxds <∞ pour t > 0. (1.25)

Remarque 1.7 On imagine aisément le même type de problème dans une section 2D,
pour arriver cette fois à une équation de la chaleur 2D.

1.3 Classification et propriétés

Du point de vue de la terminologie, on peut classer les équations (celles qui sont défi-
nies dans l’intégralité du domaine de calcul) présentées précédemment en trois catégories.
Notons tout d’abord qu’il s’agit d’équations aux dérivées partielles ou EDP au sens
où, si u est fonction de x = (x1, · · · , xd) (et de t), les dérivées partielles de la solution u
par rapport à x1, · · · , xd (et t) apparaissent. Intéressons-nous maintenant à des modèles
dépendant de trois variables, c’est-à-dire des modèles 3D statiques, ou 2D instationnaires.
Si nous remplaçons symboliquement les dérivations partielles ∂x, ∂y, ∂z, ∂t respectivement
par un facteur X, Y , Z, T , nous arrivons aux symboles (au signe près) :

— S1 = X2 + Y 2 + Z2 pour la cavité 3D statique ;
— S2 = X2 + Y 2 − T 2 pour la membrane 2D instationnaire ;
— S3 = X2 + Y 2 − T pour l’équation de la chaleur 2D.

Si nous supposons que S1, S2 et S3 sont des constantes (positive pour S1), on a successi-
vement l’équation d’une ellipse (ici une sphère), d’un hyperboloïde de révolution, et enfin
d’un paraboloïde de révolution. C’est pourquoi, on parle :

— d’EDP elliptique pour qualifier les problèmes statiques de la section 1.1 ;
— d’EDP hyperbolique pour qualifier les problèmes instationnaires de la section

1.2, faisant intervenir une dérivée partielle seconde par rapport au temps (corde,
membrane, acoustique) ;

— d’EDP parabolique pour qualifier les problèmes instationnaires de la section 1.2,
faisant intervenir une dérivée partielle première par rapport au temps (équations de
la chaleur).

Cette terminologie, outre son aspect pratique (classification des EDP en trois catégories),
revêt une importance fondamentale, lorsqu’il s’agit d’étudier les propriétés de leurs solu-
tions respectives. En effet, on peut vérifier, que deux solutions d’EDP d’une même classe
possèdent un certain nombre de propriétés identiques. Donnons-en quelques exemples, d
parcourant {1, 2, 3}. L’énoncé des résultats est parfois vague (mais c’est volontaire !), et le
lecteur est invité à consulter [11, 2] pour les résultats précis et les preuves qui les accom-
pagnent.

Commençons par les problèmes elliptiques

−∆du = f sur Ωd, u = g sur ∂Ωd. (1.26)

(Ici, nous considérons que la condition aux limites sur la frontière ∂Ωd peut être non-
constante.)
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Théorème 1.8 (Principe de positivité) Supposons que f et g soient positives, respec-
tivement sur Ωd et ∂Ωd. Alors la solution u du problème (1.26) est positive sur Ωd.

Théorème 1.9 (Existence et unicité de la solution) Le problème (1.26) admet une
solution et une seule x 7→ u(x) sur le domaine Ωd, qui dépend continûment des données f
et g.

Remarque 1.10 On note que si f et g sont nulles, l’unicité de la solution impose que
u = 0.

Poursuivons par les problèmes hyperboliques
∂2u

∂t2
− c2∆du = f sur Ωd×]0, T [, u = 0 sur ∂Ωd×]0, T [,

u|t=0 = u0,
∂u

∂t
|t=0 = u1 sur Ωd.

(1.27)

Dans ce cas, on peut établir une égalité d’énergie, en introduisant l’énergie associée à la
solution u, somme d’une énergie cinétique et d’une énergie potentielle :

E(t) =
1

2

∫
Ωd

([
∂u

∂t
(x, t)

]2

+ c2 |gradd u(x, t)|2
)
dx. (1.28)

Théorème 1.11 (Egalité d’énergie) A tout instant t (0 < t < T ), l’énergie vérifie la
relation

E(t) =

∫ t

0

∫
Ωd

(f
∂u

∂t
)(x, s) dxds+ E(0). (1.29)

Ainsi, lorsque la source volumique est nulle, alors l’énergie est conservée au cours du temps.

Corollaire 1.12 (Caractère conservatif) Supposons que f = 0 dans (1.27).
Pour t (0 < t < T ), on a l’égalité

E(t) = E(0). (1.30)

Théorème 1.13 (Existence et unicité de la solution) Le problème (1.27) admet une
solution et une seule (x, t) 7→ u(x, t) sur le domaine Ωd×]0, T [, qui dépend continûment
des données f , u0 et u1.

Finissons par les problèmes paraboliques

∂u

∂t
−∆du = f sur Ωd×]0, T [, u = 0 sur ∂Ωd×]0, T [, u|t=0 = u0 sur Ωd. (1.31)

(Ici, nous considérons que la condition initiale sur Ωd peut être quelconque.)
Dans ce cas, on peut également établir une égalité d’énergie.

Théorème 1.14 (Egalité d’énergie) A tout instant t (0 < t < T ), la solution u du
problème (1.31) vérifie la relation

1

2

∫
Ωd

(u(x, t))2 dx+

∫ t

0

∫
Ωd

|gradd u(x, s)|2 dxds =

∫ t

0

∫
Ωd

(fu)(x, s) dxds

+
1

2

∫
Ωd

(u0(x))2 dx.(1.32)
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Si de plus la source volumique est nulle, alors la norme de la solution décroît au cours du
temps.

Corollaire 1.15 (Caractère dissipatif) Supposons que f = 0 dans (1.31).

Pour t1 et t2 tels que 0 ≤ t1 < t2 < T et
∫

Ωd

(u(x, t1))2 dx 6= 0, on a l’inégalité stricte

∫
Ωd

(u(x, t2))2 dx <

∫
Ωd

(u(x, t1))2 dx. (1.33)

Théorème 1.16 (Décroissance exponentielle) Supposons que f = 0 dans (1.31).
Il existe une constante λ > 0 indépendante de T telle que, pour tout t de [0, T [,∫

Ωd

(u(x, t))2 dx ≤ e−λt
∫

Ωd

(u0(x))2 dx. (1.34)

Théorème 1.17 (Existence et unicité de la solution) Le problème (1.31) admet une
solution et une seule (x, t) 7→ u(x, t) sur le domaine Ωd×]0, T [, qui dépend continûment
des données f et u0.

Définition 1.18 Lorsqu’un problème admet une solution et une seule, qui de plus dépend
continûment des données, on dit qu’il est bien posé.

Pour conclure cette courte section sur la classification, notons qu’il existe bien d’autres
modèles (avec ou sans Laplacien !), qui font partie d’une de ces trois classes. Nous exami-
nons ci-dessous les équations de Maxwell en milieu hétérogène, ainsi que les équations de
la diffusion neutronique.

Commençons par les équations de Maxwell dans la cavité 3D introduite à la section
précédente, extérieure à un ensemble de conducteurs parfaits. Elles s’écrivent sous la forme
bien connue suivante, composée des relations d’Ampère, de Faraday, de Gauss et de l’ab-
sence de monopoles magnétiques libres :

ε
∂E

∂t
− rot(µ−1B) = −J sur C×]0, T [,

∂B

∂t
+ rotE = 0 sur C×]0, T [,

div(εE) = ρ sur C×]0, T [,

divB = 0 sur C×]0, T [.

Ci-dessus, ε et µ sont respectivement la permittivité électrique et la perméabilité magnéti-
que du milieu, et elles peuvent dépendre de la position x. Elles sont à valeurs strictement
positives, et uniformément bornées inférieurement et supérieurement par des nombres stric-
tement positifs. Les opérateurs différentiels rotationnel rot et divergence div sont définis
par

rotv = (
∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3
)e1 + (

∂v1

∂x3
− ∂v3

∂x1
)e2 + (

∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2
)e3, div v =

3∑
k=1

∂vk
∂xk

.
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Les données sont J et ρ, respectivement les densités de courant et de charge. Les inconnues
sont E le champ électrique, et B, l’induction magnétique : (E,B) est le champ électro-
magnétique à déterminer. Qui plus est, on suppose connue la valeur initiale du champ,
puisque des dérivées partielles premières par rapport au temps interviennent dans notre
modèle. On écrit :

E|t=0 = E0, B|t=0 = B0 sur C.

Sur la frontière de la cavité, on a la relation

E × n = 0, sur ∂C×]0, T [,

qui stipule que les composantes tangentielles du champ électrique E s’annulent sur la
frontière à tout instant (ci-dessus, n est un vecteur normal unitaire sortant à la frontière
de la cavité.)
Et l’énergie électromagnétique est bornée, ce qui s’écrit∫

C

(
ε(x) |E(x, t)|2 +

1

µ(x)
|B(x, t)|2

)
dx <∞ pour t > 0. (1.35)

Sous réserve que les densités de charge et de courant ρ et J vérifient la relation de conser-
vation de la charge

∂ρ

∂t
+ divJ = 0,

ce modèle est bien posé (les données sont E0, B0, ρ et J). Par ailleurs, on peut prouver
qu’il est de type hyperbolique.

Dans un milieu homogène, on peut simplifier ces équations : prenons l’exemple du vide.
On rappelle que si µ0 est la perméabilité magnétique du vide, alors c, la vitesse de la
lumière, satisfait à c2ε0µ0 = 1.

∂E

∂t
− c2 rotB = − 1

ε0
J sur C×]0, T [,

∂B

∂t
+ rotE = 0 sur C×]0, T [,

divE =
1

ε0
ρ sur C×]0, T [,

divB = 0 sur C×]0, T [.

La relation de Gauss est souvent appelée relation de Coulomb dans le cas homogène.

Poursuivons par les équations de la diffusion neutronique. Dans un réacteur nucléaire,
que l’on décrira par un ouvert R ∈ R3, la densité de neutrons dépend de 7 variables :
le temps t ∈ R+, l’énergie des neutrons E ∈ R+, leur direction des vitesses Ω ∈ S2 (S2

représente la sphère unité) et leur position x ∈ R3. Elle est régie par l’équation de transport
des neutrons (qui est une équation intégro-différentielle de type hyperbolique), similaire à
l’équation de Boltzmann [15], et dont on ne connaît en général pas de solution explicite. En
raison du grand nombre de variable, la version discrète de cette équation est très coûteuse
à résoudre. C’est pourquoi on s’intéresse à l’approximation la plus simple de l’équation
de transport de neutrons, obtenue en intégrant l’équation de transport sur la variable Ω.



22

Dans le cas où l’on fait l’intégration également sur la variable énergétique E, on obtient
l’équation suivante (qui est une EDP parabolique), appelée équation cinétique de diffusion
neutronique 4 :

1

|v|
∂φ

∂t
− div k gradd φ+ σaφ = νσfφ+ S sur R×]0, T [. (1.36)

La grandeur d’intérêt φ(x, t) est appelée par les neutroniciens le flux scalaire de neutrons,
et est une quantité positive. k(x, t) est appelé coefficient de diffusion, σa(x, t) est la section
efficace macroscopique d’absorption des neutrons, σf (x, t) la section efficace macroscopique
de fission des neutrons, et ν, le nombre moyen de neutrons émis par fission. La donnée
S(x, t) représente une possible source externe de neutrons. On suppose de plus que les
coefficients et la source sont tels que :∫

R
(φ(x, t))2 dx <∞ et

∫
R
|gradd φ(x, t)|2 dx <∞ pour tout t > 0.

A cette équation, on doit bien sûr adjoindre une condition initiale : φ(x, 0) = φ0(x) sur
R, ainsi que des conditions aux limites sur ∂R. La condition aux limites de Robin permet
de modéliser le fait que la frontière du domaine d’étude n’est pas totalement absorbante 5.
Elle s’écrit :

φ+ αk
∂φ

∂n
= 0 sur ∂R,

où k ∂φ/∂n = k gradd φ · n, avec α ∈ R+.
L’opérateur div k gradd est appelé Laplacien généralisé, car lorsque k est constant dans R,
on a : div k gradd · = k∆ ·. Concernant la neutronique, en général k (ainsi que les autres
coefficients) est constant ou polynômial par morceaux.

1.4 Problèmes aux valeurs propres et problèmes station-
naires

Pour aborder cette dernière section, reprenons le modèle de la membrane 2D instation-
naire (1.14)-(1.17), et posons-nous cette question :
Est-ce que la membrane est "stable", pour f dépendant du temps donnée ?
Ou bien, de façon équivalente :
Peut-on s’assurer que les déplacements verticaux restent "petits" ?

A cette question, on peut apporter deux types de réponses :
— L’une, a posteriori, consiste en la simulation numérique du comportement de la

membrane, issue de la discrétisation de (1.14)-(1.17). Voir le chapitre 2 pour cette
approche.

— L’autre, qui consiste en la décomposition du modèle (1.14)-(1.17) en une série de
problèmes aux valeurs propres, puis en une étude a priori.

4. l’équation peut aussi être homogénéisée en espace, c’est pourquoi on considère désormais R ∈ Rd
5. dans le cas de l’équation de la chaleur, la même condition aux limites est plutôt appelée condition

aux limites de Fourier
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C’est cette seconde approche que nous allons utiliser ci-après. En effet, il est possible
(consulter par exemple [2]) de décomposer la solution u(x) de (1.14)-(1.17) selon

u(x, t) =
∑
k∈N

αk(t)uk(x). (1.37)

La somme est infinie 6, puisqu’elle porte sur tout nombre naturel k positif. Pour chaque
k ∈ N, uk est solution d’un problème statique 2D aux valeurs propres : on doit
déterminer x 7→ uk(x) et λk > 0 tels que

− c2∆2uk = λkuk sur D, uk = 0 sur ∂D. (1.38)

Les éléments du couple (uk, λk) sont respectivement appelés mode propre de la mem-
brane, et valeur propre associée λk. Pour des raisons pratiques qui vont apparaître im-
médiatement, nous introduisons la pulsation propre ωk, égale à

√
λk. On décompose

également f , u0 et u1, sous la forme

f(x, t) =
∑
k∈N

fk(t)uk(x), um(x) =
∑
k∈N

αmk uk(x), m = 0, 1. (1.39)

On trouve donc∑
k∈N

(
α′′k(t) + λkαk(t)− fk(t)

)
uk(x) = 0 pour (x, t) ∈ D×]0, T [, (1.40)∑

k∈N

(
αk(0)− α0

k

)
uk(x) = 0, pour x ∈ D, (1.41)∑

k∈N

(
α′k(0)− α1

k

)
uk(x) = 0 pour x ∈ D. (1.42)

Ainsi, une fois (uk)k∈N connus, il est équivalent de résoudre (1.14)-(1.17), ou la série (k ∈ N)
d’équations différentielles ordinaires (EDO) :

α′′k(t) + ω2
kαk(t) = fk(t), pour t ∈]0, T [, αk(0) = α0

k, α
′
k(0) = α1

k. (1.43)

Fixons k.
La solution générale (fk = 0) de l’EDO correspondante est de la forme

αGk (t) = Ak sin(ωkt) +Bk cos(ωkt).

A l’aide des deux conditions initiales, on peut déterminer les valeurs de Ak et Bk, pour
arriver à

αGk (t) =
α1
k

ωk
sin(ωkt) + α0

k cos(ωkt), pour t ∈]0, T [.

Remarque 1.19 On comprend, à la suite de ce calcul, pourquoi deux conditions initiales
sont nécessaires pour un problème faisant intervenir une dérivée partielle seconde par rap-
port au temps. De façon similaire, on trouverait qu’une condition initiale suffit, pour un
problème comprenant uniquement une dérivée partielle première par rapport au temps.

6. Par définition uk 6= 0, ∀k ∈ N.
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On peut facilement vérifier qu’une solution particulière (α0
k = α1

k = 0) de l’EDO est de la
forme

αPk (t) =
1

ωk

∫ t

0
sin(ωk(t− s))fk(s) ds.

Ainsi, la solution complète de l’EDO s’écrit

αk(t) =
α1
k

ωk
sin(ωkt) + α0

k cos(ωkt) +
1

ωk

∫ t

0
sin(ωk(t− s))fk(s) ds, pour t ∈]0, T [. (1.44)

La solution de l’EDP instationnaire modélisant la membrane est finalement égale à

u(x, t) =
∑
k∈N

{
α1
k

ωk
sin(ωkt) + α0

k cos(ωkt)

+
1

ωk

∫ t

0
sin(ωk(t− s))fk(s) ds

}
uk(x), pour (x, t) ∈ D×]0, T [. (1.45)

Conclusion : les déplacements verticaux de la membrane sont donc "petits" si, et seulement
si, tous les coefficients entre accolades (les (αGk + αPk )(t)) sont eux-mêmes "petits", pour t
variant de 0 à T .
Or, l’amplitude des deux premiers termes – dont la somme est égale à αGk (t) – ne dépend
que de α0

k et α1
k/ωk, et est par voie de conséquence indépendante de t : ils sont donc "pe-

tits" si, et seulement si, les données initiales le sont ! Ceci est intuitif...
Qu’en est-il du troisième et dernier terme, αPk (t) ? La réponse est moins immédiate... Consi-
dérons une "petite" sollicitation, prenant la forme simple

f(x, t) = fl(t)ul(x), avec fl(t) = µl cos(ωt),

pour une pulsation ω ≥ 0 et l donné. Le fait que la sollicitation soit "petite" revient à
supposer que µl 6= 0 est "petit". Que valent les coefficients (αPk )k∈N ? Si k 6= l, αPk = 0.
Par contre, si k = l, deux situations peuvent se produire. En effet, en calculant l’intégrale
qui détermine ce coefficient, on arrive à deux résultats différents :

si ω 6= ωl : αPl (t) =
µl
2ωl

{
1

ω − ωl
+

1

ω + ωl

}
(cos(ωlt)− cos(ωt)) ; (1.46)

si ω = ωl : αPl (t) =
µl
2ωl

t sin(ωlt). (1.47)

Ainsi, si ω = ωl, l’amplitude des oscillations croît linéairement avec t – on parle de réso-
nance – et il n’y a aucune chance que les déplacements verticaux restent "petits" dans ce
cas. Si par contre ω est différent (mais proche) de ωl, le terme de plus grande amplitude
est

1

ω − ωl

[
µl
2ωl

(cos(ωlt)− cos(ωt))

]
.

L’amplitude peut donc être "grande" si |ω − ωl| est "petit".

Bref, ce qui compte avant tout, pour une réponse a priori, c’est de déterminer les valeurs
propres (λk)k∈N ainsi que les modes propres associés, solution des problèmes aux valeurs
propres (1.38), avec la condition∫

C
|grad2 uk(x)|2 dx <∞.
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A partir de là, on choisira la pulsation ω de la sollicitation f aussi "éloignée" que possible
des (

√
λk)k∈N. En particulier, il sera très intéressant de déterminer avec précision la plus

petite valeur ωmin = mink
√
λk, puisqu’un choix de ω dans ]0, ωmin[ permettra à coup sûr

d’éviter les résonances.

Abordons brièvement, pour clore cette section, la notion de problème stationnaire.
Pour l’obtenir, il suffit de considèrer un problème dépendant du temps t, pour lequel la
dépendance par rapport à t est connue explicitement : oscillations forcées en sin(νt) ou
cos(νt) avec ν 6= 0, par exemple. On peut alors remplacer la dérivation par rapport au
temps par une multiplication par −ν2, pour aboutir à un problème du type

− ν2u− c2∆2u = g sur D, u = 0 sur ∂D. (1.48)

Il n’y a plus de condition initiale, puisque la résolution de (1.48) permet, par multiplication
par le coefficient de dépendance en temps, de déterminer complètement la solution.

La différence avec le problème aux valeurs propres (1.38) tient en deux points :
— la valeur de ν est connue, alors qu’ωk est une inconnue du problème (1.38) ;
— il y a un second membre g a priori non nul dans (1.48).



Chapitre 2

La méthode des différences finies

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de discrétisation numérique. L’introduc-
tion de celle-ci nous permet de calculer des approximations des solutions d’EDP statiques
ou instationnaires. On étudie le calcul du déplacement transversal d’un fil ou d’une poutre,
puis le déplacement vertical d’une membrane élastique et enfin le potentiel électrostatique.
Comme on le verra, à ces trois problèmes correspondent des approximations différentes,
puisque les modèles dont ils sont issus sont respectivement posés dans R, R2 et R3. Néan-
moins, la technique d’approximation retenue, appelée méthode des différences finies,
reste la même pour ces trois problèmes. En outre, nous expliquons comment on peut utili-
ser cette technique d’approximation pour des problèmes à coefficients variables. A la fin du
chapitre, nous verrons comment cette méthode de discrétisation peut aussi être appliquée
aux problèmes dépendant du temps.

2.2 Problèmes monodimensionnels

Dans cette section, nous considérons tout d’abord le problème modèle 1D, cf. §1.1. On
considère ensuite un modèle plus général 1D, avec des coefficients variables.

2.2.1 Fil ou poutre

Soit donc un fil tendu entre ses extrémités, ou une poutre, appuyée en ses extrémités,
situées en 0 et 1. On suppose qu’il ou elle est soumis à une force extérieure transverse (telle
que son poids, dans le cas du fil pesant). On note f : x 7→ f(x) la densité linéique des
forces appliquées, et u : x 7→ u(x) le déplacement transversal induit, que l’on cherche à
approcher numériquement. Nous avons admis que les équations de l’élasticité linéaire mo-
nodimensionnelles (1D) normalisées permettent de modéliser correctement le phénomène.
Rappelons-en la forme :

− u′′(x) = f(x) sur ]0, 1[, u(0) = u(1) = 0, (2.1)

26
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composée d’une équation différentielle ordinaire et de conditions aux limites de Dirichlet.
Dans le cas particulier où f ≡ 1, la solution est égale à

u0(x) =
1

2
x(1− x). (2.2)

Ce résultat élémentaire sera utile par la suite...

2.2.2 Schéma aux différences finies 1D

On suppose que la solution u est de classe C4([0, 1]) ou, ce qui est équivalent, que
la donnée f est de classe C2([0, 1]). Pour déterminer une méthode d’approximation de
l’équation aux dérivées partielles (2.1) (ça n’est pas la seule !), on utilise la

Proposition 2.1 On suppose que u ∈ C4([0, 1]). Soient x ∈]0, 1[ et h tel que [x−h, x+h] ∈
[0, 1]. Alors

∃θ ∈]− 1, 1[ tel que − u′′(x) =
−u(x− h) + 2u(x)− u(x+ h)

h2
+
h2

12
u(4)(x+ θ h). (2.3)

Démonstration : On utilise la formule de Taylor-Mac Laurin.

∃θ− ∈]− 1, 0[ | u(x− h) = u(x)− hu′(x) +
h2

2
u′′(x)− h3

6
u′′′(x) +

h4

24
u(4)(x+ θ− h)

∃θ+ ∈]0, 1[ | u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +
h2

2
u′′(x) +

h3

6
u′′′(x) +

h4

24
u(4)(x+ θ+ h).

On somme les deux égalités, pour trouver

−u′′(x) =
−u(x− h) + 2u(x)− u(x+ h)

h2
+
h2

24
(u(4)(x+ θ− h) + u(4)(x+ θ+ h)).

Pour arriver à l’expression annoncée, il faut se souvenir du théorème des valeurs inter-
médiaires. Il permet, puisque u(4) est continue, de remplacer les deux termes en u(4) par
2u(4)(x + θ h), mais avec un paramètre θ appartenant à [θ−, θ+], donc à ] − 1, 1[ comme
annoncé. �

Remarque 2.2 Le premier terme de (2.3) est une bonne approximation de −u′′(x), sous
réserve que h est petit. En effet, comme on a la relation −u(4) = f ′′, on sait que∣∣∣∣h2

12
u(4)(x+ θ h)

∣∣∣∣ ≤ Cf,2
12

h2, avec Cf,2 = sup
x∈[0,1]

|f ′′(x)|.

Ce résultat simple fournit une méthode de discrétisation et d’approximation de l’équa-
tion de départ (2.1) ; on parle souvent de schéma numérique de discrétisation. Le terme
différences finies provient quant à lui de l’expression (2.3) : on remplace une dérivée,
qui est par définition la limite d’un taux de variation, par un taux de variation, dont le
dénominateur conserve une valeur finie non nulle (ici h2 pour une dérivée seconde). En
pratique, comment procède-t-on ?
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Pour commencer, on choisit N ∈ N, et on fixe h =
1

N + 1
. Remarquons tout de suite

que pour avoir une "bonne" approximation de u′′(x), il convient que h soit petit. Ceci
signifie que N est un paramètre de discrétisation qui aura vocation à devenir "grand", lors
de la réalisation des expériences numériques.

Nous allons construire une méthode qui permet d’approcher la valeur de u aux points
xi = ih, pour i ∈ {0, 1, · · · , N + 1}, par des nombres, notés (ui)0≤i≤N+1. Puisque u est
approchée en deux points consécutifs distants de h, on appelle h le pas de discrétisation.

0 1

h x3 = 0.6

Figure 2.1 – Le segment découpé (N = 4, h = 0.2)

Remarque 2.3 Comme on sait que u(0) = u(1) = 0, on choisira toujours comme ap-
proximation u0 = uN+1 = 0 !

On définit fi = f(xi), pour i ∈ {1, · · · , N}, et on considère l’ensemble des équations

−ui−1 + 2ui − ui+1

h2
= fi, 1 ≤ i ≤ N, avec u0 = uN+1 = 0. (2.4)

Chaque équation faisant intervenir trois nombres parmi (ui)i, on parle de schéma à trois
points.

•
i− 1

•i •
i+ 1

Figure 2.2 – Le schéma aux différences finies à trois points

NB. Noter la similitude entre (2.4) d’une part, et (2.3) et (2.1) en x = xi, d’autre part.

2.2.3 Système linéaire pour les différences finies 1D

Si on appelle u (resp. f) le vecteur de RN de composantes (ui)1≤i≤N (resp. (fi)1≤i≤N ),
on peut réécrire le système (2.4) sous la forme vectorielle équivalente

A1 u = f, avec A1 =
1

h2



2 −1 0 . . . 0

−1 2 −1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . −1

0 . . . 0 −1 2


∈ RN×N . (2.5)



29

Par construction, la matrice 7 A1 est
- tridiagonale, c’est-à-dire que tous les termes non nuls sont regroupés sur trois dia-
gonales ;

- symétrique, puisque (A1)i,j = (A1)j,i, pour 1 ≤ i, j ≤ N .

Il convient maintenant de vérifier qu’il existe une solution u unique de (2.5). Qui plus est,
est-il possible de calculer et majorer l’erreur commise ? C’est l’objet des résultats ci-dessous.
Tout d’abord, nous allons vérifier que la matrice A1 est inversible. Outre l’obtention de
l’existence et de l’unicité de u, ceci nous permettra de construire une formule explicite, ex-
primant l’erreur commise en fonction des données du problème. Par ailleurs, pour exploiter
cette formule, c’est-à-dire pour majorer l’erreur, nous allons étudier les caractéristiques de
l’inverse A−1

1 .

Définition 2.4 Un vecteur v de RN est dit positif lorsque vi ≥ 0, ∀1 ≤ i ≤ N .
Une matrice A de RN×N est dite positive lorsque Ai,j ≥ 0, ∀1 ≤ i, j ≤ N .
Une matrice A de RN×N est dite monotone lorsqu’elle est inversible, d’inverse positive.

Avant de nous intéresser au cas particulier de la matrice issue du schéma à trois points,
donnons une caractérisation simple des matrices monotones.

Proposition 2.5 Une matrice A de RN×N est monotone si, et seulement si, on a l’inclu-
sion

{v ∈ RN : Av ≥ 0} ⊂ {v ∈ RN : v ≥ 0}. (2.6)

Démonstration : Supposons que A est monotone.
Soit v tel que Av ≥ 0, alors v = A−1(Av) et, pour 1 ≤ i ≤ N , vi =

∑
j(A
−1)i,j(Av)j ≥ 0,

puisque (A−1)i,j et (Av)j sont positifs par hypothèse. Ainsi v ≥ 0, et l’inclusion (2.6) est
vérifiée.

Réciproquement, si l’inclusion est satisfaite, montrons tout d’abord que A est inversible.
Soit donc v tel que Av = 0 : on a Av ≥ 0 et A(−v) ≥ 0, ce qui implique v ≥ 0 et (−v) ≥ 0,
i.e. v = 0, d’où l’inversibilité.
Sachant que A−1 existe, étudions sa positivité...
On note (ei)i la base orthonormale canonique de RN . Alors les fi = A−1ei, pour i variant
de 1 à N , sont les vecteurs colonnes de A−1. On a bien sûr ei = Afi, et l’inclusion (2.6)
permet d’affirmer que fi est positif, puisque ei l’est. En d’autres termes, tous les éléments
de A−1 sont positifs.
En conclusion, la matrice A est monotone. �

Proposition 2.6 La matrice A1 correspondant à (2.5) est monotone.

Démonstration : Pour prouver que A1 est monotone, on reprend la proposition 2.5. Soit
v tel que A1v ≥ 0, et vk = min1≤i≤N vi (ou, de façon équivalente, vk ≤ vi, ∀i). Le but est
d’arriver à l’inégalité vk ≥ 0. On a

2v1 − v2 ≥ 0
−vi−1 + 2vi − vi+1 ≥ 0, 2 ≤ i ≤ N − 1
−vN−1 + 2vN ≥ 0

.

7. En règle générale, on écrira les matrices issues de la discrétisation par différences finies en caractères
ombrés majuscules.
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Si vk = v1, on trouve
vk ≥ v2 − vk ≥ 0.

De même si vk = vN .

Si k ∈ {2, · · · , N − 1}, on trouve cette fois

(vk − vk−1) + (vk − vk+1) ≥ 0.

Or, vk ≤ vk−1 et, de même, vk ≤ vk+1. On a donc (vk − vk−1) + (vk − vk+1) ≤ 0, ce qui
donne

vk−1 = vk+1 = vk !

Par récurrence, on arrive facilement à v1 = · · · = vk−1 = vk = vk+1 = · · · = vN . Et la
première (ou la dernière) équation donne à nouveau vk ≥ 0. �

NB. Dans le corps de la preuve, on a obtenu l’inclusion
{v ∈ RN : vi = λ, 1 ≤ i ≤ N, λ ∈ R+} ⊂ {v ∈ RN : A1v ≥ 0}.

Exercice 2.1 Déduire de la proposition précédente un principe de positivité pour le pro-
blème (2.5), homologue discret du principe général énoncé au théorème 1.8 (avec donnée
nulle sur la frontière).

2.2.4 Erreur pour les différences finies 1D

Comme A1 est monotone, elle est en particulier inversible : c’est cette propriété que
nous allons utiliser maintenant, pour déterminer l’erreur commise. Soit e le vecteur de RN
dont les composantes sont égales à ei = ui − u(xi), pour i variant de 1 à N . Comme pour
u, on adopte la convention e0 = eN+1 = 0 (justifiée par le fait que u(0) = u(1) = 0, et
u0 = uN+1 = 0 !). Sachant que u (resp. u) est solution de l’équation (2.1) (resp. (2.5)), on
a alors, d’après (2.3), pour i compris entre 1 et N :

(A1e)i =
−ei−1 + 2ei − ei+1

h2
= (A1u)i −

−u(xi−1) + 2u(xi)− u(xi+1)

h2

= f(xi)−
−u(xi − h) + 2u(xi)− u(xi + h)

h2
= f(xi) + u′′(xi) +

h2

12
u(4)(xi + θi h)

=
h2

12
u(4)(xi + θi h) =

h2

12
f ′′(xi + θi h), avec θi ∈]− 1, 1[.

Dans l’esprit de la remarque 2.2, on introduit le vecteur ε de RN , dont les composantes

sont égales à εi = (A1e)i =
h2

12
f ′′(xi + θi h), pour i variant de 1 à N , et dont la norme

est telle que ‖ε‖∞ ≤
h2

12
Cf,2 par construction. On en déduit alors l’expression de l’erreur

commise
e = A−1

1 ε. (2.7)

Pour poursuivre, utilisons le fait que tous les éléments de A−1 sont positifs. En reprenant
l’expression de l’erreur (2.7), on peut alors écrire

|ei| = |
∑
j

(A−1
1 )i,jεj | ≤

∑
j

(A−1
1 )i,j |εj | ≤

∑
j

(A−1
1 )i,j‖ε‖∞ ≤

h2

12
Cf,2

∑
j

(A−1
1 )i,j . (2.8)
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Pour finalement arriver à une majoration de l’erreur commise, il suffit de majorer
∑

j(A
−1
1 )i,j

dans (2.8), pour 1 ≤ i ≤ N .

Proposition 2.7 La somme des éléments de chaque ligne de A−1
1 est inférieure ou égale

à 1/8.

Démonstration : On remarque que
∑

j(A
−1
1 )i,j =

∑
j(A
−1
1 )i,jδj , sous réserve que δj = 1,

pour tout j.
A quoi correspond le vecteur δ ainsi construit ? On pose u0 = A−1

1 δ, soit A1u0 = δ.
δ joue le rôle d’un second membre de (2.5). Il correspond de fait à f ≡ 1, ce qui nous
renvoie à la solution u0 de (2.2). Or, dans ce cas très particulier,

−u0
′′(x) =

−u0(x− h) + 2u0(x)− u0(x+ h)

h2
, ∀x ∈]0, 1[, ∀h t. q. [x− h, x+ h] ⊂ [0, 1].

Ainsi, u0 tel que (u0)i = u0(xi) vérifie

A1u0 = δ, soit u0 = A−1
1 δ, ou

∑
j

(A−1
1 )i,j = u0(xi), 1 ≤ i ≤ N.

Et supx∈[0,1] u0(x) = u0(1/2) = 1/8, ce qui permet de conclure. �

On a donc démontré le

Théorème 2.8 Lorsque la solution u est de classe C4([0, 1]), l’erreur est telle que

‖e‖∞ ≤
h2

96
sup
x∈[0,1]

|f ′′(x)|. (2.9)

En conclusion, l’erreur "ponctuelle" tend uniformément vers 0 comme h2.
NB. Lorsque h décroît, N croît en proportion inverse. Bref, l’erreur maximale décroît

selon le carré de h, alors que le nombre d’inconnues croît en 1/h...

Ceci étant, cette estimation dépend de la régularité de u (ou, ce qui revient au même
dans le cas 1D, de celle de f). Que se passe-t-il si la solution u ou, ce qui est équivalent, la
donnée f sont moins régulières ?

Théorème 2.9 Lorsque la solution u est de classe C2([0, 1]), l’erreur est telle que

lim
h→0+

‖e‖∞ = 0. (2.10)

Démonstration : On introduit à nouveau le vecteur ε, de composantes εi = (A1e)i.
D’après les résultats portant sur la matrice A1 (propositions 2.6 et 2.7), il suffit de prouver
que ‖ε‖∞ → 0, lorsque h tend vers 0, c’est-à-dire :

∀η > 0, ∃hη > 0, 0 < h < hη ⇒ ‖ε‖∞ < η.

(Bien évidemment, A1, e et ε dépendent de h, mais la dépendance est sous-entendue, no-
tamment dans l’inégalité ci-dessus.)
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Lorsque l’on sait simplement que f est continue, il n’est plus possible d’obtenir une
expression des composantes (εi)i en fonction de la dérivée seconde f ′′... Mais tout n’est
pas perdu ! Comme u est de classe C2([0, 1]), on peut donc écrire, à l’aide de la formule de
Taylor-Mac Laurin, les égalités

∃θ− ∈]− 1, 0[ tel que u(x− h) = u(x)− hu′(x) +
h2

2
u′′(x+ θ− h)

∃θ+ ∈]0, 1[ tel que u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +
h2

2
u′′(x+ θ+ h).

On en déduit que, pour i variant de 1 à N ,

εi = f(xi) +
1

2

(
u′′(xi + θ− h) + u′′(xi + θ+ h)

)
= f(xi)−

1

2

(
f(xi + θ− h) + f(xi + θ+ h)

)
.

Or, f étant continue sur le segment [0, 1], elle est uniformément continue. Ce que l’on peut
exprimer mathématiquement sous la forme :

∀η > 0, ∃hη > 0, ∀x, y ∈ [0, 1], |x− y| < hη ⇒ |f(x)− f(y)| < η.

Or, si h ∈]0, hη[, on a |xi − (xi + θ± h)| < hη, d’où |εi| < η, pour tout i : par voie de
conséquence, ‖ε‖∞ < η. On en conclut finalement que, pour tout h dans ]0, hη[, on a
l’inégalité

‖e‖∞ <
η

8
.

�

Sur cet exemple simple, on constate donc que la méthode des différences finies convergera
a priori d’autant mieux que la solution du problème initial est régulière. Il est à noter, et
c’est un point très important, que l’on retrouve effectivement ce type de comportement
lorsque l’on réalise des expériences numériques...

Pour résoudre le système linéaire (2.5), nous allons établir une autre propriété concer-
nant la matrice A1, qui nous permettra d’utiliser les algorithmes étudiés aux chapitres 5
et 6 :

— méthode de Cholesky (chapitre 5) ;
— méthodes de Jacobi ou de Gauss-Seidel, puisque A1 est tridiagonale (chapitre 6).

Définition 2.10 Une matrice A de RN×N est dite définie-positive lorsque (Av, v) > 0,
∀v ∈ RN \ {0}.

Notons tout de suite le résultat général ci-dessous.

Proposition 2.11 Toute matrice définie-positive A de RN×N est inversible.

Démonstration : En effet, Av = 0 =⇒ (Av, v) = 0 =⇒ v = 0. �

Proposition 2.12 La matrice A1 de (2.5) est symétrique définie-positive.
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Démonstration : Nous avons déjà remarqué que la matrice A1 est symétrique.
Il reste à vérifier qu’elle est définie-positive. On applique la définition, en formant le produit
scalaire h2(A1v, v), pour un vecteur v de RN quelconque :

h2(A1v, v) = h2
N∑
i=1

(A1v)ivi

= (2v1 − v2)v1 +
N−1∑
i=2

(−vi−1 + 2vi − vi+1)vi + (−vN−1 + vN )vN

= 2

N∑
i=1

vi
2 − 2

N−1∑
i=1

vivi+1 = v1
2 + vN

2 +

N−1∑
i=1

(
vi

2 − 2vivi+1 + vi+1
2
)

= v1
2 + vN

2 +

N−1∑
i=1

(vi − vi+1)2 .

Ainsi, (A1v, v) ≥ 0. De plus,(A1v, v) = 0 entraîne que v1 = vN = 0, et vi = vi+1, pour
i = 1, · · · , N − 1. On en déduit par récurrence que vi = 0, pour i = 2, · · · , N − 1, et donc
v = 0. �

2.2.5 Extension au Laplacien généralisé 1D

On s’intéresse ici à la généralisation de (2.1), à savoir

− (ku′)′(x) + qu(x) = f(x) sur ]a, b[, u(a) = ua, u(b) = ub. (2.11)

Ci-dessus, k et q sont des coefficients qui peuvent dépendre de x. Nous expliquons ci-
dessous les similitudes et différences avec le cas du Laplacien (k = 1, q = 0 et ua = ub = 0,
avec a = 0, b = 1). Pour débuter, on construit le schéma d’approximation en deux étages,
grâce à la proposition suivante qui repose encore une fois sur l’utilisation de la formule de
Taylor-Mac Laurin.

Proposition 2.13 On suppose que v ∈ C3([0, 1]). Soient x ∈]0, 1[ et h′ tel que [x−h′, x+
h′] ∈ [0, 1]. Alors

∃θ ∈]− 1, 1[ tel que v′(x) =
v(x+ h′)− v(x− h′)

2h′
+

(h′)2

3
v′′′(x+ θ h′). (2.12)

On applique ensuite deux fois ce résultat, à v = ku′, puis à v = u, pour en déduire
un schéma aux différences finies pour (2.11). Choisissons N ∈ N, et on fixe le pas de

discrétisation h =
b− a
N + 1

. On introduit les points (xi)0≤i≤N+1 comme précédemment,

ainsi que xi+1/2 = xi + 1
2h, pour i ∈ {0, 1, · · · , N}.

A partir de là, on peut approcher (2.11) aux points (xi)0≤i≤N+1. On a u(x0) = ua et
u(xN+1) = ub.
Ensuite, on choisit v = ku′, x = xi (1 ≤ i ≤ N) et h′ = 1

2h et on applique la proposition 2.13

(ku′)′(xi) =
(ku′)(xi+1/2)− (ku′)(xi−1/2)

h
+
h2

12
(ku′)′′′(xi + θ

h

2
)

=
ki+1/2u

′(xi+1/2)− ki−1/2u
′(xi−1/2)

h
+O(h2),
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où on a posé ki+1/2 = k(xi+1/2) pour i ∈ {0, 1, · · · , N}.
Si on choisit maintenant v = u, x = xi+1/2 (0 ≤ i ≤ N) et h′ = 1

2h, on trouve

u′(xi+1/2) =
u(xi+1)− u(xi)

h
+O(h2).

D’où finalement, pour 1 ≤ i ≤ N ,

−(ku′)′(xi) =
−ki+1/2u(xi+1) + (ki+1/2 + ki−1/2)u(xi)− ki−1/2u(xi−1)

h2
+O(h).

Si on pose qi = q(xi) et fi = f(xi) pour 1 ≤ i ≤ N , on est amené à considérer les équations
−ki+1/2ui+1 + (ki+1/2 + ki−1/2)ui − ki−1/2ui−1

h2
+ qiui = fi, 1 ≤ i ≤ N,

u0 = ua, uN+1 = ub.
(2.13)

C’est le schéma à trois points pour le Laplacien généralisé 1D. En effet, du point de vue
algorithmique, on retrouve exactement la structure de la figure 2.2.

On peut construire le système linéaire équivalent à (2.13), posé dans RN . Comme dans
le cas du Laplacien, on connaît la valeur de u0 et de uN ; on appelle u (resp. f) le vecteur
de RN de composantes (ui)1≤i≤N (resp. (fi)1≤i≤N ). On introduit un troisième vecteur
g ∈ RN pour les conditions aux limites, de composantes : g1 = 1

h2k1/2ua, gi = 0 pour
2 ≤ i ≤ N − 1 et gN = 1

h2kN+1/2ub. Le système (2.13) peut alors être écrit sous la forme
vectorielle équivalente

A′1 u = f + g, avec A′1 = K1 + Q1 ∈ RN×N et (2.14)

K1 =
1

h2


k1/2 + k3/2 −k3/2 0 . . . 0

−k3/2
. . . . . . . . .

...
0 −ki−1/2 ki−1/2 + ki+1/2 −ki+1/2 0
...

. . . . . . . . . −kN−1/2

0 . . . 0 −kN−1/2 kN−1/2 + kN+1/2

 ,

Q1 =



q1 0 0 . . . 0

0 q2 0
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 0

0 . . . 0 0 qN


. (2.15)

Par construction, les matrices K1 et A′1 sont tridiagonales et symétriques. Pour obtenir plus
de propriétés, et notamment que A′1 est inversible, nous faisons des hypothèses classiques
sur les coefficients du modèle, à savoir que ceux-ci sont de même signe constant :

∃k0 > 0, ∀x ∈]a, b[, k(x) ≥ k0 ; ∀x ∈]a, b[, q(x) ≥ 0. (2.16)
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Proposition 2.14 Sous l’hypothèse (2.16), les matrices K1 et A′1 sont monotones.

Démonstration : On reprend la proposition 2.5 pour la condition équivalente sur la
monotonie. Soit v tel que K1v ≥ 0, et vk = min1≤i≤N vi. On a

(k1/2 + k3/2)v1 − k3/2v2 ≥ 0

−ki−1/2vi−1 + (ki−1/2 + ki+1/2)vi − ki+1/2vi+1 ≥ 0, 2 ≤ i ≤ N − 1

−kN−1/2vN−1 + (kN−1/2 + kN+1/2)vN ≥ 0
.

Par hypothèse, on a ki+1/2 = k(xi+1/2) > 0 pour tout i ∈ {0, 1, · · · , N}.
Si vk = v1, on trouve, puisque k1/2, k3/2 > 0,

(k1/2 + k3/2)vk ≥ k3/2v2 ≥ k3/2vk ⇒ k1/2vk ≥ 0 ⇒ vk ≥ 0.

De même si vk = vN (kN−1/2, kN+1/2 > 0).

Si k ∈ {2, · · · , N − 1}, on trouve cette fois

kk−1/2(vk − vk−1) + kk+1/2(vk − vk+1) ≥ 0.

Or, vk ≤ vk−1 et vk ≤ vk+1. On a donc kk−1/2(vk − vk−1) + kk+1/2(vk − vk+1) ≤ 0
puisque kk−1/2, kk+1/2 > 0. On en déduit que (vk − vk−1) = (vk − vk+1) = 0, c’est-à-dire
vk−1 = vk = vk+1. Par récurrence, on arrive à v1 = · · · = vk−1 = vk = vk+1 = · · · = vN , et
la première (ou la dernière) équation donne à nouveau vk ≥ 0.
Pour la matrice A′1, la démonstration est élémentaire car on ajoute des termes strictement
positifs sur la diagonale. Si k ∈ {2, · · · , N − 1}, on trouve directement

qkvk ≥ kk−1/2(vk−1 − vk) + kk+1/2(vk+1 − vk) ≥ 0.

Idem si k = 1 ou k = N . �

Proposition 2.15 Sous l’hypothèse (2.16), les matrices K1 et A′1 sont définies-positives.

Démonstration : On applique la définition, en formant le produit scalaire h2(K1v, v),
pour un vecteur v de RN quelconque :

h2(K1v, v) = h2
N∑
i=1

(K1v)ivi

= ((k1/2 + k3/2)v1 − k3/2v2)v1

+

N−1∑
i=2

(−ki−1/2vi−1 + (ki−1/2 + ki+1/2)vi − ki+1/2vi+1)vi

+(−kN−1/2vN−1 + (kN−1/2 + kN+1/2)vN )vN

= k1/2v1
2 +

N∑
i=2

ki−1/2(vi−1
2 − 2vi−1vi + vi

2) + kN+1/2vN
2

= k1/2v1
2 + kN+1/2vN

2 +

N∑
i=2

ki−1/2(vi−1 − vi)2.
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Puisque ki−1/2 > 0 pour tout i ∈ {1, 2, · · · , N+1}, on a (K1v, v) ≥ 0. De plus,(K1v, v) = 0
entraîne que v1 = vN = 0, et vi = vi+1, pour i = 1, · · · , N − 1. Par récurrence on a vi = 0,
pour i = 2, · · · , N − 1, et donc v = 0
La matrice A′1 est définie-positive puisque K1 et Q1 le sont. �

On en déduit le résultat suivant, qui découle de l’une ou l’autre des propositions 2.14
ou 2.15.

Corollaire 2.16 Sous l’hypothèse (2.16), la matrice A′1 est inversible.

Exercice 2.2 Déduire des résultats précédents un principe de positivité pour l’approxima-
tion (2.14) du Laplacien généralisé 1D.

2.3 Problème bidimensionnels

Dans cette section, on généralise la méthode des différences finies en 2D. On commence
par le calcul des (petits) déplacements de la membrane élastique, soumise à des forces
verticales, puis on examine le cas de la diffusion neutronique.
Dans R2, on considère une membrane carrée, D =]0, 1[2, soumise à une force verticale,
de densité surfacique f(x, y), et fixée en sa frontière ∂D. On note u : (x, y) 7→ u(x, y)
le déplacement transversal induit par l’application de la force, dont on rappelle qu’il est
solution du problème bidimensionnel (2D) normalisé

−∆2u = f sur D, u = 0 sur ∂D. (2.17)

Pour discrétiser le problème à l’aide de la méthode des différences finies, on s’inspire
très fortement de la méthode employée pour le problème 1D (2.1). En effet, on remarque

qu’en 1D on a les égalités −u′′ = − d2

dx2
u = −∆1u, i.e. (2.1) est un Laplacien 1D à résoudre !

Si la solution u est de classe C4([0, 1]2), on peut écrire l’équivalent de la proposition 2.1.

NB. Malheureusement, et contrairement au cas 1D, on n’a plus l’équivalence entre u
de classe C4([0, 1]2) et f de classe C2([0, 1]2)...

Proposition 2.17 Soient (x, y) ∈]0, 1[2 et (h1, h2) tels que
[x− h1, x+ h1] ∈ [0, 1], et [y − h2, y + h2] ∈ [0, 1]. Alors

∃(θ1, θ2) ∈]− 1, 1[2 tels que

−∂
2u

∂x2
(x, y) =

−u(x− h1, y) + 2u(x, y)− u(x+ h1, y)

h1
2 +

h1
2

12

∂4u

∂x4
(x+ θ1 h1, y)

−∂
2u

∂y2
(x, y) =

−u(x, y − h2) + 2u(x, y)− u(x, y + h2)

h2
2 +

h2
2

12

∂4u

∂y4
(x, y + θ2 h2).
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On en déduit que

−∆2u(x, y) =
−u(x− h1, y) + 2u(x, y)− u(x+ h1, y)

h1
2

+
−u(x, y − h2) + 2u(x, y)− u(x, y + h2)

h2
2

+
h1

2

12

∂4u

∂x4
(x+ θ1 h1, y) +

h2
2

12

∂4u

∂y4
(x, y + θ2 h2). (2.18)

Remarque 2.18 Les deux premiers termes de (2.18) sont une bonne approximation de
−∆2u(x, y), sous réserve que h1 et h2 soient petits. Le reste est en effet borné par

1

12

(
h1

2 + h2
2
)
Cu,4, avec Cu,4 = max

(
sup

(x,y)∈[0,1]2
|∂

4u

∂x4
(x, y)|, sup

(x,y)∈[0,1]2
|∂

4u

∂y4
(x, y)|

)
.

Dans la suite, on va considérer un pas de discrétisation identique 8 selon la direction des x,
et celle des y, c’est-à-dire h = h1 = h2. Chacun des intervalles [0, 1] est découpé en n + 1
intervalles égaux de longueur h = 1/(n + 1). Puis on calcule les nombres (ui,j)0≤i,j≤n+1,
qui sont les valeurs approchées de la solution u aux points d’abscisse xi = ih et d’ordonnée
yj = jh, 0 ≤ i, j ≤ n + 1. On note (fi,j)1≤i,j≤n les valeurs fi,j = f(xi, yj), pour i et j
variant de 1 à n.

(0, 0) (1, 0)(0, 0)

(1, 1)(0, 1)

h

(xi, yi) = (0.2, 0.7)

Figure 2.3 – D et les points de discrétisation (n = 9, h = 0.1)

Le Laplacien 2D est approché par une combinaison linéaire de valeurs ui,j , selon le
schéma à cinq points

−∆2u(xi, yj) ≈
−ui,j−1 − ui−1,j + 4ui,j − ui+1,j − ui,j+1

h2
, 1 ≤ i, j ≤ n. (2.19)

8. En pratique, il est tout à fait possible de considérer des pas différents selon les directions x et y,
voire variables dans chaque direction...
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•

•

i, j − 1

i, j + 1

i, j i+ 1, ji− 1, j

Figure 2.4 – Le schéma aux différences finies à cinq points

Le problème (2.17) est donc approché de la manière suivante : on remplace la recherche
de la fonction u, par la recherche des n2 valeurs ui,j ∈ R qui vérifient les relations

−ui,j−1 − ui−1,j + 4ui,j − ui+1,j − ui,j+1

h2
= fi,j , 1 ≤ i, j ≤ n. (2.20)

Les valeurs de u sur la frontière ∂D, ici u(0, ·) et u(1, ·), ainsi que u(·, 0) et u(·, 1), sont
connues (et égales à zéro). Il en est donc de même pour u0,j , un+1,j , ui,0 et ui,n+1, pour i
et j variant de 1 à n. Il reste donc au total N = n2 valeurs à calculer.

On les regroupe n par n, ainsi que les (fi,j)i,j , en opérant l’identification u·,j = (ui,j)1≤i≤n.
Le bloc u·,j appartient à Rn, avec

u·,j =

u1,j
...

un,j

 .

Il en est de même pour f·,j ∈ Rn. Ensuite, on pose

u =

u·,1...
u·,n

 ∈ RN et f =

f·,1...
f·,n

 ∈ RN .

Ainsi, on a numéroté les inconnues ligne par ligne, dans le sens croissant, pour les indices
i (au sein d’une ligne) et j (numéro de ligne). Les inconnues (ui,j)1≤i,j≤n sont solutions du
système linéaire formé des N relations (2.20). Ce système linéaire peut être écrit sous la
forme

A2u = f, (2.21)

avec A2 une matrice de RN×N . Si l’on s’intéresse à sa structure interne, on vérifie facilement
que l’on peut écrire

A2 =
1

h2


B1 T
T B1 T

. . . . . . . . .
T B1 T

T B1

 . (2.22)
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Ci-dessus, les blocs autres que B1 et T sont nuls et, par ailleurs, T = −In, avec In la
matrice identité d’ordre n, et B1 ∈ Rn×n est la matrice tridiagonale définie par

B1 =


4 −1
−1 4 −1

. . . . . . . . .
−1 4 −1

−1 4

 = 2In + h2A1.

La matrice A2 est donc pentadiagonale par points (i. e. avec tous les éléments non nuls
regroupés sur cinq diagonales), et tridiagonale par blocs, lorsque la numérotation est celle
indiquée ci-dessus : ligne par ligne (j croissant), et i croissant au sein d’une ligne.

Récapitulons. Si on note avec un seul indice les composantes de u, c’est-à-dire (uI)1≤I≤N ,
on a les correspondances :

composante I ≡ i,j ⇐⇒ I = i+ (j − 1)n ou
{
i = (I − 1) mod n+ 1
j = b(I − 1)/nc+ 1

. (2.23)
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I = 81 ; (i, j) = (9, 9)

I = 34 ; (i, j) = (7, 4)

I = 18 ; (i, j) = (9, 2)

I = 1 ; (i, j) = (1, 1)

Figure 2.5 – Les deux numérotations : I ∈ {1, · · · , 81} et i, j ∈ {1, · · · , 9}

Nous allons maintenant étudier les propriétés de la matrice A2. Nous allons d’abord
établir qu’elle est monotone, puis qu’elle est symétrique définie-positive, comme A1.

Théorème 2.19 La matrice A2 des systèmes linéaires (2.21) et (2.22) est monotone.

Démonstration : Soit donc v ∈ RN tel que A2v ≥ 0. Composante par composante (avec



40

le double indiçage i,j), ceci signifie

4v1,1 − v2,1 − v1,2 ≥ 0 (2.24)
4vn,1 − vn−1,1 − vn,2 ≥ 0 (2.25)
4v1,n − v1,n−1 − v2,n ≥ 0 (2.26)

4vn,n − vn,n−1 − vn−1,n ≥ 0 (2.27)
4vi,1 − vi−1,1 − vi+1,1 − vi,2 ≥ 0 2 ≤ i ≤ n− 1 (2.28)

4v1,j − v1,j−1 − v2,j − v1,j+1 ≥ 0 2 ≤ j ≤ n− 1 (2.29)
4vn,j − vn,j−1 − vn−1,j − vn,j+1 ≥ 0 2 ≤ j ≤ n− 1 (2.30)
4vi,n − vi,n−1 − vi−1,n − vi+1,n ≥ 0 2 ≤ i ≤ n− 1 (2.31)

4vi,j − vi,j−1 − vi−1,j − vi+1,j − vi,j+1 ≥ 0 2 ≤ i, j ≤ n− 1. (2.32)

Ci-dessus, on a isolé des lignes de la matrice A2 correspondant respectivement
1. En (2.24)-(2.27) :

aux coins de la grille, d’indices (i, j) parmi {(1, 1), (n, 1), (1, n), (n, n)}.
2. En (2.28)-(2.31) :

au bord de la grille, coins exclus, d’indices (i, j) avec i ∈ {1, n} ou (exclusif) j ∈
{1, n}.

3. En (2.32) :
aux points internes de la grille, d’indices (i, j) avec i, j ∈ {2, · · · , n− 1}.

Soit maintenant vmin = mini,j vi,j . On veut prouver que vmin ≥ 0, pour pouvoir conclure
grâce à la proposition 2.5. Comme la grille comprend des points aux coins, sur le bord
(coins exclus) et intérieurs, on traite les trois cas correspondants.

1. Si vmin correspond à un coin (par exemple vmin = v1,1), (2.24) fournit l’inégalité

2vmin ≥ (v2,1 − vmin) + (v1,2 − vmin) ≥ 0.

2. Si vmin correspond à un point du bord différent d’un coin (par exemple vmin = vi,1,
i ∈ {2, · · · , n− 1} donné), (2.28) fournit l’inégalité

vmin ≥ (vi−1,1 − vmin) + (vi+1,1 − vmin) + (vi,2 − vmin) ≥ 0.

3. Si vmin correspond à un point intérieur, (2.32) fournit l’inégalité

(vmin − vi,j−1) + (vmin − vi−1,j) + (vmin − vi+1,j) + (vmin − vi,j+1) ≥ 0.

Pour conclure dans le cas 3., il faut se ramener aux cas 1. ou 2. Or, d’après la
définition de vmin, chacun des quatre termes entre parenthèses est négatif ou nul.
Il sont donc tous nuls, c’est-à-dire

vmin = vi,j−1 = vi−1,j = vi+1,j = vi,j+1.

Comme dans le cas 1D (cf. la preuve de la proposition 2.6), on peut raisonner par
récurrence (sur i et sur j), pour trouver finalement que vi,j = vmin en tous les
points, coins exceptés. Mais ceci est suffisant pour conclure, car les points du bord
(hors coins) sont compris, et le cas 2. s’applique.
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Pour établir le caractère défini-positif de A2, nous allons reprendre l’écriture par blocs n×n
de celle-ci (2.22).

Proposition 2.20 La matrice A2 du système linéaire (2.21) est symétrique définie-positive.

Démonstration : Pour commencer, la matrice A2 est symétrique par construction.
On forme, pour v ∈ RN , h2(A2v, v) :

h2(A2v, v) =




B1 −In
−In B1 −In

. . . . . . . . .
−In B1 −In

−In B1


v·,1...
v·,n

 ,

v·,1...
v·,n




= (B1v·,1 − v·,2, v·,1)n +
∑

2≤j≤n−1

(−v·,j−1 + B1v·,j − v·,j+1, v·,j)n

+(−v·,n−1 + B1v·,n, v·,n)n

=
∑

1≤j≤n
(B1v·,j , v·,j)n − 2

∑
1≤j≤n−1

(v·,j , v·,j+1)n

=
∑

1≤j≤n

(
2‖v·,j‖2n + h2(A1v·,j , v·,j)n

)
− 2

∑
1≤j≤n−1

(v·,j , v·,j+1)n

= ‖v·,1‖2n + ‖v·,n‖2n + h2
∑

1≤j≤n
(A1v·,j , v·,j)n +

∑
1≤j≤n−1

‖v·,j − v·,j+1‖2n.

Ci-dessus, on a noté (·, ·)n le produit scalaire usuel de Rn, et ‖ · ‖n la norme associée.
Comme A1 est définie-positive, on en déduit immédiatement que h2(A2v, v) est positif ou
nul, puisque c’est une somme de termes positifs. Si on suppose que h2(A2v, v) = 0, on
trouve

∑
1≤j≤n(A1v·,j , v·,j)n = 0, ce qui implique v·,j = 0 pour 1 ≤ j ≤ n, soit finalement

v = 0. �

Malheureusement, on ne peut pas aller plus loin, c’est-à-dire estimer la précision de l’approxi-
mation obtenue grâce au schéma à cinq points, en continuant à suivre la méthode pour le
cas 1D( 9). Cependant, à l’aide d’autres techniques relativement lourdes à mettre en œuvre
(cf. [13]), on peut malgré tout prouver le

Théorème 2.21 Lorsque la solution u est de classe C4([0, 1]2), l’erreur est telle que

‖e‖∞ ≤ C h2(Cu,4+hCu,3), avec Cu,3 = max

(
sup

(x,y)∈[0,1]2
|∂

3u

∂x3
(x, y)|, sup

(x,y)∈[0,1]2
|∂

3u

∂y3
(x, y)|

)
,

où C est une constante qui est indépendante de u et de h.

Bref, "tout est bien qui finit bien" (librement traduit de [35]...).

9. En effet, si f ≡ 1, quelle est la solution du problème (2.17), quelle est sa régularité ?
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Notons au passage que comme A2 est symétrique définie-positive, on peut utiliser, pour
résoudre (2.21), la méthode de Cholesky (chapitre 5), ou bien les méthodes de Jacobi ou
de Gauss-Seidel, puisque A2 est tridiagonale par blocs n× n (chapitre 6).

Pour conclure cette section, considérons un problème 2D plus général, à savoir la diffu-
sion neutronique (ou Laplacien généralisé), posé dans le domaine D′ =]a1, b1[×]a2, b2[. On
doit alors calculer la solution de

− div(k gradu) + q u = f sur D′, u = g sur ∂D′. (2.33)

Ci-dessus, k et q sont des coefficients qui peuvent dépendre de (x, y). Notons que

− div(k gradu) = − ∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
k
∂u

∂y

)
. (2.34)

On peut donc utiliser une approximation du type de celle de la proposition 2.13 en x, puis
en y. Pour cela, on introduit

xi = a1 + ih1, 0 ≤ i ≤ n1, yj = a2 + jh2, 0 ≤ j ≤ n2,

avec hd = (bd − ad)/(nd + 1), d = 1, 2 les pas de discrétisation. Dans la suite, on introduit
les nombres (ui,j)0≤i≤n1+1,0≤j≤n2+1, qui sont les valeurs approchées de la solution u aux
points (xi, yj)0≤i≤n1+1,0≤j≤n2+1, et on note (fi,j)1≤i≤n1,1≤j≤n2 les valeurs fi,j = f(xi, yj),
resp. (qi,j)1≤i≤n1,1≤j≤n2 les valeurs qi,j = q(xi, yj), pour les points (xi, yj) intérieurs à D’.
On utilise une approximation 1D pour chacun des deux termes de (2.34). Sous réserve de
régularité suffisante, on trouve tout d’abord, pour yj fixé,

− ∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
(xi, yj) ≈

1

h2
1

(
− k(xi−1/2, yj)u(xi−1, yj)

+(k(xi−1/2, yj) + k(xi+1/2, yj))u(xi, yj)

−k(xi+1/2, yj)u(xi+1, yj)
)

;

et, pour xi fixé

− ∂

∂y

(
k
∂u

∂y

)
(xi, yj) ≈

1

h2
2

(
− k(xi, yj−1/2)u(xi, yj−1)

+(k(xi, yj−1/2) + k(xi, yj+1/2))u(xi, yj)

−k(xi, yj+1/2)u(xi, yj+1)
)
.

Ci-dessus on a noté xi+1/2 = xi + 1
2h1, 0 ≤ i ≤ n1 et yj+1/2 = yj + 1

2h2, 0 ≤ j ≤ n2. On
introduit finalement{

ki+1/2,j = k(xi+1/2, yj), 0 ≤ i ≤ n1, 1 ≤ j ≤ n2,

ki,j+1/2 = k(xi, yj+1/2), 1 ≤ i ≤ n1, 0 ≤ j ≤ n2.
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Comme précédemment, on approche le problème (2.33) en deux temps. Tout d’abord aux
points (intérieurs) de D′ :

1

h2
1

(
− ki−1/2,jui−1,j + (ki−1/2,j + ki+1/2,j)ui,j − ki+1/2,jui+1,j

)
+

1

h2
2

(
− ki,j−1/2ui,j−1 + (ki,j−1/2 + ki,j+1/2)ui,j − ki,j+1/2ui,j+1

)
+qi,jui,j = fi,j , 1 ≤ i ≤ n1, 1 ≤ j ≤ n2. (2.35)

Puis aux points sur ∂D′ :

ui,j = g(xi, yj), (i, j) ∈ {0, n1+1}×{0, · · · , n2+1}∪{0, · · · , n1+1}×{0, n2+1}. (2.36)

Du point de vue algorithmique, on retrouve la structure de la figure 2.4, c’est donc bien un
schéma à cinq points. Les valeurs sur la frontière étant connues (2.36), il reste à calculer
les N = n1n2 valeurs (ui,j)1≤i≤n1,1≤j≤n2 . On peut exprimer (2.35)-(2.36) sous la forme d’un
système linéaire équivalent dont les inconnues sont ces N valeurs. On choisit de regrouper
les inconnues (ui,j)1≤i≤n1,1≤j≤n2 par blocs de n1 valeurs 10, en opérant l’identification u·,j =
(ui,j)1≤i≤n1 . Chaque bloc u·,j appartient à Rn1 :

u·,j =

 u1,j
...

un1,j

 ∈ Rn1 , 1 ≤ j ≤ n2.

On a donc n2 blocs. On procède de même pour les (fi,j)i,j , en introduisant f·,j ∈ Rn1 ,
1 ≤ j ≤ n2. Ensuite, on pose

u =

 u·,1
...

u·,n2

 ∈ RN et f =

 f·,1
...

f·,n2

 ∈ RN .

Il reste à définir le vecteur g ∈ RN regroupant les valeurs sur la frontière ∂D′. On introduit
(gi,j)1≤i≤n1,1≤j≤n2 avec

g1,j = 1
h2

1
k1/2,j g(a1, yj), gn1,j = 1

h2
1
kn1+1/2,j g(b1, yj), 1 ≤ j ≤ n2,

gi,1 = 1
h2

2
ki,1/2 g(xi, a2), gi,n2 = 1

h2
2
ki,n2+1/2 g(xi, b2), 1 ≤ i ≤ n1,

gi,j = 0 sinon.

On regroupe les inconnues (gi,j)1≤i≤n1,1≤j≤n2 par blocs de n1 valeurs, comme pour (ui,j)
et (fi,j), c’est-à-dire qu’on introduit g·,j ∈ Rn1 pour 1 ≤ j ≤ n2, puis

g =

 g·,1
...

g·,n2

 ∈ RN .

10. On pourrait choisir de les regrouper par blocs de n2 valeurs :

ui,· =

 ui,1
...

ui,n2

 ∈ Rn2 , 1 ≤ i ≤ n1, etc.
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Le système (2.35)-(2.36) peut finalement être écrit sous la forme vectorielle équivalente

A′2 u = f + g, avec A′2 = K2 + Q2 ∈ RN×N . (2.37)

Il reste à préciser la structure des matrices K2 et Q2. La matrice Q2 est diagonale, et en
particulier on peut l’écrire par blocs (eux-mêmes diagonaux par points) selon

Q2 =


Q1,1

. . .
Qj,j

. . .
Qn2,n2

 , Qj,j ∈ Rn1×n1 , 1 ≤ j ≤ n2. (2.38)

Pour 1 ≤ j ≤ n2, Qj,j agit de u·,j vers (f + g)·,j , et on a

Qj,j =


q1,j

. . .
qi,j

. . .
qn1,j

 .

Si l’on s’intéresse à la structure interne de K2, on vérifie facilement que l’on peut écrire

K2 =


K1,1 K1,2

. . . . . . . . .
Kj,j−1 Kj,j Kj,j+1

. . . . . . . . .
Kn2,n2−1 Kn2,n2

 , Kj,j′ ∈ Rn1×n1 , 1 ≤ j, j′ ≤ n2. (2.39)

En effet, si on examine (2.35), le bloc u·,j est lié uniquement aux blocs u·,j−1 (si j ≥ 2) et
u·,j+1 (si j ≤ n2 − 1). En d’autres termes, K2 est bien tridiagonale par blocs.
Il reste à détailler la structure des blocs Kj,j′ . Pour 1 ≤ j ≤ n2, un bloc diagonal Kj,j ∈
Rn1×n1 agit de u·,j vers (f + g)·,j , et par inspection on trouve que c’est une matrice
tridiagonale et symétrique par points, avec :

(Kj,j)i,i−1 = − 1
h2

1
ki−1/2,j 2 ≤ i ≤ n1,

(Kj,j)i,i = 1
h2

1
(ki−1/2,j + ki+1/2,j) + 1

h2
2
(ki,j−1/2 + ki,j+1/2) 1 ≤ i ≤ n1,

(Kj,j)i,i+1 = − 1
h2

1
ki+1/2,j 1 ≤ i ≤ n1 − 1.

Pour les blocs non-diagonaux, on note que Kj,j−1 ∈ Rn1×n1 agit de u·,j−1 vers (f + g)·,j
pour 2 ≤ j ≤ n2, alors que Kj,j+1 ∈ Rn1×n1 agit de u·,j+1 vers (f+g)·,j pour 1 ≤ j ≤ n2−1.
En outre, on vérifie facilement 11 que tous ces blocs sont des matrices diagonales, avec :

(Kj,j−1)i,i = − 1
h2

2
ki,j−1/2 1 ≤ i ≤ n1,

(Kj,j+1)i,i = − 1
h2

2
ki,j+1/2 1 ≤ i ≤ n1.

11. (Kj,j−1)i,i correspond au terme d’indice j−1 dans le schéma à cinq points, resp. (Kj,j+1)i,i au terme
d’indice j + 1.
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En particulier, comme toutes ces matrices sont diagonales, on a les relations Kj,j+1 =
(Kj+1,j)

T pour 1 ≤ j ≤ n2 − 1. Conclusion, la matrice K2 est symétrique. On aurait pu
retrouver ce résultat en raisonnant directement sur la structure pentadiagonale par points
de K2 !

Remarque 2.22 Si l’on revient sur les blocs diagonaux Kj,j ∈ Rn1×n1, on remarque qu’ils
possèdent la même structure que les matrices K1 des différences finies 1D, où k1D(x) =
k(x, yj) pour x parcourant ]a1, b1[, avec des contributions diagonales supplémentaires, du
type 1

h2
2
(ki,j−1/2 + ki,j+1/2) pour 1 ≤ i ≤ n1.

Par construction, les matrices K2 et A′2 sont tridiagonales par blocs, pentadiagonales par
points, et symétriques. Pour obtenir plus de propriétés, et notamment que A′2 est inversible,
nous supposons que les coefficients du modèle sont de même signe constant :

∃k0 > 0, ∀(x, y) ∈ D, k(x, y) ≥ k0 ; ∀(x, y) ∈ D, q(x, y) ≥ 0. (2.40)

Proposition 2.23 Sous l’hypothèse (2.40), les matrices K2 et A′2 sont monotones.

Démonstration : Laissée en exercice. Il suffit de reprendre la démonstration du théo-
rème 2.19 avec le double indiçage i,j . �

Proposition 2.24 Sous l’hypothèse (2.40), les matrices K2 et A′2 sont définies-positives.

Démonstration : Laissée en exercice. L’idée est de s’appuyer sur la structure tridiagonale
par blocs de K2, et d’utiliser le fait que ses blocs diagonaux Kj,j pour 1 ≤ j ≤ n2 sont
(symétriques) définis-positifs d’après la remarque 2.22. �

Par conséquent, on a le résultat suivant.

Corollaire 2.25 Sous l’hypothèse (2.40), la matrice A′2 est inversible.

Exercice 2.3 Établir un principe de positivité pour l’approximation (2.37) de la diffusion
neutronique.

2.4 Problème tridimensionnels, ou multi-dimensionnels

Dans cette section, on propose une méthode de calcul numérique du potentiel électrosta-
tique, toujours basée sur les différences finies, sous la forme d’un exercice. Précisons tout
d’abord le modèle. Dans R3, on considère une cavité cubique, C =]0, 1[3, dans laquelle on
a fait le vide. On suppose qu’elle est entourée d’un conducteur parfait, et que le potentiel
électrostatique, sur sa frontière ∂C, est nul. Enfin, on place des charges dans la cavité.
On rappelle que si ρ est la densité de charge et ε0 la permittivité électrique, le potentiel
électrostatique u généré par les charges dans la cavité est solution de l’équation dite de
Coulomb, qui s’écrit

−∆3u =
ρ

ε0
sur C, u = 0 sur ∂C. (2.41)
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Exercice 2.4 Suggérer une généralisation de l’approche du problème 2D au cas 3D, pour
résoudre le problème du potentiel électrostatique (2.41).
1. Quel sera a priori le nombre de points du schéma aux différences finies, dans ce cas ? Le
construire, en le justifiant.
2. Examiner en détail les propriétés de la matrice A3 ainsi obtenue. Etablir successivement
que :

- A3 est monotone ;
- A3 est symétrique ;
- A3 est définie-positive.

3. En déduire un principe de positivité discret associé à A3.

Nous proposons pour finir les exercices ci-dessous.

Exercice 2.5 Suggérer une généralisation au cas de la diffusion neutronique en 3D, c’est-
à-dire la résolution de

− div(k gradu) + q u = f sur C ′, u = g sur ∂C ′, (2.42)

posé dans C ′ =]a1, b1[×]a2, b2[×]a3, b3[.

Exercice 2.6 Suggérer une généralisation au cas d-dimensionnel (d ≥ 4), pour résoudre
le problème ci-dessous, posé dans Ωd =]0, 1[d :

−∆du = f sur Ωd, u = g sur ∂Ωd, où ∆d =
d∑

k=1

∂2

∂xk2
. (2.43)

1. Quel sera a priori le nombre de points du schéma aux différences finies, dans ce cas ? Le
construire, en le justifiant.
2. Examiner en détail les propriétés de la matrice Ad ainsi obtenue. Etablir successivement
que :

- Ad est monotone ;
- Ad est symétrique ;
- Ad est définie-positive.

(On pourra raisonner par récurrence.)
3. En déduire un principe de positivité discret associé à Ad.

2.5 Problèmes dépendant du temps

Dans cette section, nous considérons tout d’abord un problème instationnaire 1D, à
savoir celui de la corde vibrante, fixée en ses deux extrémités. On souhaite calculer nu-
mériquement les déplacements verticaux, à partir d’une position initiale connue (à t = 0),
jusqu’à un instant final T > 0. Si on suppose que la corde est de longueur L, on a vu que
u vérifie

∂2u

∂t2
− c2∂

2u

∂x2
= 0 pour x ∈]0, L[ et t ∈]0, T [, (2.44)

u(0, t) = u(L, t) = 0 pour t ∈]0, T [, (2.45)

u(x, 0) = u0(x) et
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) pour x ∈]0, L[. (2.46)
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La solution dépend de deux variables, l’une spatiale x, et l’autre temporelle t, et l’équation
(2.44) met en jeu deux dérivées partielles secondes, l’une par rapport à x, et l’autre par
rapport à t. Il est donc naturel de considérer une approximation par différences finies, pour
chacune des deux dérivées. Par ailleurs, la seconde condition initiale comprend une dérivée
première par rapport au temps, que nous allons également approcher par différences finies.
Enfin, pour avoir accès aux valeurs en (x, t) ∈ {(0, 0), (L, 0), (0, T ), (L, T )}, nous allons
supposer que d’une part (2.45) est valable pour t = T , et d’autre part que la première
partie de (2.46) est valable en x = 0 et en x = L, avec u0(0) = u0(L) = 0.
Dans la suite, on introduit un pas de discrétisation spatial, à savoir hx = L/(nx+ 1), et un
pas de discrétisation temporel a priori différent, ht = T/(nt+1). L’intervalle [0, L] est donc
découpé en nx+1 intervalles, et [0, T ] est découpé en nt+1 intervalles. Pour bien différencier
les discrétisations en espace et en temps, on note les valeurs approchées de la solution u
aux "points" d’abscisse xi = ihx et d’ordonnée tm = mht par (umi )0≤i≤nx+1,0≤m≤nt+1. On
arrive donc aux approximations :

∂2u

∂t2
(xi, tm) ≈

um+1
i − 2umi + um−1

i

h2
t

, 1 ≤ i ≤ nx, 1 ≤ m ≤ nt, (2.47)

∂2u

∂x2
(xi, tm) ≈

umi+1 − 2umi + umi−1

h2
x

, 1 ≤ i ≤ nx, 1 ≤ m ≤ nt, (2.48)

∂u

∂t
(xi, 0) ≈ u1

i − u0
i

ht
, 1 ≤ i ≤ nx. (2.49)

A partir de là, il est aisé de construire l’ensemble des équations vérifiées par les incon-
nues (umi )0≤i≤nx+1,0≤m≤nt+1. Commençons par l’approximation de (2.44) aux "points"
intérieurs de discrétisation (xi, tm)1≤i≤nx,1≤m≤nt , c’est-à-dire dans l’ouvert ]0, L[×]0, T [.
Ainsi, on trouve :

um+1
i − 2umi + um−1

i

h2
t

− c2u
m
i+1 − 2umi + umi−1

h2
x

= 0, 1 ≤ i ≤ nx, 1 ≤ m ≤ nt. (2.50)

Les conditions aux limites (2.45) permettent de déterminer les valeurs extrémales en espace,
c’est-à-dire pour i = 0 et i = nx + 1, ce qui correspond aux extrémités du domaine de
calcul spatial x0 = 0 et xnx+1 = L. Par identification, on en déduit

um0 = umnx+1 = 0, 1 ≤ m ≤ nt + 1. (2.51)

Enfin, les deux conditions initiales permettent de calculer les valeurs approchées aux deux
premiers instant, à savoir en t0 et t1, par l’intermédiaire de

u0
i = u0(xi), 0 ≤ i ≤ nx + 1, (2.52)
u1
i − u0

i

ht
= u1(xi), 1 ≤ i ≤ nx. (2.53)
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Si on regroupe (2.50-2.53), on aboutit après réorganisation à

m = 0 :{
u0
i = u0(xi), pour 1 ≤ i ≤ nx
u0

0 = u0
nx+1 = 0

; (2.54)

m = 1 :{
u1
i = u0(xi) + htu

1(xi), pour 1 ≤ i ≤ nx
u1

0 = u1
nx+1 = 0

; (2.55)

Pour m = 1, · · · , nt um+1
i =

c2h2
t

h2
x

(umi+1 − 2umi + umi−1) + 2umi − um−1
i , pour 1 ≤ i ≤ nx

um+1
0 = um+1

nx+1 = 0
.(2.56)

Que constate-t-on ?
Tout d’abord, on calcule les valeurs de la solution approchée en incrémentant en temps,
en commençant par l’instant t0 = 0, en poursuivant par t1, puis t2, · · · , jusqu’à l’instant
final tnt+1 = T . La valeur finale est bien une inconnue du problème, comme suggéré par la
remarque 1.6 sur la solution exacte.
Par ailleurs, si on s’intéresse à la dépendance entre les données, on constate que um+1

i dé-
pend de (umi1 )i−1≤i1≤i+1 et de um−1

i . Ces valeurs dépendent elles-mêmes de (um−1
i2

)i−2≤i2≤i+2,
de (um−2

i1
)i−1≤i1≤i+1 et de um−3

i , et ainsi de suite... Le schéma ci-dessous résume la situa-
tion, où l’on a représenté le cône de dépendance discret de la solution calculée.
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Figure 2.6 – Cône de dépendance discret

D’un point de vue algorithmique, il est intéressant d’introduire la suite de vecteurs
(vm)0≤m≤nt+1 de Rnx , contenant les approximations spatiales successives sur ]0, L[, calcu-
lées à l’aide de (2.54-2.56) : (vm)i = umi , pour 1 ≤ i ≤ nx, et 0 ≤ m ≤ nt + 1. Comme dans
le cas statique, il n’est pas nécessaire de stocker explicitement les valeurs aux extrémités
x = 0 et x = L, qui sont connues à tout instant. On peut alors réécrire (2.56) sous la forme
vectorielle équivalente, pour 1 ≤ m ≤ nt :

vm+1 = (2Inx + (cht)
2A′1)vm − vm−1, A′1 =

1

(hx)2


2 −1 . . . . . . 0

−1 2 −1
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . −1

0 . . . . . . −1 2

 ∈ Rnx×nx .

(2.57)
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De cette façon, on retrouve bien une forme vectorielle de type 1D, semblable à la formu-
lation vectorielle statique 1D (2.5). Par contre, on obtient un schéma explicite, au sens
où il n’est pas nécessaire de résoudre un système linéaire pour déterminer la solution ap-
prochée. Enfin, les matrices A1 et A′1 diffèrent par un coefficient multiplicatif...

Dans la suite, nous n’étudions pas dans les détails la convergence de la solution discrète
(notée uapp) vers la solution exacte u. Nous nous contentons, pour fixer les idées, d’une
définition, avec une mesure de l’erreur par l’intermédiaire d’une norme abstraite (‖ · ‖.)

Définition 2.26 Un schéma est dit convergent pour la norme ‖ · ‖ si, et seulement si,
pour toute donnée initiale (u0, u1), on a la propriété

‖uapp − u‖ → 0, lorsque hx, ht → 0,

le rapport ht/hx étant fixé.

NB. Dans la définition ci-dessus, on remarque que les pas de discrétisation hx et ht sont
liés entre eux.

Cette étude de la convergence repose usuellement (cf. [2]) sur deux ingrédients : la
consistance, et la stabilité du schéma. Nous allons uniquement évoquer la notion de
stabilité, à l’aide d’un calcul simple. Si on suppose que le domaine spatial est égal à R,
alors on peut vérifier que la solution exacte est de la forme

u(x, t) =
1

2
(u0(x+ct)+u0(x−ct))+

1

2
(v1(x+ct)−v1(x−ct)), v1(t) =

∫ t

0
u1(s)ds. (2.58)

Remarque 2.27 La vitesse de propagation de l’information, associée à (2.58), est égale
à ±c. Les ondes se propagent donc à la vitesse c (en module) sur la corde. Cette propriété
reste valable pour les problèmes hyperboliques en dimension 2 ou 3 d’espace (cas 2D, 3D
instationnaires hyperboliques.)

En particulier, la valeur de u au "point" (x, t) dépend de
— la valeur de u0 en x± ct ;
— la valeur de v1 en x± ct, c’est-à-dire la valeur de u1 sur [x− ct, x+ ct].

On peut donc, à l’instar du cas discret, définir le cône de dépendance de la solution
exacte.

Si maintenant on revient à la question de la stabilité, il est clair qu’une condition
nécessaire de stabilité du schéma est que le cône de dépendance discret contienne suffisam-
ment d’informations : en d’autres termes, il doit contenir le cône de convergence associé à
la solution exacte !

Si l’on compare les pentes, à savoir ht/hx pour le schéma discret et 1/c pour la solution
exacte, la condition nécessaire de stabilité du schéma explicite se résume à

cht ≤ hx. (2.59)
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Figure 2.7 – Cône de dépendance
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Figure 2.8 – Stabilité ou instabilité

On parle habituellement de condition CFL, pour Courant, Lax et Friedrichs.

Il est possible (cf. [2]) de prouver que la condition CFL (2.59) est en fait une condition
nécessaire et suffisante de stabilité du schéma explicite. Pour s’affranchir d’une condition de
stabilité, on peut introduire des schémas implicites, c’est-à-dire que l’on va déterminer
(um+1
i )i en résolvant un système linéaire dont la solution n’est plus explicite contrairement

à (2.56). Pour cela, on réécrit l’équation (2.48) sous la forme suivante :

∂2u

∂x2
(xi, tm) ≈

um+1
i+1 − 2um+1

i + um+1
i−1

h2
x

, 1 ≤ i ≤ nx, 1 ≤ m ≤ nt, (2.60)

Ainsi, à la place de l’équation(2.50), on obtient :

um+1
i − 2umi + um−1

i

h2
t

− c2u
m+1
i+1 − 2um+1

i + um+1
i−1

h2
x

= 0, 1 ≤ i ≤ nx, 1 ≤ m ≤ nt. (2.61)
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Le calcul de (um+1
i )i est alors effectué en résolvant le système linéaire suivant :

m = 0 :{
u0
i = u0(xi), pour 1 ≤ i ≤ nx
u0

0 = u0
nx+1 = 0

; (2.62)

m = 1 :{
u1
i = u0(xi) + htu

1(xi), pour 1 ≤ i ≤ nx
u1

0 = u1
nx+1 = 0

; (2.63)

Pour m = 1, · · · , nt et pour 1 ≤ i ≤ nx
(

1 + 2
c2h2

t

h2
x

)
um+1
i − c2h2

t

h2
x

(um+1
i+1 + um+1

i−1 ) = 2umi − um−1
i

um+1
0 = um+1

nx+1 = 0
. (2.64)

De la même façon que dans le cas du schéma explicite (2.57), en utilisant la suite de
vecteurs (vm)0≤m≤nt+1, on peut réécrire (2.64) sous la forme vectorielle équivalente, pour
1 ≤ m ≤ nt :

(Inx + (cht)
2A1)vm+1 = 2 vm − vm−1. (2.65)

Ainsi, dans le cas implicite, pour évaluer la solution vm+1, il faut résoudre un système
linéaire, alors que dans le cas explicite, la calcul de vm+1 est direct. Cependant, dans le
cas implicite, le pas en temps ht peut être choisi indépendamment du pas en espace hx.
Notons pour finir que la matrice Inx + (cht)

2A1 est, comme la matrice A1, tridiagonale,
mais elle est de plus à diagonale strictement dominante (voir la définition 6.17) : on peut,
par exemple, utiliser la méthode de Jacobi ou de Gauss-Seidel par points (voir le §6.5 et
le §6.6) pour résoudre le système (2.65) (voir la proposition 6.19).

Bien sûr, ce type d’approximation à l’aide des différences finies, résultant en des sché-
mas explicites ou implicites, est utilisable a priori pour les problèmes instationnaires 2D
et 3D, hyperboliques ou paraboliques, présentés au chapitre 1.

Pour conclure cette section, nous abordons brièvement la discrétisation des problèmes
aux valeurs propres, puis celle des problèmes stationnaires. Reprenons le cas de la mem-
brane élastique Ω2 =]0, 1[2.

Le problème aux valeurs propres s’écrit : trouver les couples modes propres 12 - valeurs
propres (x, y) 7→ uk(x, y) et λk > 0 tels que

− c2∆2uk = λkuk sur Ω2, uk = 0 sur ∂Ω2. (2.66)

(Ci-dessus, k est un entier naturel non nul par convention.)
Une fois le pas de discrétisation h fixé (h = 1/(n+1),N = n2), on en déduit l’approximation
par différences finies : trouver les couples modes propres discrets - valeurs propres discrètes
ul ∈ RN et λl tels que

c2A2ul = λlul. (2.67)

Comme A2 est définie-positive (proposition 2.20), on en déduit immédiatement que toute
valeur propre discrète λl est strictement positive. En effet :

λl‖ul‖22 = λl(ul, ul) = c2(A2ul, ul) > 0.

12. On rappelle qu’un mode propre n’est pas identiquement nul.
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Des méthodes de calcul des valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice sont présen-
tées au chapitre 8. Ceci répond à la question de la résolution du problème discret. Comment
peut-on vérifier que celui-ci est une bonne approximation du problème initial ? La question
étant complexe, nous nous contentons de mettre en avant la problématique associée... Les
valeurs propres discrètes étant en nombre fini d’après un résultat classique (proposition
A.2), il est clair qu’on ne peut espérer approcher tous les couples (uk, λk)k∈N, pour h (et
donc N) fixés ! Néanmoins, le nombre de modes propres discrets croît comme N , et tend
bien vers l’infini lorsque h → 0... Ensuite, concernant la convergence des modes discrets
vers les modes du problème initial, nous sommes confrontés à deux difficultés : identifier
vers quel mode propre une suite de modes propres discrets (indexée par N) converge, et
s’assurer qu’à la limite N → +∞, on atteint tous les modes propres.

Nous finissons par les problèmes stationnaires du type (pour ν > 0 donné) : trouver
(x, y) 7→ u(x, y) tel que

− ν2u− c2∆2u = g sur Ω2, u = 0 sur ∂Ω2. (2.68)

Le pas h étant fixé (h = 1/(n+ 1), N = n2), l’approximation par différences finies consiste
en le système linéaire

A2,νu = u, avec A2,ν = c2A2 − ν2IN . (2.69)

On retrouve là un système linéaire à résoudre, dont la matrice A2,ν est symétrique. Mal-
heureusement, lorsque ν est suffisamment grand, cette matrice n’est plus défnie-positive.
Il est donc nécessaire d’utiliser une méthode de type factorisation de Gauss (chapitre 5),
pour laquelle des problèmes de stabilité numérique peuvent se produirent. Quant à la ques-
tion de la convergence, elle est également complexe, étant étroitement reliée à celle de la
convergence du problème aux valeurs propres.



Chapitre 3

La méthode des éléments finis

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une seconde méthode de discrétisation numérique,
plus flexible que la méthode des différences finies car elle permet de considérer des domaines
de calculs dont la géométrie est moins contrainte (non-tensorielle). En outre, on peut mener
à bien l’analyse numérique de la méthode, c’est-à-dire estimer l’erreur entre la solution
exacte et la solution calculée, en fonction de certains paramètres. On suppose que le lecteur
est familier avec les notions d’espaces de Hilbert et les formulations variationnelles (voir
l’Annexe C), ainsi qu’avec celles des espaces de Lebesgue Lp et la théorie des distributions.
Comme précédemment, le but est de calculer des approximations des solutions d’EDP
statiques. Nous considérons la diffusion neutronique (ou Laplacien généralisé), posé dans
un domaine Ω de Rd, pour d = 1, 2, 3. Le but est de calculer la solution de

− div(k gradu) + q u = f sur Ω, u = 0 sur ∂Ω. (3.1)

Ci-dessus, k et q sont des coefficients qui peuvent dépendre de la variable spatiale. En
outre, on peut également considérer une condition aux limites de Dirichlet non-homogène,
ou de Neumann ou Robin.

On renvoie à l’Annexe D pour la notion de domaine de Rd, ainsi que sur les diverses pro-
priétées liées aux espaces fonctionnels définis sur Ω, et notamment H1(Ω), H1

0 (Ω), L2(Ω)
et H(div,Ω). Ici et dans la suite, on note en gras les espaces fonctionnels dont les éléments
sont à valeurs vectorielles.
Concernant les coefficients k et q, on les choisit a priori dans L∞(Ω), et on fait les hypo-
thèses suivantes :{

∃kmin, kmax > 0 tels que kmin ≤ k(x) ≤ kmax p.p. tout x ∈ Ω,
∃qmin, qmax ≥ 0 tels que qmin ≤ q(x) ≤ qmax p.p. tout x ∈ Ω.

(3.2)

On considère une donnée :
f ∈ L2(Ω). (3.3)

Enfin, on cherche une solution u d’énergie finie sur Ω, à savoir∫
Ω

(|u|2 + |gradu|2)dx <∞.
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3.2 Formulations variationnelles, existence de solutions

Par hypothèse, une solution u de (3.1) d’énergie finie est telle que u ∈ H1
0 (Ω). Dans la

suite, nous proposons deux approches pour résoudre (3.1) et prouver l’existence d’une solu-
tion dans H1

0 (Ω), ces deux approches conduisant à des techniques de résolution numériques
différentes, mais complémentaires.

3.2.1 Problème à une inconnue

On rappelle qu’on a la formule d’intégration par parties suivante

∀v ∈ H1
0 (Ω), ∀q ∈ H(div,Ω),

∫
Ω

(grad v · q + v div q)dx = 0. (3.4)

Pour l’utiliser pour le problème (3.1), on introduit la variable auxiliaire p := −k gradu.
Puisque k ∈ L∞(Ω) et gradu ∈ L2(Ω), on a p ∈ L2(Ω). En outre, puisque la donnée
f ∈ L2(Ω), on a aussi div p = f − q u ∈ L2(Ω) et ainsi p ∈ H(div,Ω). A partir de là, on
choisit v ∈ H1

0 (Ω), et on remarque que si u ∈ H1
0 (Ω) est solution du problème (3.1), on

a div p + q u − f = 0 dans L2(Ω), et en prenant le produit scalaire par v dans L2(Ω), on
obtient :

∀v ∈ H1
0 (Ω), 0 =

∫
Ω

(div p+ q u− f) v dx

i.p.p.
=

∫
Ω

(−p · grad v + q uv − fv) dx

=

∫
Ω

(k gradu · grad v + q uv − fv) dx

On en déduit donc que si u ∈ H1
0 (Ω) est solution de (3.1), alors u est également solution

de la formulation variationnelle ci-dessous : Trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que

∀v ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

(k gradu · grad v + q uv) dx =

∫
Ω
fv dx.

(3.5)

Exercice 3.1 En raisonnant au sens des distributions, montrer que si u est solution de
(3.5), alors u est solution de (3.1) d’énergie finie.

A partir de là, on se concentre sur la résolution de la formulation variationnelle (3.5) sous
les hypothèses (3.2). On remarque qu’elle peut s’écrire sous la forme abstraite (C.3), avec
V = H1

0 (Ω) muni de la norme 13 ‖ · ‖H1(Ω), la forme bilinéaire a1 définie sur V × V :

(v, w) 7→
∫

Ω
(k grad v · gradw + q vw) dx, (3.6)

et f ∈ V ′ :
v 7→

∫
Ω
fv dx. (3.7)

13. On rappelle que ‖v‖H1(Ω) = (‖v‖2L2(Ω) + ‖grad v‖2L2(Ω))
1/2 = (

∫
Ω

(|v|2 + |grad v|2)dx)1/2.
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Le fait que f est une forme continue sur H1
0 (Ω) est une conséquence de l’inégalité de

Cauchy-Schwarz dans L2(Ω). En effet, soit v ∈ H1
0 (Ω), on a :

|〈f, v〉| =

∣∣∣∣∫
Ω
fv dx

∣∣∣∣ =
∣∣(f, v)L2(Ω)

∣∣ ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖H1(Ω),

=⇒ sup
v∈H1

0 (Ω)\{0}

|〈f, v〉|
‖v‖H1(Ω)

≤ ‖f‖L2(Ω).

Ainsi, on a bien f ∈ (H1
0 (Ω))′, et de plus ‖f‖(H1

0 (Ω))′ ≤ ‖f‖L2(Ω).
De la même façon, on prouve que la forme a1 est continue sur H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω). Soient

v, w ∈ H1
0 (Ω), on a :

|a1(v, w)| =

∣∣∣∣∫
Ω

(k grad v · gradw + q vw) dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
Ω
k grad v · gradw dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω
q vw dx

∣∣∣∣
≤ kmax

∫
Ω
|grad v · gradw| dx+ qmax

∫
Ω
|vw| dx

≤ kmax ‖grad v‖L2(Ω)‖gradw‖L2(Ω) + qmax‖v‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω)

≤ max(kmax, qmax)
(
‖grad v‖L2(Ω)‖gradw‖L2(Ω) + ‖v‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω)

)
≤ max(kmax, qmax) ‖v‖H1(Ω)‖w‖H1(Ω).

Pour aboutir à la dernière inégalité, on a simplement utilisé l’inégalité de Cauchy-Schwarz
dans R2 : pour tous (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2, on a x1x2 + y1y2 ≤ (x2

1 + y2
1)1/2(x2

2 + y2
2)1/2.

Ainsi,

sup
v,w∈H1

0 (Ω)\{0}

|a1(v, w)|
‖v‖H1(Ω)‖w‖H1(Ω)

≤ max(kmax, qmax).

On veut maintenant utiliser le formalisme du §C.2.

Théorème 3.1 Sous les hypothèses (3.2), la formulation variationnelle (3.5) est bien po-
sée. En particulier

∃C > 0, ∀f ∈ L2(Ω), ∃!u solution de (3.5) tel que ‖u‖H1(Ω) ≤ C ‖f‖L2(Ω).

Démonstration : Pour pouvoir appliquer le théorème de Lax-Milgram, il faut démontrer
la coercivité de la forme a1, ce que l’on fait grâce à l’inégalité de Poincaré (théorème D.2).
En effet, on a, pour v ∈ H1

0 (Ω) :

a1(v, v) =

∫
Ω

(
k|grad v|2 + q|v|2

)
dx

≥ kmin

∫
Ω
|grad v|2 dx+ qmin

∫
Ω
|v|2 dx

≥ kmin ‖grad v‖2L2(Ω) = kmin
1 + C2

P

1 + C2
P

‖grad v‖2L2(Ω)

≥ kmin
1 + C2

P

(‖grad v‖2L2(Ω) + ‖v‖2L2(Ω)) =
kmin

1 + C2
P

‖v‖2H1(Ω).
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Ci-dessus, CP > 0 est la constante apparaissant dans l’inégalité de Poincaré. Ainsi, la
forme a1 est coercive (voir la définition C.4) avec une constante de coercivité égale à
α = kmin(1 + C2

P )−1 > 0. On peut donc appliquer le théorème de Lax-Milgram, et en
conclure que la formulation variationnelle (3.5) est bien posée, et qu’en particulier pour
toute donnée f ∈ L2(Ω), il existe une solution et une seule u ∈ H1

0 (Ω) de (3.5) ou de (3.1),
qui dépend continûment de f ∈ (H1

0 (Ω))′ (et f est telle que ‖f‖(H1
0 (Ω))′ ≤ ‖f‖L2(Ω)). Plus

directement, en prenant v = u dans la formulation variationnelle (3.5), on trouve que

‖u‖H1(Ω) ≤
(

1 + C2
P

kmin

)1/2

‖f‖L2(Ω).

�

3.2.2 Problème à deux inconnues

On choisit ici de conserver explicitement la variable auxiliaire p = −k gradu introduite
précédemment. En d’autres termes, on s’intéresse aussi au gradient de u (multiplié par k).
Comme on cherche des solutions u d’énergie finie, on a p ∈ L2(Ω) ; et, puisque la donnée f
appartient à L2(Ω), on a p ∈ H(div,Ω). On réécrit donc le problème de départ (3.1) avec
une solution d’énergie finie sous la forme{

Trouver u ∈ H1
0 (Ω), p ∈ H(div,Ω) tels que

div p+ q u = f et k−1p+ gradu = 0 sur Ω.
(3.8)

Pour résoudre ce problème à deux inconnues, nous supposons que la borne inférieure qmin
dans (3.2) est strictement positive :{

∃kmin, kmax > 0 tels que kmin ≤ k(x) ≤ kmax p.p. tout x ∈ Ω,
∃qmin, qmax > 0 tels que qmin ≤ q(x) ≤ qmax p.p. tout x ∈ Ω.

(3.9)

Pour construire une formulation variationnelle équivalente, nous procédons en deux étapes
(il y a maintenant deux équations à prendre en compte). Tout d’abord, on choisit q ∈
H(div,Ω), et on effectue le produit scalaire dans L2(Ω) de la seconde équation de (3.8).
Puisque (u, q) appartient à H1

0 (Ω)×H(div,Ω), on peut intégrer par parties, cf. (3.4). On
a donc :

∀q ∈ H(div,Ω), 0 =

∫
Ω

(k−1p+ gradu) · q dx i.p.p.
=

∫
Ω

(k−1p · q − udiv q)dx.

A l’issue de cette intégration par parties, on remarque qu’il suffit maintenant que u appar-
tienne à L2(Ω) pour donner un sens à la dernière intégrale. Le fait que u ∈ H1(Ω) et que la
trace de u s’annule sur ∂Ω est contenu dans l’égalité variationnelle ci-dessus, valable pour
toute fonction-test q dans H(div,Ω). par exemple, si on choisit q ∈D(Ω), on retrouve sans
peine que gradu = −k−1p au sens des distributions dans Ω, et donc que u ∈ H1(Ω). Pour
retrouver la condition aux limites homogène, il faut utiliser la surjectivité de l’application
trace normale, voir le théorème D.3.
On cherche dorénavant une solution (u,p) ∈ L2(Ω)×H(div,Ω).
Pour prendre en compte la première équation de (3.8), on utilise simplement l’égalité va-
riationnelle équivalente :

∀v ∈ L2(Ω), 0 =

∫
Ω

(div p+ q u− f)v dx.
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Par soustraction des égalités variationnelles, on en conclut que si (u,p) est solution de
(3.8), alors (u,p) est solution de la formulation variationnelle ci-dessous :

Trouver (u,p) ∈ L2(Ω)×H(div,Ω) tel que
∀(v, q) ∈ L2(Ω)×H(div,Ω),∫

Ω

(
−k−1p · q + udiv q + v div p+ q uv

)
dx =

∫
Ω
fv dx.

(3.10)

Comme on l’a vu, si (u,p) est solution de (3.10), alors (u,p) est solution de (3.8).
Sous la forme abstraite (C.3), on se place dans l’espace produit V = L2(Ω) ×H(div,Ω)
muni de la norme produit ‖(v, q)‖V = (‖v‖2L2(Ω) + ‖q‖2H(div,Ω))

1/2, avec la forme bilinéaire
définie sur V × V :

a2 : ((v, q), (w, r)) 7→
∫

Ω

(
−k−1q · r + v div r + w div q + q vw

)
dx, (3.11)

et f ∈ V ′ : (v, q) 7→
∫

Ω fv dx.
La continuité de la forme f est immédiate, avec ‖f‖V ′ ≤ ‖f‖L2(Ω). En outre, on peut vérifier
sans peine que la forme a2 est continue sur V ×V. Qu’en est-il de la coercivité de la forme
a2 ? On a :

a2((0, q), (0, q)) = −
∫

Ω k
−1|q|2dx < 0 si q 6= 0,

a2((v, 0), (v, 0)) =
∫

Ω q|v|
2dx > 0 si v 6= 0.

D’après la Remarque C.7, comme la forme a2 n’a pas de signe, elle n’est donc pas coer-
cive ! ? En conséquence, il faut appliquer le théorie de Banach-Necas-Babuska pour établir
le caractère bien posé de (3.10).

Théorème 3.2 Sous les hypothèses (3.9), la formulation variationnelle (3.10) est bien
posée. En particulier

∃C > 0, ∀f ∈ L2(Ω), ∃!(u,p) solution de (3.5) tel que ‖u‖L2(Ω)+‖p‖H(div,Ω) ≤ C ‖f‖L2(Ω).

Démonstration : On remarque tout d’abord que la forme a2 est symétrique, puisque

∀(v, q), (w, r) ∈ V, a2((v, q), (w, r)) = a2((w, r), (v, q)).

On peut donc utiliser le Corollaire C.12 pour conclure : il reste à établir une condition de
stabilité (C.7) que nous rappelons ici :

∃α′ > 0, ∀(v, q) ∈ V, sup
(w,r)∈V\{0}

|a2((v, q), (w, r))|
‖(w, r)‖V

≥ α′ ‖(v, q)‖V .

Pour tout (v, q) ∈ V non-nul (c’est évident pour (0,0) !), on doit donc trouver un repré-
sentant (w∗, r∗) permettant de vérifier cette condition.
On commence par le cas où div q = 0. On a :

a2((v, q), (w∗, r∗)) =

∫
Ω

(
−k−1q · r∗ + v div r∗ + q vw∗

)
dx.
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On remarque que si on choisit r∗ = −q, le premier terme de l’intégrale est strictement
positif, et le second est nul :

a2((v, q), (w∗,−q)) =

∫
Ω

(
k−1|q|2 + q vw∗

)
dx.

Ensuite, choisir w∗ = v donne

a2((v, q), (v,−q)) =

∫
Ω

(
k−1|q|2 + q|v|2

)
dx.

Avec ce choix, on a ‖(w∗, r∗)‖V = (‖v‖2L2(Ω) + ‖q‖2H(div,Ω))
1/2 = ‖(v, q)‖V , et de plus

a2((v, q), (w∗, r∗)) =

∫
Ω

(
k−1|q|2 + q|v|2

)
dx

≥ (kmax)−1

∫
Ω
|q|2 dx+ qmin

∫
Ω
|v|2 dx

≥ min((kmax)−1, qmin) ‖(v, q)‖2V
= min((kmax)−1, qmin) ‖(v, q)‖V ‖(w∗, r∗)‖V ,

=⇒ sup
(w,r)∈V\{0}

|a2((v, q), (w, r))|
‖(w, r)‖V

≥ min((kmax)−1, qmin) ‖(v, q)‖V .

Poursuivons par le cas général (div q 6= 0 est possible), en choisissant a priori r∗ = −q :

a2((v, q), (w∗,−q)) =

∫
Ω

(
k−1|q|2 + (w∗ − v) div q + q vw∗

)
dx.

Cette fois, on choisit w∗ = λ(v + q−1 div q), avec λ à déterminer 14 :

a2((v, q), (λ(v+q−1 div q),−q)) =

∫
Ω

(
k−1|q|2 + (2λ− 1)v div q + λ q−1|div q|2 + λ q |v|2

)
dx.

Prendre λ = 1
2 , i.e. w

∗ = 1
2(v + q−1 div q), permet d’éliminer le terme croisé :

a2((v, q), (
1

2
(v + q−1 div q),−q)) =

∫
Ω

(
k−1|q|2 +

1

2
q−1| div q|2 +

1

2
q |v|2

)
dx.

On en déduit que

a2((v, q), (w∗, r∗)) ≥ min((kmax)−1,
1

2
(qmax)−1,

1

2
qmin)

∫
Ω

(
|q|2 + |div q|2 + |v|2

)
dx

≥ min((kmax)−1,
1

2
(qmax)−1,

1

2
qmin) ‖(v, q)‖2V .

Pour conclure la démonstration, il reste à majorer ‖(w∗, r∗)‖V par ‖(v, q)‖V . On obtient :

‖(w∗, r∗)‖2V = ‖1

2
(v + q−1 div q)‖2L2(Ω) + ‖q‖2L2(Ω) + ‖ div q‖2L2(Ω)

≤ 1

2
‖v‖2L2(Ω) + ‖q‖2L2(Ω) + (1 +

1

2
(qmin)−2)‖ div q‖2L2(Ω)

≤ (1 +
1

2
(qmin)−2)

(
‖v‖2L2(Ω) + ‖q‖2L2(Ω) + ‖div q‖2L2(Ω)

)
,

=⇒ ‖(w∗, r∗)‖V ≤ (1 +
1

2
(qmin)−2)1/2 ‖(v, q)‖V .

14. Le choix de la "correction" q−1 div q provient de la première équation de (3.8), où l’on voit que le
champ scalaire u est homogène à q−1 divp...
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Et finalement, on a dans le cas général

sup
(w,r)∈V\{0}

|a2((v, q), (w, r))|
‖(w, r)‖V

≥
min((kmax)−1, 1

2(qmax)−1, 1
2qmin)

(1 + 1
2(qmin)−2)1/2

‖(v, q)‖V ,

qui est la condition de stabilité cherchée. La formulation variationnelle (3.10) est bien posée,
et en particulier ‖(u,p)‖V dépend continûment de ‖f‖V ′ (la donnée). Comme ‖f‖V ′ ≤
‖f‖L2(Ω), on a bien la conclusion cherchée, si on se souvient que :

‖u‖L2(Ω) + ‖p‖H(div,Ω) ≤
√

2
(
‖u‖2L2(Ω) + ‖p‖2H(div,Ω)

)1/2
=
√

2 ‖(u,p)‖V .

�

Plutôt que de démontrer la condition de stabilité (ou condition inf-sup) de la forme a2,
on peut passer par la théorie de la T-coercivité, voir le théorème C.14. La démarche est
très similaire à celle proposée précédemment. Pour tout (v, q) ∈ V \ {(0, 0)}, on cherche
(w∗, r∗) dépendant linéairement de (v, q) et tel que

a2((v, q), (w∗, r∗)) ≥ α‖(v, q)‖2V ,

avec α > 0 indépendant de (v, q). A partir de là, on peut choisir T ∈ L(V) défini par
T((v, q)) = (w∗, r∗). Dans notre cas, on choisit donc

T((v, q)) = (
1

2
(v + q−1 div q),−q), (3.12)

et α = min((kmax)−1, 1
2(qmax)−1, 1

2qmin). Et on sait que |||T||| ≤ (1+ 1
2(qmin)−2)1/2. D’après

la définition C.13, la forme a2 est T-coercive. Le théorème C.14 s’applique, et on a établi
le théorème 3.2 par ce biais.

3.3 Discrétisation par éléments finis

Après la méthode des différences finies, nous introduisons une seconde méthode de
discrétisation numérique, basée sur l’approximation des formulations variationnelles, et
appelée méthode des éléments finis. On obtient ainsi une nouvelle catégorie de sché-
mas numériques de discrétisation. La première différence par rapport à la méthode des
différences finies est qu’on n’approche plus les EDP plus les conditions aux limites, mais
une forme variationnelle équivalente. En outre, on peut considérer des domaines de forme
plus générale lorsqu’on utilise la méthode des éléments finis.
Pour commencer, nous la présentons pour le problème à une inconnue, posé dans des do-
maines Ω polygonaux (d = 2) ou polyédriques (d = 3). Plus précisément, l’approximation
que nous choisissons est de type conforme, ou Galerkin, cf. §C.4.2, c’est-à-dire que les es-
paces discrets (Vh)h que nous construisons sont des sous-espaces vectoriels de dimension
finie de l’espace V .
Nous poursuivons ensuite par une étude similaire pour le problème à deux inconnues, tou-
jours posé des domaines Ω polygonaux (d = 2) ou polyédriques (d = 3), en choisissant
encore une approximation de type conforme : cette fois les espaces discrets (Vh)h que nous
construisons sont des sous-espaces vectoriels de dimension finie de l’espace V.
Dans les deux cas, le paramètre positif h est destiné à tendre vers 0, et limh→0 dim(Vh) =
+∞, respectivement limh→0 dim(Vh) = +∞.
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3.3.1 Problème à une inconnue

On suppose que l’on dispose d’une famille (Vh)h de sous-espaces vectoriels de dimension
finie de V = H1

0 (Ω). On munit les sous-espaces Vh de la norme ‖ · ‖V = ‖ · ‖H1(Ω).

Soit h donné. Dans l’espace Vh correspondant, la formulation variationnelle dis-
crète associée à (3.5) est :{

Trouver uh ∈ Vh tel que
∀vh ∈ Vh, a1(uh, vh) = 〈f, vh〉,

(3.13)

où la forme bilinéaire a1 est donnée par (3.6), et la forme linéaire f est donnée par (3.7).

Remarque 3.3 Comme on cherche la solution discrète uh dans Vh ⊂ H1
0 (Ω), celle-ci est

définie presque partout, ce qui constitue une autre différence par rapport à la méthode des
différences finies, où la solution exacte n’est approchée qu’aux points de discrétisation.

Comme la solution discrète uh dépend linéairement de la donnée f , on peut réexprimer
(3.13) sous la forme d’un système linéaire équivalent 15.

Lemme 3.4 Soit (ϕj)1≤j≤N une base de l’espace vectoriel Vh. Résoudre la formulation
variationnelle discrète (3.13) est équivalent à résoudre le système linéaire posé dans RN :{

Trouver X ∈ RN tel que
AX = F

, (3.14)

avec
Ai,j = a1(ϕj , ϕi), 1 ≤ i, j ≤ N, Fi = 〈f, ϕi〉, 1 ≤ i ≤ N, (3.15)

et l’on a la correspondance

uh =
N∑
j=1

Xjϕj . (3.16)

Remarque 3.5 Sauf exception, on omet la dépendance de N , A, X et F par rapport à h.

Démonstration : Soit uh résolvant (3.13) : on note (Xj)1≤j≤N ses composantes dans la
base (ϕj)1≤j≤N . On choisit vh = ϕi dans la formulation variationnelle (3.13), ce qui nous
donne avec la définition (3.16) du vecteur X, et la définition (3.15) de A et F :

∀i,
N∑
j=1

Ai,jXj =

N∑
j=1

Xja1(ϕj , ϕi) = a1(

N∑
j=1

Xjϕj , ϕi)
(3.13)

= 〈f, ϕi〉 = Fi,

c’est-à-dire le système linéaire (3.14), écrit ligne par ligne.
Réciproquement, à partir de X une solution de (3.14), on définit uh selon (3.16), et on

15. En règle générale, on écrira les matrices issues de la discrétisation par éléments finis en caractères
ombrés majuscules.
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choisit vh =
∑N

i=1 Yiϕi un élément quelconque de Vh. On trouve

a1(uh, vh) = a

 N∑
j=1

Xjϕj ,

N∑
i=1

Yiϕi

 =

N∑
i=1

Yi

 N∑
j=1

Xj a1(ϕj , ϕi)


(3.15)

=

N∑
i=1

Yi

 N∑
j=1

Ai,jXj


(3.14)

=

N∑
i=1

YiFi
(3.15)

=

N∑
i=1

Yi 〈f, ϕi〉 = 〈f,
N∑
i=1

Yiϕi〉 = 〈f, vh〉.

�

Dans la suite, on suppose qu’une base (ϕj)1≤j≤N de Vh est donnée, et que A et F sont
définis par (3.15). Notons en passant qu’on a établi (voir la démonstration de la réciproque)
une égalité fondamentale reliant les fonctions discrètes aux vecteurs de RN les représentant
dans cette base (ϕj)1≤j≤N :

∀vh =
N∑
j=1

Yjϕj , ∀wh =
N∑
j=1

Zjϕj , a1(vh, wh) = (AY,Z). (3.17)

Proposition 3.6 La matrice A est symétrique par construction. Sous les hypothèses (3.2),
elle est en outre définie-positive.

Démonstration : La matrice A est symétrique, puisque la forme a1 l’est. Sous les hypo-
thèses (3.2), la forme a1 est coercive, et on en déduit que,

∀Y ∈ RN \ {0}, (AY, Y )
(3.17)

= a1(vh, vh) > 0.

�

D’après la proposition 2.11, la matrice A est inversible, et le système linéaire (3.14) admet
une solution X et une seule. On en déduit finalement que la formulation variationnelle
discrète (3.13) admet une solution uh et une seule.
Pour comparer cette solution discrète à la solution exacte u, on utilise le lemme de Céa
(cf. théorème C.20). On trouve dans notre cas :

‖u− uh‖H1(Ω) ≤
max(kmax, qmax)

kmin
(1 + C2

P ) inf
vh∈Vh

‖u− vh‖H1(Ω), (3.18)

où CP est la constante qui apparaît dans l’inégalité de Poincaré. En particulier, l’erreur
‖u−uh‖H1(Ω) et infvh∈Vh ‖u−vh‖H1(Ω) sont du même ordre (cf. remarque C.21). En outre,
comme Vh est un sous-espace vectoriel fermé de H1(Ω), on a infvh∈Vh ‖u − vh‖H1(Ω) =
minvh∈Vh ‖u − vh‖H1(Ω) = ‖u − Phu‖H1(Ω), où Ph est la projection orthogonale de H1(Ω)
sur Vh.
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On laisse maintenant h varier. On dispose donc des solutions approchées (uh)h. D’après
le théorème C.23, pour que l’erreur tende vers 0 quand h tend vers 0, il suffit d’avoir la pro-
priété d’approximabilité minimale (C.26). On réécrit ci-dessous le résultat de convergence
pour le problème à une inconnue.

Théorème 3.7 Sous les hypothèses (3.2) et si la propriété d’approximabilité minimale
(C.26) est vraie pour (Vh)h dans H1(Ω), alors l’erreur tend vers 0 quand h tend vers 0 :

lim
h→0
‖u− uh‖H1(Ω) = 0. (3.19)

Concernant la qualité des solutions approchées (uh)h, on introduit habituellement la notion
de vitesse de convergence.

Définition 3.8 Les solutions approchées (uh)h convergent vers u à l’ordre αcv > 0 si, et
seulement si,

∃Ccv > 0, ∀f, ∀h, ‖u− uh‖H1(Ω) ≤ Ccv hαcv ‖f‖. (3.20)

Comment définir les espaces discrets (Vh)h pour le problème à une inconnue ? Une idée
naturelle consiste à construire un espace d’approximation à partir de fonctions continues,
et affines par morceaux. En effet, les fonctions globalement continues, et régulières par
morceaux, appartiennent à H1(Ω) [11]. Il faut enfin imposer une condition de trace nulle
sur ∂Ω pour définir des fonctions de H1

0 (Ω). Afin de construire de tels espaces, on suppose
maintenant que l’on résout le problème posé dans un domaine Ω polygonal (si d = 2),
ou polyédrique (si d = 3). On choisit un maillage de Ω, ici une partition en simplexes
fermés, c’est-à-dire des triangles fermés pour d = 2 et des tétraèdres fermés pour d = 3,
Ω = ∪1≤`≤LT`, qui vérifie les propriétés suivantes :

int(T`) 6= ∅ pour tout ` ;
int(T`) ∩ int(Tm) = ∅ si ` 6= m ;
toute facette d’un simplexe est :

soit facette d’un autre simplexe, soit incluse dans ∂Ω.

(3.21)

Par définition, pour d = 2, une facette est une arête du bord du triangle et, pour d = 3,
une facette est une face du bord du tétraèdre. Il y a donc d + 1 facettes par simplexe.
On appelle (Mj)j=1,N+ l’ensemble de tous les sommets du maillage, numérotés de sorte
que (Mj)j=1,N est l’ensemble des sommets intérieurs, et (Mj)j=N+1,N+ est l’ensemble des
sommets situés sur la frontière. On appelle pas du maillage le nombre strictement positif
h = max1≤`≤L h` où, pour chaque `, h` est le diamètre du plus petit cercle contenant T`. On
note également, pour chaque `, ρ` le diamètre du plus grand cercle inclus dans T`. Enfin,
on appelle Th le maillage obtenu. Dans la suite, on s’appuie sur une famille de maillages
(Th)h pour construire les espaces discrets (Vh)h.

Remarque 3.9 Pour que h tende vers 0, on doit construire des partitions telles que le dia-
mètre maximal des simplexes tende vers 0. Ceci implique en particulier que max1≤`≤L |T`|
tende vers 0, et donc que le nombre de simplexes tende vers +∞.

On raisonne pour une partition, et donc pour un maillage, donnés : Ω = ∪1≤`≤LT`. On
peut maintenant définir Vh, sous-espace vectoriel de H1

0 (Ω) de dimension finie, en deux
temps. On introduit, pour k ∈ N,

Pk(T ) := {q ∈ P (T ) : d ◦(q) ≤ k}.
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Lorsque k = 1, on peut également utiliser la définition équivalente

P1(T ) := {q ∈ P (T ) : ∃a ∈ P0(T ), ∃b ∈ (P0(T ))d, ∀x ∈ T, q(x) = a+ b · x}.

On définit, pour k ∈ N \ {0}, l’espace discret

V +
h,k := {vh ∈ C0(Ω) : ∀`, vh|T` ∈ Pk(T`)}.

On parle 16 d’élement fini de Lagrange d’ordre k. Par construction, V +
h,k ⊂ H

1(Ω).
Ensuite, on définit, pour k ∈ N \ {0}, l’espace discret

Vh,k := {vh ∈ V +
h,k : vh|∂Ω = 0}. (3.22)

Par construction, Vh,k ⊂ H1
0 (Ω). Dans la suite, on se concentre sur le cas k = 1, et on pose

Vh = Vh,1. Les résultats obtenus ci-dessous se généralisent sans peine au cas k ≥ 2 [11].
Pour construire une base de Vh, on choisit une famille de N fonctions (wj)1≤j≤N :

∀j, wj ∈ Vh, et wj(Mi) = δij pour 1 ≤ i ≤ N,

où δij est le symbole de Kronecker, c’est-à-dire que δij = 1 si i = j, et δij = 0 si i 6= j.
On appelle (wj)j=1,N les fonctions "chapeau".

Exercice 3.2 Montrer que si la deuxième ou la troisième propriété (3.21) est violée, alors
on peut toujours trouver un sommet Mj pour lequel il n’existe pas de fonction "chapeau"
associée.

La propriété fondamentale de ces fonctions "chapeau" est que leur support est local, ce qui
a une grande importance lorsqu’on construit la matrice A représentant la forme a1 dans
cette base.

Proposition 3.10 On suppose les propriétés (3.21) vérifiées. Alors

supp(wi) = ∪` t.q. Mi∈T`T` pour 1 ≤ i ≤ N.

Démonstration : Soit un indice i donné. Considérons un simplexe T`. Deux cas peuvent
se présenter :

— soit Mi 6∈ T`, et alors wi s’annule aux d+ 1 sommets de T` ; comme wi|T` est affine
dans le simplexe et que les d + 1 sommets ne sont pas alignés (c’est la première
propriété (3.21)), on en déduit que wi|T` = 0 ;

— soit Mi ∈ T`, et alors wi vaut 1 en Mi, et s’annule aux d autres sommets de T` ;
si on note a la facette contenant ces autres sommets, on en déduit que wi(x) 6= 0
pour x ∈ T` \ a puisque wi|T` est affine dans le simplexe.

Le résultat suit. �

Remarque 3.11 Soit wi un fonction "chapeau". Si on reprend la démonstration ci-dessus
(2ème item), on note que, pour tout simplexe T` tel que Mi ∈ T`, la restriction wi|T`
coïncide avec la coordonnée barycentrique associée au sommet Mi dans T`. En effet, par
définition, les d+ 1 coordonnées barycentriques (λT`i )i=1,d+1 dans T` sont affines, valent 1
en un sommet, et 0 en tous les autres.

16. Lorsque k = 0, l’espace discret V +
h,0 est réduit à l’ensemble des fonctions constantes sur Ω.
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Ensuite, on prouve que ces fonctions engendrent l’espace discret Vh.

Proposition 3.12 On suppose les propriétés (3.21) vérifiées. Alors la famille (wj)1≤j≤N
constitue une base de Vh. De plus, on a l’identité :

∀vh ∈ Vh, vh(x) =
∑
j=1,N

vh(Mj)wj(x) pour tout x ∈ Ω. (3.23)

Démonstration : Montrons que la famille (wj)1≤j≤N est libre. Soit (αj)j=1,N ∈ RN telle
que

∑
j=1,N αj wj = 0. On a donc

∑
j=1,N αj wj(x) = 0 pour tout x ∈ Ω. On choisit

x = Mi, pour i = 1, N , ce qui donne

0 =
∑
j=1,N

αj wj(Mi) = αi.

Montrons maintenant que la famille (wj)1≤j≤N est génératrice.
On remarque que si cette famille est génératrice, alors pour tout vh ∈ Vh il existe (αj)j=1,N ∈
RN tels que vh =

∑
j=1,N αj wj . Si on choisit x = Mi, pour i = 1, N , on trouve vh(Mi) =

αi, et ainsi on a nécessairement vh =
∑

j=1,N vh(Mj)wj (c’est-à-dire (3.23)).
Ainsi pour prouver que (wj)1≤j≤N est génératrice, pour tout vh ∈ Vh, on doit prouver
que vh −

∑
j=1,N vh(Mj)wj = 0. Comme les fonctions sont continues sur Ω, ceci revient à

prouver que pour tout simplexe T`, on a vh(x) −
∑

j=1,N vh(Mj)wj(x) = 0 pour tout x
dans T`. Par construction, (vh −

∑
j=1,N vh(Mj)wj)|T` est affine, et de plus elle s’annule

aux d+ 1 sommets du simplexe qui sont non-alignés d’après la première propriété (3.21) :
elle est donc nulle sur T`. Comme le résultat est valable pour tout simplexe, on a bien
vh −

∑
j=1,N vh(Mj)wj = 0 sur Ω. �

Les fonctions discrètes vh ∈ Vh sont donc caractérisées par les valeurs (vh(Mj))j=1,N . On
appelle l’application vh 7→ (vh(Mj))j=1,N les degrés de liberté.
On retient dorénavant (wj)j=1,N comme base de Vh. Grâce à la proposition 3.10, on peut
estimer le nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ah, noté nnz(Ah). Nous proposons des
estimations "optimales" lorsque d = 2. Si d = 3, on peut obtenir des résultats similaires,
voir la remarque 3.16 ci-après.

Proposition 3.13 On suppose les propriétés (3.21) vérifiées et que Ω ⊂ R2. Alors le
nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ah ∈ RNh×Nh est asymptotiquement au plus de
l’ordre de 7Nh :

∀h, nnz(Ah)

Nh
< 7.

Remarque 3.14 En d’autres termes, la matrice Ah associée possède, en moyenne, moins
de 7 éléments non-nuls par ligne. Pour rappel, en 2D et pour tout h, les matrices type A′2
issues de la discrétisation par différences finies, voir (2.37), possèdent au plus 5 éléments
non-nuls par ligne.

Démonstration : On introduit A+ le nombre d’arêtes du maillage : on décompose A+ en
A+Ab, où Ab est le nombre d’arêtes situées sur la frontière. Pour rappel, il y aN+ = N+Nb

sommets, avec Nb sommets situés sur la frontière. Si on compte les arêtes frontière et les
sommets frontière, on trouve Ab = Nb. Ensuite, on note Aint le nombre d’arêtes dont



65

aucune extrémité n’est située sur la frontière. Si on fait l’hypothèse (raisonnable) que de
chaque sommet situé sur la frontière, il part au moins une arête vers l’intérieur, on a
Aint ≤ A−Nb. Et enfin, il y a L triangles.
Pour 1 ≤ i, j ≤ N , on a :

Ai,j =

∫
Ω

(k gradwj · gradwi + q wjwi) dx

=
∑
`=1,L

∫
int(T`)

(
k gradwj |T` · gradwi|T` + q wj |T`wi|T`

)
dx

=
∑

`=1,L t.q. Mi,Mj∈T`

∫
int(T`)

(
k gradwj |T` · gradwi|T` + q wj |T`wi|T`

)
dx,

(3.24)

où on a utilisé la proposition 3.10 pour la dernière égalité. En effet, si Mi 6∈ T` ou si
Mj 6∈ T`, l’intégrale sur int(T`) est nulle. Ainsi, pour avoir Ai,j 6= 0, il est nécessaire que
Mi = Mj , ou que [Mi,Mj ] soit un côté d’un des triangles (T`)1≤`≤L. Il y a N occurences
du premier cas, et 2Aint occurences du second cas. On a donc :

nnz(A) ≤ N + 2Aint.

Pour obtenir une borne qui ne dépende que de N , on doit maintenant borner A par N .
Pour simplifier, on fait l’hypothèse que le domaine Ω est sans trous. Alors, si on décompte
les arêtes, on trouve tout d’abord que :

3L = 2A+Ab.

Ensuite, si on compte les angles aux sommets, et si on se souvient que la somme des angles
aux sommets d’un polygone à n côtés est égale à (n− 2)π, on trouve :

L = 2N +Nb − 2.

Ainsi, 2A = 6N + 2Nb − 6, et donc

2Aint = 2Aint − 2A+ 6N + 2Nb − 6 = 6N + 2(Aint +Nb −A)− 6 < 6N,

et on en conclut que
nnz(A) < 7N.

On en déduit le résultat annoncé. �

Remarque 3.15 Plus généralement, on peut prouver que cette propriété est valable quel
que soit l’ordre k > 0 de l’élément fini de Lagrange [11]. Si on note Nh,k la dimension de
Vh,k, et Ah,k ∈ RNh,k×Nh,k la matrice associée à la forme a1 dans une base "bien choisie",
alors :

∃Ck > 0, ∀h,
nnz(Ah,k)
Nh,k

≤ Ck.
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Exercice 3.3 On peut également résoudre numériquement le problème (3.1), où on a rem-
placé la condition aux limites de Dirichlet par une condition aux limites de type Neumann
ou Robin. Dans ce cas, si on utilise un élément fini de Lagrange d’ordre 1, on se place dans
V +
h = V +

h,1. La matrice A′h correspondante appartient alors à RN
+
h ×N

+
h , où N+

h = dim(V +
h ).

Pour d = 2, montrer que l’on a nnz(A′h) ≤ N+
h + 2A+

h , où A
+
h est le nombre d’arêtes du

maillage ; en utilisant les bornes établies dans la proposition 3.13, en conclure que :

∀h,
nnz(A′h)

N+
h

< 7.

Remarque 3.16 Lorsque d = 3, on peut arriver à des estimations similaires, afin de
garantir un nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ah croissant linéairement par rapport
à sa dimension. Pour cela, on a besoin d’une relation supplémentaire de dénombrement,
puisque la somme des angles solides au sommet d’un tétraèdre n’est pas constante. Elle
s’obtient sous réserve que la famille de maillages soit régulière (voir (3.25) ci-après) :
cette condition fournit une borne uniforme (indépendante de h) sur le nombre maximal de
tétraèdres auxquels un sommet peut appartenir, cf. [11] pour les détails.

Pour établir la propriété d’approximabilité minimale (C.26), on choisit V+ = D(Ω) comme
sous-espace dense de V = H1

0 (Ω). Pour cela, on utilise un opérateur d’interpolation
πh : V+ → Vh et le passage à l’élément fini de référence (voir par exemple [11, §2.3] pour
les calculs détaillés).
La démarche est la suivante. Pour v+ ∈ V+, on écrit tout d’abord :

‖v+ − πhv+‖H1(Ω) =

(∑
`

‖(v+)|T` − (πhv+)|T`‖
2
H1(T`)

)1/2

.

Puis on estime, pour chaque `, l’écart ‖(v+)|T` − (πhv+)|T`‖H1(T`). Pour cela, on passe de
T` au simplexe de référence, voir (3.29) ci-après ; on utilise les propriétés d’approximabilité
de l’opérateur d’interpolation sur ce simplexe, en utilisant une mesure dans un espace de
l’échelle de Sobolev (H1+β)β≥0 (ces propriétés ne dépendent donc pas du simplexe T`) ; et
enfin on revient au simplexe T`.
Pour obtenir une estimation exploitable, on se place dans la situation où

∃σ > 0, ∀h, ∀`, h` ≤ σρ`. (3.25)

On dit que la famille de maillages (Th)h est régulière.
Donnons quelques détails. On choisit l’opérateur d’interpolation de Scott-Zhang [18, §1.6.2],
utilisable pour tout élément de H1(Ω), et donc en particulier pour tout élément de H1

0 (Ω).
Si pour chaque T`, on note ST` l’union des simplexes ayant une intersection non-vide avec
T`, on obtient, tous calculs faits, une estimation du type

∃C > 0, ∀β ∈ [0, 1], ∀h, ∀T` ∈ Th,
‖(v+)|T` − (πhv+)|T`‖H1(T`) ≤ Ch

β
` |(v+)|ST`

|H1+β(ST` )
.

(3.26)
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Remarque 3.17 Lorsque β ∈]1/2, 1] et puisque d ≤ 3, on sait d’après les injections de
Sobolev que H1+β(Ω) ⊂ C0(Ω) (voir par exemple [3, Chapitre 2]) et on peut "simplifier"
l’estimation (3.26) en se servant de l’opérateur "classique" d’interpolation de Lagrange.
Dans ce cas, on peut remplacer à droite |(v+)|ST`

|H1+β(ST` )
par |(v+)|T` |H1+β(T`)

.

Pour conclure que l’hypothèse d’approximabilité minimale (C.26) est vérifiée, il reste à
sommer (3.26) sur tous les simplexes. Mais, dans l’estimation (3.26), la contribution sur
un simplexe T ′ donné apparaît plusieurs fois à droite, puisque par définition ce simplexe
est inclus dans tous les ST` tels que T

′ ∩ T` 6= ∅.
Lorsque d = 3, on peut vérifier que l’hypothèse de régularité de la famille de maillages
implique que la valeur minimale (prise sur tous les simplexes de tous les maillages) des
angles solides aux sommets des simplexes est strictement positive, et de même pour la
valeur minimale des angles dièdriques aux arêtes des simplexes. Et, lorsque d = 2, la
valeur minimale (prise sur tous les triangles de tous les maillages) des angles aux sommets
est strictement positive. Ceci implique à son tour que

∃Creg > 0, ∀h, ∀`, max
T ′∈Th

card({T ′ t.q. T ⊂ ST`}) ≤ Creg, (3.27)

c’est-à-dire que le nombre d’occurences de T ′ est uniformément borné.
Par sommation sur tous les simplexes de Th, on trouve donc que

‖v+ − πhv+‖H1(Ω) ≤

(∑
`

C2h2β
` |(v+)|ST`

|2H1+β(ST` )

)1/2

{
Pour tout `, h` ≤ h

}
≤ Chβ

(∑
`

|(v+)|ST`
|2H1+β(ST` )

)1/2

{
Au plus Creg occurences

}
≤ CCregh

β

(∑
`

|(v+)|T` |
2
H1+β(T`)

)1/2

.

Si on a choisi β ∈ {0, 1}, on a (
∑

` |(v+)|T` |
2
H1+β(T`)

)1/2 = |v+|H1+β(Ω). Pour β ∈]0, 1[,
d’après la propriété de sous-additivité des semi-normes | · |H1+β(Ω) (cf. [3, Chapitre 2]), on
a (
∑

` |(v+)|T` |
2
H1+β(T`)

)1/2 ≤ |v+|H1+β(Ω). Dans tous les cas, on en conclut que

∀v+ ∈ V+, ‖v+ − πhv+‖H1(Ω) ≤ CCreghβ |v+|H1+β(Ω), (3.28)

et finalement (C.26) est vérifiée. En conclusion, l’erreur ‖u − uh‖H1(Ω) tend vers 0 quand
h tend vers 0, cf. (3.19).

Remarque 3.18 La propriété (3.28) se généralise sans difficulté aux éléments de C∞(Ω),
avec des opérateurs à valeurs dans (V +

h,k)h. D’après la densité de C∞(Ω) dans H1(Ω) et
dans L2(Ω), cf. Annexe D, on dispose d’une propriété d’approximabilité (C.26) permettant
d’approcher tout élement de H1(Ω) ; et on dispose également d’une propriété similaire pour
tout élement de L2(Ω) (puisque ‖v+ − πhv+‖L2(Ω) ≤ ‖v+ − πhv+‖H1(Ω)).

Nous donnons quelques précisions ci-dessous, concernant le passage à l’élément fini de
référence, on note habituellement T̂ le simplexe de référence dont :
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— (cas d = 2) les sommets ont pour coordonnées (0, 0), (0, 1) et (1, 0) dans le répère
de référence (0, x̂, ŷ) ;

— (cas d = 3) les sommets ont pour coordonnées (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0) et (1, 0, 0)
dans le répère de référence (0, x̂, ŷ, ẑ).

On passe du simplexe T̂ à un simplexe T` donné à l’aide d’une transformation affine

F` :

{
T̂ → T`
x̂ 7→ x = A`x̂+ b`

, avec A` ∈ Rd×d inversible, et b` ∈ Rd. (3.29)

Bien sûr, on a la transformation affine inverse F−1
` de T` dans T̂ : x̂ = A−1

` x−A−1
` b`. Dans

la suite, le passage à l’élément fini de référence est équivalent à ces correspondances entre
x̂ ∈ T̂ et x` ∈ T`. Puisque les transformations sont affines, les formules de changement de
variables s’écrivent pour toute fonction w ∈ L1(T`), ŵ ∈ L1(T̂ ) :∫

T`

w(x) dx =

∫
T̂

(w ◦ F`)(x̂) |det(A`)| dx̂ ;∫
T̂
ŵ(x̂) dx̂ =

∫
T`

(ŵ ◦ F−1
` )(x) |det(A`)|−1 dx.

(3.30)

On transforme une fonction à valeurs scalaires v̂ définie sur T̂ en v à valeurs scalaires
définie sur T`, et réciproquement, selon :

v = v̂ ◦ F−1
` ⇐⇒ v̂ = v ◦ F`. (3.31)

On écrit v(x) = v̂(x̂) pour tout x ∈ T` (ou tout x̂ ∈ T̂ ). On peut facilement établir les
identités suivantes sur les gradients :

∀x̂ ∈ T̂ , ∇v(x) = (AT` )−1∇̂v̂(x̂) ; ∀x ∈ T`, ∇̂v̂(x̂) = AT` ∇v(x). (3.32)

Pour établir la propriété d’approximabilité uniforme (C.29) et estimer la vitesse de
convergence, on choisit

Ṽ = {ṽ ∈ H1
0 (Ω) : div(k grad ṽ) ∈ L2(Ω)},

et on utilise le résultat technique ci-dessous (voir [9]), sur la régularité a priori des solu-
tions 17 du problème (3.1).

Proposition 3.19 On suppose que les coefficients k et q appartiennent à PW 1,∞(Ω),
et qu’ils vérifient les hypothèses (3.2). Alors il existe rmax ∈]0, 1], appelé exposant de
régularité, tel que pour tout f ∈ L2(Ω), la solution u ∈ H1

0 (Ω) de (3.1) appartient à⋂
0≤r<rmax

PH1+r(Ω) (rmax < 1), ou PH2(Ω) (rmax = 1), avec une dépendance continue.
— Si rmax < 1 :
∀r ∈ [0, rmax[, ∃Cr > 0, ∀f ∈ L2(Ω), ‖u‖PH1+r(Ω) ≤ Cr ‖f‖L2(Ω) ;

— Si rmax = 1 :
∃C1 > 0, ∀f ∈ L2(Ω), ‖u‖PH2(Ω) ≤ C1 ‖f‖L2(Ω).

17. Le préfixe P renvoie à une partition P := {Ωp}p=1,··· ,P de Ω : (Ωp)p=1,··· ,P sont des domaines
disjoints, et Ω = ∪p=1,PΩp. Dans ce cas, k ∈ PW 1,∞(Ω) signifie que k|Ωp ∈ W

1,∞(Ωp), pour 1 ≤ p ≤ P .
De même, u ∈ PH1+r(Ω) signifie que u|Ωp ∈ H

1+r(Ωp), pour 1 ≤ p ≤ P .
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Définition 3.20 On dit qu’une famille de maillages (Th)h de Ω est conforme à une parti-
tion (Ωp)1≤p≤P de Ω si

∀h, ∀`, ∃p ∈ {1, . . . , P} tel que T` ⊂ Ωp.

Encore une fois par passage à l’élément fini de référence et toujours à l’aide d’un opérateur
d’interpolation appliqué cette fois aux éléments de Ṽ , on en déduit le résultat suivant sur
l’ordre de convergence (voir la définition 3.8).

Théorème 3.21 (problème à une inconnue) Sous les hypothèses de la proposition 3.19
et si la famille de maillage est régulière et conforme, alors l’ordre de convergence αcv est
égal à :

— αcv = rmax − ε pour tout ε ∈]0, rmax[ si rmax < 1, ou
— αcv = 1 si rmax = 1.

Qui plus est, la constante Ccv ne dépend ni de la solution u, ni de la donnée f :

∃Ccv > 0, ∀h, ∀f ∈ L2(Ω), ‖u− uh‖H1(Ω) ≤ Ccv hαcv ‖f‖L2(Ω).

Démonstration :On choisit r ∈]0, 1] comme à la proposition 3.19, où le cas r = 1 corres-
pond à rmax = 1.
Alors, d’après (3.28), 18 on a la première estimation

inf
vh∈Vh

‖u− vh‖H1(Ω) ≤ ‖u− πhu‖H1(Ω) ≤ Chr |u|PH1+r(Ω),

avec C > 0 indépendante de h et de u. Puis on applique l’estimation de la proposition 3.19,
à savoir |u|PH1+r(Ω) ≤ ‖u‖PH1+r(Ω) ≤ Cr ‖f‖L2(Ω). L’utilisation du lemme de Céa, voir
(3.18), donne finalement le résultat avec αcv = r. �

3.3.2 Problème à deux inconnues

On suppose ici que l’on dispose d’une famille (Vh)h de sous-espaces vectoriels de di-
mension finie de V = L2(Ω)×H(div,Ω). Comme V est un espace produit, on choisit une
discrétisation produit, c’est-à-dire de la forme Vh = Mh ×Qh. On munit les sous-espaces
Mh de la norme ‖ · ‖L2(Ω), les sous-espaces Qh de la norme ‖ · ‖H(div,Ω), et enfin les espaces
Vh de la norme produit ‖ · ‖V .

Soit h donné. Dans Mh × Qh, la formulation variationnelle discrète associée à
(3.10) est :  Trouver (uh,ph) ∈Mh ×Qh tel que

∀(vh, qh) ∈Mh ×Qh, a2((uh,ph), (vh, qh)) =

∫
Ω
fvh dx,

(3.33)

où la forme bilinéaire a2 est définie en (3.11). La solution discrète (uh,ph) est définie presque
partout, comme pour la discrétisation du problème à une inconnue (cf. remarque 3.3). Et
puisqu’elle dépend linéairement de la donnée f , on peut réexprimer (3.33) sous la forme
d’un système linéaire.

18. A l’aide, lorsque r > 1/2, de la remarque 3.17 qui permet de découpler les contributions sur les
différents Ωp.
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Lemme 3.22 Soient (φj)1≤j≤Nu une base de l’espace vectoriel Mh et (κm)1≤m≤Np une
base de l’espace vectoriel Qh. Résoudre la formulation variationnelle discrète (3.33) est
équivalent à résoudre le système linéaire posé dans RNu+Np :{

Trouver X ∈ RNu+Np tel que
AX = F

, (3.34)

avec

A =

(
Mu BT
B −Mp

)
∈ R(Nu+Np)×(Nu+Np), X =

(
U
P

)
, F =

(
Fu
0

)
∈ RNu+Np ,

(Mu)i,j =

∫
Ω
qφjφi dx, 1 ≤ i, j ≤ Nu, (Fu)i =

∫
Ω
fφi dx, 1 ≤ i ≤ Nu,

(Mp)l,m =

∫
Ω
k−1κm · κl dx, 1 ≤ l,m ≤ Np,

Bl,j =

∫
Ω
φj divκl dx, 1 ≤ l ≤ Np, 1 ≤ j ≤ Nu,

(3.35)
et l’on a la correspondance

uh =

Nu∑
j=1

Ujφj ph =

Np∑
m=1

Pmκm. (3.36)

Remarque 3.23 Encore une fois et sauf exception, on omet les dépendances en h.

Démonstration : Soit (uh,ph) résolvant (3.33) : on note (Xj)1≤j≤Nu les composantes de
uh dans la base (φj)1≤j≤Nu , et (Pm)1≤j≤Np les composantes de ph dans la base (κm)1≤m≤Np ,
c’est-à-dire (3.36). On choisit (vh, qh) = (φi, 0) dans la formulation variationnelle (3.33),
ce qui nous donne avec la définition (3.36) des vecteurs U et P , et la définition (3.35) de
Mu, B et Fu :

∀i,
Nu∑
j=1

(Mu)i,jUj +

Np∑
m=1

(BT )i,mPm =

Nu∑
j=1

(Mu)i,jUj +

Np∑
m=1

Bm,iPm

=

Nu∑
j=1

Uj

∫
Ω
qφjφi dx+

Np∑
m=1

Pm

∫
Ω
φi divκm dx

=

∫
Ω
q(

Nu∑
j=1

Ujφj)φi dx+

∫
Ω
φi div(

Np∑
m=1

Pmκm) dx

=

∫
Ω
quhφi dx+

∫
Ω
φi div ph dx

(3.33)(φi,0)
=

∫
Ω
fφi dx = (Fu)i,

soit les Nu premières lignes de (3.34), MuU + BTP = Fu, écrit ligne par ligne.
On choisit ensuite (vh, qh) = (0,κl) dans la formulation variationnelle (3.33), ce qui nous
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donne avec la définition (3.36) des vecteurs U et P , et la définition (3.35) de Mp et B :

∀l,
Nu∑
j=1

Bl,jUj −
Np∑
m=1

(Mp)l,mPm

=

Nu∑
j=1

Uj

∫
Ω
φj divκl dx+

Np∑
m=1

Pm

∫
Ω
−k−1κm · κl dx

=

∫
Ω

(

Nu∑
j=1

Ujφj) divκl dx+

∫
Ω
−k−1(

Np∑
m=1

Pmκm) · κl dx

=

∫
Ω
uh divκl dx+

∫
Ω
−k−1ph · κl dx

(3.33)(0,κl)= 0,

soit les Np dernières lignes de (3.34), BU −MpP = 0, écrit ligne par ligne.
Réciproquement, à partir de X une solution de (3.34), on définit uh ∈Mh et ph ∈ Qh selon
(3.36), et on choisit (vh, qh) = (

∑Nu
i=1 Yiφi,

∑Np
l=1Qlκl) un élément quelconque deMh×Qh.

On trouve successivement :

a2((uh,ph), (vh, 0))

=

∫
Ω

(
(

Nu∑
i=1

Yiφi) div(

Np∑
m=1

Pmκm) + q (

Nu∑
j=1

Ujφj)(

Nu∑
i=1

Yiφi)
)
dx

=

Nu∑
i=1

Yi

∫
Ω

(
φi div(

Np∑
m=1

Pmκm) + q (

Nu∑
j=1

Ujφj)φi

)
dx


(3.35)

=

Nu∑
i=1

Yi

( Np∑
m=1

(BT )i,mPm +

Nu∑
j=1

(Mu)i,jUj

)
=

Nu∑
i=1

Yi(BTP + MuU)i

(3.34)
=

Nu∑
i=1

Yi(Fu)i
(3.35)

=

Nu∑
i=1

Yi

∫
Ω
fφi dx =

∫
Ω
f
( Nu∑
i=1

Yiφi

)
dx =

∫
Ω
fvh dx ;

a2((uh,ph), (0, qh))

=

∫
Ω

(
− k−1(

Np∑
m=1

Pmκm) · (
Np∑
l=1

Qlκl) + (

Nu∑
j=1

Ujφj) div(

Np∑
l=1

Qlκl)
)
dx

=

Np∑
l=1

Ql

∫
Ω

(
− k−1(

Np∑
m=1

Pmκm) · κl + (

Nu∑
j=1

Ujφj) divκl

)
dx


(3.35)

=

Np∑
l=1

Ql

( Np∑
m=1

(−Mp)l,mPm +

Nu∑
j=1

Bl,jUj
)

=

Np∑
l=1

Ql(−MpP + BU)l
(3.34)

= 0.

On conclut par linéarité par rapport au second argument de a2(·, ·) :

a2((uh,ph), (vh, qh)) = a2((uh,ph), (vh, 0)) + a2((uh,ph), (0, qh)) =

∫
Ω
fvh dx,
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c’est-à-dire la formulation variationnelle discrète (3.33). �

Supposons à partir de maintenant qu’une base (φj)1≤j≤Nu deMh, respectivement une base
(κm)1≤m≤Np de Qh, sont données. On définit Mu, B, Mp et A, Fu et F à l’aide de (3.35).
Comme dans le cas du problème à une inconnue, on vérifie successivement que :

∀vh =

Nu∑
j=1

Yjφj , ∀wh =

Nu∑
j=1

Zjφj ,

∫
Ω
q vhwh dx = (MuY, Z)Nu , (3.37)

∀qh =

Np∑
m=1

Qmκm, ∀rh =

Np∑
m=1

Rmκm,

∫
Ω
k−1qh · rh dx = (MpQ,R)Np , (3.38)

∀vh =

Nu∑
j=1

Yjφj , ∀qh =

Np∑
m=1

Qmκm,

∫
Ω
vh div qh dx = (BY,Q)Np . (3.39)

Bien sûr, (BY,Q)Np = (BTQ,Y )Nu . Enfin, on a

∀vh =

Nu∑
j=1

Yjφj , ∀wh =

Nu∑
j=1

Zjφj , ∀qh =

Np∑
m=1

Qmκm, ∀rh =

Np∑
m=1

Rmκm,

a2((vh, qh), (wh, rh))

=

(
A
(
Y
Q

)
,

(
Z
R

))
Nu+Np

= (MuY, Z)Nu + (BTQ,Z)Nu + (BY,R)Np − (MpQ,R)Np .

(3.40)

Pour le problème à deux inconnues, on sait que la matrice A n’est ni définie-positive, ni
définie-négative. En effet, en reprenant les notations ci-dessus :(

A
(

0
Q

)
,

(
0
Q

))
Nu+Np

= a2((0, qh), (0, qh)) = −
∫

Ω
k−1|qh|2dx < 0 si Q 6= 0,(

A
(
Y
0

)
,

(
Y
0

))
Nu+Np

= a2((vh, 0), (vh, 0)) =

∫
Ω
q|vh|2dx > 0 si Y 6= 0.

Proposition 3.24 La matrice A est symétrique par construction. Sous les hypothèses
(3.9), elle est en outre inversible.

Démonstration : Comme la forme a2 est symétrique, la matrice A l’est aussi.
Ensuite, on propose une méthode qui permet de résoudre directement le système (3.34) pour

un second membre F =

(
Fu
Fp

)
∈ RNu+Np quelconque. Précisément, X =

(
U
P

)
∈ RNu+Np

est solution de (3.34) si, et seulement si,

MuU + BTP = Fu et BU −MpP = Fp.

Or, sous les hypothèses (3.9), Mp est inversible car elle est (symétrique) définie-positive.
La résolution précédente est donc équivalente à :

MuU + BTP = Fu et P = M−1
p (BU − Fp)

⇐⇒ MuU + BT (M−1
p (BU − Fp)) = Fu et P = M−1

p (BU − Fp)

⇐⇒ (Mu + BTM−1
p B)U = Fu + BTM−1

p Fp et P = M−1
p (BU − Fp).
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En éliminant P , on construit le complément de Schur, égal ici à Su = Mu + BTM−1
p B,

ce qui permet de résoudre le problème en U . En effet, sous les hypothèses (3.9), Mu est
(symétrique) définie-positive, et le complément de Schur Su est lui aussi (symétrique)
définie-positif : il est en particulier inversible. On en conclut qu’on peut déterminer la
solution de (3.34) en prenant successivement

U = Su−1(Fu + BTM−1
p Fp), puis P = M−1

p (BU − Fp).

La matrice A est donc inversible. �

Remarque 3.25 Pour résoudre le système (3.34), on peut également raisonner en élimi-
nant U , c’est-à-dire qu’on écrit U = M−1

u (Fu − BTP ), puis on construit Sp = −(Mp +
BM−1

u BT ), et on a cette fois P = S−1
p (Fp − BM−1

u Fu), puis U = M−1
u (Fu − BTP ).

Il s’ensuit que la formulation variationnelle discrète (3.33) admet une solution (uh,ph) et
une seule. Pour comparer cette solution discrète à la solution exacte (u,p), on utilise le
premier lemme de Strang, voir le théorème C.39. 19 Il faut pour cela que la forme a2 soit
uniformément Vh × Vh stable au sens de la condition (C.44). La difficulté est qu’en général,
on ne peut pas déduire cette condition discrète de la condition de stabilité exacte (C.7). En
effet, dans (C.44) le sup est pris dans Vh, alors qu’il est pris dans V dans (C.7) : or pour tout
h, Vh est strictement inclus dans V. Néanmoins, dans le cas du problème à deux inconnues,
on peut reproduire au niveau discret la construction de l’élément qui permet d’obtenir la
stabilité exacte, en s’inspirant de la démonstration du théorème 3.2 "en ajoutant des h".

Théorème 3.26 Sous les hypothèses (3.9), et si les espaces discrets (Mh)h et (Qh)h vé-
rifient la condition de compatibilité

∀h, ∀qh ∈ Qh, q
−1 div qh ∈Mh, (3.41)

alors la forme a2 est uniformément Vh × Vh stable :

∃α > 0, ∀h, ∀(vh, qh) ∈ Vh, sup
(wh,rh)∈Vh\{0}

|a2((vh, qh), (wh, rh))|
‖(wh, rh)‖V

≥ α ‖(vh, qh)‖V . (3.42)

Démonstration : Pour tout (vh, qh) ∈ Vh non-nul, on doit trouver un représentant
(w∗h, r

∗
h) ∈ Vh permettant de vérifier la condition (3.42). On choisit r∗h = −qh, et w∗h =

1
2(vh + q−1 div qh). D’après la condition de compatibilité (3.41), on a w∗h ∈Mh. En outre

a2((vh, qh), (
1

2
(vh + q−1 div qh),−qh)) =

∫
Ω

(
k−1|qh|2 +

1

2
q−1|div qh|2 +

1

2
q |vh|2

)
dx,

et on en déduit que

a2((vh, qh), (w∗h, r
∗
h)) ≥ min((kmax)−1,

1

2
(qmax)−1,

1

2
qmin) ‖(vh, qh)‖2V .

Comme dans le cas exact, on obtient la majoration

‖(w∗h, r∗h)‖V ≤ (1 +
1

2
(qmin)−2)1/2 ‖(vh, qh)‖V ,

19. La forme a2 n’étant pas coercive, on ne peut pas utiliser le lemme de Céa.
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et ainsi on a une condition uniforme, valable pour tout h et tout (vh, qh) ∈ Vh,

sup
(wh,rh)∈V\{0}

|a2((vh, qh), (wh, rh))|
‖(wh, rh)‖V

≥
min((kmax)−1, 1

2(qmax)−1, 1
2qmin)

(1 + 1
2(qmin)−2)1/2

‖(vh, qh)‖V .

C’est la condition d’uniforme Vh × Vh stabilité (3.42) avec

α =
min((kmax)−1, 1

2(qmax)−1, 1
2qmin)

(1 + 1
2(qmin)−2)1/2

.

�

Plutôt que de démontrer la condition d’uniforme Vh × Vh stabilité, on peut passer par la
théorie de la T-coercivité discrète uniforme, voir le théorème C.37. La démarche consiste à
nouveau à transposer la démonstration du cas exact (voir la fin de §3.2.2) au cadre discret.
Pour tout (vh, qh) ∈ Vh \{(0, 0)}, on cherche en effet (w∗h, r

∗
h) ∈ Vh dépendant linéairement

de (vh, qh) et tel que
a2((vh, qh), (w∗h, r

∗
h)) ≥ α?‖(vh, qh)‖2V ,

avec α? > 0 indépendant de h et (vh, qh). A partir de là, on choisit Th ∈ L(Vh) défini par
Th((vh, qh)) = (w∗h, r

∗
h). De plus, on veut que |||Th||| ≤ β? avec β? > 0 indépendant de h (cf.

définition C.35). L’idée sous-jacente à la T-coercivité discrète est que, si on peut transposer
le cas exact en ajoutant des h, alors la T-coercivité discrète uniforme suit immédiatement
puisque la définition est indépendante de h ! Dans notre cas, la transposition de (3.12)
donne la définition :

Th((vh, qh)) = (
1

2
(vh + q−1 div qh),−qh).

La difficulté est qu’il faut que Th((vh, qh)) ∈ Vh, ce qui impose des contraintes sur le choix
des espaces (Mh)h et (Qh)h. Or, sous la condition de compatibilité (3.41), la propriété
Th((vh, qh)) ∈ Vh suit automatiquement : on a donc établi la T-coercivité discrète uniforme.

Pour le problème à deux inconnues, et sous les hypothèses du théorème 3.26, on laisse
finalement h varier : on sait qu’il existe des solutions approchées (uh,ph)h. D’après le
premier lemme de Strang énoncé au théorème C.39, pour que l’erreur tende vers 0 quand
h tend vers 0, il suffit d’avoir la propriété d’approximabilité minimale (C.26) dans V =
L2(Ω) × H(div,Ω). On réécrit ci-dessous le résultat de convergence pour le problème à
deux inconnues.

Théorème 3.27 Sous les hypothèses (3.9), si la condition de compatibilité (3.41) est
vérifiée, et si la propriété d’approximabilité minimale (C.26) est vraie pour (Vh)h dans
L2(Ω)×H(div,Ω), alors l’erreur tend vers 0 quand h tend vers 0 :

lim
h→0
‖u− uh‖L2(Ω) + ‖p− ph‖H(div,Ω) = 0. (3.43)

En pratique, on va maintenant définir les espaces discrets (Vh)h, sous la forme Vh =
Mh ×Qh, pour résoudre numériquement le problème posé dans un domaine Ω polygonal
(d = 2) ou polyédrique (d = 3). Comme pour la résolution du problème à une inconnue, on
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se base sur des maillages (Th)h formés de simplexes : Ω = ∪1≤`≤LT`, voir (3.21). D’après
[4], pour construire un sous-espace Mh de L2(Ω), il n’y a pas de condition de continuité à
respecter entre deux simplexes partageant une facette, alors qu’il faut imposer la continuité
de la composante normale pour construire un sous-espace 20 Qh de H(div,Ω). On choisit
l’élément fini de Raviart-Thomas.
On définit tout d’abord, pour k ∈ N,

RTk(T ) := {q ∈ (P (T ))d : ∃a ∈ (Pk(T ))d, ∃b ∈ Pk(T ),

∀x ∈ T, q(x) = a+ bx}. (3.44)

On note que si q ∈ RTk(T ), alors on a (q · n)|aTe ∈ Pk(a
T
e ) pour 1 ≤ e ≤ d + 1, où n

est la normale unitaire extérieure à T , (aTe )e=1,··· ,d+1 sont les facettes de T , et Pk(aTe ) est
l’ensemble des polynômes de degré au plus k définis sur aTe .
A partir de là, on définit l’espace discret :

Qh,k := {qh ∈ H(div,Ω) : ∀`, qh|T` ∈ RTk(T`)}.

Pour construire l’espace discretMh,k correspondant (c’est-à-dire de degré d’approximation
compatible), on choisit :

Mh,k := {vh ∈ L2(Ω) : ∀`, vh|T` ∈ Pk(T`)}.

En effet, pour tout qh ∈ Qh,k, sa divergence appartient à L2(Ω) et, en outre, pour tout `,
div qh|T` ∈ Pk(T`).
On se concentre maintenant sur le cas k = 0 : Mh = Mh,0, Qh = Qh,0, et Vh = Mh,0 ×
Qh,0. Un élément vh de Mh étant constant par simplexe, il est caractérisé par les valeurs
(
∫
T`
vh dx)`=1,L. On appelle l’application vh 7→ (

∫
T`
vh dx)`=1,L les degrés de liberté de

Mh. A partir de là, on peut définir simplement une base de Mh de la forme (wj)1≤j≤L :

∀j, wj ∈Mh, et
∫
Ti

wj dx = δij pour 1 ≤ i ≤ L.

Par construction, le support de chaque fonction wj est égal au simplexe Tj .
Pour les éléments de Qh, on remarque qu’il y a a priori d+1 degrés de liberté par simplexe,
puisque dans la définition de l’élément RT0(T ) le couple (a, b) parcourt Rd+1. Comme en
outre il faut assurer la continuité de la composante normale à la traversée de chaque facette,
on choisit "naturellement" les degrés de liberté (

∫
aTe
qh ·nTe da)e=1,d+1, où on a noté nTe le

vecteur unitaire normal à la facette aTe , et dirigé vers l’extérieur de T .

Proposition 3.28 Soit T un simplexe. Tout élément q de RT0(T ) est déterminé de façon
unique par les d+ 1 valeurs (

∫
aTe
qh · nTe da)e=1,d+1.

On réalise la démonstration lorsque d = 2. Le cas d = 3 est laissé en exercice.

Démonstration : On écrit q(x) = a + bx pour x ∈ T et on veut montrer que (
∫
aTe
qh ·

nTe da)e=1,3 étant données, on peut déterminer a1, a2, b. Sans perte de généralité, on se
place dans le triangle T de sommets S1(0, 0), S2(x2,1, 0) et S3(x3,1, x3,2), avec x2,1 6= 0 et
x3,2 6= 0. Les arêtes sont respectivement :

20. Pour définir Qh, on s’appuie sur des fonctions discrètes à valeurs vectorielles.
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— aT1 = [S1, S2], de normale unitaire extérieure nT1 (0,−1) et incluse dans la droite
d’équation x2 = 0 ;

— aT2 = [S2, S3], de normale unitaire extérieure nT2 (n2,1, n2,2) et incluse dans la droite
d’équation n2,1(x1 − x2,1) + n2,2x2 = 0, avec n2,1 6= 0 ;

— aT3 = [S3, S1], de normale unitaire extérieure nT3 (n3,1, n3,2) et incluse dans la droite
d’équation n3,1x1 + n3,2x2 = 0, avec n3,1 6= 0.

A partir de là, on trouve 21

qh · nT1 (x) = −a2, ∀x ∈ aT1 ;
qh · nT2 (x) = a1n2,1 + a2n2,2 + bx2,1n2,1, ∀x ∈ aT2 ;
qh · nT3 (x) = a1n3,1 + a2n3,2, ∀x ∈ aT3 .

La première équation donne la valeur de a2, à savoir

a2 = − 1

|aT1 |

∫
aT1

qh · nT1 da.

Ensuite, la troisième équation détermine la valeur de a1, puisque n3,1 6= 0. Enfin, la
deuxième équation détermine la valeur de b, puisque n2,1 6= 0. �

A partir de ce résultat local, on en déduit qu’un élément qh de Qh est caractérisé par
les valeurs (

∫
ae
qh · neda)e=1,A+ , où (ae)1≤e≤A+ est l’ensemble des facettes du maillage

et, pour chaque e, on a noté ne un vecteur unitaire normal 22 à la facette ae. On appelle
l’application qh 7→ (

∫
ae
qh · neda)e=1,A+ les degrés de liberté de Qh. Qui plus est, on

peut définir une base de Qh de la forme (ωm)1≤m≤A+ :

∀m, ωm ∈ Qh, et
∫
al

ωm · neda = δlm pour 1 ≤ l ≤ A+.

D’après la proposition 3.28, pour chaque facette non-située sur la frontière, le raccord de
la composante normale (constante pour l’élément fini RT0) est assuré si, et seulement si,
les degrés de liberté coïncident. En outre, le support de chaque fonction ωm est égal à la
réunion des simplexes auquel la facette am appartient : un seul simplexe si am est située
sur la frontière, ou deux simplexes sinon.

Remarque 3.29 Comme les degrés de liberté pour Mh et Qh ne sont plus des valeurs
ponctuelles, on parle de degrés de liberté de type moment.

On se place explicitement dans le cas d = 2 pour obtenir une borne supérieure optimale
du nombre d’éléments non-nuls de Ah. Pour h donné, on a un maillage à N+ sommets, A+

arêtes et L triangles. Pour rappel, on décompose A+ en A+Ab, où Ab est le nombre d’arêtes
situées sur la frontière. En outre, on sait que Ab + 2A = 3L (voir la proposition 3.13).
D’après ce qui précède, la matrice pour le problème à deux inconnues (la matrice Ah de
(3.35)) est de dimension N tot = Nu + Np = A+ + L, puisque Nu = dim(Mh) = L et
Np = dim(Qh) = A+. Comme dans le cas du problème à une inconnue, on peut estimer

21. En particulier, les expressions ci-dessous montrent que les traces normales sont constantes par facette,
comme prescrit dans la définition de RT0(T ).
22. Pour chaque facette, il y a exactement deux vecteurs normaux unitaires : on en choisit donc un...
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le nombre d’éléments non-nuls de Ah. Encore une fois, on pourra établir des résultats
similaires pour d = 3, sous réserve que la famille de maillages est régulière. On utilisera
pour cela les ingrédients de la remarque 3.16.

Proposition 3.30 On suppose les propriétés (3.21) vérifiées et que Ω ⊂ R2. Alors le
nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ah ∈ RNtot

h ×N
tot
h est asymptotiquement au plus

de l’ordre de 5.8N tot
h :

∀h, nnz(Ah)

N tot
h

≤ 5.8.

Démonstration : On rappelle que A peut être écrite sous la forme d’une matrice par
blocs, voir (3.35)). En reprenant les notations utilisées, on va estimer le nombre d’éléments
non-nuls par bloc. Pour ce faire, on va procéder comme à la proposition 3.13.

— Bloc Mu : on a (Mu)i,j =
∫

Ω qwjwi dx pour 1 ≤ i, j ≤ L. D’après la propriété sur le
support des fonctions de base (wj)1≤j≤L, on a (Mu)i,j 6= 0 si, et seulement si, i = j.
On en déduit que nnz(Mu) = L.

— Bloc B : on a Bl,j =
∫

Ωwj divωl dx pour 1 ≤ l ≤ A+, 1 ≤ j ≤ L. Pour une ligne l,
d’après les propriétés de support de ωl d’une part, et de wj d’autre part, on vérifie
qu’on a (au plus) un seul élément non-nul si l’arête al correspondante est située sur
la frontière, et deux sinon. On en déduit que nnz(B) ≤ Ab + 2A = 3L.

— Bloc Mp : on a (Mp)l,m =
∫

Ω k
−1ωm · ωl dx pour 1 ≤ l,m ≤ A+. Pour une ligne

l, d’après les propriétés de support de ωl de ωm, deux cas peuvent se présenter. Si
l’arête al est située sur la frontière, le support de ωl et réduit à un triangle T0, et il
existe exactement trois fonctions ωm dont le support contient T0 : ce sont les trois
fonctions de base associées à une des arêtes de T0. Sinon, le support de ωl est égal
aux deux triangles dont l’intersection est al, et il existe exactement cinq fonctions
ωm dont le support contient au moins un de ces deux triangles. On en déduit que
nnz(Mp) ≤ 3Ab + 5A = A+ + 2(Ab + 2A) = A+ + 6L.

On en conclut que nnz(Ah) = nnz(Mu) + 2nnz(B) + nnz(Mp) est majoré par

nnz(Ah) ≤ 13L+A+ = 5.8(L+A+) + 2.4(3L− 2A+) < 5.8(L+A+),

puisque 3L− 2A+ = −Ab < 0. �

Exercice 3.4 Lorsque d = 2 et à l’aide des relations entre nombre d’arêtes et de triangles,
prouver que cette propriété est valable quel que soit l’ordre k ≥ 0. Si on note N tot

h,k la

dimension de Vh,k = Mh,k ×Qh,k, et Ah,k ∈ RN
tot
h,k×N

tot
h,k la matrice associée à la forme a2

dans une base "bien choisie", alors :

∃C ′k > 0, ∀h,
nnz(Ah,k)
N tot
h,k

≤ C ′k.

Pour établir la propriété d’approximabilité minimale (C.26) pour le problème à deux in-
connues, on choisit V+ = D(Ω) × (C∞(Ω))2 comme sous-espace dense de V = L2(Ω) ×
H(div,Ω). On peut établir cette propriété pour le problème à deux inconnues, par passage
à l’élément fini de référence, à l’aide d’un opérateur d’interpolation Πh : V+ → Vh (voir
par exemple [4]).
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Nous précisons les similitudes et différences par rapport à au problème à une inconnue
concernant le passage à l’élément de référence T̂ . Celui-ci se fait toujours selon la trans-
formation affine F` (3.29). Ensuite, on transforme les fonctions à valeurs scalaires u, v
comme en (3.31). Mais, pour les fonctions à valeurs vectorielles p, q, on utilise cette fois
la transformation de Piola :

q =
1

|det(A`)|
A`q̂ ◦ F−1

` ⇐⇒ q̂ = |det(A`)|A−1
` q ◦ F`. (3.45)

On écrit q(x) = |det(A`)|−1A`q̂(x̂) pour tout x ∈ T` (ou tout x̂ ∈ T̂ ). On peut ensuite
établir les identités suivantes sur les divergences :

∀x̂ ∈ T̂ , div q(x) =
1

|det(A`)|
d̂ivq̂(x̂) ; ∀x ∈ T`, d̂ivq̂(x̂) = |det(A`)| div q(x). (3.46)

Pour des fonctions suffisamment régulières v et v̂ en correspondance selon (3.31), respecti-
vement q et q̂ en correspondance selon (3.45), on a les formules de changement de variables
(voir [4, §2.1.3]) :∫

T`

q · ∇v dx =

∫
T̂
q̂ · ∇̂v̂ dx̂,

∫
T`

v div q dx =

∫
T̂
v̂ d̂ivq̂ dx̂,∫

∂T`

v q · n dΓ =

∫
∂T̂
v̂ q̂ · n̂ dΓ̂.

Pour établir la propriété d’approximabilité uniforme (C.29) et estimer la vitesse de
convergence, on choisit cette fois

Ṽ = {(ṽ, q̃) ∈ V : ṽ ∈ H1(Ω), div q̃ ∈ Hrmax(Ω)},

où l’exposant de régularité rmax ∈]0, 1] a été introduit à la proposition 3.19. On arrive au
résultat suivant sur l’ordre de convergence de la définition (3.20) (voir [10, §4.5] pour les
détails).

Théorème 3.31 (problème à deux inconnues) On suppose que les coefficients k et q
appartiennent à PW 1,∞(Ω), qu’ils vérifient les hypothèses (3.9), et enfin que la famille de
maillage est régulière et conforme. Si la donnée f ∈ Hrmax(Ω), l’ordre de convergence αcv
pour le problème à deux inconnues est égal à :

— αcv = rmax − ε pour tout ε ∈]0, rmax[ si rmax ≤ 1, ou
— αcv = 1 si rmax = 1.

Qui plus est, la constante Ccv ne dépend ni de la solution (u,p), ni de la donnée f :

∃Ccv > 0, ∀h, ∀f ∈ Hrmax(Ω),
‖u− uh‖L2(Ω) + ‖p− ph‖H(div;Ω) ≤ Ccv hαcv ‖f‖Hrmax (Ω).



Deuxième partie

Algèbre linéaire numérique
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Dans cette partie, on notera indifféremment K pour K = R ou C. On s’intéresse à la
résolution de systèmes linéaires dans Kn, pour n ≥ 1. Pour tout n ∈ N∗, on notera In la
matrice identité d’ordre n, 0n le vecteur nul d’ordre n et (ek)k=1,n la base orthonormale
canonique de Kn, telle que pour tout i ∈ {1, · · · , n}, le vecteur ei ∈ Kn est le ieme vecteur
de cette base. Pour éviter toute confusion, les vecteurs sont représentés par des lettres
minuscules et les matrices par des majuscules. Pour A ∈ Kn×n et b ∈ Kn donnés, on
étudie la résolution de systèmes linéaires de la forme :

Trouver x ∈ Kn tel que Ax = b.

On commence par préciser la notion de coût calcul et on rappelle quelques notions algorith-
miques au chapitre 4. Des compléments informatiques (programmation, etc.) rédigés par
Modave sont disponibles sur la page web [27].

On appelle méthode directe de résolution du système linéaire une méthode qui donne
exactement x solution après un nombre fini d’opérations élémentaires (+,−, ∗, /,√). Ces
méthodes font l’objet du chapitre 5.

On appelle méthode itérative de résolution du système linéaire tout algorithme qui
construit à partir d’une estimation initiale x0 une suite de vecteurs {xk}k∈N destinée à
converger vers la solution x du système. Ces méthodes font l’objet du chapitre 6.

Dans le chapitre 7, on étudiera plus précisément deux méthodes itératives de ce type :
le gradient conjugué et le GMRES.

Enfin, dans le chapitre 8, on s’intéressera à cette méthode itérative, utilisée pour la ré-
solution des problèmes aux valeurs propres.

On trouvera des résultats d’analyse spectrale en dimension finie à l’Annexe A, et quelques
définitions concernant les normes a l’Annexe B.



Chapitre 4

Faire des calculs

On donne en préambule les éléments d’algorithmique numérique à connaître absolument
avant de se lancer dans la programmation, ou l’utilisation de logiciels de calcul.

4.1 Précision et convergence

Tout d’abord, il faut être conscient, lorsque l’on effectue un calcul numérique, que la
précision est finie, à la différence du calcul formel, par exemple. La première question est
donc, pourquoi utilise-t-on une méthode numérique, a priori moins précise ? La réponse
est pragmatique : on ne sait pas résoudre formellement le système linéaire

Trouver x ∈ KN tel que Ax = b. (4.1)

dès lors que l’ordre N ≥ 1 de la matrice A est "trop grand" ; ou de façon encore plus
pragmatique, le temps de résolution est de toute façon beaucoup trop important !
Que signifie alors l’association de termes convergence numérique ? Avant de répondre
à cette question, nous allons détailler quelques problèmes simples, inhérents au calcul
numérique, par opposition au calcul formel.
La finitude de la précision vient de la représentation en machine des nombres réels, sous
la forme générique

±a0, a1 · · · ap 10d, avec (a0, · · · , ap) ∈ {0, · · · , 9}p+1, a0 6= 0, d ∈ {−dmax, · · · , dmax},

où p et dmax dépendent du processeur qui effectue les calculs. Plus précisément, la re-
présentation est du type indiqué ci-dessus, mais en base 2. On dit aussi que p + 1 est le
nombre maximal de chiffres significatifs de la représentation en machine, et que 10−dmax

est la précision machine. Cette représentation génère deux difficultés :
— Tout nombre dont la valeur absolue est plus grande que 10dmax+1 est considéré

comme infini, et symétriquement, tout nombre dont la valeur absolue est strictement
plus petite que 10−dmax est considéré comme étant nul ;

— Les opérations sur ces nombres (addition, multiplication, etc. ; extraction de racine,
exponentation, etc.) sont effectuées en précision finie. Prenons l’exemple de la multi-
plication... Si les deux nombres ont respectivement q et q′ chiffres significatifs (q, q′ ∈
{1, · · · , p + 1}), leur produit possède q + q′ − 1 ou q + q′ chiffres significatifs. Dès
lors que q + q′ − 1 > p+ 1, une troncature est effectuée lors de la mise en mémoire
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du résultat même si le calcul était exact, puisque la représentation de tout nombre
comporte au plus p+ 1 chiffres significatifs.

C’est la raison pour laquelle les calculs numériques produisent en général des erreurs d’ar-
rondi...
Par voie de conséquence, et pour revenir à notre problème, il devient difficile d’obtenir un
résultat du type Ax − b = 0. Et même si l’ordinateur affirme que Ax − b = 0, ceci signi-
fie uniquement que la différence est plus petite que la précision machine, d’après l’exposé
précédent. Par ailleurs, on se contente en général d’une valeur approchée, c’est-à-dire à ε
près, pour éviter un coût calcul trop élevé (compromis coût calcul-précision). Nous venons
d’introduire la notion de calcul exact à ε près, qui est très courante chez l’ingénieur. Petit
à petit, nous glissons du monde des mathématiques, en passant par celui du calcul scien-
tifique, vers celui de l’art de l’ingénieur. Ces mondes, bien qu’ils ne répondent pas aux
mêmes critères, n’en restent pas moins complémentaires, et indissociables.
Revenons aux mathématiques, après cette brêve incursion. Quand on parle de calcul exact
à ε près, quel est le sens mathématique sous-jacent ? Typiquement, si on note ‖ · ‖ une
norme quelconque, pour ε > 0, on cherche xε tel que

‖Axε − b‖ ≤ ε. (4.2)

Il est clair que l’ensemble des xε qui satisfont à (4.2) n’est pas réduit à un singleton !
Quoiqu’il en soit, à ε près, l’obtention d’un tel xε est suffisante... On parle de convergence
numérique.

4.2 Comptage des opérations

Donnons deux exemples élémentaires de comptage des opérations dans KN .
1. Le produit scalaire (complexe dans CN ) de deux vecteurs, qui s’écrit

(x, y) =
N∑
i=1

xiyi,

est effectué en N multiplications et (N − 1) additions. Usuellement, on ne conserve que
le terme principal, ce qui signifie que l’on considère que le produit scalaire requiert N
additions et N multiplications.
2. La multiplication matrice vecteur, qui s’écrit composante par composante,

(Ay)i =
N∑
j=1

Ai,jyj , 1 ≤ i ≤ N,

requiert N2 additions et N2 multiplications, ce qui laisse à penser qu’un produit matrice-
vecteur est équivalent à N produits scalaires... Ceci étant, que se passe-t-il si l’on sait que
la matrice A est creuse 23, c’est-à-dire avec en moyenne Z 6= éléments non nuls par ligne,
pour Z 6= constant ou très petit devant N . On ne va stocker que les positions, i. e. les paires
d’indices (i, j), et les valeurs Ai,j non nulles ! Lorsque l’on multiplie A par x, on n’effectue

23. Lorsque la matrice A possède N2 éléments non-nuls, ou au moins ZN2 éléments non-nuls avec
Z ∈]0, 1[ indépendant de N , on dit que la matrice est pleine.
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que les multiplications pour lesquelles Ai,j 6= 0 (et les additions de termes non nuls). En
moyenne, on aura donc effectué Z 6=N additions, et autant de multiplications...
Pourquoi un tel exemple ? Lorsque l’on résout un problème par une méthode de différences
finies ou d’élément finis, la matrice obtenue comporte très peu d’éléments non nuls par
ligne, de l’ordre d’une dizaine. Par exemple, pour la discrétisation d’un Laplacien en 2D
par différences finies, on a vu que Z 6= ≤ 5 à la section 2.3, alors que pour un calcul par
éléments finis P1, on a Z 6= ≤ 7 (proposition 3.13). Si la dimension de KN est de l’ordre de
N = 106 (ce qui est très courant !), on voit que les deux évaluations du coût calcul donnent

2N2 = 2N N, resp. 2Z 6=N h 20N,

c’est-à-dire l’équivalent de 2.000.000 produits scalaires, contre une vingtaine...

4.3 Temps calcul

Une autre façon d’estimer le coût du calcul est de mesurer le temps de calcul, par
l’intermédiaire d’une horloge.
A priori, ces deux méthodes semblent tout à fait similaires. De fait, ceci dépend de la
machine sur laquelle on effectue le calcul numérique. La première objection concerne les
opérations. Une addition, une multiplication, une division ont-elles le même coût ? Une ré-
ponse possible consiste à compter précisément le nombre de chaque type d’opérations 24...
Un problème beaucoup plus épineux est que la machine peut (pour simplifier, il existe
d’autres modes de fonctionnement), soit travailler séquentiellement, soit en parallèle. Dans
le premier cas, les opérations sont exécutées l’une après l’autre. Dans le second cas, la ma-
chine est constituée de plusieurs processeurs, qui peuvent alors exécuter simultanément des
opérations, et échanger des données entre eux 25, voir la section 4.5 pour plus de précisions.
Dans ce cas, supposons que l’on teste plusieurs fois le même problème, sur une machine
disposant de plus en plus de processeurs : le temps horloge diminue, alors que le nombre
total d’opérations restera constant ! Les deux estimateurs de coût calcul ne sont donc pas
équivalents...
Enfin, il peut également être utile de quantifier le stockage mémoire requis pour l’exécu-
tion de la méthode. Par exemple, lorsque l’on utilise une méthode itérative, on constate
que le stockage est beaucoup plus faible que pour une méthode directe. Ceci ne préjuge
cependant pas de la supériorité d’une méthode sur une autre...
Cette discussion est volontairement restée très générale, et elle peut être vue comme une
introduction à l’algorithmique numérique. Ce qu’il faut retenir, c’est qu’il convient d’être
prudent lorsque l’on évalue la qualité d’une méthode numérique, car celle-ci résulte habi-
tuellement de compromis entre les divers critères et contraintes que nous avons évoqués
ci-dessus. Pour ce type de problèmes, il est fort utile d’acquérir de l’expérience, notamment
en réalisant des comparaisons entre plusieurs méthodes.

Remarque 4.1 La notion de coût liée à l’énergie dépensée pour réaliser le calcul est ap-
parue plus récemment. Elle répond à deux problématiques, la première étant la prise de

24. Ceci étant, on raisonne usuellement en opérations flottantes par seconde, ou FLOPs = FLoating
OPerations per second, pour un processeur donné, sans distinguer les opérations entre elles.
25. Ici, on suppose implicitement que l’algorithme de calcul le permet. Le fait qu’un algorithme est

effectivement exécutable en parallèle, ou parallélisable, doit être étudié avec précision. On donnera quelques
exemples dans la suite.
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conscience écologique, la seconde étant plus prosaïquement liée aux ressources énergétiques
disponibles pour réaliser le calcul en question !

4.4 Construction efficace des matrices différences finies et élé-
ments finis

Avant de résoudre les systèmes linéaires, expliquons brièvement comment les construire
en pratique.

En préambule, on note qu’il n’y pas de difficulté particulière pour la construction des
matrices et des seconds membres issus de la discrétisation par la méthode des différences fi-
nies. Prenons l’exemple de la discrétisation du Laplacien. En dimension 1, les points voisins
sont numérotées de façon continue. La matrice A1 est tridiagonale (2.5). En dimension 2,
on a N = n2, et dans la numérotation globale (voir la figure 2.5), entre deux points voisins
il y a un décalage de 1 dans la direction x, et un décalage de n (le nombre d’inconnues
dans la direction x) dans la direction y. On a ainsi observé que la matrice A2 était penta-
diagonale par points, et tridiagonale par blocs (2.22). Enfin, le calcul de chaque élément
non-nul de A1 ou A2 est trivial. Pour le Laplacien généralisé, on a la même structure, avec
un calcul très simple de chaque élément non-nul de la matrice en fonction des coefficients
k et q intervenant dans l’EDP (2.33).
La généralisation en dimension d est immédiate. En particulier on vérifie aisément que,
pour le calcul de la matrice Ad, la complexité est linéaire par rapport au nombre de points
de discrétisation. Bien sûr, le calcul du second membre f est élémentaire, et de complexité
linéaire (évaluations ponctuelles).

Pour la méthode des éléments finis, on doit construire la matrice A et le second membre
F de (3.14). La difficulté est que, même si les matrices sont creuses (voir la proposition
3.13), elles ne pas structurées en général. Prenons l’exemple de la diffusion (problème à
une inconnue) posé dans Ω ⊂ Rd, d = 2 ou 3. Dans le fichier contenant les informations du
maillage, on dispose des coordonnées des sommets (Mi)

N
i=1 ainsi que pour chaque simplexe,

de la liste de ses d+ 1 sommets. Pour évaluer les intégrales sur un simplexe, on utilise un
schéma d’intégration numérique approprié, qui dépend de l’ordre polynomial de la fonction
à intégrer et qui nécessite d’approcher les valeurs de cette fonction en certains points du
simplexe. Ainsi, pour un polynôme P de degré au plus k, si on appelle (xk,`)`=1,Nk les
points d’intégration et (ωk,`)`=1,Nk les poids associés, on a [16] :∫

int(T`)
P (x)dx =

∑
`=1,Nk

ωk,` P (xk,`).

En règle générale, dans un simplexe T`, la position des points d’intégration est déterminée
à partir de celle des sommets. On utilise cette formule pour calculer les intégrales, ce qui
demande d’évaluer les fonctions de base wi et leur gradient gradwi aux points d’intégra-
tion.
Reprenons le calcul des éléments de la matrice A (3.15) pour l’élément fini de Lagrange
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P1. 26 Une première approche est d’écrire l’algorithme sous la forme suivante cf. (3.24) :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
A ∈ RN × RN , A = 0.

itérations : pour i = 1, · · · , N , faire
itérations : pour j = 1, · · · , N , faire
itérations : pour ` = 1, · · · , L et t.q. Mi, Mj ∈ T`, faire

Ai,j = Ai,j +

∫
int(T`)

(
k gradwj |T` · gradwi|T` + q wj |T`wi|T`

)
dx

fin boucle sur `.
fin boucle sur j.

fin boucle sur i.

Cette approche de double boucle sur la liste des sommets nécessite de connaître pour tous
les couples d’indices (i, j) la liste des simplexes contenant Mi et Mj . Cette liste est vide
si Mi et Mj ne sont pas voisins, c’est-à-dire si Mi et Mj n’appartiennent pas au même
simplexe. En général, cette information n’est pas fournie, il faut écrire un algorithme spéci-
fique pour l’obtenir. On note que la complexité est supérieure ou égale à O(N2), à cause de
la double boucle sur les indices de sommets : en effet, on effectue au moins une vérification
(liste des simplexes vide) par couple d’indices. On sait que cette construction est inefficace,
puisque le nombre d’éléments non-nuls de A est strictement inférieur à 7N si d = 2 (voir
la proposition 3.13).

Pour remédier à toutes ses difficultés, une idée est de parcourir les simplexes, et d’agréger
au fur et à mesure les intégrales. Au cours du processus, il faut se souvenir que les contri-
butions sont prises en compte par sommet : sur la ieme ligne de A, on regroupe toutes les
contributions faisant intervenir la fonction "chapeau" wi. Ainsi, l’algorithme optimal de
construction de la matrice A est le suivant 27 :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
A ∈ RN × RN , A = 0.

itérations : pour ` = 1, · · · , L, faire
itérations : pour i t.q. Mi ∈ T`, faire
itérations : pour j t.q. Mj ∈ T`, faire

Ai,j = Ai,j +

∫
int(T`)

(
k gradwj |T` · gradwi|T` + q wj |T`wi|T`

)
dx

fin boucle sur j.
fin boucle sur i.

fin boucle sur `.

Cet algorithme est appelé assemblage de la matrice éléments finis. Notons que cet algo-
rithme est de complexité O(L(d+ 1)2), qu’on utilise uniquement les informations à dispo-
sition, et qu’on n’effectue une seule fois le calcul de wi et gradwi aux points d’intégration.
Comme L dépend linéairement de N (cf. proposition 3.13 si d = 2, et remarque 3.16 si

26. Dans le cas d’une approximation par élément fini de Lagrange Pk, k ≥ 2, on effectue les mêmes
calculs, avec N le nombre de degrés de libertés, et (Mi)i=1,N la localisation de ces ddl.
27. Si la matrice A est symétrique, on peut adapter cet algorithme en réduisant la boucle sur j aux j ≥ i

et en posant Aj,i = Ai,j à la fin de la boucle sur j.
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d = 3), on est passé d’une complexité quadratique à une complexité linéaire pour le calcul
de la matrice A. On peut bien sûr assembler le second membre F de (3.14) de la même
façon ; et il n’est pas difficile de vérifier que l’agorithme d’assemblage du second membre
est de complexité O(L(d+ 1)).

4.5 Utilisation du calcul parallèle

Afin de réduire le temps calcul, une solution est d’utiliser le calcul parallèle. En algèbre
linéaire numérique, nous avons déjà évoqué deux opérations élémentaires au §4.2 : le produit
scalaire, et la multiplication matrice-vecteur. Celles-ci constituent la base algorithmique des
méthodes itératives. 28 On va examiner comment on peut paralléliser ces opérations pour
les deux méthodes de discrétisation, à savoir les différences finies et les élements finis.

4.5.1 Un modèle pour l’architecture des machines parallèles

Notre modèle est celui d’une machine disposant de P nœuds de calcul. Chaque nœud
est composé d’un ensemble de processeurs et d’une mémoire "locale", partagée par les
processseurs qui le composent.
Les processeurs réalisent les calculs. Les nœuds de calcul sont reliés entre eux par un ré-
seau de communication permettant l’échange de données. Pour simplifier la présentation,
on suppose que les nœuds de calcul sont identiques, de même que les liens de communica-
tion, et enfin que chaque paire de nœuds dispose d’un lien de communication. Pour plus
de détails, voir la page web [27].
Concernant les communications, on suppose que les nœuds ne peuvent envoyer ou recevoir
qu’un seul message (i.e. un ensemble de données) à la fois. On note p → q la communi-
cation formalisant l’envoi de données du nœud p au nœud q. Si les deux communications
p1 → q1 et p2 → q2 doivent se produire simultanément 29, alors : si p1 6= p2 et q1 6= q2, les
communications sont parallèles ; sinon, les communications sont séquentielles. L’utilisation
de schéma de communications parallèles peut avoir son importance lorsque la part des com-
munications (rapportée au coût total calculs + communications) devient non-négligeable.

4.5.2 Répartition des données

Pour le produit scalaire α = (x, y) avec x, y ∈ KN la répartition des données est
triviale : pour chaque indice 1 ≤ i ≤ N , les données xi et yi sont stockés sur un même
nœud.
Pour le produit matrice vecteur z = Ay avec A ∈ KN×N et y, z ∈ KN , il faut stocker
le vecteur y, et construire et stocker la matrice A. Concernant le stockage, on retient le
modèle suivant. On suppose que les données (yi)i=1,N et (Ai,j)i,j=1,N sont réparties comme
suit : pour chaque indice 1 ≤ i ≤ N , les données yi et (Ai,j)j=1,N (la ieme ligne de A) et
le résultat zi sont stockés sur un même nœud. Une contrainte est que les données soient
réparties "équitablement", ou "le plus équitablement possible", sur chaque nœud, pour
équilibrer les calculs.

28. Il y a également la résolution d’un système linéaire par méthode directe que nous étudierons unique-
ment d’un point de vue séquentiel. Pour l’adaptation au calcul parallèle, nous renvoyons à Meurant [26].
29. Sous réserve que les données nécessaires soient disponibles sur p1 et q1.
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4.6 Parallélisation du produit scalaire

On suppose que les composantes des deux vecteurs x, y ∈ KN sont réparties équitable-
ment sur les P nœuds, c’est-à-dire qu’il y a N/P ou N/P + 1 (où / est la division entière)
composantes par nœud. Pour effectuer le produit scalaire (x, y), on effectue successivement
les opérations suivantes :

— calcul simultané du produit scalaire (partiel) sur chacun des nœuds ;
— envoi des valeurs des produits scalaires partiels sur un nœud donné (communication

de type réduction) ;
— calcul du produit scalaire (x, y) (la somme des produits scalaires partiels) sur ce

nœud ;
— envoi du résultat (x, y) à tous les nœuds (communication de type diffusion).

Par définition, les communications de type réduction ou diffusion sont séquentielles.
Comme les processeurs sont identiques et opérent sur le même nombre de données, les
calculs sont équirépartis. S’ils débutent simultanément, ils s’achèvent simultanément et le
temps calcul est réduit d’un facteur P.
Si on néglige le coût des communications (réduction, diffusion) et de la somme, le temps
écoulé est divisé d’un facteur P par rapport au calcul séquentiel du produit scalaire (x, y)
sur un nœud unique. Le parallèlisme est maximal sur l’architecture à P nœuds.
Si au contraire le coût des communications est non-négligeable, on peut choisir de dupli-
quer certains calculs afin de pouvoir paralléliser les communications. Citons notamment le
schéma "papillon" qui permet de passer, pour les réductions et diffusions, de P communi-
cations séquentielles à log2(P− 1) + 1 communications parallèles.

4.7 Parallélisation du produit matrice-vecteur pour les diffé-
rences finies

Commençons par les différences finies. Comme par essence ces schémas possèdent une
structure (tensorielle), on choisit une répartition structurée des données : on découpe le
domaine de calcul Ω =]0, 1[d contenant N = nd points de discrétisation en sous-domaines
(Ωp)p=1,P de forme tensorielle. On fait en sorte que les sous-domaines contiennent le même
nombre de points de discrétisation, égal à N/P. 30 Typiquement, si P = Qd, on choisit
0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xQ−1 < xQ = 1 tel que chaque intervalle ]xq−1, xq[ (1 ≤ q ≤ Q)
contient n/Q point de discrétisation. On pose

Ωp =]xq1−1, xq1 [×]xq2−1, xq2 [× · · · ]xqd−1, xqd [,

avec 1 ≤ qi ≤ Q pour 1 ≤ i ≤ d.

Ainsi, pour tout p, Ωp contient (n/Q)d points de discrétisation, c’est-à-dire N/P points
comme annoncé. On affecte les données correspondant aux points de discrétisation situés
dans Ωp au nœud de calcul p.
A l’instar de la numérotation des points de discrétisation (voir la figure 2.5), on a la
correspondance : p = q1 + (q2 − 1)Q + · · ·+ (qd − 1)Qd−1, voir un exemple pour d = 2 à la

30. Pour une approche où on examine plus spécifiquement l’obtention théorique d’un "parallélisme maxi-
mal", c’est-à-dire où chaque sous-domaine contienne quelques points de discrétisation, on renvoie au §6.13.
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×
0 = x0 x3 = 1

×

x1 x2

Figure 4.1 – Exemple avec n = 9 points de discrétisation par direction, et Q = 3.
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Ωp Ωp+1Ωp−1

Ωp+Q

Ωp−Q

Figure 4.2 – Numérotation des sous-domaines pour d = 2.

Afin de pouvoir réaliser le produit matrice-vecteur localement (et en parallèle), il faut
récupérer les données (yi)i∈J extp

, où J extp est l’ensemble des indices des points n’appartenant
pas à Ωp, mais qui interviennent dans au moins un schéma à (2d+ 1) points d’un point de
Ωp. Pour l’exemple de la figure 4.2, ceci concerne des points de Ωp−Q, Ωp−1, Ωp+1 et Ωp+Q,
sauf lorsque le sous-domaine Ωp possède une frontière commune avec Ω. L’intérêt est que
le schéma de communications résultant est lui aussi structuré. En effet, on doit récupérer
les données provenant du :

— sous-domaine voisin bas [Ωp−Q] ;
— sous-domaine voisin gauche [Ωp−1] ;
— sous-domaine voisin droite [Ωp+1] ;
— sous-domaine voisin haut [Ωp+Q].

(Si ces sous-domaines existent).
Si on prend en compte la possibilité de réaliser des communications parallèles, on note
que celles-ci sont très simples à mettre en œuvre ! Par exemple, la récupération de toutes
les données venant des sous-domaines de gauche se fait en deux étapes de communications
parallèles, quelle que soit la valeur de Q. Dans la configuration de la figure 4.3, on procède
comme suit :

[étape 1] tous les sous-domaines de numéro p pair reçoivent simultanément les données
de leur voisin de gauche ;

[étape 2] tous les sous-domaines de numéro p impair tel que p 6= 1 mod [4] reçoivent
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Ω1 Ω2 Ω3 Ω4

Ω5 Ω6 Ω7 Ω8

Ω9 Ω10 Ω11 Ω12

Ω13 Ω14 Ω15 Ω16

Figure 4.3 – Sous-domaines pour d = 2 et Q = 4.

simultanément les données de leur voisin de gauche.
Ces deux étapes sont bien parallèles au sens de la définition du §4.5.1. Si on procède de
même pour la réception des données des voisins bas, droite et haut, il y a en tout huit
étapes de communications parallèles. On vérifie sans peine que ce résultat est indépendant
de Q. Qui plus est, ces communications parallèles sont structurées. Enfin, en dimension d,
on peut vérifier que ce nombre de communications parallèles est égal à 2d.

A partir de là, les calculs sont réalisés en parallèle sur chaque nœud selon le schéma initial à
2d+1 points. Comme les sous-domaines contiennent le même nombre de points, les calculs
sont bien équirépartis sont les P nœuds, puisqu’ils disposent de processeurs identiques. S’ils
débutent simultanément, ils s’achèvent simultanément et le temps calcul est réduit d’un
facteur P.

La conclusion générale est que la structure initiale peut-être utilisée à toutes les phases de
la parallélisation :

— la répartition des données est structurée ;
— les communications sont structurées ;
— les calculs procèdent localement selon le schéma initial à 2d+ 1 points.

4.8 Parallélisation du produit matrice-vecteur pour les élé-
ments finis

Pour les éléments finis, la problématique est différente : il n’y a pas de structure "intrin-
sèque" telle que le schéma à trois ou cinq points pour les différences finies. Par conséquent,
on adopte un point de vue un peu différent : l’idée est maintenant de préserver les al-
gorithmes de construction des matrice A et second membre F de (3.14) découlant de la
discrétisation des formulations variationnelles.
Pour cela, on va choisir de partitionner les maillages, ce qui revient à découper le domaine
Ω ⊂ Rd, d = 2, 3. Pour rappel, voir le §3.3, on doit construire un maillage de Ω, composé
de simplexes fermés. L’idée est de partir d’une partition {Ωp}p=1,··· ,P de Ω, voir la note
de bas de page17 page 68, avec des interfaces entre sous-domaines polygonales si d = 2,
respectivement polyédriques si d = 3. On maille chacun des sous-domaines Ωp, de sorte
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que les maillages (T p
h )p=1,P soient compatibles aux interfaces entre sous-domaines :

pour tout p ∈ {1, · · · , P}, toute facette d’un simplexe de T p
h située sur ∂Ωp est

soit facette d’un simplexe de T q
h pour un q 6= p,

soit incluse dans ∂Ω.
(4.3)

On appelle Σpq l’interface entre Ωp et Ωq pour p 6= q, telle que Σpq = int(Ωp ∩ Ωq) si la
dimension d’Hausdorff de Ωp∩Ωq est égale à d−1 : dans ce cas, on dit que les sous-domaines
sont voisins ; et Σpq = ∅ sinon. Par construction, on a automatiquement Σpq = Σqp. La
réunion des interfaces est notée ΣS = ∪p,qΣpq.

Remarque 4.2 En pratique, si on dispose d’un logiciel de génération de maillage, celui-ci
génère un maillage de Ω, partitionné pour définir des sous-domaines {Ωp}p=1,··· ,P en respec-
tant certains critères (nombre identique de simplexes par sous-domaine), et minimisation
de la taille de ΣS, où la taille est égale au nombre total de facettes se trouvant sur une
interface Σpq = Σqp. On verra une justification de ces critères en fin de chapitre.

A partir de maintenant et pour fixer les idées, on considère pour le problème (3.1) la
discrétisation obtenue pour l’élément fini de Lagrange P1, et on appelle (Mi)1≤i≤N les
sommets (internes) du maillage. Pour paralléliser les calculs, l’idée est d’assembler la ma-
trice A et le second membre F par sous-domaine. Après assemblage parallèle pour chaque
p sur les simplexes appartenant à Ωp, on a construit des matrices (A+

p )p=1,P ∈ RN×N , et
des seconds membres (F+

p )p=1,P ∈ RN . On se concentre sur les matrices dans la suite, la
procédure étant similaire pour les seconds membres. Si on note N+

p le nombre de sommets
situés dans Ωp \ ∂Ω, on a a priori N+

p lignes non-nulles dans A+
p . On note également Np le

nombre de sommets situés dans int(Ωp).
L’assemblage sur le nœud p consiste en :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
A+
p = 0 ∈ RN × RN .

itérations : pour ` = 1, · · · , Lp, faire
itérations : pour i t.q. Mi ∈ T`, faire
itérations : pour j t.q. Mj ∈ T` faire

(A+
p )i,j = (A+

p )i,j +

∫
int(T`)

(
k gradwj |T` · gradwi|T` + q wj |T`wi|T`

)
dx

fin boucle sur j.
fin boucle sur i.

fin boucle sur `.

Si on compare les matrices (A+
p )p=1,P à la matrice A, on a deux situations.

— Soit le sommet Mi /∈ ΣS , c’est-à-dire qu’il existe pi tel que Mi ∈ int(Ωpi). On dit
que Mi est un sommet interne (à Ωpi). Dans ce cas, la ieme ligne de A se retrouve
intégralement dans la ieme ligne de la matrice A+

pi
. Enfin, dans toutes les matrices

(A+
p )p6=pi , la i

eme ligne est nulle.
— Soit le sommet Mi ∈ ΣS . On dit alors que Mi est un sommet d’interface. Dans

ce cas, la ieme ligne de A se trouve répartie entre les iemes lignes des matrices
(A+

p )p tqMi∈∂Ωp . Pour un sommet d’interface Mi donné : soit il appartient à exacte-
ment deux frontières distinctes de sous-domaine, soit il appartient à au moins trois
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frontières distinctes. Dans la seconde configuration, on dit que Mi est un point de
croisement. Cette configuration ne peut se produire que si P ≥ 3.

•
Ωp1 Ωp2

•Ωp1

Ωp2

Ωp3

Ωp4

Figure 4.4 – Sommets d’interface • localisés sur exactement deux, ou sur au moins trois,
frontières distinctes de sous-domaine. A droite • est un point de croisement.

Voir des exemples à la figure 4.4 lorsque d = 2. Lorsque d = 3 la situation est similaire,
mais un peu plus compliquée car les points de croisement peuvent être situés sur des arêtes
(ouvertes, à l’exclusion des extrémités), ou des sommets, de l’interface.

On conclut de la discussion qui précède que, pour les indices correspondant aux sommets
d’interface, il faut encore assembler des contributions. Il y a deux techniques "naturelles" :
la première consiste à assigner l’ensemble des données associées aux sommets d’interface à
un nœud dédié ; la seconde consiste à réaliser le produit matrice-vecteur avec les matrices
(A+

p )p=1,P ainsi construites, et dans ce cas les résultats sont partiels pour les indices cor-
respondant aux sommets d’interface, puis à échanger les données associées aux sommets
d’interface entre nœuds afin de finaliser le calcul.

Dans la suite on retient la première technique : on dispose de P + 1 nœuds, et on stocke
les données correspondant aux sommets d’interface sur le nœud P + 1.
Ainsi, après assemblage sur les nœuds p = 1, P, on va transférer (via une phase de com-
munication séquentielle) les lignes i des matrices (A+

p )p=1,P concernées au nœud P+ 1, afin
de construire la matrice AP+1 ∈ RN×N par assemblage sur ce nœud. En outre, on choisit
de remettre à 0 les lignes i des matrices (A+

p )p=1,P, et le résultat est noté (Ap)p=1,P. Pour
résumer, à l’issue d’un assemblage en deux temps, on dispose :

— dans (Ap)p=1,P, des informations pour les sommets internes à (Ωp)p=1,P ;
— dans AP+1, des informations pour les sommets d’interface.

La construction du second membre est similaire.
On note

Pour p = 1, P : Ip = {i ∈ {1, · · · , N} |Mi ∈ int(Ωp)}, Np = |Ip| et
I+
p = {i ∈ {1, · · · , N} |Mi ∈ Ωp}, N+

p = |I+
p | ;

IP+1 = {i ∈ {1, · · · , N} |Mi ∈ ΣS}, NP+1 = |IP+1|.
(4.4)

Pour 1 ≤ p ≤ P fixé, on suppose l’assemblage de A+
p réalisé. D’un point de vue matriciel, si

on ne retient que les N+
p lignes et N+

p colonnes non-nulles de A+
p (ie. d’indices appartenant

à I+
p ), on peut la décomposer par blocs en( ◦

Ap,p Ap,Σ

(Ap,Σ)T Ap
Σ,Σ

)
=

( ◦
Ap,p Ap,Σ

0 0

)
+

(
0 0

(Ap,Σ)T Ap
Σ,Σ

)
,
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avec
—

◦
Ap,p ∈ RNp×Np correspondant aux interactions entre sommets internes à Ωp ;

— Ap,Σ ∈ RNp×(N+
p −Np) correspondant aux interactions entre sommets internes à Ωp

et sommets d’interface situés sur ∂Ωp ;

— (Ap,Σ)T ∈ RNp×(N+
p −Np) correspondant aux interactions entre sommets d’interface

situés sur ∂Ωp et sommets internes à Ωp ;

— Ap
Σ,Σ ∈ R(N+

p −Np)×(N+
p −Np) correspondant aux interactions entre sommets d’inter-

face calculées pour les simplexes inclus dans Ωp.
Un sommet interne contribuant à Ap,Σ (et (Ap,Σ)T ) est dit sommet voisin de l’interface.

La matrice Ap correspond aux blocs
◦
Ap,p et Ap,Σ. La contribution mettant en jeu des som-

mets de ∂Ωp∩ΣS , c’est-à-dire d’une part des sommets d’interface situés sur ∂Ωp et d’autre
part des sommets voisins de l’interface situés dans Ωp, correspond aux blocs (Ap,Σ)T et
Ap

Σ,Σ.

Si on écrit maintenant la matrice A (globale) par blocs, avec par ordre d’indice ceux de I1

(1er bloc, sommets internes à Ω1), de I2 (2ème bloc, sommets internes à Ω2), ... jusqu’à
ceux de IP (Pème bloc, sommets internes à ΩP), et enfin ceux de IP+1 ((P + 1)ème bloc,
sommets d’interface), on a

A =



◦
A1,1 0 A1,Σ

0
◦
A2,2

. . . A2,Σ

. . . . . . 0
...

0
◦
AP,P AP,Σ

(A1,Σ)T (A2,Σ)T · · · (AP,Σ)T AΣ,Σ


, (4.5)

où on commet un (petit) abus de notation pour les matrices AP,Σ, contenant les mêmes in-
formations que précédemment mais appartenant maintenant à RNp×NP+1 , et où la matrice
d’interface AΣ,Σ ∈ RNP+1×NP+1 est l’assemblage de toutes les matrices (Ap

Σ,Σ)p=1,P. Il est
intéressant de noter que les blocs non-diagonaux d’indices (p, q) pour 1 ≤ p 6= q ≤ P sont
automatiquement nuls. Cette propriété découle du fait que, si Mi est un sommet interne
de Ωp et Mj est un sommet interne de Ωq, alors ils ne peuvent pas appartenir à un même
simplexe du maillage. D’après la propriété de support des fonctions chapeau, Ai,j = 0.

Pour résumer, dans la configuration à P+ 1 nœuds, on a, pour 1 ≤ p ≤ P, les informations
concernant les sommets internes à Ωp sur le nœud p, et les informations concernant les
sommets d’interface sur le nœud P + 1. Pour le produit matrice-vecteur z = Ay :

— sur le nœud p (1 ≤ p ≤ P) on dispose de
◦
Ap,p et Ap,Σ, et du bloc vecteur yp contenant

(yi)i∈Ip ; et on veut calculer le bloc vecteur zp ;
— sur le nœud P + 1 on dispose de

(
(Ap,Σ)T

)
p=1,P

et AΣ,Σ et du bloc vecteur yP+1

contenant (yi)i∈IP+1 ; et on veut calculer le bloc vecteur zP+1.
Pour 1 ≤ p ≤ P, on doit réaliser sur le nœud p les multiplications par blocs

zp =
◦
Ap,pyp + Ap,ΣyP+1, (4.6)



93

et on doit réaliser sur le nœud P + 1 les multiplications par blocs

zP+1 = AΣ,ΣyP+1 +
∑
p=1,P

(Ap,Σ)T yp. (4.7)

Afin de pouvoir réaliser les calculs en parallèles (localement sur chaque nœud), il faut
disposer de (yq)q6=p. Et, si c’est le cas, alors on peut effectuer les produits matrice-vecteur
simultanément. Comme on l’a déjà vu, il y a une dissymétrie entre les P premiers nœuds,
et le nœud P+1. Ceci se retrouve dans les communications, puisque tous les sous-domaines
doivent communiquer des données à l’interface (et vice-versa), mais que les sous-domaines
ne communiquent pas entre eux. Ainsi on effectue les communications parallèles, pour
1 ≤ p ≤ P :

(P + 1→ p) le nœud p reçoit les données yP+1 du nœud P + 1 (en pratique, on se
restreint aux indices i tels que Mi ∈ ∂Ωp ∩ ΣS) ;

(p→ P + 1) le nœud P+1 reçoit les données yp du nœud p (en pratique, on se restreint
aux indices correspondants aux voisins de l’interface situés dans Ωp).

Une fois ces P communications parallèles effectuées, on peut effectuer les produits matrice-
vecteur (4.6) et (4.7) simultanément.

Pour conclure, notons que les algorithmes que nous avons proposés dans le §4.8 sont
couramment utilisés pour paralléliser les produits matrice-vecteur intervenant dans les
méthodes de décomposition de domaine, voir la partie III.

Exercice 4.1 Détailler la procédure (sous forme algorithmique) permettant de réaliser la
parallélisation du produit matrice-vecteur selon la seconde technique de la page 91, c’est-à-
dire celle basée sur les calculs matrice-vecteur avec les matrices (A+

p )p=1,P, puis l’échange
de données pour finaliser le calcul du second membre.

On a vu que, pour les différences finies, les calculs sont automatiquement équirépartis
grâce à leur structure intrinsèque. Qu’en est-il pour les éléments finis ?
Soit p donné. Pour tous les indices i ∈ Ip, on effectue le calcul

∑
j=1,N Ai,jyj , où, pour

la matrice, les informations sont regroupées dans les blocs
◦
Ap,p et Ap,Σ. On va estimer le

nombre total d’opérations réalisées en fonction des caractéristiques du maillage de Ωp (on
examine le cas d = 2 ci-dessous).
Pour chaque arête a interne à Ωp, c’est-à-dire telle que a ⊂ Ωp et a 6⊂ ∂Ωp, on effectue
4 opérations (2 multiplications et 2 additions), sauf si une extrémité se trouve sur ∂Ωp,
auquel cas on effectue 2 opérations (1 multiplication et 1 addition). Si on revient aux blocs,

le premier cas correspond à des calculs dans le bloc
◦
Ap,p, et le second à des calculs dans le

bloc Ap,Σ.
Dans Ωp, on a Lp triangles et A+

p arêtes avec A+
p = Ap+Ap,b, où Ap,b est le nombre d’arêtes

incluses dans ∂Ωp. On a également N+
p = Np + Np,b sommets, avec Np,b = Ap,b sommets

situés sur ∂Ωp. Si on néglige les contributions concernant la frontière (asymptotiquement,
si on note h le pas du maillage, on a limh→0Ap,b/Ap = 0), on effectue donc 4Ap opérations.
Si on reprend le décompte des arêtes de la démonstration de la proposition 3.13 qui donne
la relation 3L = 2Ap + Ap,b, on en conclut qu’on va asymptotiquement effectuer 6Lp opé-
rations.
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Ainsi, pour avoir des calculs asymptotiquement équirépartis sur les P premiers nœuds,
il faut donc construire des maillages comportant le même nombre de triangles par sous-
domaine, c’est-à-dire que Lp = L/P pour 1 ≤ p ≤ P. Ceci justifie le premier critère à
respecter par les logiciels de génération de maillages (voir la remarque 4.2). Quant au se-
cond critère de cette remarque, il exprime simplement le fait qu’on veut minimiser le coût
des calculs réalisés sur le nœud P + 1 qui gère l’interface. Si toutefois ce dernier coût reste
trop important comparé à celui des autres nœuds, une solution possible consiste à réserver
2 nœuds, ou plus, pour gérer l’interface.

Exercice 4.2 Evaluer la répartition des calculs lorsque la parallélisation du produit matrice-
vecteur selon la seconde technique de la page 91.



Chapitre 5

Les méthodes directes

5.1 Introduction

En préambule, notons que le calcul de la solution d’un système linéaire d’ordre 20
par les formules de Cramer est impossible à réaliser sur un ordinateur, car il requiert
environ 1021 opérations élémentaires (+,−, ∗, /) 31. En conséquence, il est nécessaire de
déterminer d’autres méthodes, qui soient utilisables en pratique, par exemple pour résoudre
les systèmes linéaires obtenus après discrétisation.

On rappelle pour commencer que si la matrice d’un système linéaire est diagonale ou
de forme triangulaire, ceci apporte une simplification importante dans le calcul explicite de
la solution de ce système. Comment utiliser cette particularité pour traiter le cas général ?
Une première approche conduit à la méthode dite d’élimination, une seconde à la méthode
de factorisation. Ces méthodes sont décrites dans ce chapitre. Les algorithmes classiques
qui en découlent sont appelés méthodes directes ; les méthodes de Gauss, Crout et
Cholesky font partie de cet ensemble d’algorithmes, leur étude fait l’objet de ce chapitre
dans les paragraphes 5.9, 5.10, 5.11 respectivement. Le §5.14 constitue une introduction à
l’utilisation pratique de ces méthodes pour la résolution de systèmes linéaires à matrice à
faible largeur de bande, tels que ceux obtenus après discrétisation. Enfin, dans le §5.15, on
indique le coût calcul des méthodes utilisées.

31. En effet, pour calculer un déterminant d’ordre n il faut faire la somme de n! produits de n facteurs,
soit au total n× n ! opérations :

det (A) =
∑

σ∈S(n)

ε(σ)A1,σ(1) A2,σ(2) · · ·An,σ(n).

Le coût calcul des n composantes du vecteur x, solution du système linéaire Ax = b par les formules
de Cramer, est donc de n(n + 1) × n ! opérations. Ainsi pour la résolution d’un système linéaire d’ordre
10 (respectivement 20), environ 4.108 opérations (resp. 1021 opérations) sont nécessaires pour calculer la
solution par les formules de Cramer.
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5.2 Systèmes linéaires simples à résoudre

5.2.1 Système linéaire à matrice diagonale

Définition 5.1 On appelle matrice diagonale une matrice D ∈ Kn×n (D comme Diago-
nale), telle que Di,j = 0 pour tout couple (i, j) tel que i 6= j.

Proposition 5.2 Le déterminant d’une matrice diagonale D ∈ Kn×n est égal au produit
des éléments diagonaux :

det (D) =
n∏
i=1

Di,i.

Proposition 5.3 Soit D ∈ Kn×n une matrice diagonale inversible, la solution du système
linéaire Dy = b dans Kn est obtenue par les formules :∥∥∥∥∥∥

pour i = 1, . . . , n faire
yi = bi/Di,i.

fin

5.2.2 Système linéaire à matrice triangulaire

Définition 5.4 On appelle matrice triangulaire inférieure une matrice L ∈ Kn×n (L
comme Lower), telle que Li,j = 0 pour tout couple (i, j) tel que i < j.
On appelle matrice triangulaire supérieure une matrice U ∈ Kn×n (U comme Upper),
telle que Ui,j = 0 pour tout couple (i, j) tel que j < i.

L =



x 0 0 0 0 0 0 0
x x 0 0 0 0 0 0
x x x 0 0 0 0 0
x x x x 0 0 0 0
x x x x x 0 0 0
x x x x x 0 0 0
x x x x x x 0 0
x x x x x x x x


et U =



x x x x x x x x
0 x x x x x x x
0 0 x x x x x x
0 0 0 x x x x x
0 0 0 0 x x x x
0 0 0 0 0 x x x
0 0 0 0 0 0 x x
0 0 0 0 0 0 0 x


Proposition 5.5 Le déterminant d’une matrice triangulaire T ∈ Kn×n (supérieure ou
inférieure) est égal au produit des éléments diagonaux :

det (T) =

n∏
i=1

Ti,i.

Remarque 5.6 La Proposition 5.5 montre que le déterminant d’une matrice triangulaire
est très facile à calculer. Cette propriété peut être exploitée pour le calcul du déterminant
d’une matrice carrée quelconque A ∈ Kn×n. Si on suppose que l’on peut écrire la matrice
A sous la forme d’un produit A = LU dans lequel L est un matrice triangulaire inférieure
et U une matrice triangulaire supérieure (voir la suite du chapitre), on peut alors écrire

det (A) = det (L) det (U) =

n∏
i=1

Li,i
n∏
i=1

Ui,i.
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On montre facilement par récurrence les résultats ci-dessous.

Proposition 5.7 Soit L ∈ Kn×n une matrice triangulaire inférieure inversible, la solution
du système linéaire Ly = b dans Kn est obtenue par les formules :∥∥∥∥∥∥∥∥

pour i = 1, . . . , n faire
yi = [bi −

∑
j<i

Li,jyj ]/Li,i.

fin

Soit U ∈ Kn×n une matrice triangulaire supérieure inversible, la solution du système
linéaire Ux = y dans Kn est obtenue par les formules :∥∥∥∥∥∥∥∥

pour i = n, . . . , 1 faire
xi = [yi −

∑
j>i

Ui,jxj ]/Ui,i.

fin

Pour une matrice triangulaire supérieure, ces relations montrent que l’on peut calculer
le vecteur y de proche en proche, en commençant par la dernière composante yn ; on
dit alors que l’on résout le système linéaire en remontant. Pour le système linéaire à
matrice triangulaire inférieure, on calcule également le vecteur x de proche en proche, en
commençant par la première composante x1 ; on dit que l’on résout le système linéaire en
descendant.

Remarque 5.8 Noter que l’hypothèse d’inversibilité entraîne que les éléments diagonaux
de deux matrices sont tous différents de zéro, puisque

det (L) =
n∏
i=1

Li,i et det (U) =
n∏
i=1

Ui,i.

5.2.3 Conclusion

Ces propriétés sur les matrices diagonales ou triangulaires nous conduisent naturelle-
ment à construire d’autres approches de la résolution des systèmes linéaires que celle basée
sur les formules de Cramer : on essaiera de se ramener au cas de matrices diagonales ou
triangulaires.

5.3 Partition des matrices et vecteurs en blocs

5.3.1 Définition des blocs

Les notions précédentes concernent une approche des matrices élément par élément ; il
est souvent utile d’effectuer une partition de la matrice A ∈ Kn×n en P × P blocs, pour
écrire formellement 

[A]1,1 [A]1,2 . . . [A]1,P

[A]2,1 [A]2,2
. . . [A]2,P

...
. . . . . .

...
[A]P,1 [A]P,2 . . . [A]P,P

 .
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Dans cette écriture les [A]p,q ∈ Knp×nq sont P 2 matrices appelées blocs avec (nq)q=1,P

des nombres entiers non-nuls tels que
∑
q=1,P

nq = n. Seuls les P blocs diagonaux sont

nécessairement carrés. Pour effectuer une multiplication matrice-vecteur avec x ∈ Kn, ce
dernier est alors partitionné selon 

[x]1
[x]2
...

[x]P

 .
où [x]p ∈ Knp sont P vecteurs.
Les définitions précédentes se généralisent naturellement suivant :

Définition 5.9 On appelle matrice triangulaire inférieure par blocs une matrice L ∈
Kn×n telle que [L]p,q = 0 pour tout couple (p, q) tel que p < q ;

On appelle matrice triangulaire supérieure par blocs une matrice U ∈ Kn×n telle
que [U]p,q = 0 pour tout couple (p, q) tel que p > q.

L =



[L]1,1
[L]2,1 [L]2,2
. . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

[L]P,1
. . . . . . [L]P,P−1 [L]P,P


et U =



[U]1,1 [U]1,2
. . . . . . [U]1,P

[U]2,2
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

. . . [U]P−1,P

[U]P,P


.

Enfin on appelle matrice diagonale par blocs une matrice D ∈ Kn×n telle que [D]p,q =
0 pour tout couple (p, q) tel que p 6= q.

D =


[D]1,1

[D]2,2
. . .

. . .
[D]P,P

 .

La plupart des résultats démontrés pour les matrices se généralisent au cas des matrices
définies par blocs, en prenant la précaution dans l’écriture des formules de noter que les
termes qui interviennent sont des matrices ; ceci nécessite en particulier une adaptation
spécifique aux règles de calcul algébrique. D’une part, si le produit de deux blocs est bien
un bloc, cette opération n’est pas commutative. D’autre part, on doit remplacer la division
par les éléments diagonaux par la multiplication à gauche par l’inverse du bloc diagonal.
Voir le paragraphe suivant pour des illustrations.



99

5.3.2 Parallélisation du produit matrice-vecteur par blocs

Pour paralléliser le produit matrice-vecteur y = Ax lorsque la matrice A et les vecteurs
x, y sont découpés en blocs, on procède comme suit. On suppose qu’on dispose d’une
machine avec P nœuds de calcul (voir le §4.5). On affecte au nœud p les blocs ([A]p,q)q=1,P

ainsi que le bloc [x]p. Sur ce nœud, on doit effectuer le produit matrice-vecteur

[y]p =
∑
q=1,P

[A]p,q[x]q = [A]p,p[x]p +
∑
q 6=p

[A]p,q[x]q. (5.1)

Pour pouvoir réaliser ce produit localement sur le nœud p, il faut disposer de ([x]q)q6=p. Si
c’est le cas pour p = 1, P, alors on peut effectuer les produits matrice-vecteur simultané-
ment. Ainsi :

— Il y a d’abord une première phase de communications où chaque nœud q envoie
aux autres nœuds les données [x]q. On peut réaliser certaines communications en
parallèle, pour arriver au total à P − 1 communications parallèles en tout : q →
q + 1 mod [P] ; q→ q + 2 mod [P] ; · · · ; q→ q + P− 1 mod [P].

— A partir de là, le calcul (5.1) est réalisé en parallèle.
— Enfin, il y a une deuxième phase de communications où chaque nœud q envoie aux

autres nœuds les résultats [y]q (P− 1 communications parallèles comme précédem-
ment).

Prenons l’exemple d’une matrice pleine. Afin d’optimiser l’algorithme, il est pertinent de
construire des blocs qui possèdent tous la même taille : d’une part, le nombre de données à
transmettre est constant (phases de communications) ; d’autre part, le nombre d’opérations
pour réaliser le calcul (5.1) est également constant.

5.4 Résultats sur les matrices triangulaires

On rappelle les résultats suivants :

Proposition 5.10 Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures)
T′,T′′ ∈ Kn×n est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) de Kn×n.

Par contre, le produit d’une matrice triangulaire inférieure par une matrice triangulaire
supérieure est une matrice à structure quelconque. Il en est de même du produit d’une
matrice triangulaire supérieure par une matrice triangulaire inférieure.

Proposition 5.11 La matrice inverse d’une matrice triangulaire inférieure (resp. supé-
rieure) inversible de Kn×n est une matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure).

Proposition 5.12 Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs de Kn×n est égal
au produit des déterminants des blocs diagonaux.

En particulier, une matrice triangulaire par blocs est inversible si, et seulement si, tous ses
blocs diagonaux sont inversibles.
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Proposition 5.13 Soit L ∈ Kn×n une matrice triangulaire inférieure par blocs inversible.
La solution du système linéaire Ly = b est obtenue par les formules :∥∥∥∥∥∥∥∥

pour p = 1, . . . , P faire
[y]p = [L]−1

p,p

(
[b]p −

∑
q<p

[L]p,q[y]q

)
.

fin

Soit U ∈ Kn×n une matrice triangulaire supérieure par blocs inversible. La solution du
système linéaire Ux = y est obtenue par les formules :∥∥∥∥∥∥∥∥

pour p = P, . . . , 1 faire
[x]p = [U]−1

p,p

(
[y]p −

∑
q>p

[U]p,q[x]q

)
.

fin

5.5 La méthode d’élimination

On considère le système linéaire Ax = b dans Kn (dont la matrice A est inversible)

A1,1 · · · · · · A1,n

A2,1 A2,2 · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·

Ai,1 · · Ai,i · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·

An,1 · · · · · · An,n





x1

x2

·
·
xi
·
·
xn


=



b1
b2
·
·
bi
·
·
bn


dans lequel on suppose A1,1 6= 0 ; à l’aide de la première ligne de ce système, on exprime la
composante x1 en fonction des autres :

x1 = [b1 −
∑

2≤j≤n
A1,jxj ]/A1,1

en reportant cette identité dans la ligne i du système linéaire (2 ≤ i ≤ n), on obtient

Ai,1x1 +

n∑
j=2

Ai,jxj = bi, ⇐⇒
n∑
j=2

(Ai,j − Ai,1A1,j/A1,1)xj = bi − Ai,1/A1,1b1.

On introduit alors les notations A(0) = A et b(0) = b, puis on définit la matrice A(1) et le
vecteur b(1) suivant :

- pour la première ligne :
A(1)

1,j = A(0)
1,j , 1 ≤ j ≤ n, et b(1)

1 = b
(0)
1 ;

- pour les n− 1 autres lignes :
A(1)
i,j = A(0)

i,j − A(0)
i,1 × A(0)

1,j/A
(0)
1,1, et b

(1)
i = b

(0)
i − A(0)

i,1 × b
(0)
1 /A(0)

1,1, 2 ≤ i ≤ n,
1 ≤ j ≤ n.
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On obtient un système linéaire équivalent au précédent, au sens où les deux systèmes
admettent la même solution. Noter que la première colonne de la matrice A(1) est nulle
par construction à l’exception du élément A(1)

1,1.

Si A(1)
2,2 6= 0, on peut réitérer le procédé en éliminant cette fois l’inconnue x2 des n− 2

lignes i = 3, 4, . . . , n, et ainsi de suite... On génère de cette façon une suite de matrices et
de seconds membres par l’algorithme :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1) initialisation :
A(0) = A ∈ Kn×n.

b(0) = b ∈ Kn.
2) itérations : pour k = 1, 2, . . . , n− 1 faire

(1) élimination de l’inconnue xk et mise à jour de la matrice
A(k)
i,j = A(k−1)

i,j 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n
A(k)
i,j = A(k−1)

i,j − A(k−1)
i,k × A(k−1)

k,j /A(k−1)
k,k k + 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n

(2) modification du second membre
b
(k)
i = b

(k−1)
i 1 ≤ i ≤ k

b
(k)
i = b

(k−1)
i − A(k−1)

i,k × b(k−1)
k /A(k−1)

k,k k + 1 ≤ i ≤ n
fin

Noter que les éléments A(k)
i,j pour k + 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ k définis par ces formules, sont

nuls par construction. En effet, pour de tels couples (i, j), si j < k : on sait que d’une part
A(k−1)
i,j = 0, et d’autre part que A(k−1)

k,j = 0 d’après l’itération précédente ; et, si j = k :

alors la formule donne A(k)
i,k = 0. En d’autres termes, on peut écrire, pour k = 1, · · · , n−1 :

A(k) =

(
[U]1,1 [U]1,2

0 S(k)

)
,

avec [U]1,1 ∈ Kk×k une matrice triangulaire supérieure, [U]1,2 ∈ Kk×(n−k), et S(k) ∈
K(n−k)×(n−k). On appelle S(k) le complément de Schur.

Après n − 1 itérations de cet algorithme (en supposant que les différents éléments
A(k)
k,k sont non nuls pour chaque k) la matrice A(n−1) obtenue est une matrice triangulaire

supérieure et le système linéaire

A(n−1)x = b(n−1)

peut être résolu à l’aide de la Proposition 5.7. De plus, il a la même solution que le système
initial Ax = b, puisque tous les systèmes linéaires A(k)x = b(k) sont équivalents entre eux,
pour k = 1, · · · , n− 1.

On introduit ensuite la matrice triangulaire inférieure L(k) de rang n, identique à la
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matrice In, à l’exception de la colonne k :

L(k) =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 x 1 0 0 0
0 0 0 x 0 1 0 0
0 0 0 x 0 0 1 0
0 0 0 x 0 0 0 1


,

avec L(k)
i,k = −A(k−1)

i,k /A(k−1)
k,k pour i ≥ k + 1. Par construction, on a la relation :

det (L(k)) = 1.

De plus, on vérifie facilement que pour tout k < n, A(k) = L(k)A(k−1) et b(k) = L(k)b(k−1).
Finalement, en posant U = A(n−1) et L̃ = L(n−1) · · ·L(1), on peut écrire

U = L̃A et Ux = L̃b, (5.2)

où U et L̃ sont des matrices inversibles, resp. triangulaire supérieure pour U et triangu-
laire inférieure pour L̃. Le calcul de la solution x par les formules de remontée est alors
immédiat.
En outre, on peut montrer sans difficulté le résultat ci-dessous.

Proposition 5.14 Pour tout k l’inverse L−(k) de la matrice L(k) est une matrice triangu-
laire inférieure de rang n, identique à In, à l’exception de la colonne k, avec, pour i > k,
L−(k)
i,k = A(k−1)

i,k /A(k−1)
k,k . En d’autres termes, on a la relation

L−(k) = 2In − L(k).

La seule question qui se pose alors est de savoir si on peut toujours calculer cette ma-
trice A(n−1) par les formules précédentes :

il faut pour cela que A(k−1)
k,k 6= 0 pour k = 1, 2, . . . , n− 1.

Si en cours de calcul, on rencontre un élément diagonal A(k−1)
k,k nul, on peut procéder

de la façon suivante : on recherche dans la colonne k de la matrice A(k−1) un élément
A(k−1)
ik,k

non nul pour ik > k, et s’il en existe un, on échange alors les lignes ik et k de la
matrice. Cette modification revient à multiplier à gauche la matrice courante A(k−1) par
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une matrice de permutation P(ik, k) qui amène le élément A(k−1)
ik,k

sur la diagonale 32



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1





A(k−1)
1,1 x x x x x x x
0 A(k−1)

2,2 x x x x x x
0 0 A(k−1)

3,3 x x x x x
0 0 0 0 x x A(k−1)

k,j x
0 0 0 x x x x x
0 0 0 x x x x x
0 0 0 A(k−1)

ik,k
x x A(k−1)

ik,j
x

0 0 0 x x x x x


soit

P(ik, k)A(k−1) =



A(k−1)
1,1 x x x x x x x
0 A(k−1)

2,2 x x x x x x
0 0 A(k−1)

3,3 x x x x x
0 0 0 A(k−1)

ik,k
x x A(k−1)

ik,j
x

0 0 0 x x x x x
0 0 0 x x x x x
0 0 0 0 x x A(k−1)

k,j x
0 0 0 x x x x x


Dans la factorisation en cours, cette multiplication n’affecte pas les lignes d’indice stricte-
ment inférieur à k déjà calculées, mais seulement les lignes i et k de la matrice A(k) ; noter
que les composantes b(k−1)

ik
et b(k−1)

k doivent aussi être échangées pour que le nouveau sys-
tème linéaire soit équivalent au précédent.

Que se passe-t-il si à l’étape k (k fixé) tous les éléments A(k−1)
i,k de la colonne k sont

nuls ? Cela veut dire que l’on a obtenu une matrice de la forme

A(k−1)
1,1 x x x x x x x
0 A(k−1)

2,2 x x x x x x
0 0 A(k−1)

3,3 x x x x x
0 0 0 0 x x A(k−1)

k,j x
0 0 0 0 x x x x
0 0 0 0 x x x x
0 0 0 0 x x A(k−1)

i,j x
0 0 0 0 x x x x


32. Notons que pour toute matrice de permutation P(ik, k), on a la relation P(ik, k)P(ik, k) = In. De

plus, pour k ≥ 2, on peut toujours écrire P(ik, k) sous la forme par blocs

P(ik, k) =

(
Ik−1 0

0 P

)
,

puisque ik > k.
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et la matrice A(k−1) est donc au plus de rang n − 1, ce qui est contraire à l’hypothèse A
inversible car la relation

A(k−1) = L(k−1) · · ·L(1)A

entraîne bien sûr
det (A(k−1)) = det (A) 6= 0.

On en conclut que l’on peut toujours réaliser une permutation de lignes pour la matrice
A(k−1) de manière à pouvoir poursuivre l’algorithme sur la matrice permutée P(ik, k)A(k−1).

5.6 La méthode de factorisation

Dans le paragraphe précédent on a obtenu pour une matrice A donnée, les matrices
triangulaires inversibles U et L̃. En l’absence de permutations de lignes, on aboutit à (5.2).
A l’aide de la Proposition 5.14, on définit

L = L̃−1 = L−(1) · · ·L−(n−1).

La matrice L est triangulaire inférieure à diagonale unité, qui vérifie la relation

A = LU.

Cette relation est appelée factorisation de Gauss de la matrice A. A partir de cette
factorisation la solution du système linéaire Ax = b est obtenue en deux étapes :

- la descente, qui consiste à calculer le vecteur y solution de Ly = b ;
- la remontée, dans laquelle on calcule le vecteur x solution de Ux = y.

Néanmoins, au cours des calculs, on peut avoir à effectuer une certain nombre de permu-
tations de lignes pour amener des éléments non nuls sur la diagonale. Si on doit effectuer
une permutation à l’itération k, on factorise P(ik, k)A(k−1) sous la forme

A(k) = L(k)P(ik, k)A(k−1).

Au terme des itérations, on a alors factorisé la matrice A de la façon suivante 33

U = L(n−1)P(in−1, n− 1) · · ·L(k)P(ik, k) · · ·L(1)P(i1, 1)A.

On a donc un produit "mêlé" de matrices du type L(k) et de matrices de permutation
P(ip, p). Fort heureusement, on peut prouver le résultat suivant

Proposition 5.15 Soient k et p tels que k < p. Alors il existe une matrice L(k,p) possédant
la même structure que L(k) et telle que

P(ip, p)L(k) = L(k,p)P(ip, p). (5.3)

Démonstration : Il suffit de considérer la matrice L(k,p) définie par

L(k,p)
ip,k

= L(k,p)
p,k , L(k,p)

p,k = L(k,p)
ip,k

, L(k,p)
i,j = L(k,p)

i,j sinon.

�
33. Avec la convention P(ik, k) = In lorsqu’on n’effectue pas de permutation à l’étape k...
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A partir de ce résultat, on écrit tout simplement

U = L(n−1)P(in−1, n− 1)L(n−2)P(in−2, n− 2) · · ·A
= L(n−1)L̄(n−2)P(in−1, n− 1)P(in−2, n− 2)L(n−3)P(in−3, n− 3) · · ·A
= L(n−1)L̄(n−2)L̄(n−3)P(in−1, n− 1)P(in−2, n− 2)P(in−3, n− 3) · · ·A
...
= L(n−1)L̄(n−2) · · · L̄(1)P(in−1, n− 1) · · ·P(i1, 1)A.

Ci-dessus, on a bien sûr, pour 1 ≤ k ≤ n− 2,

L̄(k) =

n−(1+k)∏
`=1

P(in−`, n− `)L(k)
n−1∏
`=k+1

P(i`, `),

ce qui définit des matrices triangulaires inférieures possédant la même structure que L(k),
cf. la Proposition 5.15.

On aboutit pour finir à PA = LU, où L est triangulaire inférieure, U triangulaire
supérieure, et P est un produit de matrices de permutation, P = P(in−1, n−1) · · · P(i1, 1).
Notons que P−1 = P(i1, 1) · · · P(in−1, n−1) = PT . On a ainsi démontré le résultat suivant

Théorème 5.16 Soit une matrice A inversible de Kn×n, alors il existe une matrice de
permutation P telle que

P A = L U,

avec L matrice triangulaire inférieure à diagonale unité, U matrice triangulaire supérieure.

5.7 Stabilité numérique et stratégies de pivotage

On voit bien que cette écriture n’est pas unique puisqu’à chaque échange, on peut
avoir le choix entre plusieurs lignes pour effectuer la permutation. On peut alors introduire
un critère supplémentaire pour déterminer la ligne à permuter, par exemple un critère de
stabilité numérique 34. Supposons que l’élément courant A(k−1)

k,k soit petit, de l’ordre de ε,
alors les formules de calcul

A(k)
i,j = A(k−1)

i,j − 1

ε
A(k−1)
i,k A(k−1)

k,j

montrent que dans le complément de Schur S(k) résultant, le second terme est dominant,
c’est-à-dire que l’on a

S(k) ≈ −1

ε
u · vT

les vecteurs u, v ∈ Kn−k représentant respectivement la colonne k et la ligne k de la
matrice A(k−1), pour les indices strictement supérieurs à k. Comme u 6= 0 et v 6= 0, la
matrice u · vT ∈ K(n−k)×(n−k) est de rang 1. Dans ce cas, la matrice S(k) ∈ K(n−k)×(n−k)

34. En se sens, on se rapproche des considérations algorithmiques développées au chapitre 4.
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est quasi-singulière dès que n−1 > k ! Autrement dit, le choix d’un petit élément diagonal
peut conduire à une instabilité numérique de la factorisation.

Le choix de cet élément, appelé pivot doit donc être effectué avec la plus grande
attention, et cela introduit naturellement deux variantes de la factorisation de Gauss :

- la factorisation avec pivot partiel revient à rechercher à chaque étape de l’algo-
rithme le plus grand élément en valeur absolue parmi les A(k−1)

i,k pour i ≥ k. La
permutation de lignes associée à ce choix correspond à une multiplication à gauche
de la matrice A par une matrice de permutation P.

- la factorisation avec pivot total revient à rechercher à chaque étape de l’algorithme
le plus grand élément en valeur absolue parmi tous les A(k−1)

i,j pour i ≥ k et j ≥ k.

Si on choisit un élément A(k−1)
ik,jk

en dehors de la colonne k, il faut ajouter à la
permutation de lignes P(ik, k) une permutation de colonnes qui correspond à une
multiplication à droite de la matrice A par une matrice de permutation Q(jk, k)
(avec jk > k). En fin de factorisation, on a obtenu

PAQ = LU.

- Si enfin on effectue une recherche avec pivot total sur les éléments diagonaux A(k−1)
i,i

uniquement (pour i ≥ k), on a alors une permutation de ligne et une permutation
de colonne identiques, i. e. Q(ik, k) = P(ik, k). En fin de factorisation, on arrive à
Q = PT = P∗, soit

PAP∗ = PAPT = LU.

Cette propriété sera utilisée pour factoriser des matrices hermitiennes ou symé-
triques.

Remarque 5.17 En reprenant les notations précédentes, on voit qu’une permutation de
lignes P(ik, k) ou de colonnes Q(jk, k) de la matrice S(k) à l’étape k, ne modifie pas les
blocs déjà calculés [L]1,1 et [U]1,1 :

P(ik, k)AQ(jk, k) =

(
Ik−1 0

0 P

)(
[L]1,1 0
[L]2,1 In−k+1

)(
[U]1,1 [U]1,2

0 S(k)

)(
Ik−1 0

0 Q

)
soit encore

P(ik, k)AQ(jk, k) =

(
[L]1,1 0
P[L]2,1 P

)(
[U]1,1 [U]1,2Q

0 S(k)Q

)
On énonce pour finir un résultat d’unicité.

Proposition 5.18 Soit A ∈ Kn×n une matrice inversible, pour des matrices de permuta-
tion P et Q données, la factorisation PAQ = LU est unique.

Démonstration : Cela est évident par construction des matrices L et U, leurs éléments
étant déterminés de manière unique par les formules de l’algorithme. Mais on peut aussi
démontrer ce résultat par une méthode qui sera utile par la suite. Supposons qu’il existe des
matrices triangulaires inférieures L et L′, et triangulaires supérieures U et U′ qui vérifient
PAQ = LU = L′U′. Par voie de conséquence,

(L′)−1L = U′U−1(= M).
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Or, (L′)−1L (resp. U′U−1) est une matrice triangulaire inférieure (resp. triangulaire
supérieure). Ainsi M est nécessairement une matrice diagonale. De plus, L et L′ étant à
diagonale unité, il en est de même pour (L′)−1L. Finalement, M = In. �

5.8 Les méthodes directes

Dans la suite on appelleraméthode directe de résolution d’un système linéaire Ax = b
dans Kn tout algorithme qui calcule la solution x en un nombre d’opérations déterminé a
priori 35.

Les méthodes d’élimination et de factorisation sont à ce titre des méthodes directes,
car il est évident que le nombre d’opérations nécessaires au calcul des matrices L et U est
fini – ce nombre d’opérations sera calculé précisément – Par ailleurs le coût d’une descente
et d’une remontée est égal à 2n2 opérations (voir le §5.15).

Noter que ce nombre d’opérations dépend des propriétés de la matrice A, car on peut
tirer parti d’une éventuelle symétrie par exemple. On distingue ainsi plusieurs types de
factorisation :

- La méthode de Gauss A = LU, avec L matrice triangulaire inférieure à diagonale
unité, et U matrice triangulaire supérieure. A doit être inversible.

- La méthode de Crout A = LDL∗, avec L matrice triangulaire inférieure à diagonale
unité, et D matrice diagonale. A doit être hermitienne (K = C), resp. symétrique
(K = R), et inversible.

- La méthode de Cholesky A = LL∗, avec L matrice triangulaire inférieure. A doit
être hermitienne (K = C), resp. symétrique (K = R), et définie-positive.

Dans ce qui suit, on reprend l’étude de la factorisation de la matrice A dans une formulation
plus générale, en supposant uniquement que cette matrice est inversible.

5.9 Algorithme de factorisation de Gauss

Maintenant que l’existence des matrices L et U est établie, on vérifie que l’on peut
calculer leurs éléments directement par identification, à partir des relations

∀ i, j 1 ≤ i, j ≤ n Ai,j =
n∑
`=1

Li,` U`,j =

`=min(i,j)∑
`=1

Li,` U`,j

puisque Li,` = 0 si ` > i, resp. U`,j = 0 si ` > j.
On procède en calculant pour un indice k donné, tous les éléments L·,k de la colonne k de
la matrice L, puis tous les éléments Uk,· de la ligne k de la matrice U. Ce processus peut
être représenté par les schémas suivants, dans lesquels les éléments · sont supposés connus,
les éléments x sont inconnus et l’élément • est en cours de calcul à l’aide des éléments

35. Il s’agit ici de faire la distinction avec les méthodes itératives, étudiées au chapitre 6, pour lesquelles
le nombre d’opérations dépend du nombre d’itérations de la méthode, nombre qu’il est impossible de
connaître à l’avance car il est lié au choix de la solution initiale x0 ∈ Kn relativement au second membre b.
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connus ◦.

· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · Ai,j · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·


=



1
· 1
· · 1
· · · 1
· · · · 1
◦ ◦ ◦ ◦ • 1
· · · · x x 1
· · · · x x x 1





· · · · ◦ · · ·
· · · ◦ · · ·
· · ◦ · · ·
· ◦ · · ·
◦ · · ·

x x x
x x

x


Calcul d’un élément de L.



· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · Ai,j ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·


=



1
· 1
· · 1
· · · 1
· · · · 1
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 1
· · · · x x 1
· · · · x x x 1





· · · · · · ◦ ·
· · · · · ◦ ·
· · · · ◦ ·
· · · ◦ ·
· · ◦ ·
· • x

x x
x


Calcul d’un élément de U.

En résumé, pour une matrice A donnée, les éléments des matrices L et U sont calculés
(à une permutation de lignes et de colonnes près) par les formules

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pour k = 1, . . . , n− 1 faire
Lk,k = 1

Uk,k = Ak,k −
∑
j<k

Lk,jUj,k

pour i = k + 1, . . . , n faire
Li,k = [Ai,k −

∑
j<k

Li,jUj,k] / Uk,k

fin
pour i = k + 1, . . . , n faire
Uk,i = Ak,i −

∑
j<k

Lk,jUj,i

fin
fin

Les formules précédentes calculent les éléments de la matrice L colonne par colonne, et
ceux de la matrice U ligne par ligne. L’algorithme suivant définit les mêmes matrices, bien
que les éléments de la matrice L′ soient calculés ligne par ligne et ceux de la matrice U′



109

colonne par colonne.∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pour k = 1, . . . , n− 1 faire
pour i = 1, . . . , k − 1 faire
L′k,i = [Ak,i −

∑
j<i

L′k,jU′j,i] / U′i,i

fin
pour i = 1, . . . , k − 1 faire
U′i,k = Ai,k −

∑
j<i

L′i,jU′j,k

fin
L′k,k = 1

U′k,k = Ak,k −
∑
j<k

L′k,jU′j,k

fin

5.10 Factorisation de Gauss-Jordan. Factorisation de Crout

On écrit les algorithmes ainsi que les démonstrations uniquement dans le cas K = C.
Les mêmes idées s’appliquent dans K = R si on remplace ∗ par T , resp. hermitienne par
symétrique (et si omet la conjugaison).
Dans la factorisation précédente A = LU, on a imposé le choix d’une matrice L triangulaire
inférieure à diagonale unité. Si on note D la matrice diagonale formée à partir des éléments
diagonaux de U : Di,i = Ui,i, alors

A = LU = LD Ũ.

Cette factorisation est appelée factorisation de Gauss-Jordan, dans laquelle la matrice Ũ est
triangulaire supérieure à diagonale unité. Les éléments des matrices D et Ũ sont déterminés
à partir des éléments de U par les relations

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pour k = 1, . . . , n faire
Dk,k = Uk,k
pour i = 1, . . . , k faire
Ũk,i = Ui,k / Uk,k = Ui,k / Dk,k.

fin
fin

Cette écriture s’avère utile dans le cas où la matrice A est hermitienne. En effet, lors-
qu’on emploie une stratégie de pivot total sur les éléments diagonaux (Q = PT = P∗), on a
alors

Proposition 5.19 Soit A ∈ Cn×n une matrice inversible et hermitienne, à une matrice
de permutation P près, la factorisation PAP∗ = LDL∗ est unique.

Démonstration : On a par construction (PAP∗)∗ = PA∗ P∗ = PAP∗, d’où

LD Ũ = Ũ∗DL∗,
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et en utilisant la Proposition 5.18 sur l’unicité de la factorisation de Gauss, on trouve bien

L = Ũ∗.

�

On obtient ainsi la factorisation de Crout pour une matrice hermitienne :

A = LDL∗.

Par identification, les éléments de L et D sont calculés suivant∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pour k = 1, . . . , n faire
Lk,k = 1 et Dk,k = Ak,k −

∑
j<k

Dj,j |Lk,j |2

pour i = k + 1, . . . , n faire
Li,k = [Ai,k −

∑
j<k

Li,jDj,jLk,j ] / Dk,k.

fin
fin

La résolution du système linéaire Ax = b s’effectue alors en trois étapes : le calcul
du vecteur z solution de Lz = b, puis du vecteur y par Dy = z et enfin du vecteur
x par L∗x = y. Le coût calcul de ces trois résolutions est identique à celui de l’étape
correspondante de la méthode de Gauss puisque la matrice L est à diagonale unité.

On s’est limité au cas Q = PT = P∗. Ceci signifie que dans la stratégie du pivot total
la recherche du meilleur pivot est limité aux éléments diagonaux de la matrice en cours
de calcul, pour conserver la symétrie. Cette contrainte peut être levée dans le cadre de la
factorisation par blocs, qui sera étudiée plus loin.

Pour finir, comme il n’est plus besoin de calculer la matrice triangulaire supérieure U
(= L∗), on déduit de la Proposition 5.38 le résultat sur le coût calcul.

5.11 Factorisation de Cholesky

On écrit les algorithmes ainsi que les démonstrations uniquement dans le cas K = C.
Les mêmes idées s’appliquent dans K = R si on remplace ∗ par T , resp. hermitienne par
symétrique (et si omet la conjugaison).
Supposons maintenant que A ∈ Cn×n soit une matrice hermitienne 36 définie-positive, il
résulte de la Proposition 5.19 que l’on peut écrire A = P∗ LDL∗ P, puisque P−1 = P∗ = PT .
De plus, par définition, on a la propriété

∀x ∈ Cn, x 6= 0 0 < (Ax, x) = (P∗LDL∗Px, x) = (DL∗Px,L∗Px).

Pour tout y 6= 0, il existe x 6= 0 tel que y = L∗Px, et on a par conséquent (Dy, y) > 0. Pour
tout 1 ≤ i ≤ n, si on choisit pour y le ieme vecteur de base ei, on en déduit que Di,i ∈ R,

36. Lorsque A ∈ Cn×n est hermitienne, on a pour tout x ∈ Cn : (Ax, x) = (x,A∗x)
A∗=A

= (x,Ax) =
(Ax, x), ainsi (Ax, x) ∈ R et on peut considérer son signe, et par voie de conséquence le caractère défini-
positif d’une matrice hermitienne A...
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et de plus Di,i > 0 ; la matrice diagonale D est donc une matrice réelle définie-positive, ce
qui permet de définir la matrice "racine carrée" diagonale D1/2 par (D1/2)i,i =

√
Di,i. En

posant alors L = LD1/2, on obtient finalement

P A P∗ = LL∗.

Proposition 5.20 Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne définie-positive, il existe une
matrice L triangulaire inférieure, telle que la factorisation PAP∗ = LL∗ est unique à une
matrice de permutation P près.

En utilisant les formules générales, les éléments de L sont calculés colonne par colonne
par les relations ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pour k = 1, . . . , n faire
Lk,k = [Ak,k −

∑
j<k

|Lk,j |2]1/2

pour i = k + 1, . . . , n faire
Li,k = [Ai,k −

∑
j<k

Lk,jLi,j ] / Lk,k.

fin
fin

On peut aussi calculer la matrice L ligne par ligne suivant∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pour k = 1, . . . , n faire
pour i = 1, . . . , k − 1 faire
Lk,i = [Ak,i −

∑
j<i

Lk,jLi,j ] / Li,i

fin
Lk,k = [Ak,k −

∑
j<k

|Lk,j |2]1/2.

fin

Une conséquence importante de la Proposition 5.20, dans le cas où la matrice A est
hermitienne et définie-positive, est que l’on n’a pas besoin de vérifier que les termes

Ak,k −
∑
j<k

|Lk,j |2

sont tous strictement positifs, pour tout k. L’existence des éléments diagonaux Lk,k étant
assurée par cette Proposition, il suffit de vérifier par identification que l’on peut les calculer
de cette manière. Noter que cette propriété n’est pas satisfaite si A est supposée seulement
hermitienne : dans la factorisation de Crout certains éléments diagonaux Di,i peuvent en
effet être négatifs.

Une autre conséquence remarquable de la Proposition 5.18 peut être obtenue en faisant
intervenir à nouveau le complément de Schur S :

A =

(
[A]1,1 [A]1,2
[A]2,1 [A]2,2

)
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avec [A]1,1 = [A]∗1,1 ∈ Cn1×n1 , [A]2,1 ∈ Cn2×n1 , [A]1,2 = [A]∗2,1 ∈ Cn1×n2 , [A]2,2 = [A]∗2,2 ∈
Cn2×n2 , n = n1 +n2. Par construction, [A]1,1 et [A]2,2 sont définies-positives. Par exemple :

∀x̂ ∈ Cn1 , x̂ 6= 0 0 <

(
A
(
x̂
0

)
,

(
x̂
0

))
=

((
[A]1,1 [A]∗2,1
[A]2,1 [A]2,2

)(
x̂
0

)
,

(
x̂
0

))
= ([A]1,1x̂, x̂).

On suppose que l’on connait une factorisation de Cholesky du premier bloc : [A]1,1 =
[L]1,1[L]∗1,1, avec [L]1,1 ∈ Cn1×n1 matrice triangulaire inférieure, alors (cf. Remarque 5.17)

A =

(
[A]1,1 [A]1,2
[A]2,1 [A]2,2

)
=

(
[L]1,1 0
[L]2,1 In2

)
×
(
In1 0
0 S

)
×
(

[L]∗1,1 [L]∗2,1
0 In2

)
. (5.4)

Par identification, on trouve facilement que [L]2,1 = [A]2,1([L]∗1,1)−1, et S = [A]2,2 −
[L]2,1[L]∗2,1 = [A]2,2 − [A]2,1[A]−1

1,1[A]∗2,1.

Proposition 5.21 Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne définie-positive, pour tout
couple (n1, n2) avec n1 + n2 = n, le complément de Schur S ∈ Cn2×n2 est une matrice
hermitienne définie-positive.

Démonstration : Par construction la matrice S = [A]2,2 − [L]2,1[L]∗2,1 est hermitienne.
En outre, on peut reformuler (5.4) sous la forme équivalente(

In1 0
0 S

)
= L−1 × A× (L−1)∗, avec L =

(
[L]1,1 0
[L]2,1 In2

)
.

Ainsi, pour tout x̃ ∈ Cn2 , x̃ 6= 0, on a x′ = (L−1)∗
(

0
x̃

)
6= 0 et

(Sx̃, x̃) =

((
In1 0
0 S

)(
0
x̃

)
,

(
0
x̃

))
=

(
A× (L−1)∗

(
0
x̃

)
, (L−1)∗

(
0
x̃

))
= (Ax′, x′) > 0.

�

En conséquence, on en déduit qu’il est toujours possible de réaliser la factorisation (de
Cholesky) d’une matrice hermitienne définie-positive sans permutation, ce qui est faux
pour la factorisation (de Gauss) d’une matrice inversible quelconque, et qui reste faux en
général pour la factorisation (de Crout) d’une matrice hermitienne inversible quelconque.

Corollaire 5.22 Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne définie-positive. Il existe une
matrice L triangulaire inférieure unique, telle que A = LL∗.

Démonstration : Pour réaliser la factorisation sans permutation, on raisonne par récur-
rence sur k, qui varie de 1 à n− 1, et l’on montre que A(k−1)

k,k = (A(k−1)ek, ek) > 0.
Avec la convention S(0) = A, ceci revient à vérifier que (S(k−1)ek, ek) > 0.

Pour cela, il suffit de montrer que S(k−1) est hermitienne définie-positive, par récurrence
sur k. Or, S(0) = A est hermitienne définie-positive et, d’après la Proposition précédente,
l’assertion "S(k−1) hermitienne définie-positive entraîne S(k) hermitienne définie-positive"
est vraie. �
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5.12 Factorisation par blocs

On écrit les algorithmes ainsi que les démonstrations uniquement dans le cas K = C.
Les mêmes idées s’appliquent dans K = R si on remplace ∗ par T , resp. hermitienne par
symétrique (et si omet la conjugaison).
Dans ce qui précède les matrices triangulaires qui définissent les différentes factorisations
ont été calculées élément par élément, on peut à ce titre les qualifier de factorisations
ponctuelles ; cependant si on effectue une une partition des matrices A, L et U en P ×P
blocs, on obtient formellement

[A]1,1 [A]1,2 . . . [A]1,P

[A]2,1 [A]2,2
. . . [A]2,P

...
. . . . . .

...
[A]P,1 [A]P,2 . . . [A]P,P

 =


[L]1,1 0 . . . 0

[L]2,1 [L]2,2
. . .

...
...

. . . . . . 0
[L]P,1 [L]P,2 . . . [L]P,P

×


[U]1,1 [U]1,2 . . . [U]1,P

0 [U]2,2
. . . [U]2,P

. . .
. . . . . .

...
0 . . . 0 [U]P,P


Dans cette écriture on rappelle que seuls les blocs diagonaux sont nécessairement carrés.
Par identification on obtient la factorisation par blocs de Gauss∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pour k = 1, . . . , P faire (factorisation ponctuelle du bloc [A]k,k)

[L]k,k [U]k,k = [A]k,k −
∑
q<k

[L]k,q[U]q,k

pour p = k + 1, . . . , P faire
[L]p,k[U]k,k = [A]p,k −

∑
q<k

[L]p,q[U]q,k

fin
pour p = k + 1, . . . , P faire

[L]k,k[U]k,p = [A]k,p −
∑
q<k

[L]k,q[U]q,p

fin
fin

dans cette écriture les produits [L]p,q[U]q,k sont des produits de matrices. Les blocs [L]p,k,
resp. [U]k,p, sont obtenus par résolution de systèmes linéaires carrés à matrice triangulaire
supérieure, et dont les seconds membres sont des matrices [B] et [B′]. Pour cela, on écrit
pour k = 1, · · · , P :

[L]p,k[U]k,k = [B] ⇐⇒ [U]∗k,k[L]∗p,k = [B]∗ ; [L]k,k[U]k,p = [B′].

Comme pour la factorisation de Gauss ponctuelle, il peut être nécessaire d’effectuer des
permutations de lignes ou de colonnes afin de placer des blocs réguliers sur la diagonale.

Mentionnons également la factorisation de Crout par blocs
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∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pour k = 1, . . . , P faire (factorisation ponctuelle du bloc [A]k,k)

[L]k,k[D]k,k[L]∗k,k = [A]k,k −
∑
q<k

[L]k,q[L]∗k,q

pour p = k + 1, . . . , P faire
[D]k,k[L]∗p,k = [A]p,k −

∑
q<k

[L]p,q[L]∗k,q

fin
fin

et enfin la factorisation de Cholesky par blocs

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pour k = 1, . . . , P faire (factorisation ponctuelle du bloc [A]k,k)

[L]k,k[L]∗k,k = [A]k,k −
∑
q<k

[L]k,q[L]∗k,q

pour p = k + 1, . . . , p faire
[L]k,k[L]∗p,k = [A]p,k −

∑
q<k

[L]p,q[L]∗k,q

fin
fin

Cette formulation est récursive puisque l’on peut y remplacer à nouveau les factori-
sations ponctuelles par des factorisations par blocs... Cette approche est intéressante pour
un calcul concret sur ordinateur dans le cas de matrices de très grande taille qui ne tiennent
pas en mémoire (on les découpe alors en blocs suffisamment petits) ou le plus souvent pour
des matrices qui ne sont effectivement connues que sous la forme d’une partition.

Une autre application de cette formulation est la recherche d’un pivot extra-diagonal
pour des matrices hermitiennes dont la factorisation pose des problèmes numériques,
comme les matrices non définies. En effet dans le cas d’une stratégie de pivot total par
points, il faut, pour préserver la "symétrie", limiter la recherche de l’élément de plus grande
valeur absolue aux seuls termes diagonaux. Cette procédure peut s’avérer inefficace si les
éléments diagonaux sont trop petits. On applique alors la technique des pivots jumeaux :
supposons qu’à l’étape k de la factorisation, le pivot idéal Sk,k′ = Sk′,k soit en position
extra-diagonale

S =


Sk,k · · Sk,k′ ·
· · · · ·
· · · · ·
Sk′,k · · Sk′,k′ ·
· · · · ·


alors à l’aide d’une permutation symétrique des lignes et des colonnes, on commence par
écrire

PSP∗ =


Sk,k Sk,k′ · · ·
Sk′,k Sk′,k′ · · ·
· · · · ·
· · · · ·
· · · · ·
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puis on effectue une factorisation par blocs "symétrique" de la matrice S avec un premier
bloc diagonal 2 × 2, et les autres blocs diagonaux de la partition d’ordre 1. On assure
ainsi la stabilité numérique de la factorisation, tout en conservant la "symétrie".

5.13 Profil et conservation du profil

Les matrices qui proviennent de l’approximation de la solution d’une équation aux
dérivées partielles par la méthode des différences finies ou la méthode des éléments finis
possèdent en règle générale deux propriétés fondamentales 37.
D’une part leur caractère creux : une matrice d’ordre n est creuse lorsque le nombre
moyen d’éléments non nuls par ligne est petit devant n. Ceci permet de réduire le coût de
la multiplication matrice-vecteur (voir le §6.1 pour plus de précisions).
D’autre part, les éléments non-nuls sont rassemblés autour de la diagonale ; en d’autres
termes, elles possèdent beaucoup de 0 au début des lignes et colonnes 38. L’exploitation
de cette seconde propriété apporte une économie considérable lors de la factorisation, tant
sur le plan du temps calcul (par la réduction du nombre d’opérations réalisées), que de la
place mémoire, comme nous allons le voir.

Pour introduire la notion de profil, considérons la matrice d’ordre 8 :

A =



• • 0 • 0 0 0 •
• • • 0 0 • 0 •
0 • • • 0 • 0 •
• 0 • • 0 0 0 0
0 0 0 0 • • 0 0
0 • • 0 • • 0 •
0 0 0 0 0 0 • 0
• • • 0 0 • 0 •


Les éléments non nuls de cette matrice sont représentés par le symbole • et les autres par
0. On remarque tout de suite que la matrice A ci-dessus est à structure symétrique, puisque
les • sont placés symétriquement par rapport à la diagonale. En d’autres termes,

Ai,j 6= 0⇐⇒ Aj,i 6= 0. (5.5)

On voudrait dans la suite que cette propriété (5.5) soit satisfaite (notamment pour simpli-
fier les notations !). A cette fin, on "symétrisera" la structure de la matrice, en ajoutant
un couple de symbole • non-diagonaux, dès lors que l’un au moins des Ai,j et Aj,i corres-
pondants est non nul.

Pour chaque ligne k de la matrice A, on peut définir il(k) le plus petit indice de colonne
l tel que Ak,l 6= 0 ; on définit de même pour chaque colonne k, ic(k) le plus petit indice de
ligne l, tel que Al,k 6= 0. On note que pour pouvoir définir il(k) et ic(k) pour tout k, une

37. Les approximations par des méthodes intégrales sont un cas limite : les matrices sont "presque
creuses", puisque le nombre moyen d’éléments non nuls par ligne est de l’ordre de log(n).
38. Il est important de noter que ces deux propriétés ne sont pas comparables : une matrice peut-être

creuse sans qu’il y ait beaucoup de 0 en début des lignes et colonnes.
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condition suffisante 39 est l’inversibilité de A, ce qui tombe bien, puisque on s’intéresse à
la factorisation en vue de la résolution de systèmes linéaires !
Comme (5.5) est satisfaite (éventuellement par "symétrisation" de la structure), on a
automatiquement il(k) = ic(k) pour tout k, ce qui permet de s’affranchir des indices
ic(k) dans la suite.

On introduit la propriété suivante :

il(k) ≤ k, ∀k. (5.6)

On a le résultat ci-dessous.

Proposition 5.23 Si les factorisations de Gauss et Crout se font sans permutation, alors
la propriété (5.6) est vraie.

Démonstration : Supposons qu’il existe k tel que il(k) > k. Dans ce cas, on a par
définition Ak,1 = Ak,2 = · · · = Ak,k = 0. Ecrivons que A = LU avec L triangulaire
inférieure et U triangulaire supérieure, sur la kème ligne

0 = Ak,1 = Lk,1U1,1,

0 = Ak,2 = Lk,1U1,2 + Lk,2U2,2,

...
0 = Ak,k−1 = Lk,1U1,k−1 + Lk,2U2,k−1 + · · ·+ Lk,k−1Uk−1,k−1

0 = Ak,k = Lk,1U1,k + Lk,2U2,k + · · ·+ Lk,k−1Uk−1,k + Lk,kUk,k.

On déduit de la première équation que Lk,1 = 0, puisque U est inversible. De la deuxième
équation, on déduit alors que Lk,2 = 0, et ainsi de suite jusqu’à la (k− 1)ème équation, qui
fournit le résultat Lk,k−1 = 0. En passant enfin à la kème équation, on arrive à Lk,kUk,k = 0,
ce qui contredit l’hypothèse L et U inversibles. �

En d’autres termes, la propriété (5.6) est nécessaire pour pouvoir factoriser une matrice
sans permutation, mais elle n’est pas suffisante...

Exercice 5.1 Soit A ∈ R3×3 la matrice symétrique et inversible

A =

 1 1 2
1 1 3
2 3 3

 .
Vérifier que A ne peut être factorisée sans permutation, bien que la propriété (5.6) soit
satisfaite.

Sous réserve que les propriétés (5.5) et (5.6) soient satisfaites pour A ∈ Kn×n, on introduit
les ensembles

Pl(A) = {(k, l), 1 ≤ k ≤ n, il(k) ≤ l ≤ k} et Pc(A) = {(l, k), 1 ≤ k ≤ n, il(k) ≤ l ≤ k}.
39. En effet, lorsque A est inversible, ses lignes et ses colonnes sont toutes non nulles.
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Définition 5.24 on appelle profil de la matrice A
– l’ensemble Pr(A) = Pl(A) si A est hermitienne ou symétrique
– l’ensemble Pr(A) = Pl(A) ∪ Pc(A) sinon.

Reprenons l’exemple ci-dessus et décrivons l’ensemble Pr(A) correspondant.

• • • •
• • • • • •
• • • • •

• • • • • •
• • •

• • • • • •
• •

• • • • • • • •





•
• •
• •

• • • •
•

• • • • •
•

• • • • • • • •


Pr(A) : à gauche si A vérifie uniquement (5.5), à droite si A est de plus her-

mitienne ou symétrique.

Remarque 5.25 On a défini le profil ponctuel, il est évident que l’on peut associer à
toute partition de la matrice A un profil par blocs.

Par définition, (i, j) ∈ Pr(A) n’entraîne pas que Ai,j 6= 0. En d’autres termes il peut exister
des éléments de A nuls à l’intérieur du profil ! Il faut donc distinguer l’ensemble Pr(A) de
l’ensemble

Sq(A) = {(k, l), 1 ≤ l ≤ k ≤ n,Ak,l 6= 0}

qui est appelé le squelette de la matrice A. Lorsque la matrice A est creuse, alors le
cardinal de son squelette est petit devant n2.

Proposition 5.26 Les factorisations de Gauss et Crout, lorsqu’elles se font sans permu-
tation, ainsi que la factorisation de Cholesky, conservent le profil.
En d’autres termes, (i, j) 6∈ Pr(A) entraîne Li,j = Ui,j = 0.

Démonstration : On raisonne pour la factorisation de Gauss LU = A. On vérifie tout
d’abord que L conserve le profil en reprenant la preuve de la Proposition 5.23, i. e. en
écrivant que, pour la ligne k, Ai,k = 0 tant que i < il(k). Ensuite, pour U, on écrit cette
fois des égalités pour la colonne k de A, sachant que Ak,j = 0 tant que j < il(k).
Cette propriété est commune aux trois factorisations, la structure des calculs étant iden-
tique. �

Remarque 5.27 Ce résultat est valable pour le profil par points et pour le profil par blocs.

Pour finir, on introduit la largeur de bande de la ligne k par la relation lb(k) =
k− il(k) + 1. On dit qu’une matrice A ∈ Kn×n est à faible largeur de bande lorsque sa
largeur de bande moyenne l = [

∑n
k=1 l(k)]/n est petite devant n. Si de plus on a lb(k) h l

pour tout k, on peut vérifier que le coût calcul de la factorisation est de l’ordre de O(n l2).
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5.14 Factorisation QR

5.14.1 Introduction

Nous allons montrer un résultat très utile en pratique, concernant cette fois la factori-
sation d’une matrice quelconque :

Proposition 5.28 Soit une matrice A ∈ Kn×m (n ≥ m), alors il existe une matrice carrée
Q ∈ Kn×n et une matrice triangulaire supérieure R ∈ Kn×m telles que

A = QR, avec Q∗Q = In.

La preuve est constructive. Nous allons exhiber la factorisation par la méthode de Hou-
seholder, où Q est obtenue par produits successifs de matrices orthogonales élémentaires.
Puis nous expliquerons plus brièvement la factorisation par la méthode de Givens où Q est
obtenue par produits successifs de matrices de rotations planes.

5.14.2 Factorisation de Householder

Définition 5.29 Soit v ∈ Kn\{0}. On appelle matrice de Householder la matrice de la
forme :

H(v) = In − 2
v v∗

v∗ v
= In − 2

v v∗

‖v‖2
.

Par convention, la matrice identité est considérée comme étant une matrice de Householder.

Proposition 5.30 Les matrices de Householder sont Hermitiennes et unitaires, de déter-
minant égal à −1.

Démonstration : Soit v ∈ Kn\{0} et v⊥ un vecteur orthogonal à v. La matrice H(v) est
hermitienne. En effet, on a :

(H(v))∗ = In − 2
(v v∗)∗

‖v‖2
= In − 2

v v∗

‖v‖2
= H(v).

Elle est également unitaire, car on a :

H(v)) (H(v))∗ =

(
In − 2

v v∗

‖v‖2

) (
In − 2

v v∗

‖v‖2

)
= In − 4

v v∗

‖v‖2
+ 4

(v v∗) (v v∗)

‖v‖4

= In − 4
v v∗

‖v‖2
+ 4

v (v v∗) v∗

‖v‖4
= In.

On remarque que H(v)v⊥ = v⊥. Ainsi, 1 est valeur propre de H(v) de multiplicité n−1. De
plus, H(v)v = −v. Ainsi, −1 est valeur propre de H(v) de multiplicité 1. Le déterminant
d’un matrice étant égal au produit de ses valeurs propres, on obtient bien det (H(v)) = −1.
�

L’interprétation géométrique est la suivante : pour u ∈ Kn, H(v)u est le vecteur symétrique
à u par rapport à l’hyperplan orthogonal au vecteur v.

Nous réécrivons ci-dessous le théorème [13, thm 4.5-1, p. 152] ainsi que sa preuve :
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Théorème 5.31 Soit v ∈ Kn tel que
n∑
i=2

|vi| > 0. Alors on peut construire deux matrices

de Householder H(w+), H(w−) telles que le vecteur H(w±)v soit colinéaire à e1, le premier
vecteur de la base canonique de Kn. Plus précisément, soit α tel que v1 = (v1, e1) =
|v1| exp(iα), alors pour w± := v ± ‖v‖ exp(iα), on a :

H(w±)v = ∓‖v‖ exp(iα) e1.

Démonstration : Par calcul, on a :

H (v ± ‖v‖ exp(iα) e1) v = v − 2
(v ± ‖v‖ exp(iα) e1)(v∗ ± ‖v‖ exp(−iα) e∗1)v

(v∗ ± ‖v‖ exp(−iα) e∗1)(v ± ‖v‖ exp(iα) e1)
,

avec :

(v ± ‖v‖ exp(iα) e1)(v∗ ± ‖v‖ exp(−iα) e∗1)v = (v ± ‖v‖ exp(iα) e1)(‖v‖2 ± ‖v‖ |v1|),

= ‖v‖(‖v‖ ± |v1|)(v ± ‖v‖ exp(iα) e1).

et :

(v∗ ± ‖v‖ exp(−iα) e∗1)(v ± ‖v‖ exp(iα) e1) = ‖v‖2 ± ‖v‖ |v1| ± ‖v‖ |v1|+ ‖v‖2,

= 2 ‖v‖(‖v‖ ± |v1|) .

�

La remarque suivante est importante en pratique pour l’implémentation de la méthode :

Remarque 5.32 Pour éviter que le dénominateur 2 ‖v‖(‖v‖±|v1|) associé à w± soit trop
petit, on construira H(w+) plutôt que H(w−). Pour K = R, exp(iα) = ±1, c’est le signe

de v1 ; on construit alors H(w+) avec :
{
w+ = v + ‖v‖ e1 si v1 ≥ 0,
w+ = v − ‖v‖ e1 si v1 < 0.

Nous allons maintenant procéder à la factorisation de A. On pose kmax = n− 1 si m = n
et kmax = m si m < n.
Initialisation : on pose A(0) = A.
Pour k = 1 :

— Soit a1 la première colonne de la matrice A(0) : a1 := A(0)
:,1 ∈ Kn.

Soit α1 ∈ R tel que (a1)1 = |(a1)1| exp(iα1).

Si
n∑
i=2

|A(0)
i,1 | = 0, on pose H1 := In et A(1) = A(0).

Si
n∑
i=2

|A(0)
i,1 | > 0, on calcule H1 = H (a1 + ‖a1‖ exp(iα1) e1).

On calcule A(1) := H1A(0), qui est telle que A(1)
i>1,1 = 0.

Pour 2 ≤ k ≤ kmax : pour construire A(k), on suppose qu’à l’étape k − 1, on a calculé la
matrice A(k−1) = Hk−1 · · ·H1A(0) telle que pour j ∈ {1, · · · , k − 1}, A(k−1)

i>j,j = 0.
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— Soit ak := A(k−1)
k:n,k ∈ Kn−k+1, soit αk ∈ R tel que (ak)1 = (ak, e1)n−k+1 =

|(ak)1| exp(iαk), où e1 est le premier vecteur de la base orthonormale canonique
de Kn−k+1.

Si
n∑

i=k+1

|A(k−1)
i,k | = 0, on pose Hk := In et A(k) = A(k−1).

Si
n∑

i=k+1

|A(k−1)
i,k | > 0, on calcule Hk =

(
Ik−1 0

0 H̃k

)
, avec :

H̃k = H (ak + ‖ak‖ exp(iαk) e1) ∈ K(n−k+1)×(n−k+1).
On calcule A(k) := Hk A(k−1) =

∏k
i=1 HiA(0), qui est telle que pour j ∈ {1, · · · , k}

A(k)
i>j,j = 0.

D’après la proposition 5.30, Hk est hermitienne pour 1 ≤ k ≤ kmax. On a alors A = QR, où
Q = H∗1 · · ·H∗kmax = H1 · · ·Hkmax est une matrice unitaire et R = A(kmax) est une matrice
triangulaire supérieure.
L’algorithme de la factorisation de Householder s’écrit donc :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Initialisation : R = A, Q = In
kmax = m si m < n ; kmax = n− 1 si m = n
Itérations : pour k = 1, . . . , kmax, faire
ak = Rk:n,k ∈ Kn−k+1,

si
n∑

i=k+1

|(ak)i| = 0, Hk = In

sinon,
calculer ‖ak‖ et αk tel que (ak)1 = (ak, e1)n−k+1 = |(ak)1| exp(iαk), e1 ∈ Kn−k+1

calculer


vk = ak + ‖ak‖ exp(iαk) e1

δ :=
v∗k vk

2
= ‖ak‖(‖ak‖+ |(ak)1|).

calculer Hk =

(
Ik−1 0

0 H(vk)

)
et Q = QH∗k

Itérations : pour l = k, · · · ,m, faire

b = (R)k:n,l, (R)k:n,l = b−
v∗k b

δ
vk

fin pour l
fin si

fin pour k

(5.7)

Dans l’algorithme lorsque k = 1, on a H1 = H(v1). Par abus de notation, ceci signifie que
dans l’expression de H1 ci-dessus, la matrice I0 ainsi que la colonne et la ligne composées
de 0 disparaissent.
Les matrices A, Q, R sont liées par la relation A = QR, dans laquelle Q ∈ Kn×n est une
matrice unitaire et R ∈ Kn×m est une matrice triangulaire supérieure.
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Remarque 5.33 On peut effectuer au préalable des permutations de lignes ou colonnes
pour commencer l’algorithme avec une matrice Aperm telle que, pour 1 ≤ j ≤ p on a
(Aperm)i,j = 0 si i > j, et pour p maximal.

5.14.3 Factorisation de Givens

Définition 5.34 Soient 1 ≤ i < j ≤ n. On appelle matrice de Givens associée aux para-
mètres (c, s) et aux indices (i, j) la matrice de la forme :

G =



Ii−1 · · · · · · · · · 0

0 c 0 s
...

... 0 Ij−i−1 0
...

... −s 0 c
...

0 · · · · · · · · · In−j


∈ Kn,n, (5.8)

où c et s apparaissent aux intersections des lignes et colonnes d’indices i et j ; et sont tels
que : |c|2 + |s|2 = 1.
Dans l’expression (5.8) lorsque i = 1, ou j = i + 1, ou j = n, la matrice I0 ainsi que la
colonne et la ligne composées de 0 en appui disparaissent.

Pour i < j fixés, les éléments non nuls de G sont tels que :


Gk,k = 1 pour k 6= i, j

Gi,i = Gj,j = c

Gi,j = −Gj,i = s

.

Pour K = R, le produit Gv représente la rotation d’angle arctan(s/c) du vecteur v dans le
plan (ei, ej).

Soit a1 la première colonne de A, telle que les deux derniers éléments non nuls soient
d’indices i et j, i < j : a1 = ((a1)1, · · · , (a1)i, 0, · · · , (a1)j , 0, · · · )T .

On construit la matrice de Givens G1,i telle que :


r = (|(a1)i|2 + |(a1)j |2)1/2

c = (a1)i/r
s = (a1)j/r

.

Le vecteur G1,ia1 est tel que


(G1,ia1)k = (a1)k pour k < i
(G1,ia1)i = r
(G1,ia1)k = 0 pour k > i

.

Pour obtenir une factorisation QR de la matrice A, on répète cette procédure sur le
vecteurG1,ia1 jusqu’à obtenir un vecteur colinéaire à e1. Soit

∏
iG1,i le produit des matrices

utilisées, on a ( (
∏
iG1,i)A)i>1,1 = 0. On applique de nouveau ces étapes au second vecteur
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de la matrice (
∏
iG1,i)A. L’algorithme final est le suivant :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Initialisation : R = A, Q∗ = In
kmax = m si m < n ; kmax = n− 1 si m = n
Itérations : pour k = 1, . . . , kmax, faire
ak = Rk:n,k ∈ Kn−k+1, j = n− k + 1
Tant que j > k, trouver i, i < j tel que
les deux derniers éléments non nuls soient d’indices i et j :
ak = ((ak)1, · · · , (ak)i, 0, · · · , (ak)j , 0, · · · )T ,
calculer :


r = (|(ak)i|2 + |(ak)j |2)1/2

c = (ak)i/r
s = (ak)j/r

G̃ =



Ii−1 0 · · · · · · 0

0 c 0 s
...

... 0 Ij−i−1 0
...

... −s 0 c
...

0 · · · · · · · · · In−k+1−j


calculer G =

(
Ik−1 0

0 G̃

)
, Q = QG∗ et Ri:n,: = GRi:n,:

poser j = i
fin tant que

fin pour k

(5.9)

On a bien construit Q et R telles que A = QR, avec Q ∈ Kn×n unitaire et R ∈ Kn×m

triangulaire supérieure. La remarque 5.33 s’applique également à cette méthode.

5.14.4 Factorisation de Gram-Schmidt

On suppose que A ∈ Kn×n est inversible. On note (ai)1≤i≤n les vecteurs colonnes de
A. On peut construire une base orthonormale de vect(a1, · · · , an) en utilisant l’algorithme
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
q̃1 = a1 ∈ Kn, q̃1 6= 0
q1 = q̃1/‖q̃1‖, R = 0

itérations : pour k = 2, . . . , n, faire
q̃k = ak
pour l = 1, . . . , k − 1, faire
Rl,k = (ak, ql)
q̃k = q̃k − Rl,k ql,

fin pour l
Rk,k = ‖q̃k‖, qk = q̃k/Rk,k.

fin pour k

(5.10)

Remarque 5.35 On a bien : (ak, ql) =

n∑
i=1

ai,k qi,l = (Q∗A)l,k = Rl,k.
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On peut améliorer la stabilité numérique des calculs avec l’algorithme de Gram-Schmidt
modifié : ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
q̃1 = a1 ∈ Kn, q̃1 6= 0
q1 = q̃1/‖q̃1‖, R = 0

itérations : pour k = 2, . . . , n, faire
q̃k = ak
pour l = 1, . . . , k − 1, faire
Rl,k = (q̃k, ql)
q̃k = q̃k − Rl,k ql,

fin pour l
Rk,k = ‖q̃k‖, qk = q̃k/Rk,k.

fin pour k

(5.11)

On obtient un algorithme équivalent à l’algorithme 5.10 du point de vue algébrique, et
qui dans certains cas donne de meilleurs résultats numériques car les directions calculées
respectent mieux les relations d’orthogonalité.

Dans les deux cas, on a :
— Pour k ≤ n : vect(q1, · · · , qk) = vect(a1, · · · , ak).
— Par construction (qi)i=1,n est une base orthonormale : ∀i, j ∈ {1, · · · , n}, (qi, qj) =

δi,j .
On a bien construit Q et R telles que A = QR, avec Q ∈ Kn×n unitaire et R ∈ Kn×n

triangulaire supérieure.

5.15 Coûts calculs

Dans ce paragraphe, on indique le coût calcul des différents algorithmes pour une
exécution séquentielle. Pour une méthode directe de résolution, il suffit de compter le
nombre d’opérations de l’algorithme correspondant.

Proposition 5.36 Soit D ∈ Kn×n une matrice diagonale inversible, et b ∈ Kn un vecteur.
Le coût calcul de la résolution directe du système linéaire Dy = b est de n opérations.

Proposition 5.37 Soit T ∈ Kn × Kn une matrice triangulaire inversible, et b ∈ Kn un
vecteur. Le coût calcul de la résolution directe du système linéaire Ty = b est de n2 opéra-
tions.

Démonstration : On peut utiliser les formules de la Proposition 5.7, pour un système
linéaire à matrice triangulaire, Ty = b. Pour un système linéaire à matrice triangulaire
inférieure Ly = b, le calcul de la composante yi requiert :

- pour i = 1 : 1 division ;
- pour i > 1 : 1 soustraction, (i− 1) multiplications, (i− 2) additions, 1 division.

Soit un total de (2i− 1) opérations élémentaires (+,−, ∗, /). Le coût calcul des n compo-
santes du vecteur y, est donc égal à

n∑
i=1

(2i− 1) = 2
n(n+ 1)

2
− n = n2 opérations,
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ce qui reste "raisonnable" car il peut y avoir (n2 +n)/2 éléments non-nuls dans la matrice
L. On obtient le même coût pour un système linéaire à matrice triangulaire supérieure
Ux = y. �

Proposition 5.38 Soit A ∈ Kn×n une matrice inversible, et b ∈ Kn un vecteur. Le nombre
d’opérations élémentaires (+,−, ∗, /) nécessaires au calcul de la solution du système linéaire
Ax = b par la méthode de Gauss est de l’ordre de 2n3/3.

Démonstration : Traitons d’abord le coût de la factorisation de Gauss A = LU à l’aide du
premier algorithme du §5.9. Calculons les n colonnes de L. Soit donc k variant de 1 à n. Pour
déterminer la colonne k de L, il faut calculer un élément diagonal et n− k éléments non-
diagonaux. Or, Lk,k = 1, et chaque élément (Li,k)i>k requiert 2k−1 opérations élémentaires
(+,−, ∗, /). Le nombre total d’opérations est donc égal à

n∑
k=1

(2k − 1)(n− k) = 2n
n∑
k=1

k − 2
n∑
k=1

k2 +O(n2) = n3 − 2

3
n3 +O(n2) =

1

3
n3 +O(n2),

soit un nombre total d’opérations d’environ n3/3 pour déterminer L. Bien sûr, une étude
de l’algorithme de calcul des lignes de U fournit un nombre total d’opérations lui aussi égal
à

1

3
n3 +O(n2).

Une fois que les matrices L et U sont calculées, la résolution du systéme linéaire peut
s’effectuer par une descente-remontée, dont le coût est égal à 2n2 opérations. Le coût
total de la résolution du système linéaire Ax = b est donc de l’ordre de 2n3/3 opérations
élémentaires (+,−, ∗, /). �

La partie la plus coûteuse est la factorisation de la matrice, puisque l’algorithme de
descente-remontée nécessite 2n2 opérations ; par conséquent lorsqu’on a O(1) systèmes
linéaires à résoudre avec la même matrice (mais des seconds membres différents) ; le coût
total reste de l’ordre de 2n3/3. On déduit de la Proposition 5.38 les résultats coût calcul
des algorithmes de Crout et Cholesky.

Proposition 5.39 Soit A ∈ Kn×n une matrice hermitienne inversible, et b ∈ Kn un
vecteur. Le coût calcul de la résolution du système linéaire Ay = b à l’aide de la méthode
de Crout est de l’ordre de n3/3 opérations.

Proposition 5.40 Soit A ∈ Kn×n une matrice hermitienne définie-positive. Le coût calcul
de la résolution du système linéaire Ay = b à l’aide de la méthode de Cholesky est de l’ordre
de n3/3.

Dans certains cas, on peut réduire très significativement réduire le coût calcul de la réso-
lution du système linéaire Ay = b, en prenant en compte le profil de la matrice A. Cette
observation est basée sur le résultat de conservation du profil, voir la proposition 5.26.
Un exemple représentatif est donné par les matrices issues de la discrétisation du Lapla-
cien, ou plus généralement de la diffusion, dans ]0, 1[d (d est la dimension spatiale) par
différences finies, voir le chapitre 2. Notons Ad la matrice obtenue pour une discrétisation
de pas h = 1/(n + 1) dans chaque direction, avec n ≥ 1. Par construction, on a donc
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Ad ∈ Rnd×nd , où nd = nd.
Ci-dessous, on traite les cas d = 1, 2 en détail, avec les notations du §5.13 pour le profil.

Pour A1 ∈ Rn1×n1 avec n1 = n, on a

il(1) = 1, et ∀i ≥ 2, il(i) = i− 1.

Regardons l’algorithme de la factorisation de Cholesky colonne par colonne du §5.11.
D’après la proposition 5.26, la matrice L1 possède le même profil que A1. Ainsi, on voit que
les sommes sur j ne comprennent qu’un terme pour k ≥ 2, à savoir celui pour j = k − 1,
car sinon (L1)k,j = 0 d’après la conservation du profil. De même, les boucles sur i ne
comprennent qu’un indice, i = k+ 1, car sinon (L1)i,k = 0. On en conclut que pour chaque
valeur de k on effectue un nombre d’opérations indépendant de n1. Et, comme k varie de
1 à n1, le coût de la factorisation de Cholesky est finalement de l’ordre de O(n1).
Si on reprend maintenant l’algorithme de descente de la proposition 5.7, on constate que
son coût est en O(n1). Et de même pour la remontée. Ainsi, pour A1, le coût calcul de
résolution est comparable à celui d’un système linéaire avec une matrice diagonale, O(n1) !

Pour A2 ∈ Rn2×n2 avec n2 = n2, on a

il(1) = 1, ∀i ∈ {2, · · · , n}, il(i) = i− 1, et ∀i ≥ n+ 1, il(i) = i− n.

Reprenons l’analyse ci-dessus en l’adaptant à ce profil. Dans l’algorithme de la factorisation
de Cholesky colonne par colonne de A2, on voit que les sommes sur j ne comprennent
que n termes au plus, avec max(0, k − n) ≤ j < k, car sinon (L2)k,j = 0 d’après la
conservation du profil. De même, les boucles sur i ne comprennent que n indices au plus,
avec k + 1 ≤ i ≤ max(k + n, n2), car sinon (L2)i,k = 0. On en conclut cette fois que pour
chaque valeur de k on effectue un nombre d’opérations de l’ordre de n × n. Et, comme
k varie de 1 à n2, le coût de la factorisation de Cholesky est finalement de l’ordre de
O(n2 × n× n) = O(n2

2).
Si on reprend l’algorithme de descente de la proposition 5.7, on constate que son coût est en
O(n2×n) = O(n

3/2
2 ). Et de même pour la remontée. Le coût calcul de résolution n’est plus

linéaire, mais il reste beaucoup plus favorable que l’estimation O(n3
2) de la proposition 5.40 !

Exercice 5.2 En dimension d ≥ 3, montrer que le coût de la factorisation de Cholesky de
Ad ∈ Rnd×nd est de l’ordre de O(n

3−2/d
d ), et que le coût de la résolution du système linéaire

par descente-remontée est de l’ordre de O(n
2−1/d
d ).

5.16 Utilisation du calcul parallèle

On reprend le formalisme des §4.5 et §4.8, à savoir d’une part qu’on dispose d’une
machine avec P + 1 nœuds de calcul et d’autre part, qu’on va s’intéresser spécifiquement
à la parallélisation de la méthode de descente-remontée (factorisation de Gauss) pour une
matrice obtenue après discrétisation par éléments finis de Lagrange P1. 40 Si on appelle

40. Pour une étude beaucoup plus systématique de la résolution directe d’un système linéaire en parallèle,
nous renvoyons à [26], ouvrage dans lequel de très nombreuses solutions sont proposées.
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(Mi)1≤i≤N les sommets internes du maillage, on obtient une matrice A ∈ RN×N et un
vecteur b ∈ RN après discrétisation, et on doit résoudre Ax = b. En suivant §4.8, après
découpage de l’ensemble des indices {1, 2, · · · , N} en P + 1 sous-ensembles disjoints, on
aboutit à une matrice du type

A =


[A]1,1 0 · · · 0 [A]1,P+1

0 [A]2,2
. . .

... [A]2,P+1
...

. . . . . . 0
...

0 · · · 0 [A]P,P [A]P,P+1

[A]P+1,1 [A]P+1,2 · · · [A]P+1,P [A]P+1,P+1

 . (5.12)

On rappelle que les blocs non-diagonaux d’indices (p, q) pour 1 ≤ p 6= q ≤ P sont automa-
tiquement nuls : on dit que le dernier sous-ensemble des indices (de numéro P + 1) réalise
un séparateur de la matrice A. Par ailleurs, les matrices diagonales [A]p,p sont inversibles
pour tout 1 ≤ p ≤ P + 1. Par rapport à la matrice (4.5), on a considéré ici un cas un peu
plus "général" : on ne suppose plus nécessairement que la matrice est symétrique. Grâce
au séparateur, si on reprend la factorisation de Gauss par blocs, on vérifie directement par
un calcul similaire à celui de la démonstration de la proposition 5.23 (ou bien en invoquant
la conservation du profil) que la factorisation LU de A produit les matrices

L =


IN1 0 · · · 0 0

0 IN2

. . .
... 0

...
. . . . . . 0

...
0 · · · 0 INP 0

[A]P+1,1[A]−1
1,1 [A]P+1,2[A]−1

2,2 · · · [A]P+1,P[A]−1
P,P INP+1

 (5.13)

et

U =


[A]1,1 0 · · · 0 [A]1,P+1

0 [A]2,2
. . .

... [A]2,P+1
...

. . . . . . 0
...

0 · · · 0 [A]P,P [A]P,P+1

0 0 · · · 0 S

 . (5.14)

Le complément de Schur S est égal à

S = [A]P+1,P+1 −
∑
p=1,P

[A]P+1,p[A]−1
p,p[A]p,P+1. (5.15)

A partir de là, on peut résoudre le système linéaire Ax = b à l’aide d’une descente-remontée
par blocs (cf. proposition 5.7) : Ly = b, puis Ux = y. Du fait de l’existence du séparateur,
l’algorithme se simplifie en∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1. résoudre Ly = b
(i) itérations : pour p = 1, · · · , P [y]p = [b]p, fin boucle sur p

(ii) [y]P+1 = [b]P+1 −
∑

p=1,P[A]P+1,p[A]−1
p,p[b]p

2. résoudre Ux = y
(iii) S[x]P+1 = [y]P+1

(iv) itérations : pour p = 1, · · · , P [A]p,p[x]p = [y]p − [A]p,P+1[x]P+1, fin boucle sur p
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Pour rappel, pour 1 ≤ p ≤ P + 1 on affecte au nœud p les blocs ([A]p,q)q=1,P+1 ainsi que
le bloc [b]p. On raisonne maintenant en termes de parallélisation sur les P premiers nœuds
de la machine.

Il est clair que l’étape (i) est complètement parallèle !
Concernant l’étape (ii), on peut la découper en trois phases :

— résolution de systèmes linéaires simultanée pour 1 ≤ p ≤ P : trouver [z]p tel que
[A]p,p[z]p = [b]p ;

— une phase de communications (p→ P+1) séquentielle où chaque nœud p (1 ≤ p ≤ P)
envoie les données [z]p au nœud P + 1 ;

— calcul sur le nœud P + 1 : [y]P+1 = [b]P+1 −
∑

p=1,P[A]P+1,p[z]p.
L’étape (iv) est découpée en deux phases.

— une phase de communications (P+1→ p) séquentielle où chaque nœud p (1 ≤ p ≤ P)
reçoit les données [x]P+1 du nœud P + 1 ;

— résolution de systèmes linéaires simultanée pour 1 ≤ p ≤ P : trouver [x]p tel que
[A]p,p[x]p = [y]p − [A]p,P+1[x]P+1.

L’étape (iii) est la plus complexe à analyser. Cette complexité provient du calcul du complé-
ment de Schur S. Si on examine la formule (5.15) on note qu’on doit connaître les produits
matriciels [A]−1

p,p[A]p,P+1 pour 1 ≤ p ≤ P pour pouvoir calculer S. Or, si on revient à la
modélisation et au vocabulaire du §4.8, ceci demande de résoudre des systèmes linéaires
du type [A]p,p[z]

k
p = [b]kp, où ([b]kp)k=1,np sont les colonnes de [A]p,P+1 correspondant aux np

sommets d’interface situés sur la frontière ∂Ωp. Si on concatène les résultats ([z]kp)k=1,np

dans la matrice [Z]p,P+1, le complément de Schur est égal à

S = [A]P+1,P+1 −
∑
p=1,P

[A]P+1,p[Z]p,P+1.

Soit nmax = max1≤p≤P np. On note que, si on connaît ([b]kp)1≤p≤P,k=1,np alors, pour chaque
valeur de k ≤ nmax, on peut réaliser les calculs en parallèle, comme aux étapes (ii) et (iv).
On commence donc par une phase de communications (P + 1→ p) séquentielle où chaque
nœud p (1 ≤ p ≤ P) reçoit les données [A]P+1,p du nœud P + 1. A partir de là, on peut
calculer [A]P+1,p[Z]p,P+1 en np calculs sur le nœud p. Ces calculs peuvent être réalisés en
parallèle !
Toutefois, il y a trois difficultés majeures. Tout d’abord, pour un nœud p, on peut avoir
np < nmax, auquel cas le parallélisme se détériore pour les étapes k > p puisqu’il n’y a plus
de calculs à réaliser sur le nœud p, et la détérioration est d’autant plus conséquente que le
nombre de nœuds concernés augmente. Par ailleurs le nombre total d’étapes de calculs (en
parallèle), égal à nmax, peut être très grand, c’est-à-dire qu’au final le coût de l’étape (iii)
domine très largement le coût total des étapes (i), (ii) et (iv). Enfin, il reste à résoudre le
système linéaire avec la matrice S...

Pour résoudre ces difficultés, une première approche est de demander au logiciel de gé-
nération de maillage (voir la remarque 4.2) de respecter un critère additionel, à savoir
l’obtention d’une partition du maillage avec des nombres np égaux, ou très proches afin de
maximiser le parallélisme. Mais ceci ne règle pas la difficulté liée à la valeur de nmax, sauf si
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nmax est petit, ou si les systèmes linéaires de matrice [A]p,p sont peu coûteux à résoudre ? !
Et il faut encore calculer [x]P+1 solution de S[x]P+1 = [y]P+1.

C’est pourquoi on privilégie une seconde approche, à savoir la détermination d’une "bonne
approximation" de S−1. Ceci est justifié par le fait que le système linéaire se réécrit de
manière équivalente [x]P+1 = S−1[y]P+1, et dans ce cas on utilisera une méthode itérative
pour résoudre le système. Cette branche de l’algèbre linéaire numérique est très vaste, on
renvoie par exemple à [32, 17] pour la conception de ces approximations. Voir aussi la
partie III. Les méthodes itératives seront quant à elles étudiées aux chapitres 6 et 7.



Chapitre 6

Les méthodes itératives

6.1 Critère d’arrêt, convergence et coût calcul

A la notion de calcul à ε près (décrite en (4.2)) correspond, par dualité, celle de la
précision requise, ce qui permet de déterminer un critère d’arrêt pour une méthode de
résolution itérative. En effet, pour ε > 0 et x0 donnés, on va effectuer des itérations,∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
xk+1 ← xk

tant que ‖Axk − b‖ > ε ‖Ax0 − b‖

(6.1)

En d’autres termes, les itérations stoppent à la plus petite valeur de k telle que ‖Axk−b‖ ≤
ε ‖Ax0 − b‖. On ajoute la norme ‖Ax0 − b‖ à droite pour prendre en compte la précision
initiale (k = 0) du calcul.
A partir de là, la voie est libre pour évaluer le coût calcul d’une méthode itérative.
La première quantité est le nombre d’itérations nécessaire à la validation du critère
d’arrêt. Intuitivement, on aura tendance à privilégier une méthode nécessitant peu d’ité-
rations. C’est effectivement un critère, mais ça n’est pas le seul. Baser une analyse de la
qualité d’une méthode itérative sur le nombre d’itérations uniquement est incorrect. Un
second critère, complémentaire du premier, est le coût d’une itération. Typiquement, il
s’agit du nombre d’opérations nécessaires à la réalisation d’une itération, c’est-à-dire au
calcul de xk+1, connaissant xk. A partir de ces deux critères, on obtient une idée du coût
calcul en multipliant le nombre d’itérations par le coût d’une itération.

6.2 Décomposition régulière

Les méthodes itératives sont associées à la notion de décomposition régulière d’une
matrice, qui nécessite quelques rappels sur l’analyse numérique matricielle. Nous nous
sommes inspirés de [13] pour la démonstration de certains résultats.

Définition 6.1 on appelle décomposition régulière d’une matrice A ∈ Kn×n la donnée
de deux matrices M,N ∈ Kn×n telles que

129
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(i) A = M− N ;
(ii) M est inversible.

On associe à toute décomposition régulière la méthode itérative∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
initialisation
x0 ∈ Kn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
Mxk+1 = Nxk + b

fin

(6.2)

On voit que si cette méthode converge vers un vecteur x, celui–ci vérifie néssairement
la relation

Mx = Nx+ b soit encore Ax = b.

Si on appelle rk = b − Axk le vecteur résidu, cette méthode peut aussi s’écrire sous
la forme ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
xk+1 = xk + M−1rk

fin

(6.3)

On note si que M = A la méthode itérative converge en une seule itération quel que
soit le vecteur initial : x1 = x0 + A−1(b − Ax0) = A−1b, mais il s’agit là d’une méthode
directe qui nécessite la résolution du système linéaire Az = r. Dans la pratique on recherche
donc des matrices M pour lesquelles cette résolution n’est pas trop coûteuse. L’objet de ce
chapitre est l’étude générale de ce type de méthode et de leur convergence vers x solution
du système linéaire suivant le choix de la matrice M.

On introduit le vecteur erreur ek = x− xk, alors

Mx = Nx+ b
Mxk+1 = Nxk + b

}
=⇒ ek+1 = M−1Nek.

Afin de déterminer un critère de convergence, on utilise la notion de rayon spectral.

Proposition 6.2 La méthode itérative converge si et seulement si

ρ(M−1N) < 1.

Démonstration : Par construction le vecteur ek vérifie ek+1 = M−1Nek =
[
M−1N

]k+1
e0.

Une condition nécessaire et suffisante pour que ek+1 tende vers 0 quel que soit le vecteur
initial x0 est que ρ(M−1N) < 1, d’après le Théorème B.18. �

Ainsi, pour définir une méthode itérative convergente il faut donc choisir la matrice M
de façon que

(i) ρ(M−1N) < 1,
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(ii) la résolution du système linéaire Mxk+1 = Nxk + b ne soit pas trop coûteuse car il
faudra l’effectuer à chaque itération !

Nous énonçons un résultat général garantissant la convergence.

Théorème 6.3 [Householder–John] Soient A ∈ Cn×n une matrice hermitienne définie-
positive et une décomposition régulière A = M− N. Si la matrice hermitienne M∗ + N est
définie-positive alors

ρ(M−1N) < 1.

Démonstration : Puisque A est hermitienne, par construction M∗+N = M∗+M−A est
aussi hermitienne. On va utiliser la Proposition B.12, qui permet d’affirmer que ρ(M−1N) ≤
‖M−1N‖ pour toute norme matricielle ‖ · ‖. On choisit la norme vectorielle induite par la
norme ‖v‖A =

√
(Av, v) qui est bien une norme vectorielle puisque A est hermitienne

définie-positive. On étudie alors la norme matricielle

‖M−1N‖A = max
v 6=0

‖M−1Nv‖A
‖v‖A

= max
v∈SA

‖v −M−1Av‖A,

avec SA := {v ∈ Cn : ‖v‖A = 1}. Soit maintenant v ∈ SA et w = M−1Av ; alors

‖M−1Nv‖2A = ‖v −M−1Av‖2A = ‖v − w‖2A
= (A(v − w), v − w)
= (Av, v)− (Aw, v)− (Av, w) + (Aw,w)

(A hermitienne) = 1− (w,Av)− (Mw,w) + (Aw,w)
= 1− (w,Mw)− ((A−M)w,w)
= 1− (M∗w,w)− (Nw,w)
= 1− ((M∗ + N)w,w)
≤ 1− λmin(M∗ + N)‖w‖22.

On rappelle que par définition ‖ · ‖22 = (·, ·). Soit la fonction continue de SA dans R,
v 7→ ‖M−1Av‖2. Comme SA est un compact de Cn, la fonction atteint son minimum :
soit vmin ∈ SA un point de minimum et Cmin la valeur minimum. Comme vmin 6= 0, et
comme M−1A est inversible, on en déduit que Cmin > 0. Par ailleurs λmin(M∗ + N) > 0
car la matrice M∗ + N est (hermitienne) définie-positive par hypothèse. A l’aide de la
Proposition B.12, on conclut que

ρ(M−1N) ≤ ‖M−1N‖A ≤ 1− (Cmin)2λmin(M∗ + N) < 1.

�

Il est raisonnable de rechercher la meilleure convergence possible : pour cela il faut
savoir comparer les vitesses de convergence de deux méthodes itératives associées aux
décompositions régulières A = M1 − N1 = M2 − N2. Un bon indicateur est le rayon
spectral : si ρ(M−1

1 N1) < ρ(M−1
2 N2) < 1, alors on s’attend à ce que la première méthode

converge plus vite que la seconde (voir §6.4).

Définition 6.4 La vitesse de convergence d’une méthode itérative est la quantité

R(M−1N) = − log ρ(M−1N).

On a : R(M−1N) > 0 ⇐⇒ ρ(M−1N) < 1. En outre, la vitesse est d’autant plus grande
que le rayon spectral de la matrice est petit.
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6.3 Itérations par points – Itérations par blocs

On présente maintenant quelques décompositions régulières classiques, en écrivant la
matrice A sous la forme A = D− E− F où D,E,F ∈ Kn×n sont les matrices définies par

Di,j = Ai,i si i = j et Di,j = 0 si i 6= j
Ei,j = −Ai,j si i > j et Ei,j = 0 si i ≤ j
Fi,j = −Ai,j si i < j et Fi,j = 0 si i ≥ j.

(6.4)

D est une matrice diagonale,
E est une matrice triangulaire inférieure stricte,
F une matrice triangulaire supérieure stricte.
Cette écriture est dite par points puisque les indices i et j varient de 1 à n, elle se

généralise à l’écriture par blocs en utilisant un découpage (ou partition) par blocs de la
matrice A en P 2 blocs (cf. §5.3) : on écrit A = DB − EB − FB où on a ajouté des indices
B pour rappeler qu’il s’agit de blocs.

[DB]p,q = [A]p,q si p = q et [DB]p,q = [0] si p 6= q

[EB]p,q = − [A]p,q si p > q et [EB]p,q = [0] si p ≤ q
[FB]p,q = − [A]p,q si p < q et [FB]p,q = [0] si p ≥ q,

(6.5)

où cette fois les indices p et q varient de 1 à P nombre de blocs de la partition. Dans ce
formalisme les blocs extra-diagonaux peuvent être rectangulaires, mais les blocs diagonaux
sont nécessairement carrés.

Remarque 6.5 Une méthode par points peut être interprétée comme une méthode par
blocs dans lequel chaque bloc est réduit à un seul élément de la matrice (choisir P = n).

6.4 Critère de convergence

Au paragraphe 4.1, on a introduit la notion de convergence d’un algorithme à la préci-
sion ε après k itérations (avec ε > 0), par la majoration :

‖rk‖ ≤ ε‖r0‖, (6.6)

est atteinte pour une norme vectorielle ‖·‖ à déterminer. D’après la relation ek = (M−1N)ke0

et la Proposition B.13, on déduit qu’il existe une norme ‖ · ‖ qui en pratique ne dépend
que de la matrice A (et pas du second membre b) telle que

‖ek‖ ≤ (ρ(M−1N))k‖e0‖, soit ‖A−1rk‖ ≤ (ρ(M−1N))k‖A−1r0‖,

puisque rk = b − Axk = −Aek. Si on introduit le conditionnement, ou nombre de
conditionnement de A, dans la norme ‖ · ‖, défini par :

κ(A) = ‖A−1‖ ‖A‖, (6.7)

on en déduit

‖rk‖ = ‖AA−1rk‖ ≤ ‖A‖(ρ(M−1N))k‖A−1r0‖ ≤ κ(A)(ρ(M−1N))k‖r0‖. (6.8)
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En comparant (6.6) et (6.8), on estime le nombre d’itérations K nécessaires pour vérifier
le critère de convergence par la formule

ε = κ(A)(ρ(M−1N))K , soit K =
log(κ(A)/ε)

R(M−1N)
. (6.9)

On peut aller plus loin et prouver qu’asymptotiquement la norme ‖ek‖ se comporte “au
pire” comme (ρ(M−1N))k.

Proposition 6.6 Soit B ∈ Kn×n, c ∈ Kn et u ∈ Kn tels que

u = Bu+ c.

On considère la méthode itérative∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
initialisation
u0 ∈ Kn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
uk+1 = Buk + c

fin

(6.10)

Alors limk→+∞{sup‖u0−u‖=1 ‖uk − u‖1/k} = ρ(B).

Remarque 6.7 Si on choisit B = M−1N et c = M−1b, on en déduit

lim
k→+∞

{ sup
‖e0‖=1

‖ek‖1/k} = ρ(M−1N).

Démonstration : Pour tout u0 et k ≥ 0, on a par récurrence uk − u = Bk(u0 − u). D’où

sup
‖u0−u‖=1

‖uk − u‖1/k = sup
‖u0−u‖=1

‖Bk(u0 − u)‖1/k = { sup
‖u0−u‖=1

‖Bk(u0 − u)‖}1/k = ‖Bk‖1/k,

avec ‖ · ‖ la norme matricielle induite. Le résultat est alors une conséquence du Corol-
laire B.20, car limk→+∞ ‖Bk‖1/k = ρ(B). �

6.5 Méthode de Jacobi par points

C’est la méthode itérative la plus ancienne. Elle correspond au choix le ”plus simple”
de M, à savoir M = D et N = E + F. L’algorithme itératif de Jacobi s’écrit∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
Dxk+1 = (E + F)xk + b

fin

(6.11)

En effet, à chaque itération on doit résoudre un système linéaire avec unematrice diagonale.
Au sein d’une itération, l’algorithme s’écrit composante par composante∥∥∥∥∥∥∥∥

pour i = 1, 2, . . . , n faire
Ai,ixk+1

i = bi −
∑
j 6=i

Ai,jxkj

fin

(6.12)
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La matrice d’itération associée est notée

J = D−1(E + F).

6.6 Méthode de Gauss-Seidel par points

Dans la formule précédente, on peut prendre en compte les nouvelles valeurs des com-
posantes de xk+1 au fur et à mesure de leur calcul, en commençant par la première (i = 1),
puis la deuxième (i = 2), etc. On obtient alors l’algorithme∥∥∥∥∥∥∥∥

pour i = 1, 2, . . . , n faire
Ai,ixk+1

i = bi −
∑
j<i

Ai,jxk+1
j −

∑
j>i

Ai,jxkj

fin

(6.13)

Cette méthode correspond au choix M = D− E et N = F. L’algorithme itératif de Gauss-
Seidel s’écrit ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
(D− E)xk+1 = Fxk + b

fin

(6.14)

La matrice d’itération associée est notée

G = (D− E)−1F.

Dans ce cas, l’ordre de numérotation des inconnues à une influence sur l’algorithme, contrai-
rement à l’algorithme de la méthode de Jacobi.

6.7 Méthode de relaxation par points

On introduit un paramètre réel ω 6= 0 et on écrit que chaque composante xk+1
i est une

combinaison de la valeur connue xki et de celle fournie par la méthode de Gauss-Seidel
x̃k+1
i :

xk+1
i = (1− ω)xki + ωx̃k+1

i

=⇒ Ai,ixk+1
i = (1− ω)Ai,ixki + ω

bi −∑
j<i

Ai,jxk+1
j −

∑
j>i

Ai,jxkj

 .

Ce qui revient à prendre

M =
1

ω
(D− ωE) et N =

1

ω
(ωF + (1− ω)D) .

L’algorithme itératif s’écrit alors∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
initialisation
x0 ∈ Kn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
(D− ωE)xk+1 = (ωF + (1− ω)D)xk + ωb

fin

(6.15)
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La matrice d’itération est notée

Lω = (D− ωE)−1 ((1− ω)D + ωF) .

On remarque que pour ω = 1 on retrouve bien la méthode de Gauss-Seidel, i. e. L1 = G.
Pour cette matrice, on peut écrire les relations

det (Lω) = det
(
(D)−1

)
(1− ω)n(D) = (1− ω)n,

car les matrices E et F sont triangulaires à diagonale nulle, ainsi que

|det (Lω)| =
∏
i

|λi(Lω)| ≤ ρ(Lω)n.

On obtient finalement l’encadrement

|1− ω| ≤ |det (Lω)|1/n ≤ ρ(Lω).

Ainsi la méthode diverge pour ω /∈]0, 2[. La méthode est dite
◦ de sous–relaxation quand 0 < ω < 1 ;
◦ de Gauss-Seidel quand ω = 1 ;
◦ de sur–relaxation quand 1 < ω < 2.

En général on prend ω ∈]1, 2[ et la méthode s’appelle en anglais Successive Over Relaxation
(S.O.R.). On peut démontrer le théorème :

Théorème 6.8 [Ostrowski–Reich] Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne définie-positive,
la méthode de relaxation converge si et seulement si ω ∈]0, 2[.

Démonstration : La condition est nécessaire puisque pour ω /∈]0, 2[ la méthode diverge.

Pour démontrer que la condition est suffisante, on note que la matrice M∗ + N =
2− ω
ω

D
est hermitienne définie-positive quand ω ∈]0, 2[, puisque Ai,i > 0 pour tout i = 1, · · · , n.
Le résultat s’en déduit par application du Théorème 6.3. �

Remarque 6.9 Ce résultat est encore valable si la matrice A n’est plus hermitienne, mais
si A + A∗ reste définie-positive [30].

6.8 Méthodes par blocs

Nous avons proposés plusieurs méthodes itératives basées sur une écriture par points
de la matrice A. Nous reprenons maintenant ces méthodes en supposant maintenant que
A est découpée en P 2 blocs, cf. (6.5).

— Méthode de Jacobi par blocs :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
initialisation
x0 ∈ Kn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
DBxk+1 = (EB + FB)xk + b

fin

(6.16)

A chaque itération on doit résoudre un système linéaire avec une matrice diagonale
par blocs. La matrice d’itération associée est notée

JB = (DB)−1(EB + FB).
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— Méthode de Gauss-Seidel par blocs :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
initialisation
x0 ∈ Kn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
(DB − EB)xk+1 = FBxk + b

fin

(6.17)

A chaque itération on doit résoudre un système linéaire avec unematrice triangulaire
inférieure par blocs. La matrice d’itération associée est notée

GB = (DB − EB)−1FB.

— Méthode de relaxation par blocs (ω 6= 0) :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
initialisation
x0 ∈ Kn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
(DB − ωEB)xk+1 = (ωFB + (1− ω)DB)xk + ωb

fin

(6.18)

A chaque itération on doit résoudre un système linéaire avec unematrice triangulaire
inférieure par blocs. La matrice d’itération est notée

Lω,B = (DB − ωEB)−1 ((1− ω)DB + ωFB) .

Pour ω = 1 on retrouve bien la méthode de Gauss-Seidel par blocs, i. e. L1,B = GB.

On peut généraliser le Théorème 6.8 au cas où la matrice A est écrite par blocs. En effet,
sous les hypothèses de ce théorème on remarque que DB est toujours hermitienne définie-
positive, avec en outre

Spe(DB) = ∪p=1,PSpe([A]p,p).

On peut alors reprendre le raisonnement du §6.7 pour obtenir le résultat ci-dessous.

Théorème 6.10 [Ostrowski–Reich] Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne définie-positive,
la méthode de relaxation par blocs converge si et seulement si ω ∈]0, 2[.

Comme il est presque toujours possible de définir une méthode par points là où on a défini
une méthode par blocs – il suffit qu’il n’y ait pas d’élément diagonal nul – on a tendance
à penser intuitivement que la méthode par blocs convergera alors plus vite.

6.9 Matrices tridiagonales par blocs

On considère dans ce paragraphe les matrices dont la structure est de la forme

A =


[D]1 − [F]1
− [E]1 [D]2 − [F]2

. . . . . . . . .
− [E]P−2 [D]P−1 − [F]P−1

− [E]P−1 [D]P
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Les matrices tridiagonales par blocs sont très courantes dans le cadre de l’approximation de
solution d’équations différentielles par les méthodes des différences finies ou des éléments
finis (sur des maillages structurés).

Proposition 6.11 Soit A ∈ Kn×n une matrice tridiagonale par blocs, alors

ρ(GB) = ρ(JB)2.

Démonstration : Les valeurs propres de la matrice de Jacobi (resp. de Gauss-Seidel) sont
les racines du polynôme caractéristique pJB (λ) (resp. pGB (λ)) :

pJB (λ) = det
(
(DB)−1(EB + FB)− λIn

)
= det (λDB − EB − FB)/det (−DB) ;

pGB (λ) = det
(
(DB − EB)−1FB − λIn

)
= det (λDB − λEB − FB)/det (EB − DB),

= det (λDB − λEB − FB)/det (−DB).

Introduisons la matrice diagonale Q(µ), définie par les blocs tels que pour tout p ∈
{1, . . . , P}, [Q]p,p = µp Inp . On montre facilement que :

λ2DB − λ2EB − FB = Q(λ)(λ2DB − λEB − λFB)(Q(λ))−1,

ce qui permet d’écrire :

pGB (λ2) = det (λ2DB − λ2EB − FB)/det (−DB),
= det (λ2DB − λEB − λFB)/det (−DB),
= λndet (λDB − EB − FB)/det (−DB) = λnpJB (λ).

Ainsi lorsque λ 6= 0 est racine de pJB , λ
2 6= 0 est racine de pGB , et réciproquement.

Noter que si λ = 0 est valeur propre de GB, cela n’influe pas sur le résultat car on étudie
ρ(GB) = maxi |λi(GB)|.

�

Ce résultat montre que la méthode de Gauss–Seidel converge (ou diverge !) deux fois
plus vite que la méthode de Jacobi pour les matrices tridiagonales par blocs.

On admet le résultat ci-dessous [13].

Théorème 6.12 Soit A ∈ Kn×n une matrice tridiagonale par blocs, telle que les valeurs
propres de JB soient toutes réelles, alors les méthodes par blocs de Jacobi, de Gauss-Seidel
et de relaxation avec ω ∈]0, 2[, divergent ou convergent simultanément.

Etudions maintenant la valeur "optimale” du paramètre de relaxation ω, c’est-à-dire
celle minimisant ρ(Lω,B). Comme pour la Proposition 6.11 on écrit

pLω,B (λ) = det

(
(

1

ω
DB − EB)−1(

1− ω
ω

DB + FB)− λIn
)
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d’où, en utilisant la relation det (EB −
1

ω
DB) = ω−ndet (−DB),

pLω,B (λ) = det (
λ+ ω − 1

ω
DB − λEB − FB) ωn/det (−DB) ;

⇒ pLω,B (λ2) = ωn det (
λ2 + ω − 1

ω
DB − λ2EB − FB)/det (−DB)

= ωn det (
λ2 + ω − 1

ω
DB − λEB − λFB)/det (−DB)

= λn ωn det (
λ2 + ω − 1

λω
DB − EB − FB)/det (−DB)

= λn ωn pJB (
λ2 + ω − 1

λω
).

NB. dans ce qui suit ζ1/2 représente une racine carrée complexe de ζ.

Si λ est valeur propre non nulle de Lω,B alors ν =
λ+ ω − 1

λ1/2ω
est valeur propre de JB.

Réciproquement si ν est valeur propre de JB, alors les racines λ± de l’équation

λν2ω2 = (λ+ ω − 1)2

sont valeurs propres de Lω,B. Cette équation se met encore sous la forme

λ2 + λ
(
2(ω − 1)− ν2ω2

)
+ (ω − 1)2 = 0

et on en déduit
λ± =

1

2
(ν2ω2 − 2ω + 2)± νω

2
(ν2ω2 − 4ω + 4)1/2.

On suppose dans la suite que les valeurs propres ν de JB sont réelles. On a : ρ(Lω,B) =
maxν∈Spe(JB)M(ν, ω), avec

M(ν, ω) :

{
R+×]0, 2[ → [0, 1]

(ν, ω) 7→ max(|λ+(ν, ω)|, |λ−(ν, ω)|) .

Pour connaître la valeur de ρ(Lω,B), il faut étudier les variations de M(ν, ω) en fonction
de ω. La courbe représentative des variations de M(ν, ω) est représentée sur la figure 6.9
pour différentes valeurs de ν.

Théorème 6.13 Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne définie-positive et tridiagonale
par blocs, alors les méthodes par blocs de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relaxation pour
ω ∈]0, 2[ convergent. De plus, il existe une valeur optimale du paramètre ω

ωopt =
2

1 +
√

1− ρ(JB)2

telle que
ρ(Lωopt,B) = min

ω∈]0,2[
ρ(Lω,B) < ρ(GB) = ρ(JB)2 < ρ(JB) < 1.
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Figure 6.1 – La fonction M(ν, ω) pour différentes valeurs de ν.

Démonstration : Pour appliquer le Théorème 6.12 il suffit de vérifier que les valeurs
propres ν de JB sont réelles : il existe v 6= 0 tel que

JBv = (DB)−1(EB + FB)v = νv =⇒ (EB + FB)v = νDBv
soit encore Av = (1− ν)DBv =⇒ (Av, v) = (1− ν)(DBv, v).

Si A est hermitienne définie-positive alors nécessairement DB l’est aussi, ainsi (Av, v) et
(DBv, v) sont des réels strictement positifs, et ν valeur propre de JB est réelle et plus petite
que 1. Alors d’après le Théorème 6.12 les méthodes par blocs de Jacobi, de Gauss-Seidel
et de relaxation pour 0 < ω < 2 convergent. �

Remarque 6.14 si on ne connait pas exactement l’expression de la valeur optimale ωopt
l’étude des variations de ω 7→ ρ(Lω,B) montre qu’il vaut mieux l’approcher par valeurs
supérieures puisque la dérivée ρ′(Lω,B) vaut 1 quand ω → ωopt+ mais tend vers −∞ quand
ω → ωopt− !

6.10 Méthodes de Richardson

Pour résoudre un système linéaire avec une matrice A ∈ Rn×n (et un second membre
b ∈ Rn, le cas échéant en considérant séparément ses parties réelle et imaginaire), une
méthode itérative très utilisée en optimisation (cf. [12]) est la méthode de gradient à pas
constant, qui calcule le nouvel itéré sous la forme

xk+1 = xk + α(b− Axk), α 6= 0.

Le résidu rk = b−Axk est le gradient d’une fonctionnelle que l’on cherche à minimiser et le
paramètre α est le pas de descente.... Lorsque A est une matrice symétrique définie-positive,
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on peut en effet résoudre le problème Ax = b en minimisant la fonctionnelle

v 7→ 1

2
(Av, v)− (b, v)

sur Rn. La méthode de Richardson correspond à la décomposition

M =
1

α
In et N =

1

α
In − A,

régulière pour tout α 6= 0. En effet, l’itération est

xk+1 = M−1Nxk + M−1b = xk − αAxk + αb.

On l’appelleméthode de Richardson du premier ordre à pas constant (le paramètre
α est fixé) et on l’écrit :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Rn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
xk+1 = xk + α(b− Axk)

fin

(6.19)

Proposition 6.15 Soit A ∈ Rn×n une matrice symétrique définie-positive, la méthode de
Richardson à pas constant converge si et seulement si

0 < α <
2

ρ(A)
.

Le pas optimal est αopt = 2
λ1+λn

.

Démonstration : On note 0 < λn ≤ λn−1 ≤ . . . ≤ λ1 les valeurs propres de A, les valeurs
propres de

Rα = M−1N = In − αA

sont les 1− αλj . Par définition, ρ(Rα) = maxj |1− αλj | et on a

|1− αλj | < 1 ⇔ −1 < 1− αλj < 1 ⇔ 0 < αλj < 2 ⇔ 0 < α <
2

λj
.

La convergence a donc lieu si, et seulement si,

0 < α < min
j

2

λj
=

2

λ1
=

2

ρ(A)
.

Par ailleurs, on minimise α 7→ ρ(Rα) lorsque |1 − αλn| = |1 − αλ1|, c’est-à-dire lorsque
1− αλn = αλ1 − 1, ce qui conduit à la valeur annoncée de αopt. �

En général on dispose de peu d’informations sur le spectre des matrices que l’on traite,
et il est difficile de donner au paramètre α une valeur qui assure la convergence. Une
variante de la méthode de Richardson fournit une solution à ce problème : on modifie
le paramètre α à chaque itération, en lui donnant la valeur qui minimise la norme du
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résidu rk+1 = b − Axk+1, pour une norme bien choisie (voir plus bas). La méthode de
Richardson à pas variable s’écrit

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
initialisation
x0 ∈ Rn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
xk+1 = xk + αk(b− Axk)

fin

(6.20)

Proposition 6.16 Soit A ∈ Rn×n une matrice symétrique définie-positive, si

αk = αkopt avec α
k
opt =

‖rk‖22
‖rk‖2A

alors la méthode de Richardson à pas variable converge.

Démonstration : Par construction rk = b− Axk et donc :

rk+1 = b− Axk+1 = rk − αkArk.

Pour toute norme vectorielle ‖ · ‖C avec C matrice symétrique définie-positive, on peut
écrire

‖rk+1‖2C =
(
Crk+1, rk+1

)
=
(
C(rk − αkArk), rk − αkArk

)
= ‖rk‖2C − 2αk(CArk, rk) + (αk)2‖Ark‖2C.

Cette expression atteint son minimum

‖rk+1‖2C = ‖rk‖2C −
|(CArk, rk)|2

‖Ark‖2C

quand

αkopt =
(CArk, rk)
‖Ark‖2C

.

Lorsque la matrice A est symétrique définie-positive un choix simple pour le calcul de
αk est de prendre C = A−1, alors ‖Ark‖2A−1 = (A−1Ark,Ark) = ‖rk‖2A, d’où :

αkopt =
‖rk‖22
‖rk‖2A

et ‖rk+1‖2A−1 = ‖rk‖2A−1 −
‖rk‖42
‖rk‖2A

.

Considérons tout d’abord le cas où ∃µ > 0 tel que A = µ In, alors

‖rk‖2A−1 −
‖rk‖42
‖rk‖2A

= (µ−2 − µ−2)‖rk‖2 = 0.
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En d’autres termes la méthode converge en une itération.
Supposons maintenant que A 6∈ {µ In, µ > 0}. On obtient la majoration 41

‖rk+1‖2A−1 = ‖rk‖2A−1

[
1− ‖rk‖42
‖rk‖2A ‖rk‖2A−1

]
≤ ‖rk‖2A−1 [1− 1/κ2(A)] ≤ · · · ≤ ‖r0‖2A−1 [1− 1/κ2(A)]k+1

Puisque A est symétrique définie-positive (et que A 6∈ {µ In, µ > 0}), alors d’après la
Proposition B.14 on a κ2(A) = λ1(A)/λn(A) > 1 et donc 0 < 1 − (κ2(A))−1 < 1, ce qui
entraîne que ‖rk+1‖A−1 tend vers 0 quand k tend vers +∞, et la méthode converge. �

6.11 Matrices à diagonale dominante

Il existe une catégorie de matrices importante dans l’histoire de l’étude des méthodes
itératives : les matrices à diagonale dominante. Pour ces matrices, on peut établir la conver-
gence des méthodes itératives par points.

Définition 6.17 une matrice A ∈ Kn×n est dite à diagonale dominante si et seulement
si

∀i,∈ {1, · · · , n}
∑
j 6=i
|Ai,j | ≤ |Ai,i|.

Une matrice A ∈ Kn×n est dite à diagonale strictement dominante si et seulement
si

∀i ∈ {1, · · · , n}
∑
j 6=i
|Ai,j | < |Ai,i|.

Proposition 6.18 Soit A ∈ Kn×n une une matrice à diagonale strictement dominante,
alors A est inversible.

Démonstration : Soit v ∈ Kn tel que Av = 0. Supposons que v 6= 0 : on note 1 ≤ i ≤ n
l’indice tel que |vi| = maxj |vj | 6= 0. On écrit que (Av)i = 0, soit Ai,ivi = −

∑
j 6=iAi,jvj .

On en déduit que

|Ai,i| ≤
∑
j 6=i

|vj |
|vi|
|Ai,j | ≤

∑
j 6=i
|Ai,j |,

ce qui contredit le fait que A est à diagonale strictement dominante. �

Proposition 6.19 Soit A ∈ Kn×n une matrice à diagonale strictement dominante, alors
les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel par points convergent.

41. Pour v 6= 0, on a

‖v‖2A
‖v‖22

×
‖v‖2A−1

‖v‖22
=

(Av, v)

‖v‖22
× (A−1v, v)

‖v‖22
≤ ‖Av‖2‖v‖2

× ‖A
−1v‖2
‖v‖2

≤ κ2(A)

avec κ2(A) = ‖A‖2 ‖A−1‖2 le nombre de conditionnement de A dans la norme ‖ · ‖2.



143

Démonstration : Par définition de la matrice de Jacobi, J = D−1(E + F) et d’après la
Proposition B.8 :

‖J‖∞ = max
i

∑
j 6=i

|Ai,j |
|Ai,i|

.

Donc si A est une matrice à diagonale strictement dominante on a ‖J‖∞ < 1 et d’après la
Proposition B.12 :

ρ(J) ≤ ‖J‖∞ < 1.

Soit maintenant λ une valeur propre de la matrice de Gauss-Seidel G = (D− E)−1F :

(D− E)−1Fv = λv ⇐⇒ Fv = λ(D− E)v,

et soit i la composante telle que |vi| = max
j
|vj | 6= 0, alors on écrit

λAi,ivi = λ
∑
j<i

Ai,jvj −
∑
j>i

Ai,jvj

=⇒ |λ||Ai,i| ≤ |λ|
∑
j<i

|Ai,j |+
∑
j>i

|Ai,j |.

=⇒ |λ|

|Ai,i| −∑
j<i

|Ai,j |

 ≤
∑
j>i

|Ai,j |.

Par ailleurs on sait que

|Ai,i| −
∑
j<i

|Ai,j | >
∑
j>i

|Ai,j | ≥ 0,

=⇒ |λ| ≤

∑
j>i

|Ai,j |

|Ai,i| −
∑
j<i

|Ai,j |
< 1;

ainsi ρ(G) < 1 et la méthode converge. �

6.12 Méthode de relaxation symétrique (S.S.O.R.)

L’ordre des inconnues a-t-il une influence sur la convergence de la méthode ? Pour la
méthode de Jacobi, la réponse est non puisque les mises à jour des composantes de la solu-
tion approchée xk+1 sont indépendantes les unes des autres. Par contre, pour les méthodes
de Gauss-Seidel et de relaxation, cette question est pertinente puisque la numérotation des
inconnues joue un rôle dans leur définition : chaque composante xk+1

i de xk+1 est définie
à partir des composantes d’indice inférieur xk+1

j pour j < i (sur ce sujet voir Adams et
Jordan [1]). Pour éviter les problèmes liés à la numérotation des inconnues quand on n’a
pas d’information utile à exploiter, il est donc préférable de symétriser les itérations de
S.O.R. en inversant l’ordre des calculs à chaque itération : on effectue une demi-itération
dans l’ordre croissant des inconnues et la demi-itération suivante dans l’ordre décroissant.



144

On obtient ainsi la méthode de sur-relaxation symétrique, Symmetric Successive
Over Relaxation (S.S.O.R. en abrégé), qui s’écrit pour la méthode par blocs (on peut
également écrire la méthode par points)∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn

itérations : pour k = 0, 1, . . . , faire
(DB − ωEB)xk+1/2 = (ωFB + (1− ω)DB)xk + ωb

(DB − ωFB)xk+1 = (ωEB + (1− ω)DB)xk+1/2 + ωb
fin

(6.21)

On note

Sω,B = (
1

ω
DB − FB)−1

(
(
1− ω
ω

)DB + EB
)

(
1

ω
DB − EB)−1

(
(
1− ω
ω

)DB + FB
)

la matrice d’itération associée. L’étude directe des valeurs propres de cette matrice est
assez compliquée, mais on peut néanmoins vérifier le résultat suivant (voir [37, §15]).

Proposition 6.20 Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne définie-positive, la méthode
S.S.O.R. converge si et seulement si ω ∈]0, 2[. Qui plus est, il existe une unique valeur ωSopt
minimisant ρ(Sω,B).

Remarque 6.21 En général, on ne sait pas en donner une expression analytique de ωSopt.
Pour certains systèmes linéaires, la valeur

ω′opt =
2

1 +
√

2 (1− ρ(JB))2

est une valeur pour laquelle S.S.O.R. converge environ deux fois plus vite que S.O.R. avec
ωopt, mais il faut se souvenir qu’une itération de S.S.O.R. coûte environ deux fois plus
cher qu’une itération de S.O.R.... Le véritable intérêt de cette méthode est de diminuer
l’influence de la numérotation des inconnues sur la convergence.

6.13 Utilisation du calcul parallèle

On se concentre sur la parallélisation des méthodes itératives par points. Précisément,
on considère des systèmes linéaires avec des matrices issues de la discrétisation par diffé-
rences finies pour d = 1 et d = 2, et on étudie le cas des méthodes itératives par points de
Jacobi et Gauss-Seidel. On examine en particulier jusqu’où on peut pousser le parallélisme
dans les calculs, c’est-à-dire en supposant qu’on dispose d’un nombre "illimité" de nœuds
P, la seule contrainte étant que P ≤ N , où N = nd est le nombre d’inconnues, avec n points
de discrétisation par direction dans le domaine de calcul ]0, 1[d (on reprend le formalisme
du §4.7). Dans la suite, on discrétise le Laplacien (ou le Laplacien généralisé).
Pour finir, on considère brièvement le cas des méthodes par blocs, ainsi que la discrétisation
par éléments finis.
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6.13.1 Parallélisation de Jacobi par points

On étudie ici comment paralléliser (6.11)-(6.12), pour A = A1 ou A2, avec Ad la matrice
issue des différences finies pour d = 1, 2. On suppose que l’indice k d’itération externe (6.11)
est donné.

Cas d = 1

D’après l’expression (2.5) de A1, la boucle interne (6.12) s’écrit, avec la convention
xk0 = xkN+1 = 0, ∥∥∥∥∥∥

pour i = 1, 2, . . . , N faire
xk+1
i = 1

2(xki−1 + xki+1) + h2

2 bi
fin

(6.22)

Examinons le "parallélisme maximal" extrême, c’est-à-dire avec P = N : pour 1 ≤ i ≤ N ,
on affecte au nœud i les données d’indice i. A l’itération externe k, le nœud i possède les
données xki et 1

2h
2bi en mémoire et, pour calculer xk+1

i , il doit récupérer les données xki−1

de son voisin gauche, et xki+1 de son voisin droite. (Les nœuds sont considérés comme étant
placés sur une ligne horizontale.) Cette phase de communications peut être réalisée en deux
étapes parallèles, à l’instar de ce qui est proposé au §4.7. A partir de là, les calculs sont
équirépartis, si on réalise pour i = 1 les opérations superflues avec xk0 = 0 et, pour i = N ,
celles avec xkN+1 = 0. Le "parallélisme maximal" avec P = N est donc accessible ! De plus,
la matrice A1 étant tridiagonale, la méthode de Jacobi converge (voir le théorème 6.13).

Cas d = 2

Afin de préserver la structure du schéma à cinq points, on conserve la numérotation à
deux indices (i, j), où 0 ≤ i, j ≤ n+ 1. D’après l’expression (2.22) de A2, la boucle interne
(6.12) s’écrit, avec la convention xk0,j = xkn+1,j = xki,0 = xki,n+1 = 0,∥∥∥∥∥∥

pour i, j = 1, 2, . . . , n faire
xk+1
i,j = 1

4(xki,j−1 + xki−1,j + xki+1,j + xki,j+1) + h2

4 bi,j
fin

(6.23)

Examinons à nouveau le "parallélisme maximal" extrême, c’est-à-dire avec P = N : pour
1 ≤ i, j ≤ n, on affecte au nœud pi,j = i+ (j − 1)n les données d’indice (i, j). A l’itération
externe k, le nœud pi,j possède donc les données xki,j et

1
2h

2bi,j en mémoire et, pour calculer
xk+1
i,j , il doit récupérer les données :
— xki,j−1 de son voisin bas,
— xki−1,j de son voisin gauche,
— xki+1,j de son voisin droite,
— xki,j+1 de son voisin haut.

(Les nœuds sont maintenant considérés comme étant placés sur une grille bidimensionnelle,
avec n nœuds dans chaque direction.) Cette phase de communications peut être réalisée
en quatre étapes parallèles, encore une fois à l’instar de ce qui est proposé au §4.7. A
partir de là, les calculs sont équirépartis, avec une convention similaire au cas d = 1. Le
"parallélisme maximal" avec P = N reste donc accessible ! L’inconvénient est que, la A1

n’étant plus tridiagonale par blocs, on ne sait pas si la méthode de Jacobi converge.
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Résultats complémentaires

Tout d’abord, on peut vérifier qu’on aboutit des résultats similaires de "parallélisme
maximal" avec P = N pour le Laplacien généralisé (ou diffusion), puisque la structure des
matrices A′1 et A′2 est la même que celle des matrices A1 et A2. Et, si les coefficients sont
positifs et bornés inférieurement par une constante strictement positive, alors les matrices
A′1 et A′2 sont à diagonale strictement dominante. Dans ce cas, la proposition 6.19 assure
la convergence de la méthode de Jacobi.

Exercice 6.1 Montrer que pour la méthode de Jacobi par points appliquée au différences
finies pour d ≥ 3, on peut établir le "parallélisme maximal" avec P = N .

Exercice 6.2 Dans le cadre du "parallélisme maximal" avec P = N , proposer une évalua-
tion rapide du vecteur résidu rk = b−Axk pour la méthode de Jacobi par points appliquée
au différences finies.

6.13.2 Parallélisation de Gauss-Seidel par points

On reprend la démarche, à savoir l’étude du "parallélisme maximal" de la méthode de
Gauss-Seidel (6.13)-(6.14), pour A = A1 ou A2.

Cas d = 1

La boucle interne (6.13) s’écrit∥∥∥∥∥∥
pour i = 1, 2, . . . , N faire
xk+1
i = 1

2(xk+1
i−1 + xki+1) + h2

2 bi
fin

La difficulté majeure est que cet algorithme est séquentiel ! En effet, pour calculer xk+1
i , il

faut disposer de xk+1
i−1 , et donc de xk+1

i−2 , et ainsi de suite jusqu’à xk+1
1 . Comment remédier

à cette difficulté ? Il faut ré-examiner le schéma à trois points (voir la figure 2.2) : on note
que si i est pair, ses deux voisins sont impairs, et vice versa... Une idée est alors de séparer
les points de discrétisation en deux sous-ensembles :

— les points d’indice impair, dits rouges,
— les points d’indice pair, dits noirs.

A partir de là, on choisit de renuméroter les NR points rouges (de gauche à droite), puis les
NN points noirs (de gauche à droite). Dans la suite, on suppose que n = 2n′ pour alléger

× × × × × × × × × ×R R R RN N N N × × × × × × × × × ×1 2 3 45 6 7 8

Figure 6.2 – Pour d = 1 et n = 8, les points rouges et noirs / La renumérotation.
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les notations, et ainsi NR = NN = n′. Selon cette numérotation, la matrice s’écrit

ARN1 =
1

h2

(
2In′ −B′1
−(B′1)T 2In′

)
, avec B′1 =


1
1 1

. . . . . .
1 1

1 1

 ∈ Rn
′×n′ . (6.24)

D’après cette expression (6.24), la matrice intervenant dans la décomposition régulière
pour Gauss-Seidel par points est par définition égale à

MRN
GS =

1

h2

(
2In′ 0
−(B′1)T 2In′

)
.

Notons P la matrice de permutation associée à la renumérotation : on a ARN1 = P−1A1P.
D’après cette expression et puisque A1 est symétrique définie-positive, ARN1 l’est aussi.

Remarque 6.22 On peut vérifier que MRN
GS n’est pas égale à P−1MGSP, où MGS est la

matrice intervenant dans la décomposition régulière de A1 pour Gauss-Seidel. En effet,
dans MGS on a conservé tous les éléments de A1 correspondant à la contribution du voisin
gauche, alors que dans MRN

GS on n’a conservé cette contribution que pour les voisins gauches
des nœuds noirs. Par contre, on note que MRN

Jac = 2h−2In est inchangée. La renumérotation
rouge-noire ne modifie pas la méthode de Jacobi.

Ecrite par blocs, la renumérotation donne pour les vecteurs

x :=

(
xR
xN

)
avec xR, xN ∈ Rn

′
,

c’est-à-dire que xR,i = xi pour 1 ≤ i ≤ n′, et xN,i = xi+n′ pour 1 ≤ i ≤ n′. On en conclut
que la boucle interne de Gauss-Seidel avec renumérotation rouge-noir s’écrit(

2In′ 0
−(B′1)T 2In′

)(
xk+1
R

xk+1
N

)
=

(
0 B′1
0 0

)(
xkR
xkN

)
+ h2

(
bR
bN

)
.

On a donc la boucle interne
xk+1
R =

1

2
B′1xkN +

1

2
h2bR

xk+1
N =

1

2
(B′1)Txk+1

R +
1

2
h2bN .

Soit, avec renumérotation rouge-noir par points, les deux boucles (de longueur N/2)∥∥∥∥∥∥
pour i = 1, 2, . . . , n′ faire
xk+1
R,i = 1

2(xkN,i−1 + xkN,i) + h2

2 bR,i
fin

et ∥∥∥∥∥∥
pour i = 1, 2, . . . , n′ faire
xk+1
N,i = 1

2(xk+1
R,i + xk+1

R,i+1) + h2

2 bN,i
fin
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A partir de là, on vérifie que l’on a un "parallélisme maximal" avec P = N/2. En effet,
supposons que le nœud i possède les données xkR,i,

1
2h

2bR,i, xkN,i et
1
2h

2bN,i en mémoire.
Pour calculer xk+1

R,i , il doit récupérer les données :
— xkN,i−1 de son voisin gauche,
— xkN,i de son voisin droite.

Pour calculer xk+1
N,i , il doit récupérer les données :

— xk+1
R,i de son voisin gauche,

— xk+1
R,i+1 de son voisin droite.

Il y a donc quatre étapes de communications parallèles (deux pour les voisins gauches ;
deux pour les voisins droits), avec des calculs équirépartis à l’instar de l’algorithme de la
méthode de Jacobi par points. Enfin, la matrice ARN1 étant symétrique définie-positive, la
méthode de Gauss-Seidel converge d’après le théorème 6.10.

Cas d = 2

Si on conserve la numérotation "naturelle" (ci-après à deux indices (i, j)), on est à
nouveau confronté à un algorithme séquentiel puisque, pour calculer xk+1

i,j , on a besoin
de xk+1

i−1,j et xk+1
i,j−1, etc. jusqu’à x

k+1
1,1 . Pour remédier à cette difficulté, on va reprendre la

même idée que pour d = 1, voir la figure 6.3. On suppose toujours que n = 2n′, avec
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Figure 6.3 – Pour d = 2 et n = 6, les points rouges et noir / La renumérotation.

N = n2 = 4(n′)2 points de discrétisation. On pose N ′ = N2/2. Après coloriage avec
NR = N ′ points rouges, et NB = N ′ points noirs, on constate qu’un point rouge à pour
voisins quatre points noirs, et qu’un point noir à pour voisins quatre points rouges. Ceci
va à nouveau permettre une parallèlisation de la méthode de Gauss-Seidel utilisée sur la
matrice après renumérotation rouge-noir. Selon cette numérotation, la matrice s’écrit en
effet

ARN2 =
1

h2

(
4IN ′ −B′2
−(B′2)T 4IN ′

)
. (6.25)
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La matrice ARN2 est toujours symétrique définie-positive. La structure de B′2 est un peu
plus complexe que celle de B′1, car le numéro des voisins gauche et droite va dépendre de
la parité de l’indice j (voir la figure 6.3) : lorsque j est impair on commence la ligne par un
point rouge, et lorsque j est pair on commence la ligne par un point noir. Elle est omise
ici. D’après (6.25), dans la décomposition régulière de ARN2 pour Gauss-Seidel par points,
on a

MRN
GS =

1

h2

(
4IN ′ 0
−(B′2)T 4IN ′

)
.

Le point crucial est que la boucle interne qui en résulte est très similaire à celle du cas
d = 1. Ecrite par blocs, elle s’écrit :

xk+1
R =

1

4
B′2xkN +

1

4
h2bR

xk+1
N =

1

4
(B′2)Txk+1

R +
1

4
h2bN .

Par points, avec renumérotation rouge-noir par points, on a nouveau deux boucles de lon-
gueur N ′, dont on omet l’écriture pour les raisons évoquées au-dessus. On peut vérifier
que l’on a un "parallélisme maximal" avec P = N/2, avec huit étapes de communications
parallèles (deux pour les voisins bas, resp. voisins gauches, resp. voisins droits, resp. voi-
sins hauts), avec des calculs équirépartis. Enfin, la matrice ARN2 étant symétrique définie-
positive, on a convergence de la méthode de Gauss-Seidel converge (théorème 6.10).

6.13.3 Parallélisation – Autres configurations

En préambule, on observe que la structure des matrices est inchangée entre les méthodes
de Gauss-Seidel et de relaxation. Ainsi, on peut procéder à l’identique de Gauss-Seidel pour
paralléliser la méthode de relaxation par points pour une matrice issue de la discrétisation
par différences finies. Et la convergence reste garantie si les conditions du théorème 6.10
sont remplies.

Pour les méthodes par blocs, on utilise §4.7 pour en déduire des algorithmes parallèles.
Pour la méthode de Jacobi, il s’agit d’une simple adaptation des algorithmes proposés au
§6.13.1. Pour la méthode de Gauss-Seidel (et les méthodes de relaxation), pour obtenir
une parallélisation optimale, on procède à une renumérotation rouge-noir des blocs. Dans
ce dernier cas, la convergence est garantie par le théorème 6.10.

Pour une matrice issue de la discrétisation par éléments finis :
— Pour la méthode de Jacobi : même procédure qu’avant mais l’équirépartition des cal-

culs n’est pas automatique, puisque le nombre de sommets voisins (dans le maillage)
n’est pas constant en général... Si la famille de maillages est régulière, on peut tou-
tefois garantir une borne supérieure uniforme du nombre de voisins, valable pour
tous les maillages, et tous les sommets les composant.

— Pour la méthode Gauss-Seidel (ou une méthode de relaxation) : en l’absence de
structure dans le maillage, la renumérotation n’est pas aussi simple que pour les
différences finies. Il faut utiliser un algorithme de coloriage tel que deux sommets
du maillage voisins sont nécessairement de deux couleurs différentes. Ceci s’appa-
rente au problème du coloriage d’un graphe, et requiert en général plus de quatre
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couleurs. Ainsi, si les communications restent parallèles pour passer des sommets
d’une couleur A aux sommets d’une couleur B, il y a en tout 2 fois le nombre de
couleurs étapes de communications. En outre, une fois le coloriage réalisé, rien ne
garantit que le nombre de sommets d’une couleur donnée est le même pour toutes
les couleurs. L’équirépartition des données par nœud n’est donc pas automatique-
ment équilibrée. Enfin, pour les calculs, il y a le même difficulté d’équirépartition
que pour l’algorithme de Jacobi.

Comme on le voit ci-dessus, l’obtention théorique du "parallélisme maximal" est beaucoup
plus ardue en l’absence de structure, ce qui est en général le cas pour une discrétisation par
éléments finis. L’utilisation des algorithmes par blocs tels que proposés au §4.8 semble plus
indiquée dans ce cadre. La convergence de la méthode de Gauss-Seidel (ou de relaxation)
reste garantie par le théorème 6.10.



Chapitre 7

Les méthodes de Krylov

7.1 Les espaces de Krylov

Définition 7.1 Pour une matrice B ∈ Kn×n et un vecteur y ∈ Kn donnés, on appelle
espace de Krylov associé à B et y l’espace Km(B, y), m ∈ N∗ tel que :

Km(B, y) := vect
(
y,By, · · · ,Bm−1y

)
.

Les espaces de Krylov forment un famille croissante de sous-espaces vectoriels de Kn,
nécessairement stationnaire, c’est-à-dire constante à partir d’un certain indice m (car on
est en dimension finie).

Lemme 7.2 Par construction, on a :

1. ∀p ≤ m, Kp(B, y) ⊂ Km(B, y),

2. dim(Km) ≤ min(n,m),

3. B[Km(B, y)] ⊂ Km+1(B, y).

Lemme 7.3 Si Bmy ∈ Km(B, y), alors ∀p ≥ 0, Bm+py ∈ Km(B, y) et Km+p(B, y) =
Km(B, y).

Démonstration :Montrons le lemme 7.3 par récurrence. Supposons que Bmy ∈ Km(B, y).
Montrons que Bm+1y ∈ Km(B, y). Il existe des coefficients (αp)p=0,··· ,m−1 ∈ Km tels que :

Bmy =

m−1∑
p=0

αpBky, d’où :

Bm+1y = B(Bmy) = B

m−1∑
p=0

αpBpy


=

m−1∑
p=0

αpBp+1y =
m−1∑
p=1

αp−1Bpy + αm−1Bmy

Les deux termes de la dernière ligne appartiennent à Km(B, y), d’où : Bm+1y ∈ Km(B, y)
et d’après le lemme 7.2 [item 1], Km+1(B, y) = Km(B, y).
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On raisonne par récurrence sur p : on suppose que pour p ≥ 1 donné, Bm+py ∈ Km(B, y)
et Km+p(B, y) = Km(B, y). Montrons qu’alors Bm+p+1y ∈ Km(B, y) et Km+p+1(B, y) =
Km(B, y). Par hypothèse, il existe des coefficients (βq)q=0,··· ,m−1 ∈ Km tels que : Bm+py =
m−1∑
q=0

βqBqy, d’où :

Bm+p+1y = B(Bm+py) = B

m−1∑
q=0

βqBqy


=

m−1∑
q=0

βqBq+1y =
m−1∑
q=1

βq−1Bqy + βm−1Bmy

Les deux termes de la dernière ligne appartiennent à Km(B, y), d’où : Bm+p+1y ∈ Km(B, y)
et d’après le lemme 7.2 [item 1], on a Km+p+1(B, y) = Km(B, y). �

Lemme 7.4 Soit mmax la dimension maximale des espaces de Krylov (Km(B, y))m. Alors
la suite des espaces de Krylov est strictement croissante de 1 à mmax, puis elle est constante
à partir de mmax, c’est-à-dire que :

1. on a :

dim(Km(B, y)) =

{
m si m ≤ mmax,
mmax si m > mmax.

2. De plus :

K1(B, y) ( K2(B, y) ( · · · ( Km(B, y) ( Km+1(B, y) ( · · · ( Kmmax(B, y),

Kmmax(B, y) = Kmmax+1(B, y) = · · · = Kn(B, y).

3. Enfin, pour 1 < m < mmax et y′ ∈ Km(B, y), linéairement indépendant des vecteurs
de Km−1(B, y), alors By′ ∈ Km+1(B, y), et By′ est linéairement indépendant des
vecteurs de Km(B, y).

Cette dernière propriété est utile en pratique pour construire une base de Km(B, y) (cf.
algorithme d’Arnoldi).
Démonstration : Le nombre mmax existe car (Km(B, y))m est une suite croissante de
sous-espaces vectoriels de Kn (lemme 7.2 [item 1]).
Soit m le plus petit entier pour lequel Bmy est dépendant des vecteurs précédents (i.e.
Bmy ∈ Km(B, y)) : les vecteurs (y,By, · · · ,Bm−1y) sont linéairement indépendants et
Kp(B, y) est de dimension p pour tout p ≤ m. En particulier, Km(B, y) est de dimen-
sion m. D’après le lemme 7.3, pour tout p > 0, Km+p(B, y) = Km(B, y). On a donc, pour
tout p > 0, K1(B, y) ( · · · ( Km(B, y) = Km+p(B, y). Par définition de mmax, on a néces-
sairement : m = mmax, ceci démontre les items 1 et 2.

Soit m ∈ {1, · · · ,mmax − 1}, et y′ ∈ Km(B, y) tel que : y′ =
m−1∑
p=0

αpBpy, avec αm−1 6= 0.

D’après l’item 2, y′ /∈ Km−1(B, y). On a : By′ =
m∑
p=1

αp−1Bpy. D’après l’item 2, on a :

m−1∑
p=1

αp−1Bpy ∈ Km(B, y) et αm−1Bmy ∈ Km+1(B, y). �



153

Considérons la résolution de Ax = b (A ∈ Kn×n inversible, b ∈ Kn) avec une méthode
itérative, en utilisant une décomposition régulière de A (A = M−N voir la définition 6.1).
Rappelons l’algorithme associé :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn, r0 = b− Ax0

itérations : pour k = 0, 1, · · · , faire
xk+1 = xk + M−1rk

rk+1 = b− Axk+1

tant que ‖rk+1‖ 6= 0 ou ‖rk+1‖ ≥ ε‖r0‖
fin

(7.1)

Faisons trois remarques importantes en pratique :
— La première itération correspond à k = 0 !
— On a supposé implicitement dans l’algorithme (7.1) que r0 6= 0 (sinon, il n’est pas

nécessaire d’itérer les k !).
— Les deux critères d’arrêt indiqués correspondent respectivement : à une résolution

exacte (‖rk+1‖ = 0) ; à une résolution approchée (‖rk+1‖ ≥ ε‖r0‖, pour ε > 0
donné).

C’est un algorithme de recherche de point fixe de la fonction f(x) = x−M−1(b− Ax). Si
l’algorithme est convergent, il converge vers la solution du système linéaire préconditionné
M−1Ax = M−1b.
Nous allons montrer pourquoi l’utilisation des espaces de Krylov est pertinente.
Posons zk := M−1rk, de sorte que xk+1 = xk + zk, et zk = xk+1 − xk.

Par récurrence sur k, on a : xk+1 = x0 +
k∑
i=0

zi. Remarquons d’autre part que :

{
Mxk+1 = Nxk + b
Mxk = Nxk−1 + b

, d’où : M(xk+1 − xk) = N(xk − xk−1).

On en déduit que Mzk = Nzk−1, soit par récurrence : zk = (M−1N)kz0. Finalement :

xk+1 = x0 +
k∑
i=0

(M−1N)iz0

On voit apparaître les puissances successives de M−1N : la solution xk+1 à l’itération k+ 1
de la méthode itérative (7.1) se décompose sur l’espace affine x0 + Kk+1(M−1N, z0), avec
z0 = M−1r0.

Lemme 7.5 La solution de l’algorithme (7.1) à l’itération k + 1 est telle que :

xk+1 ∈ x0 +Kk+1(M−1A,M−1r0).

Démonstration : On raisonne sur les itérations. On a vu que xk+1 ∈ x0+Kk+1(M−1N, z0).
Or A = M− N, et donc M−1N = In −M−1A.
On en déduit que : Kk+1(M−1N, z0) = Kk+1(In −M−1A, z0) = Kk+1(M−1A, z0). En effet,
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d’après la formule de Newton :

(M−1N)kz0 = (In −M−1A)kz0,

=

k∑
l=0

(−1)l
l!

k!(k − l)!
(M−1A)lz0.

D’où pour tout k ∈ N, (M−1N)kz0 ∈ Kk+1(M−1A, z0), et en échangeant les rôles de N et
A, on a réciproquement que ∀k, (M−1A)kz0 ∈ Kk+1(M−1N, z0).

�

Les lemmes 7.3 et 7.4 permettent d’établir le théorème ci-dessous, cf. [25] :

Théorème 7.6 La solution exacte x du système linéaire Ax = b initialisé par x0 appartient
à l’espace affine x0 +Kmmax(A, r0), où r0 := b− Ax0 est le résidu initial.

Remarque 7.7 Si on applique le théorème au système linéaire préconditionné M−1Ax =
M−1b initialisé par x0, on aboutit à x ∈ x0 +Km′max(M−1A,M−1r0), avec m′max 6= mmax.
En effet, si le système est "bien préconditionné", on espère que m′max < mmax : moins
d’itérations seront nécessaires pour converger.

Démonstration : D’après les lemmes 7.3 et 7.4, les vecteurs
(
r0,Ar0, · · · ,Ammax−1r0

)
sont linéairement indépendants, et Ammaxr0 ∈ Kmmax(A, r0).

On peut décomposer Ammaxr0 sur cette base : Ammaxr0 =

mmax−1∑
l=0

αlAlr0, avec α0 6= 0.

En effet, si α0 = 0, on a alors que Ammax−1r0 ∈ Kmmax−1(A, r0), ce qui contredit que les
vecteurs

(
r0,Ar0, · · · ,Ammax−1r0

)
soient linéairement indépendants. On peut donc écrire

(on rappelle que r0 = b− Ax0 = Ax− Ax0) :

1

α0
Ammaxr0 =

mmax−1∑
l=1

αl
α0

Alr0 + r0

=

mmax−1∑
l=1

αl
α0

Alr0 + Ax− Ax0

⇔ x = x0+
1

α0
Ammax−1r0−

mmax−1∑
l=1

αl
α0

Al−1r0,

ce qui se met aussi sous la forme :

x = x0 +

mmax−1∑
l=0

βlAlr0, avec βl =


−αl+1

α0
, l = 0, · · · , kmax−2,

1

α0
, l = mmax − 1.

On a donc bien x ∈ x0 +Kmmax(A, r0).
�

La suite d’égalité ci-dessus montre également que si x ∈ x0 + Kk(A, r0), alors Akr0 ∈
Kk(A, r0). Autrement dit, les vecteurs

(
r0,Ar0, · · · ,Akr0

)
sont linéairement dépendants

et d’après le lemme 7.4, Kk(A, r0) = Kmmax(A, r0). En conclusion, il semble pertinent, à
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l’itération k, de chercher la solution itérative du problème Ax = b comme une combinaison
linéaire optimale d’éléments de Kk(A, r0). Différentes méthodes, classées sous le nom gé-
nérique de méthodes de Krylov existent. La méthode du gradient conjugué, étudiée au §7.2
est une méthode de Krylov adaptée aux matrices symétriques définies-positives. Pour être
en mesure de résoudre efficacement des systèmes linéaires plus généraux, on peut utiliser
la méthode du résidu minimal généralisée, connue communément sous l’acronyme GMRES
pour Generalized Minimal Residual Method, et proposée par Y. Saad [33]. Nous étudierons
cette méthode au §7.3.

7.2 Méthode du gradient conjugué

7.2.1 Problème de minimisation

Soit à résoudre le problème linéaire suivant :

Problème 7.1 Trouver x ∈ Rn solution de Ax = b, avec A ∈ Rn×n une matrice symé-
trique définie-positive, et b ∈ Rn.

Introduisons la fonctionnelle continue suivante :

{
J : Rn → R,

v 7→ 1

2
(Av, v)− (b, v).

Nous allons prouver le théorème 7.8 ci-dessous, qui fait le lien entre la résolution du pro-
blème 7.1 et la minimisation de la fonctionnelle J .

Théorème 7.8 Supposons A symétrique définie-positive, alors :
1. lim
‖v‖→+∞

J(v) = +∞ et J est strictement convexe sur Rn.

2. J admet un minimum unique en vmin tel que grad J(vmin) = 0n.
3. vmin = x (la solution au problème 7.1).

Démonstration :

1. Considérons (vi)i∈{1,··· ,n} une base orthonormale de vecteurs propres de A, avec
λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn les valeurs propres associées ordonnées (voir la proposition
A.20). Comme A est définie positive, λi > 0 : Av1 = λ1 v1, de sorte que 0 <
(Av1, v1) = λ1‖v1‖2 = λ1.

Si on écrit v =

n∑
i=1

vi vi, on a alors : (Av, v) =
∑

i λiv
2
i ≥ λ1‖v‖2, d’où :

J(v) ≥ 1

2
λ1‖v‖2 − (b, v), et donc lim

‖v‖→∞
J(v) = +∞.

Montrons que J est strictement convexe.
Considérons θ ∈ [0, 1] et v, w ∈ Rn tels que v 6= w. On a d’une part :

J(θv+(1−θ)w) =
1

2
θ2(Av, v)+θ(1−θ)(Av, w)+

1

2
(1−θ)2(Aw,w)−θ(b, v)−(1−θ)(b, w),

et d’autre part :

θJ(v) + (1− θ)J(w) =
1

2
θ(Av, v) +

1

2
(1− θ)(Aw,w)− θ(b, v)− (1− θ)(b, w),
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de sorte que la différence entre ces deux derniers calculs donne :

J(θv + (1− θ)w)− θJ(v)− (1− θ)J(w)

= −1

2
θ(1− θ)(Av, v)− 1

2
θ(1− θ)(Aw,w) + θ(1− θ)(Av, w)

= −1

2
θ(1− θ)(A(v − w), (v − w)) < 0.

2. Montrons d’abord l’existence d’un minimum. Par définition de l’infinum, il existe
(vk)k∈N une suite minimisante : lim

k→+∞
J(vk) = inf

v∈Rn
J(v). Et, comme lim

‖v‖→∞
J(v) =

+∞, (vk)k∈N est bornée : (vk)k∈N ∈ K où K ⊂ Rn est un compact. D’après le
théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite (vk′)k′∈N convergeant vers
vmin dans K.
Puisque J est continue, on a que J(vmin) = lim

k′→+∞
J(vk′) = inf

v∈Rn
J(v).

Le résultat d’unicité résulte de la convexité stricte de J , et peut être prouvé par
contradiction : soient v1 et v2 tels que v1 6= v2 et J(v1) = J(v2) = min

v∈Rn
J(v).

Soit θ ∈]0, 1[. On a : J(θv1 + (1 − θ)v2) < θJ(v1) + (1 − θ)J(v2) := min
v∈Rn

J(v), ce

qui est absurde.
Montrons que grad J(vmin) = 0. Soit h ∈ Rn, h 6= 0n.

On a par définition : (grad J(vmin), h) = lim
ε→0

1

ε
(J(vmin + εh)− J(vmin)) ≥ 0, et

également (grad J(vmin),−h) ≥ 0, d’où le résultat.

3. Calculons (grad J(v), h) = lim
ε→0

1

ε
(J(v + εh)− J(v)), pour h ∈ Rn :

(grad J(v), h) = lim
ε→0

1

ε

(
1

2
(Av, v) + ε(Av, h) + ε2(Ah, h)− (b, v)− ε(b, h)

−1

2
(Av, v) + (b, v)

)
= (Av − b, h).

On en déduit que Avmin − b = 0n, c’est-à-dire vmin = x.

�

7.2.2 Caractérisation du minimum

On a donc établi que x = argmin
y∈Rn

J(y). Considérons (pl)l∈{0,··· ,n−1} une base de Rn,

orthogonale par rapport au produit scalaire (A·, ·), ce que l’on note ⊥A. Soit x0 ∈ Rn et x

la solution du problème 7.1. On écrit : x − x0 :=
n−1∑
l=0

αlp
l, et on considère la fonction F :
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F : Rn → R

(α∗l )l 7→ J

(
x0 +

n−1∑
l=0

α∗l p
l

)
, de sorte que :

F ((α∗l )l) =
1

2
(Ax0, x0) +

1

2

∑
k,l

α∗k α
∗
l (Apk, pl)

+
n−1∑
l=0

α∗l (Ax0, pl)− (b, x0)−
n−1∑
l=0

α∗l (b, p
l)

= J(x0) +
1

2

∑
k,l

α∗k α
∗
l (Apk, pl) +

n−1∑
l=0

α∗l (Ax0 − b, pl).

En utilisant le fait que (pl)l est ⊥A, on obtient :
∑
k,l

α∗k α
∗
l (Apk, pl) =

∑
l

(α∗l )
2(Apl, pl),

et finalement : F ((α∗l )l) = J(x0) +
1

2

∑
l

(α∗l )
2(Apl, pl) +

∑
l

α∗l (Ax0 − b, pl).

La fonction F atteint son minimum pour (αl)l tel que pour tout l,
∂F

∂α∗l
((αl)l) = 0, c’est-

à-dire pour (αl)l tel que pour tout l, αl(Apl, pl) + (Ax0− b, pl) = 0. Ainsi, x = vmin se met
sous la forme :

x = x0 +
n−1∑
l=0

αl p
l avec αl :=

(b− Ax0, pl)

(Apl, pl)
pour l = 0, · · · , n− 1. (7.2)

A partir d’une base (pl)l et avec un vecteur initial x0, on peut construire une solution au
problème 7.1. Pour k = 1, · · · , n− 1, on pose : xk := x0 +

k−1∑
l=0

αl p
l la solution à l’itération k,

rk := b− Axk le résidu à l’ordre k.

Remarquons que pour k = 0, · · · , n− 2 : xk+1 = x0 +
k∑
l=0

αl p
l = xk + αk p

k,

rk+1 = b− Axk+1 = b− Axk − αkApk = rk − αkApk.
(7.3)

En outre, pour k = 0, · · · , n− 2 :

(rk+1, pk+1) = (b− Axk+1, pk+1) = (b− A(x0 +
∑

l≤k αl p
l), pk+1),

= (b− Ax0, pk+1)−
∑

l≤k αl(Apl, pk+1),

= (b− Ax0, pk+1) = (r0, pk+1) car (pk)k ⊥A .
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On en déduit que ∀k = 0, · · · , n− 1, (r0, pk) = (rk, pk).
On propose alors l’algorithme suivant pour calculer x :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Rn
r0 = b− Ax0

p0 = r0

itérations : pour k = 0, · · · , n− 2, faire

αk =
(r0, pk)

(Apk, pk)
, xk+1 = xk + αkp

k

rk+1 = rk − αkApk
construire pk+1 tel que (pl)l=0,··· ,k+1 est ⊥A

fin

(7.4)

Pour le choix de pk+1, on propose dans la suite une récurrence courte, à deux termes,
faisant intervenir uniquement des quantités déterminées à l’itération courante et l’itération
précédente. Choisissons donc pk+1 tel que pk+1 = rk+1 + βkp

k vérifiant (Apk+1, pk) = 0.
Par définition : (Apk+1, pk) = (Ark+1, pk) + βk(Apk, pk) = 0, d’où :

βk = −(Ark+1, pk)

(Apk, pk)
pour k = 0, · · · , n− 2.

Remarque 7.9 La condition (pk)k est ⊥A implique (Apk+1, pk) = 0 et on verra ci-dessous
que la réciproque est vraie pour A symétrique définie-positive avec le choix xk+1 = rk+1 +
βkpk ! On renvoie à la propriété (i) de la proposition 7.10. Cette récurrence courte (à deux
termes) ne fonctionne pas en général, c’est-à-dire avec A quelconque !

On note que l’algorithme (7.4) converge en au plus n−1 itérations d’après la formule (7.2).
Mais il peut converger en moins d’itérations : en effet, si rk+1 = 0 pour k < n − 2, alors
on a b = Axk+1 et xk+1est la solution cherchée. Dans ce cas, on interrompt l’algorithme.

7.2.3 Algorithme du gradient conjugué

On parle de conjugaison car les directions (pk)k sont conjuguées par rapport à A :
(Apk, pl) = 0 si k 6= l. L’algorithme du gradient conjugué, lorsque la matrice A est symé-
trique définie-positive, s’écrit alors :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Rn
r0 = b− Ax0

p0 = r0

itérations : pour k = 0, 1, · · · , faire

αk =
(rk, pk)

(Apk, pk)
, xk+1 = xk + αkp

k

rk+1 = rk − αkApk

βk = −(Ark+1, pk)

(Apk, pk)
, pk+1 = rk+1 + βkp

k

tant que ‖rk+1‖ 6= 0.
fin

(7.5)



159

On vérifie par récurrence sur k = 0, · · · que rk défini par (7.5) est bien le résidu, c’est-à-dire
que rk = b − Axk. C’est vrai pour k = 0 (initialisation). Supposons que c’est vrai pour
k. Alors, si on exécute l’algorithme, on a : rk+1 = rk − αkApk = rk + A(xk − xk+1) =
(rk + Axk)− Axk+1 = b− Axk+1.

Proposition 7.10 Supposons que la matrice A soit symétrique définie-positive.
Alors pour k = 0, · · · :

(∅) (rk, pk) = ‖rk‖2.

Si la convergence n’est pas atteinte à l’itération k, alors :

(i) (Apk+1, pl) = 0, l ≤ k.

(ii) (rk+1, rl) = 0, l ≤ k.

(iii) (rk+1, pl) = 0, l ≤ k.

Avant d’effectuer la démonstration, remarquons qu’une conséquence de (∅) est que

(rk, pk) = 0⇒ ‖rk‖ = 0,

c’est-à-dire que si (rk, pk) = 0, la convergence est atteinte à l’itération k. Pour la démons-
tration, nous allons utiliser la contraposée : si la convergence n’est pas atteinte à l’itération
k, on a alors : (rk, pk) 6= 0, de sorte que pk 6= 0n et (Apk, pk) 6= 0 puisque A est définie-
positive. En particulier, on peut définir αk et βk.

Démonstration : Montrons la proposition 7.10 par récurrence sur k.
A l’itération k = 0, on dispose de x0, r0 = b− Ax0, p0 = r0, d’où :

(∅)k=0 (r0, p0) = ‖r0‖2
Si x0 6= x (pas de convergence) : α0 et β0 existent.

(i)k=0 p1 = r1 + β0p
0 := r1 − (Ar1, p0)

(Ap0, p0)
p0 :

(Ap1, p0) = (Ar1, p0)− (Ar1, p0)

(Ap0, p0)
(Ap0, p0) = 0.

(ii)k=0 (r1, r0) = (b− Ax1, r0) = (b− A(x0 + α0p
0), r0) cf. déf. x1,

= (r0 − α0Ap0, r0) = (r0 − α0Ap0, p0) car p0 = r0,

= (r0, p0)− α0(Ap0, p0) = 0 cf. déf. α0.

(iii)k=0 (r1, p0) = (r1, r0) = 0 cf. (ii)k=0.

Supposons que (∅)−(i)−(ii)−(iii) soient vraies jusqu’à l’itération k, et que la convergence
ne soit pas atteinte. Qu’en est-il à l’itération k + 1 ?

(∅)k+1 (rk+1, pk+1) = (rk+1, rk+1) + βk(r
k+1, pk) cf. déf. pk+1,

= ‖rk+1‖2 cf. (iii)k.
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Comme la convergence n’est pas atteinte à l’itération k, αk+1 et βk+1 existent.

(iii)k+1 l ≤ k + 1 : (rk+2, pl) = (b− Axk+2, pl) cf. déf. rk+2,

= (b− Axk+1 − αk+1Apk+1, pl) cf. déf. xk+2,

⇒ (rk+2, pl) = (rk+1, pl)− αk+1 (Apk+1, pl) cf. déf. rk+2,

si l ≤ k (rk+2, pl) = 0 cf. (iii)k et (i)k,

si l = k + 1 (rk+2, pl) = 0 cf. déf. αk+1.

(ii)k+1 0 < l ≤ k + 1 : (rk+2, rl) = (rk+2, pl − βl−1p
l−1) cf. déf. pl>0,

= (rk+2, pl)− βl−1(rk+2, pl−1) = 0 cf. (iii)k+1,

si l = 0 (rk+2, r0) = (rk+2, p0) = 0 cf. (iii)k+1.

(i)k+1 l ≤ k + 1 (Apk+2, pl) = (Ark+2, pl) + βk+1(Apk+1, pl) cf. déf. pk+2,

si l = k + 1 (Apk+2, pl) = 0 cf. déf. βk+1,

si l ≤ k (Apk+2, pl) = (Ark+2, pl) cf. (i)k,

= (rk+2,Apl) car A est symétrique,

=
1

αl
(rk+2, rl − rl+1), αl 6= 0 cf. (∅)l≤k,

= 0 cf. (ii)k+1.

Ceci achève la démonstration. �
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En outre, on peut vérifier des propriétés additionnelles tant qu’on n’a pas convergé :

(iv) αk =
(rk, pk)

(Apk, pk)
=
‖rk‖2

(Apk, pk)
cf. (∅).

(v) βk = −(Ark+1, pk)

(Apk, pk)
= −(rk+1,Apk)

(Apk, pk)
car A est symétrique,

= − 1

αk

(rk+1, rk − rk+1)

(Apk, pk)
voir plus haut,

=
1

αk

‖rk+1‖2

(Apk, pk)
cf. (ii),

=
‖rk+1‖2

‖rk‖2
.

(vi) dim(Ek) = k, où on a défini Ek = vect(r0, · · · , rk−1), et d’après (ii).

(vii) Ek = vect(p0, · · · , pk−1) = vect(r0, Ar0, · · · ,Ak−1r0) par récurrence.

(viii) xk = argmin
y∈x0+Ek

J(y) = argmin
y∈x0+Kk(A,r0)

J(y), d’après la section 7.2.1.

Montrons la propriété (vii), en se souvenant qu’on calcule rk−1 à l’itération k − 2.

Proposition 7.11 Si on n’a pas convergé à l’itération k − 2, alors dim(Ek) = k, avec la
convention que l’initialisation correspond à l’itération −1. De plus, Ek = vect(p0, · · · , pk−1) =
vect(r0, Ar0, · · · ,Ak−1r0).

Démonstration : La preuve se fait par récurrence sur la dimension de Ek.
Pour k = 1, on a E1 = vect(r0) = vect(p0), par définition de p0 et dim(E1) = 1 si x0 6= x.
Pour k = 2, on a : p1 = r1 + β0p

0 = r1 + β0r
0.

Si on n’a pas convergé à l’itération 0 (= k − 2), r1 6= 0n, β0 :=
‖r1‖2

‖r0‖2
6= 0 et d’après (iii)

(voir la proposition 7.10) r1 est orthogonal à r0, d’où E2 = vect(r0, r1) = vect(p0, p1) et
dim(E2) = 2.

De plus, on a : r1 = r0−α0Ap0 = r0−α0Ar0, où α0 :=
‖r0‖2

(Ap0, p0)
6= 0 (on rappelle que α0

est bien défini car (Ap0, p0) > 0, la matrice A étant définie-positive.
Comme (r0, r1) = 0, le vecteur Ar0 est linéairement indépendant de r0 (et donc des vecteurs
de E1), d’où Ar0 ∈ E2 et E2 = vect(r0,Ar0).
Soit k > 2. On suppose que l’espace vectoriel Ek = vect(r0, · · · , rk−1) est tel dim(Ek) = k,
et qu’on a l’identité Ek = vect(p0, · · · , pk−1) = vect(r0, Ar0, · · · ,Ak−1r0).
Si on n’a pas convergé à l’itération k − 1, alors rk 6= 0n, et d’après l’égalité (iii) de la
proposition 7.10, les vecteurs rl, l = 0, · · · , k étant orthogonaux entre eux, dim(Ek+1) =
k + 1.
Comme pk−1 ∈ Ek, et que le vecteur rk ∈ Ek+1 est tel que rk /∈ Ek, alors le vecteur
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pk := rk + βk−1p
k−1 ∈ Ek+1 est tel que pk /∈ Ek. D’où : Ek+1 = vect(p0, · · · , pk).

On a : rk = rk−1 − αk−1Apk−1 (avec αk−1 6= 0 car on n’a pas convergé).

Décomposons pk−1 sur la base (r0, Ar0, · · · ,Ak−2r0) : pk−1 =
k−2∑
l=0

µlAlr0.

Comme pk−1 ∈ Ek = Kk(A, r0) et pk−1 /∈ Ek−1 = Kk−1(A, r0), alors µk−2 6= 0 (cf. lemme
7.4). On a :

rk = rk−1 − αk−1

k−2∑
l=0

µlAl+1r0,

= rk−1 − αk−1

k−2∑
l=1

µl−1Alr0 − αk−1 µk−2Ak−1r0.

Les deux premiers termes appartiennent à Ek−1, et donc àKk−1(A, r0). Comme αk−1 µk−2 6=
0, on a : rk ∈ Kk(A, r0). Une analyse dimensionnelle élémentaire permet de conclure que
Ak−1r0 est linéairement indépendant des vecteurs de Kk−1(A, r0), et que Ek = Kk(A, r0).
�

D’après ce qui précède, on a le résultat ci-dessous.

Corollaire 7.12 L’algorithme du gradient conjugué converge en n− 1 itérations au plus.

Remarque 7.13 Si on résout le Laplacien en 1D par la méthode des différences finies,
avec x0 = 0n, on converge en général en exactement n− 1 itérations.

En pratique, on se donne un critère d’arrêt sur la norme du résidu, qui interrompt
l’algorithme avant l’itération n− 2. En utilisant les expressions (iv) et (v), l’algorithme du
gradient conjugué (GC) 7.5 s’écrit alors (avec ε > 0 donné) :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Rn l’approximation de la solution x
r0 = b− Ax0 le résidu
p0 = r0 la direction de descente

itérations : pour k = 0, 1, · · · , faire

αk =
‖rk‖2

(Apk, pk)
xk+1 = xk + αkp

k l’approximation de la solution x
rk+1 = rk − αkApk le résidu

βk =
‖rk+1‖2

‖rk‖2
pk+1 = rk+1 + βkp

k la direction de descente
tant que ‖rk+1‖ ≥ ε‖r0‖ on n’a pas convergé !

fin

(7.6)

Remarque 7.14 Il est judicieux de sauvegarder le calcul de qk := Apk afin d’éviter de le
réaliser deux fois par itération !



163

7.2.4 Préconditionnement

On introduit : e(xk) = (A(xk − x), xk − x)
1/2, qui mesure l’erreur entre la solution

calculée à l’itération k et la solution exacte. Ce critère porte à la fois sur le résidu et sur
l’erreur de l’itération k.
Le théorème 7.15 ci-dessous permet de quantifier e(xk) (voir [26]) :

Théorème 7.15 Soit κ(A) le nombre de conditionnement de A, voir (6.7). On a :

e(xk) ≤ 2

(√
κ(A)− 1√
κ(A) + 1

)k
e(x0).

Remarquons que plus κ(A) est proche de 1, plus la convergence du gradient conjugué
est rapide. On rappelle de plus que A étant supposée symétrique définie-positive, alors

κ(A) =
λmax(A)

λmin(A)
, où λmax(A) est la plus grande valeur propre de A et λmin(A) est la plus

petite valeur propre de A (avec la notation de la démonstration du théorème 7.8, on a :

κ(A) =
λ1

λn
).

Il est possible d’améliorer le conditionnement de la matrice à l’aide d’un précondi-
tionnement. Le principe est le suivant : on considère une matrice M ∈ Rn×n inversible,
telle que κ(M−1A) << κ(A), et on multiplie le système linéaire à résoudre par M−1 (on
peut alors introduire ePREC(xk) = (M−1A(xk − x), xk − x)

1/2 où M−1A(xk − x) est le
résidu du système linéaire préconditionné). Le problème 7.1 se réécrit : trouver x ∈ Rn
tel que M−1Ax = M−1b. Comme M est symétrique définie-positive, d’après la propo-
sition A.20, il existe deux matrices Q ∈ Rn×n orthogonale et D ∈ Rn×n diagonale à
coefficients di = Di,i, i = 1, · · · , n strictement positifs, telle que : M = QDQT . On
peut définir la matrice égale à M1/2 = QD1/2QT , avec D1/2 = diag(

√
di) ; on a donc :

M1/2M1/2 = QD1/2QTQD1/2QT = M (car QTQ = In). Dans ce cas, résoudre le problème
7.1 est équivalent à résoudre :

Problème 7.2 Trouver x ∈ Rn tel que M−1/2AM−1/2y = M−1/2b, avec y = M1/2x.

La matrice Ã = M−1/2AM−1/2 est symétrique définie-positive : on peut donc utiliser
l’algorithme du gradient conjugué. De plus, elle est semblable à M−1A : Ã et M−1A ont
donc les mêmes valeurs propres et le même nombre de conditionnement.

Tous calculs faits, et en revenant à l’inconnue x, l’algorithme du gradient conjugué
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préconditionné (GCP) s’écrit (avec ε > 0 donné) :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Rn l’approximation de la solution x
r0 = b− Ax0 le résidu
Mz0 = r0

p0 = z0 la direction de descente
itérations : pour k = 0, 1, · · · , faire

αk =
(rk, zk)

(Apk, pk)
xk+1 = xk + αkp

k l’approximation de la solution x
rk+1 = rk − αkApk le résidu
Mzk+1 = rk+1

βk =
(rk+1, zk+1)

(rk, zk)
pk+1 = zk+1 + βkp

k la direction de descente
tant que ‖rk+1‖ ≥ ε‖r0‖ on n’a pas convergé !

fin

(7.7)

Remarquons que si M = In, les algorithmes du GC (7.6) et du GCP (7.7) sont bien
identiques. à chaque itération du GCP, on doit résoudre un système linéaire de matrice
M (ligne Mzk+1 = rk+1), il est judicieux de choisir M de sorte que ce calcul ait un coût
réduit.

En résumé, les propriétés imposées (tout au moins souhaitées !) pour que le précondi-
tionnement M soit efficace sont :

1. M symétrique, définie-positive,

2. Mz = r est "facile" à résoudre (via un algorithme parallèle par exemple),

3. κ(M−1A) << κ(A).

La parallélisation de l’algorithme du gradient conjugué (préconditionné ou non) se fait de
la même façon que celle des algorithmes itératifs vus précédemment : on parallélise les
produits matrice-vecteurs.

7.2.5 Conclusion

D’après les propriétés (vii)− (viii), on a le théorème suivant :

Théorème 7.16 On considère A ∈ Rn×n symétrique définie-positive, et J la fonctionnelle
associée au problème 7.1. Alors xk, la solution à l’itération k − 1 du gradient conjugué est
telle que :

xk = argmin
y∈x0+Kk(A,r0)

J(y).
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7.3 Le GMRES

D’après ce qui précède, il semble intéressant de chercher la solution itérative du pro-
blème Ax = b comme une combinaison linéaire optimale d’éléments de (Kk(A, r0))k. Et,
pour les matrices symétriques définies-positives, on a vu qu’on peut en outre réaliser cette
recherche à l’aide d’une récurrence courte (à deux termes). Lorsque la matrice n’est pas
symétrique définie-positive, différentes méthodes itératives existent, basées sur la recherche
(optimale) d’éléments de (Kk(A, r0))k. Elles sont classées sous le nom générique de mé-
thodes de Krylov. Selon cette terminologie, la méthode du gradient conjugué est donc
une méthode de Krylov adaptée aux matrices symétriques définies-positives. Nous allons
maintenant étudier la méthode du résidu minimal généralisé, connue communément sous
l’acronyme GMRES pour "Generalized Minimal Residual Method", et proposée par Y.
Saad [33].

7.3.1 Problème de minimisation

Soit à résoudre le problème linéaire suivant :

Problème 7.3 Trouver x ∈ Kn |Ax = b, avec A ∈ Kn×n une matrice inversible, et
b ∈ Kn.

On a vu au théorème 7.6 que la solution x du problème 7.3 était telle que x ∈ x0 +
Kmmax(A, r0). Lorsque la matrice A est symétrique-définie positive, d’après le théorème
7.16, à l’itération k − 1, la solution approchée xk est égale à argmin

y∈x0+Kk(A,r0)

J(y).

Dans le cas général, on cherche à minimiser la fonctionnelle

K :

{
x0 +Kk(A, r0) → R

z 7→ ‖b− Az‖ .

Si on écrit z = x0 + y, y ∈ Kk(A, r0), on a ‖b− A(x0 + y)‖ = ‖r0 − Ay‖.
Soit ε > 0 donné. Considérons l’algorithme suivant :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn

r0 = b− Ax0

itérations : pour k = 0, 1, · · · , faire
yk+1 = argmin

y∈Kk+1(A,r0)

‖r0 − Ay‖

xk+1 = x0 + yk+1

rk+1 = b− Axk+1

tant que ‖rk+1‖ ≥ ε‖r0‖
fin

(7.8)

Ainsi, pour k ∈ N, le vecteur Ayk+1 est la projection orthogonale de r0 sur l’espace
AKk+1(A, r0), et yk+1 est la projection orthogonale de A−1 r0 sur l’espace Kk+1(A, r0)
pour la norme ‖ · ‖A. Par construction, on a rk+1 = r0 + A(x0 − xk+1) = r0 −Ayk+1, avec
yk+1 ∈ Kk+1(A, r0). On a donc Ayk+1 ∈ Kk+2(A, r0) et rk+1 ∈ Kk+2(A, r0).
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Proposition 7.17 Tant que rk+1 6= 0n (on n’a pas convergé), alors k + 1 < mmax.
Si rk+1 = 0n (on a convergé), alors mmax = k + 1.

Démonstration : Si rk+1 = 0n, alors on a xk+1 = x. Or, d’après le théorème 7.6,
x − x0 ∈ Kmmax(A, r0), et d’après l’algorithme (7.8), x − x0 = xk+1 − x0 ∈ Kk+1(A, r0).
D’où : k + 1 = mmax. �

Soit k ∈ N, tel qu’on n’ait pas convergé, et considérons k + 1 vecteurs de Kn notés
(v0, . . . , vk) et formant une base de Kk+1(A, r0).

Décomposons yk+1 ∈ Kk+1(A, r0) sur cette base : yk+1 =

k∑
l=0

yk+1
l vl.

Soit Vk+1 ∈ Kn×(k+1) la matrice telle que

∀i ∈ {1, · · · , n}, ∀j ∈ {0, · · · , k − 1}, (Vk+1)i,j+1 = (vj)i,

c’est-à-dire dont la (j + 1)eme colonne est le vecteur vj . Soit yk+1 = (yk+1
0 , · · · , yk+1

k )T ∈
Kk+1. Remarquons que par construction : yk+1 = Vk+1yk+1. Comment déterminer yk+1 ?

Proposition 7.18 On considère une itération k telle que k + 1 ≤ mmax.

La fonctionnelle fk+1 :

{
Kk+1 → R+

y 7→ ‖r0 − AVk+1y‖2
est strictement convexe et réalise

son minimum pour y = yk+1 ∈ Kk+1 tel que :

Zk+1yk+1 = qk+1 avec


Zk+1 := V∗k+1A∗AVk+1,

qk+1 = V∗k+1A∗r0.
(7.9)

La matrice Zk+1 ∈ C(k+1)×(k+1) (resp. R(k+1)×(k+1)) est une matrice hermitienne (resp.
symétrique) définie-positive.

Démonstration :
1. Montrons que fk+1 est strictement convexe. On procède comme dans la preuve du

théorème 7.8. Soit θ ∈]0, 1[. Soient x, y ∈ Kk+1.
Posons x = r0 − AVk+1x ∈ Kn et y = r0 − AVk+1y ∈ Kn. On a :

fk+1(θx + (1− θ)y) = ‖r0 − θAVk+1x− (1− θ)AVk+1y‖2

= ‖θ(r0 − AVk+1x) + (1− θ)(r0 − AVk+1y)‖2

= ‖θx+ (1− θ)y‖2

et : θfk+1(x) + (1− θ)f(y) = θ‖x‖2 + (1− θ)‖y‖2.

D’où la stricte convexité , puisque x 7→ ‖x‖2 est strictement convexe.
Il y a égalité si et seulement si x = y, c’est-à-dire AVk+1x = AVk+1y, ce qui équivaut
à Vk+1x = Vk+1y car A est inversible. Comme k + 1 ≤ mmax, Kk+1(A, r0) est de
dimension k + 1, et vect(v0, · · · , vk) est une famille libre de Kn. On en déduit que la
matrice associée Vk+1 est de rang k + 1, et que son noyau est le vecteur nul. Ainsi,
Vk+1x = Vk+1y⇔ x = y : le minimum est unique.
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2. Le minimum de fk+1 est atteint pour yk+1 tel que grady fk+1(yk+1) = 0k+1.

C’est-à-dire que ∀i ∈ {0, · · · , k}, ∂fk+1

∂yi
(yk+1) = 0.

Posons wi = Avi. On a : AVk+1 = A (v0, · · · , vk) = (A v0, · · · , Avk) = (w0, · · · , wk).

Ainsi, pour y = (y0, · · · , yk)T ∈ Kk+1 on a : AVk+1y =

k∑
i=0

yiw
i, d’où :

fk+1(y) =

∥∥∥∥∥r0 −
k∑
i=0

yiw
i

∥∥∥∥∥
2

= ‖r0‖2 −
k∑
j=0

yj(r
0, wj)−

k∑
i=0

yi(w
i, r0) +

k∑
i=0

yi
k∑
j=0

yj(w
i, wj).

On obtient alors :

∀i ∈ {0, · · · , k}, ∂fk+1

∂yi
(y) = 2

−(wi, r0) +
k∑
j=0

yj(w
i, wj)

 . (7.10)

Soit Zk+1 ∈ K(k+1)×(k+1) telle que ∀i, j ∈ {0, · · · , k}, (Zk+1)i,j = (wj , wi).
On a bien Z∗k+1 = Zk+1.
Soit qk+1 ∈ Kk+1 tel que ∀i ∈ {0, · · · , k}, qk+1

i = (r0, wi).

Les équations (7.10) s’annulent pour y ∈ Kk+1 tel que
∂fk+1

∂yi
(y) = 0, ou −qk+1

i +

(Zk+1y)i = 0, ∀i ∈ {0, · · · , k}. On en déduit que yk+1 est tel que : Zk+1yk+1 = qk+1.
On laisse le lecteur vérifier que (V∗k+1A∗AVk+1) = Zk+1 et que qk+1 = V∗k+1A∗r0.

3. Soit x ∈ Kk+1\{0k+1}. On a : (Zk+1x, x) = (AVk+1x,AVk+1x) = ‖AVk+1x‖2 > 0
car Vk+1 est de rang maximal et A est inversible.

�
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L’algorithme (7.8) se réécrit, avec le changement de variable yk+1 = Vk+1yk+1 :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn

r0 = b− Ax0

construire v0, V1 = (v0)
q0 = (r0,Av0)

itérations : pour k = 0, 1, · · · , faire
calculer Zk+1 = V∗k+1A∗AVk+1

calculer qk+1 = V∗k+1A∗r0

résoudre Zk+1yk+1 = qk+1

xk+1 = x0 + Vk+1yk+1

rk+1 = b− Axk+1

tant que ‖rk+1‖ ≥ ε‖r0‖
sinon
calculer vk+1 tel que vect(v0, · · · , vk+1) = Kk+2(A, r0)
poser Vk+2 = (v0, · · · , vk+1)

fin tant que
fin pour k

(7.11)

Si la base (vi)i=0,k de Kk+1(A, r0) n’a pas de structure particulière, alors le système linéaire
Zk+1yk+1 = qk+1 peut être mal conditionné. Pour éviter la dégénérescence numérique de
la base naturelle (Ai r0)i=0,k de Kk+1(A, r0) [25], on peut appliquer la procédure d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt (voir le §5.14.4).

7.3.2 Utilisation de l’algorithme d’Arnoldi

La procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliquée à la base (Ai r0)i=0,k

est connue sous le nom d’algorithme d’Arnoldi :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn

r0 = b− Ax0

v0 = r0/‖r0‖
itérations : pour k = 0, 1, · · · , faire
initialiser vk+1

vk+1 = Avk
orthogonaliser vk+1 (procédure de Gram-Schmidt)
itérations : pour l = 0, · · · , k, faire
hl,k = (Avk, vl) ou bien hl,k = (vk+1, vl)
vk+1 = vk+1 − hl,kvl

fin pour l
normaliser vk+1

poser hk+1,k = ‖vk+1‖
tant que hk+1,k 6= 0
vk+1 = vk+1/hk+1,k

fin tant que
fin pour k

(7.12)
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Dès que hk+1,k = 0, on arrête l’algorithme car dans ce cas les espaces vectoriels Kk+2(A, r0)
et Kk+1(A, r0) sont égaux, alors que Kk(A, r0) ( Kk+1(A, r0). D’après le lemme 7.4, on a
atteint la dimension maximale : k + 1 = mmax.
La version hl,k = (Avk, vl) correspond à la procédure de Gram-Schmidt classique, alors
que la version hl,k = (vk+1, vl) correspond à la procédure de Gram-Schmidt modifiée.
Ces procédures sont équivalentes lorsque les calculs sont exacts (voir le §4.1) : on a bien
construit une base orthonormale.

Soit Hk+2,k+1 ∈ K(k+2)×(k+1) la matrice contenant les coefficients (hl,m)l=0,k+1;m=0,k.

Pour l = 0, · · · , k+ 1 et m = 0, · · · , k, on a : (Hk+2,k+1)l+1,m+1 =

{
hl,m si l ≤ m+ 1,

0 si l > m+ 1,
,

c’est-à-dire :

Hk+2,k+1 =



h0,0 · · · · · · h0,k

h1,0
. . . . . .

...

0
. . . . . .

...
. . . hk,k−1 hk,k

0 0 hk+1,k


.

Soit Hk+1 ∈ K(k+1)×(k+1) la matrice de Hessenberg supérieure 42 extraite de Hk+2,k+1 :
pour tout l,m = {0, · · · , k}, (Hk+1)l+1,m+1 = (Hk+2,k+1)l+1,m+1. On a donc :

Hk+1 =


h0,0 · · · · · · h0,k

h1,0
. . . . . .

...

0
. . . . . .

...
0 hk,k−1 hk,k

 .

Dans la suite, on notera em1 le premier vecteur de la base canonique orthonormale de Km,
respectivement Im la matrice identité, pour m ∈ {1, · · · , n− 1}.

Proposition 7.19 Soient k+ 1 < mmax et Vk+1 ∈ Kn×(k+1), la matrice dont les colonnes
sont les vecteurs (v0, · · · , vk) de l’algorithme d’Arnoldi (7.12).
On a l’égalité suivante : pour tout k ∈ {0, · · · ,mmax − 2} :

Vk+2Hk+2,k+1 = AVk+1. (7.13)

On en déduit, par construction, que pour tout k ∈ {0, · · · ,mmax − 1} :

V∗k+1AVk+1 = Hk+1. (7.14)

D’autre part, la matrice Zk+1, construite dans l’algorithme (7.11) en appliquant la procédure
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, est telle que :

Zk+1 = H∗k+2,k+1Hk+2,k+1. (7.15)

Comme A est inversible et Vk+1 de rang maximal, la matrice Hk+1 est inversible. Elle
correspond à la projection de l’application linéaire associée à A dans la base des vecteurs
d’Arnoldi.
Démonstration :
42. une matrice de Hessenberg supérieure est une matrice carrée presque triangulaire : les termes sous la

diagonale sont nuls, sauf ceux se trouvant immédiatement sous la diagonale (c’est-à-dire d’indice (l+1, l)).
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1. Montrons l’égalité (7.13) par récurrence.
On considère la procédure de Gram-Schmidt classique.
Pour l’itération k = 0, d’après l’algorithme (7.12), on a : V1 = (v0), et h1,0v

1 =
Av0−h0,0v

0 = AV1−h0,0v
0. On a donc : h0,0v

0+h1,0v
1 = AV1, d’où : V2H2,1 = AV1.

On suppose qu’à l’itération k > 0, on a : Vk+1Hk+1,k = AVk. Par construction de
Vk+2 et Hk+2,k+1, on obtient :

(Vk+2Hk+2,k+1):,1:k = Vk+1Hk+1,k = AVk = (AVk+1):,1:k.

D’après (7.12), vk+1 est construit de sorte que :

hk+1,kv
k+1 = Avk −

k∑
l=0

hl,kv
l ⇔

k+1∑
l=0

vlhl,k = Avk

c’est-à-dire sous forme matricielle : (Vk+2Hk+2,k+1):,k+1 = (AVk+1):,k+1.
D’où : Vk+2Hk+2,k+1 = AVk+1.

2. On déduit l’égalité (7.14) de l’égalité (7.13).
En effet, on a : V∗k+1AVk+1 = V∗k+1Vk+2Hk+2,k+1.
Pour l = 1, · · · , k + 1, les matrices Vl sont formées de vecteurs (colonne) unitaires,
deux à deux orthogonaux, et sont construites de sorte que : Vl+1 = (Vl, vl), avec
∀m ∈ {0, · · · , l − 1}, (vm, vl) = 0.
On en déduit que : (V∗k+1Vk+2):,1:k+1 = Ik+1, et (V∗k+1Vk+2):,k+2 = 0k+1.
D’où : V∗k+1AVk+1 = Hk+1.

3. Enfin, l’égalité (7.15) est déduite la définition de Zk+1 et de l’égalité (7.13).

�

Proposition 7.20 Le vecteur qk+1 construit dans l’algorithme (7.11) en appliquant la
procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est tel que :

qk+1 = ‖r0‖H∗k+2,k+1e1, où e1 = ek+2
1 .

Démonstration : On a qk+1 = ‖r0‖V∗k+1A∗v0 par définition de v0.
De plus, V∗k+1A∗ = H∗k+2,k+1V∗k+2. Comme vect(v0, · · · , vk+1) est une famille libre or-
thonormée, alors V∗k+2v

0 = ((v0, v0), (v0, v1), · · · , (v0, vk+1))T = (1, 0, · · · , 0)T = ek+2
1 ∈

Kk+2. D’où V∗k+1A∗v0 = H∗k+2,k+1V∗k+2v
0 = H∗k+2,k+1ek+2

1 et la conclusion suit. �

Avec application de la procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, l’algorithme
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(7.11) se réécrit : ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn

r0 = b− Ax0

v0 = r0/‖r0‖
q0 = (q0) = (r0,Av0)

itérations : pour k = 0, 1, · · · , faire
vk+1 = Avk
itérations : pour l = 0, · · · , k, faire
hl,k = (Avk, vl)
vk+1 = vk+1 − hl,kvl

fin pour l
hk+1,k = ‖vk+1‖
tant que hk+1,k 6= 0
vk+1 = vk+1/hk+1,k

construire Hk+2,k+1

calculer Zk+1 = H∗k+2,k+1Hk+2,k+1

calculer qk+1 = ‖r0‖H∗k+2,k+1e1

résoudre Zk+1yk+1 = qk+1

xk+1 = x0 + Vk+1yk+1

rk+1 = b− Axk+1

tant que ‖rk+1‖ ≥ ε‖r0‖
fin tant que

fin pour k

(7.16)

Soit hk+1 ∈ Kk+1 tel que : hk+1 := (h0,k, · · · , hk,k)T . On construit Hk+2,k+1 à partir de
Hk+1,k de la façon suivante :

Hk+2,k+1 =

(
Hk+1

0k
T hk+1,k

)
=

(
Hk+1,k hk+1

0k
T hk+1,k

)
(7.17)

Nous allons maintenant étudier le calcul de Zk+1 et la résolution de Zk+1yk+1 = qk+1.

7.3.3 Factorisation QR de la matrice Hk+2,k+1

D’après la proposition 5.28, il existe une matrice unitaire Qk+2 ∈ K(k+2)×(k+2), et une
matrice triangulaire supérieure Rk+2,k+1 ∈ K(k+2)×(k+1) telles queHk+2,k+1 = Qk+2Rk+2,k+1.
La dernière ligne de Rk+2,k+1 est nulle, puisque c’est une matrice triangulaire supérieure :
(Rk+2,k+1)l,m = 0 si l > m. On utilise explicitement cette propriété ci-dessous. On pose :

Rk+1 = (Rk+2,k+1)1:k+1,: ∈ K(k+1)×(k+1), Q̃k+1 = (Qk+2)1:k+1,1:k+1 ∈ K(k+1)×(k+1).
(7.18)

On a donc : Rk+2,k+1 =

(
Rk+1

0k+1
T

)
.
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Proposition 7.21 La matrice Rk+1 est inversible, et la résolution du système linéaire de
l’algorithme (7.16) : Trouver yk+1 tel que Zk+1yk+1 = qk+1 est équivalente à la résolution
du système linéaire :

Trouver yk+1 tel que Rk+1yk+1 = ‖r0‖Q̃∗k+1e1, où e1 = ek+1
1 . (7.19)

Observons que la matrice Rk+1 étant une matrice triangulaire supérieure, on utilise un
algorithme de remontée pour résoudre le système linéaire (7.19), dont la complexité est
d’ordre (k + 1)2 (voir la proposition 5.37).

Démonstration :
— Montrons que Rk+1 est inversible. On a :

Hk+1 = (Hk+2,k+1)1:k+1,: par définition,
= (Qk+2Rk+2,k+1)1:k+1,: factorisation QR,
= (Qk+2)1:k+1,1:k+1(Rk+2,k+1)1:k+1,1:k+1 car Rk+2,k+1 est triangulaire

supérieure,
= Q̃k+1Rk+1 par définition.

D’après (7.14), Hk+1 est inversible. Les matrices Q̃k+1 et Rk+1 le sont donc aussi.
— Exprimons Zk+1 à l’aide de de la factorisation QR de la matrice Hk+2,k+1 :

Zk+1 = H∗k+2,k+1Hk+2,k+1 d’après (7.15),
= R∗k+2,k+1Q∗k+2Qk+2Rk+2,k+1 factorisation QR,
= R∗k+2,k+1Rk+2,k+1 car Qk+2 est unitaire,
= R∗k+1Rk+1 car Rk+2,k+1 est triangulaire supérieure.

— On note que :

H∗k+2,k+1ek+2
1 =

(
H∗k+1

0k
hk+1,k

)(
ek+1

1

0

)
d’après (7.17),

= H∗k+1ek+1
1 ,

= R∗k+1 Q̃∗k+1ek+1
1 voir la 1ère étape,

d’où finalement qk+1 = ‖r0‖R∗k+1 Q̃∗k+1ek+1
1 d’après la proposition 7.20.

Ainsi, résoudre Zk+1yk+1 = qk+1 équivaut à résoudre : R∗k+1Rk+1yk+1 = ‖r0‖R∗k+1Q̃∗k+1ek+1
1 .

Puisque R∗k+1 est inversible, c’est également équivalent à la résolution du système linéaire
Rk+1yk+1 = ‖r0‖Q̃∗k+1ek+1

1 comme annoncé. �

Proposition 7.22 Posons q0,k+1 := (Q∗k+2)1,k+2. Le résidu de l’algorithme (7.16) est tel
que :

‖rk+1‖ = ‖r0‖ |(Q∗k+2)1,k+2| = ‖r0‖ |q0,k+1|. (7.20)

Démonstration : On a : rk+1 = b−Axk+1 = (b−Ax0)−A(xk+1−x0) = r0−AVk+1yk+1.
De plus, on peut réécrire r0 ainsi : r0 = ‖r0‖v0 = ‖r0‖Vk+2ek+2

1 . Finalement :

rk+1 = ‖r0‖Vk+2ek+2
1 − Vk+2Hk+2,k+1yk cf. (7.13),

= Vk+2

(
‖r0‖ek+2

1 −Hk+2,k+1yk+1
)

= Vk+2

(
‖r0‖ek+2

1 −Qk+2Rk+2,k+1yk+1
)

factorisation QR,

= Vk+2Qk+2

(
‖r0‖Q∗k+2ek+2

1 − Rk+2,k+1yk+1
)

Qk+2 est unitaire.
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Par ailleurs, en utilisant (7.19) :

‖r0‖Q∗k+2ek+2
1 − Rk+2,k+1yk+1 =

(
‖r0‖Q̃∗k+1ek+1

1

‖r0‖q0,k+1

)
−
(

Rk+1yk+1

0

)
=

(
0k+1

‖r0‖q0,k+1

)
Or, la matrice Qk+2 est unitaire et on vérifie facilement par le calcul que la matrice Vk+2 ∈
Kn×(k+2) est telle que V∗k+2Vk+2 = Ik+2 : on en déduit donc (7.20). �

L’algorithme (7.16) se réécrit ainsi :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn

r0 = b− Ax0

v0 = r0/‖r0‖
q0 = (q0) = (r0,Av0)

itérations : pour k = 0, 1, · · · , faire
vk+1 = Avk
itérations : pour l = 0, · · · , k, faire
hl,k = (Avk, vl)
vk+1 = vk+1 − hl,kvl

fin pour l
hk+1,k = ‖vk+1‖
tant que hk+1,k 6= 0
vk+1 = vk+1/hk+1,k

construire et factoriser Hk+2,k+1 = Qk+2 Rk+2,k+1

calculer qk+1 = ‖r0‖Q̃∗k+1ek+1
1 et q0,k+1 := (Qk+2)1,k+2

résoudre Rk+1yk+1 = qk+1

xk+1 = x0 + Vk+1yk+1

tant que |q0,k+1| ≥ ε
fin tant que

fin pour k

(7.21)

Il existe plusieurs façons de procéder à la factorisation QR (voir la section 5.14). Nous
allons utiliser les rotations de Givens décrites au §5.14.3.

7.3.4 Utilisation des rotations de Givens

Pour réaliser la factorisation de la matrice Hk+2,k+1, et donc éliminer ses termes sous-
diagonaux, on peut se servir des rotations dans un plan défini par deux vecteurs successifs
de la base canonique. Considérons la matrice de rotation de Givens suivante, définie, pour
k > 1, l ∈ {1, · · · , k} :

Gl
k+1 =


Il−1

cl−1 sl−1

−sl−1 cl−1

Ik−l

 ∈ K(k+1)×(k+1), avec |cl−1|2 + |sl−1|2 = 1. (7.22)
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Par la suite, on note : G̃l−1
2 :=

(
cl−1 sl−1

−sl−1 cl−1

)
, de sorte que :Gl

k+1 =

 Il−1

G̃l−1
2

Ik−l

.

Rappelons que la matrice Gl
k+1 est unitaire.

A l’itération 0 de l’algorithme (7.12), on a : H2,1 =

(
h0,0

h1,0

)
.

On considère la matrice G1
2 =

(
c0 s0

−s0 c0

)
telle que G1

2 H2,1 = R2,1 :=

(
r0,0

0

)
, soit :


c0 h0,0 + s0 h1,0 = r0,0,
−s0 h0,0 + c0 h1,0 = 0,

|c0|2 + |s0|2 = 1.

On fait le choix suivant :
{
c0 = h0,0/r0,0

s0 = h1,0/r0,0
avec r0,0 = (|h0,0|2 + |h1,0|2)1/2. On a donc :

H2,1 = Q2 R2,1, avec : Q2 = (G1
2)∗. Enfin, d’après la définition (7.18) pour k = 0, on a

R1 = r0,0.

A l’itération 1, on construit les matrices H3,2 =

H2,1

(
h0,1

h1,1

)
0 h2,1

 et G1
3 :=

(
G1

2 0
0 1

)
.

Pour réaliser la factorisation de H3,2, on commence par calculer la matrice H̃3,2 telle que :

H̃3,2 = G1
3 H3,2 =

 r0,0 r0,1

0 h̃1,1

0 h2,1

 =

 R1 r0,1

0 h̃1,1

0 h2,1

 ,

avec :
(
r0,1

h̃1,1

)
= G1

2

(
h0,1

h1,1

)
, c’est-à-dire

{
r0,1 = c0 h0,1 + s0 h1,1

h̃1,1 = −s0 h0,1 + c0 h1,1
. On remarque qu’il

n’est pas nécessaire de stocker H2,1 pour calculer H̃3,2, il suffit d’appliquer la rotation aux
deux premiers termes de la dernière colonne de H3,2 :r0,1

h̃1,1

h2,1

 =

G1
2

(
h0,1

h1,1

)
h2,1

 .

La matrice G2
3 est définie de la façon suivante G2

3 :=

1 0 0
0 c1 s1

0 −s1 c1

 =

(
1 02

T

02 G̃1
2

)
, avec

les coefficients
{
c1 = h̃1,1/r1,1

s1 = h2,1/r1,1
, et r1,1 = (|h̃1,1|2 + |h2,1|2)1/2. La rotation s’applique

aux deux derniers termes de la dernière colonne de H̃3,2. La factorisation de la matrice
H3,2 = Q3 R3,2, avec Q∗3 = G2

3 G1
3 est alors réalisée ainsi :

R3,2 := Q∗3 H3,2 = G2
3 H̃3,2 =

 R1 r0,1(
0
0

)
G̃1

2

(
h̃1,1

h2,1

) .
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Et on a R2 = (R3,2)1:2,: par la définition (7.18) pour k = 1.
A l’itération k > 1, on doit construire la matrice Hk+2,k+1 et les matrices (Gl

k+2)k+1
l=1 .

Tout d’abord, les matrices (Gl
k+2)kl=1 sont données par (7.22), puisqu’on a calculé les

(cl)l=0,k−1 et (sl)l=0,k−1 aux itérations précédentes.
Pour réaliser la factorisation Hk+2,k+1, on calcule la matrice H̃k+2,k+1 telle que :

H̃k+2,k+1 = Gk
k+2 · · ·G1

k+2 Hk+2,k+1 =

(
Rk+1,k h̃k+1

0k
T hk+1,k

)
,

avec h̃k+1 = Gk
k+2 · · ·G1

k+2 hk+1 où hk+1 = (h0,k, · · · , hk,k)T . La matrice Rk+1,k a été
calculée à l’itération k − 1. Le coefficient hk+1,k est calculé à la fin de la procédure d’or-
thonormalisation dans les algorithmes (7.16) ou (7.21). Il ne reste qu’à calculer le vecteur
h̃k+1 et la matrice Gk+1

k+2. Le calcul de h̃k+1 est effectué sans conserver les coefficients de
la matrice Hk+2,k+1. L’algorithme correspondant à ce calcul, et permettant de calculer les
coefficients ck et sk de la matrice Gk+1

k+2, s’écrit :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pour l = 0, · · · , k − 1

Mettre à jour hl,k et hl+1,k :
{

hl,k = cl hl,k + sl hl+1,k

hl+1,k = −sl hl,k + cl hl+1,k
.

fin

rk,k = (|hk,k|2 + |hk+1,k|2)1/2 et
{
ck = hk,k/rk,k
sk = hk+1,k/rk,k

.

(7.23)

On pose alors (h̃k+1)l+1 = hl,k pour l = 0 : k et Gk+1
k+2 :=

(
Ik 0

0 G̃k
2

)
avec G̃k

2 =

(
ck sk
−sk ck

)
.

On calcule Rk+2,k+1 = Gk+1
k+2 H̃k+2,k+1, de la façon suivante :

Rk+2,k+1 =

 Rk (h̃k+1)1:k(
0
0

)
G̃k

2

(
(h̃k+1)k+1

hk+1,k

) .

A partir de là, on identifie la matrice Rk+1 définie par (7.18).

D’après ce qui précède, la matrice Qk+2 est telle que Q∗k+2 = Gk+1
k+2 · · ·G

1
k+2.

Calculons Q̃∗k+1ek+1
1 =

(
Q∗k+2ek+2

1

)
1:k+1

.

Pour l ∈ {1, · · · , k + 1}, on pose : q̃l := Gl
k+2 · · ·G1

k+2ek+2
1 .

Ainsi, pour l ∈ {2, · · · , k + 1} on a : q̃l = Gl
k+2 q̃

l−1. On en déduit que :

Pour l = 1 : q̃1 = (c0,−s0, 0, · · · )T .

Pour l = 2 : q̃2 = (c0,−c1 s0, s0 s1, 0, · · · )T .
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On procède par récurrence sur l ∈ {3, · · · , k + 1} pour montrer que

q̃l =



(q̃l−1)1:l−1

(−1)l−1cl−1

l−2∏
m=0

sm

(−1)l
l−1∏
m=0

sm

0k+1−l


.

On suppose la formule vraie pour q̃l−1. Le calcul de q̃l donne :

q̃l =


(q̃l−1)1:l−1

G̃l−1
2 (q̃l−1)l:l+1

0k+1−l

 et G̃l−1
2 (q̃l−1)l:l+1 =

(
cl−1 sl−1

−sl−1 cl−1

)(−1)l−1
l−2∏
m=0

sm

0

 ,

d’où le résultat.
Pour l = k + 1, on a donc :

(q̃k+1)k+1 = (−1)kck

k−1∏
m=0

sm et (q̃k+1)k+2 = (−1)k+1
k∏

m=0

sm.

On en déduit que le second membre de l’équation (7.19), divisé par ‖r0‖, s’écrit ainsi :

1

‖r0‖
qk+1 := Q̃∗k+1ek+1

1 = (q̃k+1)1:k+1 =

(
c0,−c1s0, · · · , (−1)k ck

k−1∏
m=0

sm

)T
. (7.24)

D’après (7.20), on a :
‖rk+1‖
‖r0‖

= |(Qk+2)1,k+2|.

Notons enfin que : (Q∗k+2)1,k+2 =
(
Q∗k+2ek+2

1

)
k+2

= (q̃k+1)k+2 = (−1)k+1
k∏

m=0

sm. On a

donc établi une nouvelle expression du résidu.

Proposition 7.23 Si on utilise l’algorithme de factorisation (7.23), le résidu à l’itération
k est tel que :

‖rk+1‖ = ‖r0‖
k∏

m=0

|sm|. (7.25)

En utilisant les rotations de Givens pour factoriser la matrice Hk+2,k+1 (rappelons qu’on
détermine ici Hk+2,k+1 à partir de Qk+2 et Rk+2,k+1), l’algorithme GMRES (7.21) se ré-
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écrit : ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
x0 ∈ Kn

r0 = b− Ax0

v0 = r0/‖r0‖
q0 = (r0,Av0)

itérations : pour k = 0, · · · , faire
vk+1 = Avk
itérations : pour l = 0, · · · , k, faire
hl,k = (Avk, vl)
vk+1 = vk+1 − hl,kvl

fin
hk+1,k = ‖vk+1‖
tant que hk+1,k 6= 0
vk+1 = vk+1/hk+1,k

Calcul de Hk+2,k+1

itérations : pour l = 0, · · · , k − 1, faire(
hl,k
hl+1,k

)
=

(
cl sl
−sl cl

) (
hl,k
hl+1,k

)
fin
rk,k = (|hk,k|2 + h2

k+1,k)
1/2

ck = hk,k/rk,k, sk = hk+1,k/rk,k
hk,k = rk,k, hk+1,k = 0
Calculs de qk+1 et de qk+1

qk = ck qk, qk+1 = −sk qk
résoudre Hk+1yk+1 = qk+1 avec qk+1 = (q0, · · · , qk)T
xk+1 = x0 + Vk+1yk+1

tant que |qk+1| ≥ ε
fin tant que

fin

(7.26)

L’algorithme (7.26) est une implémentation possible du GMRES, mais il existe d’autres
méthodes de factorisation. Comme pour l’algorithme du gradient conjugué, le GMRES
converge en au plus n itérations. A chaque itération k, il faut stocker les matrices Vk+1 et
Hk+1, ce qui requiert de l’espace mémoire et peut être problématique quand k augmente.
Une solution (appelée restarted GMRES en anglais) consiste à relancer l’algorithme au
bout de k∗ itérations, où k∗ > 0 est un nombre d’itérations fixé a priori, en repartant
de la dernière valeur de la solution approchée x0 = xk∗+1. Mais on perd la propriété de
convergence en un nombre fini d’itérations.



Chapitre 8

Méthode de la puissance itérée

8.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de construire des algorithmes de calcul effectif des valeurs
propres et vecteurs propres d’une matrice. Dans ce chapitre, est présentée la méthode de
la puissance itérée, ainsi que les méthodes dérivées : la puissance itérée avec translation,
avec déflation, et la puissance itérée inverse.

8.2 Méthode de la puissance itérée

Tout d’abord, on propose un algorithme faisant intervenir les puissances successives
d’une matrice A de Cn×n pour calculer une valeur propre de plus grand module et un
vecteur propre associé. Si on note ‖ · ‖ une norme quelconque de Cn, soit l’algorithme :

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1) initialisation :

v0 ∈ Cn tel que ‖v0‖ = 1
2) itérations : pour k = 1, 2, . . . faire

vk = Avk−1/‖Avk−1‖
fin

Par construction, on a pour tout k ≥ 1, ‖vk‖ = 1. On impose cette propriété pour éviter
que la norme de ce vecteur tende vers l’infini... A partir des relations de cet algorithme et
de la décomposition spectrale de la matrice A établie au §A.6, on vérifie que

v0 =

d∑
i=1

Piv0, Akv0 =

d∑
i=1

(λiPi + Di)kPiv0, k ≥ 1.

Donc vk =
1

αk

d∑
i=1

(λiPi + Di)kPiv0, avec αk = ‖
d∑
i=1

(λiPi + Di)kPiv0‖.

Théorème 8.1 Soit A ∈ Cn×n. On suppose qu’il n’existe qu’une seule valeur propre λ1 de
plus grand module et que cette valeur propre est semi–simple. Soit v0 un choix initial possé-
dant une composante non nulle sur M1 = Im(P1) (P1v0 6= 0). Alors, en appelant r1 (resp.
θ1) le module (resp. l’argument) de λ1 (λ1 = r1e

ıθ1), on peut démontrer successivement
que
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(i) lim
k→∞

(e−ıkθ1 vk) =
P1v0

‖P1v0‖
;

(ii) lim
k→∞

‖Avk‖ = r1 ;

(iii) Soit j telle que (P1v0)j 6= 0 : lim
k→∞

vjk+1

vjk
= eıθ1, avec vj la j ème composante de v.

Remarque 8.2 Dans le cas où λ1 ∈ R+
? , (ii) signifie que lim

k→∞
‖Avk‖ = λ1. C’est toujours

le cas d’une matrice hermitienne (resp . symétrique) définie-positive de Cn×n (resp. Rn×n).

Démonstration : Puisque λ1 est supposée semi–simple, D1 = [0] et on écrit

vk =
1

αk

[
λk1P1v0 +

d∑
i=2

(λiPi + Di)kPiv0

]
=
λk1
αk

[P1v0 + ek] ,

avec ek =

d∑
i=2

1

λk1
(λiPi + Di)kPiv0.

Le rayon spectral de la matrice

Q =
d∑
i=2

1

λ1
(λiPi + Di)Pi,

égal à |λ2|/|λ1|, est strictement plus petit que 1 par hypothèse. Ainsi la suite de vecteurs
(ek)k tend vers 0 quand k → +∞, d’après le Théorème B.18. Par ailleurs,

αk

rk1
=

1

rk1
‖λk1(P1v0 + ek)‖ = ‖P1v0 + ek‖ → ‖P1v0‖.

Notons que, d’après la Proposition A.32, puisque par hypothèse P1v0 6= 0, P1v0 est un
vecteur propre associé à λ1. On introduit maintenant les vecteurs auxiliaires wk = e−ıkθ1 vk.
On trouve

wk = e−ıkθ1
λk1
αk

(P1v0 + ek) =
rk1
αk

(P1v0 + ek) →
P1v0

‖P1v0‖
, c’est-à-dire (i).

Pour prouver (ii), on remarque que

Avk = A
(
eıkθ1wk

)
= eıkθ1Awk, d’où ‖Avk‖ = ‖Awk‖.

Comme (wk)k est une suite convergente d’après (i), il en est de même pour (Awk)k, et

‖Avk‖ = ‖Awk‖ →
‖AP1v0‖
‖P1v0‖

= r1, c’est-à-dire (ii).

Pour prouver (iii), nous considérons une coordonnée j telle que (P1v0)j 6= 0, ou (P1v0, ej) 6=
0, avec (ej)j la base canonique de Cn.
On a la relation vjk = (vk, ej) = eıkθ1(wk, ej). D’après (i), (wk, ej) tend vers (P1v0)j/‖P1v0‖
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qui est non nul par hypothèse. Ainsi, il existe k0 tel que, pour tout k ≥ k0, (wk, ej) 6= 0,
et donc vjk 6= 0. Par ailleurs,

vjk+1 = (vk+1, ej) =
(Avk, ej)
‖Avk‖

= eıkθ1
(Awk, ej)
‖Awk‖

.

Pour k ≥ k0, on a donc

vjk+1

vjk
=

1

‖Awk‖
(Awk, ej)
(wk, ej)

→ λ1

r1
= eıθ1 , c’est-à-dire (iii).

�

On note que
1) l’algorithme fournit une valeur propre et un vecteur propre associé. En effet, d’une

part (ii-iii) fournissent λ1 et, d’autre part, (i) fournit un vecteur propre de M1, puisque
P1v0 appartient toujours à ce sous-espace propre.

2) la vitesse de convergence de l’algorithme est lié au rapport ρ1,2 = |λ2|/|λ1|, où λ2 est
la deuxième valeur propre de plus grand module. De fait, la vitesse de convergence est liée
à la façon dont (ek)k tend vers 0, ce qui dépend du rayon spectral ρ(Q), qui est lui-même
inférieur ou égal à ρ1,2 (cf. la discussion du §6.4.)

8.3 Méthode de la puissance inverse itérée

Si on suppose que la matrice A ∈ Cn×n est inversible, alors 0 n’est pas valeur propre.
Rangeons les valeurs propres par ordre de module décroissant

Spe(A) = {λn, λn−1, . . . , λ2, λ1}

alors
Spe(A−1) = { 1

λ1
,

1

λ2
, . . . ,

1

λn−1
,

1

λn
}

et les vecteurs propres de A sont aussi vecteurs propres de A−1 : Au = λu⇐⇒ A−1u =
1

λ
u.

Donc si on veut calculer la valeur propre de A de plus petit module λn, on applique
l’algorithme de la puissance itérée à la matrice inverse A−1. C’est la méthode de la puissance
itérée inverse : ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1) initialisation :
v0 ∈ Cn tel que ‖v0‖ = 1

2) itérations : pour k = 1, 2, . . . faire
vk = A−1vk−1/‖A−1vk−1‖
fin

Cet algorithme fournit la valeur propre de plus grand module de A−1 : soit 1/λn. La vitesse
de convergence est liée, cette fois, au rapport ρ′ = |λn|/|λn−1|.

Dans la pratique pour calculer vk, on peut réaliser une factorisation de la matrice A
par la méthode de Gauss (resp. par la méthode de Cholesky si A est hermitienne définie-
positive), et on résout le système linéaire LUvk = g (resp. LL∗vk = g) par une technique
de descente-remontée. Ou bien, on peut appliquer une méthode itérative pour résoudre le
système linéaire Avk = g.
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8.4 Technique de translation

Le problème qui se pose maintenant est comment obtenir les autres valeurs propres,
une fois que l’on a calculé les valeurs propres extrêmes ? Une réponse est fournie par la
technique de translation (shift en anglais), qui consiste à rechercher les valeurs propres
de la matrice A− σI. Si le spectre de A est

Spe(A) = {λn, λn−1, . . . , λ2, λ1}

alors le spectre de la matrice Ã = A− σI est

Spe(Ã) = {λn − σ, λn−1 − σ, . . . , λ2 − σ, λ1 − σ}.

Un choix judicieux de σ, c’est-à-dire tel que maxj(|λj −σ|) = |λi−σ| avec λi 6= λ1 permet
à la méthode de la puissance itérée appliquée à Ã de converger vers la valeur propre λi−σ
et donc de déterminer λi 6= λ1.

Il faut être prudent dans le choix de σ car on n’obtient pas obligatoirement les valeurs
propres dans l’ordre des modules décroissants par cette technique. Par exemple si Spe(A) =
{−2, 3, 5}, la méthode de la puissance itérée appliquée à A converge vers λ1 = 5 ; si on
l’applique à la matrice A − 2I, elle converge vers −4 car Spe(A − 2I) = {−4, 1, 3} ; on a
donc calculé la valeur propre λ3 = −4 + 2 = −2 et non λ2 = 3 !

σ

|λ2 − σ|

−2 3 5

2

3

5

Figure 8.1 – Les variations de |λ− σ|

Qui plus est sur le graphique 8.1, on voit que la méthode de translation ne permet
pas d’atteindre la valeur propre λ2 = 3 : pour toute valeur du paramètre σ, la courbe
représentant les variations de |λ2 − σ| est toujours encadrée par les courbes |λ1 − σ| et
|λ3 − σ|.
Pour obtenir λ2, il faut travailler sur le spectre de A−1, comme le montre la figure 8.2.
Dans ce cas, on applique la technique de translation à l’algorithme de la puissance itérée
inverse, en factorisant la matrice Ã = A− σI pour le calcul des itérés successifs... Si λ est

la valeur propre la plus proche de σ, alors
1

λ− σ
est la valeur propre de plus grand module
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de (A− σI)−1. La convergence est liée cette fois au rapport

1

|λ′ − σ|
1

|λ− σ|

=
|λ− σ|
|λ′ − σ|

,

avec λ′ telle que |λ′−σ| est le deuxième plus petit module. Ce rapport peut être très petit
si σ est proche de λ (et assez éloigné de λ′). La convergence de la méthode est donc très
rapide (quelques itérations) si on dispose d’une bonne estimation de λ.

σ

|λ−1
2 − σ|

−1/2 11/5 1/3

Figure 8.2 – Les variations de |λ−1 − σ|

Cette méthode est donc utilisée comme accélération de la méthode de la puissance
itérée inverse, mais aussi pour le calcul des vecteurs propres lorsque l’on a obtenu une
estimation des valeurs propres par un autre algorithme. On voit par ailleurs qu’il n’est
pas nécessaire d’avoir une estimation fine de ces valeurs propres puisque la méthode de la
puissance itérée inverse fournit des valeurs plus précises.

Remarque 8.3 Quand la valeur σ est proche de la valeur exacte de λ, la matrice A−σI est
presque singulière. A priori, ce phénomène pourrait introduire des problèmes numériques
au cours de la factorisation de cette matrice. Pour des matrices symétriques, Parlett [31]
a montré que les calculs restaient stables et qu’on pouvait donc utiliser cette méthode sans
modification.

8.5 Technique de déflation

Une autre façon de calculer différentes valeurs propres d’une matrice par la méthode
de la puissance itérée, consiste à retirer les valeurs propres du spectre de A de la manière
suivante, appelée technique de déflation.

On suppose connue une valeur propre λj de la matrice A et un vecteur propre associé
uj , on définit alors la matrice

Ã = A− σuj · v∗

où σ est un paramètre complexe et v∗ ∈ C1×n un vecteur ligne tel que v∗uj = 1.
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Théorème 8.4 Soit une matrice A ∈ Cn×n diagonalisable possédant d valeurs propres
distinctes, de spectre

Spe(A) = {λd, λd−1, . . . , λ2, λ1}.
On suppose que la valeur propre λj est simple. Alors la matrice Ã a pour spectre

Spe(Ã) = {λd, λd−1, . . . , λj − σ, . . . , λ2, λ1},

avec, le cas échéant, λj − σ ∈ {λi, i 6= j}.

Démonstration : On sait que les valeurs propres sont associées indifféremment à des
vecteurs propres à gauche, ou à droite, cf. la Proposition A.12. Soit donc, pour λi 6= λj ,
w∗i ∈ C1×n un vecteur propre à gauche de A. D’après la Proposition A.13, comme λi est
distincte de λj , on a w∗i uj = 0 :

w∗i Ã = w∗iA− σ(w∗i uj)v
∗ = w∗iA = λiw

∗
i .

Ainsi λi est valeur propre de Ã, et w∗i vecteur propre à gauche de A est aussi vecteur propre
à gauche de Ã. Ceci est valable pour tout vecteur propre à gauche associé à λi : les ordres
de multiplicité de Ã et A vérifient donc

mi(Ã) ≥ mi(A), pour i 6= j, d’où
∑
i 6=j

mi(Ã) ≥ n− 1.

D’autre part
Ãuj = Auj − σuj(v∗uj) = Auj − σuj = (λj − σ)uj .

Donc uj est un vecteur propre associé à la valeur propre λj −σ de Ã. Deux cas peuvent se
présenter :

— λj−σ 6∈ {λi, i 6= j} : son ordre de multiplicité est de 1 pour Ã, et on a bien retrouvé
toutes les valeurs propres de Ã (avec le même ordre de multiplicité que pour A.)

— λj − σ = λi, pour i 6= j. On note que, d’après la Proposition A.26, il existe mi

vecteurs propres à gauche indépendants (w∗i,k)1≤k≤mi associés à λi tels que w
∗
i,kuj =

0, ou (uj , wi,k) = 0. Ainsi la famille (wi,1, · · · , wi,mi , uj) est libre, et mi(Ã) =
mi(A) + 1. On a également retrouvé toutes les valeurs propres de Ã.

�

Quels sont les autres vecteurs propres à droite de la matrice Ã ? On les cherche sous la
forme ũi = ui − γiuj pour i 6= j :

Ãũi = (A− σuj · v∗)(ui − γiuj) = λiui − (γi(λj − σ) + σv∗ui)uj .

Pour que ũi soit vecteur propre de Ã associé à λi, il faut et il suffit que

λiui − (γi(λj − σ) + σv∗ui)uj = λi (ui − γiuj)

soit encore
γi(λj − λi − σ) = σv∗ui.

Finalement on a l’alternative

a) σ 6= λj − λi =⇒ γi =
σv∗ui

λj − λi − σ
et ui − γiuj est aussi vecteur propre ;

b) σ = λj − λi =⇒ λi = λj − σ est alors valeur propre multiple de Ã
et uj est le seul vecteur propre connu.
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Remarque 8.5 1) le choix du vecteur v∗ du théorème ne pose pas de difficulté a priori,
on peut par exemple prendre v∗ égal à w∗j , vecteur propre à gauche associé à λj. Ce choix
conduit à γi = 0, car dans ce cas on a automatiquement v∗ui = 0.

2) dans la pratique, il n’est pas nécessaire de calculer la matrice Ã, car dans l’algorithme
de la puissance itérée, il suffit de calculer le produit Ãvk = Avk − σuj(v∗vk).



Troisième partie

Méthodes de décomposition de
domaine
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Cette partie est une introduction aux méthodes de décompositions de domaines. On
s’intéresse notamment au lien entre formulation variationnelle et formulation algébrique.
Il existe une littérature abondante sur les méthodes de décompositions de domaines. Les
ouvrages modernes de Dolean, Jolivet et Nataf [17], et Magoulès et Roux [25] proposent
une étude approfondie de ces techniques et des algorithmes associés.

Les méthodes de décompositions de domaines se sont développées essentiellement pour sa-
tisfaire le besoin de calcul parallèle. Il s’agit de décomposer un problème global en plusieurs
sous-problèmes locaux, qui seront couplés en leurs frontières par des conditions de trans-
mission aux interfaces.

D’un point de vue algorithmique, on retrouvera les structures qui permettent notamment
de paralléliser le produit matrice-vecteur, voir la section 4.5.



Chapitre 9

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons aborder deux méthodes de décomposition de domaine
pour un problème de type (3.1) d’un point de vue continu (formulation variationnelle) et
discret (formulation algébrique). Ces deux méthodes se différencient par la façon dont on
transmet l’information aux interfaces.

Soit Ω un domaine de Rd. On s’intéresse au problème suivant :

Trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que − div(k gradu) + q u = f sur Ω, (9.1)

avec f ∈ L2(Ω), k, q ∈ L∞(Ω) satisfaisant les hypothèses (3.2).
Le problème (9.1) peut également s’écrire sous la forme d’un problème mixte, à deux

inconnues (u,p) ∈ H1
0 (Ω)×H(div,Ω) (détaillé dans §3.2.2 ) :{
Trouver (u,p) ∈ H1

0 (Ω)×H(div,Ω) tel que
div p+ q u = f et k−1p+ gradu = 0 dans Ω.

(9.2)

L’existence et l’unicité d’une solution aux problèmes (9.1) et (9.2) sont établis au théo-
rème 3.1.

9.1 Géométrie, espaces de Hilbert et et notations

On considère une partition de Ω en NΩ sous-domaines (non-vides) (Ωi)i∈IΩ
43, avec

IΩ := {1, · · · , NΩ} : Ω = ∪i∈IΩΩi. La partition est telle que ∀(i, j) ∈ IΩ × IΩ, i 6= j,
Ωi ∩ Ωj = ∅. Pour i ∈ IΩ, on appellera ni la normale sortante unitaire à ∂Ωi et, pour
p ∈ [1,∞] et z ∈ Lp(Ω), on notera zi := z|Ωi .

On appelle Σij l’interface entre Ωi et Ωj pour i 6= j, telle que Σij = int(Ωi ∩ Ωj) si
la dimension d’Hausdorff de Ωi ∩ Ωj est égale à d − 1 : dans ce cas, on dit que les sous-
domaines sont voisins ; et Σij = ∅ sinon. Par construction, on a Σij = Σji, on utilisera
indifféremment les deux notations. Notons que ni|Σij = −nj |Σij . Sur l’interface Σij , on
fixera nij = nmin(i,j)|Σij . On utilisera parfois la notation synthétique : ∂niu = gradu · ni
sur ∂Ωi et ∂niju = gradu · nij sur Σij .

43. Chaque sous-domaine est de frontière "suffisamment régulière" (Annexe D).
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On introduit alors les espaces d’indices et de couples suivants :

IS := {i ∈ IΩ | ∂Ωi ∩ ΣS = ∂Ωi}, (sous-dom. intérieurs)
IΩi := {j ∈ IΩ |Σij 6= ∅}, ∀i (sous-dom. voisins de Ωi)
IJ := {(i, j) ∈ IΩ × IΩ, i < j |Σij 6= ∅}, (couples de sous-dom. voisins).

(9.3)

On note NIJ = |IJ | le nombre d’interfaces.
Pour i ∈ IΩ, on appelle Σi la réunion des interfaces de ∂Ωi : Σi = ∪j∈IΩiΣij . On définit
l’interface ΣS et le treillis 44 ∂ΣW par :

ΣS =

NΩ⋃
i=1

NΩ⋃
j=i+1

Σij , ∂ΣW =

NΩ⋃
i=1

NΩ⋃
j=i+1

∂Σij .

Lorsque d = 2, le treillis est composé des sommets de l’interface, qui sont des points isolés.
Lorsque d = 3, le treillis est composé des sommets, et des arêtes (ouvertes), de l’interface.
Les points du treillis non-situés sur la frontière ∂Ω sont des points de croisement.
On introduit, pour i ∈ IΩ, l’ouvert Γi = ∂Ωi\ΣS . Par construction,

∂Ωi = Σi ∪ (∂ΣW ∩ ∂Ωi) ∪ Γi,

et la partition est disjointe.
On définit pour tout i ∈ IΩ le sous-espace des fonctions de H1(Ωi) s’annulant sur ∂Ω :

Vi := {v ∈ H1(Ωi) | v|Γi = 0}. (9.4)

On introduit les espaces produits, munis des normes produits suivants :

PV =
∏
i∈IΩ

Vi, ‖v‖PV =

∑
i∈IΩ

‖vi‖2H1(Ωi)

1/2

,

PH(div,Ω) =
∏
i∈IΩ

H(div,Ωi), ‖q‖PH(div,Ω) =

∑
i∈IΩ

‖qi‖2H(div,Ωi)

1/2

.

(9.5)

Remarque 9.1 On peut également écrire ces espaces sous la forme :

PV = {v ∈ L2(Ω) | ∀i ∈ IΩ, vi ∈ Vi}, PH(div,Ω) = {q ∈ L2(Ω) | ∀i ∈ IΩ, qi ∈ H(div,Ωi)}.

Pour v ∈ PV , on introduit le saut de v sur Σij :

∀(i, j) ∈ IJ , [v]ij := vi|Σij − vj |Σij . (9.6)

Le saut [v]ij est bien défini dans H1/2(Σij). Le saut global [v] de v sur ΣS est défini par :

∀(i, j) ∈ IJ , [v]|Σij := [v]ij . (9.7)

44. Appelé "wirebasket" en anglais.
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Pour tout couple (i, j) ∈ IJ , on noteHij := H̃1/2(Σij), l’espace des fonctions de H1/2(Σij)
dont le prolongement par 0 dans ∂Ωi appartient à H1/2(∂Ωi) (voir l’annexe D.2). On peut
montrer que Hij = Hji (voir par exemple [3, chapitre 2]). On nommera H ′ij le dual de Hij .
Pour q ∈ PH(div,Ω), on introduit le saut de la composante normale de q sur Σij :

∀(i, j) ∈ IJ , [q · n]ij := qi · ni|Σij + qj · nj |Σij . (9.8)

Le saut [q · n]ij est bien défini dans H ′ij , voir l’Annexe D.3.2. Le saut global [q · n] de la
composante normale sur ΣS est défini par :

∀(i, j) ∈ IJ , [q · n]|Σij := [q · n]ij . (9.9)

Par définition, on a : [q · n] ∈ M̃ , où M̃ est l’espace produit M̃ :=
∏

(i,j)∈IJ H
′
ij .

Finalement, on introduit les espaces de Hilbert suivants (avec µij = µ|Σij ) :

M =

µ ∈
∏

(i,j)∈IJ

L2(Σij)

 , ‖µ‖M =

 ∑
(i,j)∈IJ

‖µij‖2L2(Σij)

1/2

;

H̃ = { q ∈ PH(div,Ω) | [q · n] ∈M } ,

‖q‖
H̃

:=
(
‖q‖2PH(div,Ω) + ‖[q · n]‖2M

)1/2
.

(9.10)

Par construction, on a M ⊂ M̃ . Dans la définition des éléments q = (qi)i∈IΩ de H̃, il est
important de noter que pour (i, j) ∈ IJ , il n’est pas requis que qi · ni|Σij , qj · nj|Σij ∈
L2(Σij). Cette définition est fondée sur le fait que, concernant le problème (9.1), la trace
normale du gradient sur l’interface, gradu·n|ΣS , peut ne pas appartenir àM . En revanche,
comme le saut [k gradu · n] est nul, alors il appartient systématiquement à M . Nous
utiliserons cette observation pour bâtir une formulation variationnelle conforme dans H̃.

On rappelle ci-dessous des formules d’intégration par parties qui seront utiles pour
construire les formulations variationnelles, en suivant les travaux de [9]. D’après la formule
d’intégration par parties (D.2), on a ∀i ∈ IΩ :

∀(vi , qi) ∈ H1(Ωi)×H(div,Ωi),∫
Ωi

(vi div qi + grad vi · qi) dx = 〈qi · ni, vi〉H1/2(∂Ωi)
.

On introduit, pour H ∈ {H1(Ω), H1
0 (Ω), (Vi)i∈IΩ ,PV } :

H− := {v ∈ H | v = 0 dans un voisinage de ∂ΣW }.

On rappelle maintenant des résultats de densité établis dans [14].

Théorème 9.2 Soit H ∈ {H1(Ω), H1
0 (Ω), (Vi)i∈IΩ ,PV } : H− est dense dans H.

A l’aide d’un de ces résultats de densité, on peut établir une nouvelle formule d’intégration
par parties.
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Corollaire 9.3 On a la formule d’intégration par parties

∀(v , q) ∈ H1
0 (Ω)× H̃,∫

Ω
(grad v · q + v div q) dx =

∫
ΣS

[q · n] v|ΣS ds.
(9.11)

Démonstration : Tout d’abord, pour i ∈ IΩ la formule d’intégration par parties (D.2-ii)
(avec découpage des crochets de dualité) dans Ωi devient, avec l’aide de l’espace des traces
Hij :

∀(vi , qi, ) ∈ (Vi)− ×H(div,Ωi),∫
Ωi

(grad vi · qi + vi div qi) dx =
∑
j∈IΩi

〈qi · ni, vi〉Hij .

Considérons v ∈
(
H1

0 (Ω)
)
− et q ∈ H̃. Pour tout (i, j) ∈ IJ , on a vi|Σij = vj|Σij = v|Σij .

On peut donc en particulier définir µ = v|ΣS ∈M , et on peut écrire : 45∫
Ω

(grad v · q + v div q) dx =
∑
i∈IΩ

∫
Ωi

(grad vi · qi + vi div qi) dx

=
∑
i∈IΩ

∑
j∈IΩi

〈qi · ni, vi〉Hij ,

=
∑

(i,j)∈IJ

〈qi · ni + qj · nj , v|Σij 〉Hij ,

=
∑

(i,j)∈IJ

〈[q · n]ij , µ〉Hij ,

=

∫
ΣS

[q · n]µds.

(9.12)

D’après le théorème 9.2, le résultat est encore vrai pour v ∈ H1
0 (Ω) et q ∈ H̃. �

9.2 Problèmes posés dans les sous-domaines

Proposition 9.4 Le problème (9.1) est équivalent au problème :
Trouver u ∈ PV tel que :

(i) ∀i ∈ IΩ, −div(ki gradui) + qiui = fi dans Ωi,
(ii) ∀(i, j) ∈ IJ , [u]ij = 0 sur Σij ,
(iii) ∀(i, j) ∈ IJ , [k gradu · n]ij = 0 sur Σij ,

(9.13)

avec l’identification ui := u|Ωi pour i ∈ IΩ.

Les conditions aux limites sur les interfaces Σij , (9.13)-(ii) et (iii), sont souvent appelées
conditions de transmission. On peut les réécrire ainsi :

∀(i, j) ∈ IJ ,
{

(ii) ui = uj sur Σij ,
(iii) ki gradui · nij = kj graduj · nij sur Σij .

(9.14)

45. En toute rigueur, l’intégrale sur Ω est valable pour les prolongements de q et (div q) dans Ω.
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Montrons la Proposition 9.4 :
Démonstration :

(9.1) ⇒ (9.13) Soit u solution du problème (9.1). Les fonctions locales (ui)i∈IΩ satisfont
l’équation (9.13)-(i). Comme u ∈ H1

0 (Ω), alors ∀(i, j) ∈ IJ , ui = uj sur Σij dans
H1/2(Σij) (cf. [11], Prop. 1.2 p. 21), c’est-à-dire (9.13)-(ii). Montrons pour finir que
ki gradu|Ωi ·nij = kj gradu|Ωj ·nij dans H ′ij . Pour cela, on choisit v ∈

(
H1

0 (Ω)
)
−

telle que vm = 0 si m /∈ {i, j}. En particulier, v|Σij ∈ Hij et v s’annule sur toutes
les interfaces autres que Σij . D’après (9.1), on a∑

m=i,j

∫
Ωm

(fm − qmum)vm dx =

∫
Ω

(f − qu)v dx = −
∫

Ω
div(k gradu)v dx

ipp (D.1) dans Ω =

∫
Ω
k gradu · grad v dx

=
∑
m=i,j

∫
Ωm

km gradum · grad vm dx

ipp (D.2-ii) dans Ωm =
∑
m=i,j

(
−
∫

Ωm

div(km gradum)vm dx

+〈km gradum · nm, v|Σij 〉Hij
)
.

Si on utilise (9.13)-(i), on en conclut que :

∀v ∈
(
H1

0 (Ω)
)
− telle que vm = 0 si m /∈ {i, j}

〈ki gradui · ni + ki graduj · nj , v|Σij 〉Hij = 0.

A l’aide du théorème 9.2 appliqué dans Vi ou dans Vj (et de la surjectivité de
l’application trace), on en déduit (9.13)-(iii).

(9.13) ⇒ (9.1) Soit u solution du problème (9.13). On doit montrer que u ∈ H1
0 (Ω) et

que u satisfait bien (9.1). Comme ui ∈ Vi, alors ∀j ∈ Ωi, ui|Σij ∈ H1/2(Σij). La
condition de continuité (9.13)-(ii) assure que u ∈ H1

0 (Ω) (cf. [11], Prop. 1.2 p. 21).
Soit p ∈ L2(Ω) tel que ∀i ∈ Ωi : pi := −ki gradui. D’après l’équation (9.13)-(i),
on a ∀i ∈ Ωi : pi ∈ H(div,Ωi). D’après l’équation (9.13)-(iii), on a : ∀(i, j) ∈ IJ ,
[p · n]ij = 0 ∈ L2(Σij), c’est-à-dire que p ∈ H̃.
En multipliant (9.13)-(i) par v ∈ D(Ω), en intégrant sur Ωi et en sommant les
contributions, on a :∑

i∈IΩ

∫
Ωi

(−div(ki gradui) v + qiui v) dx =
∑
i∈IΩ

∫
Ωi

fi v dx. (9.15)

Comme p ∈ H̃ et v ∈ H1
0 (Ω), on peut utiliser (9.11), ce qui donne :∑

i∈IΩ

∫
Ω

(grad vi · pi + vi div pi) dx = 0

puisque [p · n] = 0. L’équation (9.15) s’écrit donc :∑
i∈IΩ

∫
Ωi

(ki gradui · grad v + qi ui v) dx =
∑
i∈IΩ

∫
Ωi

fi v dx,

⇔
∫

Ω
(k gradu · grad v + q u v) dx =

∫
Ω
f v dx,

⇔ 〈− div(k gradu) + qu, v〉 = 〈f, v〉.
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Comme f ∈ L2(Ω), on en déduit que −div(k gradu) + qu = f est vrai au sens
L2(Ω), c’est-à-dire presque partout.

�

Proposition 9.5 Le problème (9.2) est équivalent au problème :
Trouver (u,p) ∈ PV × PH(div,Ω) tel que :

(0) ∀i ∈ IΩ, div pi + qiui = fi dans Ωi,

(i) ∀i ∈ IΩ, k−1
i pi + gradui = 0 dans Ωi,

(ii) ∀(i, j) ∈ IJ , [u]ij = 0 sur Σij ,
(iii) ∀(i, j) ∈ IJ , [p · n]ij = 0 sur Σij ,

(9.16)

avec l’identification ∀i ∈ IΩ, (ui,pi) = (u|Ωi ,p|Ωi).

On peut réécrire (9.16)-(ii) et (9.16)-(iii) ainsi :

∀(i, j) ∈ IJ ,
{

(ii) ui = uj sur Σij ,
(iii) pi · nij = pj · nij sur Σij .

(9.17)

La démonstration, similaire à celle de la proposition 9.4, est laissée en exercice.



Chapitre 10

Problème à une inconnue, méthode
de Schwarz

Nous allons maintenant étudier la résolution du problème (9.13) par la méthode de
Schwarz itérative [34]. Pour cela, on va réécrire les conditions de transmission (9.14) sous
une forme plus exploitable. A partir de là, on pourra définir un algorithme de résolution
itératif. On suppose que la solution u est telle que :

Pour tout (i, j) ∈ IΩ × IΩi , ki gradui · nij |Σij ∈ L
2(Σij).

Remarque 10.1 Si on revient à la proposition 3.19, ceci est garanti lorsque rmax > 1/2.
En effet, dans ce cas on a, pour tout i ∈ I, gradui ∈

⋂
0≤r<rmax

Hr(Ωi), et on sait que la
trace de gradui sur ∂Ωi appartient à L2(∂Ωi) (voir le Chapitre 2 de [3] pour le théorème
de trace correspondant).

10.1 Approche continue

Pour tout (i, j) ∈ IΩ × IΩi , on introduit les couples (αiij , α
j
ij) de coefficients positifs

ou nuls tels que αiij = αiji ; et α
i
ij + αjij > 0 : il n’y a qu’un seul couple de coefficients par

interface, et pour un couple donné, les coefficients ne peuvent pas être tous les deux nuls.
Les conditions de transmission de Dirichlet (9.14)-(ii) et de Neumann (9.14)-(iii) peuvent
être combinées pour écrire les conditions de Robin suivantes : Pour tout (i, j) ∈ IJ ,{

ki gradui · nij + αiijui = kj graduj · nij + αiijuj sur Σij ,

kj graduj · nij − αjijuj = ki gradui · nij − αjijui sur Σij .
(10.1)

Ces conditions s’écrivent sous la forme synthétique suivante : Pour tout (i, j) ∈ IJ ,{
ki∂niui + αiijui = −kj∂njuj + αiijuj sur Σij ,

kj∂njuj + αjijuj = −ki∂niui + αjijui sur Σij .
(10.2)

On peut également les poser sous la forme d’une seule équation de la façon suivante :

Pour tout (i, j) ∈ IΩ × IΩi , ki∂niui + αiijui = −kj∂njuj + αiijuj sur Σij . (10.3)
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Le problème (9.13) est équivalent au problème :
Trouver u ∈ PV tel que : pour tout i ∈ IΩ et pour tout j ∈ IΩi :{

(i) −div(ki gradui) + qiui = fi dans Ωi,
(ii) ki∂niui + αiijui = −kj∂njuj + αiijuj sur Σij .

(10.4)

Comme on ne connaît pas les valeurs de ui|Σ ni celles de ki gradui ·ni|Σ, on propose de
résoudre les problèmes (10.4) de façon itérative dans les sous-domaines (Ωi)i∈IΩ , c’est-à-
dire localement, et d’approcher les conditions de transmission. Afin de résoudre le problème
(10.4), on propose donc l’algorithme itératif suivant 46 :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
∀i ∈ IΩ, u

0
i ∈ Vi est donné.

itérations : pour ` = 1, . . . , ∀i ∈ IΩ, trouver u`i ∈ Vi tel que{
(i) −div(ki gradu`i) + qi u

`
i = fi dans Ωi,

(ii) ∀j ∈ IΩi , ki∂niu
`
i + αiiju

`
i = −kj∂nju`−1

j + αiiju
`−1
j sur Σij ,

jusqu’à convergence.

(10.5)

Le critère de convergence peut s’établir en mesurant la différence entre les solutions locales
à l’interface, entre deux itérations consécutives. Pour le calcul parallèle, l’intérêt de cet
algorithme (qui correspond à un algorithme de Jacobi) est de pouvoir résoudre simultané-
ment les problèmes locaux (pour i ∈ IΩ). Qu’en est-il de la convergence de l’algorithme ?
Pour l’établir dans le cas où ∀(i, j) ∈ IJ , αiij = αjij , P.-L. Lions dans [24] étudie la conver-
gence de la suite des erreurs ( (e`i)i∈IΩ )`∈N, où pour tout i ∈ IΩ, ∀` ∈ N, e`i := u`i−ui ∈ Vi.
On fait l’hypothèse que le choix initial est tel que

Pour tout (i, j) ∈ IΩ × IΩi , ki gradu0
i · nij |Σij ∈ L

2(Σij).

Théorème 10.2 Supposons que ∀(i, j) ∈ IJ , αiij = αjij. Alors, la suite ( (u`i)i∈IΩ )`
converge vers (ui)i∈IΩ dans PV .

Démonstration : On note ∀(i, j) ∈ IJ , αij := αiij = αjij > 0. Nous adaptons ici la
preuve écrite dans l’ouvrage de Quarteroni et Valli [32] pour l’équation de Poisson pour
deux sous-domaines. Les suites ( (e`i)`∈N )i∈IΩ satisfont pour tout i ∈ IΩ, et pour tout
j ∈ IΩi :{

(i) −div(ki grad e`i) + qi e
`
i = 0 dans Ωi,

(ii) ki∂nie
`
i + αije

`
i = −kj∂nje`−1

j + αije
`−1
j sur Σij .

(10.6)

On sait que, pour tout ` et pour tout i ∈ IΩ, e`i |∂Ωi ∈ H1/2(∂Ωi) ⊂ L2(∂Ωi) : en particulier,
pour tout j ∈ IΩi , e`i |Σij ∈ L2(Σij). Par récurrence sur `, on déduit de (10.6)-(ii) que, pour

46. Cet algorithme fut initialement proposé par Schwarz [34] pour déterminer la solution de l’équation
de Laplace dans un domaine égal à l’union d’un disque et d’un carré non-disjoints (avec des sous-domaines
recouvrants, et la condition de transmission de Dirichlet).



195

tout i ∈ IΩ et pour tout j ∈ IΩi , on a ki∂nie`i |Σij ∈ L2(Σij). On multiplie (10.6)-(i) par e`i
et on intègre sur Ωi, ce qui donne :∫

Ωi

(
−div(ki grad e`i) + qie

`
i

)
e`idx = 0.

On utilise la formule d’intégration par parties (D.1) pour obtenir :∫
Ωi

(
−div(ki grad e`i) e

`
i

)
dx =

∫
Ωi

ki|grad e`i |2dx−
∑
j∈IΩi

∫
Σij

ki∂nie
`
i e
`
i ds.

Les suites ( (e`i)` )i∈IΩ satisfont donc : pour tout i ∈ IΩ∫
Ωi

(
ki|grad e`i |2 + qi (e`i)

2
)
dx =

∑
j∈IΩi

∫
Σij

ki∂nie
`
i e
`
i ds. (10.7)

Pour traiter les intégrales sur les interfaces Σij , on utilise l’égalité

AB =
(

(αA+B)2 − (αA−B)2
)
/(4α) (10.8)

avec α = αij ; A = e`i et B = ki∂nie
`
i presque partout sur Σij . D’où :

ki∂nie
`
i e
`
i =

(
(αije

`
i + ki∂nie

`
i)

2 − (αije
`
i − ki∂nie`i)2

)
/(4αij) presque partout.

On en déduit que les suites (e`i)`, i ∈ IΩ satisfont :

‖
√
ki grad e`i‖2L2(Ωi)

+ ‖√qie`i‖2L2(Ωi)

=
∑
j∈IΩi

[(
‖αije`i + ki∂nie

`
i‖2L2(Σij)

− ‖αije`i − ki∂nie`i‖2L2(Σij)

)
/(4αij)

]
.

Les conditions de transmission sur Σij s’écrivent pour tout i ∈ IΩ, et pour tout j ∈ IΩi

(voir (10.6)-(ii)) :

∀` ∈ N∗, αije
`
i + ki∂nie

`
i = αije

`−1
j − kj∂nje`−1

j .

Ainsi les suites (e`i)`∈N satisfont pour ` ∈ N∗, pour (i, j) ∈ IJ :

‖
√
ki grad e`i‖2L2(Ωi)

+ ‖√qie`i‖2L2(Ωi)

=
∑
j∈IΩi

[(
‖αije`−1

j − kj∂nje`−1
j ‖

2
L2(Σij)

− ‖αije`i − ki∂nie`i‖2L2(Σij)

)
/(4αij)

]
.

En sommant les contributions de chaque sous-domaine, on obtient pour ` ∈ N∗ :∑
i∈IΩ

(
‖
√
ki grad e`i‖2L2(Ωi)

+ ‖√qie`i‖2L2(Ωi)

)
=
∑
i∈IΩ

∑
j∈IΩi

[(
‖αije`−1

j − kj∂nje`−1
j ‖

2
L2(Σij)

− ‖αije`i − ki∂nie`i‖2L2(Σij)

)
/(4αij)

]
=

∑
(i,j)∈IJ

(
‖αije`−1

j − kj∂nje`−1
j ‖

2
L2(Σij)

− ‖αije`j − kj∂nje`j‖2L2(Σij)

+ ‖αije`−1
i − ki∂nie`−1

i ‖
2
L2(Σij)

− ‖αije`i − ki∂nie`i‖2L2(Σij)

)
/(4αij)
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En effet, ci-dessus chaque couple (i, j) ∈ IJ regroupe deux contributions dans la double
somme précédente. En sommant cette fois sur les itérations ` ∈ {1, · · · , N}, les contribu-
tions aux itérations successives ` − 1 et ` se compensent pour tout ` ∈ {2, · · · , N − 1} et
il reste finalement :

N∑
`=1

∑
i∈IΩ

[(
‖
√
ki grad e`i‖2L2(Ωi)

+ ‖√qie`i‖2L2(Ωi)

)]
+

∑
(i,j)∈IJ

[(
‖αijeNi − ki∂nieNi ‖2L2(Σij)

+ ‖αijeNj − kj∂njeNj ‖2L2(Σij)

)
/(4αij)

]
=

∑
(i,j)∈IJ

[(
‖αije0

i − ki∂nie0
i ‖2L2(Σij)

+ ‖αije0
j − kj∂nje0

2‖2L2(Σij)

)
/(4αij)

]

On a donc montré que la série
∞∑
`=1

∑
i∈IΩ

(
‖
√
ki grad e`i‖2L2(Ωi)

+ ‖√qie`i‖2L2(Ωi)

)
, qui est crois-

sante, est en outre bornée : la suite
( ∑
i∈IΩ

(
‖
√
ki grad e`i‖2L2(Ωi)

+ ‖√qie`i‖2L2(Ωi)

) )
`∈N

converge donc vers 0, c’est-à-dire que la suite (e`i)` tend vers 0 dans H1(Ωi), i ∈ IΩ.
Par hypothèse, on a également que (e`i)`∈N tend vers 0 dans Vi, i ∈ IΩ. �

La preuve est établie dans le cas où αiij = αjij . En pratique, on choisit souvent αiij 6= αjij .

Remarque 10.3 On indique ci-dessous quelques points à développer :
— La preuve de la convergence de l’algorithme (10.5) a d’abord été établie par P.-L.

Lions dans [24] pour le problème de Poisson.
— On peut écrire une variante de l’algorithme (10.5) sous la forme d’un algorithme de

Gauss-Seidel, la preuve de convergence se faisant avec les mêmes outils.
— Si deux sous-domaines Ωi et Ωj, i 6= j se recouvrent (c’est-à-dire

∫
(Ωi) ∩

∫
(Ωj) 6=

∅), on définit deux interfaces Σij = int(Ωi ∩ ∂Ωj) et Σji = int(Ωj ∩ ∂Ωi). Sur
chacune de ces interfaces, on peut utiliser au choix la condition de transmission
de Dirichlet, celle de Neumann ou celle de Robin. La preuve de la convergence
de l’algorithme de Schwarz avec des sous-domaines recouvrants et des conditions
d’interface de Dirichlet a été réalisée par P.-L. Lions dans [23].

10.2 Optimisation des paramètres de Robin

Comment choisir les paramètres (αiij ,α
j
ij) ? Dans l’article [28], Nataf et Nier proposent

l’étude asymptotique qui suit. Supposons que Ω = R2, NΩ = 2 avec Ω1 =] − ∞, 0[×R,
Ω2 =]0,+∞[×R. L’interface est telle que Σ = {(x, y) |x = 0, y ∈ R}, et l’on a : n1 = e1 et
n2 = −e1. On note α1 = α1

12 et α2 = α2
12. Dans chaque sous-domaine Ωi, on suppose que

les coefficients ki et qi sont constants. La suite d’erreurs (e`1, e
`
2)`∈N satisfait les équations

(voir (10.6)) :

∀` ∈ N∗,


−∆e`i +

qi
ki
e`i = 0, dans Ωi,

k1 ∂xe
`
1 + α1 e

`
1 = k2 ∂xe

`−1
2 + α1 e

`−1
2 , sur Σ,

−k2 ∂xe
`
2 + α2 e

`
2 = −k1 ∂xe

`−1
1 + α2 e

`−1
1 , sur Σ.

(10.9)
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Soit ê`i la transformée de Fourier partielle le long de l’axe y de e`i (on a e`i(x, .) ∈ L1(R)) :

∀ (x, κ) ∈ Ω̂i, ê`i(x, κ) :=

∫
R

exp(−ıκy) e`i(x, y) dy, (10.10)

avec Ω̂1 =] − ∞, 0[×R, Ω̂2 =]0,+∞[×R. Après une double intégration par parties, on
trouve que :

∆̂e`i(x, κ) =

∫
R

exp(−ıκy)∆e`i(x, y)dy = −(∂2
xxê

`
i + κ2 ê`i)(x, κ). (10.11)

Après transformation de Fourier partielle des équations (10.9), on obtient ainsi que la suite
(ê`1, ê

`
2)`∈N est telle que :

∀` ∈ N∗,



−∂2
xxê

`
i +

(
κ2 +

qi
ki

)
ê`i = 0, dans Ω̂i,

k1 ∂xê
`
1 + α1 ê

`
1 = k2 ∂xê

`−1
2 + α1 ê

`−1
2 , sur Σ,

−k2 ∂xê
`
2 + α2 ê

`
2 = −k1 ∂xê

`−1
1 + α2 ê

`−1
1 , sur Σ.

(10.12)

Posons : λi := λi(κ) =

√
κ2 +

qi
ki
. D’après la première équation de (10.12) et comme les

erreurs tendent vers 0 en ±∞ (ê`i ∈ L2(Ω̂i)), on a :

∀` ∈ N, ê`1(x, κ) = b`1 exp (λ1(κ)x ) et ê`2(x, κ) = b`2 exp (−λ2(κ)x ). (10.13)

Ci-dessus, les coefficients b`i dépendent des λi (donc de κ), et sont déterminés à l’aide
des conditions de transmission (deuxième et troisième équations de (10.12)). On obtient :
∀` ∈ N, b`+1

i (αi + ki λi ) = b`j (αi − kj λj ) avec (i, j) ∈ {(1, 2), (2, 1)}. On en déduit par
récurrence que :

Pour i ∈ {1, 2}, ∀` ∈ N, b`+2
i = ρ b`i , avec ρ =

(α1 − k2 λ2)

(α1 + k1 λ1)

(α2 − k1 λ1)

(α2 + k2 λ2)
. (10.14)

Comme u0 n’est (presque sûrement) pas la solution exacte, observons que les premières
erreurs e0

1 et e0
2 ne sont pas nulles, et b0i 6= 0, cf. (10.13).

Par ailleurs, on a : b`+2
i = ρ b`i pour ` ≥ 0, d’où : b`+2

i =

{
ρ
`+2

2 b0i si ` est pair,
ρ
`+1

2 b1i si ` est impair.
Comme αi ≥ 0, ki > 0 et λi > 0, on a |ρ| ≤ 1.
Dans le cas où α1 = α2 = 0 (condition d’interface de Neumann), on trouve ρ = 1 : les
coefficients (b`i)` ne tendent pas vers 0, l’algorithme ne converge pas.
Si au contraire α1 6= 0 ou α2 6= 0, on a |ρ| < 1 et l’algorithme converge. Plus précisé-
ment, si les αi sont très grands (condition d’interface de “type Dirichlet”, avec une petite
perturbation), on trouve ρ = 1− : il y a convergence, mais les coefficients (b`i)` tendent
très lentement vers 0. Notons que, plus |ρ| est petit, meilleure est la vitesse de convergence
(les coefficients (b`i)` tendent plus rapidement vers 0) ; et que, si ρ = 0, la convergence est
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obtenue dès la deuxième itération 47...
Afin de réduire ρ, il faut choisir αi ≈ kj λj . A l’ordre 0 en κ, les paramètres optimaux sont
tels que :

αi =
√
qj kj . (10.15)

Remarque 10.4 — Un étude approfondie du choix des paramètres se trouve dans
[19].

— Ce résultat théorique peut également être utilisé efficacement en pratique dans le cas
où les coefficients ki et qi ne sont pas constants.

— Si la solution est suffisamment régulière, on peut utiliser des conditions d’interface
dites conditions de Ventcell, qui correspondant aux conditions d’interface de Robin
auxquelles on a ajouté des termes dépendant des dérivées secondes tangentielles des
ui.

Les méthodes utilisant l’algorithme itératif de Schwarz avec conditions de transmission
optimisées sont appelées les méthodes de Schwarz optimisées, ce qui se dit en anglais op-
timized Schwarz methods (OSM). Dans le cas où qi = 0, on ne peut pas faire cette étude
asymptotique. Néanmoins, on verra que l’approche algébrique de l’algorithme nous donne
une autre technique pour optimiser la convergence.

10.3 Formulation variationnelle

Nous allons maintenant construire une formulation variationnelle associée au problème
(10.5) (pour ` donné). On considère une fonction-test vi ∈ (Vi)− que l’on multiplie à
l’équation (10.5)-(i), et on intègre sur Ωi. Rappelons que la formule d’intégration par
parties (D.2-i) (avec découpage des crochets de dualité) dans Ωi donne :

−
∫

Ωi

div(ki gradu`i) vidx =

∫
Ωi

ki gradu`i · grad vidx−
∑
j∈IΩi

∫
Σij

ki∂niu
`
i vids.

Par ailleurs, d’après la condition de transmission (10.5)-(ii) sur Σij , on a :

−ki∂niu`i = αiiju
`
i + kj∂nju

`−1
j − αiiju`−1

j .

Une formulation variationnelle d’une itération du problème (10.5) s’écrit donc :
Pour i ∈ IΩ, trouver u`i ∈ Vi tel que ∀vi ∈ (Vi)−,∫

Ωi

ki gradu`i · grad vidx+

∫
Ωi

qiu
`
i vidx+

∑
j∈IΩi

∫
Σij

αiiju
`
ivi ds

=∫
Ωi

fi vidx−
∑
j∈IΩi

∫
Σij

kj∂nju
`−1
j vids+

∑
j∈IΩi

∫
Σij

αiiju
`−1
j vi ds

(10.16)

47. Dans le cas plus général de NΩ sous-domaines découpés en tranches, on peut vérifier que la conver-
gence se fera en NΩ itérations au mieux (voir [28]).
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Les gradients des éléments finis P1 ne sont pas conformes dans H(div, ·), et ne permettent
donc pas de discrétiser pj · nj sur Σij , avec pj = kj gradu`j ∈ H(div,Ωj). Afin d’ob-
tenir un schéma numérique correct, l’intégrale sur Σij pour j ∈ IΩi contenant le terme
kj∂nju

ell−1
j doit être réécrite sous la forme d’une intégrale volumique. Pour cela, on choi-

sit un relèvement v?j dans Vj de la trace sur Σij de la fonction-test vi. En effet la trace
vi|Σij ∈ Hij , et on peut la prolonger par 0 sur ∂Ωj pour obtenir un élément de H1/2(∂Ωj).
D’après la surjectivité de l’application trace (voir le théorème D.1), il existe un relèvement
du prolongement dans Vj , qui appartient par définition à l’espace V i

j tel que :

V i
j := {v ∈ Vj | v|∂Ωj\Σij = 0}. (10.17)

Par construction, v?j |Σij = vi|Σij , et on a :
∫

Σij

kj∂nju
`−1
j vids =

∫
∂Ωj

kj∂nju
`−1
j v?j ds.

La formule d’intégration par parties (D.1) dans Ωj , puis l’équation (10.5)-(i) permettent
d’écrire :

−
∫

Σij

kj∂nju
`−1
j v?j ds = −

∫
Ωj

div(kj gradu`−1
j ) v?j dx−

∫
Ωj

kj gradu`−1
j · grad v?j dx,

=

∫
Ωj

fj v
?
j dx−

∫
Ωj

qju
`−1
j v?j dx−

∫
Ωj

kj gradu`−1
j · grad v?j dx.

La formulation variationnelle (10.16) se réécrit alors :
Pour i ∈ IΩ, trouver u`i ∈ Vi tel que ∀vi ∈ (Vi)−,∫

Ωi

ki gradu`i · grad vidx+

∫
Ωi

qiu
`
i vidx+

∑
j∈IΩi

∫
Σij

αiiju
`
i vi ds

=

∫
Ωi

fi vidx+
∑
j∈IΩi

∫
Ωj

fj v
?
j dx−

∑
j∈IΩi

∫
Ωj

qju
`−1
j v?j dx

−
∑
j∈IΩi

∫
Ωj

kj gradu`−1
j · grad v?j dx+

∑
j∈IΩi

∫
Σij

αiiju
`−1
j v?j ds.

(10.18)

Remarque 10.5 Dans (10.16), il reste possible de choisir une fonction-test vi ∈ Vi. La
difficulté est qu’on peut avoir vi|Σij ∈ H1/2(Σij) \ Hij. Dans ce cas, on ne peut pas pro-
longer cette trace par 0 sur ∂Ωj pour obtenir un élément de H1/2(∂Ωj), et on ne peut plus
transformer l’intégrale sur Σij en une intégrale sur ∂Ωj pour aboutir à (10.18).

Par la suite, on va utiliser, pour i ∈ IΩ, les formes bilinéaires ai1, continues et coercitives
sur Vi × Vi (voir la preuve du théorème 3.1) : ai1 : Vi × Vi → R

(v, w) 7→
∫

Ωi

(ki grad v · gradw + qiv w) dx
. (10.19)

La forme bilinéaire ãi1 associée à la formulation variationnelle (10.18) s’écrit :
ãi1 : Vi × Vi → R

(v, w) 7→ ai1(v, w) +
∑
j∈IΩi

∫
Σij

αiijv w ds . (10.20)
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On peut montrer que si αiij ≥ 0, la forme bilinéaire ãi1 est continue (utiliser le théorème de
trace D.1) et coercitive.

Dans la formulation variationnelle (10.18), la solution appartient à Vi, et les fonctions-
test à (Vi)−. Lors de la discrétisation on peut choisir de rester dans (Vi)− en annulant tous
les degrés de liberté associés aux sommets situé sur ∂ΣW à la fois pour les fonctions-test
discrètes mais aussi pour la solution discrète (de façon à obtenir un système linéaire carré).
Sinon on se place dans Vi, et dans ce cas il reste à prendre en compte parmi les fonctions-
test discrètes celles qui sont associées aux degrés de liberté situés sur ∂ΣW (encore une fois
pour obtenir un système linéaire carré). C’est cette seconde approche qu’on retient par la
suite.

10.4 Discrétisation

Considérons comme discrétisation des espaces Vi les éléments finis de Lagrange P1 dé-
crits au §3.3.1, avec notamment la prise en compte de la condition aux limites de Dirichlet.
On définit une famille de triangulations (Ti,h)h de Ωi constituées de Li triangles tels que :
Ωi = ∪l∈ITi Ti,l avec I

T
i = {1, · · · , Li}. Parmi les sommets, on ne conserve que ceux qui

n’appartiennent pas à Γi ; après renumérotation, ce sont les N+
i sommets (Mi,m)m∈I+

i
tels

que I+
i = {1, · · · , N+

i }. Pour i ∈ IΩ, il y a donc trois types de sommets : ceux qui sont à
l’intérieur de Ωi, ceux qui se trouvent sur Σi, et enfin ceux qui se trouvent sur le treillis
∂ΣW ; en particulier, on définit Wi = {Mi,m ∈ ∂ΣW , m ∈ I+

i } les sommets de la triangu-
lation Ti,h appartenant à ∂ΣW .
On décompose I+

i en trois sous-ensembles disjoints d’indices : I+
i = Ii ∪ Ii,Σi ∪ Ii,Wi tels

que : 
Ii = {m ∈ I+

i |Mi,m ∈
∫

(Ωi)}, Ni = |Ii|,
Ii,Σi = {m ∈ I+

i |Mi,m ∈ Σi}, NΣi = |Ii,Σi |,
Ii,Wi = {m ∈ I+

i |Mi,m ∈Wi}, NWi = |Ii,Wi |.
(10.21)

On a donc : N+
i = |I+

i | = Ni +NΣi +NWi .
On définit enfin les sous-ensembles d’indices suivants, pour j ∈ IΩi :

Iiji,Σi = {m ∈ Ii,Σi |Mi,m ∈ Σij}, N i
Σij

= |Iiji,Σi |,

Iiji,Wi
= {m ∈ Ii,Wi |Mi,m ∈ ∂Σij}, N ij

Wi
= |Iiji,Wi

|,

Iiji = Iiji,Σi ∪ I
ij
i,Wi

.

(10.22)

Les sous-ensembles (Iiji,Wi
)j∈IΩi ne sont pas disjoints en général, chaque sommet de Wi

pouvant appartenir à deux interfaces parmi (∂Σij)j∈IΩi . Par contre, Ii,Σi = ∪j∈IΩiI
ij
i,Σi

et
NΣi =

∑
j∈Ωi

N i
Σij

.
On suppose que les couples de triangulations (Ti,h, Tj,h)(i,j)∈IJ partagent :

— leurs NWij sommets sur le treillis, avec : NWij = N ij
Wi

= N ji
Wj

,

— leurs NΣij sommets sur l’interface Σij , avec : NΣij = N i
Σij

= N j
Σij

.
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Il peut arriver que le maillage soit tel que, pour un sous-domaine Ωi, un triangle repose
sur deux interfaces distinctes Σij et Σij′ (j 6= j′). Plus précisément, dans le cas d = 2,
étudions la Figure 10.4, qui est un zoom sur un point de croisement MW , partagé entre
quatre sous-domaines (Ωi)i=1,4 :

— Dans le sous-domaine Ω4, délimité par les interfaces Σ14 et Σ34, le point de croise-
mentMW appartient au seul triangle T 4

1 . On dit que les sommetsM14 de l’interface
Σ14 et M34 de l’interface Σ34 sont couplés car ils appartiennent au même triangle
T 4

1 et par conséquent a4
1(w1,M14 , w1,M34) 6= 0.

— Dans le sous-domaine Ω3, délimité par les interfaces Σ23 et Σ34, le point de croise-
ment MW appartient aux deux triangles T 3

1 et T 3
2 . On dit que les sommets M23 de

l’interface Σ23 et M34 de l’interface Σ34 ne sont pas couplés car ils n’appartiennent
pas au même triangle et par conséquent a3

1(w3,M23 , w3,M34) = 0.

MW

M34

Ω1

M23M14

M3

Ω4
Ω3

Ω2

T 3
1

Σ23

Σ34

Σ12

T 4
1 T 3

2Σ14

Figure 10.1 – Point de croisement

L’espace de discrétisation de Vi est noté V +
i,h et est tel que :

V +
i,h :=

{
vi,h ∈ C0(Ωi) : ∀l ∈ ITi , vi,h|Tl ∈ P1(Tl), vi,h|Γi = 0

}
. (10.23)

On appelle (wi,m)m∈I+
i
les fonctions de base ”chapeau” associées à V +

i,h := vect
(

(wi,m)m∈I+
i

)
.

Pour tout (i, j) ∈ IJ , les sommets des triangulations Ti,h et Tj,h étant identiques sur l’in-
terface Σij et son bord ∂Σij , les espaces des traces T

ij
i,h et Tijj,h tels que

Tiji,h := vect
(

(wi,m|Σij )m∈Iiji

)
, Tijj,h := vect

(
(wj,m|Σij )m∈Iijj

)
(10.24)

sont égaux : pour tout mi ∈ Iiji (resp. mj ∈ Iijj ) il existe un unique mj ∈ Iijj (resp.
mi ∈ Iiji ) tel que wi,mi |Σij = wj,mj |Σij (les fonctions de base des éléments finis de Lagrange
P1 sont continues).
On précise maintenant les choix de relèvement (discret).

∀(i, j) ∈ IJ , ∀(mi,mj) ∈ Iiji × I
ij
j tel que Mmi = Mmj :

- la fonction de base wj,mj est un relèvement de wi,mi |Σij dans Ωj ;

- la fonction de base wi,mi est un relèvement de wj,mj |Σij dans Ωi.

(10.25)
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Pour m ∈ Ii,Wi , on note ImΣi = {j ∈ IΩi |Mi,m ∈ Σij}.
On cherche (u`i,h)i∈IΩ appartenant à l’espace produit

∏
i∈IΩ V

+
i,h une approximation de

(u`i)i∈IΩ telle que pour tout i ∈ IΩ, u`i,h =
∑

m′∈I+
i

U `i,m′wi,m′ , où U `i,m′ := u`i,h(Mi,m′).

On raisonne d’abord par analogie avec (10.18). En effet, si on considère wi,m avec i ∈
Ii ∪ Ii,Σi , alors on a wi,m|Σij ∈ Hij pour tout j ∈ IΩi . On obtient alors :
Trouver (u`i,h)i∈IΩ ∈

∏
i∈IΩ V

+
i,h tel que ∀i ∈ IΩ, ∀j ∈ IΩi :

∀m ∈ Ii, ai1(u`i,h, wi,m) =

∫
Ωi

fiwi,mdx,

∀mi ∈ Iiji,Σi , ai1(u`i,h, wi,mi) +

∫
Σij

αiiju
`
i,hwi,mi ds

=

∫
Ωi

fiwi,midx+

∫
Ωj

fj wj,mjdx

−aj1(u`−1
j,h , wj,mj ) +

∫
Σij

αiiju
`−1
j,h wj,mj ds.

(10.26)

Si maintenant m ∈ Ii,Wi , alors, pour j ∈ IΩi , soit wi,m|Σij = 0, soit wi,m|Σij 6= 0 et par
définition wi,m|Σij 6∈ Hij . Dans le premier cas, l’intégrale sur Σij s’annule. Dans le second
cas, on ne peut plus procéder comme avant. Néanmoins, on sait qu’un relèvement (discret)
existe d’après (10.25). Il suffit alors de reprendre le même raisonnement qu’avant avec ce
relèvement. On obtient alors :
Trouver (u`i,h)i∈IΩ ∈

∏
i∈IΩ V

+
i,h tel que ∀i ∈ IΩ, ∀j ∈ IΩi :

∀mi ∈ Ii,Wi , ai1(u`i,h, wi,mi) +
∑
j∈ImΣi

∫
Σij

αiiju
`
i,hwi,mi ds

(déf. mj cf. (10.25)) =

∫
Ωi

fiwi,midx+
∑
j∈ImiΣi

∫
Ωj

fj wj,mjdx

+
∑
j∈ImiΣi

(
−aj1(u`−1

j,h , wj,mj ) +

∫
Σij

αiiju
`−1
j,h wj,mj ds

)
.

(10.27)
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Après avoir décomposé u`i,h sur la base (wi,m)m∈I+
i
, (10.26)-(10.27) se réécrit :

Trouver (U `i,m′)i∈IΩ,m′∈I+
i
tel que ∀i ∈ IΩ, ∀j ∈ IΩi :

∀m ∈ Ii,
∑

m′∈I+
i

ai1(wi,m′ , wi,m)U `i,m′ =

∫
Ωi

fiwi,mdx,

∀mi ∈ Iiji,Σi ,
∑

m′∈I+
i

(
ai1(wi,m′ , wi,mi) +

∫
Σij

αiijwi,m′wi,mi ds

)
U `i,m′

=

∫
Ωi

fiwi,midx+

∫
Ωj

fj wj,mjdx

+
∑

m′∈I+
j

(
−aj1(wj,m′ , wj,mj ) +

∫
Σij

αiijwj,m′wj,mj ds

)
U `−1
j,m′ ,

∀mi ∈ Ii,Wi ,
∑

m′∈I+
i

ai1(wi,m′ , wi,mi) +
∑
j∈ImiΣi

∫
Σij

αiijwi,m′wi,mi ds

U `i,m′

=

∫
Ωi

fiwi,midx+
∑
j∈ImiΣi

∫
Ωj

fj wj,mjdx

+
∑
j∈ImiΣi

∑
m′∈I+

j

(
−aj1(wj,m′ , wj,mj ) +

∫
Σij

αiijwj,m′wj,mj ds

)
U `−1
j,m′ .

(10.28)

On peut mettre les équations (10.28) sous forme matricielle (voir §3.3).
Soit i ∈ IΩ. Soit Ai,i ∈ RN

+
i ×N

+
i la matrice symétrique telle que :

∀(m,m′) ∈ I+
i × I

+
i , (Ai,i)m,m′ = ai1(wi,m′ , wi,m).

Soit Ãi,i ∈ RN
+
i ×N

+
i la matrice symétrique telle que ∀j ∈ IΩi :

∀(m,m′) ∈ Ii × I+
i , (Ãi,i)m,m′ = (Ai,i)m,m′ ,

∀(m,m′) ∈ Iiji,Σi × I
+
i , (Ãi,i)m,m′ = (Ai,i)m,m′ +

∫
Σij

αiijwi,m′wi,m ds,

∀(m,m′) ∈ Ii,Wi × I
+
i , (Ãi,i)m,m′ = (Ai,i)m,m′ +

∑
j′∈ImΣi

∫
Σij′

αiij′wi,m′wi,m ds.

Soit i ∈ IΩ et j ∈ IΩi . Soit Ãi,j ∈ RN
+
i ×N

+
j la matrice de couplage entre Ωi et Ωj :

∀(m,m′) ∈ Ii × I+
j , (Ãi,j)m,m′ = 0,

∀(mi,m
′) ∈ Iiji × I

+
j , (Ãi,j)mi,m′ = aj1(wj,m′ , wj,mj )−

∫
Σij

αiijwj,m′wj,mj ds,

où l’expression de (Ãi,j)(mi,m′)∈Iiji ×I
+
j
est obtenue suite au choix du relèvement discret sur

l’interface Σij .



204

Soit Ũ `i ∈ RN
+
i le vecteur tel que pour m ∈ I+

i :
(
Ũ `i

)
m

:= U `i,m.

Soit F̃i ∈ RN
+
i le vecteur tel que ∀j ∈ IΩi :

∀m ∈ Ii,
(
F̃i

)
m

=

∫
Ωi

fwi,m dx,

∀mi ∈ Iiji,Σi ,
(
F̃i

)
mi

=

∫
Ωi

fwi,mi dx+

∫
Ωj

fwj,mj dx,

∀mi ∈ IWi ,
(
F̃i

)
mi

=

∫
Ωi

fwi,mi dx+
∑
j∈ImiΣi

∫
Ωj

fwj,mj dx

où l’expression de
(
F̃i

)
mi∈Iiji

est également obtenue suite au choix des relèvements discrets

sur les interfaces ( Σij )j∈ImiΣi

.

La discrétisation de l’algorithme (10.5) s’écrit finalement :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation : ∀i ∈ IΩ, Ũ
0
i ∈ RN

+
i est donné.

itérations : pour ` = 1, . . . ,∀i ∈ IΩ, trouver Ũ `i ∈ RN
+
i tel que :

Ãi,iŨ `i = F̃i −
∑
j∈IΩi

Ãi,jŨ `−1
j ,

jusqu’à convergence.

(10.29)

10.5 Interprétation algébrique

On pose N+ =
∑
i∈IΩ

N+
i .

Soit Ã ∈ RN+×N+ la matrice définie par NΩ ×NΩ blocs (voir le §5.3). Les blocs non nuls
sont les blocs diagonaux : ∀i ∈ IΩ, [Ã]i,i = Ãi,i, et les blocs extra-diagonaux correspondants
à des sous-domaines voisins : ∀i ∈ IΩ, ∀j ∈ IΩi , [Ã]i,j = Ãi,j .
Soit le vecteur F̃ ∈ RN+ constitué de NΩ blocs et tel que : ∀i ∈ IΩ, [F̃ ]i = F̃i.
L’algorithme (10.29) s’interprète comme un algorithme de Jacobi par blocs (décrit en (6.16))
appliqué au système linéaire suivant :

Trouver Ũ ∈ RN
+
tel que : ÃŨ = F̃ , (10.30)

pour lequel la matrice DB ∈ RN+×N+ est diagonale par blocs, avec ∀i ∈ IΩ, [DB]i,i = Ãi,i,
et EB + FB = −(Ã−DB) est la matrice contenant les sous-blocs extra-diagonaux.

Remarque 10.6 La matrice DB est symétrique car ses blocs diagonaux le sont, mais la
matrice Ã n’est pas symétrique car ∀i ∈ IΩ, ∀ ∈ IΩi , Ãi,j 6= Ãj,i. Ainsi, si on veut utiliser
un algorithme (parallélisable) plus performant que l’algorithme de Jacobi (10.29) pour la
résolution de (10.30), on peut choisir l’algorithme GMRES, préconditionné par DB (§7.3).

Le système linéaire (10.30), issu d’une méthode de décomposition de domaine, s’obtient
également de façon algébrique, en manipulant les sous-blocs du système linéaire obtenu
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après discrétisation du problème sans décomposition de domaine.
Plus précisément, étudions le cas de deux sous-domaines. Dans cette configuration simpli-
fiée (sans point de croisement), on note que : soit Σ12 est fermée (∂Ω1 ou ∂Ω2 n’intersecte
pas ∂Ω), et dans ce cas le treillis ∂ΣW est vide ; soit ∂Ω1 et ∂Ω2 intersectent ∂Ω, et dans
ce cas ∂ΣW ⊂ ∂Ω. Dans les deux cas, il n’y a aucune inconnue associée aux sommets de
∂ΣW (dans le second cas, à cause de la condition aux limites). On note Σ = Σ12 dans la
suite.
La discrétisation P1 du problème (9.1) dans Vh ⊂ H1

0 (Ω) défini sur la triangulation
Th = T1,h ∪ T2,h s’écrit : 48

Trouver U ∈ RN1+NΣ+N2 tel que AU = F , avec :

A :=


◦
A1,1 A1,Σ 0

(A1,Σ)T A1
Σ,Σ + A2

Σ,Σ (A2,Σ)T

0 A2,Σ

◦
A2,2

 , U :=

U1

UΣ

U2

 , F :=

F1

FΣ

F2

 . (10.31)

Ci-dessus, uh|Σ et donc UΣ sont définis de manière univoque.

En introduisant U1,Σ et U2,Σ : U1,Σ = U2,Σ = UΣ, on peut réécrire le système linéaire
AU = F ainsi : 

◦
A1,1 A1,Σ 0 0

(A1,Σ)T A1
Σ,Σ (A2,Σ)T A2

Σ,Σ

0 0
◦
A2,2 A2,Σ

(A1,Σ)T A1
Σ,Σ (A2,Σ)T A2

Σ,Σ



U1

U1,Σ

U2

U2,Σ

 =


F1

FΣ

F2

FΣ

 . (10.32)

Si, pour i ∈ {1, 2}, les blocs diagonaux

( ◦
Ai,i Ai,Σ

(Ai,Σ)T AiΣ,Σ

)
sont bien inversibles, en revanche

la matrice globale de ce système linéaire ne l’est pas, puisque les deuxième et dernier blocs
de lignes sont identiques.
En fait, il manque l’information que U1,Σ = U2,Σ. Soient M̃i

Σ,Σ ∈ RNΣ×NΣ , i ∈ {1, 2},
deux matrices inversibles, telles que les matrices AiΣ,Σ + M̃i

Σ,Σ, i ∈ {1, 2}, et M̃1
Σ,Σ + M̃2

Σ,Σ

soient également inversibles. Considérons maintenant la réécriture de (10.31) via le système
linéaire inversible suivant :

◦
A1,1 A1,Σ 0 0

(A1,Σ)T A1
Σ,Σ + M̃1

Σ,Σ (A2,Σ)T A2
Σ,Σ − M̃1

Σ,Σ

0 0
◦
A2,2 A2,Σ

(A1,Σ)T A1
Σ,Σ − M̃2

Σ,Σ (A2,Σ)T A2
Σ,Σ + M̃2

Σ,Σ



U1

U1,Σ

U2

U2,Σ

 =


F1

FΣ

F2

FΣ

 (10.33)

48. Pour i = 1, 2, on utilise la décomposition

Ai,i =

( ◦
Ai,i Ai,Σ

(Ai,Σ)T AiΣ,Σ

)
,

avec
◦
Ai,i correspondant aux interactions entre les Ni sommets situés dans Ωi, Ai,Σ correspondant aux

interactions entre les sommets situés dans Ωi et les N i
Σ sommets situés sur ∂Ωi ∩ Σ, et enfin AiΣ,Σ corres-

pondant aux contributions venant de Ωi des interactions entre les sommets situés sur l’interface. Dans le
cas particulier de deux sous-domaines, on a noté que ∂Ω1 ∩ Σ = ∂Ω2 ∩ Σ.
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Pour i ∈ {1, 2}, les blocs diagonaux

( ◦
Ai,i Ai,Σ

(Ai,Σ)T AiΣ,Σ + M̃i
Σ,Σ

)
sont toujours inversibles,

alors que les deuxième et dernier blocs de lignes ne sont plus identiques. En effet, on a :{
(A1,Σ)T U1 + (A1

Σ,Σ + M̃1
Σ,Σ)U1,Σ + (A2,Σ)T U2 + (A2

Σ,Σ − M̃1
Σ,Σ)U2,Σ = FΣ,

(A1,Σ)T U1 + (A1
Σ,Σ − M̃2

Σ,Σ)U1,Σ + (A2,Σ)T U2 + (A2
Σ,Σ + M̃2

Σ,Σ)U2,Σ = FΣ,

et la différence entre ces deux équations redonne U1,Σ = U2,Σ, puisque M̃1
Σ,Σ + M̃2

Σ,Σ est
inversible.
La matrice du système linéaire (10.33) est similaire à la matrice Ã du système linéaire
(10.30). Cette approche algébrique permet d’exhiber un choix optimal des matrices M̃i

Σ,Σ.

On peut en effet montrer que si M̃i
Σ,Σ est choisie égale à AjΣ,Σ − (Aj,Σ)T (

◦
Aj,j)−1Aj,Σ pour

(i, j) ∈ {(1, 2), (2, 1)}, alors la convergence de l’algorithme de Jacobi est optimale (en 1

itération). Mais ces matrices sont coûteuses à calculer du fait de la présence de (
◦
Aj,j)−1.

En pratique lorsque qi 6= 0, il est plus simple de prendre M̃i
Σ,Σ = Mi

Σ,Σ, avec un choix
optimisé des paramètres αi.



Chapitre 11

Problème à deux inconnues, méthode
de Schwarz

11.1 Approche continue

On suppose que la solution (u,p) est telle que :

Pour tout (i, j) ∈ IΩ × IΩi , pi · nij |Σij ∈ L
2(Σij),

et on introduit les espaces Qi, pour i ∈ IΩ munis de la norme canonique :

Qi :=
{
q ∈ H(div,Ωi) : q · ni|Σi ∈ L

2(Σi)
}
, ‖q‖2Qi

:= ‖q‖2H(div,Ωi)
+ ‖q‖2L2(Σi)

. (11.1)

Pour tout (i, j) ∈ IΩ × IΩi , on introduit les couples (αiij , α
j
ij) de coefficients positifs ou

nuls tels que αiij + αjij > 0. Les conditions de transmission de Dirichlet (9.17)-(ii) et de
Neumann (9.17)-(iii) peuvent être combinées pour écrire les conditions de Robin suivantes :

Pour tout (i, j) ∈ IJ ,

{
pi · nij + αiijui = pj · nij + αiijuj sur Σij ,

pj · nij − α
j
ijuj = pi · nij − α

j
ijui sur Σij .

(11.2)

On peut également les poser sous la forme d’une seule équation de la façon suivante :

Pour tout (i, j) ∈ I × IΩi , pi · ni + αiijui = −pj · nj + αiijuj sur Σij . (11.3)

Le problème (9.16) est équivalent au problème :
Trouver (u,p) ∈ PV ×

∏
i∈IΩ Qi tel que pour tout i ∈ IΩ et pour tout j ∈ IΩi :

(0) div pi + qiui = fi dans Ωi,

(i) k−1
i pi + gradui = 0 dans Ωi,

(ii) pi · ni + αiijui = −pj · nj + αiijuj sur Σij .
(11.4)

Comme on ne connaît pas les valeurs de ui|Σ ni celles de pi · ni|Σ, on propose de résoudre
les problèmes (11.4) localement de façon itérative dans les (Ωi)i∈IΩ , et d’approcher les

207
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conditions de transmission. Afin de résoudre le problème (11.4), on propose maintenant
l’algorithme de Schwarz itératif suivant :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation
∀i ∈ IΩ, (u0

i ,p
0
i ) ∈ Vi ×Qi est donné.

itérations : pour ` = 1, . . . , ∀i ∈ IΩ, trouver (u`i ,p
`
i) ∈ Vi ×Qi tel que

(0) divp`i + qi u
`
i = fi dans Ωi,

(i) k−1
i p

`
i + gradu`i = 0 dans Ωi,

(ii) ∀j ∈ IΩi , −p`i · ni + αiiju
`
i = p`−1

j · nj + αiiju
`−1
j sur Σij ,

jusqu’à convergence.

(11.5)

On fait l’hypothèse que le choix initial est tel que

Pour tout (i, j) ∈ IΩ × IΩi , p0
i · nij |Σij ∈ L

2(Σij).

Théorème 11.1 Supposons que ∀(i, j) ∈ IJ , αiij = αjij. Alors la suite ((u`i ,p
`
i)i∈IΩ)`

converge vers (u,p) dans PV × PH(div,Ω).

Démonstration : La preuve est similaire à celle du théorème 10.2. On note ∀(i, j) ∈ IJ ,
αij := αiij = αjij > 0. On introduit la suite de couple d’erreurs

(
(e`i , e

`
i)`∈N

)
i∈IΩ

, où :
e`i := u`i −ui ∈ Vi et e`i := p`i −pi ∈ H(div,Ωi). Les suites

(
(e`i , e

`
i)`∈N

)
i∈IΩ

satisfont pour
tout i ∈ IΩi , et pour tout j ∈ IΩi :

(0) div e`i + qie
`
i = 0 dans Ωi,

(i) k−1
i e

`
i + grad e`i = 0 dans Ωi,

(ii) −e`i · ni + αije
`
i = e`−1

j · nj + αije
`−1
j sur Σij .

(11.6)

Par récurrence sur `, on vérifie facilement que e`i ·ni|Σij ∈ L2(Σij). On multiplie (11.6)-(0)
par e`i et on intègre sur Ωi, ce qui donne :∫

Ωi

div e`i e
`
i dx+ ‖√qie`i‖2L2(Ωi)

= 0. (11.7)

On multiplie (11.6)-(i) par e`i , on intègre sur Ωi, puis on utilise la formule d’intégration
par parties (D.1) pour obtenir :

‖
√
k−1
i e

`
i‖2L2(Ωi)

−
∫

Ωi

div e`i e
`
i dx = −

∑
j∈IΩi

∫
Σij

e`i · ni e`i ds. (11.8)

Pour traiter les intégrales sur Σij , on utilise l’égalité (10.8) avec α = αij ; A = e`i et
B = e`i ·ni presque partout sur Σij ; puis les conditions de transmission sur Σij (11.6)-(ii).
On a pour tout i ∈ IΩ et pour tout j ∈ IΩi :∫

Σij

e`i · ni e`i ds =
(
‖e`i · ni + αije

`
i‖2L2(Σij)

− ‖e`−1
j · nj + αije

`−1
j ‖

2
L2(Σij)

)
/(4αij).

(11.9)
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En sommant (11.7) et (11.8), et en utilisant (11.9) on obtient alors pour i ∈ IΩ :

‖√qie`i‖2L2(Ωi)
+ ‖
√
k−1
i e

`
i‖2L2(Ωi)

=
∑

j∈IΩi

(
‖e`−1

j · nj + αije
`−1
j ‖2L2(Σij)

− ‖e`i · ni + αije
`
i‖2L2(Σij)

)
/(4αij).

En sommant les contributions de chaque sous-domaine, on obtient pour ` ∈ N∗ :∑
i∈IΩ

(
‖√qie`i‖2L2(Ωi)

+ ‖
√
k−1
i e

`
i‖2L2(Ωi)

)
=
∑
i∈IΩ

∑
j∈IΩi

(
‖e`−1

j · nj + αije
`−1
j ‖

2
L2(Σij)

− ‖e`i · ni + αije
`
i‖2L2(Σij)

)
/(4αij),

=
∑

(i,j)∈IJ

(
‖e`−1

j · nj + αije
`−1
j ‖

2
L2(Σij)

− ‖e`j · nj + αije
`
j‖2L2(Σij)

.

‖e`−1
i · ni + αije

`−1
i ‖2L2(Σij)

− ‖e`i · ni + αije
`
i‖2L2(Σij)

)
/(4αij)

En sommant cette fois sur les itérations ` ∈ {1, · · · , N}, les contributions aux itérations
successives `− 1, ` se compensent pour ` ∈ {1, · · · , N − 1} et on a :

N∑
`=1

∑
i∈IΩ

(
‖√qie`i‖2L2(Ωi)

+ ‖
√
k−1
i e

`
i‖2L2(Ωi)

)
+

∑
(i,j)∈IJ

‖eNi · ni + αije
N
i ‖2L2(Σij)

/(4αij)

=
∑

(i,j)∈IJ

‖e0
i · ni + αije

0
i ‖2L2(Σij)

/(4αij)

On a donc montré que la série
∞∑
`=1

∑
i∈IΩ

(
‖√qie`i‖2L2(Ωi)

+ ‖
√
k−1
i e

`
i‖2L2(Ωi)

)
converge. On

en déduit que la suite

∑
i∈IΩ

(
‖√qie`i‖2L2(Ωi)

+ ‖
√
k−1
i e

`
i‖2L2(Ωi)

)
`∈N

converge vers 0,

c’est-à-dire que pour i ∈ IΩ, la suite (e`i , e
`
i)`∈N tend vers 0 dans L2(Ωi) × L2(Ωi). En

utilisant finalement les relations (11.6)-(0) et (11.6)-(i), on obtient la convergence de la
suite (e`i , e

`
i)`∈N vers 0 dans Vi ×H(div,Ωi). �

L’étude asymptotique de Nataf et Nier [28] permet d’optimiser le choix des paramètres αiij
(10.15).

11.2 Formulation variationnelle

Pour construire une formulation variationnelle associée au problème (11.5), comme dans
le cas d’un seul domaine (voir le §3.3.2), nous procédons en deux étapes (il y a maintenant
deux équations à prendre en compte).

On considère une fonction-test qi ∈ Qi que l’on multiplie à l’équation (11.5)-(i), et on
effectue le produit scalaire dans L2(Ωi). On obtient :∫

Ωi

k−1
i p

`
i · qidx+

∫
Ωi

gradu`i · qidx = 0. (11.10)
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La formule d’intégration par parties (D.2-i) donne :∫
Ωi

gradu`i · qidx = −
∫

Ωi

u`i div qidx+
∑
j∈IΩi

∫
Σij

u`i qi · ni ds,

donc l’équation (11.10) se réécrit :∫
Ωi

(
k−1
i p

`
i · qi − u`i div qi

)
dx+

∑
j∈IΩi

∫
Σij

u`i qi · ni ds = 0. (11.11)

Par ailleurs, d’après la condition de transmission (11.5)-(ii), on a :

u`i = (αiij)
−1p`i · ni + (αiij)

−1p`−1
j · nj + u`−1

j ,

donc l’équation (11.11) se réécrit :∫
Ωi

(
k−1
i p

`
i · qi − u`i div qi

)
dx+

∑
j∈IΩi

∫
Σij

(αiij)
−1p`i · ni qi · ni ds

= −
∑
j∈IΩi

∫
Σij

(αiij)
−1p`−1

j · nj qi · ni ds−
∑
j∈IΩi

∫
Σij

u`−1
j qi · ni ds.

(11.12)

On se place dans les espaces produits V+
i = L2(Ωi)×Qi pour i ∈ IΩ, munis de la norme

produit

‖(v, q)‖V+
i

=
(
‖v‖2L2(Ωi)

+ ‖q‖2H(div,Ωi)
+ ‖q · ni‖2L2(Σi)

)1/2
.

Dans ce cas, on ne peut pas conserver la trace de u`−1
j sur Σij , il faut donc faire une

intégration par parties du terme
∫

Σij

u`−1
j qi · ni ds.

On introduit q?j ∈ Qj un relèvement de qi · ni|Σij dans H(div,Ωj).
On peut choisir par exemple q?j = grad v?j où v?j ∈ V i

j (l’espace V i
j est défini en (10.17))

est la solution du Laplacien avec condition aux limites de Neumann sur ∂Ωj :
Trouver v?j ∈ V i

j tel que
∆v?j = c(qi) dans Ωj ,

∂njv
?
j = −qi · ni|Σij sur Σij ,

∂njv
?
j = 0 sur ∂Ωj \ Σij .

Ci-dessus, la constante c(qi) est choisie de façon à assurer la condition de compatibilité
par le problème de Neumann, à savoir (cf. [11]),∫

Ωj

c(qi) dx+

∫
Σij

qi · ni ds = 0.

Par construction, on a div q?j = c(qi) dans Ωj , et q?j · nj = −qi · ni sur Σij , q?j · nj =

0 sur ∂Ωj \ Σij . On proposera dans la suite un choix "naturel" de relèvement pour la
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discrétisation. La formule d’intégration par parties (D.2-i) dans Ωj permet d’écrire :

−
∫

Σij

u`−1
j qi · ni ds =

∫
Σij

u`−1
j q?j · nj ds =

∫
∂Ωj

u`−1
j q?j · nj ds

=

∫
Ωj

gradu`−1
j · q?j dx+

∫
Ωj

u`−1
j div q?j dx,

=

∫
Ωj

(
−k−1

j p
`−1
j · q?j + u`−1

j div q?j

)
dx, d’après (11.5)-(i).

L’équation (11.12) se réécrit :∫
Ωi

(
k−1
i p

`
i · qi − u`i div qi

)
dx+

∑
j∈IΩi

∫
Σij

(αiij)
−1p`i · ni qi · ni ds

=
∑
j∈IΩi

∫
Σij

(αiij)
−1p`−1

j · nj q?j · nj ds

+
∑
j∈IΩi

∫
Ωj

(
−k−1

j p
`−1
j · q?j + u`−1

j div q?j

)
dx.

(11.13)

Pour prendre en compte (11.5)-(0), on utilise simplement l’égalité variationnelle équiva-
lente :

∀vi ∈ L2(Ωi), 0 =

∫
Ωi

(div p`i + qi u
`
i − fi)vi dx. (11.14)

Pour i ∈ IΩ, par soustraction des égalités variationnelles (11.13) et (11.14), on en conclut
que si (u`i ,p

`
i) est solution de (11.5), alors (u`i ,p

`
i) est solution de la formulation varia-

tionnelle ci-dessous :
Trouver (u`i ,p

`
i) ∈ V

+
i tel que ∀ (vi, qi) ∈ V+

i

∫
Ωi

(
−k−1

i p
`
i · qi + u`i div qi + vi div p`i + qi u

`
ivi

)
dx

−
∑
j∈IΩi

∫
Σij

(αiij)
−1p`i · ni qi · ni ds

=

∫
Ωi

fivi dx−
∑
j∈IΩi

∫
Ωj

(
−k−1

j p
`−1
j · q?j + u`−1

j div q?j

)
dx

−
∑
j∈IΩi

∫
Σij

(αiij)
−1p`−1

j · nj q?j · nj ds.

(11.15)

Par la suite, on va utiliser, pour i ∈ IΩ, les formes bilinéaires ai2, continues sur V
+
i × V

+
i :

ai2 : ((v, q), (w, r)) 7→
∫

Ωi

(
−k−1

i q · r + v div r + w div q + qi vw
)
dx. (11.16)

On a vu au §3.2.2 que cette forme bilinéaire était continue et satisfaisait la condition de
stabilité sur Vi (voir la démonstration du théorème 3.2).
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La forme bilinéaire ãi2 associée à la formulation variationnelle (11.15) s’écrit :
ãi2 : V+

i × V
+
i → R

((v, q), (w, r)) 7→ ai2((v, q), (w, r))−
∑
j∈IΩi

∫
Σij

(αiij)
−1q · ni r · ni ds (11.17)

Si αiij > 0, la forme bilinéaire ãi2 satisfait également la condition de stabilité sur V+
i (il

suffit de reprendre la démonstration du théorème 3.2), ce qui permet de montrer que la
formulation variationnelle (11.15) est bien posée.

11.3 Discrétisation

On se place dans le cas 2D. Considérons comme discrétisation produit des espaces V+
i

les éléments finis de Raviart-Thomas P0 − RT0 décrits au §3.3.2. On définit une famille
de triangulations (Ti,h)h de Ωi constituées de Li éléments tels que : Ωi = ∪l∈ITi Ti,l avec
ITi = {1, · · · , Li} ; et de A+

i arêtes (ai,m)m∈Ia+
i

avec Ia+
i = {1, · · · , A+

i }. On décompose

Ia+
i ainsi : Ia+

i = Iai ∪ Iai,Σi de sorte que pour
{
m ∈ Iai : ai,m 6∈ Σi

m ∈ Iai,Σi : ai,m ∈ Σi
.

On décompose de plus Iai,Σi ainsi : I
a
i,Σi = ∪j∈IΩiI

ij,a
i,Σi

, où pour tout m ∈ Iij,ai,Σi
, ai,m ∈ Σij .

On fait l’hypothèse suivante :

Pour tout (i, j) ∈ IJ , les triangulations Ti,h et Tj,h partagent leurs arêtes sur Σij .

Soient AiΣij = |Iij,ai,Σi
| et AjΣij = |Iij,aj,Σj

|, alors : AiΣij = AjΣij = AΣij .
L’espace de discrétisation de V+

i est noté Vi,h et est tel que : Vi,h := Mi,h ×Qi,h avec :

Mi,h = { vi,h ∈ L2(Ωi) | ∀l ∈ ITi , vi,h|Tl ∈ P0(Tl) },
Qi,h =

{
qi,h ∈ Qi | ∀l ∈ ITi , qi,h|Tl ∈ RT0(Tl)

}
.

(11.18)

On rappelle que (voir (3.44)) :

RT0(T ) := { q ∈ (P (T ))2 : ∃a ∈ (P0(T ))2, ∃b ∈ P0(T ), ∀x ∈ T, q(x) = a+ bx

et ∀e ∈ {1, 2, 3}, (q · n)|aTe ∈ P0(aTe ) }. (11.19)

On appelle (wi,l)l∈ITi
les fonctions de base de Mi,h, telles que : wi,l|Tl′ = δl,l′ .

On appelle (ωi,m)m∈Ia+
i

les fonctions de base associées à Qi,h.
Pour tout (i, j) ∈ IJ , les triangulations Ti,h et Tj,h étant identiques sur l’interface Σij , les
espaces des traces normales aux faces sur Σij ,

Tij,ai,h := vect

(
(ωi,m · ni|Σij )m∈Iij,ai,Σi

)
, Tij,aj,h := vect

(
(ωj,m · nj |Σij )m∈Iij,aj,Σj

)
(11.20)

sont égaux : pour tout mi ∈ Iij,ai,Σi
il existe un unique mj ∈ Iij,aj,Σj

tel que ωi,mi · ni|Σij =

−ωj,mj ·nj|Σij (voir la démonstration de la proposition 3.28, avec mj tel que ai,mi = aj,mj ).
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Ceci permet de proposer un choix de relèvement (discret).

∀(i, j) ∈ IJ , ∀(mi,mj) ∈ Iij,ai,Σi
× Iij,aj,Σi

tel que ai,mi = aj,mj :

- la fonction de base ωj,mj est un relèvement de ωi,mi · ni|Σij dans Ωj ;

- la fonction de base ωi,mi est un relèvement de ωj,mj · nj |Σij dans Ωi.

(11.21)

On cherche (u`i,h,p
`
i,h)i∈IΩ , appartenant à l’espace produit

∏
i∈IΩ

Vi,h, une approximation de

(u`i ,p
`
i)i∈IΩ telle que pour tout i ∈ IΩ : u`i,h =

∑
l∈ITi

U `i,l wi,l et p`i,h =
∑

m∈Ia+
i

P `i,mωi,m.

La discrétisation de la formulation variationnelle (11.15) s’écrit :
Trouver (u`i,h,p

`
i,h)i∈IΩ ∈

∏
i∈IΩ

Vi,h tel que ∀i ∈ IΩ, ∀j ∈ IΩi :



∀ (l,m) ∈ ITi × Iai ai2((u`i,h,p
`
i,h) , (wi,l,ωi,m)) =

∫
Ωi

fiwi,l dx,

∀ (l,mi) ∈ ITi × I
ij,a
i,Σi

ai2((u`i,h,p
`
i,h) , (wi,l,ωi,mi))−

∫
Σij

(αiij)
−1p`i,h · niωi,mi · ni ds

=

∫
Ωi

fiwi,ldx−
∫

Ωj

(
−k−1

j p
`−1
j,h · ωj,mj + u`−1

j divωj,mj

)
dx

−
∫

Σij

(αiij)
−1p`−1

j,h · nj ωj,mj · nj ds.

Après avoir décomposé (u`i,h,p
`
i,h) dans leurs bases respectives, on obtient :

Trouver
(

(U `i,l′)l′∈ITi
, (P `i,m′)m′∈Iai +

)
tels que ∀i ∈ IΩ, ∀j ∈ IΩi :

∀ l ∈ ITi :∑
l′∈ITi

U `i,l′

∫
Ωi

qiwi,l wi,l′ dx+
∑

m′∈Iai +

P `i,m′

∫
Ωi

wi,l divωi,m′ dx

=

∫
Ωi

fiwi,l dx,

(11.22)
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ainsi que

∀m ∈ Iai :

−
∑

m′∈Ia+
i

P `i,m′

∫
Ωi

k−1
i ωi,m · ωi,m′ dx+

∑
l′∈ITi

U `i,l′

∫
Ωi

divωi,m wi,l′ dx = 0,

∀mi ∈ Iij,ai,Σij
, avec (11.21) pour définir la correspondance mi à mj) :

−
∑

m′∈Iai +

P `i,m′

∫
Ωi

k−1
i ωi,mi · ωi,m′ dx

−
∑

m′∈Iij,ai,Σi

P `i,m′

∫
Σij

(αiij)
−1ωi,mi · niωi,m′ · ni ds

+
∑
l′∈ITi

U `i,l′

∫
Ωi

divωi,mi wi,l′ dx =
∑

m′∈Iaj +

P `−1
j,m′

∫
Ωj

k−1
j ωj,mj · ωj,m′dx

−
∑

m′∈Iij,aj,Σij

P `−1
j,m′

∫
Σij

(αiij)
−1ωj,mj · nj ωj,m′ · nj ds

−
∑
l′∈ITj

U `−1
j,l′

∫
Ωj

divωj,mj wj,l′ dx.

(11.23)

On peut mettre les équations (11.22)-(11.23) sous forme matricielle (on utilise des notations
similaires à celles du paragraphe 3.3.2).
Pour tout i ∈ IΩ, j ∈ IΩi , on définit les matrices et vecteurs associés à l’inconnue scalaire
et au second membre :

— U `i ∈ RLi est le vecteur tel que pour l ∈ ITi :
(
U `i
)
l

:= U `i,l.

— Mi
u ∈ RLi×Li | ∀ (l, l′) ∈ ITi × ITi , (Mi

u)l,l′ =

∫
Ωi

qiwi,l wi,l′ dx.

— Fi ∈ RLi est le vecteur tel que pour l ∈ ITi : (Fi )l := Fi,l =

∫
Ωi

fiwi,l dx.

Les matrices Mi
u sont diagonales et inversibles.

On définit les matrices et vecteurs associés à l’inconnue vectorielle : Soit P `i ∈ RA
+
i le

vecteur tel que pour m ∈ Ia+
i :

(
P `i
)
m

:= P `i,m.
Soit Mi,i

p ∈ RA
+
i ×A

+
i la matrice symétrique telle que :

∀ (m,m′) ∈ Iai + × Iai +, (Mi,i
p )m,m′ =

∫
Ωi

k−1
i ωi,m′ · ωi,m dx.

Soit M̃i,i
p ∈ RA

+
i ×A

+
i la matrice symétrique telle que pour tout j ∈ IΩi :

∀(m,m′) ∈ Iai × Iai +, (M̃i,i
p )m,m′ = (Mi,i

p )m,m′ ,

∀(m,m′) ∈ Iij,ai,Σi
× Iai +, (M̃i,i

p )m,m′ = (Mi,i
p )m,m′ +

∫
Σij

(αiij)
−1ωi,m′ · niωi,m · ni ds.
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Soit i ∈ IΩ et j ∈ IΩi . Soit M̃
i,j
p ∈ RA

+
i ×A

+
j la matrice de couplage entre Ωi et Ωj :

∀(m,m′) ∈ Iai × Iaj +, (M̃i,j
p )m,m′ = 0,

∀(mi,m
′) ∈ Iij,ai,Σi

× Iaj +, (M̃i,j
p )mi,m′ =

∫
Ωj

k−1
j ωj,m′ · ωj,mj dx

−
∫

Σij

(αiij)
−1ωj,m′ · nj ωj,mj · nj ds,

où l’expression de (M̃i,j
p )

(mi,m′)∈Iij,ai ×Iaj + est obtenue suite au choix du relèvement discret
11.21) sur l’interface Σij .

Soit Bi,i ∈ RA
+
i ×Li la matrice de couplage entre les deux inconnues au sein d’un même

sous-domaine :

∀ (m, l) ∈ Iai + × ITi , (Bi,i)m,l =

∫
Ωi

divωi,mwi,l dx.

Soit B̃i,j ∈ RA
+
i ×Lj la matrice de couplage entre les deux inconnues dans des sous-domaines

voisins (voir encore une fois (11.21) pour la correspondance de mi à mj) :

∀ (m, l) ∈ Ia+
i × I

T
j , (B̃i,j)m,l =


∫

Ωj

divωj,mj wj,l dx si m = mi ∈ Iij,ai,Σi
,

0 si m ∈ Iai .

Les équations (11.22)-(11.23) se mettent finalement sous la forme du système linéaire sui-
vant :
Pour tout i ∈ IΩ, trouver (U `i , P

`
i ) tel que :

Mi
uU

`
i + BTi,iP `i = Fi,

Bi,iU `i − M̃i,i
p P

`
i =

∑
j∈IΩi

M̃i,j
p P

`−1
j − B̃i,jU `−1

j .
(11.24)

La discrétisation de l’algorithme (11.5) s’écrit :∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

initialisation :∀i ∈ IΩ, (U0
i , P

0
i ) ∈ RLi × RA

+
i est donné.

itérations : pour ` = 1, . . . , ∀i ∈ IΩ, trouver (U `i , P
`
i ) ∈ RLi × RA

+
i tel que :

(
Mi
u BTi,i

Bi,i −M̃i,i
p

)(
U `i
P `i

)
=

(
Fi
0

)
−
∑
j∈IΩi

(
0 0

B̃i,j −M̃i,j
p

)(
U `−1
j

P `−1
j

)
,

jusqu’à convergence.

(11.25)

L’algorithme (11.25) correspond à un algorithme de Jacobi par blocs pour résoudre le
système linéaire (11.24). La matrice globale n’étant pas symétrique, on peut aussi choisir
d’utiliser l’algorithme GMRES pour le résoudre.

Remarque 11.2 On peut vérifier, comme au chapitre 10, que l’algorithme (11.25) peut
être obtenu par des manipulations algébriques.



Chapitre 12

Problème à une inconnue, méthode
avec contrainte

On part du problème (9.1) ou (9.2), dont on sait qu’il est bien posé d’après le théo-
rème 3.1 du chapitre 3. On a établi au chapitre 9 qu’une reformulation équivalente par
sous-domaine est donnée par le problème (9.13). On en propose une version équivalente,
qu’on exprime variationnellement avant de la discrétiser. Encore une fois, on suppose que
la solution u est telle que :

Pour tout (i, j) ∈ IΩ × IΩi , k gradu · nij |Σij ∈ L
2(Σij).

12.1 Approche continue

On considère le problème (9.13) pour lequel on ajoute comme inconnues les fonctions
(λij)(i,j)∈IJ représentant les traces k gradu · nij|Σij sur Σij , et on note λ ∈ M tel que
λ|Σij = λij pour tout (i, j) ∈ IJ . Pour un élément µ ∈M (voir (9.10)), on note µij = µ|Σij
pour (i, j) ∈ IJ . Par la suite, pour le couple (j, i) tel que (i, j) ∈ IJ , on pourra utiliser
la notation µji, en ayant posé : µji = µij . Le problème (9.13) est équivalent au problème :
Trouver (u, λ) ∈ PV ×M tel que :

(i) ∀i ∈ IΩ −div(ki gradui) + qiui = fi dans Ωi,
(ii) ∀(i, j) ∈ IJ ui = uj sur Σij ,
(iii) ∀(i, j) ∈ IΩ × IΩi ki gradui · nij = λij sur Σij .

(12.1)

Pour (i, j) ∈ IΩ × IΩ, i 6= j, on pose : sgn(j − i) = 1 si i < j ou −1 si i > j. On peut
réécrire (12.1)-(iii) sous la forme :

∀(i, j) ∈ IΩ × IΩi , ki gradui · ni|Σij = sgn(j − i)λij .

Par exemple, pour (i, j) = (1, 2), on a défini n21 = n12 = n1|Σ12
= −n2|Σ12

, d’où :

k1 gradu1·n1|Σ12
= sgn(2−1)λ12 = λ12 et k2 gradu2·n2|Σ12

= sgn(1−2)λ21 = −λ21 = −λ12.

On a donc bien : k1 gradu1 · n12 = k2 gradu2 · n21 = λ12 = λ21.
Nous allons voir que l’intérêt de cette méthode de décomposition de domaine est qu’on peut
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choisir pour un couple (i, j) ∈ IΩ×IΩi des triangulations Ti,h et Tj,h non coïncidentes sur
Σij (c’est-à-dire que Ti,h 6= Tj,h, voir la définition (10.24)). Les multiplicateurs de Lagrange
discrets permettent dans ce cas plus général de minimiser l’écart entre les solutions discrètes
ui,h et uj,h restreintes à Σij .

12.2 Formulation variationnelle

La formule d’intégration par parties (D.1) donne, pour vi ∈ Vi :

−
∫

Ωi

div(ki gradui) vi dx =

∫
Ωi

ki gradui · grad vi dx−
∑
j∈IΩi

∫
Σij

ki∂niui vi ds,

=

∫
Ωi

ki gradui · grad vi dx−
∑
j∈IΩi

sgn(j − i)
∫

Σij

λij vi ds.

Le problème (12.1) implique que (u, λ) est solution de la formulation variationnelle :
Trouver (u, λ) ∈ PV ×M tel que ∀ (v, µ) ∈ PV ×M :

∀i ∈ IΩ ai1(ui, vi)−
∑
j∈IΩi

sgn(j − i)
∫

Σij

λij vi ds =

∫
Ωi

fi vidx,

∀(i, j) ∈ IJ
∫

Σij

µij (ui − uj) ds = 0.

(12.2)

Les formes bilinéaires ai1 ont été définies en (10.19). En faisant la somme sur i ∈ IΩ, on
obtient :
Trouver (u, λ) ∈ PV ×M tel que ∀ (v, µ) ∈ PV ×M :

∑
i∈IΩ

ai1(ui, vi)−
∑

(i,j)∈IJ

∫
Σij

λij (vi − vj) ds =

∫
Ω
f vdx,

∑
(i,j)∈IJ

∫
Σij

µij (ui − uj) ds = 0.

Soient aPV et b les formes bilinéaires associées à la formulation variationnelle (12.2) :
aPV : PV × PV → R

(u, v) 7→
∑
i∈IΩ

ai1(ui, vi) ,


b : PV ×M → R

(v, µ) 7→ −
∑

(i,j)∈IJ

∫
Σij

µij (vi − vj) ds ,

La formulation variationnelle (12.2) s’écrit alors sous la forme du problème mixte suivant :
Trouver (u, λ) ∈ PV ×M tel que : aPV (u, v) + b(v, λ) =

∫
Ω
f vdx ∀v ∈ PV,

b(u, µ) = 0 ∀µ ∈ ×M.
(12.3)
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Théorème 12.1 Le problème (12.3) est équivalent au problème (12.1).

Démonstration : On a vu précédemment que si (u, λ) est solution du problème (12.1),
alors (u, λ) est solution du problème (12.3).
Réciproquement, soit (u, λ) une solution du problème (12.3).
Soit i ∈ IΩ fixé. En prenant des fonctions-test v telles que vi ∈ D(Ωi) et vm = 0 si m 6= i,
on retrouve (12.1)-(i) au sens des distributions dans D′(Ωi), et donc dans L2(Ωi) puisque
fi ∈ L2(Ωi).
Ensuite, soient i ∈ IΩ et j ∈ IΩi fixés tels que (i, j) ∈ IJ . En prenant des fonctions-test
v telles que

vi ∈ C∞∂Ωi\Σij
(Ωi) := {v ∈ C∞(Ωi) : v = 0 dans un voisinage de ∂Ωi \ Σij},

et vm = 0 si m 6= i, après intégration par parties (D.2-i) et à l’aide de (12.1)-(i), on trouve∫
Σij

(λij − ki∂niui) vi ds = 0.

Or, l’ensemble des traces sur Σij de C∞
∂Ωi\Σij

(Ωi) est dense dans L2(Σij) (voir le §D.3.1).

On retrouve donc (12.1)-(iii) dans L2(Σij).
Enfin, on sait que [u] ∈M . En prenant µ = [u], on aboutit à (12.1)-(ii). �

12.3 Discrétisation

On se place dans le cas 2D. Considérons comme discrétisation des espaces Vi les élé-
ments finis de Lagrange P1 décrits au §3.3.1. Comme au paragraphe 10.4, l’espace de discré-
tisation de Vi est l’espace V +

i,h (10.23). Pour tout (i, j) ∈ IJ , on définit une famille de tri-
angulations (TΣij ,h)h de Σij , constituées de A

ij,a
λ arêtes (aij,m)

m∈Iijλ
, Iij,aλ = {1, · · · , Aij,aλ }.

On a donc :
Σij = ∪

m∈Iij,aλ
aij,m.

L’espace de discrétisation de L2(Σij) est noté Wij,h et est tel que :

Wij,h :=
{
µh ∈ C0(Σij) : ∀m ∈ Iij,aλ , µh|aij,m ∈ P1(aij,m), µh|∂Σij∩∂Ω = 0

}
. (12.4)

On note (Mij,m)
m∈Iijλ

les sommets de la triangulation TΣij ,h (h donné) avec Iijλ = {1, · · · , N ij
λ }

et N ij
λ = |Iijλ | = Aij,aλ + 1. Pour construire une base de Wij,h, on choisit une famille de N ij

λ

fonctions (µij,m)
m∈Iijλ

telles que :

Pour tout m ∈ Iijλ , µij,m ∈Wij,h, et µij,m(Mij,m′) = δmm′ pour tout m′ ∈ Iijλ .

Remarque 12.2 Par définition, il y a deux degrés de liberté pour toute extrémité commune
à deux interfaces distinctes Σij1 et Σij2. Si m1 et m2 sont tels que Mij1,m1 = Mij2,m2 est
l’extrémité ∂Σij1 ∩ ∂Σij2, alors µij1,m1 ∈ Wij1,h et µij2,m2 ∈ Wij2,h sont les deux degrés de
liberté correspondants.
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On pose Nλ =
∑

(i,j)∈IJ

N ij
λ , Iλ = {1, · · · , Nλ} et (µm)m∈Iλ la base de

∏
(i,j)∈IJ Wij,h telle

que, pour tout m ∈ Iλ, il existe (i, j) ∈ IJ et mij ∈ Iijλ uniques vérifiant µm = µij,mij .

On cherche ( (ui,h)i∈IΩ , (λij,h)(i,j)∈IJ ) ∈
(∏

i∈IΩ V
+
i,h

)
×
(∏

(i,j)∈IJ Wij,h

)
une approxi-

mation de ( (ui)i∈IΩ , (λij)(i,j)∈IJ ) telle que :
∀i ∈ IΩ, ui,h =

∑
m∈I+

i

Ui,mwi,m où Ui,m := ui,h(Mi,m),

∀(i, j) ∈ IJ , λij,h =
∑
m∈I+

i

Λij,m µij,m où Λij,m := λij,h(Mij,m).

La discrétisation de la formulation variationnelle (12.2) s’écrit :
Trouver ( (ui,h)i∈IΩ , (λij,h)(i,j)∈IJ ) ∈

(∏
i∈IΩ V

+
i,h

)
×
(∏

(i,j)∈IJ Wij,h

)
tel que :

∀i ∈ IΩ, ∀m ∈ I+
i ,

ai1(ui,h, wi,m)−
∑
j∈IΩi

sgn(j − i)(λij,h , wi,m )L2(Σij) =

∫
Ωi

fiwi,mdx,

∀(i, j) ∈ IJ , ∀m ∈ Iijλ (µm , ui,h − uj,h )L2(Σij) = 0.

(12.5)

Pour (i, j) ∈ IJ , l’utilisation d’un multiplicateur de Lagrange permet de choisir Vi,h et
Vj,h de sorte que Ti,h 6= Tj,h (voir la définition (10.24)). On a alors N i

Σij
6= N j

Σij
(voir la

définition (10.22)). Ce type de méthode de décomposition de domaine est appelée souvent
méthode de décomposition de domaine non-conforme.
Il faut prouver que le problème (12.5) est bien posé, en particulier montrer la condition de
stabilité (C.7). On peut établir (exercice) qu’elle est bien vérifiée lorsqueWij,h = Ti,h+Tj,h
(voir [36]). En particulier, lorsque les triangulations à l’interface sont égales ou si l’une est
une sous-triangulation de l’autre, on peut choisir la plus fine des deux, soit : Wij,h = Tj,h
lorsque N i

Σij
≤ N j

Σij
. Sinon, on peut créer une intersection des arêtes des deux triangula-

tions et utiliser les éléments finis P1 sur cette nouvelle triangulation.
Après avoir décomposé ui,h sur la base (wi,m)m∈I+

i
pour i ∈ IΩ et λij,h sur la base

(µij,m)
m∈Iijλ

pour (i, j) ∈ IJ , la formulation variationnelle (12.5) se réécrit :

∀i ∈ IΩ, ∀m ∈ I+
i ,∑

m′∈I+
i

Ui,m′ a
i
1(wi,m′ , wi,m)−

∑
j∈IΩi

sgn(j − i)
∑

m′∈Iijλ

Λij,m′(µij,m′ , wi,m )L2(Σij)

=

∫
Ωi

fiwi,mdx,

∀(i, j) ∈ IJ , ∀m ∈ Iijλ∑
m′∈I+

i

Ui,m′(µij,m , wi,m′)L2(Σij) −
∑

m′∈I+
j

Uj,m′(µij,m , wj,m′ )L2(Σij) = 0.

(12.6)

On peut mettre les équations (12.6) sous forme matricielle.
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Soit i ∈ IΩ. Soit Ai,i ∈ RN
+
i ×N

+
i la matrice symétrique telle que :

∀(m,m′) ∈ I+
i × I

+
i , (Ai,i)m,m′ = ai1(wi,m′ , wi,m).

Soit Mi,λ ∈ RN
+
i ×Nλ la matrice telle que :

∀ (m,m′) ∈ I+
i × Iλ, (Mi,λ)m,m′ =

{
0 si m ∈ Ii

(µm′,h , wi,m )L2(Σij) si m ∈ Iiji,Σi
.

Soient Ũi et F̃i ∈ RN
+
i les vecteurs tels que :

(
Ũi

)
m

= Ui,m et
(
F̃i

)
m

= Fi,m.

Pour (i, j) ∈ IJ , on définit Λij ∈ RN
ij
λ le vecteur tel que ∀m ∈ Iijλ , (Λij)m = Λij,m.

Le système linéaire correspondant à (12.6) s’écrit :

Trouver
((

Ũi

)
i∈IΩ

, (Λij)(i,j)∈IJ

)
∈
∏
i∈IΩ RN

+
i ×

∏
(i,j)∈IJ RN

ij
λ tel que :


∀i ∈ IΩ, Ai,iUi −

∑
j∈IΩi

sgn(j − i)Mi,λΛij = F̃i

∀(i, j) ∈ IJ , MT
i,λ Ui −MT

j,λ Uj = 0.

(12.7)

On rappelle que N+ =
∑
i∈IΩ

N+
i . Soit Aλ ∈ RN+ × RN+ la matrice diagonale par blocs,

dont les blocs diagonaux sont tels que : ∀i ∈ IΩ, [Aλ]i,i = Ai,i (voir le §5.3).
Soit Mλ ∈ RN+ × RNλ la matrice composée de NΩ × NIJ blocs, où NIJ est le nombre
d’interfaces. Les blocs non nuls sont tels que : ∀(i, j) ∈ IJ , [Mλ]i,(i,j) = −Mi,λ et
[Mλ]j,(i,j) = Mj,λ.
Soient Ũ et F̃ ∈ RN+ les vecteurs composés de NΩ blocs tels que : ∀i ∈ NΩ, [Ũ ]i = Ũi,
[F̃ ]i = F̃i.
Soit Λ ∈ RNλ le vecteur composé de NIJ blocs tel que : ∀(i, j) ∈ NIJ , [Λ](i,j) = Λij .
Le système linéaire (12.7) se réécrit :
Trouver (Ũ ,Λ) ∈ RN+ × RNλ tel que :(

Aλ Mλ

(Mλ)T 0

)(
Ũ
Λ

)
=

(
F̃
0

)
. (12.8)

Pour résoudre ce système linéaire, on peut utiliser l’algorithme suivant (dit algorithme
d’Uzawa), en calculant d’abord Λ puis Ũ :{

(Mλ)TA−1
λ MλΛ = (Mλ)TA−1

λ F̃ ,

AλŨ = F̃ −MλΛ.
(12.9)

On reconnaît à la première ligne le complément de Schur.
Les matrices Ai,i sont symétriques, définies-positives, et les matrices Mi,λ sont de rang
maximal. La matrice (Mλ)TA−1

λ Mλ est donc symétrique définie-positive : on peut utiliser
l’algorithme du gradient conjugué pour calculer Λ. La matrice Aλ étant diagonale par blocs,
la résolution Ũ peut se faire en parallèle sur chaque bloc.
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12.4 Interprétation algébrique

Le système linéaire (12.8), issu d’une méthode de décomposition de domaine, s’obtient
également de façon algébrique, en manipulant les sous-blocs du système linéaire obtenu
après discrétisation du problème sans décomposition de domaine. Plus précisément, étu-
dions le cas de deux sous-domaines. 49

En partant du problème (10.31) et en manipulant les blocs d’équations, on peut obtenir
un système linéaire proche du système linéaire (12.7). Remarquons que l’on a :

(A1,Σ)T U1 + A1
Σ,Σ UΣ + A2

Σ,Σ UΣ + (A2,Σ)T U2 = FΣ = F1,Σ + F2,Σ.

On introduit alors Λ′ ∈ RNΣ tel que :

Λ′ := (A1,Σ)T U1 + A1
Σ,Σ UΣ − F1,Σ = −(A2,Σ)T U2 − A2

Σ,Σ UΣ + F2,Σ,

de sorte que :

(A1,Σ)T U1 + A1
Σ,Σ UΣ − Λ′ = F1,Σ, A2

Σ,Σ UΣ + (A2,Σ)T U2 + Λ′ = F2,Σ.

Pour traiter le vecteur Λ′ comme une nouvelle inconnue, il faut introduire les RNΣ équations
indépendantes données par la relation U1,Σ = U2,Σ. Soit MΣ ∈ RNΣ×NΣ une matrice
inversible, si on introduit Λ̃ := (MΣ)−1Λ′, on peut finalement réécrire le système linéaire
(10.31) sous la forme :

◦
A1,1 A1,Σ 0 0 0

(A1,Σ)T A1
Σ,Σ 0 0 −MΣ

0 0
◦
A2,2 A2,Σ 0

0 0 (A2,Σ)T A2
Σ,Σ MΣ

0 −MΣ 0 MΣ 0




U1

U1,Σ

U2

U2,Σ

Λ̃

 =


F1

F1,Σ

F2

F2,Σ

0

 . (12.10)

Soient

Ũ1 =

(
U1

U1,Σ

)
∈ RN

+
1 , Ũ2 =

(
U2

U2,Σ

)
∈ RN

+
2 et Ũ =

(
Ũ1

Ũ2

)
∈ RN

+
.

De même pour définir F̃ ∈ RN+ . Soient M̃i,λ :=

(
0

MΣ

)
∈ RN

+
i ×NΣ et M̃λ :=

(
−M̃1,λ

M̃2,λ

)
.

Le système linéaire (12.10) se met sous la forme :
Trouver (Ũ , Λ̃) ∈ RN+ × RNλ tel que :(

Aλ M̃λ

(M̃λ)T 0

)(
Ũ

Λ̃

)
=

(
F̃
0

)
. (12.11)

Cette approche donne une méthode systématique pour résoudre en parallèle le système
linéaire (10.31), similaire à la méthode du complément de Schur.

49. Voir la note de bas de page48 page 205. En outre, on décompose FΣ en deux contributions Fi,Σ,

i ∈ {1, 2} telles que (Fi,Σ)m =

∫
Ωi

f wi,mdx.
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Si MΣ est égale à la matrice identité d’ordre NΣ, on remarque que la matrice de couplage
M̃λ ne dépend pas des volumes des éléments d’interface, ce qui pourrait poser des problèmes
de stabilité numérique.
Si MΣ est la matrice de masse associée aux degrés de liberté de l’interface, on trouve
M̃λ = Mλ.
La généralisation aux maillages non conformes est possible en adaptant le nombre de degrés
de liberté de Λ̃, et en modifiant astucieusement la matrice MΣ dans la matrice M̃i,λ (qui
ne sera plus nécessairement une matrice carrée).



Chapitre 13

Problème à deux inconnues, méthode
avec contrainte

On souhaite à nouveau résoudre le problème (9.1) ou (9.2). Comme au chapitre 11,
on va s’appuyer sur les inconnues (ui,pi)i∈IΩ . Par contre, et contrairement à l’hypothèse
faite aux chapitres précédents, il n’est plus nécessaire de supposer que la trace normale de
pi = ki gradui sur les interfaces Σij appartient à L2(Σij) pour (i, j) ∈ IΩ × IΩi . L’idée
développée ci-dessous consiste, plutôt que de considérer séparément la trace normale de
chaque côté des interfaces, à s’intéresser directement à la différence de ces traces sur les
interfaces (ce qu’on a appelé le saut, défini en (9.8)).

13.1 Approche continue

Si on part du problème à deux inconnues (9.16), le multiplicateur de Lagrange λ repré-
sente la trace de u sur ΣS et appartient à l’espace H1/2

− (ΣS)

H
1/2
− (ΣS) =

{
µ ∈M |µij ∈ H1/2(Σij), ∀(i, j) ∈ IJ

}
, (13.1)

où on rappelle queM =
{
µ ∈

∏
(i,j)∈IJ L

2(Σij)
}
. Par la suite, pour tout µ ∈M , on choisit

la notation "naturelle" µij := µ|Σij . Le problème (9.16) est équivalent au problème :

Trouver (u,p, λ) ∈ PV × PH(div,Ω)×H1/2
− (ΣS) tel que :

(0) ∀i ∈ IΩ, div pi + qiui = fi dans Ωi,

(i) ∀i ∈ IΩ, k−1
i pi + gradui = 0 dans Ωi,

(ii) ∀i ∈ IΩ, ∀j ∈ IΩi , ui = −λij sur Σij ,
(iii) ∀(i, j) ∈ IJ , [p · n]ij = 0 sur Σij ,

(13.2)

13.2 Formulation variationnelle

Bien sûr, u ∈ L2(Ω). D’autre part, on a vu à la section 9.1 que [p ·n]ij ∈ H ′ij pour tout
(i, j) ∈ IΩ×IΩi . Par ailleurs, L2(Σij) ⊂ H ′ij (voir §D.2). Comme 0 ∈ L2(Σij), on en conclut
que, d’après (13.2)-(iii), on a en particulier [p · n]ij ∈ L2(Σij) pour tout (i, j) ∈ IΩ × IΩi ,
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et [p · n] ∈ M . Ainsi, p ∈ H̃, où H̃ est défini en (9.10). On va maintenant chercher
(u,p) ∈ L2(Ω)× H̃. Pour cela, on construit une nouvelle formulation variationnelle.
On rappelle que, par équivalence entre (9.16) et le problème initial (9.1) ou (9.2), on sait
que u ∈ H1

0 (Ω). Ceci nous permet d’utiliser la formule d’intégration par parties (9.11),
pour q ∈ H̃, puis (13.2)-(ii) comme caractérisation de la trace de u sur ΣS , pour trouver :∫

Ω
gradu · q dx = −

∫
Ω
u div q dx+

∫
ΣS

[q · n]u|ΣS ds

= −
∫

Ω
u div q dx−

∫
ΣS

[q · n]λ ds.

(Voir la note de bas de page 45 page 190 pour l’écriture d’intégrales sur Ω).
Si maintenant on utilise (13.2)-(i), on trouve cette fois∫

Ω
gradu · q dx =

∑
i∈IΩ

∫
Ωi

gradui · qi dx = −
∑
i∈IΩ

∫
Ωi

k−1
i pi · qi dx

= −
∫

Ω
k−1p · q dx.

Ainsi, pour tout q ∈ H̃, on a :

−
∫

Ω
k−1p · q dx+

∫
Ω
u div q dx+

∫
ΣS

[q · n]λ ds = 0.

Ci-dessus, le gradient de u a disparu.
Par ailleurs, pour tout v ∈ L2(Ω), on a d’après (13.2)-(0) que :∫

Ω
(div p+ qu)v dx =

∫
Ω
fv dx.

Enfin, pour tout µ ∈M , d’après (13.2)-(iii) il suit :∫
ΣS

[p · n]µds = 0.

Pour résumer, si le triplet (u,p, λ) est solution de (13.2), alors c’est une solution de la
formulation variationnelle :
Trouver (u,p, λ) ∈ L2(Ω)× H̃×M tel que ∀(v, q, µ) ∈ L2(Ω)× H̃×M :∫

Ω

(
−k−1p · q + u div q + v div p+ quv

)
dx

+

∫
ΣS

([q · n]λ+ [p · n]µ) ds =

∫
Ω
fv dx. (13.3)

Théorème 13.1 Le problème (13.2) est équivalent au problème (13.3).
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Démonstration : On vient d’établir que si (u,p, λ) est solution du problème (13.2), alors
(u,p, λ) est solution du problème (13.3).
Réciproquement, soit (u,p, λ) une solution du problème (13.3). Puisque H̃ ⊂ PH(div,Ω),
on sait déjà que p ∈ PH(div,Ω). Ci-dessous, (v, q, µ) sont des fonctions-test bien choisies.
Soit i ∈ IΩ fixé. On choisit v avec vm = 0 si m 6= i, et q = 0, µ = 0 : ∀vi ∈ L2(Ωi),∫

Ωi

(div pi + qui − fi)vi dx = 0,

c’est-à-dire (13.2)-(0).
On choisit maintenant v = 0, q avec qi ∈D(Ωi) et qm = 0 sim 6= i, et µ = 0 : ∀qi ∈D(Ωi),

〈−k−1
i pi − gradui, qi〉 = 0,

c’est-à-dire (13.2)-(i) au sens des distributions dans D′(Ωi). Ainsi, ui ∈ H1(Ωi) pour tout
i ∈ IΩ. En particulier, la trace de ui sur ∂Ωi est bien définie. Montrons que ui = 0 sur
Γi = ∂Ωi ∩ ∂Ω. On introduit ν ∈ L2(∂Ωi) telle que ν = ui sur Γi, et 0 ailleurs (c’est-à-dire
sur ∂Ωi ∩ ΣS). On rappelle que L2(∂Ωi) ⊂ (H1/2(∂Ωi))

′. Par surjectivité de l’application
trace normale (voir le théorème D.3), il existe qi ∈ H(div,Ωi) tel que qi · ni = ν sur ∂Ωi.
Si on annule v, qm si m 6= i et µ, on trouve∫

Ωi

(−k−1
i pi · qi + ui div qi) dx = 0.

Or, on sait déjà que −k−1
i pi = gradui dans Ωi : on remplace −k−1

i pi par gradui dans
l’intégrale volumique et on intègre par parties (D.2) pour trouver∫

∂Ωi

qi · ni ui ds = 0.

Soit, en remplaçant la trace normale de qi par sa valeur, que ‖ui‖2L2(Γi)
= 0. En d’autres

termes, on a obtenu que ui ∈ Vi, et donc que u ∈ PV .
Ensuite, soient i ∈ IΩ et j ∈ IΩi fixés tels que (i, j) ∈ IJ . On choisit maintenant v = 0,
q = 0, et µ avec µij = [p · n]ij et µmn = 0 si (m,n) 6= (i, j) : on a ‖[p · n]ij‖2L2(Σij)

= 0,
c’est-à-dire (13.2)-(iii).
Soit une dernière fois i ∈ IΩ fixé. On définit λi ∈ L2(∂Ωi) tel que pour tout j ∈ IΩi ,
λi|Σij = λij , et λi|Γi = 0. On sait que ui + λi ∈ L2(∂Ωi) ⊂ (H1/2(∂Ωi))

′. Par surjectivité
de l’application trace normale (voir le théorème D.3), il existe qi ∈ H(div,Ωi) tel que
qi · ni = ui + λi sur ∂Ωi. Si on annule v, qm si m 6= i et µ, on trouve∫

Ωi

(−k−1
i pi · qi + ui div qi) dx+

∫
∂Ωi

qi · niλi ds = 0.

On remplace −k−1
i pi par gradui dans l’intégrale volumique et on intègre par parties (D.2)

pour trouver ∫
∂Ωi

qi · ni(ui + λi) ds = 0.

Soit, en remplaçant la trace normale de qi par sa valeur ui + λi qui s’annule sur Γi, que
‖ui + λi‖2L2(∂Ωi∩ΣS) = 0. En d’autres termes, on a obtenu (13.2)-(ii). Et il suit finalement

que λ ∈ H1/2
− (ΣS). �
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On va réécrire cette formulation variationnelle sous une forme plus compacte. Consi-
dérons les espaces produits suivants, munis de leur norme produit :

Ṽ = L2(Ω)× H̃ ; ‖(v, q)‖Ṽ =
(
‖v‖2L2(Ω) + ‖q‖2

H̃

)1/2
, (13.4)

et ã2 la forme bilinéaire suivante :
ã2 : Ṽ × Ṽ → R

((v, q), (w, r)) 7→
∑
i∈IΩ

∫
Ωi

(
−k−1

i q · r + v div r + w div q + qi vw
)
dx . (13.5)

On peut alors réécrire la formulation variationnelle (13.3) sous la forme :
Trouver ((u,p), λ) ∈ Ṽ ×M tel que ∀((v, q), µ) ∈ Ṽ ×M :

ã2((u,p), (v, q)) + ([q · n], λ)L2(ΣS) + ([p · n], µ)L2(ΣS) = (f, v)L2(Ω). (13.6)

On peut alors appliquer la théorie de Banach-Necas-Babuska ou la théorie de la T -coercivité
pour établir le caractère bien posé de (13.6), voir [9].

Théorème 13.2 Sous les hypothèses (3.2), la formulation variationnelle (13.6) est bien
posée. En particulier il existe une constante C > 0 ne dépendant que de Ω et des coefficients
telle que :

∀f ∈ L2(Ω), ∃!(u,p, λ) solution de (13.6) tel que
‖u‖L2(Ω) + ‖p‖

H̃
+ ‖λ‖L2(ΣS) ≤ C ‖f‖L2(Ω).

13.3 Discrétisation

On se place dans le cas 2D. Considérons comme discrétisation produit de l’espace
L2(Ω) × H̃ les éléments finis de Raviart-Thomas P0 −RT0 décrits au §3.3.2. L’espace de
discrétisation de L2(Ω) est Mh :=

∏
i∈IΩ Mi,h et l’espace de discrétisation de H̃ est H̃h :=∏

i∈IΩ Qi,h,voir (11.18). 50 Pour tout (i, j) ∈ IJ , on définit une famille de triangulations
(TΣij ,h)h de Σij , constituées de Aij,aλ arêtes (aij,m)

m∈Iij,aλ
, Iij,aλ = {1, · · · , Aij,aλ }. On a

donc :
Σij =

⋃
m∈Iij,aλ

aij,m.

L’espace de discrétisation de L2(Σij) est noté MΣij ,h et est tel que :

MΣij ,h :=
{
µh ∈ L2(Σij) : ∀m ∈ Iij,aλ , µh|aij,m ∈ P0(aij,m)

}
. (13.7)

Pour construire une base de MΣij ,h, on choisit les fonctions caractéristiques (µm)
m∈Iij,aλ

:

∀m, m′ ∈ Iij,aλ , µm|aij,m′ = δm,m′ .

50. Les espaces abstraits sont différents de ceux du paragraphe §11.3, et en particulier ils sont munis de
normes différentes, comparer ‖ · ‖V+

i
à ‖ · ‖H̃. Néanmoins on choisit la même discrétisation.
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Posons MΣ,h =
∏

(i,j)∈IJ MΣij ,h. La formulation discrète de (13.6) s’écrit :
Trouver (uh,ph, λh) ∈Mh × H̃h ×MΣ,h tel que :

∀(vh,ph, µh) ∈Mh × H̃h ×MΣ,h,

ã2((uh,ph), (vh,ph)) + ([qh · n], λh)L2(ΣS) + ([ph · n], µh)L2(ΣS) = (f, vh)L2(Ω).
(13.8)

On reprend les notations du §11. Comme pour le cas à une inconnue, l’utilisation d’un
multiplicateur de Lagrange permet de choisir, pour chaque couple (i, j) ∈ IJ , des espaces
H̃i,h et H̃j,h tels que Tij,ai,h 6= Tij,aj,h (voir la définition (11.20)) [9]. Il faut prouver que
le problème (13.8) est bien posé, en particulier montrer la condition de stabilité (C.7).
On peut montrer que celle-ci est vérifiée lorsque MΣij ,h = Tij,ai,h + Tij,aj,h . Ainsi lorsque les
triangulations à l’interface sont égales, on peut choisir : MΣij ,h = Tij,ai,h = Tij,aj,h . Si l’une
des triangulation est une sous-triangulation de l’autre, on peut choisir la plus fine des
deux. Sinon, on peut calculer l’intersection des arêtes des deux triangulations et utiliser
les éléments finis P0 sur cette nouvelle triangulation. Dans les cas énumérés ci-dessus,
on dit que les discrétisations entre H̃i,h et H̃j,h d’une part, et MΣij ,h d’autre part, sont
compatibles. On a le résultat suivant, voir [9].

Théorème 13.3 Sous les hypothèses (3.2) et si les discrétisations sont compatibles, la
formulation variationnelle discrète (13.8) est bien posée, et elle vérifie une condition de
stabilité uniforme. En particulier :

lim
h→0

(
‖u− uh‖L2(Ω) + ‖p− ph‖H̃ + ‖λ− λh‖L2(ΣS)

)
= 0.

La formulation discrète (13.8) s’écrit (les espaces d’indices sont définis au §11.3) :
Trouver ((ui,h,pi,h)i∈IΩ , (λij,h)(i,j)∈IJ ) tel que :

∀i ∈ IΩ, ∀ (l,m) ∈ ITi × Ia+
i : ai2((ui,h,pi,h) , (wi,l,ωi,m)) +

∑
j∈IΩi

(ωi,m · ni, λij,h)L2(Σij)

= (f, wi,l)L2(Ωi),

∀(i, j) ∈ IJ , ∀m ∈ Iij,aλ : (pi,h · ni + pj,h · nj , µm)L2(Σij) = 0.

Après avoir décomposé ui,h, pi,h et λij,h dans leurs bases respectives, on obtient :

Trouver
(

((Ui,l′)l′∈ITi
, (Pi,m′)m′∈Ia+

i
)i∈IΩ , ((λij,m′)m′∈Iij,aλ

)(i,j)∈IJ

)
tel que ∀i ∈ IΩ, et
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∀j ∈ IΩi :

∀ l ∈ ITi :
∑
l′∈ITi

Ui,l′

∫
Ωi

qiwi,l wi,l′ dx+
∑

m′∈Iai +

Pi,m′

∫
Ωi

wi,l divωi,m′ dx

= (fi, wi,l)L2(Ωi),

∀m ∈ Iai : −
∑

m′∈Iai +

Pi,m′

∫
Ωi

k−1
i ωi,m · ωi,m′ dx

+
∑
l′∈ITi

Ui,l′

∫
Ωi

divωi,m wi,l′ dx = 0,

∀m ∈ Iij,ai,Σi
: −

∑
m′∈Iai +

Pi,m′

∫
Ωi

k−1
i ωi,m · ωi,m′ dx

+
∑
l′∈ITi

Ui,l′

∫
Ωi

divωi,m wi,l′ dx+
∑

m′∈Iij,aλ

λij,m′

∫
ΣS

ωi,m · ni µm′ ds = 0,

(13.9)

et ∀(i, j) ∈ IJ , ∀m ∈ Iij,aλ :∑
m′∈Iai +

Pi,m′

∫
ΣS

µmωi,m′ · ni ds+
∑

m′∈Iaj +

Pj,m′

∫
ΣS

µmωj,m′ · nj ds = 0. (13.10)

On peut mettre les équations (13.9)-(13.10) sous forme matricielle. On reprend les défini-
tions des matrices Mi

u, M
i,i
p , Bi,i données au chapitre 11. Pour i ∈ IΩ, j ∈ IΩi , on appelle

Ci,ij ∈ RA
+
i ×A

i
Σij la matrice de couplage entre pi,h et λij,h, telle que :

∀ (m,m′) ∈ Iai + × Iij,aλ : (Ci,ij)m,m′ =


0 si m ∈ Iai ,∫

Σij

ωi,m · ni µm′ ds si m ∈ Iij,ai,Σi
.

Le système linéaire correspondant à (13.9)-(13.10) se met sous la forme :
Trouver ((Ui, Pi)i∈IΩ , (Λij)(i,j)∈IJ ) tel que :

∀i ∈ IΩ, Mi
uUi + BTi,iPi = Fi,

∀i ∈ IΩ, Bi,iUi −Mi
pPi +

∑
j∈IΩi

Ci,ijΛij = 0,

∀(i, j) ∈ IJ CTi,ijUi + CTj,ijUj = 0.

(13.11)

Les matrices Mi
u, Bi,i et Mi

p (pour i ∈ IΩ) ont été introduites au chapitre 11. On rappelle
que les matrices Mi

u sont diagonales, et inversibles.
En utilisant la première équation de (13.11), on obtient : Ui = (Mi

u)−1(Fi − BTi,iPi). En
utilisant ce résultat dans la seconde équation de (13.11), on a :

SipPi −
∑
j∈IΩi

Ci,ijΛij = F̃i, avec :


Sip := Bi,i(Mi

u)−1BTi,i + Mi
p,

F̃i := Bi,i(Mi
u)−1Fi.

Le complément de Schur Sip est une matrice symétrique définie-positive car (Mi
u)−1 et Mi

p

sont symétriques définies-positives.
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On peut réécrire (13.11) ainsi :
Trouver ((Pi)i∈IΩ , (Λij)(i,j)∈IJ ) tel que :{

∀i ∈ IΩ, SipPi +
∑

j∈IΩi
Ci,ijΛij = F̃i

∀(i, j) ∈ IJ , CTi,ijPi + CTj,ijPj = 0.
(13.12)

De même que pour le cas à une inconnue, on peut résoudre ce système linéaire en calculant
d’abord (Λij)(i,j)∈IJ puis (Pi)i∈IΩ .
Pour finir, on en déduit (Ui)i∈IΩ à l’aide de

∀i ∈ IΩ, Ui = (Mi
u)−1

(
Fi − BTi,iPi

)
,

ce qui est peu coûteux car les matrices Mi
u sont diagonales et inversibles.



Quatrième partie

Annexes

230



Annexe A

Valeurs propres et vecteurs propres

A.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne quelques résultats théoriques fondamentaux qui sont utilisés
pour construire des algorithmes de calcul des éléments propres des matrices. La présen-
tation de la forme de Jordan, puis de la décomposition spectrale d’une matrice permet
d’établir une distinction entre matrices diagonalisables et matrices défectives.

A.2 Rappels

Avant de commencer l’étude des propriétés spectrales des matrices il faut rappeler
quelques notions utiles : tout d’abord il est nécessaire de se placer dans le corps C des
nombres complexes, car les valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice à éléments
réels peuvent être complexes. A l’exception de certains cas particuliers, tous les calculs
présentés dans ce chapitre sont donc effectués avec des nombres complexes.

Soit B = {b1, b2, . . . , bn} une base de Cn. On peut écrire tout vecteur x sous la forme
x = x1b1 + x2b2 + · · · + xnbn, avec (xi)i=1,n les n coordonnées de x dans la base B. On
peut alors définir le produit scalaire complexe associé 51 de Cn

(u, v) = v∗u =

n∑
i=1

ui vi,

x désignant le complexe conjugué de x. Si besoin, on note ce produit scalaire (·, ·)Cn .

51. Dans un C-espace vectoriel V , le produit scalaire complexe (·, ·)V possède les propriétés suivantes :
— Il est linéaire par rapport à la première variable :
∀a1, a2 ∈ C, ∀v1, v2, w ∈ V, (a1v1 + a2v2, w)V = a1(v1, w)V + a2(v2, w)V .

— Il est anti-linéaire par rapport à la deuxième variable :
∀a1, a2 ∈ C, ∀v, w1, w2 ∈ V, (v, a1w1 + a2w2)V = a1(v, w1)V + a2(v, w2)V .

— Il est hermitien :
∀v, w ∈ V, (v, w)V = (w, v)V .

— Il est défini-positif :
∀v ∈ V \ {0}, (v, v)V > 0.

Dans ce cas, ‖v‖V : V → R, défini par ‖v‖V = ((v, v)V )1/2, est une norme sur V . De plus, l’inégalité de
Cauchy-Schwarz est vérifiée, voir la Proposition B.3 : ∀v, w ∈ V, |(v, w)V | ≤ ‖v‖V ‖w‖V .
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On associe à toute matrice A ∈ Cn×m, la matrice adjointe de A, notée A∗ ∈ Cm×n,
définie par

∀u ∈ Cm, v ∈ Cn (Au, v)Cn = (u,A∗v)Cm .

Ceci implique que
(A∗)i,j = Aj,i 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

De la même façon, si on se place dans Rn et qu’on choisit une base, on peut définir le
produit scalaire associé de Rn par

(u, v) = vTu =

n∑
i=1

ui vi

Si besoin, on note ce produit scalaire (·, ·)Rn . On associe à toute matrice A ∈ Rn×m, la
matrice transposée de A, notée AT ∈ Rm×n, définie par

∀u ∈ Rm, v ∈ Rn (Au, v)Rn = (u,AT v)Rm .

Ceci implique que
(AT )i,j = Aj,i 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Définition A.1 — On appelle valeur propre d’une matrice A, toute racine complexe
λi, ou λi(A), du polynôme caractéristique p(λ) = det (A − λI). A ce titre on
associe à chaque valeur propre sa multiplicité algébrique mi, qui est l’ordre de
multiplicité de λi en tant que racine de p. Si on note d le nombre de racines distinctes
de p, on peut donc écrire

p(λ) =
d∏
i=1

(λ− λi)mi .

— On définit aussi la valeur propre λi et un vecteur propre associé ui comme
un couple (λi, ui) solution du problème Aui = λiui, avec ui 6= 0, ce qui peut
encore s’exprimer par la relation d’appartenance ui ∈ Ker (A − λiI) \ {0}. On
introduit donc naturellement la notion de multiplicité géométrique de λi par
gi = dim (Ker (A− λiI)), pour i compris entre 1 et d.

Proposition A.2 Les multiplicités (mi)i=1,d et (gi)i=1,d vérifient les relations :

(i)
d∑
i=1

mi = n ;

(ii) gi ≤ mi, pour i ∈ {1, · · · , d} ;

(iii)
d∑
i=1

gi ≤ n.

Démonstration : Comme tout polynôme à coefficients complexes est scindé dans C, on
en déduit immédiatement la relation (i).



233

Pour prouver (ii), on introduit, pour i fixé, Bi = (e1, · · · , egi) une base de Ker (A−λiI).
On la complète en une base B′ de Cn. La matrice A est alors semblable à la matrice par
blocs ci-dessous,

A′ =

[
λiIgi X

0 Y

]
,

qui représente l’application linéaire asssociée, exprimée cette fois dans la base B′. On a
alors

p(λ) = det (A′ − λIn) = (λi − λ)gi det (Y − λIn−gi).

Ainsi λi est racine de p d’ordre au moins gi, ce qui prouve (ii).

Pour finir, (iii) est une conséquence immédiate des deux points précédents. �

Avant de détailler plus avant la présentation, nous rappelons le résultat bien connu

Proposition A.3 Soient (vk)k d
′ vecteurs propres de A, associés à des valeurs propres

deux à deux distinctes. Alors (vk)k est une famille libre de Cn.

Démonstration : Raisonnons par récurrence sur d′.
Pour d′ = 1, on note que, par définition des vecteurs propres, v1 6= 0. Ainsi, (v1) est bien
une famille libre.
Supposons le résultat vrai d′ − 1. Considérons une famille (vk)k de d′ vecteurs propres de
A, associés à des valeurs propres deux à deux distinctes. Si la famille (vk)k était liée, on
pourrait par exemple écrire

v1 =
d′∑
k=2

αkvk.

Or, par application de A (resp. par multiplication par λ1), on trouve

λ1v1 =
d′∑
k=2

λkαkvk (resp. λ1v1 =
d′∑
k=2

λ1αkvk).

Par différence, on en déduit que

d′∑
k=2

(λk − λ1)αkvk = 0.

Si on applique l’hypothèse de récurrence, on trouve (λk−λ1)αk = 0, pour k ∈ {2, · · · , d′} :
Comme λk 6= λ1, on a en fait αk = 0, pour k ∈ {2, · · · , d′}, ce qui entraîne v1 = 0 et
aboutit à une contradiction. La famille (vk)k est donc libre. �

Définition A.4 Une matrice A de Cn×n est dite diagonalisable lorsqu’elle est semblable
à une matrice diagonale.

On commence par le résultat ci-dessous.

Proposition A.5 Une matrice A ∈ Cn×n est diagonalisable si, et seulement si, il existe
une base de Cn formée de vecteurs propres de A.
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Démonstration : Si A est diagonalisable, on peut écrire A = UΛU−1, avec U inversible
et Λ diagonale,

Λ =


λ1 0 . . . 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 λn

 .
On note (ui)1≤i≤n les vecteurs colonnes de U . Comme U est inversible, ils sont linéai-

rement indépendants : ils forment donc une base de Cn. Qui plus est, si on écrit AU = UΛ
colonne par colonne, on trouve Aui = λiui, pour i variant de 1 à n.

Réciproquement s’il existe n vecteurs propres u1, u2, · · · , un linéairement indépendants,
alors la matrice

U =
[
u1 u2 · · · un

]
∈ Cn×n,

est inversible. Des relations Aui = λiui, pour 1 ≤ i ≤ n, on tire successivement AU = UΛ,
puis A = UΛU−1. �

Proposition A.6 Une matrice A de Cn×n est diagonalisable si, et seulement si,

d∑
i=1

gi = n.

Démonstration : Par définition, si A est diagonalisable, alors elle est semblable à la
matrice par blocs

A′ =


λ1 Ig1 0 . . . 0

0 λ2 Ig2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 λd Igd

 ,
écrite dans la base de vecteurs propres (e1

1, · · · , e1
g1
, e2

1, · · · , e2
g2
, · · · , ed1, · · · , edgd). On constate

alors que les racines du polynôme caractéristique p sont λ1, · · · , λd et que, de plus, λi est
exactement racine d’ordre gi. Dans ce cas,

∑
i gi = n.

Réciproquement, soit (e1
i , · · · , e1

gi) une base de Ker (A − λiI), pour chaque i. Par hy-
pothèse, (ek)k = (e1

1, · · · , e1
g1
, e2

1, · · · , e2
g2
, · · · , ed1, · · · , edgd) est une famille à n éléments de

Cn. Pour prouver que c’est une base, il suffit de vérifier qu’elle est libre. Soit donc (αk)k
tels que

n∑
k=1

αkek = 0.

On regroupe alors les éléments de chaque Ker (A− λiI), pour trouver
∑d

i=1 vi = 0, avec

vi =

gi∑
m=1

αime
i
m ∈ Ker (A− λiI).
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D’après la Proposition A.3, chaque vi = 0. Finalement, comme (e1
i , · · · , e1

gi) est une base
de Ker (A−λiI), on a de plus αim = 0, pour m ∈ {1, · · · , gi}. En conclusion, tous les (αk)k
sont nuls, et (ek)k est une base de Cn formée de vecteurs propres de A. �

Corollaire A.7 Si toutes les valeurs propres d’une matrice sont distinctes, elle est diagona-
lisable.

Démonstration : Dans ce cas, on a gi = 1, pour i variant de 1 à n. Leur somme vaut
donc n. �

Définition A.8 Une matrice A de Cn×n est dite défective lorsqu’elle n’est pas diagona-
lisable.

On introduit ensuite les notions suivantes :

Définition A.9 L’ensemble des valeurs propres d’une matrice A s’appelle le spectre de
A. On le note Spe(A).

— λi est dite valeur propre simple si, et seulement si, mi = 1 ; sinon λi est valeur
propre multiple.

— λi valeur propre multiple, est dite semi-simple si, et seulement si, mi = gi > 1 ;
sinon λi est valeur propre défective (on a alors mi > gi).

Remarque A.10 D’après ce que l’on a vu ci-dessous, une matrice A admet au moins une
valeur propre défective si, et seulement si, elle est défective.
Par ailleurs, seule une valeur propre multiple peut être défective, puisque pour une valeur
propre simple λi, on a mi = gi = 1 !

Enfin pour en terminer avec les définitions, rappelons encore que

Définition A.11 On dit que v ∈ C1×n \{0} est vecteur propre à gauche de la matrice
A, si et seulement si il existe µ ∈ C tel que v∗A = µv∗. Par cohérence les vecteurs propres
usuels sont appelés vecteurs propres à droite.

Un vecteur propre à gauche est un vecteur ligne de C1×n. Un vecteur propre à droite
est un vecteur colonne de Cn×1, que l’on identifie à Cn. On ne distingue pas valeur propre
à droite de valeur propre à gauche. De fait, ces notions coïncident.

Proposition A.12 A chaque valeur propre correspond un vecteur propre à droite, et un
vecteur propre à gauche.

Démonstration : 1) Pour commencer, on a la série d’équivalences sur les valeurs propres
(à droite)

λi v. p. de A ⇐⇒ det (A− λiIn) = 0⇐⇒ det (A− λiIn)∗ = 0

⇐⇒ det (A∗ − λiIn) = 0⇐⇒ λi v. p. de A∗.

2) Ensuite, on vérifie par transposition et passage au complexe conjugué que, pour u ∈ Cn,
u 6= 0, Au = µu équivaut à vA∗ = µv, avec v = u∗ = (u1, · · · , un) ∈ C1×n \ {0} : λi est
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valeur propre à droite de A si, et seulement si, λi est valeur propre à gauche de A∗.
3) On conclut que

λi v. p. à gauche de A
2)⇐⇒ λi v. p. à droite de A∗

1)⇐⇒ λi = λi v. p. à droite de A.

�

Proposition A.13 Soit ui un vecteur propre à droite de la matrice A ∈ Cn×n : Aui =
λiui, et soit vj un vecteur propre à gauche de la matrice A : v∗jA = λjv

∗
j . Si λi 6= λj, alors

v∗jui = 0.

Démonstration : On note que, comme v∗j ∈ C1×n et ui ∈ Cn×1, leur produit v∗jui
appartient à C.
Soient λi et ui tels que Aui = λiui, λj et vj tels que v∗jA = λjv

∗
j , alors

Aui = λiui =⇒ v∗jAui = λiv
∗
jui

A∗vj = λjvj =⇒ u∗iA
∗vj = λju

∗
i vj

}
=⇒ λiv

∗
jui = v∗jAui = (u∗iA

∗vj)
∗ = λjv

∗
jui,

soit finalement (λi − λj)v∗jui = 0. �

Pour conclure ce paragraphe, considérons les deux matrices suivantes :

A1 =

1 2 −4
0 2 2
0 0 3

 et A2 =

1 2 −4
0 2 2
0 0 2

 ;

elles ne différent que par le dernier élément, mais ont des propriétés spectrales distinctes

Spe(A1) = {1, 2, 3} et Spe(A2) = {1, 2}.

La matrice A1 ayant ses valeurs propres réelles distinctes, ses vecteurs propres forment une
base de C3 (ou de R3). A1 est donc diagonalisable :

A1 =

1 2 −4
0 2 2
0 0 3

 =

1 2 0
0 1 2
0 0 1

1 0 0
0 2 0
0 0 3

1 2 0
0 1 2
0 0 1

−1

.

La matrice A2 est défective : la valeur propre λ(A2) = 2 a une multiplicité algébrique
m = 2 car le polynôme caractéristique est divisible par (λ−2)2. Sa multiplicité géométrique
est g = 1 : en effet tout vecteur propre v = (v1, v2, v3)T associé à la valeur propre λ = 2
vérifie nécessairement les relations

v1 + 2v2 − 4v3 = 2v1

2v2 + 2v3 = 2v2

2v3 = 2v3

on en déduit que v3 = 0 et v1 = 2v2 ; le sous–espace propre relatif à la valeur propre λ = 2
est donc engendré par le vecteur v = (2, 1, 0)T . La matrice A2 est défective, et on peut
seulement écrire

A2 =

1 2 −4
0 2 2
0 0 2

 =

1 2 0
0 1 2
0 0 1/2

1 0 0
0 2 1
0 0 2

1 2 0
0 1 2
0 0 1/2

−1

.

Cette différence peut s’avérer très importante dans la pratique, en particulier lorsque l’on
doit évaluer Ak1 et Ak2.
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A.3 Localisation des valeurs propres

Théorème A.14 [Gerschgorin–Hadamard] Le spectre de la matrice A ∈ Cn×n est contenu
dans l’ensemble D réunion des disques Di du plan complexe définis par

Di = {z ∈ C, |z −Ai,i| ≤
∑
j 6=i
|Ai,j |}.

Démonstration : Soit λ une valeur propre de A et u un vecteur propre associé, et soit
|ui| = max

j
|uj |, alors |ui| 6= 0 et

∑
j

Ai,j uj = λui ⇐⇒ λ−Ai,i =
∑
j 6=i

Ai,j
uj
ui
⇐⇒ |λ−Ai,i| ≤

∑
j 6=i
|Ai,j |.

Ainsi, λ appartient au disque Di de rayon
∑
j 6=i
|Ai,j | centré en Ai,i. A toute valeur propre

λ, on peut ainsi associer un disque Di, et le spectre de la matrice A est donc contenu dans
l’ensemble

D = ∪ni=1Di = ∪ni=1{z ∈ C, |z −Ai,i| ≤
∑
j 6=i
|Ai,j |}.

�

Ce résultat permet de localiser simplement les valeurs propres d’une matrice dans
le plan complexe. Dans le cas d’une matrice non hermitienne N , on peut appliquer le
Théorème A.14 aux matrices N et N∗ qui ont les mêmes valeurs propres, mais des disques
de Gerschgorin différents, ce qui permet une localisation plus précise du spectre de N .

Remarque A.15 Il existe de nombreuses configurations. Par exemple, soit λ une valeur
propre de la matrice irréductible 52 A ∈ Cn×n : on peut montrer que si λ appartient à la
frontière de l’ensemble D, alors tous les cercles de Gerschgorin passent nécessairement par
λ. En conséquence tout point de ∂D, et tel qu’il existe au moins un cercle ∂Di qui ne le
contienne pas, ne peut correspondre à une valeur propre de la matrice.

Enfin il existe une variante du Théorème de Gerschgorin-Hadamard, qui permet de
mieux localiser les valeurs propres :

Théorème A.16 Soit une matrice A ∈ Cn×n et soient les n disques Di du plan complexe
définis par

Di = {z ∈ C, |z −Ai,i| ≤
∑
j 6=i
|Ai,j |}.

S’il existe p disques Di formant un ensemble connexe E, sans intersection avec les n − p
disques restant, alors E contient exactement p valeurs propres de la matrice A.

52. Pour rappel, une matrice A ∈ Cn×n est réductible s’il existe une matrice de permutation P telle
que PTAP soit triangulaire supérieure par blocs. Sinon, on dit que A est irréductible.
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Démonstration : On écrit A sous la forme A = Dia+ R où Dia est la partie diagonale
de A, et on définit les n rayons

ri =
∑
j 6=i
|Ai,j | =

∑
j

|Ri,j | 1 ≤ i ≤ n,

ainsi que les n disques
Di = {z ∈ C, |z −Diai,i| ≤ ri}.

Puis pour tout ε ≥ 0 on définit de manière cohérente la matrice A(ε) = Dia + εR, et les
n disques associés

Di(ε) = {z ∈ C, |z −Diai,i| ≤ ε ri}.

Par définition A(0) = Dia, A(1) = A et pour tout i et tout ε inférieur à 1, Di(ε) ⊂ Di(1) =
Di. Par application du Théorème A.14, on sait que le spectre de A(ε) est contenu dans
l’ensemble ∪ni=1Di(ε) pour tout ε. Sans nuire à la généralité on suppose que l’ensemble
connexe E est constitué par l’union des p premiers disques : E = ∪pi=1Di. On définit alors
l’ensemble E(ε) = ∪pi=1Di(ε). L’hypothèse

∀j > p Dj∩E = ∅

entraine
∀j > p,∀ε ≤ 1 Dj(ε)∩E(ε) = ∅.

Pour ε = 0, chaque disque Di(0) est réduit à un point et

E(0) = ∪pi=1Di(0) = {λ1, λ2, . . . , λp}

quand ε tend vers 1, E(ε) ⊂ E contient toujours exactement p valeurs propres : λ1, λ2, . . . , λp,
les autres valeurs propres restant dans leurs disques. Cette configuration reste vraie à la
limite, puisque les valeurs propres de A(ε) dépendent continûment de ε. �

A.4 Matrices diagonalisables

On se place dans un espace vectoriel sur C.

Définition A.17 Une matrice A ∈ Cn×n est dite hermitienne lorsque A∗ = A.
Une matrice A ∈ Cn×n est dite normale lorsque A∗A = AA∗.
Une matrice U ∈ Cn×n est dite unitaire lorsque UU∗ = U∗U = In.

Les mêmes résultats restent valables dans un espace vectoriel sur R, sous réserve que l’on
remplace partout

— complexe par réelle (A ∈ Rn×n),
— adjointe par transposée (∗ par T ),
— hermitienne par symétrique (AT = A),
— normale par normale (ATA = AAT ),
— unitaire par orthogonale (OOT = OTO = In).

Les résultats s’appliquent donc en particulier aux matrices issues de la discrétisation par
différences finies du Laplacien (voir le chapitre 2).
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Proposition A.18 Les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles.

Démonstration : En effet, pour un couple vecteur-valeur propres (u, λ), on a la suite
d’égalités,

λ(u, u) = (Au, u) = (u,A∗u)
A∗=A

= (u,Au) = (u, λu) = λ(u, u).

On en déduit que λ ∈ R puisque u 6= 0. �

Proposition A.19 Les vecteurs propres d’une matrice hermitienne correspondant à des
valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

Démonstration : En effet, pour deux couples vecteur-valeur propres (u, λ) et (v, µ), on
peut écrire,

(Au, v) = (λu, v) = λ(u, v)

(Au, v)
A∗=A

= (u,Av) = (u, µv)
µ=µ
= µ(u, v)

}
=⇒ (λ− µ)(u, v) = 0 =⇒ (u, v) = 0 si λ 6= µ.

�

Proposition A.20 Toute matrice hermitienne est diagonalisable. Qui plus est, on peut
choisir ses vecteurs propres de sorte qu’ils forment une base orthonormale.
En d’autres termes, il existe Q unitaire et D diagonale telles que A = QDQ∗.

Cette propriété découle d’un résultat plus général

Proposition A.21 [Forme de Schur] Soit A ∈ Cn×n il existe une matrice unitaire Q telle
que T = Q∗AQ soit une matrice triangulaire supérieure avec pour éléments diagonaux les
valeurs propres de la matrice A.

Démonstration : La démontration est effectuée par récurrence : la propriété est évidente
à l’ordre n = 1. Supposons-la vraie jusqu’à l’ordre n − 1 inclus. Soit A ∈ Cn×n et λ une
valeur propre de A, u un vecteur propre associé de norme 1 ; d’après le théorème de la base
incomplète, il existe une matrice U ∈ Cn−1×n−1 unitaire (U∗U = UU∗ = I) telle que la
matrice [u, U ] ∈ Cn×n soit aussi unitaire (et en particulier U∗u = 0), car on peut toujours
construire une base orthogonale de Cn dont u 6= 0 soit le premier vecteur de base.

Ainsi par construction U∗u = 0 et A[u, U ] = [λu,AU ], soit encore

[u, U ]∗ A [u, U ] =

[
u∗

U∗

]
[λu,A U ]

U∗u=0
=

[
λ u∗AU
0 U∗AU

]
.

Comme U∗AU ∈ Cn−1×n−1, on peut lui appliquer l’hypothèse de récurrence : il existe
Q̃ ∈ Cn−1×n−1 unitaire telle que Q̃∗U∗AUQ̃ = T̃ ; alors

[u, UQ̃]∗ A [u, UQ̃] =

[
u∗

Q̃∗U∗

]
[λu,A UQ̃] =

[
λ u∗AUQ̃

0 T̃

]
= T.
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Enfin puisque Q = [u, UQ̃] est unitaire, les matrices A et T sont semblables, et pos-
sèdent de ce fait les mêmes valeurs propres. Plus précisément, si µ est une valeur propre de
U∗AU associée au vecteur propre v ∈ Cn−1 , µ est aussi une valeur propre de A puisque

U∗AU v = µv =⇒ A(Uv) = µ(Uv).

On obtient donc la propriété à l’ordre n avec Q = [u, U ], et dans cette écriture les termes
diagonaux sont bien les valeurs propres de A.

Les vecteurs colonnes de la matrice Q sont appelés vecteurs de Schur ; ils vérifient
la relation AQ = QT . �

Dans le cas où la matrice A est hermitienne, la matrice triangulaire supérieure T =
Q∗AQ est aussi hermitienne, car elle vérifie T ∗ = Q∗A∗Q = Q∗AQ. Elle est donc diagonale,
à éléments réels, ce qui démontre la Proposition A.20.

De plus dans ce cas particulier, la relation AQ = QT avec T diagonale, montre que les
vecteurs de Schur sont les vecteurs propres de la matrice hermitienne A. La matrice Q dont
les colonnes sont les vecteurs propres de A, est unitaire par construction. On en déduit que
les vecteurs propres de A forment une base orthogonale de Cn. Ce résultat étant vrai, que
les valeurs propres soient distinctes ou non, constitue donc une extension de la Proposition
A.19.

Proposition A.22 Une matrice A ∈ Cn×n est normale si, et seulement si, elle est diagona-
lisable dans une base orthonormale.

Démonstration : Supposons d’abord que A soit diagonalisable dans une base orthonor-
male : il existe Q unitaire et D diagonale telles que A = QDQ∗. On a alors la suite
d’égalités

AA∗ = QDQ∗QD∗Q∗
Q∗Q=In

= QDD∗Q∗
D∗D=DD∗

= QD∗DQ∗
Q∗Q=In

= QD∗Q∗QDQ∗ = A∗A.

Réciproquement, soit A une matrice normale. On écrit A = QTQ∗, avec Q matrice unitaire
et T matrice triangulaire supérieure. De l’égalité A∗A = AA∗ on tire T ∗T = TT ∗. Mais la
matrice T étant triangulaire supérieure, on peut écrire pour tout i∑

j≥i
|Ti,j |2 = (TT ∗)i,i = (T ∗T )i,i =

∑
j≤i
|Tj,i|2.

Pour i = 1 on trouve donc que∑
j≥1

|T1,j |2 = (TT ∗)1,1 = (T ∗T )1,1 = |T1,1|2,

ce qui entraine que tous les éléments extra-diagonaux T1,j sont nuls. En appliquant le même
raisonnement à la ligne i = 2, on trouve∑

j≥2

|T2,j |2 = (TT ∗)2,2 = (T ∗T )2,2 = |T1,2|2 + |T2,2|2 = |T2,2|2,

puisque T1,2 = 0. Tous les éléments extra-diagonaux T2,j sont nuls... En réitérant ce pro-
cédé, on montre que la matrice T est diagonale. �
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Remarque A.23 Des relations AQ = QD et A∗Q = QD∗ on déduit que si A est normale,
alors les matrices A et A∗ admettent la même base de vecteurs propres, qui sont les vecteurs
colonnes de la matrice Q.

Il s’agit bien d’une généralisation des résultats concernant les matrices hermitiennes,
car la matrice A définie par (ı2 = −1)

A =


ı 0 . . . 0

0 ı
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 ı


est diagonalisable (car normale) sans être hermitienne.

Un exemple moins trivial est fourni par la matrice de permutation P ∈ Rn×n de rang
n

P =



0 . . . . . . 0 1

1 0
. . . . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 1 0


qui est normale, donc diagonalisable toujours sans être hermitienne :

Q∗PQ = Λ.

Les matrices Q et Λ sont définies en posant z = eıπ/n :

Q =
1√
n



1 1 1 . . . 1

1 z z2
... z(n−1)

1 z2 z4
... z2(n−1)

...
...

...
...

...
1 zn−1 z2(n−1) . . . z(n−1)(n−1)


et Λ =



1 0 . . . . . . 0

0 z
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . z(n−2) 0

0 . . . . . . 0 z(n−1)


.

Enfin, toute matrice A diagonalisable n’est pas nécessairement normale 53.
Complétons ce paragraphe par l’énoncé de quelques résultats utiles sur les matrices

hermitiennes. Pour une matrice A et x 6= 0, on appelle ρA(x) =
(Ax, x)

(x, x)
le quotient de

Rayleigh de la matrice A. L’ensemble

F (A) = {ρA(x), x ∈ Cn, x 6= 0}

est appelé le champ des valeurs de la matrice A. Le champ des valeurs de A contient le
spectre de A.

53. La matrice A =

(
0 −1
2 3

)
est diagonalisable, mais AA∗ 6= A∗A
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Théorème A.24 (Courant–Fisher) Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne dont les
valeurs propres (réelles) sont rangées suivant

λn ≤ λn−1 ≤ . . . ≤ λ2 ≤ λ1

alors

(i) λk = max
V, dimV=k

min
x∈V−{0}

(Ax, x)

(x, x)
,

(ii) λk = min
W,dimW=n−k+1

max
x∈W−{0}

(Ax, x)

(x, x)
.

Démonstration : Pour démontrer le premier point du théorème, on considère le sous–
espace engendré par les vecteurs propres ui associés aux n−k+1 valeurs propres λi (k ≤ i ≤
n). Soit V ⊂ Cn un sous–espace quelconque de dimension k :Wk = vect(un, un−1, . . . , uk) ;
puisque dimWk = n − k + 1, Wk∩V 6= {0}, il existe donc au moins un vecteur commun

non nul x ∈Wk∩V , que l’on écrit x =

n∑
i=k

αiui. Alors

ρA(x) =
(Ax, x)

(x, x)
=

n∑
i=k

λiα
2
i (ui, ui)

n∑
i=k

α2
i (ui, ui)

≤ λk.

Par conséquent m(V ) = min
x∈V−{0}

ρA(x) ≤ λk, et on en déduit que le maximum de m(V )

sur tous les sous-espaces V de dimension k est plus petit que λk. Si on prend en particulier
V = vect(u1, u2, · · · , uk), alors dimV = k et m(V ) atteint la valeur maximale λk pour
x = uk ∈ V .

On procède de même pour le second point du théorème, en introduisant cette fois
Vk = vect(u1, u2, . . . , uk) le sous–espace de dimension k. Alors pour tout sous–espace W
de dimension n − k + 1, W∩Vk 6= {0} et par le même raisonnement, on en déduit que

M(V ) = max
x∈W−{0}

(Ax, x)

(x, x)
≥ λk, puis que

min
W

dimW=n−k+1

max
x∈W−{0}

(Ax, x)

(x, x)
≥ λk.

La valeur minimale λk est atteinte en prenant pour sous–espace W =< un, un−1, . . . , uk >
et pour vecteur x = uk. �

Théorème A.25 Soit B = A+ E la somme de deux matrices hermitiennes de Cn×n, on
range les valeurs propres par ordre croissant :

A : λn ≤ λn−1 ≤ . . . ≤ λ2 ≤ λ1

E : εn ≤ εn−1 ≤ . . . ≤ ε2 ≤ ε1
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B : µn ≤ µn−1 ≤ . . . ≤ µ2 ≤ µ1.

Alors pour tout k = 1, 2, . . . , n

(i) λk + εn ≤ µk ≤ λk + ε1

(ii) |µk − λk | ≤ ‖E‖.

Démonstration : Soit u1, u2, . . . , un une base orthonormée des vecteurs propres de la
matrice A, et µk une valeur propre de B : on pose Wk = vect(un, un−1, . . . , uk), d’après le
théorème de Courant–Fisher

µk ≤ max
x∈Wk−{0}

ρB(x) ≤ max
x∈Wk−{0}

ρA(x) + max
x∈Wk−{0}

ρE(x)

soit encore µk ≤ λk + ε1.
Pour la minoration, on écrit A = B − E = B + E′ et le résultat précédent appliqué à

la matrice B + E′ devient λk ≤ µk − εn.
Finalement, pour tout k = 1, 2, . . . , n, λk + εn ≤ µk ≤ λk + ε1, soit encore εn ≤

µk − λk ≤ ε1. On en déduit (ii) puisque pour toute matrice E et toute norme matricielle
‖E‖, |εk| ≤ ‖E‖ ∀k = 1, 2, . . . , n. �

Ce résultat semble prometteur sur le plan numérique, car il montre que la recherche
des valeurs propres d’une matrice A hermitienne est théoriquement stable. Les valeurs
propres λ(A) dépendent continûment des éléments de A de la manière suivante : si on pose
AE = A+ E avec E ∈ Cn×n matrice de perturbation hermitienne, alors

max
λ
|λ(AE)− λ(A)| = max

λ
|λ(E)|‖E‖2 ≤ ‖E‖F .

Cette majoration donne une borne maximale de variation des valeurs propres de A en
fonction des éléments de E . Malheureusement dans la pratique, les erreurs commises sur
les éléments de la matrice A sont dues soit à la représentation machine des nombres (erreur
de troncature ou d’arrondi), soit aux erreurs de calcul qui en découlent. En conséquence,
bien qu’il soit souvent possible d’estimer ‖E‖F , le Théorème A.25 n’est pas utilisable pour
le calcul numérique car la matrice E n’est jamais hermitienne !

Pour finir ce paragraphe, nous introduisons la décomposition spectrale d’une matrice
diagonalisable. Pour cela, on se souvient que, par définition, lorsqu’une matrice A est
diagonalisable, il existe U inversible et Λ diagonale, telles que A = UΛU−1. On a vu à la
Proposition A.5 que les vecteurs colonnes de U sont des vecteurs propres à droite de A.
De la même façon, les vecteurs ligne de U−1, appartenant à C1×n et notés (v∗i )1≤i≤n,

U−1 =


v∗1
v∗2
...
v∗n

 ,
sont des vecteurs propres à gauche de A. En effet, la relation U−1A = ΛU−1 peut s’écrire,
ligne par ligne, sous la forme v∗iA = λiv

∗
i , pour i variant de 1 à n. En particulier, les ordres
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de multiplicité de λi à gauche et à droite sont identiques.

Au final, on peut résumer la relation A = UΛU−1 dans les formules

A =
[
u1 u2 . . . un

]

λ1 0 . . . 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 λn



v∗1
v∗2
. . .
v∗n

 , ou bien A =
n∑
i=1

λi ui · v∗i ,

en se souvenant que ui ·v∗i est une matrice de Cn×n. Si on regroupe les ui ·v∗i correspondant
à une même valeur propre λk, on peut écrire A sous la forme

A =
d∑

k=1

λkPk, avec Pk =
∑

i, λi=λk

ui · v∗i . (A.1)

Cette relation est appelée décomposition spectrale de la matrice diagonalisable A. Par
construction, d ≤ n. Qui plus est, les (Pk)1≤k≤d, appelées les projections spectrales,
vérifient les relations suivantes.

Proposition A.26 Pour k variant de 1 à d, Pk est la matrice d’un projecteur sur le sous-
espace propre Ker (A − λkIn). De plus, la somme de ces projecteurs est égale à l’identité.
En d’autres termes :

(i) pour 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ d : Pkui = ui si λi = λk, Pkui = 0 sinon ;
(ii)

∑
1≤k≤d Pk = In ;

(iii) pour 1 ≤ k ≤ d : P 2
k = Pk ;

(iii) pour 1 ≤ k 6= l ≤ d : PkPl = 0.

Démonstration : La démonstration est relativement aisée, sous réserve que l’on se sou-
vienne de la définition des vecteurs (ui)i et (v∗i )i. En effet, de la relation U−1U = In, on
tire immédiatement

v∗i uj = δij , pour 1 ≤ i, j ≤ n.

Pour prouver (i), on écrit simplement

Pkui =
∑

j, λj=λk

(uj · v∗j )ui =
∑

j, λj=λk

uj(v
∗
jui) =

∑
j, λj=λk

δijuj =

{
ui si i ∈ {j, λj = λk}
0 sinon .

Les points (ii) et (iii) sont des conséquences simples de (i) car, (ui)i étant une base de Cn,
les Pk sont complètement déterminées par leur action sur ceux-ci. �

Pour conclure le cas des matrices diagonalisables, on déduit de (A.1) et de la Proposi-
tion A.26 que

APk = PkA = λkPk, pour 1 ≤ k ≤ d.
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A.5 Matrices défectives et forme de Jordan

Par définition, les matrices défectives ne sont pas diagonalisables. Il faut donc construire
d’autres vecteurs associés aux vecteurs propres, appelés vecteurs principaux. Cette
construction conduit à la forme de Jordan dans laquelle la matrice est écrite sous une
forme "presque diagonale" (voir Chatelin [7]).

Théorème A.27 Soit A ∈ Cn×n une matrice admettant d valeurs propres distinctes λi de
multiplicité algébrique mi et de multiplicité géométrique gi (gi ≤ mi). Il existe une matrice
X ∈ Cn×n telle que

A = X


J1 0 . . . 0

0 J2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 Jd

X−1.

Dans cette écriture Ji ∈ Cmi×mi est la boîte de Jordan associée à la valeur propre λi ;
chaque boîte de Jordan se décompose elle-même en une matrice diagonale par blocs gi× gi,
dont les blocs diagonaux Ji,j sont appelés blocs de Jordan :

Ji =


Ji,1 0 . . . 0

0 Ji,2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 Ji,gi

 avec Ji,j = [λi] ou



λi 1 . . . . . . 0

0 λi
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . λi 1

0 . . . . . . . . . λi


.

Remarque A.28 Pour toute valeur propre semi-simple λi, comme on a mi = gi blocs
diagonaux Ji,j sur la diagonale de Ji, une matrice de Cmi×mi , on a nécessairement Ji,j =
[λi] pour 1 ≤ j ≤ gi, et Ji est une matrice diagonale égale à Ji = λiImi . On retrouve donc
la définition non défective équivaut à diagonalisable, dans le sous-espace Ker (A− λiIn).

La démonstration de ce Théorème est effectuée par étapes et requiert deux résultats
intermédiaires que nous admettons.

Proposition A.29 Soit R ∈ Cn×n une matrice triangulaire supérieure admettant d va-
leurs propres distinctes λi, alors il existe une matrice Z ∈ Cn×n telle que

R = Z−1


R̃1 0 . . . 0

0 R̃2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 R̃d

Z,

où R̃i = λiI + Ui, avec Ui une matrice strictement triangulaire supérieure (Ui,j = 0 si
j ≤ i).
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Proposition A.30 Soit U ∈ Cn×n une matrice strictement triangulaire supérieure. Alors
il existe une matrice inversible Y et g matrices Ej ∈ Ckj×kj avec k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ kg ≥ 1
telles que

Y −1UY =


E1 0 . . . 0

0 E2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 Eg

 avec Ej = [0] ou
[
0 Ikj−1

0 0

]
.

Démonstration : (du Théorème A.27) La forme de Jordan d’une matrice A ∈ Cn×n
est obtenue de la façon suivante :

— On commence par mettre A sous forme triangulaire supérieure (forme de Schur de
la Proposition A.21) Q∗AQ = R.

— On applique le résultat de la Proposition A.29 à la matrice R, et on obtient la
matrice

R̃ =


R̃1 0 . . . 0

0 R̃2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 R̃d

 .
Les d blocs diagonaux R̃i correspondent aux d valeurs propres distinctes de R qui
est semblable à A par construction.

— On applique ensuite, pour j = 1, 2, . . . , gi, le résultat de la Proposition A.30 à
chaque bloc Ui = λiI − R̃i :

Y −1
i (λiI + Ui)Yi = λiI+


Ei,1 0 . . . 0

0 Ei,2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 Ei,gi

 , Ei,j = [0] ou



0 1 . . . . . . 0

0 0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0 1

0 . . . . . . . . . 0


et les blocs Ei,j sont rangés par ordre de rang croissant.

— On pose maintenant

Ỹ =


Y1 0 . . . 0

0 Y2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 Yd

 ,
et on obtient

(
Ỹ −1Z−1Q∗

)
A
(
QZỸ

)
= J =


J1 0 . . . 0

0 J2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 Jd

 .
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Dans cette écriture, Ji est la boîte de Jordan associée à λi :

Ji =


Ji,1 0 . . . 0

0 Ji,2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 Ji,gi

 avec Ji,j = [λi] ou



λi 1 . . . . . . 0

0 λi
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . λi 1

0 . . . . . . . . . λi


.

�

Proposition A.31 Pour k ≥ 2, la matrice Ek ∈ Ck×k définie par

Ek =



0 1 0 . . . 0

0 0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . . . . 1
0 . . . . . . . . . 0


.

possède les propriétés suivantes

(i) Ekk = [0]

(ii) E∗kEk =


0 0 . . . 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 1

 =

[
0 0
0 Ik−1

]

(iii) Ik − E∗kEkk = e1 · e∗1
(iv) Ekej+1 = ej , j = 1, 2, . . . , k − 1

où ej est le jième vecteur de base de Ck.

Dans l’énoncé du Théorème A.27, les matrices A et J sont semblables et les λi sont les d
valeurs propres distinctes de A. De plus par construction, le rang du bloc Ji est égal à la
multiplicité algébrique mi de λi dans J , donc dans A. Ainsi si on note Mi le sous–espace
de Cn associé au bloc Ji, comme dimMi = mi et

∑d
i=1mi = n, on a⊕

i=1,d

Mi = Cn.

A chacun des gi sous–blocs Ji,j de rang mi,j ≥ 1, est associé un sous–espace Mi,j de Mi.
Cherchons un vecteur propre u dans ce sous–espace. Il doit vérifier les mi,j relations :

λiu1 +u2 = λiu1, λiu2 +u3 = λiu2, · · · , λiumi,j−1 +umi,j = λiumi,j−1, λiumi,j = λiumi,j .

On en déduit que nécessairement u2 = u3 = . . . = umi,j = 0 ! Le seul vecteur propre pos-
sible dansMi,j s’écrit donc u = (1, 0, . . . , 0)T . Or, il ne peut y avoir que gi vecteurs propres
linéairement indépendants dans Mi (autant que de sous–espaces Mi,j) et gi correspond
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donc bien à la multiplicité géométrique de λi.

Soit maintenant z0 ∈ Ker (A−λiI) un vecteur propre de A, existe-t-il un vecteur z1 6= 0
tel que (A− λiI)z1 = z0 ? Un tel vecteur satisfait nécessairement la relation

(A− λiI)2z1 = (A− λiI)z0 = 0 soit z1 ∈ Ker (A− λiI)2.

On voit donc que pour que z1 existe, il faut et il suffit que Ker (A− λiI)2 6= {0}. On peut
poursuivre en définissant une suite de vecteurs zk par

(A− λiI)zk = zk−1,

et l’on doit chercher zk dans Ker (A− λiI)k+1. Mais puisque

Ker (A− λiI) ⊂ Ker (A− λiI)2 ⊂ . . . ⊂ Ker (A− λiI)k ⊂ . . . ⊂ Cn,

il existe nécessairement un entier li ≤ n tel que

Ker (A− λiI)li = Ker (A− λiI)l ∀l ≥ li.

Cet entier est tel que Ker (A − λiI)li = Mi : on l’appelle indice de la valeur propre λi.
Les vecteurs zk sont appelés vecteurs principaux associés à z0 dans Mi. Ils vérifient les
relations

Az0 = λiz0, Az1 = λiz1 + z0, Az2 = λiz2 + z1, · · · , Azli = λizli + zli−1
.

Soit encore

A
[
z0 z1 . . . zli

]
=
[
z0 z1 . . . zli

]

λi 1 . . . 0

0 λi
. . .

...
...

. . . . . . 1
0 . . . . . . λi

 .
On reconnaît à droite le bloc de Jordan Ji,j associé au vecteur z0, et ceci montre que le
rang de Ji,j est inférieur ou égal à l’indice li.

On en déduit que la représentation de Jordan peut ne pas être unique, car la décom-
position de la boîte Ji en blocs Ji,j dépend du choix du vecteur z0 dans chaque Mi,j .
Par exemple, pour une valeur propre λi de multiplicité algébrique mi = 7, de multiplicité
géométrique gi = 3 et d’indice li = 3, on obtient deux formes de Jordan différentes :



λi 0 0 0 0 0 0
0 λi 1 0 0 0 0
0 0 λi 1 0 0 0
0 0 0 λi 0 0 0
0 0 0 0 λi 1 0
0 0 0 0 0 λi 1
0 0 0 0 0 0 λi


ou



λi 1 0 0 0 0 0
0 λi 0 0 0 0 0
0 0 λi 1 0 0 0
0 0 0 λi 0 0 0
0 0 0 0 λi 1 0
0 0 0 0 0 λi 1
0 0 0 0 0 0 λi


.
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Soit encore comment écrire 7 (= mi) comme somme de 3 (= gi) entiers naturels non nuls,
chaque entier étant inférieur ou égal à 3 (= li) :

7 = 1 + 3 + 3 = 2 + 2 + 3.

Dans le cas général, cette écriture contient le cas A diagonalisable pour lequel li = 1 et
mi = gi pour tout i.

A.6 Décomposition spectrale d’une matrice quelconque

D’après le Théorème A.27, on peut écrire toute matrice A ∈ Cn×n ayant d valeurs
propres distinctes selon A = XJX−1, avec

X =
[
X1 X2 . . . Xd

]
.

Ci-dessus, chaque bloc Xi ∈ Cn×mi correspond aux mi colonnes de X associées au sous–
espace Mi, et on introduit de manière cohérente

X−1 =


Y ∗1
Y ∗2
. . .
Y ∗d

 .
Les vecteurs colonnes de Xi forment une base de Mi, et les vecteurs lignes Y ∗i ∈ Cmi×n
forment une base adjointe. De la relation X−1X = In, on déduit comme précédemment

Y ∗i ·Xi = Imi et Y
∗
i ·Xj = [0] si i 6= j.

La matrice Pi = Xi · Y ∗i ∈ Cn×n est la matrice représentant dans Cn la projection sur Mi

le long de l’ensemble {z ∈ Cn, X∗i z = 0} =
⊕

j 6=iMj . On l’appelle projection spectrale
associée à la valeur propre λi. En particulier on vérifie que

Y ∗i ·Xi = Imi =⇒ P 2
i = Pi ; Y ∗i ·Xj = [0] =⇒ PiPj = 0, i 6= j,

à comparer à la Proposition A.26. Finalement on résume ces résultats dans la formule

A =
d∑
i=1

(λiPi +Di) , avec Ji = λiImi +Ni, Di = XiNiY
∗
i et

d∑
i=1

Pi = In,

qui est la décomposition spectrale d’une matrice quelconque. Une forme des Ni est par
exemple, pour mi = 7, gi = 3 et li = 3,

Ni =



0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0


.

On rappelle que
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— le rang de Ji est mi ;
— le nombre de blocs présents est gi ;
— le rang maximum d’un bloc est li.

On en déduit que si on itère li fois, Ni
li = [0] soit Di

li = [0].
Dans le cas particulier d’une valeur propre λi semi-simple, on a mi = gi et li = 1. La

matrice Ni est nulle, et donc Di = [0].
Enfin, de la formule générale on déduit que

APj =
d∑
i=1

(λiPi +Di)Pj = λjP
2
j +DjPj = Pj (λjPj +Dj)

( Pj et Dj commutent par définition), et plus généralement

AkPj = Pj (λjPj +Dj)
k .

Proposition A.32 Soit v ∈ Cn un vecteur quelconque, pour toute valeur propre λi semi–
simple, Piv est vecteur propre associé à λi si, et seulement si, Piv 6= 0.

Démonstration : La démonstration découle de l’étude précédente puisque pour tout
vecteur v ∈ Cn, le vecteur Piv appartient au sous–espace Mi = Ker (A− λi)li . Donc

APiv = λiP
2
i v +DiPiv = λiPiv +DiPiv.

Mais dire que λi est semi–simple est équivalent à Di = [0], soit

APiv = λiPiv.

�

Cette forme générale de la décomposition spectrale d’une matrice est utilisée au cha-
pitre 8 pour étudier la convergence d’algorithmes de calcul de valeurs propres. Le lecteur
intéressé par cet aspect de l’algèbre linéaire peut se reporter aux livres de F. Chatelin [7],
B. N. Parlett [31] et Y. Saad [33].



Annexe B

Normes vectorielles et matricielles

B.1 Introduction

On rappelle dans ce chapitre quelques notions indispensables à l’étude des propriétés
des matrices en vue de la résolution de systèmes linéaires par des méthodes itératives, mais
aussi pour le calcul des valeurs propres et vecteurs propres. L’outil principal introduit dans
ce chapitre est la norme (de vecteur ou de matrice) qui permet de définir la notion de
convergence de suites (de vecteurs ou de matrices).

On raisonne en général dans des espaces vectoriels sur C, en suivant [13]. Les résultats
se transposent sans difficulté au cas d’espaces vectoriels définis sur R.

B.2 Normes de vecteurs

Définition B.1 soit E un espace vectoriel sur C, on appelle norme une application de E

dans R+, notée ‖ · ‖, qui vérifie les trois propriétés suivantes :
— ∀x ∈ E, ∀λ ∈ C, ‖λx‖ = |λ| ‖x‖
— ∀x ∈ E, ∀y ∈ E, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
— ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0.

La seconde propriété est appelée inégalité triangulaire ; un espace vectoriel muni d’une
norme est dit espace vectoriel normé. Il est immédiat de vérifier que l’application "module"
est une norme sur l’espace vectoriel C.

D’une façon plus générale, si E est un espace vectoriel sur C de dimension finie n, et si
B = {b1, b2, . . . , bn} est une base de E, tout vecteur de E s’écrit de manière unique

x = α1b1 + α2b2 + . . .+ αnbn.

À l’aide des coordonnées αi ∈ C, on définit l’application ‖.‖ de E dans R+ par

‖x‖ =
(
|α1|2 + |α2|2 + . . .+ |αn|2

)1/2
.

Cette application est une norme, appelée norme euclidienne ou encore norme cano-
nique associée à la base B.

251
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Si E est un espace vectoriel sur C de dimension finie n, muni d’un produit scalaire (·, ·),
on peut définir une norme par la relation

‖x‖ = (x, x)1/2.

Remarque B.2 La réciproque n’est pas vraie, il existe des espaces vectoriels normés qui
ne sont pas euclidiens, car la norme doit posséder des propriétés supplémentaires pour
permettre de définir un produit scalaire.

Proposition B.3 [Inégalité de Cauchy-Schwarz] Pour tout couple de vecteurs x, y d’un
espace vectoriel euclidien E sur C

|(x, y)| ≤ ‖x‖ × ‖y‖.

Démonstration : Soient x, y ∈ E, on écrit (x, y) = |(x, y)| eıθ, pour θ ∈ [0, 2π[ :

∀λ ∈ R ‖λ e−ıθx+ y‖2 = (λ e−ıθx+ y, λ e−ıθx+ y)
= λ2‖x‖2 + λe−ıθ (x, y) + λeıθ (y, x) + ‖y‖2
= λ2‖x‖2 + λe−ıθ (x, y) + λeıθ (x, y) + ‖y‖2
= λ2‖x‖2 + 2λ|(x, y)|+ ‖y‖2

en prenant x 6= 0, le trinome du second degré en λ garde un signe constant quel que soit
la valeur de λ ∈ R, ce qui implique que le discriminant est négatif, soit

|(x, y)|2 − ‖x‖2 ‖y‖2 ≤ 0.

�

D’une manière générale, à l’aide des coordonnées αi d’un vecteur x dans la base B, on
peut lui associer, pour tout entier p > 0 fini, les normes suivantes appelées normes de
Hölder

‖x‖p =
(
|α1|p + |α2|p + . . .+ |αn|p

)1/p
.

Cette définition comprend les cas particuliers

‖x‖1 =
n∑
i=1

|αi| et ‖x‖2 = (
n∑
i=1

|αi|2)1/2

et s’étend au cas p =∞ avec la norme ‖x‖∞ = maxi |αi|.
En utilisant la convexité de la fonction x 7→ ex, on établit alors la majoration suivante,

appelée inégalité de Hölder

∀x ∈ E |(x, y)| ≤ ‖x‖p ‖y‖q

pour tout couple d’entiers p > 0 et q > 0 liés par la relation

1

p
+

1

q
= 1,

dont l’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier, avec p = q = 2.
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Définition B.4 on dit que deux normes ‖ · ‖� et ‖ · ‖? définies sur un espace vectoriel E
sont équivalentes s’il existe deux constantes Cm > 0 et CM > 0 telles que :

∀x ∈ E Cm ‖x‖� ≤ ‖x‖? ≤ CM ‖x‖�.

En utilisant les propriétés selon lesquelles d’une part toute fonction continue sur un
ensemble compact atteint ses extrema, et d’autre part tout ensemble fermé et borné dans
un espace vectoriel de dimension finie est compact, on en déduit facilement le résultat
ci-dessous.

Théorème B.5 Dans un espace vectoriel E sur C de dimension finie toutes les normes
sont équivalentes.

Démonstration : Soient ‖ · ‖? et ‖ · ‖� deux normes sur E. Les fonctions x 7→ ‖x‖?
et x 7→ ‖x‖� sont continues sur E. La sphère unité S? = {x ∈ E : ‖x‖? = 1} est donc
compacte dans E (puisque fermée et bornée). En outre, la fonction de S? dans R, x 7→ ‖x‖�,
atteint ses extrema. Soient Cmin et Cmax respectivement le minimum et le maximum de
la fonction : il existe xmin et xmax deux éléments de S? tels que Cmin = ‖xmin‖� et
Cmax = ‖xmax‖�. Ainsi, Cmin > 0 puisque xmin 6= 0, et de même Cmax est finie (et non
nulle). Soit maintenant x ∈ E \ {0} quelconque, on a (‖x‖?)−1x ∈ S? et par conséquent :

Cmin ≤ (‖x‖?)−1‖x‖� ≤ Cmax =⇒ Cmin ‖x‖? ≤ ‖x‖� ≤ Cmax ‖x‖?

La même inégalité est bien sûr vérifiée lorsque x = 0. �

Ce résultat s’exprime plus précisément sous les formes particulières suivantes, dans un
espace vectoriel E de dimension finie n :

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√
n ‖x‖2

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n ‖x‖∞

‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n ‖x‖∞.

B.3 Normes de matrices

D’après l’étude des applications linéaires l’ensemble Cm×n des matrices à m lignes et n
colonnes est un espace vectoriel sur C de dimension m× n ; on peut donc considérer toute
matrice A de Cm×n comme un vecteur àm×n composantes et ainsi utiliser une des normes
vectorielles précédentes pour définir ‖A‖m,n. Il est cependant nécessaire d’introduire une
condition supplémentaire pour obtenir un outil de démonstration de la convergence de
suites et de séries de matrices.
Pour éviter toute confusion les vecteurs sont représentés par des lettres minuscules et les
matrices par des majuscules.

Définition B.6 On dit que la norme vectorielle ‖ · ‖ définie sur Cn×n est une norme
matricielle, si et seulement si elle vérifie pour tout couple (A,B) de matrices de Cn×n

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖.
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Mais si E et F sont deux espaces vectoriels sur C de dimension finie, resp. dim(E) = n,
dim(F) = m, il existe une bijection entre l’ensemble L(E, F) des applications linéaires de E
dans F et l’ensemble Cm×n, une fois que l’on a choisi une base de E et une base de F ; on
peut alors définir une norme à partir de l’application linéaire associée : si A est la matrice
associée à l’application f

‖A‖ = max
x 6=0

‖f(x)‖F
‖x‖E

De manière équivalente, ‖A‖ peut être définie par

‖A‖ = inf{α ∈ R : ‖Ax‖m ≤ α ‖x‖n, ∀x ∈ E}

De plus, comme la sphère unité est compacte dans l’espace vectoriel de dimension finie E,
il existe x0 ∈ E \ {0} tel que ‖Ax0‖ = ‖A‖ ‖x0‖.

Dans le cas particulier où E = Cn et F = Cm, la matrice A est rectangulaire A ∈ Cm×n
et on note

‖A‖E,F = max
x 6=0

‖Ax‖F
‖x‖E

.

Proposition B.7 Soient D = Cp, E = Cn, F = Cm. Les normes induites vérifient

∀A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×p ‖AB‖D,F ≤ ‖A‖E,F ‖B‖D,E.

Démonstration : Pour A ∈ Cm×n et B ∈ Cn×p, le produit AB est une matrice de Cm×p
qui vérifie

‖AB‖D,F = max
x 6=0

‖ABx‖F
‖x‖D

= max
x 6=0,Bx 6=0

‖ABx‖F
‖Bx‖E

‖Bx‖E
‖x‖D

≤ max
y 6=0

‖Ay‖F
‖y‖E

max
x 6=0

‖Bx‖E
‖x‖D

.

�

Lorsque m = n, cette application satisfait aux axiomes de la Définition B.1 et aussi à
la Définition B.6 (voir la Proposition B.7) ; on dit que cette norme est associée à la norme
vectorielle ‖ · ‖, ou induite par la norme vectorielle, ou encore subordonnée à la norme
vectorielle. Dans ce cas, il est d’usage de noter de la même façon la norme vectorielle et la
norme matricielle associée :

‖A‖ = max
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

.

Proposition B.8 Pour toute matrice carrée A ∈ Cn×n les normes matricielles de Hölder
vérifient

(i) ‖A‖1 = max
x 6=0

‖Ax‖1
‖x‖1

= max
j

∑
i

|Ai,j |.

(ii) ‖A‖∞ = max
x 6=0

‖Ax‖∞
‖x‖∞

= max
i

∑
j

|Ai,j |.

Démonstration : Pour tout vecteur v ∈ Cn

‖Av‖1 =
∑
i

|
∑
j

Ai,jvj | ≤
∑
i

∑
j

|Ai,j | |vj | ≤ (max
j

∑
i

|Ai,j |)‖v‖1;
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pour obtenir l’égalité, on construit un vecteur v particulier : soit j0 un indice pour lequel∑
i

|Ai,j0 | = max
j

∑
i

|Ai,j | ;

le vecteur ej0 dont toutes les composantes sont nulles à l’exception de ej0 = 1 répond à la
question.

De même
‖Av‖∞ = max

i
|
∑
j

Ai,jvj | ≤ (max
i

∑
j

|Ai,j |)‖v‖∞;

soit i0 un indice tel que ∑
j

|Ai0,j | = max
i

∑
j

|Ai,j | ;

le vecteur v dont les composantes sont

vj = 1 si Ai0,j = 0 et vj =
Ai0,j
|Ai0,j |

si Ai0,j 6= 0

permet d’atteindre l’égalité. �

Il est aussi possible de définir une norme à partir des éléments d’une matrice carrée
d’ordre n. C’est la cas de la norme de Schur-Frobenius

‖A‖F =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

|Ai,j |2 =
√
tr(A∗A),

où tr désigne la trace.

Proposition B.9 La norme de Schur-Frobenius ‖ · ‖F est une norme matricielle, mais
elle n’est pas une norme matricielle induite.

Démonstration : Pour cette norme, on peut écrire

‖AB‖2F =

n∑
i=1

n∑
j=1

|(AB)i,j |2 =

n∑
i=1

n∑
j=1

∣∣ n∑
k=1

Ai,kBk,j
∣∣2

(Cauchy-Schwarz) ≤
n∑
i=1

n∑
j=1

(
(

n∑
k=1

|Ai,k|2)(

n∑
k=1

|Bk,j |2
)

=
( n∑
i=1

n∑
k=1

|Ai,k|2
)( n∑
j=1

n∑
k=1

|Bk,j |2
)

= ‖A‖2F ‖B‖2F ,

ainsi la norme de Schur-Frobenius est bien une norme matricielle.
On vérifie directement que ‖In‖F =

√
n. Or, pour toute norme induite, on a l’égalité

‖In‖n = max
x 6=0

‖Inx‖n
‖x‖n

= 1,

donc la norme de Schur-Frobenius n’est pas une norme induite. �
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Proposition B.10 Pour toute matrice A ∈ Cn×n et toute matrice untaire U ∈ Cn×n

‖UA‖2 = ‖AU‖2 = ‖A‖2.

Démonstration : On écrit

‖UA‖2 = max
x 6=0

‖UAx‖2
‖x‖2

= max
x 6=0

(UAx,UAx)

‖x‖2
= max

x 6=0

(Ax,U∗UAx)

‖x‖2
U∗U=In= max

x 6=0

‖Ax‖2
‖x‖2

= ‖A‖2;

par ailleurs, on a

‖AU‖2 = max
x 6=0

‖AUx‖2
‖x‖2

= max
x 6=0

‖AQx‖2
‖Qx‖2

= ‖A‖2.

�

B.4 Normes des matrices et valeurs propres

Les valeurs propres d’une matrice A de Cn×n, notées λi ou λi(A), appartiennent a
priori à C.

Définition B.11 le rayon spectral de la matrice A ∈ Cn×n est le réel positif

ρ(A) = max
i
|λi(A)|.

Proposition B.12 Pour toute matrice A ∈ Cn×n et toute norme matricielle ‖ · ‖

ρ(A) ≤ ‖A‖.

Démonstration : Soit λ une valeur propre de A telle que |λ| = ρ(A), et p ∈ Cn un
vecteur propre associé : Ap = λp. Puisque p 6= 0, il existe q ∈ Cn tel que la matrice
pqT appartient à Cn×n \ {0}. Comme ‖ · ‖ est une norme matricielle, on a par définition
‖A(pqT )‖ ≤ ‖A‖ ‖pqT ‖. Par ailleurs :

ρ(A)‖pqT ‖ = |λ| ‖pqT ‖ = ‖λ pqT ‖ = ‖ApqT ‖.

Ainsi, ρ(A)‖pqT ‖ ≤ ‖A‖ ‖pqT ‖ et comme ‖pqT ‖ 6= 0, on a démontré le résultat. �

Proposition B.13 Pour toute matrice A ∈ Cn×n et tout ε > 0, il existe une norme
matricielle ‖ · ‖ telle que

‖A‖ − ε ≤ ρ(A).

Démonstration : Pour obtenir ce résultat, on utilise une propriété importante des ma-
trices carrées (voir la Proposition A.21) : toute matrice A ∈ Cn×n peut s’écrire sous la forme
A = QTQ∗, où Q est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure dont
la diagonale est formée des valeurs propres de la matrice A (ces valeurs propres peuvent
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être complexes ou réelles, nulles ou non, distinctes ou non et ne sont pas rangées suivant
leur module) :

T =



λ1 x x x x x

0
. . . x x x x

0 0
. . . x x x

0 0 0
. . . x x

0 0 0 0
. . . x

0 0 0 0 0 λn


.

Soit δ un nombre réel strictement positif, on construit la matrice diagonale D ∈ Cn×n

D =



1 0 0 0 0 0
0 δ 0 0 0 0
0 0 δ2 0 0 0

0 0 0
. . . 0 0

0 0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 0 δn−1


;

alors

(QD)−1A(QD) = D−1TD =



λ1 δT1,2 δ2T1,3 . . . . . . δn−1T1,n

0 λ2 δT2,3
. . . . . . δn−2T2,n

0 0
. . . . . . . . .

...

0 0 0
. . . . . . δ2Tn−2,n

0 0 0 0
. . . δTn−1,n

0 0 0 0 0 λn


.

Pour une matrice A ∈ Cn×n et un réel ε donnés, on peut trouver δ > 0 tel que

pour tout i = 1, · · · , n− 1, max
i+1≤j≤n

|δj−iTi,j | < ε/n;

alors la norme matricielle (dépendant de A et ε) définie pour toute matrice B ∈ Cn×n par

‖B‖A,ε = ‖(QD)−1B(QD)‖∞

vérifie l’inégalité
‖A‖A,ε ≤ max

i
|λi|+ ε

Cette norme est la norme matricielle subordonnée à la norme vectorielle

v 7→ ‖(QD)−1v‖∞

car

‖(QD)−1B(QD)‖∞ = max
y 6=0

‖(QD)−1B(QD)y‖∞
‖y‖∞

= max
x6=0

‖(QD)−1Bx‖∞
‖(QD)−1x‖∞

.

�
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Proposition B.14 Pour toute matrice A ∈ Cn×n

‖A‖2 =
√
ρ(A∗A).

Pour toute matrice A ∈ Cn×n hermitienne

ρ(A) = ‖A‖2.

Démonstration : Par définition

‖A‖22 = max
x 6=0

‖Ax‖22
‖x‖22

= max
x 6=0

(Ax,Ax)

(x, x)
= max

x 6=0

(x,A∗Ax)

(x, x)
.

Evaluons le dernier maximum : A∗A ∈ Cn×n est une matrice hermitienne, elle admet
donc une base de vecteurs propres orthogonaux {v1, v2, . . . , vn} (voir la Proposition A.20).
Ses valeurs propres λi(A∗A) sont réelles et positives. On obtient pour tout vecteur x ∈ Cn

x =
n∑
i=1

αivi, et A∗Ax =
n∑
i=1

λi(A
∗A)αivi.

Ainsi
(x,A∗Ax)

(x, x)
=

∑n
i=1 λi(A

∗A)|αi|2(vi, vi)∑n
i=1 |αi|2(vi, vi)

≤ max
i=1,n

(λi(A
∗A)) = ρ(A∗A).

Par ailleurs, si on choisit x0 = vi0 pour i0 tel que λi0(A∗A) = ρ(A∗A), on trouve

(x0, A
∗Ax0)

(x0, x0)
= ρ(A∗A).

Dans le cas d’une matrice A hermitienne, on choisit cette fois une base {v1, v2, . . . , vn} de
Cn de vecteurs propres orthogonaux de A. On trouve :

(Ax,Ax)

(x, x)
=

∑n
i=1 |αi|2|λi(A)|2(vi, vi)∑n

i=1 |αi|2(vi, vi)
≤ (max

i=1,n
(|λi(A)|)2 = (ρ(A))2.

Et si on choisit x0 = vi0 pour i0 tel que |λi0(A)| = ρ(A), on trouve

(Ax0, Ax0)

(x0, x0)
= (ρ(A))2.

�

Corollaire B.15 Pour toute matrice A ∈ Cn×n

‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤
√
n‖A‖2.

Démonstration : On a par définition ‖A‖F = tr(A∗A) et en outre

‖A‖22 = ρ(A∗A) ≤ tr(A∗A) ≤ nρ(A∗A) = n ‖A‖22.

�
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Définition B.16 Soit A une matrice de Cn×n. A toute valeur propre de A∗A on associe
la valeur singulière σ(A) via la relation

σ(A) =
√
λ(A∗A).

De manière classique, on range les valeurs singulières de la matrice A par valeur décrois-
sante :

σn(A) ≤ σn−1(A) ≤ . . . ≤ σ2(A) ≤ σ1(A).

La Proposition B.14 se résume à ‖A‖2 = σ1(A).
Enfin, on vérifie facilement le résultat suivant

Proposition B.17 Pour toute matrice A ∈ Cn×n la norme de Schur-Frobenius vérifie

‖A‖2F =
∑
i=1,n

σ2
i (A).

Démonstration : Par définition, ‖A‖2F = tr(A∗A) =
∑
i=1,n

λi(A
∗A) =

∑
i=1,n

σ2
i (A). �

B.5 Suites de vecteurs. Suites de matrices

L’analyse théorique des algorithmes de calcul numérique utilise la notion de suite de
vecteurs et étudie leur convergence éventuelle. On notera {xk}k∈N une suite d’éléments
d’un espace vectoriel E sur C, et on dira que la suite {xk}k∈N converge vers l’élément x de
E si

lim
k→∞

‖xk − x‖ = 0,

que l’on écrit de manière classique limk→∞ xk = x. Dans le cas particulier d’un espace
vectoriel E de dimension finie n, cette définition est indépendante de la norme choisie,
et la convergence de la suite {xk}k∈N vers x est équivalente à la convergence de chacune
des suites de composantes {(xk)i}k∈N vers xi pour i = 1, 2, . . . , n, par rapport à une base
quelconque.

On définit de manière analogue une suite de matrices {Ak}k∈N ∈ Cm×n et on peut
utiliser la définition de la convergence d’une suite de vecteurs dans l’espace vectoriel Cm×n
de dimension finie n×m. On dira donc que {Ak}k∈N converge vers la matrice A de Cm×n
si

lim
k→∞

‖Ak −A‖ = 0,

et on écrira limk→∞Ak = A. Cependant dans de nombreux algorithmes les éléments de
la suite de matrices considérée sont de la forme Ak = Ak, puissances successives d’une
matrice donnée A ∈ Cn×n. Dans ce cas particulier, on relie la convergence de cette suite
au rayon spectral de la matrice A.

Théorème B.18 Pour toute matrice A ∈ Cn×n les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) lim

k→∞
Ak = 0 ;

(ii) ∀x ∈ Cn, lim
k→∞

Akx = 0 ;

(iii) ρ(A) < 1 ;
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(iv) il existe une norme induite telle que ‖A‖ < 1.

Démonstration : On montre l’équivalence par implication circulaire.

(i) =⇒ (ii) : pour toute norme vectorielle ‖ · ‖ et sa norme matricielle induite, on a la
majoration

∀x ∈ Cn ‖Akx‖ ≤ ‖Ak‖ × ‖x‖.

d’où le résultat.
(ii) =⇒ (iii) : soit λ une valeur propre de A telle que ρ(A) = |λ| et soit u 6= 0 un vecteur

propre associé, alors
‖Aku‖ = ‖λku‖ = |λ|k‖u‖ = ρ(A)k‖u‖.

Si on suppose ρ(A) ≥ 1 alors ‖Aku‖ ≥ ‖u‖, ce qui contredit (ii).
(iii) =⇒ (iv) : est une conséquence de la Proposition B.13 (prendre ε = (1− ρ(A))/2).
(iv) =⇒ (i) : puisque ‖Ak‖ ≤ ‖A‖k, on a bien lim

k→∞
‖Ak‖ = 0 pour la norme matricielle

telle que ‖A‖ < 1. �

Remarque B.19 Il faut souligner que l’utilisation d’une norme matricielle arbitraire pour
évaluer la convergence d’une suite peut amener à une mauvaise conclusion. Par contre, la
valeur du rayon spectral de la matrice est toujours pertinente.

Corollaire B.20 Soit A ∈ Cn×n et ‖ · ‖ une norme matricielle :

lim
k→∞

‖Ak‖1/k = ρ(A).

Démonstration : D’après la Proposition B.12, on a pour tout k, ρ(Ak) ≤ ‖Ak‖. Par
ailleurs,

ρ(A)k = (max
i
|λi(A)|)k = max

i
|λi(A)k| ≤ max

i
|λi(Ak)| = ρ(Ak),

puisque si λi(A) est valeur propre de A, alors λi(A)k est valeur propre de Ak. D’où l’on
déduit que ρ(A) ≤ ‖Ak‖1/k pour tout k.
Il faut démontrer que

∀ε > 0, ∃kε, ∀k ≥ kε, ‖Ak‖1/k ≤ ρ(A) + ε.

Or, si on introduit Aε = (ρ(A) + ε)−1A, on a ρ(Aε) < 1 d’où limk→∞ ‖(Aε)k‖ = 0 d’après
le Théorème B.18. En particulier, il existe kε tel que pour tout k ≥ kε, on a ‖(Aε)k‖ < 1,
ou, en d’autres termes, ‖Ak‖ < (ρ(A) + ε)k, ce qui est le résultat cherché.

�



Annexe C

En dimension infinie

Nous commençons par quelques rappels sur les espaces de Hilbert. Ensuite, nous énumé-
rons les principaux résultats mathématiques permettant de résoudre les problèmes associés
aux équations aux dérivées partielles elliptiques, complétées de conditions aux limites,
lorsqu’ils sont écrits sous forme variationnelle [11, 2]. Pour finir, nous rappelons quelques
résultats fondamentaux pour l’approximation des formulations variationnelles.

C.1 Espaces de Hilbert

Les espaces vectoriels sont définis sur C. Ceci étant dit, les notions ci-dessous sont ai-
sément transposables à des espaces vectoriels définis sur R.
Par définition, un espace topologique est séparable s’il contient un sous-ensemble dénom-
brable dense ; un espace de Banach est un espace vectoriel complet muni d’une norme ; un
espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, complet par rapport à
la norme induite par le produit scalaire. Pour rappel, dans un espace vectoriel, un produit
scalaire (·, ·) possède les propriétés suivantes :

— Il est linéaire par rapport à la première variable :
∀a1, a2 ∈ C, ∀v1, v2, w ∈ V, (a1v1 + a2v2, w) = a1(v1, w) + a2(v2, w).

— Il est antilinéaire par rapport à la deuxième variable :
∀a1, a2 ∈ C, ∀v, w1, w2 ∈ V, (v, a1w1 + a2w2) = a1(v, w1) + a2(v, w2).

— Il est hermitien :
∀v, w ∈ V, (v, w) = (w, v).

— Il est défini-positif :
∀v ∈ V \ {0}, (v, v) > 0.

Alors, ‖v‖ : V → R définie par ‖v‖ = (v, v)1/2 est une norme sur l’espace vectoriel. De
plus, on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz : ∀v, w ∈ V, |(v, w)| ≤ ‖v‖ ‖w‖. Dans la suite, on
note (·, ·)V le produit scalaire, et ‖ · ‖V la norme induite sur l’espace vectoriel V .

Soit V un espace de Hilbert. Son espace dual 54, noté V ′, est l’espace vectoriel des
formes antilinéaires et continues sur V , muni de la norme

‖f‖V ′ = sup
v∈V \{0}

|〈f, v〉V |
‖v‖V

.

54. V ′ peut être appelé l’espace antidual. Nous choisissons la dénomination espace dual, car elle s’ap-
plique également pour les espaces vectoriels définis sur R, et les formes linéaires et continues.
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De façon générique, 〈f, v〉V dénote l’action de la forme f sur l’élément v. Lorsque l’appar-
tenance aux espaces V et V ′ est claire, nous omettrons l’indice V pour écrire simplement
〈f, v〉.
Pour v ∈ V donné, fv : w 7→ (v, w)V définit un élément de V ′. D’après le théorème de
Riesz C.3 ci-après, v 7→ fv est une isométrie bijective de V dans V ′. De plus, on peut
transporter la structure d’espace de Hilbert à V ′ en définissant son produit scalaire via
(fv, fw)V ′ = (v, w)V , pour tout fv, fw ∈ V ′.
Soit W un deuxième espace de Hilbert. Nous utilisons des formes continues et sesquili-
néaires 55 dans V × W . La forme sesquilinéaire a : V × W → C, (v, w) 7→ a(v, w) est
continue si la quantité

|||a||| = sup
v∈V \{0},w∈W\{0}

|a(v, w)|
‖v‖V ‖w‖W

est bornée. Lorsque a(·, ·) est sesquilinéaire et continue dans V ×W , elle définit un unique
opérateur (borné) A de V dans W ′ (on écrit A ∈ L(V,W ′)) :

∀(v, w) ∈ V ×W, 〈Av,w〉W = a(v, w). (C.1)

Classiquement, la norme |||A||| = supv∈V \{0}
‖Av‖W ′
‖v‖V est égale à |||a|||.

On peut également définir sa transposée conjuguée A† de W dans V ′ :

∀(v, w) ∈ V ×W, 〈A†w, v〉V = a(v, w).

Pour une forme continue et bilinéaire 56 a sur des espaces de Hilbert V et W définis sur
R, on introduit A de V dans W ′ comme ci-dessus, respectivement sa transposée At de W
dans V ′ – sans conjugaison –.
Evidemment, à partir d’un opérateur (borné) A de V dans W ′, on pourrait définir une
forme continue et sesquilinéaire (ou bilinéaire) sur V ×W via (C.1).

Finissons par la notion d’espace pivot, qui est une autre conséquence du théorème de
Riesz C.3 ci-dessous. Soit H un espace de Hilbert. Pour g ∈ H ′, soit h ∈ H la solution de{

Trouver h ∈ H tel que
∀h′ ∈ H, (h, h′)H = 〈g, h′〉H .

L’application g 7→ h est une isométrie bijective de H ′ dans H. A partir de là, on peut
choisir d’identifier H ′ à H.

Définition C.1 (espace pivot) Soit H un espace de Hilbert. Dès lors que H ′ est identifié
à H – par l’intermédiaire de l’application g 7→ h introduite ci-dessus – H est appelé l’espace
pivot.

Il suit la

Proposition C.2 Soient H et V deux espaces de Hilbert, tels que V soit un sous-espace
vectoriel dense de H, et tel que l’injection canonique iV→H soit continue. Lorsque H est
choisi comme espace pivot, on peut identifier H à un sous-espace vectoriel de V ′.

55. Une forme sesquilinéaire est linéaire par rapport à la première variable et antilinéaire par rapport à
la deuxième variable.
56. Une forme bilinéaire est linéaire par rapport aux première et seconde variables.
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Qui plus est, lorsque les hypothèses de la proposition sont vraies, on vérifie que l’application
iH→V ′ est continue (et injective), et que iH→V ′H est dense dans V ′. Par conséquent, on
peut écrire

V ⊂ H
(pivot)

= H ′ ⊂ V ′,

avec des injections continues de sous-espaces vectoriels denses les uns dans les autres.

C.2 Résultats fondamentaux

Soit V un espace de Hilbert. Soit f un élément de V ′, on introduit le problème{
Trouver u ∈ V tel que
∀v ∈ V, (u, v)V = 〈f, v〉. (C.2)

On appelle (C.2) une formulation variationnelle.
Le premier résultat est le théorème de Riesz.

Théorème C.3 (Riesz) Pour tout f ∈ V ′, le problème (C.2) possède une solution et une
seule u dans V . De plus, on a l’égalité ‖u‖V = ‖f‖V ′ .

On a un deuxième résultat qui généralise le théorème de Riesz.

Définition C.4 Soit a(·, ·) une forme continue et sesquilinéaire sur V × V . La forme a
est coercive si

∃α > 0, ∀v ∈ V, |a(v, v)| ≥ α ‖v‖2V .

Soit a(·, ·) une forme continue et sesquilinéaire sur V × V . Soit f un élément de V ′, nous
introduisons une seconde formulation variationnelle{

Trouver u ∈ V tel que
∀v ∈ V, a(u, v) = 〈f, v〉. (C.3)

Définition C.5 Lorsqu’un problème (C.3) possède une solution et une seule dans V qui
dépend continûment de la donnée f , c’est-à-dire

∃C > 0, ∀f ∈ V ′, (C.3) a une solution et une seule u, avec ‖u‖V ≤ C‖f‖V ′ ,

on dit qu’il est bien posé (au sens d’Hadamard).

Notons qu’il est possible de reformuler le problème (C.3) comme suit.{
Trouver u ∈ V tel que
Au = f dans V ′. (C.4)

Il est important de noter que l’opérateur (borné) A−1 est bien défini (et continu) de V ′

dans V si, et seulement si, le problème (C.3) est bien posé. Dans ce cas, les opérateurs A
et A−1 sont des isomorphismes.

Le deuxième résultat, appelé le théorème de Lax-Milgram, propose une condition suffisante
pour garantir le caractère bien posé du problème (C.3).
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Théorème C.6 (Lax-Milgram) Supposons que la forme continue et sesquilinéaire a soit
coercive. Alors, le problème (C.3) est bien posé.

Remarque C.7 On pourrait également définir la coercivité des formes sesquilinéaires se-
lon

∃α > 0, ∃θ ∈ [0, 2π[, ∀v ∈ V, Re[exp(ıθ) a(v, v)] ≥ α ‖v‖2V .

Pour une forme continue et sesquilinéaire, cette définition est équivalente à la défini-
tion C.4, cf. [6]. Nous utilisons la définition C.4 dans la suite.
De plus, pour des formes a sur un espace de Hilbert V défini sur R, les deux définitions
reviennent à

∃s ∈ {−1,+1}, ∃α > 0, ∀v ∈ V, s a(v, v) ≥ α ‖v‖2V .

Concernant les problèmes (C.2-C.3), on constate que la solution u ∈ V possède deux ca-
ractéristiques principales : tout d’abord, qu’elle est mesurée selon une norme donnée –
‖ · ‖V – ; et ensuite qu’elle est définie par son action sur tous les champs de V , ou par une
équation posée dans V ′.

Plutôt que d’imposer la coercivité (condition suffisante) de la forme sesquilinéaire,
on peut considérer une condition de stabilité, également appelée une condition inf-sup.
Ce type de condition est aussi très utile lorsque les arguments de la forme sesquilinéaire
n’appartiennent pas au même espace fonctionnel [20, 4, 2]. Soient donc W un deuxième
espace de Hilbert, et a(·, ·) une forme continue et sesquilinéaire sur V ×W . Soit f ∈ W ′,
nous introduisons une troisième formulation variationnelle{

Trouver u ∈ V tel que
∀w ∈W, a(u,w) = 〈f, w〉. (C.5)

Ces problèmes généralisent les problèmes (C.3), pour lesquels W = V .
Le caractère bien posé (au sens d’Hadamard) s’exprime cette fois par

∃C > 0, ∀f ∈W ′, (C.5) a une solution et une seule u, avec ‖u‖V ≤ C‖f‖W ′ .

Il est possible de reformuler le problème (C.5) à l’aide de l’opérateur A ∈ L(V,W ′) associé
à la forme a par (C.1). {

Trouver u ∈ V tel que
Au = f dans W ′. (C.6)

Comme précédemment, l’opérateur (borné) A−1 est bien défini (et continu) de W ′ dans V
si, et seulement si, le problème (C.5) est bien posé.

Définition C.8 Soit a une forme continue et sesquilinéaire sur V ×W .
Elle vérifie une condition de stabilité si

∃α′ > 0, ∀v ∈ V, sup
w∈W\{0}

|a(v, w)|
‖w‖W

≥ α′ ‖v‖V . (C.7)

Elle vérifie une condition de solvabilité si

{w ∈W : ∀v ∈ V, a(v, w) = 0} = {0}. (C.8)
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Remarque C.9 Lorsque W = V , la coercivité d’une forme sesquilinéaire implique condi-
tion de stabilité (avec α′ = α) et condition de solvabilité pour la même forme.

On a alors le résultat ci-dessous.

Proposition C.10 Supposons que la forme continue et sesquilinéaire a vérifie une condi-
tion de stabilité (C.7) avec un α′ > 0. Alors, Ker(A) = {0}, Im(A) est fermée dans W ′, et
A est une bijection de V dans Im(A). Par conséquent, pour tout f ∈ Im(A), le problème
(C.5) possède une solution u et une seule dans V , et de plus α′ ‖u‖V ≤ ‖f‖W ′. Enfin, si
la forme a vérifie la condition de solvabilité (C.8), alors Im(A) = W ′ et le problème (C.5)
est bien posé.

Théorème C.11 (Banach-Necas-Babuska) Soit a une forme continue et sesquilinéaire
sur V × W . Le problème (C.5) est bien posé si, et seulement si, la forme a vérifie une
condition de stabilité (C.7) et une condition de solvabilité (C.8).

Corollaire C.12 (Banach-Necas-Babuska) Supposons que W = V , et que la forme a
soit continue, sesquilinéaire et hermitienne sur V × V . Le problème (C.5) est bien posé si,
et seulement si, la forme a vérifie une condition de stabilité (C.7).

Introduisons maintenant une condition a priori intermediaire (cf. [5]).

Définition C.13 Soit a(·, ·) une forme continue et sesquilinéaire sur V × W . Elle est
T-coercive si

∃T ∈ L(V,W ), bijective, ∃α > 0, ∀v ∈ V, |a(v,Tv)| ≥ α ‖v‖2V .

Soit a(·, ·) une forme continue, sesquilinéaire et hermitienne sur V ×V . Elle est T-coercive
si

∃T ∈ L(V ), ∃α > 0, ∀v ∈ V, |a(v,Tv)| ≥ α ‖v‖2V .

Lorsque la forme est hermitienne (cas W = V ) le caractère bijectif de T n’est donc plus
requis.

Théorème C.14 Soit a(·, ·) une forme continue et sesquilinéaire sur V ×W . La forme a
est T-coercive si, et seulement si, elle vérifie une condition de stabilité et la condition de
solvabilité.

Dans le cadre de la théorie inf-sup, un operateur T réalisant la T-coercivité est parfois
appelé un opérateur inf-sup.

Pour résumer, dans le cas où W = V , pour assurer que les problèmes (C.3-C.4) sont
bien posés, et que l’opérateur correspondant A défini par (C.1) est un isomorphisme :

— une condition suffisante est que la forme a soit coercive (voir le théorème de Lax-
Milgram C.6) ;

— une condition nécessaire et suffisante est que la forme a vérifie une condition de
stabilité et la condition de solvabilité, ou de façon équivalente que la forme a soit
T-coercive (voir les théorèmes C.11 et C.14).
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C.3 Problèmes mixtes

On introduit les problèmes mixtes, qui sont des problèmes à plusieurs inconnues, sous
la forme abstraite suivante, appelée formulation variationnelle mixte [20, 4] :

Trouver (u, p) ∈ V ×Q tel que
∀v ∈ V, a(u, v) + b(v, p) = 〈f, v〉 (i)
∀q ∈ Q, b(u, q) = 0. (ii)

(C.9)

Les espaces V et Q sont des espaces de Hilbert, la forme a est sesquilinéaire et continue
sur V × V , la forme b est sesquilinéaire et continue sur V × Q, et f ∈ V ′ est la donnée.
L’équation (C.9)-(ii) est souvent appelée équation de contrainte.
Comment garantir le caractère bien posé du problème (C.9) ?

Soit K := {v ∈ V : ∀q ∈ Q, b(v, q) = 0} le noyau de la forme b dans V . Comme
b est continue, K est un sous-espace vectoriel fermé de V : muni de ‖ · ‖V et (·, ·)V , K

est un espace de Hilbert. On a donc la décomposition orthogonale V = K
⊥
⊕ K⊥. D’après

(C.9)-(ii), on a u ∈ K, et on peut récrire le problème (C.9) sous la forme équivalente :
Trouver (u, p) ∈ K ×Q tel que
∀v ∈ K, a(u, v) = 〈f, v〉 (i)
∀v′ ∈ K⊥, a(u, v′) + b(v′, p) = 〈f, v′〉. (ii)

(C.10)

Considèrons la résolution du problème (C.10) en deux étapes :

1. On résout d’abord le problème en u, qui s’écrit sous forme variationnelle :{
Trouver u ∈ K tel que
∀v ∈ K, a(u, v) = 〈f, v〉.

Ce problème admet une unique solution, dépendant continûment de la donnée, si par
exemple (voir les remarques C.16) la forme a est coercive sur K×K, c’est-à-dire s’il existe
une constante α > 0 telle que pour tout v ∈ K, |a(v, v)| ≥ α‖v‖2V (cette condition est
suffisante d’après le théorème de Lax-Milgram C.6).
On fait cette hypothèse de coercivité par la suite. L’inconnue u est caractérisée par (C.10)-
(i) et, si on considère que f ∈ K ′, on a :

‖u‖V ≤
1

α
‖f‖K′ . (C.11)

2. On résout ensuite le problème en p avec comme données u ∈ V et f ∈ (K ′)⊥, qui
s’écrit : {

Trouver p ∈ Q tel que
∀v′ ∈ K⊥, b(v′, p) = 〈f, v′〉 − a(u, v′).

(C.12)

C’est une formulation variationnelle généralisée. Elle est bien posée si la forme b satisfait
les conditions de Banach-Necas-Babuska (voir le théorème C.11), c’est-à-dire la condition
de stabilité (C.7) :

∃β > 0, ∀q ∈ Q, sup
v′∈K⊥\{0}

|b(v′, q)|
‖v′‖V

≥ β ‖q‖Q, (C.13)
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et la condition de solvabilité (C.8) :

Soit v′ ∈ K⊥ : ∀q ∈ Q, b(v′, q) = 0 ⇒ v′ = 0. (C.14)

Examinons ces deux conditions.
Pour la condition (C.14), par définition du noyau K on trouve que v′ ∈ K⊥ ∩K = {0}.
En d’autres termes, la condition (C.14) est toujours vérifiée.
Pour la condition (C.13), par définition, si v ∈ K, on a automatiquement b(v, q) = 0, d’où
la condition finale pour assurer l’existence et l’unicité de p :

∃β > 0, ∀q ∈ Q, sup
v∈V \{0}

|b(v, q)|
‖v‖V

≥ β ‖q‖Q. (C.15)

Dans ce cas, on a : ‖p‖Q ≤
1

β

|b(v′, p)|
‖v′‖V

pour un v′ ∈ K⊥ réalisant (C.13) avec q = p. D’où :

‖p‖Q ≤
1

β

(
‖f‖(K⊥)′ + |||a|||‖u‖V

)
≤ 1

β

(
‖f‖(K⊥)′ +

|||a|||
α
‖f‖K′

)
. (C.16)

La seconde inégalité est obtenue d’après la résolution du problème en u (voir l’étape 1.).
D’après ce qui précède, on peut établir le théorème suivant :

Théorème C.15 Le problème (C.9) admet une unique solution si
— La forme sesquilinéaire et continue a est coercive sur K ×K ;
— La forme sesquilinéaire et continue b vérifie la condition de stabilité (C.15).

De plus, la solution (u, p) dépend continûment de la donnée f ∈ V ′, cf. (C.11) et (C.16).

Remarque C.16 Pour l’étape 1., et donc pour déterminer u, il faut et il suffit que la
forme a vérifie une condition de stabilité et une condition de solvabilité sur K ×K.
On peut aussi résoudre des problèmes mixtes où (C.9)-(ii) est remplacé par

∀q ∈ Q, b(u, q) = 〈g, q〉,

avec g ∈ Q′ une seconde donnée. On obtient le caractère bien posé de ce problème mixte
(avec contrainte non-nulle) sous les mêmes hypothèses que celles du théorème C.15, cf. [4].

C.4 Eléments de théorie de l’approximation

Nous nous intéressons à l’approximation de la formulation variationnelle (C.5), posée
dans des espaces de Hilbert V et W de dimensions infinies, avec f ∈ W ′ et a(·, ·) une
forme continue et sesquilinéaire sur V ×W . On note A l’opérateur de L(V,W ′) associé à
la forme a via (C.1). Nous supposons que (C.5) est bien posé.

C.4.1 Approximation des formes

Pour approcher le problème (C.5), restons pour l’instant dans V ×W , et considérons
une suite infinie (aη)η>0 de formes continues et sesquilinéaires sur V ×W , ainsi que (fη)η>0,
une suite infinie d’éléments de W ′. Par convention, le paramètre η tend vers 0 et, lorsque
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η tend vers 0, les formes aη (resp. fη) “approchent” la forme de départ a (resp. f) en un
sens à préciser. On définit les problèmes approchés, un pour chaque η > 0, par{

Trouver uη ∈ V tel que
∀w ∈W, aη(uη, w) = 〈fη, w〉. (C.17)

A l’aide d’un opérateur, ces problèmes approchés s’écrivent{
Trouver uη ∈ V tel que
Aηuη = fη dans W ′, (C.18)

avec Aη ∈ L(V,W ′) défini par

∀(v, w) ∈ V ×W, 〈Aηv, w〉 = aη(v, w).

L’hypothèse de base est que le problème approché (C.17) est bien posé. D’après le théo-
rème C.11, on sait que la forme aη est stable (avec une constante de stabilité notée αη > 0
ci-dessous), et de plus Im(Aη) = W ′.
Pour η > 0, on introduit le terme de consistance

Consa,η(v) = ‖(A−Aη)v‖W ′ = sup
w∈W\{0}

|(a− aη)(v, w)|
‖w‖W

, (C.19)

qui exprime les écarts entre la forme ou l’opérateur exact et leurs approximations.

Théorème C.17 Soit η > 0 donné. Si que le problème (C.17) est bien posé, alors

‖u− uη‖V ≤ |||A−1|||(Consa,η(uη) + ‖f − fη‖W ′) . (C.20)

Remarquons que |||A− Aη||| = supv∈V \{0}{Consa,η(v)/‖v‖V }. Par conséquent, si la suite
de solutions approchées (uη)η>0 est bornée, on en déduit sa convergence vers la soution
exacte u sous les conditions

lim
η→0
‖f − fη‖W ′ = 0 et lim

η→0
|||A−Aη||| = 0. (C.21)

Par ailleurs, pour démontrer que la suite (uη)η>0 est bornée, on peut utiliser le résultat
ci-dessous.

Théorème C.18 Soit η > 0 donné. Si que le problème (C.17) est bien posé, alors

‖u− uη‖V ≤
1

αη
(Consa,η(u) + ‖f − fη‖W ′) . (C.22)

C.4.2 Approximations de Galerkin

Considérons d’abord le cas W = V , ce qui permet d’introduire les méthodes d’approxi-
mation dites de Galerkin. Ensuite nous examinerons le cas général des méthodes d’approxi-
mation dites de Petrov-Galerkin, pour lesquelles W 6= V est possible (voir §C.4.3). Pour
approcher le problème (C.3), soit (Vδ)δ>0 une suite de sous-espaces vectoriels de dimension
finie. On note n(δ) la dimension de Vδ. Par convention, le paramètre δ tend vers 0 et on
suppose que limδ→0 n(δ) = +∞, de sorte que Vδ peut “approcher” V en un certain sens
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(voir ci-dessous (C.26), (C.30) et (C.40)).
Lorsque (Vδ)δ>0 sont des sous-espaces vectoriels de V , on parle d’approximation conforme.
On peut alors définir les problèmes approchés, ou discrets (un pour chaque valeur de δ),
par {

Trouver uδ ∈ Vδ tel que
∀vδ ∈ Vδ, a(uδ, vδ) = 〈f, vδ〉.

(C.23)

A l’aide d’un opérateur, ces problèmes discrets s’écrivent{
Trouver uδ ∈ Vδ tel que
Aδuδ = f dans (Vδ)

′,
(C.24)

où Aδ ∈ L(Vδ, (Vδ)
′), et f est considéré comme un élément de (Vδ)

′ :

∀vδ, wδ ∈ Vδ, 〈Aδvδ, wδ〉Vδ = a(vδ, wδ), 〈f, vδ〉Vδ = 〈f, vδ〉V .

On a un résultat suffisant sur le caractère bien posé des problèmes discrets.

Proposition C.19 Si la forme a est coercive sur V ×V , alors le problème discret est bien
posé pour tout δ > 0.

Lorsque la forme a est coercive, on note α > 0 une constante de coercivité.
Ci-dessous, nous proposons des outils pour estimer l’erreur u− uδ entre la solution exacte
u et la solution discrète ou approchée uδ : on parle d’estimation d’erreur.

Théorème C.20 (lemme de Céa) Si la forme a est coercive sur V × V , alors

‖u− uδ‖V ≤
|||a|||
α

inf
vδ∈Vδ

‖u− vδ‖V . (C.25)

Remarque C.21 La donnée f qui n’apparaît pas explicitement dans (C.25) est présente
via la solution u, qui dépend linéairement de f (voir la définition C.5 : ‖u‖V ≤ C‖f‖V ′
avec C > 0 indépendant de f).
Par ailleurs, on a infvδ∈Vδ ‖u − vδ‖V ≤ ‖u − uδ‖V , et il résulte de l’estimation d’erreur
(C.25) que les deux quantités infvδ∈Vδ ‖u− vδ‖V et ‖u− uδ‖V sont du même ordre.

Ci-dessus, le terme d’approximabilité infvδ∈Vδ ‖u−vδ‖V correspond à la capacité d’approxi-
mation des éléments de V par ceux de Vδ. Puisque la dimension de Vδ tend vers l’infini
lorsque δ tend vers 0, on s’attend à ce que le terme d’approximabilité tende vers 0, ce qui
entraîne que l’erreur tend elle aussi vers 0. Pour ce faire, on a besoin d’une hypothèse du
type :

∃V+ ⊂ V , V+ dense dans V et ∀δ, ∃rδ ∈ L(V+, Vδ) tels que
∀v ∈ V+, limδ→0 ‖v − rδv‖V = 0.

(C.26)

L’hypothèse (C.26) peut être vue comme une propriété d’approximabilité minimale. En
effet, on peut facilement établir le résultat ci-dessous.

Proposition C.22 Si la propriété d’approximabilité minimale (C.26) est vraie, alors

∀v ∈ V, lim
δ→0

(
inf
vδ∈Vδ

‖v − vδ‖V
)

= 0. (C.27)
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Lorsque la propriété d’approximabilité minimale est vraie, on déduit donc du lemme de
Céa que l’error u− uδ tend vers 0 dans V quand δ tend vers 0.

Théorème C.23 Si la forme a est coercive sur V × V et si la propriété d’approximabilité
minimale (C.26) est vraie, alors l’erreur tend vers 0 quand δ tend vers 0 :

lim
δ→0
‖u− uδ‖V = 0. (C.28)

On peut proposer des estimations d’erreurs plus “précises”. Celles-ci reposent sur la défi-
nition de méthodes d’approximation ad hoc. Pour cela, on peut supposer que les données
f sont plus régulières. Plus précisément, pour H un sous-espace vectoriel normé de V ′,
introduisons :

Ṽ := {ṽ ∈ V : ∃f ∈ H tel que ṽ solution de (C.3) avec la donnée f}

muni de la norme ‖ṽ‖Ṽ = ‖f‖H . L’idée est de définir des opérateurs discrets allant de Ṽ
dans Vδ. Par exemple, il peut s’agir d’opérateurs d’interpolation ou de projection (πδ)δ>0,
qui dépendent de la méthode d’approximation choisie. On fait une hypothèse du type :

∀δ, ∃πδ ∈ L(Ṽ , Vδ) et ∃ε : R+ → R+, limδ→0 ε(δ) = 0 tels que
∀ṽ ∈ Ṽ , ‖ṽ − πδ ṽ‖V ≤ ε(δ) ‖ṽ‖Ṽ .

(C.29)

Par construction, πδ ṽ peut servir à borner infvδ∈Vδ ‖ṽ − vδ‖V . Ceci conduit à la propriété
d’approximabilité uniforme, à savoir

sup
ṽ∈Ṽ \{0}

(
1

‖ṽ‖Ṽ
inf
vδ∈Vδ

‖ṽ − vδ‖V
)
≤ ε(δ), (C.30)

et à des estimations d’erreur améliorées pour les solutions appartenant Ṽ , où cette fois la
mesure de la donnée f apparaît explicitement, sous la forme ‖f‖H .

Théorème C.24 Si la forme a est coercive sur V × V et si la propriété d’approximabilité
uniforme (C.30) est vraie, alors pour f ∈ H, l’erreur est bornée par :

‖u− uδ‖V ≤
|||a|||
α

ε(δ) ‖f‖H . (C.31)

Considérons maintenant des problèmes discrets qui comportent des formes différentes des
formes a et f . Cette situation se produit lorsque l’action des formes sur les éléments de
Vδ est calculée de manière approchée (par exemple, l’utilisation de formules de quadrature
pour calculer des intégrales). Dans ce cas, on écrit les problèmes discrets sous la forme{

Trouver uδ ∈ Vδ tel que
∀vδ ∈ Vδ, aδ(uδ, vδ) = 〈fδ, vδ〉.

(C.32)

Pour obtenir le caractère bien posé et pour en déduire des estimations d’erreur, on introduit
la notion “discrète” de coercivité uniforme.

Définition C.25 La famille de formes sesquilinéaires (aδ)δ>0 est uniformément Vδ-coercive
si

∃α? > 0, ∀δ, ∀vδ ∈ Vδ, |aδ(vδ, vδ)| ≥ α? ‖vδ‖2V .
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On en déduit le caractère bien posé des problèmes discrets comme précédemment.

Proposition C.26 Si la famille de formes sesquilinéaires (aδ)δ>0 est uniformément Vδ-
coercive, alors le problème discret (C.32) est bien posé.

Pour δ > 0 et vδ ∈ Vδ, introduisons

Consf,δ = sup
wδ∈Vδ\{0}

|〈f − fδ, wδ〉|
‖wδ‖V

, (C.33)

Consa,δ(vδ) = sup
wδ∈Vδ\{0}

|(a− aδ)(vδ, wδ)|
‖wδ‖V

, (C.34)

Consa,δ = sup
vδ ∈ Vδ \ {0}
wδ ∈ Vδ \ {0}

|(a− aδ)(vδ, wδ)|
‖vδ‖V ‖wδ‖V

. (C.35)

Ce sont des termes de consistance, au sens où ils expriment les écarts entre les formes
exactes (a et f) et les formes approchées (aδ et fδ).

Théorème C.27 (Premier lemme de Strang) Si la famille de formes sesquilinéaires (aδ)δ>0

est uniformément Vδ-coercive, alors l’erreur ‖u− uδ‖V est bornée par

‖u− uδ‖V ≤ C
[

inf
vδ∈Vδ

(
‖u− vδ‖V + Consa,δ(vδ)

)
+ Consf,δ

]
, (C.36)

avec C := max
(

1
α? ,

|||a|||
α? + 1

)
> 0 indépendant de δ.

Si les termes de consistance tendent vers 0, à savoir :

lim
δ→0

Consf,δ = 0 et lim
δ→0

Consa,δ = 0, (C.37)

on en déduit la convergence sous réserve que la propriété d’approximabilité minimale soit
vraie (cf. proposition C.22).

Remarque C.28 Dans le cadre précédent, c’est-à-dire avec des formes discrètes diffé-
rentes des formes exactes, la notion “discrète” de famille (aδ)δ>0 uniformément Vδ-coercive
a remplacé celle de forme exacte a coercive.

Passons à l’approximation non-conforme, c’est-à-dire lorsque Vδ 6⊂ V . Dans ce cas, on doit
d’abord définir une norme sur V + Vδ, notée ‖ · ‖V,δ, telle que ‖v‖V,δ = ‖v‖V pour tout
v ∈ V . De la même façon, les formes doivent être prolongées à V + Vδ : typiquement, on
définit aNCδ et fNCδ sur V + Vδ vérifiant

∀v, w ∈ V, aNCδ (v, w) = a(v, w) et 〈fNCδ , v〉 = 〈f, v〉.

Dans le cadre non-conforme, les problèmes discrets sont alors écrits sous la forme{
Trouver uδ ∈ Vδ tel que
∀vδ ∈ Vδ, aNCδ (uδ, vδ) = 〈fNCδ , vδ〉.

(C.38)
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Définition C.29 La famille de formes sesquilinéaires (aNCδ )δ>0 est uniformément (V +
Vδ)× Vδ-continue si

∃ANC > 0, ∀δ, ∀(v, wδ) ∈ (V + Vδ)× Vδ, |aNCδ (v, wδ)| ≤ ANC ‖v‖V,δ ‖wδ‖V,δ.

Définition C.30 La famille de formes sesquilinéaires (aNCδ )δ>0 est uniformément Vδ-
coercive si

∃αNC > 0, ∀δ, ∀vδ ∈ Vδ, |aNCδ (vδ, vδ)| ≥ αNC ‖vδ‖2V,δ.

Proposition C.31 Si la famille de formes sesquilinéaires (aNCδ )δ>0 est uniformément Vδ-
coercive, alors le problème discret (C.38) est bien posé.

On introduit ensuite, pour δ > 0, un nouveau terme de consistance qui exprime les écarts
entre les formes prolongées :

ConsNCδ = sup
wδ∈Vδ\{0}

|aNCδ (u,wδ)− 〈fNCδ , wδ〉|
‖wδ‖V,δ

.

Théorème C.32 (Deuxième lemme de Strang) Si la famille de formes sesquilinéaires
(aNCδ )δ>0 est uniformément (V + Vδ) × Vδ-continue et uniformément Vδ-coercive, alors
l’erreur ‖u− uδ‖V,δ est majorée par

‖u− uδ‖V,δ ≤ C
[

inf
vδ∈Vδ

‖u− vδ‖V,δ + ConsNCδ

]
, (C.39)

avec C := max
(

1
αNC

, A
NC

αNC
+ 1
)
> 0 indépendant de δ.

Dans le cadre non-conforme, on aura donc convergence si :

∃V+ ⊂ V , V+ dense dans V et ∀δ, ∃rNCδ ∈ L(V+, Vδ) tels que
∀v ∈ V+, limδ→0 ‖v − rNCδ v‖V,δ = 0 ,

(C.40)

et si le terme de consistance tend vers 0 :

lim
δ→0

[
sup

f∈V ′, ‖f‖V ′=1
ConsNCδ

]
= 0. (C.41)

Théorème C.33 Si la famille de formes sesquilinéaires (aNCδ )δ>0 est uniformément (V +
Vδ) × Vδ-continue et uniformément Vδ-coercive, si le terme de consistance ConsNCδ tend
vers 0 et si la propriété d’approximabilité minimale (C.40) est vraie, alors l’erreur tend
vers 0 quand δ tend vers 0 :

lim
δ→0
‖u− uδ‖V,δ = 0. (C.42)
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C.4.3 Approximations de Petrov-Galerkin

Dans ce paragraphe on étudie un cas plus général, à savoir que V = W ou V 6= W
sont possibles. On étudie maintenant l’approximation du problème (C.5) : soient (Vδ)δ>0 et
(Wδ)δ>0 deux suites de sous-espaces vectoriels de dimension finie. Comme précédemment
(cf. introduction C.4.2), on veut que Vδ (resp. Wδ) “approche” V (resp. W ) en un certain
sens.
Dans le cas de l’approximation conforme, on a Vδ ⊂ V et Wδ ⊂ W pour tout δ > 0. Les
problèmes approchés, ou discrets, sont{

Trouver uδ ∈ Vδ tel que
∀wδ ∈Wδ, aδ(uδ, wδ) = 〈fδ, wδ〉,

(C.43)

avec des formes discrètes aδ et fδ qui peuvent être différentes respectivement de a et f . A
l’aide d’un opérateur, les problèmes discrets s’écrivent (C.24), l’équation étant posée dans
(Wδ)

′.

Définition C.34 La famille de formes sesquilinéaires (aδ)δ>0 est uniformément Vδ ×Wδ-
stable si

∃α† > 0, ∀δ, ∀vδ ∈ Vδ, sup
wδ∈Wδ\{0}

|aδ(vδ, wδ)|
‖wδ‖W

≥ α† ‖vδ‖V . (C.44)

On peut également passer par la T-coercivité discrète uniforme.

Définition C.35 La famille des formes (aδ)δ est uniformément Tδ-coercive si, et seule-
ment si

∃α?, β? > 0, ∀δ > 0, ∃Tδ ∈ L(Vδ,Wδ),
|||Tδ||| ≤ β? et ∀vδ ∈ Vδ, |aδ(vδ, Tδvδ)| ≥ α?‖vδ‖2V .

(C.45)

Remarque C.36 En règle générale, la T-coercivité discrète uniforme se déduit simplement
de la T-coercivité exacte. Il suffit d’ajouter des δ, et de choisir les espaces d’approximation
compatibles avec les conditions requises pour la "bonne" définition de l’opérateur.

On a le résultat suivant, à rapprocher du théorème C.14.

Théorème C.37 Soit une famille (aδ)δ de formes sesquilinéaires, continues et uniformé-
ment bornées. Les deux assertions ci-dessous sont équivalentes :

— la famille des formes (aδ)δ est uniformément Vδ ×Wδ-stable ;
— la famille des formes (aδ)δ est uniformément Tδ-coercive.

Le caractère bien posé est une conséquence des conditions (C.44) ou (C.45).

Proposition C.38 Si la famille de formes sesquilinéaires (aδ)δ>0 est uniformément Vδ ×
Wδ-stable (cf. (C.44)) et si dimVδ = dimWδ pour tout δ, alors le problème discret (C.43)
est bien posé pour tout δ.

On peut également obtenir une estimation d’erreur avec des termes de consistence du type
(C.33), (C.34) et (C.35) pour tout δ et vδ ∈ Vδ, le supremum étant ici pris sur wδ ∈Wδ\{0}.
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Théorème C.39 (Premier lemme de Strang) Si la famille de formes sesquilinéaires (aδ)δ>0

est uniformément Vδ×Wδ-stable et si dimVδ = dimWδ pour tout δ, alors l’erreur ‖u−uδ‖V
est bornée par

‖u− uδ‖V ≤ C
[

inf
vδ∈Vδ

(
‖u− vδ‖V + Consa,δ(vδ)

)
+ Consf,δ

]
, (C.46)

avec C := max
(

1
α†
, |||a|||α†

+ 1
)
> 0 indépendant de δ.

Dans le cas d’une approximation non-conforme (Vδ 6⊂ V , avec la norme ‖ · ‖V,δ sur V + Vδ,
resp. Wδ 6⊂W , avec la norme ‖ · ‖W,δ sur W +Wδ), on peut garantir le caractère bien posé,
sous les hypothèses dimVδ = dimWδ pour tout δ > 0, si la famille des formes (aNCδ )δ>0

est uniformément Vδ ×Wδ-stable. Si on ajoute l’hypothèse de (V + Vδ) ×Wδ-continuité
uniforme, on aboutit à une estimation d’erreur.
Dans le cadre non-conforme, le problème discret s’écrit{

Trouver uδ ∈ Vδ tel que
∀wδ ∈Wδ, a

NC
δ (uδ, wδ) = 〈fNCδ , wδ〉,

(C.47)

et les définitions sont les suivantes.

Définition C.40 La famille de formes sesquilinéaires (aNCδ )δ>0 est uniformément Vδ×Wδ-
stable si

∃αNC† > 0, ∀δ, ∀vδ ∈ Vδ, sup
wδ∈Wδ\{0}

|aNCδ (vδ, wδ)|
‖wδ‖W,δ

≥ αNC† ‖vδ‖V,δ. (C.48)

Elle est uniformément (V + Vδ)×Wδ-continue si

∃ANC† > 0, ∀δ, ∀(v, wδ) ∈ (V + Vδ)×Wδ, |aNCδ (v, wδ)| ≤ ANC† ‖v‖V,δ ‖wδ‖W,δ.

Proposition C.41 Si la famille de formes sesquilinéaires (aNCδ )δ>0 est uniformément Vδ×
Wδ-stable (cf. (C.48)) et si dimVδ = dimWδ pour tout δ, alors le problème discret (C.47)
est bien posé pour tout δ.

Introduisons, pour δ > 0, le terme de consistence exprimant les écarts entre les formes
prolongées :

ConsNCδ,† = sup
wδ∈Wδ\{0}

|aNCδ (u,wδ)− 〈fNCδ , wδ〉|
‖wδ‖W,δ

.

Théorème C.42 (Deuxième lemme de Strang) Si la famille de formes sesquilinéaires
(aNCδ )δ>0 est uniformément (V + Vδ)×Wδ-continue et uniformément Vδ ×Wδ-stable et si
dimVδ = dimWδ pour tout δ, alors l’erreur ‖u− uδ‖V,δ est majorée par

‖u− uδ‖V,δ ≤ C
[

inf
vδ∈Vδ

‖u− vδ‖V,δ + ConsNCδ,†

]
, (C.49)

avec C := max

(
1

αNC†
,
ANC†
αNC†

+ 1

)
> 0 indépendant de δ.
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C.4.4 Approximation des formes et des espaces

Il est possible de mélanger les techniques d’approximation de §C.4.1 d’une part, et de
§C.4.2 ou de §C.4.3 d’autre part. Partant du problème (C.17) pour un certain paramètre
η > 0, on peut ensuite résoudre un problème approché de celui-ci, caractérisé par un para-
mètre δ > 0. Pour optimiser les résultats sur l’erreur u− uηδ , il faudra relier les paramètres
η et δ entre eux.



Annexe D

Distributions et espaces fonctionnels

Nous renvoyons à [3, §2] pour plus de détails. Ci-dessous, on se place dans Rd, avec
d ∈ N \ {0}.
On appelle multi-indice un α = (α1, · · · , αd) ∈ Nd, et on note |α| =

∑
j=1,d αj . La dérivée

partielle d’ordre α est notée

∂αf =
∂|α|f

∂xα1
1 · · · ∂x

αn
n
.

dx = dx1dx2 · · · dxd est la mesure de Lebesgue dans Rd.
On dit que O est un domaine de Rd si, et seulement si, O est un sous-ensemble de Rd,
ouvert, borné, connexe, dont la frontière ∂O est "suffisamment régulière" 57. Le vecteur
n désigne le vecteur normal unitaire sortant de ∂O. On considèrera de façon générique
Γ ⊂ ∂O une partie de ∂O de mesure non-nulle, elle-même de frontière ∂Γ "suffisamment
régulière".
Enfin, C∞(O) est composé des restrictions à O des fonctions de C∞(Rd).

D.1 Distributions

On rappelle que D(O) est l’espace des fonctions C∞ à support 58 compact dans O. On
utilise la convergence des suites pour définir la topologie sur D(O). Soit (fk)k une suite
d’éléments de D(O) : on dit qu’elle converge dans D(O) vers f si, et seulement si,

(i) il existe un sous-ensemble compact K de O tel que supp(fk) ⊂ K, pour k suffisam-
ment grand ;

(ii) pour tous les multi-indices α ∈ Nd, (∂αfk)k converge uniformément vers ∂αf dans
K.

Une forme linéaire et continue T définie surD(O) est appelée une distribution. L’ensemble
des distributions est un espace vectoriel, noté D′(O). Soit T ∈ D′(O) et f ∈ D(O) : l’action
de T sur f est écrit à l’aide de crochets de dualité, c’est-à-dire

〈T, f〉.

57. On associe deux propriétés à cette définition : 1. l’ouvert O est localement d’un seul côté de sa
frontière en tout point de celle-ci ; 2. (par exemple) la frontière est régulière par morceaux.
58. Par définition, le support d’une fonction x 7→ f(x) est l’adhérence de l’ensemble des points x

pour lesquels f(x) 6= 0.
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D’après la définition de la topologie de D(O), une forme linéaire T est continue si, et
seulement si,

∀(fk)k, f ∈ D(O) tels que fk → f dans D(O), 〈T, fk〉 → 〈T, f〉.

On peut enfin introduire la dérivation au sens des distributions. Soit T ∈ D′(O), sa
jème dérivée partielle (1 ≤ j ≤ d) est une distribution définie par

∀f ∈ D(O), 〈 ∂T
∂xj

, f〉 = −〈T, ∂f
∂xj
〉.

Pour 1 ≤ i ≤ d, l’opérateur ∂i est continu de D′(O) dans lui-même. Dans la suite, les
opérateurs de dérivation sont considérés au sens des distributions.

D.2 Espaces fonctionnels

On rappelle que l’espace fonctionnel Lp(O) est composé des fonctions f mesurables au
sens de Lebesgue sur O, et telles que si 1 ≤ p <∞ : ‖f‖Lp(O) :=

{∫
O
|f |p dx

}1/p

<∞

si p =∞ : ‖f‖L∞(O) := esssupx∈O|f(x)| <∞
.

On suppose que ces fonctions sont à valeurs complexes 59. Pour p ∈ [1,∞], on écrit que
f1 = f2 dans Lp(O) pour dire que f1, f2 ∈ Lp(O) et que f1(x) = f2(x) presque pour tout
x dans O. Pour p ∈ [1,∞], Lp(O) est un espace de Banach muni de la norme ‖ · ‖Lp(O).
Et, pour 1 ≤ p <∞, Lp(O) est séparable.
Enfin, pour p ∈ [1,∞], W 1,p(O) := {v ∈ Lp(O) : ∂iv ∈ Lp(O), 1 ≤ i ≤ d} est un espace
de Banach muni de la norme produit.

On définit les espaces fonctionnels suivants sur O, qui sont des espaces de Hilbert munis
du produit scalaire associé :

— L2(O), (u, v)L2(O) =

∫
O
u v dx ;

L2(O) := L2(O)d, (p, q)L2(O) =

∫
O
p · q dx.

— H1(O) :=
{
v ∈ L2(O) : ∂iv ∈ L2(O), 1 ≤ i ≤ d

}
=
{
v ∈ L2(O) : grad v ∈ L2(O)

}
,

(u, v)H1(O) = (u, v)L2(O)+
∑

i=1,d(∂iu, ∂iv)L2(O) = (u, v)L2(O)+(gradu,grad v)L2(O),

pour m ≥ 2 : Hm(O) :=
{
v ∈ L2(O) : ∂iv ∈ Hm−1(O), 1 ≤ i ≤ d

}
,

(u, v)Hm(O) = (u, v)L2(O) +
∑

i=1,d(∂iu, ∂iv)Hm−1(O),

pour s ∈ R+ \ N : on écrit s = m + σ, m ∈ N et σ ∈]0, 1[ et on définit Hs(O) par
interpolation entre Hm(O) et Hm+1(O), avec la convention H0(O) = L2(O) ;

59. Bien sûr, on peut les considérer à valeurs réelles ! Dans ce cas, on enlève la conjugaison plus bas...
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pour s ≥ 0 : Hs
0(O) est défini comme l’adhérence de D(O) dans Hs(O) ;

pour s ≥ 0, C∞(O) est dense dans Hs(O).

— H(div,O) :=
{
q ∈ L2(O) : div q ∈ L2(O)

}
,

(p, q)H(div,O) = (p, q)L2(O) + (div p, div q)L2(O) ;

H0(div,O) est défini comme l’adhérence de D(O) dans H(div,O) ;

C∞(O)d est dense dans H(div,O).

Comme O est un domaine de Rd (d = 1, 2, 3), on peut en particulier définir la normale
unitaire sortante n presque partout sur la frontière ∂O, et on a n ∈ L∞(∂O). Pour une
partie Γ ⊂ ∂O, on définit les espaces fonctionnels suivants sur Γ, qui sont des espaces de
Hilbert munis du produit scalaire associé :

— L2(Γ) :=

{
µ mesurable sur Γ :

∫
Γ
|µ|2 dΓ < +∞

}
, (µ, µ′)L2(Γ) =

∫
Γ
µµ′ dΓ.

— H1/2(Γ) =

{
µ ∈ L2(Γ) :

∫
Γ

∫
Γ

|µ(x)− µ(y)|2

|x− y|d
dΓxdΓy <∞

}
,

(µ, µ′)H1/2(Γ) = (µ, µ′)L2(Γ) +

∫
Γ

∫
Γ

(µ(x)− µ(y)) (µ′(x)− µ′(y))

|x− y|d
dΓxdΓy.

— H̃1/2(Γ) =
{
u ∈ H1/2(Γ) : ũ ∈ H1/2(∂O)

}
, où ũ ∈ L2(∂O) est le prolongement de

u à tout ∂O, égal à 0 sur ∂O \ Γ̄.

On a les inclusions strictes

H1/2(Γ) ( L2(Γ) ( (H1/2(Γ))′ et H̃1/2(Γ) ( L2(Γ) ( (H̃1/2(Γ))′.

On note que si λ ∈ L2(Γ) et µ ∈ H1/2(Γ), on a

〈λ, µ〉H1/2(Γ) =

∫
Γ
λµdΓ.

D.3 Théorèmes de trace

Pour u ∈ C∞(O) on note u|Γ sa trace sur une partie Γ ⊂ ∂O.

D.3.1 Trace des fonctions de H1(O)

Théorème D.1 L’application trace γ0 : u 7→ u|∂O de C∞(O) sur ∂O se prolonge par
continuité en une application continue de H1(O) dans L2(∂O) :

∃c > 0, ∀u ∈ H1(O), ‖γ0(u)‖L2(∂O) ≤ c‖u‖H1(O).

L’application trace est surjective et continue de H1(O) sur H1/2(∂O) :

∃c > 0, ∀u ∈ H1(O), ‖γ0(u)‖H1/2(∂O) ≤ c‖u‖H1(O) ;

∃c > 0, ∀µ ∈ H1/2(∂O), ∃u ∈ H1(O) tel que γ0(u) = µ et ‖u‖H1(O) ≤ c‖µ‖H1/2(∂O).
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Pour le dernier point, l’élément u ∈ H1(O) est appelé un relèvement de g ∈ H1/2(∂O).

On a l’identification

H1
0 (O) =

{
v ∈ H1(O) : v|∂O = 0

}
.

On peut définir de même une application trace sur Γ, de H1(O) dans L2(Γ), où la trace
est notée v|Γ. Cette application est surjective de H1(O) dans H1/2(Γ).

Soit
C∞Γ (O) := {v ∈ C∞(O) : v = 0 dans un voisinage de Γ}.

Si on note H1
0,Γ(O) l’adhérence dans H1(O) de C∞Γ (O), on peut démontrer que :

H1
0,Γ(O) =

{
v ∈ H1(O) : v|Γ = 0

}
.

En outre, l’ensemble des traces sur Γ de C∞
∂O\Γ̄(O) est dense dans L2(Γ).

Enfin on note que si v ∈ H1(O) s’annule dans un voisinage de ∂Γ, alors v|Γ ∈ H̃1/2(Γ).

Théorème D.2 (inégalité de Poincaré) Soit O un domaine de Rd et Γ ⊂ ∂O une
partie de mesure non-nulle. Alors

∃CP > 0, ∀v ∈ H1
0,Γ(O), ‖v‖L2(O) ≤ CP ‖grad v‖L2(O).

D.3.2 Trace normale des fonctions de H(div,O)

Théorème D.3 L’application trace normale γ1 : q 7→ γ1(q) = q · n|∂O de C∞(O)d sur
∂O se prolonge par continuité en une application continue et surjective de H(div,O) dans
l’espace dual (H1/2(∂O))′ :

∃c > 0, ∀q ∈ H(div,O), ‖γ1(q)‖(H1/2(∂O))′ ≤ c‖q‖H(div,O) ;

∃c > 0, ∀µ ∈ (H1/2(∂O))′, ∃q ∈ H(div,O) tel que γ1(q) = µ et ‖q‖H(div,O) ≤ c‖µ‖(H1/2(∂O))′ .

Pour le dernier point, l’élément q ∈ H(div,O) est appelé un relèvement de g ∈ (H1/2(∂O))′.
On a l’identification

H0(div,O) =
{
q ∈ H(div,O) : q · n|∂O = 0

}
.

Soit Γ une partie stricte de ∂O. Pour q ∈ H(div,O), on sait d’après le théorème D.3
que q · n|∂O ∈ (H1/2(∂O))′. Par contre en général q · n|Γ 6∈ (H1/2(Γ))′, alors qu’on a
automatiquement q · n|Γ ∈ (H̃1/2(Γ))′.

D.3.3 Formules d’intégration par parties

On a les formules d’intégration par parties suivantes :

∀v ∈ H1
0 (O), ∀q ∈ H(div,O),

∫
O

(q · grad v + div q v) dx = 0, (D.1)

∀v ∈ H1(O), ∀q ∈ H(div,O),

∫
O

(q · grad v + div q v) dx = 〈q · n , v〉H1/2(∂O).(D.2)
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Si on veut "découper" les crochets de dualité dans (D.2) sur Γ et Γ′ = ∂O\ Γ̄ deux parties
(strictes) de ∂O, on a deux possibilités.
(D.2-i) Soit il faut supposer que la trace normale q·n|∂O est plus régulière que (H1/2(∂O))′,
par exemple que q ·n|∂O ∈ L2(∂O). Dans ce cas, on peut écrire pour tout v ∈ H1(O) que :

〈q · n , v〉H1/2(∂O) =

∫
∂O
q · n v dΓ =

∫
Γ
q · n v dΓ +

∫
Γ′
q · n v dΓ.

(D.2-ii) Soit il faut choisir v ∈ H1(O) qui s’annule au voisinage de ∂Γ = ∂Γ′. Dans ce
cas, v|Γ ∈ H̃1/2(Γ) et v|Γ′ ∈ H̃1/2(Γ′), et on peut écrire pour tout q ∈ H(div,O) que :

〈q · n , v〉H1/2(∂O) = 〈q · n|Γ , v|Γ〉H̃1/2(Γ)
+ 〈q · n|Γ′ , v|Γ′〉H̃1/2(Γ′).
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descente, 97
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schéma numérique, 59
Schur

complément, 101, 111
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forme, 239
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sommet

d’interface, 90
interne, 90
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spectre, 235
stabilité, 264
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symbole de Kronecker, 63
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discrète, 273
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Courant–Fisher, 242
Gerschgorin–Hadamard, 237
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Ostrowski–Reich, 135, 136
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