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Ce polycopié correspond aux notes du cours "Calcul Scientifique Parallele", tel qu’en-
seigné de 2014 a 2019 par les auteurs. Ce cours fait partie du cursus Modélisation et
Simulation du M2 Analyse, Modélisation, Simulation de 1’Université Paris-Saclay et du
cursus de 3éme année ModSim de 'ENSTA Paris.

L’objectif principal est de proposer aux étudiants des outils de calcul scientifique per-
mettant d’appréhender les algorithmes adaptés au calcul paralléle, c¢’est-a-dire pouvant
utiliser plusieurs noeuds de calcul simultanément. On abordera essentiellement le calcul
paralléle d’un point de vue méthodologique et/ou algorithmique. A partir d’un probléme
modéle, on présente un certain nombre d’outils et de méthodes permettant de le résoudre
numériquement, et on explique comment on peut adapter au calcul paralléle, c’est-a-dire
paralléliser, les algorithmes associés. On évoque, sans les occulter, tous les aspects de la
résolution, qu’ils soient abstraits (point de vue mathématique); discrétisation (point de
vue numeérique) ; algorithmique (mise en ceuvre). A noter : le point de vue informatique
du calcul paralléle est développé dans la documentation en ligne disponible a ’adresse
https://ams301.pages.math.cnrs.fr/.

Le polycopié est composé de trois parties et d’annexes.

Dans la premiére partie, on rappelle quelques problémes typiques a traiter. Parmi ces
problémes, on se concentrera sur la résolution de I’équation de diffusion des neutrons :
résolution mathématique d’une part, et résolution numérique d’autre part. Pour ce second
aspect, on introduit deux méthodes de discrétisation : les différences finies et les éléments
finis. Les différences finies donnent lieu & des algorithmes de résolution numérique possé-
dant une structure, on parle d’algorithmes structurés, alors que les éléments finis conduisent
en général & des algorithmes non-structurés.

Apreés discrétisation, I'opération fondamentale & réaliser est la résolution d’un systéme li-
néaire. La seconde partie se concentre donc sur ’algébre linéaire numérique : éléments
d’algorithmique numérique, les méthodes de résolution directes et itératives, les méthodes
de Krylov et la méthode de la puissance itérée. La prise en compte de la structure, ou de
I’absence de structure, joue un roéle déterminant dans la résolution paralléle.

Enfin la troisiéme partie est une introduction aux méthodes de décomposition de domaine.
Le calcul paralléle est naturellement associé & ces méthodes, car on choisit de découper le
probléme initial en plusieurs sous-problémes interagissant entre eux, et on discrétise la se-
conde instance. On reprend comme exemple I’équation de diffusion des neutrons, discrétisée
par la méthode des éléments finis. Aprés une introduction mathématique, on étudiera pour
chaque probléme deux méthodes de décomposition de domaine : la méthode de Schwarz et
la méthode avec contrainte. On s’aidera de l’analyse numérique pour valider nos modéles
décomposés.

Les annexes comprennent des rappels en algébre linéaire, les outils de base pour I'étude
et approximation de formulations variationnelles en dimension infinie, et enfin quelques
outils élémentaires sur les distributions et les espaces fonctionnels de type Sobolev.


https://ams301.pages.math.cnrs.fr/
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Premiére partie

Modélisation et discrétisation



Le but de cette partie est d’étudier des processus et cheminements qui permettent de
résoudre des problémes issus de la physique, de la mécanique, de la finance, etc. Que com-
prend un tel processus ? De facon générale, il est possible de le découper en quatre étapes :

1. Identifier la ou les quantité(s) a calculer.
Modéliser le phénoméne de nature physique (ou autre) associé : c¢’est-a-dire, construire
le modeéle, composé d’équation(s), inéquation(s), contrainte(s), etc.

2. Choisir une méthode d’approximation (ou méthode de discrétisation) lors-
qu’on ne peut pas résoudre le probléme exactement... En pratique, ca se passe tou-
jours comme ¢a ! De plus, on est en général déja amené a réaliser des simplifications
pour construire le modéle a l’étape précédente.

3. Construire le probléme discrétisé (ou probléme approché. )
Evaluer la qualité de la solution approchée par rapport & une solution exacte : on
parle aussi de précision de la méthode de discrétisation.

4. Résoudre le probléme discrétisé.
Vérifier /visualiser /interpréter les résultats.

Nous allons explorer successivement tous ces aspects, de facon plus ou moins approfondie.
Plus précisément, nous allons, au chapitre[d], proposer quelques problémes modéles élémen-
taires, issus pour la plupart de la physique. Il s’agit d’une présentation tres intuitive, qus
ne prétend pas respecter les canons mathématiques ! Pour de plus amples détails, ou pour
des justifications précises, nous renvoyons le lecteur intéressé a [11, 2], ainsi qu’auz autres
cours de mathématiques appliquées, notamment en troisiéme année. Ensuite, nous allons
les discrétiser, a laide de la méthode des différences finies. Une fois le probleme dis-
crétisé construit, nous répondrons également, dans une certaine mesure, a la question de la
qualité de 'approximation de la solution approchée, par comparaison a la quantité de départ
a caleuler. Ceci sera l'objet du chapitre[3. Nous procédons ensuite a la discrétisation par
la méthode des éléments finis au chapitre[3, ot nous proposons de nouvelles réponses

aux questions posées ci-dessus. Pour de plus amples précisions, nous renvoyons également
a [11), [2).



Chapitre 1

Considérations générales et modéles

1.1 Problémes statiques élémentaires

Par problémes statiques, nous entendons problémes & 1’équilibre, par opposition aux
problémes qui dépendent du temps, évoqués a la prochaine section.

Commengons par un modeéle élémentaire, celui du fil pesant. Soit donc un fil de longueur
unité, fixé en ses deux extrémités. Le but est ici de calculer des déplacements verticaux,
dont on suppose qu’ils sont "petits", lorsqu’il est soumis a la gravité. On note p : = — p(x)
la densité linéique de masse, et u : x — wu(z) le déplacement transversal. D’aprés les
équations de I’élasticité linéaire, on sait que u vérifie

—u"(x) = f(x) sur ]0,1[, avec f(x) = p(x)g. (1.1)

Comme les extrémités du fil sont fixées, il est clair que le déplacement vertical est nul en
celles-ci, ce que 'on exprime sous la forme

u(0) = u(1) = 0. (1.2)

Enfin, le fait que I’énergie élastique de déformation soit bornée peut-étre exprimé sous la
forme

1
/0 (v (x))* dz < . (1.3)

On parle ici de modéle monodimensionnel ou de modéle 1D, puisque les équations
— et I'inéquation ne dépendent que de la variable x. Le domaine de calcul
est dans ce cas l'intervalle ouvert ]0,1[, et on rappelle que l’ensemble {0,1} constitue sa
frontiére.

On peut introduire un second modéle 1D : celui de la poutre, appuyée en ses extrémités.
Le but est encore une fois de déterminer des "petits" déplacements verticaux, lorsqu’elle
est soumise & une charge transversale, égale & f(x)dz, ou f est la densité de force par unité
de longueur. D’aprés les équations de I’élasticité linéaire, on retrouve que le modéle est
constitué par le méme ensemble d’équations et d’inéquations - que précédemment.

10
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< - — —
< - — —

FIGURE 1.1 — Modéles 1D : fil ou poutre

Remarque 1.1 L’équation peut étre écrite de facon équivalente

d?u

—W(.%) = f(x) pour z €]0,1][.

On peut également concevoir des modéles, provenant de problémes statiques posés en
dimension supérieure.

Commencons par celui de la membrane élastique a 1’équilibre, dont la frontiére est fixée.
Encore une fois, on suppose que 1'on veut déterminer des "petits" déplacements verticaux,
lorsque cette membrane est soumise a une force verticale. Soit D le domaine ouvert occupé
par la membrane au repos, que ’on suppose étre inclus dans le plan Ozy (la membrane est
donc horizontale au repos.) Cette fois, le déplacement vertical, toujours noté u, dépend de
deux variables, & savoir = et y, pour (z,y) parcourant le domaine de calcul D. Les forces
agissant sur la membrane sont de la forme 7f(x,4)dS, avec f la densité de force par unité
de surface, et 7 la tension de la membrane. D’aprés les équations de I’élasticité linéaire, u
vérifie o o

—¢(7)? <(93312L + (‘)yZ> (z,y) = f(x,y) pour (z,y) € D. (1.4)
Ci-dessus, ¢(7) est un nombre strictement positif, dépendant de 7.
Comme la frontiére du domaine, 0D, est fixée, on écrit

u(x,y) =0, pour (x,y) € dD. (1.5)

Enfin, le fait que 1’énergie élastique de déformation soit bornée (ainsi que l'inégalité dite
de Korn) permettent d’écrire

/D o(r)? ([gz(:ﬂ,y)r + [g;‘(x,y)D dady < o, (1.6)

On parle ici de modéle bidimensionnel ou de modéle 2D, puisque les équations (|1.4])-
(1.5)) et 'inéquation (1.6) dépendent du couple de variables (z,y).

Pour finir, rappelons le modéle associé a la cavité électrostatique, incluse dans R3. Le
but est de déterminer le potentiel électrostatique autour d’un systéme de conducteurs
parfaits disjoints, C1,- - ,C7, eux-mémes étant entourés d’un conducteur parfait Cy. Soit
C le domaine de calcul ouvert inclus dans R3, constitué de la partie intérieure a ce dernier
conducteur parfait, et privé de Cy,---,Cr. Ici, C est la cavité électrostatique. On note
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FIGURE 1.2 — Modéle 2D : membrane élastique

0CY, -+ ,0CT les frontiéres respectives de C,--- ,CT, ainsi que 0;,:Cy la frontiére interne
de Cy : par construction (cf. Figure|1.3)), la frontiére OC de notre cavité électrostatique est
formée par 'union

0C =0C; U---U9CTr U9 Co.

Si on considére que sur la frontiére 9;,:Cy, on se trouve a I’équipotentielle nulle, le potentiel
électrostatique est déterminé par la donnée de :

— p la densité de charge électrique par unité de volume;

— Vj. la valeur de I'équipotentielle sur la frontiére OCY%, pour k variant de 1 & 1.
On appelle u le potentiel électrostatique a calculer, ¢’est-a-dire u(z, y, z), pour (x,y, z) par-
courant C'. D’aprés les équations de Maxwell, et plus précisément la relation de Coulomb,
on sait que

L (Pu, P o
0\ 922 oy? 922

+ ) (x,y,2) = p(x,y, z) pour (x,y,z) € C. (1.7)

Ci-dessus, €q est la permittivité électrique du vide.
La frontiére de chaque conducteur parfait étant équipotentielle, on écrit

u(z,y,z) = Vi, (z,y,2) € 0Ck, 1 <k<I, et V(z,y,2) =0, (z,y,2) € 0;nCo. (1.8)

Enfin, le fait que I'énergie électrostatique soit bornée signifie que

/C % <[?;;(a:,y,z)]2 + [g;t(x,y,z)r + [gj(x,y,z)r> dedydz < 0o, (1.9)

On parle ici de modéle tridimensionnel ou de modéle 3D, puisque les équations (|1.7))-
(1.8) et I'inéquation (|1.9) dépendent du triplet de variables (z,y, 2).

Pour conclure cette section, nous proposons le récapitulatif ci-dessous, qui met en évi-
dence un certain nombre de similitudes entre ces différents modéles statiques.

Remarque 1.2 Bien évidemment, il existe beaucoup de modéles statiques, qui peuvent étre
complétement différents, par leur nature, de ceux présentés ici! De fait, I’"unité" entre tous
ces modeles permettra une modélisation homogeéne, comme on le verra au chapitre[3..
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FIGURE 1.3 — Modéle 3D : cavité avec quatre conducteurs internes (I = 4)

Commengons par quelques définitions, utilisées fréquemment par la suite.

Définition 1.3 On utilise le terme de condition aux limites pour qualifier les équations
vérifiées par les inconnues du probléme sur la frontiére du domaine de calcul.

Définition 1.4 On appelle Laplacien dans R¢ (d > 1) Uopérateur scalaire défini par
d
0%u

Définition 1.5 On appelle gradient dans R? (d > 1) l’opérateur vectoriel défini par

Pour récapituler :

— Problémes posés dans des domaines (ouverts bornés) Qg de R? d = 1,2,3, par
rapport a la variable @ = (z1,- -+ ,24) :
1. d =1 : fil, poutre;
2. d =2 : membrane;
3. d =3 : cavité.

— L’opérateur est identique, pour tous les problémes. Il est composé de :
(I) a l'intérieur, le Laplacien dans R?;
(F) sur la frontiére, une condition aux limites du type u = 0 (ou u = constante).
De plus, méme propriété pour l'intégrale du gradient, bornée pour tous les pro-
blémes.

/ lgrad, u(x)|* de < co.
Qq
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— Problémes linéaires : si les problémes avec les données f; et fo admettent pour
solution u1 et wsg, alors le probléme avec pour donnée ajfi + asfo admet pour
solution aquy + agus.

1.2 Problémes instationnaires élémentaires

Contrairement aux problémes de la section précédente, nous nous intéressons ici & des
modéles dépendant non seulement de la variable spatiale x, mais aussi du temps ¢. Néan-
moins, et pour éviter toute confusion, nous conservons la terminologie modéles 1D, 2D,
3D, par référence a la variable d’espace uniquement.

Commengons par un modéle 1D instationnaire, celui de la corde vibrante. Soit donc une
corde de longueur unité, fixée en ses deux extrémités. Pour simplifier, nous négligeons la
gravité, et nous supposons que la densité linéique de masse p est constante. Le but est encore
une fois de calculer des "petits" déplacements verticaux, a partir d’'une configuration
initiale, connue a 'instant t = 0. On note u : (z,t) — u(z,t) le déplacement transversal.
D’aprés les équations de 'élasticité linéaire, on sait que u vérifie

0%u 5 0%u

52 e(T) 92 = 0 pour z €]0,1[ et t > 0. (1.10)
(Ci-dessus, si 7 est la tension de la corde, on a ¢(7) = (7/p)'/2.)
Comme les extrémités du fil sont fixées, il est clair que le déplacement vertical est toujours
nul en celles-ci, ce que I'on exprime sous la forme de conditions aux limites

u(0,t) = u(1,t) = 0 pour t > 0. (1.11)

Le but étant de déterminer les déplacements verticaux de la corde & partir d’une confi-
guration initiale, celle-ci est donc connue : c’est une donnée. Pour cela, comme c’est une
dérivée seconde en temps qui intervient dans le modéle, nous avons besoin de connaitre a
la fois sa position, ainsi que la dérivée partielle par rapport au tempsE

ou
ti

u(z,0) = u’(z) e 5

(z,0) = u'(x) pour 2 €]0,1]. (1.12)
La donnée dans I’équation ([1.12)) est le couple (u”,u') : on parle de conditions initiales.
Enfin, le fait que ’énergie soit bornée peut-étre exprimé sous la forme

/01 ([?j(m,t)r +¢(7)? [gz(%t)r) dr < oo pour ¢ > 0. (1.13)

Le domaine de calcul est ici égal & ]0,1[x]0, +oo[ : c’est un ouvert de R?, par rapport
au couple de variables (x,t). On peut aussi choisir de calculer la solution entre un instant
initial ¢ = 0 et un instant final 7' > 0, auquel cas il convient de remplacer la condition
"pour ¢t > 0" par "pour ¢t €]0, T[" dans -. Dans ce cas, le domaine de calcul est
égal a 10, 1[x]0,T.

1. Pour une justification intuitive, nous renvoyons le lecteur a la derniére section.
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Remarque 1.6 [l convient de bien différencier "condition & un instant donné”, de "condi-
tion aux limites en temps". Pour s’en convaincre, supposons que l’instant final T soit égal
G un dans le modéle de la corde vibrante, de solution u.. On l’a mis en équations sous la

forme (1.10)-(1-13) pour (z,t) variant dans ]0,1[x]0, 1. Quelles valeurs de u. connait-on

a priori ?

uc(0,), uc(1,t) pourt €]0,1[ (¢f. (1.11)), et u.(x,0) pour x €]0,1[ (¢f. (1.13)).

Par contre, x — u.(xz,1) est a déterminer!

St on reprend le modéle 2D statique de la membrane élastique —(@, de solution Uy,
il est également posé dans le domaine ]0,1[x]0,1[, avec cette fois la variable x = (z,y).
Quelles valeurs de u,, connait-on a priori ¢ Celles imposées sur la frontiére du domaine

par , c’est-a-dire
um(0,y), um(l,y) poury €]0,1[, et up(x,0), un(z,1) pour z €]0,1[.

Ainsi, x — up(x,1) est connue !
1l y a donc la une différence fondamentale, due a la nature des opérateurs associés a chaque
modéle (adimensionnalisé) :

Puy, 4 0um, Pu, L 0%u,
—— - = s — ——
Ox2 Oy?

0x2 ot? -

Pour le modéle 2D instationnaire, reprenons celui de la membrane. 1l s’agit de détermi-
ner des "petits" déplacements verticaux, lorsque cette membrane est soumise & une force
verticale qui dépend du temps; soit f(x,t) la densité de force par unité de surface. Le
déplacement vertical est toujours noté u, et est lui aussi fonction de (x,t). La variable x
parcourt D et t est soit positif (¢ > 0), soit compris entre zéro et T' (¢ €]0,T), ot I'instant
final T est fixé. D’aprés les équations de 'élasticité linéaire, u vérifie

2
(5 ) (@) = fla) pour w € D ett > 0. .

Comme la frontiére 0D est fixée, on écrit

u(x,t) =0, pour & € 9D et t > 0. (1.15)

Les conditions initiales s’écrivent cette fois

Ou

ot

Enfin, on exprime le fait que I’énergie soit bornée par la relation

u(z,0) = u’(x) et — (x,0) = u'(z) pour € D. (1.16)

ou 2
/D ([at(:c,t)] + ¢(7)? |grad, u(w,t)ﬁ) dx < oo pour t > 0. (1.17)

Pour un modéle 3D instationnaire, nous nous intéressons a 1’acoustique d’une salle S.
Il s’agit de calculer la propagation du son engendrée par des hauts-parleurs, c¢’est-a-dire
les variations de pression de l'air ambiant par rapport a une pression de référence P..y.



16

&7 S

@) 77N

FIGURE 1.4 — Modéle 3D instationnaire : acoustique avec quatre hauts-parleurs

Précisément, c’est le déplacement de la membrane des hauts-parleurs, qui va générer ces
variations.

On note ainsi p la variation de pression par rapport & la pression de référence, qui est
"petite" par nature (nos tympans ne le supporteraient pas, dans le cas contraire!). C’est
une fonction des variables (x,t); la variable @ = (x,y, z) parcourt S et t est soit positif,
soit dans ]0,7[, ou T est fixé. Le déplacement f des membranes dépend lui aussi des va-
riables (x, t),  parcourant dans ce cas la surface des membranes, appelée H P dans la suite.

Les équations vérifiées par p sont successivement

2
@t]; - C2A3p) (z,t) =0pour z € 5 et t>0. (118)

(Pas de forces volumiques dans la salle; ¢ est la vitesse du son dans lair.)

Pour ce qui concerne les conditions aux limites, elles sont de deux types. Sur les membranes,
le flux de pression est supposé proportionnel au déplacement f. Ce flux est égal & dp/dn =
grad; p - n, ol n est la normale unitaire sortante a S sur les membranes. Et, aux parois
de la salle, S\ HP, la pression est égale a P, soit une variation nulle.

0 tt > 0. 1.19
—p(:c,t):af, pour x € HP © (1.19)

{ p(x,t) =0, pour x € 9S\ HP
on

L’air étant au repos a 'instant initial, les conditions initiales s’écrivent cette fois
Ip
p(x,0) =0 et a(m,()) =0 pour x € D. (1.20)

Enfin, I’énergie acoustique est bornée, ce qui s’écrit

2
/ ([(Z(az,t)] + 2 |grad3p(az,t)]2> dx < oo pour t > 0. (1.21)
S

Quels sont les points communs entre les trois modéles instationnaires ((1.10])-(|1.13]), (L.14])-
(1.17) et (1.18)-(1.21) 7

— Problémes posés dans des domaines 43x]0,T[ de R d = 1,2, 3, par rapport aux
variables (z,1) :
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1. d=1": corde;
2. d =2 : membrane;
3. d = 3 : acoustique.

— L’opérateur intérieur est identique, pour tous les problémes :

0u
w — CQAd'LL.

— Les conditions aux limites (& la frontiére) présentées jusque la sont de deux types :

Dirichlet : condition sur la valeur de I'inconnue, id est u = --- ;
ou

Neumann : condition sur le flux de I'inconnue, i.e. =
n

— Les conditions initiales sont toujours au nombre deux, pour 'opérateur intérieur
présenté ci-dessus : I'une sur u, et I'autre sur dyu, & un instant donné.

— Enfin, méme propriété pour ’énergie, bornée pour tous les problémes (voir la section
m pour un résultat plus précis), pour tout ¢ :

ou

2
/ [(az,t)] + ¢ |grad, u(z, ) | de < co.
o, \ L0t

— Problémes linéaires par rapport aux données f, u® et u!.

Pour élargir la perspective, présentons briévement un autre type de modéle 3D instation-
naire, lui aussi basé sur le Laplacien : 1’équation de la chaleur. Cette fois, on souhaite
chauffer la salle S'! Il s’agit de calculer les variations de température de 'air ambiant
par rapport a une température de référence T,..;. Plus précisément, supposons que ces
variations soient le fait d’une source volumique de chaleur w. On note 6 la variation de
température, "petite" (variation de quelques dizaines de degrés au plus, essentiellement au
voisinage de la source).

Les équations vérifiées par 6 sont successivement

<Z§ - A39) (x,t) = w(x,t) pour x € S et t>0. (1.22)

Pour ce qui concerne les conditions aux limites, elles sont d’un seul type, si on suppose que
les murs, sol et plafond restent a la température de référenceﬂ

O(x,t) =0, pour x € 9S et t > 0. (1.23)
Si la température est égale a Ty a 'instant initial, la condition initiale s’écritE|

6(x,0) =0 pour « € S. (1.24)

2. Si de I’énergie thermique s’échappait par une ouverture, on aurait sur celle-ci une condition aux
00 .
limites du type A0 + = 0, avec A > 0, appelée condition aux limites de Fourier.
n

3. Pour ce type d’équations, la donnée de la répartition initiale de température suffit, puisque seule une
dérivée partielle premiére par rapport a ¢ intervient dans le modéle.
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Enfin, ’énergie thermique est bornée (voir la section pour un résultat plus précis), ce
qui s’écrit

t
/(G(w,t))2 dx +/ / lgrad; 0(x, s)|* deds < oo pour t > 0. (1.25)
S 0 JS

Remarque 1.7 On imagine aisément le méme type de probléme dans une section 2D,
pour arriwer cette fois a une équation de la chaleur 2D.

1.3 Classification et propriétés

Du point de vue de la terminologie, on peut classer les équations (celles qui sont défi-
nies dans U'intégralité du domaine de calcul) présentées précédemment en trois catégories.
Notons tout d’abord qu’il s’agit d’équations aux dérivées partielles ou EDP au sens
ow, si u est fonction de ® = (x1,--- ,x4) (et de t), les dérivées partielles de la solution u
par rapport & x1, ---, xq (et t) apparaissent. Intéressons-nous maintenant a des modéles
dépendant de trois variables, c’est-a-dire des modéles 3D statiques, ou 2D instationnaires.
Si nous remplacons symboliquement les dérivations partielles 0., 0y, 0., 0; respectivement
par un facteur X, Y, Z, T, nous arrivons aux symboles (au signe prés) :

— 81 = X2+ Y2+ Z? pour la cavité 3D statique;

— Sy = X% +Y? — T? pour la membrane 2D instationnaire ;

— S3=X24+Y? T pour I'équation de la chaleur 2D.

Si nous supposons que S1, S2 et S3 sont des constantes (positive pour Sj), on a successi-
vement ’équation d’'une ellipse (ici une sphére), d’un hyperboloide de révolution, et enfin
d’un paraboloide de révolution. C’est pourquoi, on parle :

— d’EDP elliptique pour qualifier les problémes statiques de la section [L.];

— d’EDP hyperbolique pour qualifier les problémes instationnaires de la section
faisant intervenir une dérivée partielle seconde par rapport au temps (corde,
membrane, acoustique);

— d’EDP parabolique pour qualifier les problémes instationnaires de la section 1.2
faisant intervenir une dérivée partielle premiére par rapport au temps (équations de
la chaleur).

Cette terminologie, outre son aspect pratique (classification des EDP en trois catégories),
revét une importance fondamentale, lorsqu’il s’agit d’étudier les propriétés de leurs solu-
tions respectives. En effet, on peut vérifier, que deux solutions d’EDP d’une méme classe
possédent un certain nombre de propriétés identiques. Donnons-en quelques exemples, d
parcourant {1,2,3}. L’énoncé des résultats est parfois vague (mais c’est volontaire!), et le
lecteur est invité a consulter [I1), 2] pour les résultats précis et les preuves qui les accom-
pagnent.

Commengons par les problémes elliptiques
— Agqu = fsur Q4, wu= g sur 0. (1.26)

(Ici, nous considérons que la condition aux limites sur la frontiére 0€2; peut étre non-
constante. )
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Théoréme 1.8 (Principe de positivité) Supposons que f et g soient positives, respec-
tivement sur Qg et 0Qq. Alors la solution w du probléme est positive sur €g.

Théoréme 1.9 (Existence et unicité de la solution) Le probléme ( admet une
solution et une seule © — u(x) sur le domaine Qg, qui dépend contmument des données f
etg.

Remarque 1.10 On note que si f et g sont nulles, l'unicité de la solution impose que
u=0.

Poursuivons par les problémes hyperboliques

2
88751; —AAgu = fsur Qgx]0,T[, u=0sur 9Q4x]0,T],
ou

ui—g = u’, ah:o = ! sur Q.

(1.27)

Dans ce cas, on peut établir une égalité d’énergie, en introduisant 1’énergie associée a la
solution u, somme d’une énergie cinétique et d’'une énergie potentielle :

2
E(t) = ;/ ([‘;‘(m t)} +cz|graddu(:c,t)]2> da. (1.28)

Théoréme 1.11 (Egalité d’énergie) A tout instant t (0 < t < T), l’énergie vérifie la

relation
/ / (xz,s)dxds + E(0). (1.29)
Qq

Ainsi, lorsque la source volumique est nulle, alors I’énergie est conservée au cours du temps.

Corollaire 1.12 (Caractére conservatif) Supposons que f =0 dans .
Pourt (0 <t <T), on a l’égalité
E(t) = E(0). (1.30)

Théoréme 1.13 (Existence et unicité de la solution) Le probléme admet une

solution et une seule (x,t) — u(x,t) sur le domaine Qgx]0,T[, qui dépend contindment

des données f, u° et ul.

Finissons par les problémes paraboliques
0
a—z — Agu = f sur Qyx]0,T[, u=0sur 0Qgx]0,T[, uls=o = u’ sur Qq. (1.31)

(Ici, nous considérons que la condition initiale sur {24 peut étre quelconque.)
Dans ce cas, on peut également établir une égalité d’énergie.

Théoréme 1.14 (Egalité d’énergie) A tout instant t (0 < t < T), la solution u du
probleme vérifie la relation

1 t
/ (u(:n,t))Qd:c—i—/ / | grad, u(z, s)|? dxds / / (fu)(x,s) dxds
2 Qg 0 Qg Qcl

+3 /Q (@) da 152
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Si de plus la source volumique est nulle, alors la norme de la solution décroit au cours du
temps.

Corollaire 1.15 (Caractére dissipatif) Supposons que f =0 dans .

Pour t1 et ty tels que 0 <t <ty <T et / (u(:z:,tl))2 dx # 0, on a linégalité stricte
Qq

/(u(:z:,tg))2das</ (u(z,t1))? de. (1.33)
Qq

Qq

Théoréme 1.16 (Décroissance exponentielle) Supposons que f =0 dans .
Il eziste une constante X\ > 0 indépendante de T telle que, pour tout t de [0,T7,

/ (u(m, 1)) da < e / (10 (x))? da. (1.34)
Qd Qd

Théoréme 1.17 (Existence et unicité de la solution) Le probléme admet une
solution et une seule (x,t) — u(x,t) sur le domaine Qgx]0,T[, qui dépend continiment
des données f et ul.

Définition 1.18 Lorsqu’un probléme admet une solution et une seule, qui de plus dépend
continiment des données, on dit qu’il est bien posé.

Pour conclure cette courte section sur la classification, notons qu’il existe bien d’autres
modeles (avec ou sans Laplacien!), qui font partie d’'une de ces trois classes. Nous exami-
nons ci-dessous les équations de Maxwell en milieu hétérogéne, ainsi que les équations de
la diffusion neutronique.

Commengons par les équations de Maxwell dans la cavité 3D introduite & la section
précédente, extérieure a un ensemble de conducteurs parfaits. Elles s’écrivent sous la forme
bien connue suivante, composée des relations d’Ampére, de Faraday, de Gauss et de 1’ab-
sence de monopoles magnétiques libres :

eif —rot(p 'B) = —J sur Cx]0,T],

a@? +rot E =0 sur Cx]0, T,

div(eE) = p sur C'x]0,T7,
divB =0 sur Cx]0,T].

Ci-dessus, € et u sont respectivement la permittivité électrique et la perméabilité magnéti-
que du milieu, et elles peuvent dépendre de la position x. Elles sont & valeurs strictement
positives, et uniformément bornées inférieurement et supérieurement par des nombres stric-
tement positifs. Les opérateurs différentiels rotationnel rot et divergence div sont définis
par



21

Les données sont J et p, respectivement les densités de courant et de charge. Les inconnues
sont E le champ électrique, et B, I'induction magnétique : (E, B) est le champ électro-
magnétique & déterminer. Qui plus est, on suppose connue la valeur initiale du champ,
puisque des dérivées partielles premiéres par rapport au temps interviennent dans notre
modéle. On écrit :

Eli—o=E°, B|i—o= B° sur C.

Sur la frontiére de la cavité, on a la relation
E xn=0, sur 9Cx]0,T7,

qui stipule que les composantes tangentielles du champ électrique E s’annulent sur la
frontiére a tout instant (ci-dessus, m est un vecteur normal unitaire sortant a la frontiére
de la cavité.)

Et I'énergie électromagnétique est bornée, ce qui s’écrit

1

/ <5(w) |E(x,t)]* + — ]B(ac,t)]Q) dx < oo pour t > 0. (1.35)
C p(x)

Sous réserve que les densités de charge et de courant p et J vérifient la relation de conser-

vation de la charge

% +divd =0,
ce modéle est bien posé (les données sont E°, BY, p et J). Par ailleurs, on peut prouver
qu’il est de type hyperbolique.
Dans un milieu homogéne, on peut simplifier ces équations : prenons ’exemple du vide.
On rappelle que si pg est la perméabilité magnétique du vide, alors ¢, la vitesse de la
lumiére, satisfait a cgsouo =1.

E 1
OB _ c*rot B=——J sur Cx]0,T],
ot €0

B
8(% +rot E=0 sur Cx|0,T7,

1

divE = —p sur Cx]0,T7,
0

divB =0 sur Cx]0,T7.

La relation de Gauss est souvent appelée relation de Coulomb dans le cas homogéne.

Poursuivons par les équations de la diffusion neutronique. Dans un réacteur nucléaire,
que I'on décrira par un ouvert R € R3, la densité de neutrons dépend de 7 variables :
le temps t € R, I'énergie des neutrons £ € R, leur direction des vitesses 2 € S? (S?
représente la sphére unité) et leur position € R3. Elle est régie par 'équation de transport
des neutrons (qui est une équation intégro-différentielle de type hyperbolique), similaire a
I'équation de Boltzmann [15], et dont on ne connait en général pas de solution explicite. En
raison du grand nombre de variable, la version discréte de cette équation est trés cotiteuse
a résoudre. C’est pourquoi on s’intéresse a ’approximation la plus simple de I’équation
de transport de neutrons, obtenue en intégrant ’équation de transport sur la variable €2.
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Dans le cas ou l'on fait I'intégration également sur la variable énergétique F, on obtient
I’équation suivante (qui est une EDP parabolique), appelée équation cinétique de diffusion
neutmmquelﬂ :

‘11}’?;? —divkgrad; ¢ + 0q¢ = vosp + S sur Rx]0,T7. (1.36)
La grandeur d’intérét ¢(x,t) est appelée par les neutroniciens le fluz scalaire de neutrons,
et est une quantité positive. k(x, t) est appelé coefficient de diffusion, o,(x, t) est la section
efficace macroscopique d’absorption des neutrons, o¢(x,t) la section efficace macroscopique
de fission des neutrons, et v, le nombre moyen de neutrons émis par fission. La donnée
S(x,t) représente une possible source externe de neutrons. On suppose de plus que les
coeflicients et la source sont tels que :

/((]ﬁ(a:,t))2 dx < 0o et / | grad, ¢(z,t)|* de < oo pour tout t > 0.
R R

A cette équation, on doit bien siir adjoindre une condition initiale : ¢(x,0) = ¢o(x) sur
R, ainsi que des conditions aux limites sur OR. La condition aux limites de Robin permet
de modéliser le fait que la frontiére du domaine d’étude n’est pas totalement absorbante[l]
Elle s’écrit :

99

¢+ ak— =0sur OR,
on

ou kd¢/dn = kgrad, ¢ - n, avec a € RT.

L’opérateur div k grad, est appelé Laplacien généralisé, car lorsque k est constant dans R,
on a : divkgrad,;- = kA -. Concernant la neutronique, en général k (ainsi que les autres
coefficients) est constant ou polynoémial par morceaux.

1.4 Problémes aux valeurs propres et problémes station-
naires

Pour aborder cette derniére section, reprenons le modéle de la membrane 2D instation-
naire —, et posons-nous cette question :
Est-ce que la membrane est "stable", pour f dépendant du temps donnée ?
Ou bien, de fagon équivalente :
Peut-on s’assurer que les déplacements verticaux restent "petits" ?

A cette question, on peut apporter deux types de réponses :

— L’une, a posteriori, consiste en la simulation numérique du comportement de la
membrane, issue de la discrétisation de —. Voir le chapitre [2| pour cette
approche.

— L’autre, qui consiste en la décomposition du modéle — en une série de

problémes aux valeurs propres, puis en une étude a priori.

4. équation peut aussi étre homogénéisée en espace, c’est pourquoi on considére désormais R € R?
5. dans le cas de ’équation de la chaleur, la méme condition aux limites est plutét appelée condition
aux limites de Fourier
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C’est. cette seconde approche que nous allons utiliser ci-aprés. En effet, il est possible
(consulter par exemple [2]) de décomposer la solution u(x) de ((1.14)-(1.17)) selon

u(@,t) =Y ag(t) ug(z). (1.37)

keN

La somme est inﬁnielﬂ, puisqu’elle porte sur tout nombre naturel k positif. Pour chaque
k € N, up est solution d'un probléme statique 2D aux valeurs propres : on doit
déterminer & — ug(x) et A\ > 0 tels que

— A Asuy, = M\pug sur D, wy, = 0 sur dD. (1.38)

Les éléments du couple (ug, A\x) sont respectivement appelés mode propre de la mem-
brane, et valeur propre associée Ap. Pour des raisons pratiques qui vont apparaitre im-
médiatement, nous introduisons la pulsation propre wy, égale a \/)\»k On décompose
également f, u¥ et u', sous la forme

f@,t) = felt)ur(x), u™(®) = of up(m), m=0,1. (1.39)

keN keN
On trouve donc
> (R (1) + Mak(t) — fu(t)) up(z) = 0 pour (z,t) € Dx]0,T], (1.40)
keN
Z (o (0) — ag) ug(x) =0, pour € D, (1.41)
keN
Z (a,(0) — o) ug(z) = 0 pour € D. (1.42)
keN

Ainsi, une fois (ug)ken connus, il est équivalent de résoudre (1.14)-(|1.17)), ou la série (k € N)
d’équations différentielles ordinaires (EDO) :

Q() + wha(t) = fu(t), pour ¢ €]0,T], ar(0) = o, ah(0) =ah.  (1.43)

Fixons k.
La solution générale (fi, = 0) de PEDO correspondante est de la forme

ol (t) = Ay, sin(wyt) + By cos(wyt).

A Taide des deux conditions initiales, on peut déterminer les valeurs de A et By, pour

arriver a 1

ai (t) = %: sin(wyt) 4+ o cos(wyt), pour t €]0, T7.

Remarque 1.19 On comprend, a la suite de ce calcul, pourquoi deux conditions initiales
sont nécessaires pour un probléme faisant intervenir une dérivée partielle seconde par rap-
port au temps. De facon similaire, on trouverait qu’une condition initiale suffit, pour un
probléme comprenant uniquement une dérivée partielle premiére par rapport au temps.

6. Par définition uy # 0, Vk € N.
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On peut facilement vérifier qu’une solution particuliére (042 = oe,lc = 0) de 'EDO est de la
forme

of)=1 [ " sin(e(t = 5)) fiu(s) d.

Wk
Ainsi, la solution compléte de 'EDO s’écrit

1

t
ag(t) = Z—Z sin(wyt) + o cos(wyt) + Ojk/o sin(wg (t — 8)) fr(s) ds, pour t €]0,T[. (1.44)

La solution de ’EDP instationnaire modélisant la membrane est finalement égale &

ol
u(x,t) = Z {w: sin(wyt) 4 o cos(wyt)
keN
+(jk ; sin(wg (t — 9)) fx(s) ds} ug(x), pour (x,t) € Dx]0,T]. (1.45)

Conclusion : les déplacements verticaux de la membrane sont donc "petits" si, et seulement
si, tous les coefficients entre accolades (les (af + af)(t)) sont eux-mémes "petits", pour ¢
variant de 0 & 7.

Or, 'amplitude des deux premiers termes — dont la somme est égale a akc(t) — ne dépend
que de 042 et ozllg Jwk, et est par voie de conséquence indépendante de ¢ : ils sont donc "pe-
tits" si, et seulement si, les données initiales le sont! Ceci est intuitif...

Qu’en est-il du troisiéme et dernier terme, ozllj (t) ? La réponse est moins immeédiate... Consi-
dérons une "petite" sollicitation, prenant la forme simple

f(z,t) = filt)w(zx), avec fit) = p cos(wt),

pour une pulsation w > 0 et [ donné. Le fait que la sollicitation soit "petite" revient a
supposer que t; # 0 est "petit". Que valent les coefficients (af)keN? Sik #1, a,I: = 0.
Par contre, si k = [, deux situations peuvent se produire. En effet, en calculant l'intégrale
qui détermine ce coefficient, on arrive a deux résultats différents :

siw#w : ol (t) = L { L + 1 } (cos(wit) — cos(wt)); (1.46)

2w \w—w wAHw

siw=uw : of (t) = 2'%115 sin(wyt). (1.47)

Ainsi, si w = wy, amplitude des oscillations croit linéairement avec ¢t — on parle de réso-
nance — et il n’y a aucune chance que les déplacements verticaux restent "petits" dans ce
cas. Si par contre w est différent (mais proche) de wy, le terme de plus grande amplitude
est

1 I
—(cos(wit) — t))] -
pE— [2@0; (cos(wit) — cos(wt))

L’amplitude peut donc étre "grande" si |w — w;| est "petit".

Bref, ce qui compte avant tout, pour une réponse a priori, c’est de déterminer les valeurs
propres (Ag)ren ainsi que les modes propres associés, solution des problémes aux valeurs

propres (|1.38)), avec la condition

/ lgrady ug () dx < co.
C
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A partir de 1a, on choisira la pulsation w de la sollicitation f aussi "éloignée" que possible
des (\/E) reN. En particulier, il sera trés intéressant de déterminer avec précision la plus
petite valeur wy,;;, = ming v/Ag, puisqu'un choix de w dans |0, Wy, permettra a coup str
d’éviter les résonances.

Abordons briévement, pour clore cette section, la notion de probléme stationnaire.
Pour l'obtenir, il suffit de considérer un probléme dépendant du temps ¢, pour lequel la
dépendance par rapport a t est connue explicitement : oscillations forcées en sin(vt) ou
cos(vt) avec v # 0, par exemple. On peut alors remplacer la dérivation par rapport au
temps par une multiplication par —2, pour aboutir & un probléme du type

—v2u—cAAqu=gsur D, wu=0sur dD. (1.48)

Il n’y a plus de condition initiale, puisque la résolution de ([1.48)) permet, par multiplication
par le coefficient de dépendance en temps, de déterminer complétement la solution.

La différence avec le probléme aux valeurs propres (1.38)) tient en deux points :
— la valeur de v est connue, alors qu'wy, est une inconnue du probléme ((1.38));
— il y a un second membre g a priori non nul dans (|1.48)).



Chapitre 2

La méthode des différences finies

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de discrétisation numérique. L’introduc-
tion de celle-ci nous permet de calculer des approximations des solutions d’EDP statiques
ou instationnaires. On étudie le calcul du déplacement transversal d’un fil ou d’une poutre,
puis le déplacement vertical d’'une membrane élastique et enfin le potentiel électrostatique.
Comme on le verra, & ces trois problémes correspondent des approximations différentes,
puisque les modéles dont ils sont issus sont respectivement posés dans R, R? et R3. Néan-
moins, la technique d’approximation retenue, appelée méthode des différences finies,
reste la méme pour ces trois problémes. En outre, nous expliquons comment on peut utili-
ser cette technique d’approximation pour des problémes & coefficients variables. A la fin du
chapitre, nous verrons comment cette méthode de discrétisation peut aussi étre appliquée
aux problémes dépendant du temps.

2.2 Problémes monodimensionnels

Dans cette section, nous considérons tout d’abord le probléme modele 1D, cf. On
considére ensuite un modéle plus général 1D, avec des coefficients variables.

2.2.1 Fil ou poutre

Soit donc un fil tendu entre ses extrémités, ou une poutre, appuyée en ses extrémités,
situées en 0 et 1. On suppose qu’il ou elle est soumis & une force extérieure transverse (telle
que son poids, dans le cas du fil pesant). On note f : z — f(x) la densité linéique des
forces appliquées, et u : z +— wu(x) le déplacement transversal induit, que 'on cherche a
approcher numériquement. Nous avons admis que les équations de 1’élasticité linéaire mo-
nodimensionnelles (1D) normalisées permettent de modéliser correctement le phénoméne.
Rappelons-en la forme :

—u"(z) = f(x) sur 0,1[, u(0) =u(1) =0, (2.1)

26



27

composée d’'une équation différentielle ordinaire et de conditions aux limites de Dirichlet.
Dans le cas particulier ou f = 1, la solution est égale a

up(x) = %w(l —x). (2.2)

Ce résultat élémentaire sera utile par la suite...

2.2.2 Schéma aux différences finies 1D

On suppose que la solution u est de classe C*([0,1]) ou, ce qui est éguivalent, que
la donnée f est de classe C2([0,1]). Pour déterminer une méthode d’approximation de
I'équation aux dérivées partielles (2.1]) (ga n’est pas la seule!), on utilise la

Proposition 2.1 On suppose que u € C*([0,1]). Soient x €]0,1] et h tel que [x—h,z+h] €
[0,1]. Alors

—u(z — h) + 2u(z) —u(z + h) s h? @
h? 12

36 €] — 1,1] tel que —u"(z) = (x+60h). (2.3)

Démonstration : On utilise la formule de Taylor-Mac Laurin.

h? h3 h*
7€l =100 | u(e—h)=u(@) - hu'(z) + u(2) - Eu'"(gc) + 5t u(z + 07 h)
h? h3 Rt
30% €]0,1] | u(z+h)=u(z)+hu'(z)+ ?u”(x) + Eu’”(m) +ogu u®(z + 6% h).
On somme les deux égalités, pour trouver
—ulx — _ 2

h? 24

Pour arriver a ’expression annoncée, il faut se souvenir du théoréme des valeurs inter-
médiaires. Il permet, puisque u(® est continue, de remplacer les deux termes en u(® par
2u®) (x 4 O h), mais avec un paramétre 6 appartenant a [0~,6%], donc a ] — 1,1[ comme
annonceé. o

Remarque 2.2 Le premier terme de est une bonne approximation de —u’(x), sous
réserve que h est petit. En effet, comme on a la relation —u) = 1", on sait que

2
’hu(4)(a;_|_9h)‘ < Cf’ h2 avec Cyp = sup |f"(z)].
12 z€[0,1]

Ce résultat simple fournit une méthode de discrétisation et d’approximation de ’équa-
tion de départ ; on parle souvent de schéma numérique de discrétisation. Le terme
différences finies provient quant a lui de I'expression (2.3)) : on remplace une dérivée,
qui est par définition la limite d’un taux de variation, par un taux de variation, dont le
dénominateur conserve une valeur finie non nulle (ici h? pour une dérivée seconde). En
pratique, comment procéde-t-on ?
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1
Pour commencer, on choisit N € N, et on fixe h = Nil Remarquons tout de suite

que pour avoir une "bonne" approximation de u”(x), il convient que h soit petit. Ceci
signifie que N est un paramétre de discrétisation qui aura vocation a devenir "grand", lors
de la réalisation des expériences numériques.

Nous allons construire une méthode qui permet d’approcher la valeur de u aux points
x; = th, pour i € {0,1,---,N + 1}, par des nombres, notés (u;)o<i<n+1. Puisque u est
approchée en deux points consécutifs distants de h, on appelle h le pas de discrétisation.

FIGURE 2.1 — Le segment découpé (N =4, h =0.2)

Remarque 2.3 Comme on sait que u(0) = u(l) = 0, on choisira toujours comme ap-
proximation ug = unyy1 =0/

On définit f; = f(x;), pour i € {1,---, N}, et on considére ’ensemble des équations
izl +h2Uz Yitl _ fi, 1<i <N, avec ug = unyy1 = 0. (2.4)

Chaque équation faisant intervenir trois nombres parmi (u;);, on parle de schéma a trois
points.

FIGURE 2.2 — Le schéma aux différences finies & trois points
NB. Noter la similitude entre (2.4)) d’une part, et (2.3)) et (2.1) en z = z;, d’autre part.

2.2.3 Systéme linéaire pour les différences finies 1D

Si on appelle u (resp. f) le vecteur de RY de composantes (u;)1<i<n (resp. (fi)1<i<n),
on peut réécrire le systéme ([2.4) sous la forme vectorielle équivalente

Alu:f’ avec Alz— 0 0 ERNXN. (25)
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Par construction, la matricem Ay est
- tridiagonale, c’est-a-dire que tous les termes non nuls sont regroupés sur trois dia-
gonales ;
- symétrique, puisque (A1);; = (A1);4, pour 1 <4,j < N.

Il convient maintenant de vérifier qu’il existe une solution u unique de . Qui plus est,
est-il possible de calculer et majorer ’erreur commise 7 C’est I’'objet des résultats ci-dessous.
Tout d’abord, nous allons vérifier que la matrice A; est inversible. Outre 'obtention de
I’existence et de 'unicité de u, ceci nous permettra de construire une formule explicite, ex-
primant ’erreur commise en fonction des données du probléme. Par ailleurs, pour exploiter
cette formule, c’est-a-dire pour majorer ’erreur, nous allons étudier les caractéristiques de
I'inverse Al_l.

Définition 2.4 Un vecteur v de RN est dit positif lorsque v; > 0, ¥1 < i < N.
Une matrice A de RN*N est dite positive lorsque A; j >0, V1 <i,j < N.
Une matrice A de RV*N est dite monotone lorsqu’elle est inversible, d’inverse positive.

Avant de nous intéresser au cas particulier de la matrice issue du schéma a trois points,
donnons une caractérisation simple des matrices monotones.

Proposition 2.5 Une matrice A de RN*N est monotone si, et seulement si, on a linclu-
ston

fweRY : Av>0}c{veRY : v>0}. (2.6)
Démonstration : Supposons que A est monotone.
Soit v tel que Av > 0, alors v = A~(Av) et, pour 1 <i < N, v; = Zj(A_l)m(Av)j >0,
puisque (A71); ; et (Av); sont positifs par hypothése. Ainsi v > 0, et I'inclusion est
vérifiée.

Réciproquement, si I'inclusion est satisfaite, montrons tout d’abord que A est inversible.
Soit donc v tel que Av =0:ona Av > 0et A(—v) > 0, ce qui implique v > 0 et (—v) >0,
i.e. v =0, d’ot 'inversibilité.

Sachant que A~! existe, étudions sa positiviteé...

On note (e;); la base orthonormale canonique de R™V. Alors les f; = A~ 'e;, pour i variant
de 1 & N, sont les vecteurs colonnes de A~!. On a bien str e; = Af;, et I'inclusion
permet d’affirmer que f; est positif, puisque e; l'est. En d’autres termes, tous les éléments
de A1 sont positifs.

En conclusion, la matrice A est monotone. o

Proposition 2.6 La matrice A1 correspondant a est monotone.

Démonstration : Pour prouver que A; est monotone, on reprend la proposition Soit
v tel que Ajv > 0, et v = min;<;<n v; (ou, de fagon équivalente, v, < v;, Vi). Le but est
d’arriver a 'inégalité vy > 0. On a

2U1 — U2 Z 0

—vi—1+20; —viy1 20, 2<i<N-—1

—un—1+ 2oy >0

7. En régle générale, on écrira les matrices issues de la discrétisation par différences finies en caractéres
ombrés majuscules.
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Si v = w1, on trouve
v > v — v > 0.

De méme si vy, = vy.

Sike{2---,N —1}, on trouve cette fois
(Vg — vg—1) + (vp — Vrg1) > 0.

Or, vx, < vg—1 et, de méme, vy < vgy1. On a done (v — vg—1) + (v — vg41) < 0, ce qui
donne

Vg1 = Ugq1 = Vg !

Par récurrence, on arrive facilement & v1 = -+ = vg_1 = vy = Vg1 = --- = vy. Et la
premiére (ou la derniére) équation donne & nouveau vy > 0. o

NB. Dans le corps de la preuve, on a obtenu 'inclusion
fweRY : y;=) 1<i<N, AeRt}c{veRN : Ajwv >0}

Exercice 2.1 Déduire de la proposition précédente un principe de positivité pour le pro-
bléme , homologue discret du principe général énoncé au théoréme (avec donnée
nulle sur la frontiére).

2.2.4 Erreur pour les différences finies 1D

Comme A; est monotone, elle est en particulier inversible : c’est cette propriété que
nous allons utiliser maintenant, pour déterminer I’erreur commise. Soit e le vecteur de RV
dont les composantes sont égales a e; = u; — u(x;), pour i variant de 1 & N. Comme pour
u, on adopte la convention eg = eyy; = 0 (justifiée par le fait que u(0) = u(1l) = 0, et
ug = un+1 = 0!). Sachant que u (resp. u) est solution de I’équation (resp. (2.5)), on
a alors, d’apres , pour ¢ compris entre 1 et N :

—€;i—1+ 2e; —ejt1 —u(zi—1) + 2u(w;) — u(wi1)

(Ale)i = 72 = (Alu)l - h2
C fay) — Mz h) +2Z§xz) Ui th) _ ) 4 (a) + }112 W (@i +6; 1)
h? h?
= pu (@i +0ih) = Ef"(xi+9ih)v avec f; €] — 1,1

Dans l'esprit de la remarque on introduit le vecteur ¢ de RY, dont les composantes

h
sont égales a g; = (Aje); = Ef”(aci + 6;h), pour i variant de 1 & N, et dont la norme
2
est telle que ||e]|co < 13 (2 par construction. On en déduit alors I'expression de 'erreur

commise

e=Ale (2.7)

Pour poursuivre, utilisons le fait que tous les éléments de A~! sont positifs. En reprenant
I'expression de lerreur ([2.7)), on peut alors écrire

ol =1 AT sl < AT sl < S AT sl < cfQZ (23)
J
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Pour finalement arriver 4 une majoration de I'erreur commise, il suffit de majorer 3 (A7)
dans (2.8), pour 1 <i < N.

Proposition 2.7 La somme des éléments de chaque ligne de Al_l est inférieure ou égale
a1/8.

Démonstration : On remarque que }; (AY)i, = > (A71)ij6;, sous réserve que §; = 1,

pour tout j.
A quoi correspond le vecteur § ainsi construit 7 On pose uy = Al_lé, soit Ajug = 9.
d joue le role d’un second membre de (2.5)). Il correspond de fait & f = 1, ce qui nous
renvoie a la solution ug de (2.2). Or, dans ce cas trés particulier,
—up(x — h) + 2up(z) — up(xz + h)

—up”(z) = 2 , Vx €]0,1[, Vh t. q. [t — h,z + h] C [0, 1].

Ainsi, ug tel que (up); = uo(x;) vérifie

Ajug =6, soit ug = Afl& ou Z(Afl)i,j =up(x;), 1 <i<N.

J
Et sup,epo,1] uo(r) = uo(1/2) = 1/8, ce qui permet de conclure. o
On a donc démontré le
Théoréme 2.8 Lorsque la solution u est de classe C*([0,1]), Uerreur est telle que
2

h
leloc < G sup 1" (@)]. (2.9)
z€[0,1]

En conclusion, I'erreur "ponctuelle”" tend uniformément vers 0 comme hZ.
NB. Lorsque h décroit, N croit en proportion inverse. Bref, I’erreur maximale décroit
selon le carré de h, alors que le nombre d’inconnues croit en 1/h...

Ceci étant, cette estimation dépend de la régularité de u (ou, ce qui revient au méme
dans le cas 1D, de celle de f). Que se passe-t-il si la solution u ou, ce qui est équivalent, la
donnée f sont moins réguliéres ?

Théoréme 2.9 Lorsque la solution u est de classe C*([0,1]), lerreur est telle que

lim |le]|c = 0. 2.10
Tim el (210)
Démonstration : On introduit & nouveau le vecteur ¢, de composantes ¢; = (Aje);.

D’apreés les résultats portant sur la matrice A; (propositions et [2.7)), il suffit de prouver
que ||g]|oc — 0, lorsque h tend vers 0, c’est-a-dire :

V>0, 3hy >0, 0<h<hy = |e]lec <7

(Bien évidemment, Aj, e et ¢ dépendent de h, mais la dépendance est sous-entendue, no-
tamment dans l'inégalité ci-dessus.)
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Lorsque l'on sait simplement que f est continue, il n’est plus possible d’obtenir une
expression des composantes (g;); en fonction de la dérivée seconde f”... Mais tout n’est
pas perdu! Comme u est de classe C2([0, 1]), on peut donc écrire, & I'aide de la formule de
Taylor-Mac Laurin, les égalités

2
307 €] - 1,0[ tel que w(x —h)=u(z) —hu'(z)+ %u”@ +67h)

2
30 €]0,1[  tel que u(z +h) =u(z) + hu'(z) + %u”(a: + 6% h).

On en déduit que, pour ¢ variant de 1 & N,
1 1
g = flx)+ 3 (u" (i + 6 h) +u"(x; + 07 h)) = f(x;) — 3 (fmi+6 h)+ f(zi+67h)).

Or, f étant continue sur le segment [0, 1], elle est uniformément continue. Ce que I’on peut
exprimer mathématiquement sous la forme :

Vn >0, 3h, >0, Yo,y € [0,1], |z —y| < h, = [f(z) = f(y)| <n.

Or, si h €]0,hy[, on a |z; — (¥; + 65 h)| < hy, d’out |g;| < n, pour tout i : par voie de
conséquence, [|€]looc < 7. On en conclut finalement que, pour tout h dans ]0, hy[, on a
I'inégalité

n

lelloo < 3.

O

Sur cet exemple simple, on constate donc que la méthode des différences finies convergera
a priori d’autant mieux que la solution du probléme initial est réguliére. Il est a noter, et
c’est un point trés important, que 'on retrouve effectivement ce type de comportement
lorsque 'on réalise des expériences numériques...

Pour résoudre le systéme linéaire , nous allons établir une autre propriété concer-
nant la matrice Ay, qui nous permettra d’utiliser les algorithmes étudiés aux chapitres [5]
et[@:

— méthode de Cholesky (chapitre [5)) ;

— méthodes de Jacobi ou de Gauss-Seidel, puisque A est tridiagonale (chapitre @

Définition 2.10 Une matrice A de RN*N est dite définie-positive lorsque (Av,v) > 0,
Yo € RV \ {0}.

Notons tout de suite le résultat général ci-dessous.

Proposition 2.11 Toute matrice définie-positive A de RN*N est inversible.

Démonstration : En effet, Av =0 = (Av,v) =0 = v =0. o

Proposition 2.12 La matrice A1 de est symétrique définie-positive.
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Démonstration : Nous avons déja remarqué que la matrice A; est symétrique.
Il reste a vérifier qu’elle est définie-positive. On applique la définition, en formant le produit
scalaire h?(Ajv,v), pour un vecteur v de RY quelconque :

N
W (Ao, v) = h° Z(Aﬂ))ivi
i=1
N-1
= (2v1 —wv2)ur + Z (—vi—1 + 20; — viy1)vi + (—oN—1 +UN)UN
i=2
N N-1 N-1
= 2 va —2 ) wivip1 = v’ + o’ + Z (vi = 20041 + vip1®)
i=1 i=1 i=1
N-1
= v’ +oyi+ (v; — Ui+1)2 .

1

(2

Ainsi, (Ajv,v) > 0. De plus,(Ajv,v) = 0 entraine que v; = vy = 0, et v; = v;41, pour
i=1,---,N —1. On en déduit par récurrence que v; =0, pour ¢ = 2,--- , N — 1, et donc
v =0. o

2.2.5 Extension au Laplacien généralisé 1D
On s’intéresse ici a la généralisation de (2.1)), & savoir
— (ku') (z) + qu(z) = f(x) sur |a,b], wu(a) = uq, u(b) = up. (2.11)

Ci-dessus, k et ¢ sont des coeflicients qui peuvent dépendre de x. Nous expliquons ci-
dessous les similitudes et différences avec le cas du Laplacien (k =1, ¢ = 0 et u, = up = 0,
avec a = 0, b = 1). Pour débuter, on construit le schéma d’approximation en deux étages,
grace a la proposition suivante qui repose encore une fois sur 'utilisation de la formule de
Taylor-Mac Laurin.

Proposition 2.13 On suppose que v € C3([0,1]). Soient x €]0, 1] et I tel que [x —h,x +
h'] € [0,1]. Alors

v +h)—v(@—"n) (W)

30 €] — 1,1] tel que v'(z) = 57, + 3 " (z+0N). (2.12)
On applique ensuite deux fois ce résultat, & v = ku/, puis & v = u, pour en déduire
un schéma aux différences finies pour (2.11]). Choisissons N € N, et on fixe le pas de
. b—a . : . .
discrétisation h = Nil On introduit les points (z;)o<i<n+1 comme précédemment,
ainsl que T;y1/2 = ; + %h, pour i € {0,1,--- | N}.

A partir de la, on peut approcher (2.11) aux points (z;)o<i<n+1. On a u(zg) = u, et
UW(TN41) = Up.
Ensuite, on choisit v = ku/, x = 2; (1 <i < N)et h' = %h et on applique la proposition

k) (01 9) — (k) (5 2
(kU/)/(SCZ) _ ( U)(I’ +1/2) ( U)(.%' 1/2) +h7(ku/)///(xz+02)
h 12 2

kip12u' (Tig1y2) — kim1you (Ti-1)2)

_ 2
_ - +O(h?),
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ot on a posé k1o = k(xi41/2) pour i € {0,1,--- N}
Si on choisit maintenant v = u, * = x;41/5 (0<i < N) et b = %h, on trouve

W (a1j0) = ORI o),

D’out finalement, pour 1 <i < N,

—k; u(ziy1) + (k; + ki1 0)u(x;) — ki_q ou(xi—
—(k:u/)/(xl): +1/2 ( +1) ( +1/2 h2 1/2) < ) 1/2 ( 1>+O(h)

Si on pose ¢; = q(x;) et f; = f(x;) pour 1 <i < N, on est amené & considérer les équations

—kip1ouiv1 + (Kip1yo + Kim1y2)wi — ki—1/oui1
12

+qiu; = f;, 1 <1 <N, (2'13)

Ug = Ugy UN+1 = Up-.

C’est le schéma a trois points pour le Laplacien généralisé 1D. En effet, du point de vue
algorithmique, on retrouve exactement la structure de la figure [2.2]

On peut construire le systéme linéaire équivalent a , posé dans RY. Comme dans
le cas du Laplacien, on connait la valeur de ug et de uy ; on appelle u (resp. f) le vecteur
de RN de composantes (ui)i<i<n (resp. (fi)i<i<n). On introduit un troisiéme vecteur
g € RY pour les conditions aux limites, de composantes : ¢g; = h%kl /2Ua; gi = 0 pour
2<i<N-—-1letgny= %kNH/Qub. Le systéme peut alors étre écrit sous la forme
vectorielle équivalente

fu=f+4g, avec A} =K; +Q; € RMVN ¢ (2.14)
k1/2+]€3/2 —k3/2 0 0
) —ky/o - - : :
Ky = 72 0 —ki1y2 kit kg2 —kipe 0 ;
: B N e _kal/Q
0 0 —kn_1/2 kn—1/2+ kNny1/2
@ 0 0 0
0 q2 0 :
a=|o - - 0| (215)
0O ... 0 0 gn

Par construction, les matrices K; et A sont tridiagonales et symétriques. Pour obtenir plus
de propriétés, et notamment que A est inversible, nous faisons des hypothéses classiques
sur les coefficients du modéle, a savoir que ceux-ci sont de méme signe constant :

Jko > 0, Vx €la,b[, k(x) > ko; Vx €la,b], q(z) > 0. (2.16)



35

Proposition 2.14 Sous [’hypothése , les matrices Ky et A} sont monotones.

Démonstration : On reprend la proposition [2.5] pour la condition équivalente sur la
monotonie. Soit v tel que Kjv > 0, et v, = minj<;<y v;. On a

(k12 + kgj2)v1 — k3jov2 > 0
—ki_12vi-1 + (ki—1/2 + Kig172)vi — kig1/9vi41 20, 2<i< N -1
—kn_1/20N-1 + (ky_1/2 + kny1j2)on >0

Par hypothése, on a k;;1/9 = k(x;41/2) > 0 pour tout i € {0,1,--- , N}.
Si vg = v1, on trouve, puisque ky /3, k3o > 0,

(K1j2 + kgpa)vr > k3jova > kgpovp = kyjpup >0 = v > 0.
De méme si vy = vy (ky_1/2,kny1/2 > 0).
Sike{2---,N —1}, on trouve cette fois

Fp—1/2(vk — vk—1) + Kpy1/2(vk — k1) > 0.

Or, v, < vg—1 et v < vpg1. On a done ky_y/o(ve — vi—1) + Krgrj2(vk — vkg1) < 0
puisque kj_1 /2, kx11/2 > 0. On en déduit que (v — vg—1) = (v — vg11) = 0, c'est-a-dire
Vk—1 = VU = Ug41. Par récurrence, on arrive 4 vy = -+ = Up_1 = Vg = Ug41] = -+ = UN, €t
la premiére (ou la derniére) équation donne a nouveau vy > 0.

Pour la matrice A}, la démonstration est élémentaire car on ajoute des termes strictement
positifs sur la diagonale. Si k € {2,--- , N — 1}, on trouve directement

Qv > k_1/2(ve—1 — k) + Kpg1 /2 (Vg1 — v) > 0.
Idem si k=1o0u k = N. o
Proposition 2.15 Sous [’hypothése , les matrices Ky et A} sont définies-positives.
Démonstration : On applique la définition, en formant le produit scalaire h?(Kiv,v),

pour un vecteur v de R quelconque :

N

P(Kiv,v) = kY (Kiv)iv
i1
= ((k1j2 + k32)v1 — kg jov2)v1

N-1

+ > (—ki1ppvio1 + (kim1ya + kir1/2)vi — kig1/avip1)vs
=2

+(—kn—1/20N-1 + (En_1/2 + kng1/2)UN)oN

N
= ko’ + Z kio12(Vic1® = 202105 4+ 0:) + k1208
i=2
N
= k1/21112 + kN+1/2UN2 + Z ki—1/2(vi1 — vi).
i=2
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Puisque k;_1 /5 > 0 pour tout i € {1,2,---, N+1}, on a (Kyv,v) > 0. De plus,(Kyv,v) =0

entraine que v; = vy =0, et v; = v;41, pourt=1,--- ;N — 1. Par récurrence on a v; = 0,
pourt=2,--- , N —1,et doncv=20
La matrice A} est définie-positive puisque K; et Q; le sont. o

On en déduit le résultat suivant, qui découle de I'une ou l'autre des propositions [2.14]
ou 2.19]

Corollaire 2.16 Sous l’hypothése , la matrice Ay est inversible.

Exercice 2.2 Déduire des résultats précédents un principe de positivité pour l’approxima-
tion du Laplacien généralisé 1D.

2.3 Probléme bidimensionnels

Dans cette section, on généralise la méthode des différences finies en 2D. On commence

par le calcul des (petits) déplacements de la membrane élastique, soumise a des forces
verticales, puis on examine le cas de la diffusion neutronique.
Dans R?, on considére une membrane carrée, D =]0,1[2, soumise & une force verticale,
de densité surfacique f(x,y), et fixée en sa frontiére dD. On note u : (z,y) — u(x,y)
le déplacement transversal induit par I’application de la force, dont on rappelle qu’il est
solution du probléme bidimensionnel (2D) normalisé

—Agu = fsur D, u=0surdD. (2.17)

Pour discrétiser le probléme & 'aide de la méthode des différences finies, on s’inspire

trés fortement de la méthode employée pour le probléme 1D (2.1)). En effet, on remarque
d2

qu’en 1D on a les égalités —u” = U= —Aqu, i.e. (2.1]) est un Laplacien 1D a résoudre !
T

Si la solution u est de classe C*([0, 1]?), on peut écrire 1’équivalent de la proposition

NB. Malheureusement, et contrairement au cas 1D, on n’a plus I’équivalence entre u
de classe C*(]0,1]2) et f de classe C2([0, 1]?)...

Proposition 2.17 Soient (x,y) €]0,1[2 et (hy, ho) tels que
[ — h1, 2+ hq] € [0,1], et [y — ha,y + he] € [0,1]. Alors

3(61,602) €] —1,1[ tels que

0%u —u(z — h1,y) + 2u(z,y) — u(x + hi,y hi? 0*u

_@(%y) = ( - ) h(12 ) ( - ) T;@(ﬂi—l-ﬂ h1>y)
0%u —u(z,y — ha) + 2u(x,y) — u(x,y + h ho? 8*u

—@(m,y) - ~uloy = h) h(22 y) = ule,y + ha) 17228744(96’3#%92 ha).
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On en déduit que
—u(z — h1,y) + 2u(z,y) — u(@ + h1,y)

—AQU(LU,:I/) =

hy?
—u(x,y — ha) + 2u(z,y) — u(z,y + he)
+ 2
ha
h12 *u h22 o*u
—1—5@(1‘—1—91 hl,y)+ﬁaiy4(xay+92h2)' (2'18)

Remarque 2.18 Les deux premiers termes de sont une bonne approximation de
—Agu(z,y), sous réserve que hy et hg soient petits. Le reste est en effet borné par

1

0*u 0*u
2 2 _ P
G (h1 + ho ) Cy,a, avec Cy 4 = max ( sup |8x4 (z,y)|, sup 1 (x,y)]) i

|
(@.y)e0,1]2 (@y)e0,12 Y

Dans la suite, on va considérer un pas de discrétisation identique[ﬂ selon la direction des z,
et celle des y, c’est-a-dire h = hy = hy. Chacun des intervalles [0, 1] est découpé en n + 1
intervalles égaux de longueur h = 1/(n + 1). Puis on calcule les nombres (u; j)o<i j<n+1.
qui sont les valeurs approchées de la solution u aux points d’abscisse x; = th et d’ordonnée
y; = jh, 0 < 4,5 < n+ 1. On note (fi;)i<ij<n les valeurs f; ; = f(zs,y;), pour ¢ et j
variant de 1 a n.

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

FIGURE 2.3 — D et les points de discrétisation (n =9, h = 0.1)
Le Laplacien 2D est approché par une combinaison linéaire de valeurs u; ;, selon le
schéma a cinq points

—Uj 1 — Ui—1,j + U5 — U1 — Ui j1
h? ’

— Agu(xi,yj) ~ 1< i,j <n. (2.19)

8. En pratique, il est tout & fait possible de considérer des pas différents selon les directions = et vy,
voire variables dans chaque direction...
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ij—1

FIGURE 2.4 — Le schéma aux différences finies a cinq points

Le probléme ([2.17]) est donc approché de la maniére suivante : on remplace la recherche
de la fonction u, par la recherche des n? valeurs u;,j € R qui vérifient les relations

—Uij—1 — Ui—1j + i j — Uit1j — Uij41 fi
- J

12 gy 1<4,7<n. (2.20)

Les valeurs de u sur la frontiére 0D, ici u(0,-) et u(1,-), ainsi que u(-,0) et u(-,1), sont
connues (et égales a zéro). Il en est donc de méme pour UQ,js Unt1,j, Ui0 €t Ui i1, pOUr i
et j variant de 1 & n. Il reste donc au total N = n? valeurs a calculer.

On les regroupe n par n, ainsi que les (f; ;)i ;, en opérant 'identification u. j = (u; j)1<i<n.
Le bloc u. ; appartient a R", avec

Uu1,j
’LL.J' =

un 7j

Il en est de méme pour f. ; € R". Ensuite, on pose

U1 fo1
u=| : | eRVetf=1| : | eRV.
U. n f-,n

Ainsi, on a numéroté les inconnues ligne par ligne, dans le sens croissant, pour les indices
i (au sein d’une ligne) et j (numeéro de ligne). Les inconnues (u; j)1<i j<n sont solutions du
systéme linéaire formé des N relations (2.20]). Ce systéme linéaire peut étre écrit sous la
forme

Aou = f, (2.21)

avec Ay une matrice de RV*¥ _Si I’on s’intéresse a sa structure interne, on vérifie facilement
que ’on peut écrire
B, T
T B T
Ay = — ) (2.22)
T B, T
T B



39

Ci-dessus, les blocs autres que By et T sont nuls et, par ailleurs, T' = —1I,,, avec I, la
matrice identité d’ordre n, et By € R™ ™ est la matrice tridiagonale définie par

La matrice Ag est donc pentadiagonale par points (i. e. avec tous les éléments non nuls
regroupés sur cing diagonales), et tridiagonale par blocs, lorsque la numérotation est celle
indiquée ci-dessus : ligne par ligne (j croissant), et i croissant au sein d’une ligne.

Récapitulons. Si on note avec un seul indice les composantes de u, ¢’est-a-dire (ur)i1<r<n,
on a les correspondances :

i=I—-1) modn+1

j= (- 1)/n) +1 (2.23)

composante ; = ;,; <= I=i+(j—1)nou {

I'=81; (i,j) = (9,9)

L — 1 =34;(,7) = (7,4)

1=18; (i,5) = (9,2)

I=1;G,5) = (1,1)

FIGURE 2.5 — Les deux numérotations : I € {1,--- ,81} et i,5 € {1,---,9}

Nous allons maintenant étudier les propriétés de la matrice As. Nous allons d’abord
établir qu’elle est monotone, puis qu’elle est symétrique définie-positive, comme Aj.

Théoréme 2.19 La matrice Ay des systéemes linéaires et est monotone.

Démonstration : Soit donc v € RY tel que Ayv > 0. Composante par composante (avec
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le double indigage ; ), ceci signifie

4v11 —vo1 —v12 >0 (2.24)

4vp1 — Vp-11 — U2 = (2.25)

4v1p — V11 — V20 > (2.26)

4pn — Unn—1 — Vn-1,n > (2.27)

4vi1 — vi—1,1 — Vig1,1 — V2 = 0 2<i<n-1 (2.28)

dv1j — V151 — V2 — V1 j+1 = 2<ji<n-1 (2.29)

4pj — Vnj—1 — Un—1j — Unj+1l = 2<j<n-1 (2.30)

4vi p — Vin—1 — Vi—1;n — Vitln = 2<i<n-1 (2.31)

4v; j — Vi j—1 — Vi—15 — Vit1,j — Vij+1 = 2<i4,j<n-—1 (2.32)

Ci-dessus, on a isolé des lignes de la matrice Ay correspondant respectivement

1. En @20-@2) -

aux coins de la grille, d’indices (i, 7) parmi {(1, 1), (n,1),(1,n),(n,n)}.
2. En (@228)-@3]) -

au bord de la grille, coins exclus, d’indices (i,7) avec i € {1,n} ou (exclusif) j €
{1,n}.
3. En (2.32) :

aux points internes de la grille, d’indices (i, j) avec i,5 € {2,--- ,n — 1}.
Soit maintenant v,,;, = min; ; v; ;. On veut prouver que v,,;, > 0, pour pouvoir conclure

grace a la proposition 2.5 Comme la grille comprend des points aux coins, sur le bord
(coins exclus) et intérieurs, on traite les trois cas correspondants.

1. Si vpp correspond & un coin (par exemple Up,in = v1,1), (2.24) fournit I'inégalité

2Umin > (V2.1 — Umin) + (V1,2 — Umin) > 0.

2. Si vy correspond & un point du bord différent d’un coin (par exemple vy = v; 1,

i€{2,---,n—1} donné), fournit I'inégalité
Umin > (Vi—1,1 — Umin) + (Vi+1,1 — Umin) + (Vi2 — Vmin) > 0.
3. Si Vmin correspond a un point intérieur, fournit I'inégalité
(Vmin — Vij—1) + (Vmin — vi-1,4) + (Vmin — Vi+1,5) + (Vmin — vij+1) > 0.

Pour conclure dans le cas 3., il faut se ramener aux cas 1. ou 2. Or, d’aprés la
définition de vy, chacun des quatre termes entre parenthéses est négatif ou nul.
Il sont donc tous nuls, c¢’est-a-dire

Umin = Vi j—1 = Vi—1j = Vi+1,j = Vi j+1-

Comme dans le cas 1D (cf. la preuve de la proposition , on peut raisonner par
récurrence (sur ¢ et sur j), pour trouver finalement que Vij = Umin en tous les
points, coins exceptés. Mais ceci est suffisant pour conclure, car les points du bord
(hors coins) sont compris, et le cas 2. s’applique.
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o

Pour établir le caractére défini-positif de Ay, nous allons reprendre I’écriture par blocs nxn

de celle-ci (2.22)).

Proposition 2.20 La matrice As du systéme linéaire est symétrique définie-positive.

Démonstration : Pour commencer, la matrice As est symétrique par construction.
On forme, pour v € RN, h2(Aqv,v) :

B, -1,
*In Bl *In V.1 V.1
B2 (Agv,v) = e
-1, By -I, V.p V.
_In IB31
= (Blv.J — 7).72,1).71)” + Z (—1).7]'_1 + IB%lv.J — U~,j+17U~,j)n
2<j<n—1
+(_’U-,n71 + Blv-,nav-,n)n
= Z (IB%lv‘J, U.J)n —2 Z (’U.J‘, U',j—i-l)n
1<j<n 1<j<n—1
= ) Clugli+PA (A0 50n) =2 D (05,0541)n
1<j<n 1<j<n—1
= oalz +llonlla +5> > (Ao e+ D>, vy —vnll
1<j<n 1<j<n—1
Ci-dessus, on a noté (-,-), le produit scalaire usuel de R", et || - ||,, la norme associée.

Comme A; est définie-positive, on en déduit immédiatement que h?(Agv,v) est positif ou
nul, puisque c’est une somme de termes positifs. Si on suppose que h?(Asv,v) = 0, on
trouve Zl<j<n(A1U-,ij-,j)n = 0, ce qui implique v.; = 0 pour 1 < j < n, soit finalement
v=0. o

Malheureusement, on ne peut pas aller plus loin, c’est-a-dire estimer la précision de ’approxi-
mation obtenue grace au schéma & cing points, en continuant & suivre la méthode pour le
cas 1D(E[). Cependant, a ’aide d’autres techniques relativement lourdes & mettre en ceuvre
(cf. [13]), on peut malgré tout prouver le

Théoréme 2.21 Lorsque la solution u est de classe C*([0,1])%), Uerreur est telle que
O3u Du
lelloe < Ch*(CuathCys), avec Cy3 =max |  sup 153@ )l sup Jog (@ y)] ],
(zy)el0,1]2 O (zy)el0,1]2 9Y
ot C est une constante qui est indépendante de u et de h.

Bref, "tout est bien qui finit bien" (librement traduit de [35]...).

9. En effet, si f =1, quelle est la solution du probléme (2.17)), quelle est sa régularité ?



42

Notons au passage que comme Ag est symétrique définie-positive, on peut utiliser, pour
résoudre (2.21), la méthode de Cholesky (chapitre [f]), ou bien les méthodes de Jacobi ou
de Gauss-Seidel, puisque Ay est tridiagonale par blocs n x n (chapitre @

Pour conclure cette section, considérons un probléme 2D plus général, & savoir la diffu-
sion neutronique (ou Laplacien généralisé), posé dans le domaine D' =|ay, bi[x]az, ba][. On
doit alors calculer la solution de

—div(kgradu) + qu = f sur D', u=gsur 9D’ (2.33)

Ci-dessus, k et ¢ sont des coefficients qui peuvent dépendre de (z,y). Notons que

—div(kgradu) = _8(1 (k §Z> — (;; (k g;) . (2.34)

On peut donc utiliser une approximation du type de celle de la proposition 2.13 en z, puis
en y. Pour cela, on introduit

l‘i:a1+ih1,0§i§n1, yj:a2+jh2,0§j§n2,

avec hg = (bg — aq)/(ng+ 1), d = 1,2 les pas de discrétisation. Dans la suite, on introduit
les nombres (u; j)o<i<ni+1,0<j<ns+1, qui sont les valeurs approchées de la solution u aux
points (2, Y;j)o<i<ni+1,0<j<ns+1, €t on note (fi;)1<i<ni,1<j<n, les valeurs f;; = f(2i,y;),
resp. (¢i,j)1<i<ni,1<j<no les valeurs ¢; ; = q(z;,y;), pour les points (z;,y;) intérieurs a D’.
On utilise une approximation 1D pour chacun des deux termes de . Sous réserve de
régularité suffisante, on trouve tout d’abord, pour y; fixé,

Q

0 ou 1
~ %2 <k 895) (zi,95) h%< — k(xi—1/2,y5)u(zi-1,95)
+(k(xi—1/2,Y5) + k(Tig1/2,y5))u(i, y5)
_k(xi+l/2ayj)u($i+layj)) ;
et, pour z; fixé
0 ou 1
_éTy <k‘ 8y> (a:,-,yj) ~ h%( - kj($iayj—1/2)u($ivyj*1)
+(k(i, Yj—1/2) + k@i, yj41/2))u(i, y5)
(i, gy 41/2)u(i, yy41) )

Ci-dessus on a noté x; /9 = x; + %hl, 0<i<mnietyjipp=y;+ %hg, 0 <j<mny On
introduit finalement

{ Kiv1/25 = k(Tip1/2,95), 0 <i<my, 1 <j <o,
kijr1/2 = k(@i yjp1/2), 1 <i<np,0 <5 <na.
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Comme précédemment, on approche le probléme (2.33) en deux temps. Tout d’abord aux
points (intérieurs) de D’ :

1
ﬁ( — ki—1y2,jui-1j + (ki—12,5 + kig1/2,5)wij — ki+1/2,jui+1,j)
1

1
+h§( — ki j_1yotig—1 + (Kij—1/2 + ki ji1/2)ui — ki,j+1/2ui,j+1>

+ijui; = fij, 1<i<m,1<j<ns. (2.35)
Puis aux points sur 9D’ :
uij = 9(xiy;),  (6,5) € {0,m+1}x{0,-- ,ng+1}3U{0, -+ ,n1+1} x{0,n2+1}. (2.36)

Du point de vue algorithmique, on retrouve la structure de la figure [2:4] ¢’est donc bien un
schéma a cing points. Les valeurs sur la frontiére étant connues ([2.36)), il reste a calculer
les N = ning valeurs (u; j)1<i<n,1<j<n,. On peut exprimer ([2.35)-(2.36|) sous la forme d'un
systéme linéaire équivalent dont les inconnues sont ces N valeurs. On choisit de regrouper
les inconnues (u; j)1<i<n,1<j<n, Par blocs de ny Valeursm en opérant l'identification u. j =
(uij)1<i<n,. Chaque bloc u.; appartient a R™ :
1,5
U. j = eR™, 1< 7 < na.
u’le,j
On a donc ng blocs. On procéde de méme pour les (fi7j)i7j, en introduisant f.; € R",
1 < j < ng. Ensuite, on pose
Uu. 1 f-,l
u= : eRN et f= : e RY.
u',TLQ f',TLQ
Il reste & définir le vecteur g € RY regroupant les valeurs sur la frontiére 9D’. On introduit
(9i,j)1<i<n;,1<j<n, avec
1 1 ~
gi,; = ,7%/91/2,3‘ 9(a1,95), Gnij = ,T%kn1+l/2,j g(bi,yj), 1<j < no,
1 1 ~
9i1 = pzkiay 9(xi,a2),  Giny, = 73 Kins 4172 g(xi,b2), 1<i<mny,

gi; =20 sinon.

On regroupe les inconnues (g; j)1<i<n;,1<j<n, par blocs de n; valeurs, comme pour (u; ;)
et (fi;), c’est-a-dire qu’on introduit g. ; € R™ pour 1 < j < ng, puis

g'7n2

10. On pourrait choisir de les regrouper par blocs de ng valeurs :
Usi,1
s, = : e R™, 1<i<n, etc

Ui,ng
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Le systéme ([2.35)-(2.36]) peut finalement étre écrit sous la forme vectorielle équivalente
hu=f+g, avec Ay =Ky + Qy € RV (2.37)

Il reste & préciser la structure des matrices Ko et Q2. La matrice Q2 est diagonale, et en
particulier on peut I’écrire par blocs (eux-mémes diagonaux par points) selon

Q11
Q2 = Q],] 5 QJ,J S Rnlxnl, 1 S ] S no. (238)
Qns,no
Pour 1 < j < ng, Qj; agit de u. j vers (f +g).;, et on a
ql?j
Q5 = Qi

qn17j
Si 'on s’intéresse a la structure interne de Ko, on vérifie facilement que ’on peut écrire

Kii Kipg

Ko = Kjj-1 Kjj  Kjjn , Ky €R™M, 1<, 5 <np. (2.39)

Kﬂz ;n2—1 an ,n2

En effet, si on examine , le bloc w. ; est lié uniquement aux blocs u. ;1 (sij > 2) et
w.j+1 (81 j < ng —1). En d’autres termes, Ky est bien tridiagonale par blocs.

Il reste a détailler la structure des blocs K; ;. Pour 1 < j < mg, un bloc diagonal K;; €
R™>*™ agit de u.; vers (f + g).j, et par inspection on trouve que c’est une matrice
tridiagonale et symétrique par points, avec :

(Kjpj)ii—1 = *h% ki—1/2,5 2 <1< nyq,
(Kyg)ii = h%(ki—l/w +kir1/24) + ;%g(ki,j—l/z +kijr12) 1<i<ni,
(Kjj)ii+1 = —h% k?z'+1/2,j 1<1<ny—1.

Pour les blocs non-diagonaux, on note que K; ;1 € R™*™ agit de w. j_1 vers (f + g). ;
pour 2 < j < ny, alors que K; ;1 € R™*™ agit de u. j4+1 vers (f+g).j pour 1 < j <no—1.
En outre, on vérifie facilementE que tous ces blocs sont des matrices diagonales, avec :
(Kjj—1)ii = —% kij—12 1<i<m,
(Kjj+1)ii = —m= kijrr2 1 <i<my.
2 /

11. (Kj,j—1)s,: correspond au terme d’indice j — 1 dans le schéma a cing points, resp. (K, j+1)i,; au terme
d’indice j + 1.
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En particulier, comme toutes ces matrices sont diagonales, on a les relations K; ;11 =
(Kj414)T pour 1 < j < ng — 1. Conclusion, la matrice Ky est symétrique. On aurait pu
retrouver ce résultat en raisonnant directement sur la structure pentadiagonale par points
de KQ !

Remarque 2.22 Si ['on revient sur les blocs diagonaux K; ; € R™*™  on remarque qu’ils
possédent la méme structure que les matrices Ky des différences finies 1D, ot kip(x) =
k(x,y;) pour x parcourant Jai,bi[, avec des contributions diagonales supplémentaires, du
type hi%(ki,j—l/z + kijr1/2) pour 1 <i<my.

Par construction, les matrices Ky et A} sont tridiagonales par blocs, pentadiagonales par
points, et symétriques. Pour obtenir plus de propriétés, et notamment que A}, est inversible,
nous supposons que les coefficients du modéle sont de méme signe constant :

dko >0, Y(z,y) € D, k(z,y) > ko; Y(x,y) € D, q(x,y) > 0. (2.40)

Proposition 2.23 Sous [’hypothése , les matrices Ko et Al sont monotones.

Démonstration : Laissée en exercice. Il suffit de reprendre la démonstration du théo-
réme avec le double indicage ; ;. o

Proposition 2.24 Sous l’hypothése , les matrices Ko et Al sont définies-positives.

Démonstration : Laissée en exercice. L’idée est de s’appuyer sur la structure tridiagonale
par blocs de Kg, et d’utiliser le fait que ses blocs diagonaux K;; pour 1 < j < no sont
(symétriques) définis-positifs d’aprés la remarque o

Par conséquent, on a le résultat suivant.

Corollaire 2.25 Sous l’hypothése , la matrice Ab est inversible.

Exercice 2.3 Etablir un principe de positivité pour lapprozimation de la diffusion
neutronique.

2.4 Probléme tridimensionnels, ou multi-dimensionnels

Dans cette section, on propose une méthode de calcul numérique du potentiel électrosta-
tique, toujours basée sur les différences finies, sous la forme d’un exercice. Précisons tout
d’abord le modéle. Dans R?, on considére une cavité cubique, C' =]0, 1[3, dans laquelle on
a fait le vide. On suppose qu’elle est entourée d’un conducteur parfait, et que le potentiel
électrostatique, sur sa frontiére OC', est nul. Enfin, on place des charges dans la cavité.
On rappelle que si p est la densité de charge et €y la permittivité électrique, le potentiel
électrostatique u généré par les charges dans la cavité est solution de I’équation dite de
Coulomb, qui s’écrit

— Asgu = P sur C, wu=0surdC. (2.41)
€0
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Exercice 2.4 Suggérer une généralisation de ’approche du probléeme 2D au cas 3D, pour
résoudre le probléme du potentiel électrostatique .
1. Quel sera a priori le nombre de points du schéma aux différences finies, dans ce cas ? Le
construire, en le justifiant.
2. Examiner en détail les propriétés de la matrice Ag ainsi obtenue. Etablir successivement
que :

- A3 est monotone;

- A3z est symétrique ;

- A3 est définie-positive.
3. En déduire un principe de positivité discret associé a Asj.

Nous proposons pour finir les exercices ci-dessous.

Exercice 2.5 Suggérer une généralisation au cas de la diffusion neutronique en 8D, c’est-
a-dire la résolution de

—div(kgradu) + qu = f sur C', u=g sur 0C’, (2.42)
posé dans C' =]ay, b1[x]az, ba[x]as, bs].

Exercice 2.6 Suggérer une généralisation au cas d-dimensionnel (d > 4), pour résoudre
le probleme ci-dessous, posé dans Qg =)0, 1[¢ :

2
—Agqu=f sur Qq, w=gsurdQy, oulAg= Z 0 . (2.43)

1. Quel sera a priori le nombre de points du schéma auz différences finies, dans ce cas ? Le
construire, en le justifiant.
2. Examiner en détail les propriétés de la matrice Ay ainsi obtenue. FEtablir successivement
que :

- Ay est monotone;

- Ay est symétrique ;

- Ay est définie-positive.
(On pourra raisonner par récurrence.)
3. En déduire un principe de positivité discret associé a Ag.

2.5 Problémes dépendant du temps

Dans cette section, nous considérons tout d’abord un probléme instationnaire 1D, a
savoir celui de la corde vibrante, fixée en ses deux extrémités. On souhaite calculer nu-
mériquement les déplacements verticaux, a partir d’une position initiale connue (a ¢ = 0),
jusqu’a un instant final 7' > 0. Si on suppose que la corde est de longueur L, on a vu que
u vérifie

2 2
gtg — 0225; =0 pour z €]0, L[ et t €]0,T7, (2.44)
u(0,t) = u(L,t) = 0 pour t €]0,T7, (2.45)
ou

t a(x, 0) = u!(z) pour z €0, L|. (2.46)

u(z,0) = u(x) e
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La solution dépend de deux variables, I'une spatiale x, et I’autre temporelle ¢, et ’équation
met en jeu deux dérivées partielles secondes, I'une par rapport a z, et 'autre par
rapport a t. Il est donc naturel de considérer une approximation par différences finies, pour
chacune des deux dérivées. Par ailleurs, la seconde condition initiale comprend une dérivée
premiére par rapport au temps, que nous allons également approcher par différences finies.
Enfin, pour avoir accés aux valeurs en (x,t) € {(0,0),(L,0),(0,7),(L,T)}, nous allons
supposer que d’une part est valable pour ¢t = T, et d’autre part que la premiére
partie de est valable en 2 = 0 et en z = L, avec u°(0) = u°(L) = 0.

Dans la suite, on introduit un pas de discrétisation spatial, & savoir h, = L/(n,+1), et un
pas de discrétisation temporel a priori différent, hy = T'/(n;+1). L’intervalle [0, L] est donc
découpé en ng+1 intervalles, et [0, T'] est découpé en n;+1 intervalles. Pour bien différencier
les discrétisations en espace et en temps, on note les valeurs approchées de la solution u
aux "points" d’abscisse x; = ih, et d’ordonnée t,, = mh; par (u]")o<i<n,+1,0<m<ni+1. On
arrive donc aux approximations :

o2 Ml gym g ml

et~ T i<, TS m S, (247)
t

0?2 w™, — 2u 4y

T;;(xi,tm) vl 1 <i<ng, L<m <, (2.48)
xX

ou ul — 2?0 )

E(a:i,O) R~ ’TZ, 1 <i<ng. (2.49)

A partir de 14, il est aisé de construire I’ensemble des équations vérifiées par les incon-
nues (u")o<i<n,+1,0<m<n;+1. Commencons par l’approximation de (2.44) aux "points"
intérieurs de discrétisation (z,tm)1<i<n,,1<m<n,, ¢est-a-dire dans ’ouvert ]0, L[x]0,T.

Ainsi, on trouve :

m+1 m m—1 m m m
wt 2wt U U 2w wh

hi h3

=0,1<i<ng 1<m<n. (2.50)

Les conditions aux limites (2.45)) permettent de déterminer les valeurs extrémales en espace,
c’est-a-dire pour 7 = 0 et i« = n, + 1, ce qui correspond aux extrémités du domaine de
calcul spatial g = 0 et z,,4+1 = L. Par identification, on en déduit

ug' = Uy 1 =0, 1 <m <ng + 1. (2.51)

Enfin, les deux conditions initiales permettent de calculer les valeurs approchées aux deux
premiers instant, a savoir en ¢y et ¢;, par I'intermédiaire de

ud = u’(x), 0<i<ng+1, (2.52)
L0
Ui — % _ N z), 1< < ng. (2.53)

hy
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Si on regroupe (2.5012.53)), on aboutit aprés réorganisation a

m=20 :
0_ ,0(,. 1< <
{ Zf) = Zo(wz),_pgur Stsne (2.54)
m=1 :
ul = u®(x;) + byt (), pour 1 <i <n, (2.55)
UG = Uy, 41 =0 | |
Pour m=1,--- ,n
m+1 C2h‘? m m m m m—1 '
i = T%(U,H_l - 2ul + ui—l) + 2u’b - ui ) pour 1 S v S N (256)
upg =ty =0

Que constate-t-on ?

Tout d’abord, on calcule les valeurs de la solution approchée en incrémentant en temps,
en commencant par I'instant ¢ty = 0, en poursuivant par ti, puis to, ---, jusqu’a l'instant
final t,,41 = T'. La valeur finale est bien une inconnue du probléme, comme suggéré par la
remarque [L.6| sur la solution exacte.

Par ailleurs, si on s’intéresse a la dépendance entre les données, on constate que ulmH deé-
pend de (uj])i-1<i <i+1 et de u;-"fl. Ces valeurs dépendent elles-mémes de (ugil)i72§i2§i+2,
de (u;71%2)i,1§i19+1 et de u;n*:g, et ainsi de suite... Le schéma ci-dessous résume la situa-
tion, ol 'on a représenté le coHne de dépendance discret de la solution calculée.

tn+1
tm
tn-1

X X-1 X X1
FIGURE 2.6 — Cone de dépendance discret

D’un point de vue algorithmique, il est intéressant d’introduire la suite de vecteurs
(v"™)o<m<n,+1 de R™ | contenant les approximations spatiales successives sur |0, L[, calcu-
lées a l'aide de c (™) = ult, pour 1 < i < ny, et 0 <m < ng+ 1. Comme dans
le cas statique, il n’est pas nécessaire de stocker explicitement les valeurs aux extrémités
x =0 et x = L, qui sont connues a tout instant. On peut alors réécrire sous la forme
vectorielle équivalente, pour 1 < m < ny :

v = (2L, + (che)* AT — 0™ AL = Lo | ERTO

(2.57)
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De cette fagon, on retrouve bien une forme vectorielle de type 1D, semblable a la formu-
lation vectorielle statique 1D ([2.5)). Par contre, on obtient un schéma explicite, au sens
ot il n’est pas nécessaire de résoudre un systéme linéaire pour déterminer la solution ap-
prochée. Enfin, les matrices A; et A} différent par un coefficient multiplicatif...

Dans la suite, nous n’étudions pas dans les détails la convergence de la solution discréte
(notée wugpp) vers la solution exacte u. Nous nous contentons, pour fixer les idées, d’une
définition, avec une mesure de Uerreur par 'intermédiaire d’une norme abstraite (|| - ||.)

Définition 2.26 Un schéma est dit convergent pour la norme || - || si, et seulement si,
pour toute donnée initiale (u®,u'), on a la propriété

| wapp — ul| = 0, lorsque hy, hy — 0,
le rapport hy/h, étant fizé.

NB. Dans la définition ci-dessus, on remarque que les pas de discrétisation h, et h; sont
liés entre eux.

Cette étude de la convergence repose usuellement (cf. [2]) sur deux ingrédients : la
consistance, et la stabilité du schéma. Nous allons uniquement évoquer la notion de
stabilité, & I'aide d’un calcul simple. Si on suppose que le domaine spatial est égal a R,
alors on peut vérifier que la solution exacte est de la forme

(@, ) = %(uo(x—i—ct)+u0(:r—ct))+%(v1(x+ct)—Ul(ac—ct)), vl(t):/o Wl (s)ds. (2.58)

Remarque 2.27 La vitesse de propagation de l’information, associée a , est égale
a +c. Les ondes se propagent donc a la vitesse ¢ (en module) sur la corde. Cette propriété
reste valable pour les problemes hyperboliques en dimension 2 ou 8 d’espace (cas 2D, 3D
instationnaires hyperboliques.)

En particulier, la valeur de u au "point" (z,t) dépend de

— la valeur de w° en z + ¢t ;

— la valeur de v! en z + ct, c’est-a-dire la valeur de u! sur [z — ct,x + ct].
On peut donc, a l'instar du cas discret, définir le cone de dépendance de la solution
exacte.

Si maintenant on revient & la question de la stabilité, il est clair qu'une condition
nécessaire de stabilité du schéma est que le cone de dépendance discret contienne suffisam-
ment d’informations : en d’autres termes, il doit contenir le cone de convergence associé a
la solution exacte !

Sil’on compare les pentes, & savoir hy/h, pour le schéma discret et 1/¢ pour la solution
exacte, la condition nécessaire de stabilité du schéma explicite se résume a

chy < hyg. (2.59)



u(x,t)

X X—ct X+ct

FIGURE 2.7 — Coéne de dépendance

0 ,tn) O ,tn)

/
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X X% ~Cly

FIGURE 2.8 — Stabilité ou instabilité

On parle habituellement de condition CFL, pour Courant, Lax et Friedrichs.

X +Cly

Il est possible (cf. [2]) de prouver que la condition CFL est en fait une condition
nécessaire et suffisante de stabilité du schéma explicite. Pour s’affranchir d’une condition de
stabilité, on peut introduire des schémas implicites, c’est-a-dire que I'on va déterminer
(uZm'H)i en résolvant un systeme linéaire dont la solution n’est plus explicite contrairement

a ([2.56). Pour cela, on réécrit 'équation (2.48)) sous la forme suivante :

1 1 1
82u( ) u?fl' — 2u§n+ + u:ri"l'
—(x ~

2 (3] m 2
Ox h2

Ainsi, a la place de I’équation(2.50)), on obtient :

,1§Z§7’LI, 1§m§nt,

m+1 m m—1 m+1 _ o, m+1 m+1
U, —2u" +u, 2 (e 2u; + u;

h2 h2

T

=0, 1<i<ng, 1<m<n,.

(2.60)

(2.61)
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Le calcul de (u["1); est alors effectué en résolvant le systéme linéaire suivant :

m=20 :
0 — 49z <i<
u6 = uo(:zz),_pour 1<i<ng ; (2.62)
Uy =Up 1 =0
m=1:
ul = u®(x;) + hput(x;), pour 1 <i<n, (2.63)
ug =y, 11 =0 7 .
Pour m=1,--- ,ns et pour 1 <i < n,
272 272
c“h c’h
1422t )yt - Lyl oty = o — gl
<m—: hngn—i_l % h% ( i+1 + i—1 ) 7 [ . (264)

De la méme facon que dans le cas du schéma explicite , en utilisant la suite de
vecteurs (v™)o<m<n,+1, O peut réécrire sous la forme wvectorielle équivalente, pour
1<m<ng:

(I, + (chy)?Ap)o™ Tt = 29™ — ™1, (2.65)

Ainsi, dans le cas implicite, pour évaluer la solution v™*!, il faut résoudre un systéme
linéaire, alors que dans le cas explicite, la calcul de v,,+1 est direct. Cependant, dans le
cas implicite, le pas en temps h; peut étre choisi indépendamment du pas en espace h.
Notons pour finir que la matrice I,,, + (chy)?A; est, comme la matrice A, tridiagonale,
mais elle est de plus & diagonale strictement dominante (voir la définition : on peut,
par exemple, utiliser la méthode de Jacobi ou de Gauss-Seidel par points (voir le et
le pour résoudre le systéme (voir la proposition .

Bien siir, ce type d’approximation & ’aide des différences finies, résultant en des sché-
mas explicites ou implicites, est utilisable a priori pour les problémes instationnaires 2D
et 3D, hyperboliques ou paraboliques, présentés au chapitre

Pour conclure cette section, nous abordons briévement la discrétisation des problémes
aux valeurs propres, puis celle des problémes stationnaires. Reprenons le cas de la mem-
brane élastique Q5 =0, 1[2.

Le probléme aux valeurs propres s’écrit : trouver les couples modes propreslﬂ - valeurs
propres (z,y) — ug(x,y) et A > 0 tels que

— A Aguy, = Mpuy sur Qo,  ug = 0 sur 9. (2.66)

(Ci-dessus, k est un entier naturel non nul par convention.)
Une fois le pas de discrétisation h fixé (h = 1/(n+1), N = n?), on en déduit ’approximation
par différences finies : trouver les couples modes propres discrets - valeurs propres discrétes
u € RV et )\ tels que

CzAgul = /\l'LLl. (2.67)

Comme Ay est définie-positive (proposition [2.20)), on en déduit immédiatement que toute
valeur propre discréte A; est strictement positive. En effet :

Nllwll3 = N(w,w) = A (Asuy,w) > 0.

12. On rappelle qu'un mode propre n’est pas identiquement nul.
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Des méthodes de calcul des valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice sont présen-
tées au chapitre[8] Ceci répond a la question de la résolution du probléme discret. Comment
peut-on vérifier que celui-ci est une bonne approximation du probléme initial 7 La question
étant complexe, nous nous contentons de mettre en avant la problématique associée... Les
valeurs propres discrétes étant en nombre fini d’aprés un résultat classique (proposition
, il est clair qu’on ne peut espérer approcher tous les couples (ug, Ax)ken, pour h (et
donc N) fixés! Néanmoins, le nombre de modes propres discrets croit comme N, et tend
bien vers l'infini lorsque h — 0... Ensuite, concernant la convergence des modes discrets
vers les modes du probléme initial, nous sommes confrontés & deux difficultés : identifier
vers quel mode propre une suite de modes propres discrets (indexée par N) converge, et
s’assurer qu’a la limite N — +o00, on atteint tous les modes propres.

Nous finissons par les problémes stationnaires du type (pour v > 0 donné) : trouver
(,y) = u(z,y) tel que

— V2 — PAou =g sur Qy, u =0 sur ONy. (2.68)

Le pas h étant fixé (h = 1/(n+1), N = n?), l'approximation par différences finies consiste
en le systéme linéaire

Ao yu =u, avec Ay, = Ahy — VP, (2.69)

On retrouve la un systéme linéaire a résoudre, dont la matrice Ay, est symétrique. Mal-
heureusement, lorsque v est suffisamment grand, cette matrice n’est plus défnie-positive.
Il est donc nécessaire d’utiliser une méthode de type factorisation de Gauss (chapitre [5)),
pour laquelle des problémes de stabilité numérique peuvent se produirent. Quant a la ques-
tion de la convergence, elle est également complexe, étant étroitement reliée a celle de la
convergence du probléme aux valeurs propres.



Chapitre 3

La méthode des éléments finis

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une seconde méthode de discrétisation numérique,
plus flexible que la méthode des différences finies car elle permet de considérer des domaines
de calculs dont la géométrie est moins contrainte (non-tensorielle). En outre, on peut mener
a bien l'analyse numérique de la méthode, c’est-a-dire estimer l'erreur entre la solution
exacte et la solution calculée, en fonction de certains parameétres. On suppose que le lecteur
est familier avec les notions d’espaces de Hilbert et les formulations variationnelles (voir
I’Annexe , ainsi qu’avec celles des espaces de Lebesgue LP et la théorie des distributions.
Comme précédemment, le but est de calculer des approximations des solutions d’EDP
statiques. Nous considérons la diffusion neutronique (ou Laplacien généralisé), posé dans
un domaine © de R%, pour d = 1,2, 3. Le but est de calculer la solution de

—div(kgradu) + qu = f sur Q, w =0 sur 9. (3.1)

Ci-dessus, k et ¢ sont des coefficients qui peuvent dépendre de la variable spatiale. En
outre, on peut également considérer une condition aux limites de Dirichlet non-homogéne,
ou de Neumann ou Robin.

On renvoie a 1’Annexe@ pour la notion de domaine de R?, ainsi que sur les diverses pro-
priétées lides aux espaces fonctionnels définis sur Q, et notamment H1(Q), H}(Q), L?(Q)
et H(div, §2). Ici et dans la suite, on note en gras les espaces fonctionnels dont les éléments
sont a valeurs vectorielles.

Concernant les coefficients k et g, on les choisit a priori dans L*°(2), et on fait les hypo-
theéses suivantes :

{ Fkmin, kmaz > 0 tels que ki < k(x) < ks p-p- tout @ € Q, (3.2)
A¢min, Gmaz > 0 tels que gmin < ¢(x) < Gmaa p-p- tout € Q. ’
On considére une donnée :

fer*q). (3.3)

Enfin, on cherche une solution u d’énergie finie sur §2, & savoir

/(|u|2 + | grad u|?)dx < oco.
Q
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3.2 Formulations variationnelles, existence de solutions

Par hypothése, une solution u de d’énergie finie est telle que u € H} (). Dans la
suite, nous proposons deux approches pour résoudre et prouver 'existence d’une solu-
tion dans H& (€2), ces deux approches conduisant & des techniques de résolution numériques
différentes, mais complémentaires.

3.2.1 Probléme a une inconnue

On rappelle qu’on a la formule d’intégration par parties suivante

Yo € HY(Q), Vq € H(div,Q), /(gradv - q +vdivq)dx = 0. (3.4)
Q
Pour l'utiliser pour le probléme (3.1), on introduit la variable auxiliaire p := —k grad u.

Puisque & € L>®() et gradu € L?(Q), on a p € L?(Q). En outre, puisque la donnée
f e L), onaaussidivp = f —qu € L?(Q) et ainsi p € H(div,Q). A partir de 14, on
choisit v € H}(Q), et on remarque que si u € H}(Q) est solution du probléme , on
adivp+qu— f =0 dans L?(Q), et en prenant le produit scalaire par v dans L?(f2), on
obtient :

Yo e HY(Q), 0 = /Q(divp—f—qu—f)vdas
LD-P- /Q (—p-gradv+quv — fv)de
= /Q(/cgradu-gradv—l—quv—fv)dac
On en déduit donc que si u € Hg () est solution de , alors u est également solution
de la formulation variationnelle ci-dessous :

Trouver u € H () tel que

Vo € HY (), / (kgradu - gradv + quv) dx = / fvdex. (3.5)
Q Q

Exercice 3.1 FEn raisonnant au sens des distributions, montrer que si u est solution de

, alors u est solution de d’énergie finie.

A partir de 14, on se concentre sur la résolution de la formulation variationnelle (3.5 sous
les hypothéses (3.2]). On remarque qu’elle peut s’écrire sous la forme abstraite (C.3)), avec
V = H}(Q) muni de la normelﬂ |- |71, la forme bilinéaire a; définie sur V- x V' :

(v,w) — / (kgradv - grad w 4+ qow) d, (3.6)
Q

etfeV’:
v /va dx. (3.7)

13. On rappelle que [[v] 1) = ([0]22(q) + | grad vllZagq))/ = ([, (j0]* + | grad o] )de)"/>.
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Le fait que £ est une forme continue sur H}(f2) est une conséquence de l'inégalité de
Cauchy-Schwarz dans L?(Q). En effet, soit v € HE(Q), on a :

[(£,0)] = ‘/vad:c = |(f,0) 2| < Iflz@lvllze) < Ifllz@llolla @),

<1 (£, )]
= p
vert@\foy 1011 @)

< || fllz2(0)-
Ainsi, on a bien £ € (HZ(Q))', et de plus ”f”(HS(Q))’ <N fllz2e)-
De la méme fagon, on prouve que la forme a; est continue sur H{(Q) x HE(Q). Soient

v,w € HE(Q), on a :

a1 (v, w)| =

/ (kgradv - grad w + qvw) dx
Q

< /k:gradv-gradwdw + /qvwdw
Q Q
< k:max/ |grad v - grad w| dx + qmax/ lvw| de
Q Q
< kmaz || grad ||z )l grad wllre () + @ma ||Vl 220 lwll L2(0)
< max(kmaz, Gmaz) (|| grad vllyz o)l grad w2y + vl 2@ llwl L2 @)
<

max(Kkmaz, gmaz) ||U||H1(Q)”w||H1(Q)~

Pour aboutir & la derniére inégalité, on a simplement utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz
dans R? : pour tous (x1,v1), (z2,%2) € R?, on a z1z9 + y1ye < (27 + y)/2(23 + 43)V/2.
Ainsi,
a1 (v,w
sup | ( )| < max(kmaxv Qmax)-
vawert@\(o} 1V a @ llwllm o)

On veut maintenant utiliser le formalisme du

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses , la formulation variationnelle est bien po-
sée. En particulier

3C >0, Vf € L*(Q), I solution de tel que ||ull g1 < C || fllr2(0)-

Démonstration : Pour pouvoir appliquer le théoréme de Lax-Milgram, il faut démontrer
la coercivité de la forme aq, ce que l'on fait grace a l'inégalité de Poincaré (théoréme [D.2)).
En effet, on a, pour v € H}() :

a(v,v) = /(k]gradv|2+q|v\2)dm
Q

> kmm/ ]gradv\zdw—i-qmm/ Mde
Q Q

14+ C3%
1+C%

AV

bmin | grad vl[Ea ) = kmin s || gradvle )

kmin

(lgrad vl[fz(q) + [vl72iq) = T+ (3 101121 -

kmin

1+ C%

v
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Ci-dessus, Cp > 0 est la constante apparaissant dans l'inégalité de Poincaré. Ainsi, la
forme a; est coercive (voir la définition avec une constante de coercivité égale a
a = kmin(l + 0123)71 > 0. On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram, et en
conclure que la formulation variationnelle est bien posée, et qu’en particulier pour
toute donnée f € L?(Q), il existe une solution et une seule u € HE(Q2) de ou de ,
qui dépend contintiment de £ € (H}(Q2))" (et £ est telle que £l 1)y < I fllL2())- Plus
directement, en prenant v = u dans la formulation variationnelle , on trouve que

1+ 02\ "?
ull g0y < < P) 1 fllz2(0)-

kmin
o
3.2.2 Probléme i deux inconnues
On choisit ici de conserver explicitement la variable auxiliaire p = —k grad u introduite

précédemment. En d’autres termes, on s’intéresse aussi au gradient de v (multiplié par k).
Comme on cherche des solutions v d’énergie finie, on a p € L2(f2) ; et, puisque la donnée f
appartient a L?(Q), on a p € H(div, Q). On réécrit donc le probléme de départ avec
une solution d’énergie finie sous la forme

{ Trouver u € H}(Q), p € H(div, Q) tels que

divp+qu=fet k'p+gradu =0 sur Q. (3.8)

Pour résoudre ce probléme & deux inconnues, nous supposons que la borne inférieure g,
dans (3.2)) est strictement positive :

{ Fkmin, kmaz > 0 tels que kpin < k() < kg p-p- tout & € Q, (3.9)

A¢min, Gmaz > 0 tels que gmin < ¢(x) < Gmaa p-p- tout x € Q.

Pour construire une formulation variationnelle équivalente, nous procédons en deux étapes
(il y a maintenant deux équations a prendre en compte). Tout d’abord, on choisit g €
H(div, Q), et on effectue le produit scalaire dans L?(£2) de la seconde équation de .
Puisque (u, q) appartient a HJ () x H(div,{2), on peut intégrer par parties, cf. . On
a donc :

Vg € H(div,Q2), 0= /(k_lp +gradu) - qdzx LRP- /(k_lp -q —udivq)de.
Q Q

A T'issue de cette intégration par parties, on remarque qu’il suffit maintenant que u appar-
tienne & L?(£2) pour donner un sens & la derniére intégrale. Le fait que u € H(2) et que la
trace de u s’annule sur 0f2 est contenu dans 1’égalité variationnelle ci-dessus, valable pour
toute fonction-test g dans H(div, ). par exemple, si on choisit ¢ € D(€2), on retrouve sans
peine que grad u = —k~!'p au sens des distributions dans Q, et donc que v € H'(Q2). Pour
retrouver la condition aux limites homogeéne, il faut utiliser la surjectivité de ’application
trace normale, voir le théoréme [D.3]

On cherche dorénavant une solution (u,p) € L*(2) x H(div, Q).

Pour prendre en compte la premiére équation de , on utilise simplement 1’égalité va-
riationnelle équivalente :

Vo € L*(Q), 0:/(divp+qu—f)vda:.
Q
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Par soustraction des égalités variationnelles, on en conclut que si (u,p) est solution de
(3.8), alors (u,p) est solution de la formulation variationnelle ci-dessous :

Trouver (u,p) € L?(2) x H(div, Q) tel que
Y(v,q) € L*() x H(div,Q),

(3.10)
(—k_lp-q—i—udivq—l—vdivp—i—quv)da::/fvda:.
Q

Q

Comme on I'a vu, si (u, p) est solution de (3.10)), alors (u,p) est solution de (3.8).

Sous la forme abstraite , on se place dans l'espace produit V = L%(Q) x H(div, Q)
muni de la norme produit ||(v, q)|ly = (||v\|%2(9) + Hq”%{(div,ﬂ))l/z’ avec la forme bilinéaire
définie sur V x V :

as : ((v,q),(w,r))&—)/ (—k_lq-r+vdivr+wdivq+qvw) dx, (3.11)
Q

et £ eV : (v,q) = [, fvde.

La continuité de la forme £ est immédiate, avec ||£[|y» < [|f[|12(q)- En outre, on peut vérifier
sans peine que la forme a9 est continue sur ¥V x V. Qu’en est-il de la coercivité de la forme
as? Omn a :

a2((0,9),(0,9)) = = Jo k7" |gl*dm <0 si g #0,
az((v,0), (v,0)) = [, glv|*dx >0 siv#0.

D’apres la Remarque [C.7, comme la forme as n’a pas de signe, elle n’est donc pas coer-
cive!? En conséquence, il faut appliquer le théorie de Banach-Necas-Babuska pour établir
le caractére bien posé de (3.10)).

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses (3.9), la formulation variationnelle est bien
posée. En particulier

3C >0, Vf € L*(), 3\(u, p) solution de tel que ||ul|2(q)+IPllEC@v.2) < ClIfllz2@)-

Démonstration : On remarque tout d’abord que la forme as est symétrique, puisque

V(U, Q), (w7 ’I“) € V? a2((v7 q)v (w,r)) = a2((w7 T)? (1), Q))

On peut donc utiliser le Corollaire [C.12] pour conclure : il reste a établir une condition de
stabilité (C.7)) que nous rappelons ici :

|a2((v, q), (w, 7))]

Ja’ >0, V(v,q) €V,  sup >a'[|(v, q)|lv.
wmenoy  llw,r)v

Pour tout (v,q) € V non-nul (c’est évident pour (0,0)!), on doit donc trouver un repré-
sentant (w*, r*) permettant de vérifier cette condition.
On commence par le cas ot divg =0. On a :

az((v, q), (w*, r*)) = / (=k'q - r* +vdive* + guw*) de.
0
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On remarque que si on choisit 7* = —gq, le premier terme de l'intégrale est strictement
positif, et le second est nul :

a2((v7 Q), (w*7 _Q)) = /Q (k71|Q|2 + Q’U’LU*) dx.

Ensuite, choisir w* = v donne
aal(v.0), (0. ~a)) = [ (7 laf* + qlof) da.
Avec ce choix, on a || (", 7)lly = (0] + Il )2 = (0, @)lv, et de plus

a(va) @) = [ (7P + alof) da

> (kmax)l/ ‘Q|2 dx + Qmin/ ‘vyzda:
Q Q
> min((kmaw)il’(bnin) ”(MQ)H%}
= min((kmaz) " dmin) (v, @)y [[(w", 7%) [y,
a v,q),\w,r . —
= sup | 2(( ) ( ))| > mln((kmaz) 17Qmin) H(UuQ)HV-
wmengoy I,y
Poursuivons par le cas général (div q # 0 est possible), en choisissant a priori r* = —q :

oa((0,). (0 ~a)) = [ (K Mlgl + (" o) divg + guu) da.
Cette fois, on choisit w* = A\(v + ¢~ 1 div q), avec A & déterminerlﬂ :

az((v,q), A(v+q ' divg), —q)) = /Q (k7g|* + (2 = Dvdivg + A g | divg|* + A g |v]?) d.

Prendre \ = %, ie. w* = %(v + ¢ 1div q), permet d’éliminer le terme croisé :
cal(0) (o -+ diva),—a)) = [ (kg 4 G divaP + Galol) da
On en déduit que
aa((0,0): (0 1) = min((Fae) 5 ) ) [ (1 + [ dival? + (o) da
> min((kynae) ™2 (dar) ™ o) (0. @) -
Pour conclure la démonstration, il reste a majorer ||(w*,r*)||y par ||(v, q)|ly. On obtient :
I e = 5t o diva)Fa) + lale + | divalZe

1 1 _ .
< 5”””%2(9) +llalfagq) + 1+ §(Qmin) )l div 172,
1 _ .
< (1 5 (Gmin) %) (HUHi%m +[lgllf2(q) + | div QH%2(Q)) :

_— 1 -
= [l )y < 1+ 5(gmin) )2 (v, @) v

14. Le choix de la "correction" ¢~ ' div g provient de la premiére équation de (3.8, ou 'on voit que le
champ scalaire u est homogéne a ¢~ ' div p...
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Et finalement, on a dans le cas général

) %Qmm)

sup |a2((v,q), (’LU,T’))| > min((kmllz)ia %(Qmax)
(w,r)eV\{0} H (wv ’l")”v N (1 + %(Qmin)72)1/2
qui est la condition de stabilité cherchée. La formulation variationnelle (3.10|) est bien posée,

et en particulier ||(u,p)|ly dépend continiment de ||f|y» (la donnée). Comme ||f[,» <
| £l z2(q), on a bien la conclusion cherchée, si on se souvient que :

1, @)y,

1/2
HU||L2(Q) + HPHH(div,Q) < V2 (HUH%?(Q) + HPH%-I(div,Q)) = \/§H(U,P)||v-

O

Plutot que de démontrer la condition de stabilité (ou condition inf-sup) de la forme as,
on peut passer par la théorie de la T-coercivité, voir le théoréme La démarche est
trés similaire a celle proposée précédemment. Pour tout (v,q) € V \ {(0,0)}, on cherche
(w*, r*) dépendant linéairement de (v, q) et tel que

az((v, @), (w*, ")) = al|(v. @)II3,

avec a > 0 indépendant de (v,q). A partir de la, on peut choisir T € £(V) défini par
T((v,q)) = (w*,r*). Dans notre cas, on choisit donc

T((v,4)) = (3(v + 4~ diva), ~) (312)

et o = min((kmaz) ™Y 3 (Gmaz) ™1 3@min)- Et on sait que |[|T]|| < (143 (gmin) ") /2. D’aprés
la définition la forme ag est T-coercive. Le théoréme s’applique, et on a établi
le théoréme [3.2] par ce biais.

3.3 Discrétisation par éléments finis

Apreés la méthode des différences finies, nous introduisons une seconde méthode de
discrétisation numeérique, basée sur l'approximation des formulations variationnelles, et
appelée méthode des éléments finis. On obtient ainsi une nouvelle catégorie de sché-
mas numériques de discrétisation. La premiére différence par rapport a la méthode des
différences finies est qu’on n’approche plus les EDP plus les conditions aux limites, mais
une forme variationnelle équivalente. En outre, on peut considérer des domaines de forme
plus générale lorsqu’on utilise la méthode des éléments finis.

Pour commencer, nous la présentons pour le probléme & une inconnue, posé dans des do-
maines ) polygonauz (d = 2) ou polyédriques (d = 3). Plus précisément, I’approximation
que nous choisissons est de type conforme, ou Galerkin, cf. §C.4.2] c’est-a-dire que les es-
paces discrets (V3)p que nous construisons sont des sous-espaces vectoriels de dimension
finie de ’espace V.

Nous poursuivons ensuite par une étude similaire pour le probléme & deux inconnues, tou-
jours posé des domaines € polygonauz (d = 2) ou polyédriques (d = 3), en choisissant
encore une approximation de type conforme : cette fois les espaces discrets (V) que nous
construisons sont des sous-espaces vectoriels de dimension finie de ’espace V.

Dans les deux cas, le paramétre positif h est destiné a tendre vers 0, et limy,_,o dim(V}) =
+o00, respectivement limy,_,o dim(Vy,) = +00.
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3.3.1 Probléme a une inconnue

On suppose que 'on dispose d’une famille (V) de sous-espaces vectoriels de dimension
finie de V' = Hg(€2). On munit les sous-espaces Vj, de la norme || - ||y = || - || g1 (-

Soit h donné. Dans l'espace V), correspondant, la formulation variationnelle dis-

créte associée a (3.5)) est :

{ Trouver uy, € Vj, tel que

3.13
Yo € Vy, al(uh,vh) = <f,’uh>, ( )

ot la forme bilinéaire a; est donnée par (3.6, et la forme linéaire f est donnée par (3.7)).

Remarque 3.3 Comme on cherche la solution discréte uy, dans Vi, C HE(Q), celle-ci est
définie presque partout, ce qui constitue une autre différence par rapport a la méthode des
différences finies, ot la solution exacte n’est approchée qu’aux points de discrétisation.

Comme la solution discréte uy dépend linéairement de la donnée f, on peut réexprimer
(13.13)) sous la forme d’un systéme linéaire équivalentlﬂ.

Lemme 3.4 Soit (pj)i<j<n une base de l’espace vectoriel Vj,. Résoudre la formulation
variationnelle discrete est équivalent & résoudre le systéme linéaire posé dans RN :

Trouwver X € RV tel que
{ AX — F , (3.14)
avec
et l'on a la correspondance
N
Up = ZX]‘QD]‘. (316)
j=1

Remarque 3.5 Sauf exception, on omet la dépendance de N, A, X et F' par rapport a h.

Démonstration : Soit uj, résolvant (3.13) : on note (X;)i<j<n ses composantes dans la
base (¢j)i1<j<n. On choisit v, = ¢; dans la formulation variationnelle (3.13)), ce qui nous
donne avec la définition (3.16]) du vecteur X, et la définition (3.15) de A et F' :

N

N N
. (13.13))
Vi, Y AiX; = Xaips ) =Y X 0) = (£,01) = F,
j=1 j=1 j=1

c’est-a~dire le systéme linéaire (3.14]), écrit ligne par ligne.
Réciproquement, a partir de X une solution de (3.14]), on définit u; selon (3.16)), et on

15. En régle générale, on écrira les matrices issues de la discrétisation par éléments finis en caractéres
ombrés majuscules.
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choisit v = Zf\i 1 Yip; un élément quelconque de V. On trouve

N

N N N
ai(un,on) = a| D Xjps» Yipi | =Y Vi | D Xjai(e) i)
7j=1 i=1 i=1 7=1

N
DB S (S
N
Sy, F-ZY £,01) = ( ZYM—fvh>

=1

@
Il
—

o

Dans la suite, on suppose qu'une base (¢;)i<j<n de Vj, est donnée, et que A et F sont
définis par . Notons en passant qu’on a établi (voir la démonstration de la réciproque)
une égalité fondamentale reliant les fonctions discrétes aux vecteurs de R les représentant
dans cette base (¢j)i1<j<n :

N

N
Von =Y Yo, Y=Y Zip;,  ar(vp,wy) = (AY, Z). (3.17)
j=1 j=1

Proposition 3.6 La matrice A est symétrique par construction. Sous les hypothéses ,
elle est en outre définie-positive.

Démonstration : La matrice A est symétrique, puisque la forme aq 'est. Sous les hypo-
theses (3.2)), la forme a; est coercive, et on en déduit que,

vy e RV \ {0}, (AY)Y) ay(vp,vp) > 0.
<o

D’aprés la proposition la matrice A est inversible, et le systéme linéaire admet
une solution X et une seule. On en déduit finalement que la formulation variationnelle
discréte admet une solution uy et une seule.

Pour comparer cette solution discréte a la solution exacte w, on utilise le lemme de Céa
(cf. théoréeme [C.20). On trouve dans notre cas :

max(kmax , Qmaac)

[ = unl 1 () (1+Cp) inf lu—vallgq), (3.18)
v EVh

kmin
ou Cp est la constante qui apparait dans I'inégalité de Poincaré. En particulier, 'erreur
|lu—unll g1 (q) et infy,ev, [[u—vnll g1 (o) sont du méme ordre (cf. remarque |C.21)). En outre,
comme Vj, est un sous-espace vectoriel fermé de H'(Q), on a inf,, cy, ||u — vl Q) =
miny, ev;, [[u — vnll 1) = ||u — Puullg1(q), oit Py est la projection orthogonale de H'(Q2)
sur Vj,.
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On laisse maintenant h varier. On dispose donc des solutions approchées (up)p. D’aprés
le théoréme[C.23] pour que lerreur tende vers 0 quand h tend vers 0, il suffit d’avoir la pro-
priété d’approximabilité minimale . On réécrit ci-dessous le résultat de convergence
pour le probléme & une inconnue.

Théoréme 3.7 Sous les hypothéses et st la propriété d’approximabilité minimale
est vraie pour (Vi) dans HY(Q), alors Uerreur tend vers 0 quand h tend vers 0 :

%IL%HU—U}LHHl(Q) =0. (3.19)

Concernant la qualité des solutions approchées (uy,)p, on introduit habituellement la notion
de vitesse de convergence.

Définition 3.8 Les solutions approchées (uyp,)p convergent vers u a l'ordre aey, > 0 si, et
seulement si,
ICep > 0, Vf, Vh, |lu — upllg1(q) < Ceo K™ || f]|- (3.20)

Comment définir les espaces discrets (V4,), pour le probléme & une inconnue? Une idée
naturelle consiste & construire un espace d’approximation & partir de fonctions continues,
et affines par morceaux. En effet, les fonctions globalement continues, et réguliéres par
morceaux, appartiennent & H'(Q) [TI]. Il faut enfin imposer une condition de trace nulle
sur 9Q pour définir des fonctions de HE (). Afin de construire de tels espaces, on suppose
maintenant que 'on résout le probléme posé dans un domaine 2 polygonal (si d = 2),
ou polyédrique (si d = 3). On choisit un maillage de €2, ici une partition en simplexes
fermés, c’est-a-dire des triangles fermés pour d = 2 et des tétraédres fermés pour d = 3,
Q = Uy <4< Ty, qui vérifie les propriétés suivantes :

int(Ty) # 0 pour tout ¢ ;
int(Ty) Nint(Ty,) =0 si £ #m ;
toute facette d’un simplexe est :
soit facette d’un autre simplexe, soit incluse dans 0f).

(3.21)

Par définition, pour d = 2, une facette est une aréte du bord du triangle et, pour d = 3,
une facette est une face du bord du tétraédre. Il y a donc d + 1 facettes par simplexe.
On appelle (M;);—; ny+ I'ensemble de tous les sommets du maillage, numérotés de sorte
que (M;)j=1,n est 'ensemble des sommets intérieurs, et (M;),;—n41 n+ est ensemble des
sommets situés sur la frontiére. On appelle pas du maillage le nombre strictement positif
h = maxj<¢<r, hy o1, pour chaque ¢, hy est le diameétre du plus petit cercle contenant 7. On
note également, pour chaque ¢, py le diameétre du plus grand cercle inclus dans Ty. Enfin,
on appelle T, le maillage obtenu. Dans la suite, on s’appuie sur une famille de maillages
(Tr)n pour construire les espaces discrets (V).

Remarque 3.9 Pour que h tende vers 0, on doit construire des partitions telles que le dia-
metre mazimal des simplexes tende vers 0. Ceci implique en particulier que maxi<y<r, |Ty|
tende vers 0, et donc que le nombre de simplezes tende vers +oo.

On raisonne pour une partition, et donc pour un maillage, donnés : Q = Ui<e<r.Ty. On
peut maintenant définir V},, sous-espace vectoriel de H& (Q) de dimension finie, en deux
temps. On introduit, pour k € N,

Pu(T) :={q € P(T) : d°(q) < k).
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Lorsque k = 1, on peut également utiliser la définition équivalente
P(T):={qe P(T) : 3a€ Py(T),3be (Py(T))? Yz €T, qlx) =a+b-x}.
On définit, pour k € N\ {0}, l'espace discret
Vite i ={vn € C°(Q) = VI, vy, € Pr(Ty)}-

On parle['°| d’élement fini de Lagrange d’ordre k. Par construction, Vh+k c HY(Q).
Ensuite, on définit, pour k € N\ {0}, 'espace discret

Vik = {vn € Vil © wnjoq = 0} (3.22)

Par construction, Vj , C H&(Q) Dans la suite, on se concentre sur le cas k = 1, et on pose
Vi, = Vi 1. Les résultats obtenus ci-dessous se généralisent sans peine au cas k > 2 [I1].
Pour construire une base de V}, on choisit une famille de NV fonctions (w;)1<j<n :

Vi, wj € Vi, et wj(M;) = 6;; pour 1 <i <N,

ol 0;; est le symbole de Kronecker, c’est-a-dire que 6;; = 1 si i = j, et §;; = 0si ¢ # j.
On appelle (w;);=1,n les fonctions "chapeau".

Exercice 3.2 Montrer que si la deuxiéeme ou la troisieéme propriété est violée, alors
on peut toujours trouver un sommet M; pour lequel il n'existe pas de fonction "chapeau”
associée.

La propriété fondamentale de ces fonctions "chapeau" est que leur support est local, ce qui
a une grande importance lorsqu’on construit la matrice A représentant la forme a; dans
cette base.

Proposition 3.10 On suppose les propriétés vérifiées. Alors
supp(w;) = Uy 1.q. myer,Te  pour 1 <i < N.

Démonstration : Soit un indice ¢ donné. Considérons un simplexe Ty. Deux cas peuvent
se présenter :

— soit M; & Ty, et alors w; s’annule aux d + 1 sommets de Ty ; comme w;|T, est affine
dans le simplexe et que les d + 1 sommets ne sont pas alignés (c’est la premiére
propriété ), on en déduit que w;r, =0 ;

— soit M; € Ty, et alors w; vaut 1 en M;, et s’annule aux d autres sommets de T} ;
si on note a la facette contenant ces autres sommets, on en déduit que w;(x) # 0
pour x € Ty \ a puisque wj7, est affine dans le simplexe.

Le résultat suit. o

Remarque 3.11 Soit w; un fonction "chapeau”. Si on reprend la démonstration ci-dessus
(2¢me item), on note que, pour tout simplexe Ty tel que M; € Ty, la restriction wi|T,
coincide avec la coordonnée barycentrique associée au sommet M; dans Ty. En effet, par
définition, les d + 1 coordonnées barycentriques (A?Z)i:17d+1 dans Ty sont affines, valent 1
en un sommet, et 0 en tous les autres.

16. Lorsque k£ = 0, 'espace discret VthO est réduit a I’ensemble des fonctions constantes sur €.
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Ensuite, on prouve que ces fonctions engendrent 1'espace discret Vj,.

Proposition 3.12 On suppose les propriétés vérifiées. Alors la famille (wj)i1<j<n
constitue une base de V. De plus, on a l'identité :

Vop, € Vi, op(x) = Z vp(M;)w;(z) pour tout x € (L. (3.23)
j=1,N

Démonstration : Montrons que la famille (w;)i<j<n est libre. Soit (a;)j=1.n € RY telle
que > ;4 yajw; = 0. On a donc ),y yajw;(x) = 0 pour tout = € Q. On choisit
x = M,;, pour i =1, N, ce qui donne

0= Z Q; w](MZ) = Q4.

j=1,N

Montrons maintenant que la famille (w;)1<j<n est génératrice.

On remarque que si cette famille est génératrice, alors pour tout vy, € V}, il existe (o) j—1,n €
RN tels que vj, = > j—1,N @j wj. Sion choisit & = M;, pour i = 1, N, on trouve vy (M;) =
a;, et ainsi on a nécessairement v, = 3, y vp(M;) w; (c’est-a-dire @[))

Ainsi pour prouver que (wj)lgjg N est génératrice, pour tout v, € Vj, on doit prouver
que vp — >y y vh(Mj) wj = 0. Comme les fonctions sont continues sur {2, ceci revient a
prouver que pour tout simplexe Ty, on a vp(z) — >_,_1 vy vn(M;) wj(x) = 0 pour tout x
dans Tj. Par construction, (vn, — >_;_1 n vn(M;) w;)z, est affine, et de plus elle s’annule
aux d + 1 sommets du simplexe qui sont non-alignés d’aprés la premiére propriété :
elle est donc nulle sur 7;. Comme le résultat est valable pour tout simplexe, on a bien
Vp = D j—1.n Vn(Mj) wj = 0 sur Q. o

Les fonctions discrétes vy, € V), sont donc caractérisées par les valeurs (vj,(M;))j=1,n. On
appelle 'application vy, — (v (M;))j=1,n les degrés de liberté.

On retient dorénavant (w;),;—1,ny comme base de V},. Grace a la proposition on peut
estimer le nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ay, noté nnz(Ay). Nous proposons des
estimations "optimales" lorsque d = 2. Si d = 3, on peut obtenir des résultats similaires,
voir la remarque [3.16| ci-apres.

Proposition 3.13 On suppose les propriétés vérifices et que Q C R2. Alors le
nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ay, € RNv*Nn est asymptotiquement au plus de
Uordre de TNy, :

nnz(Ap)

VA, N,

< 1.
Remarque 3.14 En d’autres termes, la matrice Ay, associée posséde, en moyenne, moins
de 7 éléments non-nuls par ligne. Pour rappel, en 2D et pour tout h, les matrices type Al

issues de la discrétisation par différences finies, voir , possédent au plus 5 éléments
non-nuls par ligne.

Démonstration : On introduit AT le nombre d’arétes du maillage : on décompose AT en
A+ Ay, ot Ay est le nombre d’arétes situées sur la frontiére. Pour rappel,ilya Nt = N+N,
sommets, avec N sommets situés sur la frontiére. Si on compte les arétes frontiére et les
sommets frontiére, on trouve A, = Np. Ensuite, on note A;n; le nombre d’arétes dont
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aucune extrémité n’est située sur la frontiére. Si on fait I'hypothése (raisonnable) que de
chaque sommet situé sur la frontiére, il part au moins une aréte vers l'intérieur, on a
Aint < A — Np. Et enfin, il y a L triangles.

Pour 1 <4, < N,on a:

A;; = / (kgrad w; - grad w; + q wjw;) de
Q

= Z / (k: grad wj|T, - grad wir, + qwj|TewZ-|TZ) dx
int(Ty)

o (3.24)

- 2 / (k grad w;|, - grad wig, + qwjr,wir,) d,
¢=1,L t.q. M;,M;eT, ” "t(Te)

ol on a utilisé la proposition [3.10] pour la derniére égalité. En effet, si M; ¢ Ty ou si
M; & Ty, I'intégrale sur int(Ty) est nulle. Ainsi, pour avoir A;; # 0, il est nécessaire que
M; = Mj, ou que [M;, M;] soit un coté d'un des triangles (Ty)1<¢<r. Il y a N occurences
du premier cas, et 2A4;,; occurences du second cas. On a donc :

nnz(A) < N+ 2A;.

Pour obtenir une borne qui ne dépende que de N, on doit maintenant borner A par N.
Pour simplifier, on fait I’hypothése que le domaine €2 est sans trous. Alors, si on décompte
les arétes, on trouve tout d’abord que :

3L =24+ A

Ensuite, si on compte les angles aux sommets, et si on se souvient que la somme des angles
aux sommets d’un polygone a n cotés est égale a (n — 2)m, on trouve :

L=2N+ N, —2.
Ainsi, 2A = 6N + 2N, — 6, et donc
2Aint = 24404 —2A + 6N + 2Ny — 6 = 6N + 2(Ajpe + Np — A) — 6 < 6N,

et on en conclut que

nnz(A) < 7TN.

On en déduit le résultat annoncé. o

Remarque 3.15 Plus généralement, on peut prouver que cette propriété est valable quel
que soit Uordre k > 0 de ’élément fini de Lagrange [11). Si on note Ny i la dimension de
Vg, et Ap i € RNwkXNuk o matrice associée & la forme a1 dans une base "bien choisie”,

alors : A
nnz(Ap k) <Cp

3C; > 0, Vh, <
Nh
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Exercice 3.3 On peut également résoudre numériquement le probléme , o0 on a rem-
placé la condition aux limites de Dirichlet par une condition aux limites de type Neumann
ou Robin. Dans ce cas, si on utilise un élément fini de Lagrange d’ordre 1, on se place dans
Vh+ = Vh—i,_l' La matrice A}, correspondante appartient alors a ]RN:XN:, ol N; = dim(V,j').
Pour d = 2, montrer que l'on a nnz(A}) < N,f + 245", ou A; est le nombre d’arétes du
maillage ; en utilisant les bornes établies dans la proposition[3.13, en conclure que :

nnz(A})

Vh,
Ny

<.

Remarque 3.16 Lorsque d = 3, on peut arriver & des estimations similaires, afin de
garantir un nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ay, croissant linéairement par rapport
a sa dimension. Pour cela, on a besoin d’une relation supplémentaire de dénombrement,
puisque la somme des angles solides au sommet d’un tétraedre n’est pas constante. Elle
s’obtient sous réserve que la famille de maillages soit réguliere (voir ci-apres)
cette condition fournit une borne uniforme (indépendante de h) sur le nombre maximal de
tétraedres auzrquels un sommet peut appartenir, cf. [11] pour les détails.

Pour établir la propriété d’approximabilité minimale 7 on choisit V. = D(2) comme
sous-espace dense de V = H&(Q) Pour cela, on utilise un opérateur d’interpolation
7 » Vi — Vj et le passage a 1'élément fini de référence (voir par exemple [I1], §2.3] pour
les calculs détaillés).

La démarche est la suivante. Pour v4 € V., on écrit tout d’abord :

1/2
vy — Thvsl| Q) = (Z (v )1, — (ﬂhv+)|TgH§{1(T4)> :
7

Puis on estime, pour chaque £, I'écart ||(v4 )7, — (7av+ )1, |51 (7,)- Pour cela, on passe de
Ty au simplexe de référence, voir (3.29)) ci-aprés ; on utilise les propriétés d’approximabilité
de l'opérateur d’interpolation sur ce simplexe, en utilisant une mesure dans un espace de
I’échelle de Sobolev (HHB)BZO (ces propriétés ne dépendent donc pas du simplexe Ty) ; et
enfin on revient au simplexe Ty.

Pour obtenir une estimation exploitable, on se place dans la situation ot

3o > 0, Vh, VL, he < opy. (3.25)

On dit que la famille de maillages (7), est réguliére.

Donnons quelques détails. On choisit I'opérateur d’interpolation de Scott-Zhang [18] §1.6.2],
utilisable pour tout élément de H'(€), et donc en particulier pour tout élément de HE ().
Si pour chaque T}, on note St, I'union des simplexes ayant une intersection non-vide avec
Ty, on obtient, tous calculs faits, une estimation du type

3C >0, VB € (0,1], Yh, VI; € Ty,

3.26
||(U+)‘T[ - (WhUJr)\TL;HHl(TZ) < Chf |(U+)|ST£ |H1+5(ST(Z)' ( )
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Remarque 3.17 Lorsque  €]1/2,1] et puisque d < 3, on sait d’aprés les injections de
Sobolev que H'FA(2) c C°(Q) (voir par exemple [3, Chapitre 2]) et on peut "simplifier"
lestimation en se servant de l'opérateur "classique” d’interpolation de Lagrange.
Dans ce cas, on peut remplacer a droite |(U+)|STZ |H1+[3(S’TZ) par [(v) 1, | a+s(n,) -

Pour conclure que ’hypothése d’approximabilité minimale est vérifiée, il reste a
sommer sur tous les simplexes. Mais, dans ’estimation 7 la contribution sur
un simplexe 7”7 donné apparait plusieurs fois a droite, puisque par définition ce simplexe
est inclus dans tous les St, tels que 7" N Ty # 0.

Lorsque d = 3, on peut vérifier que 'hypothése de régularité de la famille de maillages
implique que la valeur minimale (prise sur tous les simplexes de tous les maillages) des
angles solides aux sommets des simplexes est strictement positive, et de méme pour la
valeur minimale des angles diédriques aux arétes des simplexes. Et, lorsque d = 2, la
valeur minimale (prise sur tous les triangles de tous les maillages) des angles aux sommets
est strictement positive. Ceci implique & son tour que

3Cheq > 0, Vh, V¢, max card({T"t.q.T C S1,}) < Creg, (3.27)
=

c’est-a-dire que le nombre d’occurences de T” est uniformément borné.
Par sommation sur tous les simplexes de 7}, on trouve donc que

1/2
lvy — 7Th'U+”H1(Q) < (Z CQh%B |(U+)|ST£ |12L[1+B(STZ)>
¢

IN

{Pour tout £, hy < h}

1/2
Ch’ (Z | (v+)|STe ﬁ;uﬁ(sn))

14

1/2
{Au plus Cyq occurences} < CCpegh” (Z |(U+)|T£’?{1+B(T[)> .
¢

Si on a choisi § € {0,1}, on a (E£|(U+)|Te|12ql+ﬁ(n))l/2 = [vi|gr+s(q). Pour B €0,1],
d’apres la propriété de sous-additivité des semi-normes | - |1+ (cf. [3, Chapitre 2]), on
a (>, |(U+)|Te|iﬂ+ﬂ(n))l/2 < [vi|g1+8(q)- Dans tous les cas, on en conclut que

Yoy € Vi, oy — mhvgllme) < CCregh” [ug|ivs(q), (3.28)

et finalement (C.26]) est vérifiée. En conclusion, l'erreur |lu — uy, || H1(0) tend vers 0 quand
h tend vers 0, cf. (3.19

Remarque 3.18 La propriété se généralise sans difficulté auz éléments de C™ (),
avec des opérateurs a valeurs dans (Vhfk)h. D’apres la densité de C*°(Q) dans H'(Q) et
dans L?(Q), cf. Anneze@ on dispose d’une propriété d’approrimabilité permettant
d’approcher tout élement de H(SY) ; et on dispose également d’une propriété similaire pour
tout élement de L*(Q) (puisque ||Jvs — T+ r2(0) < v+ — mhv+l g1 ))-

Nous donnons quelques précisions ci-dessous, concernant le passage a 1’élément fini de
référence, on note habituellement T le simplexe de référence dont :
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— (cas d = 2) les sommets ont pour coordonnées (0,0), (0,1) et (1,0) dans le répére
de référence (0,2,9) ;
— (cas d = 3) les sommets ont pour coordonnées (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0) et (1,0,0)
dans le répére de référence (0, 2,9, 2).
On passe du simplexe T aun simplexe Ty donné & l'aide d’une transformation affine

F, - { g: 3}: Ay by avec Ay € R inversible, et by € RY. (3.29)

Bien siir, on a la transformation affine inverse F[l de T; dans T:%= Azlac —Aglbg. Dans
la suite, le passage a ’élément fini de référence est équivalent & ces correspondances entre
el et xy € Ty. Puisque les transformations sont affines, les formules de changement de
variables s’écrivent pour toute fonction w € L'(T}), w € L'(T) :

/ w(a:)dcc:/(woFg)(i)|det(Ag)]di;
y) T
/uA;(A)dc?:—/T(woF[l)(:cHdet(Ag)]1dw.

T

(3.30)

On transforme une fonction & valeurs scalaires ¥ définie sur 7' en v & valeurs scalaires
définie sur Ty, et réciproquement, selon :

v="90F; " = v =wvo Fp. (3.31)

On écrit v(z) = (&) pour tout & € Ty (ou tout & € 7). On peut facilement établir les
identités suivantes sur les gradients :

Ve eT, Vo(x)=(AD)"Vo(@); VeeT, Vi(z)=AIVo(z). (3.32)

Pour établir la propriété d’approximabilité uniforme (C.29) et estimer la vitesse de
convergence, on choisit

V ={v€ H}(Q) : div(k grad?) € L*(Q)},

et on utilise le résultat technique ci-dessous (voir [9]), sur la régularité a priori des solu-

tionslﬂ du probléme (3.1)).

Proposition 3.19 On suppose que les coefficients k et q appartiennent a PWH>(Q),
et qu’ils vérifient les hypothéses . Alors il existe Tmax €]0,1], appelé exposant de
régularité, tel que pour tout f € L?*(Q), la solution u € H}(Q) de appartient G
No<rerpn. PH(Q) (rmax < 1), ou PH*(Q) (rmax = 1), avec une dépendance continue.
— St Tmax <1 :
Vr € [0, Tmax[, 30, > 0, Vf € L3(9), HUHPH1+T(Q) <C, ”f”L2(Q) ;
— Sirmax =1
3C1 >0, Vf € LX), |lullprze) < C1 1 fllr2)-
17. Le préfixe P renvoie & une partition P := {Qp}p—1....p de Q : (Qp)p=1,...,p sont des domaines
disjoints, et Q = Up—1,pQ,. Dans ce cas, k € PW"*°(Q) signifie que ko, € Whe(Q,), pour 1 < p < P.
De méme, u € PHHT(Q) signifie que U, € HHT(QP), pour 1 <p < P.
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Définition 3.20 On dit qu’une famille de maillages (Tp)n de 2 est conforme & une parti-
tion (p)1<p<p de 2 si

Vh, V¢, Jp € {1,..., P} tel que T; C €.

Encore une fois par passage a I’élément fini de référence et toujours a I’aide d’un opérateur
d’interpolation appliqué cette fois aux éléments de V', on en déduit le résultat suivant sur
l'ordre de convergence (voir la définition [3.8)).

Théoréme 3.21 (probléme a une inconnue) Sous les hypotheéses de la pmposition
et si la famille de maillage est réguliere et conforme, alors l’ordre de convergence v, est
égal a :

— Qey = Tmax — € pour tout € €]0, max| St Tmax < 1, ou

— Oy =1 81 Tmax = 1.
Qui plus est, la constante C., ne dépend ni de la solution u, ni de la donnée f :

3Ceo >0, Vh, ¥f € LX), |u— unllg (o) < Ceo h™ ||fll12(0)

Démonstration :On choisit 7 €]0, 1] comme a la proposition [3.19] ou le cas = 1 corres-
pond & rmax = 1.
Alors, d’aprés (3.28)) ,|E| on a la premiére estimation

nf lu = vnll 1) < llu = mhullgre) < CR" ulprive(q),

avec C' > 0 indépendante de h et de u. Puis on applique 'estimation de la proposition [3.19

a savoir |ulpgi+rq) < |lullpaier@) < Cr [|fllr2(q)- L'utilisation du lemme de Céa, voir
(3.18), donne finalement le résultat avec ag, = 7. o

3.3.2 Probléme a deux inconnues

On suppose ici que l'on dispose d’une famille (V) de sous-espaces vectoriels de di-
mension finie de V = L?(Q) x H(div, ). Comme V est un espace produit, on choisit une
discrétisation produit, c’est-a-dire de la forme V;, = M}, x @Q;,. On munit les sous-espaces
M, de la norme || - [|2(q), les sous-espaces @), de la norme || - [|g(qiv,0), et enfin les espaces
V, de la norme prodult || Iy

Soit h donné. Dans M), x @, la formulation variationnelle discréte associée a

(B10) st -

Trouver (up,pp,) € My x Q), tel que
3.33
\V/(Uh,Qh) € Mh X Qh) GQ((Uh,ph) Uh,qh / fvh dm ( )

ot la forme bilinéaire ay est définie en ([3.11)). La solution discréte (uy,, py,) est définie presque
partout, comme pour la discrétisation du probléme a une inconnue (cf. remarque . Et
puisqu’elle dépend linéairement de la donnée f, on peut réexprimer sous la forme
d’un systéme linéaire.

18. A laide, lorsque r > 1/2, de la remarque qui permet de découpler les contributions sur les
différents €2,,.
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Lemme 3.22 Soient (¢;)1<j<n, une base de l'espace vectoriel My et (Km)i<m<n, une
base de l’espace vectoriel Q;,. Résoudre la formulation variationnelle discréte est
équivalent & résoudre le systéme linéaire posé dans RN«TNe

(3.34)

Trouver X € RNetNe tel que
AX =F ’

avec

B —M, P 0
Q Q

(Mp)l,m = / k_lk‘"m R dl’, 1 S l,m S Npa
Q

T
. A (Mu B ) € ROVutNp)x(NutNp) - x — <U)7 r_ <Fu> € RNutNp

BlJ :/g;gbjdiv’{’ldm’ 1 SZSNpa 1 S]SN’IIJ
(3.35)

et l'on a la correspondance
Ny Np
up = Z Uj(ﬁj Pn = Z PmK:m. (3.36)
j=1 m=1

Remarque 3.23 Encore une fois et sauf exception, on omet les dépendances en h.

Démonstration : Soit (u, py,) résolvant : on note (X;)1<j<n, les composantes de
uy, dans la base (¢;)1<j<n,, et (Pm)1<j<n, les composantes de p;, dans la base (K, )1<m<n,,
c’est-a-dire (3.36). On choisit (v, q;) = (¢i,0) dans la formulation variationnelle (3.33)),
ce qui nous donne avec la définition des vecteurs U et P, et la définition de
M,, B et F}, :

Nu Np Nu Np
Vi, (Mo)iUj + > (B )i P = > (Mu)i;jUj + > By i Py
j=1 m=1 j=1 m=1

Ny NP
= ZUj/ qb;pidae + Y Pm/ b div K, dz
j=1 Q m=1 Q

Nu NP
— [« Uopoidet [ 0idiv(Y P da
Q i Q m=1
13.33) (.
— / qund; dz + / ¢; div py, da B33 / fosdx = (F,);,
Q Q Q

soit les NV, premiéres lignes de (3.34), M,U + B? P = F,, écrit ligne par ligne.
On choisit ensuite (vp, q;) = (0, k;) dans la formulation variationnelle (3.33)), ce qui nous



donne avec la définition (3.36]) des vecteurs U et P, et la définition (3.35) de M, et B :

Nu NP
VI, > BiUi = > (Mp)im P

J=1 m=1

Ny, Np
:ZUj/¢jdivn,dw+ZPm/—klnm.mdm
= Q el Q
NP
/ ZUJ% d1vmdaz+/ 1 Pukim) - wyde
2 =1 m=1
3:33) (0.

/uhdlvnldm—i—/ -k~ ph nlda: <0 v 0,
Q

soit les N}, derniéres lignes de ((3.34), BU — MpP = 0, écrit ligne par ligne.
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Réciproquement a partir de X une solution de (3.34)), on définit u;, € My, et p;, € Q;, selon
, et on choisit (vp, q;) = (ZZ  Yidi, Zl | le) un élément quelconque de My, x Q.

On trouve successivement :

az((un, pp), (vh,0))

Ny Np Ny Ny,
- /Q (O ¥io) div(S Pran) + (3 Us) (3 Yish) )
i=1 m=1 j=1 i=1

Ny Np Ny
= Y /Q (¢i diV(Z Pukm) +a() chﬁj)@) dz
=1 m=1 j=1

Ny,
-ZY(Z BY)im P, m+z ~):ZYZ~(IBSTP+MUU)i

=1
Ny
B39 - ” _ ‘
ZY ZY/fqbzdm—/Qf(;m)dm | ronda:
az((un, pp), (0,44))
Np Np Ny Np
= /Q ( — k*l(z PmK/m) . (Z QlK/l) + (Z Uj¢j) div(z Ql’ﬂ))dm
m=1 =1 j=1 =1
Np Np Ny
=Y Q / (— Y Pk -k + (Y Usdy) div ml)dac
=1 Q m=1 j=1
Np Np Ny, Np
> Qz( > (M) m P + ZBMUJ-) =3 Qi(-M,P +BU), = 0.
j=1 =1

=1 m=1

On conclut par linéarité par rapport au second argument de as(-,-) :

as((un, Pp)s (h, @n)) = a2((un, pr), (vn, 0)) + az((un, pr), (0,94)) /fvhdm
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c’est-a-dire la formulation variationnelle discréte (3.33]). o

Supposons & partir de maintenant quune base (¢;)1<j<n, de Mj, respectivement une base
(Km)1<m<n, de Qj, sont données. On définit M, B, M, et A, F, et F' a I'aide de (3.35)).

Comme dans le cas du probléme & une inconnue, on vérifie successivement que :

Ny, Ny,
Yoy, = Z Yipj, Yw, = Z Zjdj, / qupwy de = (MY, Z)N,, (3.37)
j=1 J=1 ¢
Np Np
va, = Z QmEm, Vry, = Z Rk, /leqh -rpde = (MpQ, R)n,, (3.38)
m=1 m=1

Nu NP
o =S Y gy = 3 Qutin, /ﬂ ondiva, de = (BY,Q)y,.  (3.39)

j=1 m=1
Bien str, (BY,Q)n, = (BTQ,Y)y,. Enfin, on a

;

m=1

Nu Nu Np Np
vvh = Zifj(ﬁj’ th = Z Zjd)j? \v/qh = Z Qm’@na V’l"h = Z Rm""'my
Jj=1 m=1

Jj=1 =
a2((vn, qp), (WhyT1)) (3.40)

(o) ().,
= (MyY, Z)n, + B'Q, Z)n, + (BY,R)n, — (MpQ, R) n,,.

Pour le probléme & deux inconnues, on sait que la matrice A n’est ni définie-positive, ni
définie-négative. En effet, en reprenant les notations ci-dessus :

(2(0): (g))m% ~ aal(0.0). (0.00) = — [ K fde <05 Q£ 0,

<A (’g) , <§>)Nuwp — as((vn, 0), (4, 0)) = /Qq\vhy%zm S 08 Y £0.

Proposition 3.24 La matrice A est symétrique par construction. Sous les hypothéses
(@, elle est en outre inversible.

Démonstration : Comme la forme as est symétrique, la matrice A ’est aussi.

Ensuite, on propose une méthode qui permet de résoudre directement le systéme pour
U
P

F,
Fp
est solution de (3.34)) si, et seulement si,

M,U +B'P = F, et BU — M,P = Fj,.

€ RNutNp

un second membre F' = € RM«+Np quelconque. Précisément, X =

Or, sous les hypothéses (3.9), M, est inversible car elle est (symétrique) définie-positive.
La résolution précédente est donc équivalente a :

MU +B"P =F, et P =M, (BU — Fp)
= MU +B" (M, (BU — F,)) = F, et P =M, (BU — Fp)
= (My+B"M,'B)U = F, + B"M,"'F, et P =M, (BU — Fp).
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En éliminant P, on construit le complément de Schur, égal ici 4 S, = M,, + BTM;, B,
ce qui permet de résoudre le probléme en U. En effet, sous les hypothéses , M, est
(symétrique) définie-positive, et le complément de Schur S, est lui aussi (symétrique)
définie-positif : il est en particulier inversible. On en conclut qu’on peut déterminer la
solution de en prenant successivement

U =S, "(F,+B"M,'Fp,), puis P =M, (BU — Fp).
La matrice A est donc inversible. o

Remarque 3.25 Pour résoudre le systéme , on peut également raisonner en élimi-
nant U, c’est-a-dire qu’on écrit U = M, 1(F, — BT P), puis on construit Sp, = —(M,, +
BM,, 'BT), et on a cette fois P = S, (Fp — BM,'F,), puis U = M, '(F, — B P).

Il s’ensuit que la formulation variationnelle discréte admet une solution (up,p;,) et
une seule. Pour comparer cette solution discréte a la solution exacte (u,p), on utilise le
premier lemme de Strang, voir le théoréme @ Il faut pour cela que la forme ao soit
uniformément V), x V}, stable au sens de la condition . La difficulté est qu’en général,
on ne peut pas déduire cette condition discréte de la condition de stabilité exacte . En
effet, dans le sup est pris dans Vy,, alors qu’il est pris dans V dans : or pour tout
h, Vy, est strictement inclus dans V. Néanmoins, dans le cas du probléme a deux inconnues,
on peut reproduire au niveau discret la construction de I’élément qui permet d’obtenir la
stabilité exacte, en s’inspirant de la démonstration du théoréme [3.2] "en ajoutant des ".

Théoréme 3.26 Sous les hypothéses (@), et si les espaces discrets (Mp,)y, et (Qp)n vé-
rifient la condition de compatibilité

Vh, Vg, € Q,,, ¢ ' divq, € My, (3.41)

alors la forme ag est uniformément Vi X Vy, stable :

Elg > 07 \V/h, v(vhth) e Vh7 sup |a2((vhaqh)a (Ulh,’l"h))|

> a|[(vn, qp)|lv- (3.42
(whv"'h)th\{O} H(wh’rh)HV ||( h)H ( )

Démonstration : Pour tout (vp,q,) € Vj, non-nul, on doit trouver un représentant
(wj,7r}) € Vi permettant de vérifier la condition (3.42). On choisit 7} = —q, et w} =
%(Uh + ¢~ !divgy,). D’aprés la condition de compatibilité |i on a w; € My. En outre

1 1 .. _ 1 4 . 1
a2((”h,Qh)a(§(Uh+q 1d1V(]h)7_qh)):/Q<k 1|Qh|2+§q 1|011th|2‘|'2CJ|Uh|2) dzx,

et on en déduit que

1
"2

1

as((vn, @), (wj,, 7)) = min((kmaz) ™ 5 (@maz) s 5min) [0, @)1

Comme dans le cas exact, on obtient la majoration

E 1 —
G, i)l = (1 + 5 (dmin) Y2 | (ons @) v,

19. La forme a2 n’étant pas coercive, on ne peut pas utiliser le lemme de Céa.
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et ainsi on a une condition uniforme, valable pour tout h et tout (vp,qy) € Vh,

i -1 1 -1 1 .
Sup ’a2((vh7qh)7 (wharh))’ 2 mln((kmax) - ’ Q(qmaig)l 27 quln)H(Uh,qh)HV-
(wn,rn)EV\{0} | (wn, ) Iy (1 + 5(gmin) %)V

C’est la condition d’uniforme V}, x V}, stabilité (3.42)) avec

mln(( ma:c) 9 %(Qmax)_l) %szn)

( %(%mn) 1/2

Q:

o

Plutét que de démontrer la condition d’uniforme Vj, x Vj, stabilité, on peut passer par la
théorie de la T-coercivité discréte uniforme, voir le théoréeme [C.37 La démarche consiste &
nouveau a transposer la démonstration du cas exact (voir la fin de §3.2.2)) au cadre discret.
Pour tout (vs,qyp,) € Vi \{(0,0)}, on cherche en effet (wj;,r}) € V), dépendant linéairement
de (v, qp,) et tel que

az((vn: qn)s (wh, 74)) = || (vn, @) |34
avec a* > 0 indépendant de h et (vp,qp). A partir de 14, on choisit Ty € £(V},) défini par
Th((vn,qy)) = (wy, r}). De plus, on veut que |||Ty||| < 5* avec f* > 0 indépendant de h (cf.
déﬁnition. L’idée sous-jacente & la T-coercivité discréte est que, si on peut transposer
le cas exact en ajoutant des p, alors la T-coercivité discréte uniforme suit immeédiatement
puisque la définition est indépendante de h! Dans notre cas, la transposition de
donne la définition :

Th (o, @n)) = (= (0n + g~ divgp), —qp).

2
La difficulté est qu’il faut que Tx((vn, qp)) € Vi, ce qui impose des contraintes sur le choix
des espaces (Mp)n et (Qp)n. Or, sous la condition de compatibilité (3.41]), la propriété
T1((vn,qp)) € Vb suit automatiquement : on a donc établi la T-coercivité discréte uniforme.

Pour le probléme & deux inconnues, et sous les hypothéses du théoréme [3.26] on laisse
finalement h wvarier : on sait qu’il existe des solutions approchées (up,py)n. D’aprés le
premier lemme de Strang énoncé au théoréme [C.39] pour que l'erreur tende vers 0 quand
h tend vers 0, il suffit d’avoir la propriété d’approximabilité minimale dans V =
L?(Q) x H(div, Q). On réécrit ci-dessous le résultat de convergence pour le probléme &
deux inconnues.

Théoréme 3.27 Sous les hypotheéses (@), st la condition de compatibilité est
vérifie, et si la propriété d’approximabilité minimale est vraie pour (Vp)p dans
L?(Q) x H(div,), alors lerreur tend vers 0 quand h tend vers 0 :

lim ||u — up |2y + |P — PpllE(div,0) = 0 (3.43)
h—0
En pratique, on va maintenant définir les espaces discrets (Vy,)p, sous la forme V, =
Mj, x Q,,, pour résoudre numériquement le probléme posé dans un domaine €2 polygonal
(d = 2) ou polyédrique (d = 3). Comme pour la résolution du probléme & une inconnue, on
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se base sur des maillages (73); formés de simplexes : Q = Uj<y<p Ty, voir . D’aprés
[4], pour construire un sous-espace My, de L?(€2), il n’y a pas de condition de continuité &
respecter entre deux simplexes partageant une facette, alors qu’il faut imposer la continuité
de la composante normale pour construire un sous—espacem Q;, de H(div, Q). On choisit
I’élément fini de Raviart-Thomas.

On définit tout d’abord, pour k € N,

RT,(T) = {q € (P(T))" : Ja € (P(T))", 3b € P(T),
Ve e T, q(x) = a+ bx}. (3.44)

On note que si ¢ € RT(T), alors on a (g - n),r € Py(al) pour 1 <e<d+1,oun
est la normale unitaire extérieure & T, (al)e—1.... 441 sont les facettes de T', et Py(al) est
I’ensemble des polynémes de degré au plus k définis sur a!.

A partir de 14, on définit Iespace discret :

Qnr = {q, € H(div,Q) : VY, qp, 1, € RTy(T7)}.

Pour construire 'espace discret M}, j, correspondant (c’est-a-dire de degré d’approximation
compatible), on choisit :

Mh,k = {Uh S LQ(Q) . VY, Uh|T, € Pk(Tg)}.

En effet, pour tout q;, € Q) , sa divergence appartient a L?(2) et, en outre, pour tout /,
div g1, € Pi(T0).

On se concentre maintenant sur le cas k = 0 : My, = My, Q) = Qp, ¢, et Vi = My ¥
Qp0- Un élément v, de My étant constant par simplexe, il est caractérisé par les valeurs
(fTZ vp dx)¢=1,1,. On appelle 'application vj, — (sz vp dx)i=1,1, les degrés de liberté de
M}, A partir de la, on peut définir simplement une base de M), de la forme (w;)1<j<r,

Vj, w; € M, et/wjda::(;ij pour 1 <i< L.
T;

Par construction, le support de chaque fonction w; est égal au simplexe T},

Pour les éléments de @Q;,, on remarque qu’il y a a priori d+1 degrés de liberté par simplexe,
puisque dans la définition de I’élément RTo(T') le couple (a, b) parcourt R, Comme en
outre il faut assurer la continuité de la composante normale & la traversée de chaque facette,

on choisit "naturellement" les degrés de liberté ([, r gy, - nlda)e—1 441, ot on a noté nl le

vecteur unitaire normal & la facette a’, et dirigé vers I'extérieur de 7.

Proposition 3.28 Soit T' un simplexe. Tout élément q de RTo(T') est déterminé de fagon
unique par les d + 1 valeurs ([ r qj, - nlda)e=1,441-

On réalise la démonstration lorsque d = 2. Le cas d = 3 est laissé en exercice.

Démonstration : On écrit g(x) = a + bx pour « € T et on veut montrer que (faeT qp
nZda)e:Lg étant données, on peut déterminer a;, a9, b. Sans perte de généralité, on se
place dans le triangle 7' de sommets S1(0,0), Sa(x21,0) et S3(z3,1,x32), avec xg1 # 0 et
x32 # 0. Les arétes sont respectivement :

20. Pour définir Q,,, on s’appuie sur des fonctions discrétes a valeurs vectorielles.



76

— al = [S1, S9), de normale unitaire extérieure n? (0, —1) et incluse dans la droite
d’équation zo2 =0 ;
— ad’ =[S, 93], de normale unitaire extérieure nd (n21,n2,2) et incluse dans la droite
d’équation ng 1 (z1 — x2,1) + ng2xe =0, avec ng 1 # 0 ;
— al = [S3, S1], de normale unitaire extérieure nl (n31,n32) et incluse dans la droite
d’équation n3 121 + ng2xe = 0, avec n3 1 # 0.
A partir de 14, on trouve

T T.
qp, - (¢) = —a, Va € aT ;

T T.
qp - N5 (x) = aing + asng e + bra ng 1, Ve € a; ;

T T
qn - n3(x) = a1nz + aznz2, Va € az.

La premiére équation donne la valeur de as, & savoir

1
ag = — / q - anda.
|al| a{

Ensuite, la troisieme équation détermine la valeur de a;, puisque ng; # 0. Enfin, la
deuxiéme équation détermine la valeur de b, puisque ng 1 # 0. o

A partir de ce résultat local, on en déduit qu'un élément g; de Q;, est caractérisé par
les valeurs (fae qp - Meda)e—y o+, Ol (Ge)1<e<a+ est 'ensemble des facettes du maillage
et, pour chaqué e, on a noté n. un vecteur unitaire normallﬂ a la facette a.. On appelle
I’application q; — (fae qp, - Meda)o—q s+ les degrés de liberté de Q. Qui plus est, on
peut définir une base de @), de la forme (w,,)1<m<a+ :

vm, w,, € Qy, et / W, - Neda = &y, pour 1 <[ < AT
ay

D’apreés la proposition [3.28] pour chaque facette non-située sur la frontiére, le raccord de

la composante normale (constante pour I’élément fini RT() est assuré si, et seulement si,

les degrés de liberté coincident. En outre, le support de chaque fonction w,, est égal a la

réunion des simplexes auquel la facette a,, appartient : un seul simplexe si a,, est située

sur la frontiére, ou deux simplexes sinon.

Remarque 3.29 Comme les degrés de liberté pour My et Q; ne sont plus des valeurs
ponctuelles, on parle de degrés de liberté de type moment.

On se place explicitement dans le cas d = 2 pour obtenir une borne supérieure optimale
du nombre d’éléments non-nuls de Aj. Pour A donné, on a un maillage & N7 sommets, AT
arétes et L triangles. Pour rappel, on décompose AT en A+ Ay, ol Ay est le nombre d’arétes
situées sur la frontiére. En outre, on sait que Ay + 24 = 3L (voir la proposition .
D’apreés ce qui précéde, la matrice pour le probléme & deux inconnues (la matrice Ay de
(3.35)) est de dimension N = N, + N, = AT + L, puisque N, = dim(M) = L et
Np = dim(Q),) = A'. Comme dans le cas du probléme a une inconnue, on peut estimer

21. En particulier, les expressions ci-dessous montrent que les traces normales sont constantes par facette,
comme prescrit dans la définition de RTo(T).
22. Pour chaque facette, il y a exactement deux vecteurs normaux unitaires : on en choisit donc un...
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le nombre d’éléments non-nuls de Aj. Encore une fois, on pourra établir des résultats
similaires pour d = 3, sous réserve que la famille de maillages est réguliére. On utilisera
pour cela les ingrédients de la remarque [3.16

Proposition 3.30 On suppose les propriétés vérifiées et que Q C R2. Alors le
nombre d’éléments non-nuls de la matrice Ay, € RNi >Ny

de Uordre de 5.8N,§Ot :

est asymptotiquement au plus

nnz(Ap)

W S 5.8.

Vh,
Démonstration : On rappelle que A peut étre écrite sous la forme d’une matrice par
blocs, voir ) En reprenant les notations utilisées, on va estimer le nombre d’éléments
non-nuls par bloc. Pour ce faire, on va procéder comme a la proposition [3.13]

— Bloc M, : on a (My);; = fQ qu,w; dz pour 1 < 4,5 < L. D’apreés la propriété sur le
support des fonctions de base (w;)1<j<r, on a (My);; # 0 si, et seulement si, i = j.
On en déduit que nnz(M,,) = L.

— BlocB:onaB;, = wij divw;dx pour 1 <[ < A" 1< j < L. Pour une ligne I,
d’apres les propriétés de support de w; d’une part, et de w; d’autre part, on vérifie
qu’on a (au plus) un seul élément non-nul si 'aréte a; correspondante est située sur
la frontiére, et deux sinon. On en déduit que nnz(B) < A, + 2A = 3L.

— Bloc M, : on a (Mp)1m = [q k~lw,, - w,;dx pour 1 < I,m < AT. Pour une ligne
[, d’apres les propriétés de support de w; de w,,, deux cas peuvent se présenter. Si
laréte a; est située sur la frontiére, le support de w; et réduit & un triangle Tp, et il
existe exactement trois fonctions w,,, dont le support contient 7 : ce sont les trois
fonctions de base associées a une des arétes de Tp. Sinon, le support de w; est égal
aux deux triangles dont I'intersection est a;, et il existe exactement cing fonctions
w,, dont le support contient au moins un de ces deux triangles. On en déduit que
nnz(Mp) < 34, + 5A = AT +2(4, +24) = AT +6L.

On en conclut que nnz(Ay) = nnz(M,) + 2nnz(B) + nnz(My) est majoré par

nnz(Ap) < 13L + A* = 5.8(L + A*) + 2.4(3L — 24%) < 5.8(L + A™),
puisque 3L — 24T = — A4, < 0. o

Exercice 3.4 Lorsque d = 2 et a l’aide des relations entre nombre d’arétes et de triangles,
prouver que cette propriété est valable quel que soit l'ordre k > 0. Si on note N}tfé la

N}tlo]i X Ntot

dimension de Vg = Mpj X Qpp, €t App € R hk g matrice associée a la forme ag

dans une base "bien choisie”, alors :

3¢, >0, Vh, W o

Pour établir la propriété d’approximabilité minimale pour le probléme a deux in-
connues, on choisit Vi = D(Q) x (C*°(2))? comme sous-espace dense de V = L?(2) x
H(div, ). On peut établir cette propriété pour le probléme & deux inconnues, par passage
a lélément fini de référence, a 'aide d’un opérateur d’interpolation IT;, : V, — V}, (voir
par exemple [4]).
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Nous précisons les similitudes et différences par rapport & au probléme & une inconnue
concernant le passage a I’élément de référence T. Celui-ci se fait toujours selon la trans-
formation affine Fj . Ensuite, on transforme les fonctions & valeurs scalaires u, v
comme en . Mais, pour les fonctions & valeurs vectorielles p, g, on utilise cette fois
la transformation de Piola :

1 A - ~ —
q= WAM oF, ! = q = |det(Ag)| A go Fy. (3.45)

On écrit q(x) = |det(Ag)| " Agg(&) pour tout & € T, (ou tout & € T). On peut ensuite
établir les identités suivantes sur les divergences :

~ 1 ~ ~
Ve eT, divg(x) = ——divg(e); Ve €Ty, divg(z) = |det(Ay)| divg(x). (3.46)
|det(Ay)]
Pour des fonctions suffisamment réguliéres v et © en correspondance selon (3.31)), respecti-

vement q et q en correspondance selon ([3.45)), on a les formules de changement de variables
(voir [4, §2.1.3]) :

/q-Vvdm: g Viodz, /vdiqux:/@divqczﬁ;,
Ty T

Pour établir la propriété d’approximabilité uniforme ((C.29)) et estimer la vitesse de
convergence, on choisit cette fois

V={(®,q) €V : 9 H(Q), divg € H™=(Q)},

ou l'exposant de régularité rmax €]0, 1] a été introduit a la proposition On arrive au
résultat suivant sur 'ordre de convergence de la définition (3.20) (voir [I0, §4.5] pour les
détails).

Théoréme 3.31 (probléme a deux inconnues) On suppose que les coefficients k et q
appartiennent @ PWH°(Q2), qu’ils vérifient les hypothéses , et enfin que la famille de
maillage est réquliere et conforme. Si la donnée f € H™x(QQ), l'ordre de convergence o,
pour le probléme & deux inconnues est égal a :

— Qey = Tmax — € pour tout € €]0, max| St Tmax < 1, ou

— Qepy = 1 81 rpax = 1.
Qui plus est, la constante C¢, ne dépend ni de la solution (u,p), ni de la donnée f :

AC.y > 0, Vh, Vf € H™x(Q),
|w = unllz2(0) + 1P — PrllE@v:0) < Cov B || || Hrmax () -



Deuxiéme partie

Algébre linéaire numérique
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Dans cette partie, on notera indifféremment K pour K = R ou C. On s’intéresse a la
résolution de systémes linéaires dans K™, pour n > 1. Pour tout n € N*, on notera I, la
matrice identité d’ordre n, 0y le vecteur nul d’ordre n et (ey)g=1r la base orthonormale
canonique de K", telle que pour tout i € {1,--- ,n}, le vecteur e; € K™ est le i vecteur
de cette base. Pour éviter toute confusion, les vecteurs sont représentés par des lettres
minuscules et les matrices par des majuscules. Pour A € K"™*" et b € K" donnés, on
étudie la résolution de systémes linéaires de la forme :

Trouver x € K" tel que Ax = b.

On commence par préciser la notion de cott calcul et on rappelle quelques notions algorith-
miques au chapitre . Des compléments informatiques (programmation, etc.) rédigés par
Modave sont disponibles sur la page web [27].

On appelle méthode directe de résolution du systéme linéaire une méthode qui donne
exactement x solution apreés un nombre fini d’opérations élémentaires (+,—,x*, /, \/) Ces
méthodes font l'objet du chapitre [

On appelle méthode itérative de résolution du systéme linéaire tout algorithme qui
construit a partir d’une estimation initiale x° une suite de vecteurs {x¥}ren destinée a
converger vers la solution x du systéme. Ces méthodes font l’objet du chapitre [0

Dans le chapitre [, on étudiera plus précisément deux méthodes itératives de ce type :
le gradient conjugué et le GMRES.

Enfin, dans le chapitre [§, on s’intéressera a cette méthode itérative, utilisée pour la Té-
solution des problémes aux valeurs propres.

On trouwvera des résultats d’analyse spectrale en dimension finie a ’Anneze[A] et quelques
définitions concernant les normes a I’Annexe [B,



Chapitre 4

Faire des calculs

On donne en préambule les éléments d’algorithmique numérique a connaitre absolument
avant de se lancer dans la programmation, ou l'utilisation de logiciels de calcul.

4.1 Précision et convergence

Tout d’abord, il faut étre conscient, lorsque ’on effectue un calcul numérique, que la
précision est finie, & la différence du calcul formel, par exemple. La premiére question est
donc, pourquoi utilise-t-on une méthode numeérique, a priori moins précise ? La réponse
est pragmatique : on ne sait pas résoudre formellement le systéme linéaire

Trouver z € K tel que Az = b. (4.1)

dés lors que l'ordre N > 1 de la matrice A est "trop grand"; ou de fagon encore plus
pragmatique, le temps de résolution est de toute facon beaucoup trop important !

Que signifie alors ’association de termes convergence numérique ? Avant de répondre
a cette question, nous allons détailler quelques problémes simples, inhérents au calcul
numérique, par opposition au calcul formel.

La finitude de la précision vient de la représentation en machine des nombres réels, sous
la forme générique

:]:CL(), [ ap 10d7 avec (a(), T 7ap) € {07 Tt ?9}p+17 ago 7é O, de {_dmaxa Tt 7dmax}a

ol p et dmar dépendent du processeur qui effectue les calculs. Plus précisément, la re-
présentation est du type indiqué ci-dessus, mais en base 2. On dit aussi que p + 1 est le
nombre maximal de chiffres significatifs de la représentation en machine, et que 10~ %maz
est la précision machine. Cette représentation génére deux difficultés :

— Tout nombre dont la valeur absolue est plus grande que 10%me=+1l est considéré
comme infini, et symétriquement, tout nombre dont la valeur absolue est strictement
plus petite que 10~%maz est considéré comme étant nul ;

— Les opérations sur ces nombres (addition, multiplication, etc. ; extraction de racine,
exponentation, etc.) sont effectuées en précision finie. Prenons ’exemple de la multi-
plication... Si les deux nombres ont respectivement g et ¢’ chiffres significatifs (¢, ¢ €
{1,--+ ,p+ 1}), leur produit posséde ¢ + ¢’ — 1 ou ¢ + ¢’ chiffres significatifs. Dés
lors que ¢ + ¢ — 1 > p+ 1, une troncature est effectuée lors de la mise en mémoire
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du résultat méme si le calcul était exact, puisque la représentation de tout nombre
comporte au plus p + 1 chiffres significatifs.
C’est la raison pour laquelle les calculs numériques produisent en général des erreurs d’ar-
rondi...
Par voie de conséquence, et pour revenir & notre probléme, il devient difficile d’obtenir un
résultat du type Az — b = 0. Et méme si 'ordinateur affirme que Az — b = 0, ceci signi-
fie uniquement que la différence est plus petite que la précision machine, d’aprés ’exposé
précédent. Par ailleurs, on se contente en général d’une valeur approchée, c’est-a-dire a ¢
prés, pour éviter un cott calcul trop élevé (compromis cotit calcul-précision). Nous venons
d’introduire la notion de calcul exact a £ prés, qui est trés courante chez 'ingénieur. Petit
a petit, nous glissons du monde des mathématiques, en passant par celui du calcul scien-
tifique, vers celui de I'art de I'ingénieur. Ces mondes, bien qu’ils ne répondent pas aux
mémes critéres, n’en restent pas moins complémentaires, et indissociables.
Revenons aux mathématiques, aprés cette bréve incursion. Quand on parle de calcul exact
a € prés, quel est le sens mathématique sous-jacent ? Typiquement, si on note || - || une
norme quelconque, pour € > 0, on cherche x. tel que

|Aze — b <e. (4.2)

I est clair que 'ensemble des z. qui satisfont & (4.2) n’est pas réduit & un singleton !
Quoiqu’il en soit, a € pres, 'obtention d’un tel x. est suffisante... On parle de convergence
numMeErique.

4.2 Comptage des opérations

Donnons deux exemples élémentaires de comptage des opérations dans K.
1. Le produit scalaire (complexe dans CN ) de deux vecteurs, qui s’écrit

N
(‘T’ y) = Z JUz'E,
i=1

est effectué en N multiplications et (N — 1) additions. Usuellement, on ne conserve que
le terme principal, ce qui signifie que 'on considére que le produit scalaire requiert N
additions et N multiplications.

2. La multiplication matrice vecteur, qui s’écrit composante par composante,

N

(Ay)i = Aijy;, 1<i<N,
j=1

requiert N2 additions et N2 multiplications, ce qui laisse & penser qu'un produit matrice-
vecteur est équivalent & N produits scalaires... Ceci étant, que se passe-t-il si I'on sait que
la matrice A est creuselﬂ c’est-a-dire avec en moyenne Z éléments non nuls par ligne,
pour Z constant ou trés petit devant N. On ne va stocker que les positions, i. e. les paires
d’indices (7,7), et les valeurs A; ; non nulles! Lorsque I’on multiplie A par z, on n’effectue

23. Lorsque la matrice A posséde N? éléments non-nuls, ou au moins ZN? éléments non-nuls avec
Z €]0, 1] indépendant de N, on dit que la matrice est pleine.
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que les multiplications pour lesquelles A; ; # 0 (et les additions de termes non nuls). En
moyenne, on aura donc effectué Z. N additions, et autant de multiplications...

Pourquoi un tel exemple ? Lorsque ’on résout un probléme par une méthode de différences
finies ou d’élément finis, la matrice obtenue comporte trés peu d’éléments non nuls par
ligne, de l'ordre d’une dizaine. Par exemple, pour la discrétisation d’'un Laplacien en 2D
par différences finies, on a vu que Zx < 5 & la section @ alors que pour un calcul par
¢éléments finis Py, on a Z < 7 (proposition . Si la dimension de KV est de I'ordre de
N = 10° (ce qui est trés courant !), on voit que les deux évaluations du cofit calcul donnent

2N? = 2N N, resp. 27N =~ 20 N,

c’est-a-dire I’équivalent de 2.000.000 produits scalaires, contre une vingtaine...

4.3 Temps calcul

Une autre facon d’estimer le coiit du calcul est de mesurer le temps de calcul, par
I'intermédiaire d’une horloge.
A priori, ces deux méthodes semblent tout a fait similaires. De fait, ceci dépend de la
machine sur laquelle on effectue le calcul numérique. La premiére objection concerne les
opérations. Une addition, une multiplication, une division ont-elles le méme cotit 7 Une ré-
ponse possible consiste & compter précisément le nombre de chaque type d’opérations@..
Un probléme beaucoup plus épineux est que la machine peut (pour simplifier, il existe
d’autres modes de fonctionnement), soit travailler séquentiellement, soit en paralléle. Dans
le premier cas, les opérations sont exécutées l'une aprés ’autre. Dans le second cas, la ma-
chine est constituée de plusieurs processeurs, qui peuvent alors exécuter simultanément des
opérations, et échanger des données entre euxlﬂ voir la section pour plus de précisions.
Dans ce cas, supposons que ’on teste plusieurs fois le méme probléme, sur une machine
disposant de plus en plus de processeurs : le temps horloge diminue, alors que le nombre
total d’opérations restera constant! Les deux estimateurs de cofit calcul ne sont donc pas
équivalents...
Enfin, il peut également étre utile de quantifier le stockage mémoire requis pour I'exécu-
tion de la méthode. Par exemple, lorsque 1’on utilise une méthode itérative, on constate
que le stockage est beaucoup plus faible que pour une méthode directe. Ceci ne préjuge
cependant pas de la supériorité d’'une méthode sur une autre...
Cette discussion est volontairement restée trés générale, et elle peut étre vue comme une
introduction & l'algorithmique numérique. Ce qu’il faut retenir, c’est qu’il convient d’étre
prudent lorsque l'on évalue la qualité d’'une méthode numérique, car celle-ci résulte habi-
tuellement de compromis entre les divers critéres et contraintes que nous avons évoqués
ci-dessus. Pour ce type de problémes, il est fort utile d’acquérir de I’expérience, notamment
en réalisant des comparaisons entre plusieurs méthodes.

Remarque 4.1 La notion de coit liée a ’énergie dépensée pour réaliser le calcul est ap-
parue plus récemment. Elle répond a deux problématiques, la premiére étant la prise de

24. Ceci étant, on raisonne usuellement en opérations flottantes par seconde, ou FLOPs = FLoating
OPerations per second, pour un processeur donné, sans distinguer les opérations entre elles.

25. Ici, on suppose implicitement que lalgorithme de calcul le permet. Le fait qu'un algorithme est
effectivement exécutable en paralléle, ou parallélisable, doit étre étudié avec précision. On donnera quelques
exemples dans la suite.
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conscience écologique, la seconde étant plus prosaiquement liée auz ressources énergétiques
disponibles pour réaliser le calcul en question !

4.4 Construction efficace des matrices différences finies et élé-
ments finis

Avant de résoudre les systémes linéaires, expliquons briévement comment les construire
en pratique.

En préambule, on note qu’il n’y pas de difficulté particuliére pour la construction des

matrices et des seconds membres issus de la discrétisation par la méthode des différences fi-
nies. Prenons ’exemple de la discrétisation du Laplacien. En dimension 1, les points voisins
sont numérotées de fagon continue. La matrice A; est tridiagonale . En dimension 2,
on a N = n?, et dans la numérotation globale (voir la figure , entre deux points voisins
il y a un décalage de 1 dans la direction x, et un décalage de n (le nombre d’inconnues
dans la direction x) dans la direction y. On a ainsi observé que la matrice Ay était penta-
diagonale par points, et tridiagonale par blocs . Enfin, le calcul de chaque élément
non-nul de A; ou Ay est trivial. Pour le Laplacien généralisé, on a la méme structure, avec
un calcul trés simple de chaque élément non-nul de la matrice en fonction des coefficients
k et q intervenant dans ’'EDP .
La généralisation en dimension d est immédiate. En particulier on vérifie aisément que,
pour le calcul de la matrice Ay, la complexité est linéaire par rapport au nombre de points
de discrétisation. Bien sir, le calcul du second membre f est élémentaire, et de complexité
linéaire (évaluations ponctuelles).

Pour la méthode des éléments finis, on doit construire la matrice A et le second membre
F de . La difficulté est que, méme si les matrices sont creuses (voir la proposition
, elles ne pas structurées en général. Prenons I'exemple de la diffusion (probléme a
une inconnue) posé dans 2 C R?, d = 2 ou 3. Dans le fichier contenant les informations du
maillage, on dispose des coordonnées des sommets (Ml)fil ainsi que pour chaque simplexe,
de la liste de ses d + 1 sommets. Pour évaluer les intégrales sur un simplexe, on utilise un
schéma d’intégration numérique approprié, qui dépend de I'ordre polynomial de la fonction
& intégrer et qui nécessite d’approcher les valeurs de cette fonction en certains points du
simplexe. Ainsi, pour un polynéme P de degré au plus k, si on appelle (xj¢)¢=1 n, les
points d’intégration et (wy¢)e=1,n, les poids associés, on a [16] :

P(x)dx = Wi P(xkr).
/i;lt(Tg) Z

¢=1,N},

En régle générale, dans un simplexe Ty, la position des points d’intégration est déterminée
& partir de celle des sommets. On utilise cette formule pour calculer les intégrales, ce qui
demande d’évaluer les fonctions de base w; et leur gradient grad w; aux points d’intégra-
tion.

Reprenons le calcul des éléments de la matrice A pour I’élément fini de Lagrange
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Pl.m Une premiére approche est d’écrire I'algorithme sous la forme suivante cf. (3.24)) :

initialisation
AeRN xRN, A=0.

itérations : pour ¢t =1,--- | N, faire
itérations : pour j=1,---, N, faire

itérations : pour ¢/ =1,--- ,Let t.q. M;, M; € T}, faire
Ajj=A; + / (/-c grad w7, - grad wj|r, + qwﬂTew”TZ) dx
int(T,g)

fin boucle sur /.
fin boucle sur j.
fin boucle sur .

Cette approche de double boucle sur la liste des sommets nécessite de connaitre pour tous
les couples d’indices (i, j) la liste des simplexes contenant M; et M;. Cette liste est vide
si M; et M; ne sont pas voisins, c’est-a-dire si M; et M, n’appartiennent pas au méme
simplexe. En général, cette information n’est pas fournie, il faut écrire un algorithme spéci-
fique pour I'obtenir. On note que la complexité est supérieure ou égale & O(N?), & cause de
la double boucle sur les indices de sommets : en effet, on effectue au moins une vérification
(liste des simplexes vide) par couple d’indices. On sait que cette construction est inefficace,
puisque le nombre d’éléments non-nuls de A est strictement inférieur a 7N si d = 2 (voir

la proposition [3.13)).

Pour remédier a toutes ses difficultés, une idée est de parcourir les simplexes, et d’agréger
au fur et & mesure les intégrales. Au cours du processus, il faut se souvenir que les contri-
butions sont prises en compte par sommet : sur la "¢ ligne de A, on regroupe toutes les
contributions faisant intervenir la fonction "chapeau" w;. Ainsi, 'algorithme optimal de
construction de la matrice A est le suivantf] :
initialisation
AeRN xRN A=0.
itérations : pour /=1,--- | L, faire
itérations : pour ¢ t.q. M; € T}, faire
itérations : pour j t.q. M; € T}, faire
Ajj=A;+ / (k grad wy7, - grad wir, + q wjp,wir,) da
int(Ty)
fin boucle sur j.
fin boucle sur :.
fin boucle sur /.

Cet algorithme est appelé assemblage de la matrice éléments finis. Notons que cet algo-
rithme est de complexité O(L(d + 1)?), qu’on utilise uniquement les informations & dispo-
sition, et qu’on n’effectue une seule fois le calcul de w; et grad w; aux points d’intégration.

Comme L dépend linéairement de N (cf. proposition si d = 2, et remarque si

26. Dans le cas d’une approximation par élément fini de Lagrange Py, k > 2, on effectue les mémes
calculs, avec N le nombre de degrés de libertés, et (M;);=1,n la localisation de ces ddl.

27. Sila matrice A est symétrique, on peut adapter cet algorithme en réduisant la boucle sur j aux j > ¢
et en posant A;; = A; ; a la fin de la boucle sur j.
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d = 3), on est passé d'une complexité quadratique & une complexité linéaire pour le calcul
de la matrice A. On peut bien stir assembler le second membre F' de de la méme
fagon ; et il n’est pas difficile de vérifier que I'agorithme d’assemblage du second membre
est de complexité O(L(d + 1)).

4.5 Utilisation du calcul paralléle

Afin de réduire le temps calcul, une solution est d’utiliser le calcul paralléle. En algébre
linéaire numérique, nous avons déja évoqué deux opérations élémentaires au §4.2]: le produit
scalaire, et la multiplication matrice-vecteur. Celles-ci constituent la base algorithmique des
méthodes itératives.lﬂ On va examiner comment on peut paralléliser ces opérations pour
les deux méthodes de discrétisation, & savoir les différences finies et les élements finis.

4.5.1 Un modéle pour I’architecture des machines paralléles

Notre modéle est celui d’'une machine disposant de P nceuds de calcul. Chaque noeud
est composé d'un ensemble de processeurs et d’'une mémoire "locale", partagée par les
processseurs qui le composent.

Les processeurs réalisent les calculs. Les nocuds de calcul sont reliés entre eux par un ré-
seau de communication permettant I’échange de données. Pour simplifier la présentation,
on suppose que les noeuds de calcul sont identiques, de méme que les liens de communica-
tion, et enfin que chaque paire de nceuds dispose d’un lien de communication. Pour plus
de détails, voir la page web [27].

Concernant les communications, on suppose que les noeuds ne peuvent envoyer ou recevoir
qu'un seul message (i.e. un ensemble de données) a la fois. On note p — q la communi-
cation formalisant ’envoi de données du noeud p au neeud g. Si les deux communications
P1 — 91 et p2 — g2 doivent se produire simultanément@ alors : si p1 # p2 et q1 # g2, les
communications sont paralléles; sinon, les communications sont séquentielles. L’utilisation
de schéma de communications paralléles peut avoir son importance lorsque la part des com-
munications (rapportée au coit total calculs + communications) devient non-négligeable.

4.5.2 Répartition des données

Pour le produit scalaire a = (z,y) avec z,y € KN la répartition des données est

triviale : pour chaque indice 1 < ¢ < N, les données x; et y; sont stockés sur un méme
neceud.
Pour le produit matrice vecteur z = Ay avec A € KV*N et y, 2 € KV, il faut stocker
le vecteur y, et construire et stocker la matrice A. Concernant le stockage, on retient le
modéle suivant. On suppose que les données (y;)i—1,n et (A; ;)i j—1,v sont réparties comme
suit : pour chaque indice 1 < ¢ < N, les données y; et (A;;);=1.n (la i°¢ ligne de A) et
le résultat z; sont stockés sur un méme noeud. Une contrainte est que les données soient
réparties "équitablement", ou "le plus équitablement possible", sur chaque nceud, pour
équilibrer les calculs.

28. Il y a également la résolution d’un systéme linéaire par méthode directe que nous étudierons unique-
ment d’un point de vue séquentiel. Pour 'adaptation au calcul paralléle, nous renvoyons & Meurant [26].
29. Sous réserve que les données nécessaires soient disponibles sur p; et qi.
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4.6 Parallélisation du produit scalaire

On suppose que les composantes des deux vecteurs z,y € KV sont réparties équitable-
ment sur les P nceuds, c’est-a-dire qu'’il y a N/P ou N/P + 1 (ou / est la division entiére)
composantes par nceud. Pour effectuer le produit scalaire (z,y), on effectue successivement
les opérations suivantes :

— calcul simultané du produit scalaire (partiel) sur chacun des noeuds ;

— envoi des valeurs des produits scalaires partiels sur un nceud donné (communication

de type réduction) ;

— calcul du produit scalaire (x,y) (la somme des produits scalaires partiels) sur ce

neeud ;

— envoi du résultat (z,y) a tous les noeuds (communication de type diffusion).

Par définition, les communications de type réduction ou diffusion sont séquentielles.
Comme les processeurs sont identiques et opérent sur le méme nombre de données, les
calculs sont équirépartis. S’ils débutent simultanément, ils s’achévent simultanément et le
temps calcul est réduit d’un facteur P.

Si on néglige le cotit des communications (réduction, diffusion) et de la somme, le temps
écoulé est divisé d'un facteur P par rapport au calcul séquentiel du produit scalaire (z,y)
sur un noeud unique. Le parallélisme est maximal sur I'architecture & P noeuds.

Si au contraire le colit des communications est non-négligeable, on peut choisir de dupli-
quer certains calculs afin de pouvoir paralléliser les communications. Citons notamment le
schéma "papillon" qui permet de passer, pour les réductions et diffusions, de P communi-
cations séquentielles a logy(P — 1) + 1 communications paralléles.

4.7 Parallélisation du produit matrice-vecteur pour les diffé-
rences finies

Commencons par les différences finies. Comme par essence ces schémas possédent une
structure (tensorielle), on choisit une répartition structurée des données : on découpe le
domaine de calcul  =]0, 1[¢ contenant N = n¢ points de discrétisation en sous-domaines
(2p)p=1,p de forme tensorielle. On fait en sorte que les sous-domaines contiennent le méme
nombre de points de discrétisation, égal a N /P. Typiquement, si P = Q%, on choisit
0=2"<a! <22 <. <291 <29 =1 tel que chaque intervalle |z9~!, 29[ (1 < ¢ < Q)
contient n/Q point de discrétisation. On pose

Q :]x‘“*l,x‘“[x]xqu,x‘m[x .. ,]xQd717$Qd[’
avec 1 < ¢q; < Qpour 1<1i<d.

Ainsi, pour tout p, 2, contient (n/Q)¢ points de discrétisation, c¢’est-a-dire N/P points
comme annoncé. On affecte les données correspondant aux points de discrétisation situés
dans €, au nceud de calcul p.

A Dlinstar de la numérotation des points de discrétisation (voir la figure , on a la
correspondance : p = g1 + (g2 — 1)@+ -+ - + (g2 — 1)Q*~*, voir un exemple pour d =2 4 la

30. Pour une approche ot on examine plus spécifiquement 1’obtention théorique d’un "parallélisme maxi-
mal", c’est-a-dire ot chaque sous-domaine contienne quelques points de discrétisation, on renvoie au §6.13]
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FIGURE 4.1 — Exemple avec n = 9 points de discrétisation par direction, et Q = 3.

figure [£.2]
OB
E Qp~1 ' Qp ' QPH '
I88H2NNENE

FIGURE 4.2 — Numérotation des sous-domaines pour d = 2.

Afin de pouvoir réaliser le produit matrice-vecteur localement (et en paralléle), il faut
récupérer les données (y;);c Jets ol jpext est I'ensemble des indices des points n’appartenant
pas a €2, mais qui interviennent dans au moins un schéma a (2d 4 1) points d’un point de
(2,. Pour I'exemple de la figure @, ceci concerne des points de €2, q, 051, Qpy1 et g,
sauf lorsque le sous-domaine {2, posseéde une frontiere commune avec €). L’intérét est que
le schéma de communications résultant est lui aussi structuré. En effet, on doit récupérer
les données provenant du :

— sous-domaine voisin bas [{2p_g] ;

— sous-domaine voisin gauche [2,_1] ;

— sous-domaine voisin droite [Qp11] ;

— sous-domaine voisin haut [Qp4q].

(Si ces sous-domaines existent).

Si on prend en compte la possibilité de réaliser des communications paralléles, on note
que celles-ci sont trés simples & mettre en ceuvre! Par exemple, la récupération de toutes
les données venant des sous-domaines de gauche se fait en deux étapes de communications
paralléles, quelle que soit la valeur de Q. Dans la configuration de la figure [4.3] on procede
comme suit :

[étape 1] tous les sous-domaines de numéro p pair regoivent simultanément les données

de leur voisin de gauche ;

[étape 2| tous les sous-domaines de numéro p impair tel que p # 1 mod [4] regoivent
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Q5 | Q6 | Q7| Qs
0110 |5 |04

FIGURE 4.3 — Sous-domaines pour d = 2 et Q = 4.

simultanément les données de leur voisin de gauche.
Ces deux étapes sont bien paralléles au sens de la définition du Si on procede de
méme pour la réception des données des voisins bas, droite et haut, il y a en tout huit
étapes de communications paralléles. On vérifie sans peine que ce résultat est indépendant
de Q. Qui plus est, ces communications paralléles sont structurées. Enfin, en dimension d,
on peut vérifier que ce nombre de communications paralléles est égal a 2d.

A partir de 13, les calculs sont réalisés en paralléle sur chaque noeud selon le schéma, initial &
2d+ 1 points. Comme les sous-domaines contiennent le méme nombre de points, les calculs
sont bien équirépartis sont les P noeuds, puisqu’ils disposent de processeurs identiques. S’ils
débutent simultanément, ils s’achévent simultanément et le temps calcul est réduit d’un
facteur P.

La conclusion générale est que la structure initiale peut-étre utilisée & toutes les phases de
la parallélisation :

— la répartition des données est structurée ;

— les communications sont structurées ;

— les calculs procédent localement selon le schéma initial & 2d 4+ 1 points.

4.8 Parallélisation du produit matrice-vecteur pour les élé-
ments finis

Pour les éléments finis, la problématique est différente : il n’y a pas de structure "intrin-
séque" telle que le schéma & trois ou cing points pour les différences finies. Par conséquent,
on adopte un point de vue un peu différent : 'idée est maintenant de préserver les al-
gorithmes de construction des matrice A et second membre F' de découlant de la
discrétisation des formulations variationnelles.

Pour cela, on va choisir de partitionner les maillages, ce qui revient & découper le domaine
Q C R?, d = 2,3. Pour rappel, voir le on doit construire un maillage de £, composé
de simplexes fermés. L’idée est de partir d'une partition {€p}p—1,... p de ©Q, voir la note
de bas de pagd™ page avec des interfaces entre sous-domaines polygonales si d = 2,
respectivement polyédriques si d = 3. On maille chacun des sous-domaines ), de sorte
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que les maillages (7;?)1,:17p soient compatibles aux interfaces entre sous-domaines :

pour tout p € {1,---,P}, toute facette d’un simplexe de ’7;lp située sur 9€2, est
soit facette d’un simplexe de 7;? pour un q # p,
soit incluse dans 0f).
(4.3)

On appelle ¥4 l'interface entre Q, et Qg pour p # g, telle que Ypq = int(STp N KTq) si la
dimension d’Hausdorff de (TPQSTq est égale & d—1 : dans ce cas, on dit que les sous-domaines
sont voisins; et Ypq = () sinon. Par construction, on a automatiquement Ypq = Ygp. La
réunion des interfaces est notée Xg = Up,qZT,q.

Remarque 4.2 En pratique, si on dispose d’un logiciel de génération de maillage, celui-ci
génére un maillage de Q, partitionné pour définir des sous-domaines {Qp}p=1,. p en respec-
tant certains critéres (nombre identique de simplexes par sous-domaine), et minimisation
de la taille de Xg, ou la taille est égale au nombre total de facettes se trouvant sur une
interface Ypq = Xgp. On verra une justification de ces critéres en fin de chapitre.

A partir de maintenant et pour fixer les idées, on considére pour le probléme la
discrétisation obtenue pour I’élément fini de Lagrange Pi, et on appelle (M;)i<i<n les
sommets (internes) du maillage. Pour paralléliser les calculs, I'idée est d’assembler la ma-
trice A et le second membre F' par sous-domaine. Aprés assemblage paralléle pour chaque
p sur les simplexes appartenant a STP, on a construit des matrices (A; )p:Lp € RVXN , et
des seconds membres (F57)p—1p € RY. On se concentre sur les matrices dans la suite, la

P
procédure étant similaire pour les seconds membres. Si on note N;r le nombre de sommets

situés dans O, \ 99, on a a priori N;r lignes non-nulles dans A;r . On note également Ny le
nombre de sommets situés dans int(£)p).
L’assemblage sur le nceud p consiste en :

initialisation
A} =0eRY xRV,
itérations : pour /= 1,--- , L;, faire
itérations : pour ¢ t.q. M; € T, faire
itérations : pour j t.q. M; € T} faire
(Ag)ij = (Ag)ij + / . (k grad w;yr, - grad wiz, + qwjir,wir,) de
int(Ty
fin boucle sur j.
fin boucle sur 1.
fin boucle sur /.

Si on compare les matrices (A;; )p=1,p & la matrice A, on a deux situations.

— Soit le sommet M; ¢ Xg, c’est-a-dire qu'il existe p; tel que M; € int(€p,). On dit
que M; est un sommet interne (a €2;,). Dans ce cas, la i ligne de A se retrouve
intégralement dans la i¢"*¢ ligne de la matrice A;,:_. Enfin, dans toutes les matrices
(Af )psp;» la 7M€ ligne est nulle.

— Soit le sommet M; € ¥g. On dit alors que M; est un sommet d’interface. Dans
ce cas, la 1€ ligne de A se trouve répartie entre les ¢¢”*¢® lignes des matrices
(A; )ptq M;c00,- Pour un sommet d’interface M; donné : soit il appartient & exacte-

ment deux frontiéres distinctes de sous-domaine, soit il appartient & au moins trois



91

frontiéres distinctes. Dans la seconde configuration, on dit que M; est un point de
croisement. Cette configuration ne peut se produire que si P > 3.

FIGURE 4.4 — Sommets d’interface e localisés sur exactement deux, ou sur au moins trois,
frontiéres distinctes de sous-domaine. A droite e est un point de croisement.

Voir des exemples a la figure [£.4] lorsque d = 2. Lorsque d = 3 la situation est similaire,
mais un peu plus compliquée car les points de croisement peuvent étre situés sur des arétes
(ouvertes, a 'exclusion des extrémités), ou des sommets, de l'interface.

On conclut de la discussion qui précéde que, pour les indices correspondant aux sommets
d’interface, il faut encore assembler des contributions. Il y a deux techniques "naturelles" :
la premiére consiste & assigner I’ensemble des données associées aux sommets d’interface a
un neeud dédié ; la seconde consiste & réaliser le produit matrice-vecteur avec les matrices
(A; )p—1,p ainsi construites, et dans ce cas les résultats sont partiels pour les indices cor-
respondant aux sommets d’interface, puis & échanger les données associées aux sommets
d’interface entre nceuds afin de finaliser le calcul.

Dans la suite on retient la premiére technique : on dispose de P 4+ 1 noeuds, et on stocke
les données correspondant aux sommets d’interface sur le nceud P + 1.
Ainsi, aprés assemblage sur les nceuds p = 1,P, on va transférer (via une phase de com-
munication séquentielle) les lignes ¢ des matrices (A;{ )p=1,p concernées au noeud P + 1, afin
de construire la matrice Apyq; € RY*N par assemblage sur ce nceud. En outre, on choisit
de remettre & 0 les lignes i des matrices (A} )p=1p, et le résultat est noté (Ap)p=1p. Pour
résumer, a 'issue d’un assemblage en deux temps, on dispose :

— dans (Ap)p=1,p, des informations pour les sommets internes a (£2p)p=1p ;

— dans Ap,1, des informations pour les sommets d’interface.
La construction du second membre est similaire.

On note
Pourp=1,P : 7, = {ie{l,--- ,N}|M; cint(Q)}, Np = [Ip|et
Ipyr = {ie{l,--- N} M; € Xg}, Ney1 = |Zpyal-

Pour 1 < p <P fixé, on suppose 1'assemblage de Ag réalisé. D’un point de vue matriciel, si
on ne retient que les N lignes et N;" colonnes non-nulles de Al (ie. d’indices appartenant
a I; ), on peut la décomposer par blocs en

&Pﬂ) AP,E = &P,P AP,Z + < O 0 >
((AP,EF Agz> (0 0 (Apx)T AZy)"
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avec
o
— App € RMo*Ne correspondant aux interactions entre sommets internes a Qs

+_ . . . N
— Ay € RNoX(No"=Ne) correspondant aux interactions entre sommets internes a Qp
et sommets d’interface situés sur 0€2; ;

+ . . .
— (Apx)T € RMX(" =MNp) correspondant aux interactions entre sommets d’interface
situés sur 0€), et sommets internes a €2 ;

+_ +_ . . .
— A; 5 € R —Np)x (N =No) correspondant aux interactions entre sommets d’inter-

face calculées pour les simplexes inclus dans (Tp.
Un sommet interne contribuant a Ay »» (et (Apx)T) est dit sommet voisin de interface.

La matrice Ay correspond aux blocs A, et Ap . La contribution mettant en jeu des som-
mets de 9Qp N Xg, c’est-a-dire d'une part des sommets d’interface situés sur 92, et d’autre
part des sommets voisins de I'interface situés dans (), correspond aux blocs (Apg)T et

P
Ay s

Si on écrit maintenant la matrice A (globale) par blocs, avec par ordre d’indice ceux de Z;
(Ler bloc, sommets internes a €21), de Zo (2¢éme bloc, sommets internes a €2s), ... jusqu’a
ceux de Zp (Péme bloc, sommets internes a p), et enfin ceux de Zp41 ((P + 1)éme bloc,
sommets d’interface), on a

1&171 0 Arx
0 1&2,2 . AQ,E
A= 0 : ) (4.5)
0 Io%p,p Apy
(Ars)t (Aox) -+ (Apx)? Axy

ot on commet un (petit) abus de notation pour les matrices Ap x;, contenant les mémes in-
formations que précédemment mais appartenant maintenant a RV *Ne+1 et ot la matrice
d’interface Ay y, € RNp+1XNpt1 gt ]’assemblage de toutes les matrices (APE’ s)p=1,p- 1l est
intéressant de noter que les blocs non-diagonaux d’indices (p, q) pour 1 < p # q < P sont
automatiquement nuls. Cette propriété découle du fait que, si M; est un sommet interne
de €Qp et M; est un sommet interne de {24, alors ils ne peuvent pas appartenir & un méme
simplexe du maillage. D’aprés la propriété de support des fonctions chapeau, A; ; = 0.

Pour résumer, dans la configuration & P+ 1 nceuds, on a, pour 1 < p < P, les informations
concernant les sommets internes a ); sur le nceud p, et les informations concernant les
sommets d’interface sur le nceud P + 1. Pour le produit matrice-vecteur z = Ay :

o
— surlenceud p (1 < p < P) ondispose de Ap; et Ap s, et du bloc vecteur y, contenant
(Yi)iez, ; et on veut calculer le bloc vecteur z; ;
: T
— sur le nceud P + 1 on dispose de ((Apyx) )pzl,P
contenant (y;)icz 41 ; et on veut calculer le bloc vecteur zp, 1.
Pour 1 < p <P, on doit réaliser sur le nceud p les multiplications par blocs

et Ay y et du bloc vecteur ypiq

2p = Applp + ApsUp+1, (4.6)
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et on doit réaliser sur le noeud P + 1 les multiplications par blocs

2p41 = Ax sypi1 + Z (Ap,z)Typ. (4.7)
p=1,p

Afin de pouvoir réaliser les calculs en paralléles (localement sur chaque nceud), il faut
disposer de (yq)q£p- Et, si c’est le cas, alors on peut effectuer les produits matrice-vecteur
simultanément. Comme on ’a déja vu, il y a une dissymétrie entre les P premiers nceuds,
et le noeud P+ 1. Ceci se retrouve dans les communications, puisque tous les sous-domaines
doivent communiquer des données a l'interface (et vice-versa), mais que les sous-domaines
ne communiquent pas entre eux. Ainsi on effectue les communications paralléles, pour
I<p<P:
(P+1—p) le nceud p regoit les données ypy1 du noeud P + 1 (en pratique, on se
restreint aux indices i tels que M; € 9Q, N Xg) ;
(p = P+ 1) le nceud P+1 regoit les données y, du nceud p (en pratique, on se restreint
aux indices correspondants aux voisins de I'interface situés dans €2;).
Une fois ces P communications paralléles effectuées, on peut effectuer les produits matrice-

vecteur (4.6) et (4.7) simultanément.

Pour conclure, notons que les algorithmes que nous avons proposés dans le §4.8 sont

couramment utilisés pour paralléliser les produits matrice-vecteur intervenant dans les
méthodes de décomposition de domaine, voir la partie [[TI]

Exercice 4.1 Détailler la procédure (sous forme algorithmique) permettant de réaliser la
parallélisation du produit matrice-vecteur selon la seconde technique de la page c’est-a-
dire celle basée sur les calculs matrice-vecteur avec les matrices (A;‘)szp, puis I’échange
de domnées pour finaliser le calcul du second membre.

On a vu que, pour les différences finies, les calculs sont automatiquement équirépartis
grace a leur structure intrinséque. Qu’en est-il pour les éléments finis ?
Soit p donné. Pour tous les indices 7 € Z;, on effectue le calcul Zj:LN A; jy;, ou, pour

o
la matrice, les informations sont regroupées dans les blocs Ay, et Ay s. On va estimer le
nombre total d’opérations réalisées en fonction des caractéristiques du maillage de STP (on
examine le cas d = 2 ci-dessous).
Pour chaque aréte a interne a )y, c’est-a-dire telle que @ C KTP et @ ¢ OfYp,, on effectue
4 opérations (2 multiplications et 2 additions), sauf si une extrémité se trouve sur 0,

auquel cas on effectue 2 opérations (1 multiplication et 1 addition). Si on revient aux blocs,
o

le premier cas correspond a des calculs dans le bloc Ap 5, et le second a des calculs dans le
bloc Ag 5.

Dans )y, on a Ly triangles et Al‘f arétes avec A; = Ap+App, ot Apy est le nombre d’arétes
incluses dans 9€2,. On a également N;r = Np + Npp sommets, avec Ny, = Ap sommets
situés sur 0€)p. Si on néglige les contributions concernant la frontiére (asymptotiquement,
si on note h le pas du maillage, on a limj,_,o Ap/Ap = 0), on effectue donc 4A; opérations.
Si on reprend le décompte des arétes de la démonstration de la proposition qui donne
la relation 3L = 2A, + Ap, on en conclut qu’on va asymptotiquement effectuer 6L, opé-
rations.
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Ainsi, pour avoir des calculs asymptotiquement équirépartis sur les P premiers nceuds,
il faut donc construire des maillages comportant le méme nombre de triangles par sous-
domaine, c’est-a-dire que L, = L/P pour 1 < p < P. Ceci justifie le premier critére a
respecter par les logiciels de génération de maillages (voir la remarque . Quant au se-
cond critére de cette remarque, il exprime simplement le fait qu’on veut minimiser le coftit
des calculs réalisés sur le noeud P + 1 qui gére 'interface. Si toutefois ce dernier cotit reste
trop important comparé a celui des autres nceuds, une solution possible consiste a réserver
2 neeuds, ou plus, pour gérer I'interface.

Exercice 4.2 Fvaluer la répartition des calculs lorsque la parallélisation du produit matrice-
vecteur selon la seconde technique de la page [91]



Chapitre 5

Les méthodes directes

5.1 Introduction

En préambule, notons que le calcul de la solution d’un systéme linéaire d’ordre 20
par les formules de Cramer est impossible & réaliser sur un ordinateur, car il requiert
environ 10%! opérations élémentaires (+, —, *, / )El En conséquence, il est nécessaire de
déterminer d’autres méthodes, qui soient utilisables en pratique, par exemple pour résoudre
les systémes linéaires obtenus apreés discrétisation.

On rappelle pour commencer que si la matrice d'un systéme linéaire est diagonale ou
de forme triangulaire, ceci apporte une simplification importante dans le calcul explicite de
la solution de ce systéme. Comment utiliser cette particularité pour traiter le cas général ?
Une premiére approche conduit & la méthode dite d’élimination, une seconde & la méthode
de factorisation. Ces méthodes sont décrites dans ce chapitre. Les algorithmes classiques
qui en découlent sont appelés méthodes directes; les méthodes de Gauss, Crout et
Cholesky font partie de cet ensemble d’algorithmes, leur étude fait ’objet de ce chapitre
dans les paragraphes respectivement. Le constitue une introduction a
I'utilisation pratique de ces méthodes pour la résolution de systémes linéaires & matrice a
faible largeur de bande, tels que ceux obtenus aprés discrétisation. Enfin, dans le on
indique le cotit calcul des méthodes utilisées.

31. En effet, pour calculer un déterminant d’ordre n il faut faire la somme de n! produits de n facteurs,
soit au total n x n! opérations :

det (A) = Z €(U)A170(1> Agyg(g) cee Anﬁ(n).
ces(n)

Le cotit calcul des n composantes du vecteur x, solution du systéme linéaire Az = b par les formules
de Cramer, est donc de n(n + 1) x n! opérations. Ainsi pour la résolution d’un systéme linéaire d’ordre
10 (respectivement 20), environ 4.10® opérations (resp. 10 opérations) sont nécessaires pour calculer la
solution par les formules de Cramer.

95



96

5.2 Systémes linéaires simples a résoudre

5.2.1 Systéme linéaire a matrice diagonale

Définition 5.1 On appelle matrice diagonale une matrice D € K™*™ (D comme Diago-
nale), telle que D; ; = 0 pour tout couple (i,j) tel que i # j.

Proposition 5.2 Le déterminant d’une matrice diagonale D € K™*" est égal au produit

des éléments diagonaur :
n

det (D) = [ [ Ds.i.

i=1

Proposition 5.3 Soit D € K™*"™ une matrice diagonale inversible, la solution du systéme
linéaire Dy = b dans K" est obtenue par les formules :

pour i =1,...,n faire
Yi = bi/Di;.
fin

5.2.2 Systéme linéaire & matrice triangulaire

Définition 5.4 On appelle matrice triangulaire inférieure une matrice L € K" (L
comme Lower), telle que IL; j = 0 pour tout couple (i,j) tel que i < j.

On appelle matrice triangulaire supérieure une matrice U € K"*" (U comme Upper),
telle que U; j = 0 pour tout couple (i,j) tel que j < i.

x 00 0O 0 0 O0@DO0 X X X X X X X X
x x 000 000 0 x X X X X X X
x x x 00 0 0O 0 0 x X X X X X
x x x x 00 00 0 00 x x X X X
L=l xxxx000 @ U=16000x x x x
x x x x x 0 0O 00 00 0 x x x
X x x x xx 00 00 0 0 0 0 x x
|l X X X X X X X X | L0 00 0 0 0 0 x|
Proposition 5.5 Le déterminant d’une matrice triangulaire T € K™*™ (supérieure ou

inférieure) est égal au produit des éléments diagonaux :
n
det (T) = H Tz,z
=1

Remarque 5.6 La Proposition [5.5 montre que le déterminant d’une matrice triangulaire
est tres facile a calculer. Cette propriété peut étre exploitée pour le calcul du déterminant
d’une matrice carrée quelconque A € K™"*™. Si on suppose que l’on peut écrire la matrice
A sous la forme d’un produit A = LU dans lequel I est un matrice triangulaire inférieure
et U une matrice triangulaire supérieure (voir la suite du chapitre), on peut alors écrire

n n

det (A) = det (L) det (U) = [ [ Li; [ Ui
i=1 i=1
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On montre facilement par récurrence les résultats ci-dessous.

Proposition 5.7 Soit . € K™*™ une matrice triangulaire inférieure inversible, la solution
du systeme linéaire Ly = b dans K" est obtenue par les formules :

pour i =1,... n faire
yi = [bi — ) Lijyil/Lis.
j<i
fin

Soit U € K™™ une matrice triangulaire supérieure inversible, la solution du systéme
linéaire Uz = y dans K™ est obtenue par les formules :

pour i =n,...,1 faire
zi = [yi— ) Uija;]/Uss.
J>i
fin

Pour une matrice triangulaire supérieure, ces relations montrent que l'on peut calculer
le vecteur y de proche en proche, en commencant par la derniére composante y,; on
dit alors que 'on résout le systéme linéaire en remontant. Pour le systéme linéaire a
matrice triangulaire inférieure, on calcule également le vecteur x de proche en proche, en
commencant par la premiére composante x1 ; on dit que I'on résout le systéme linéaire en
descendant.

Remarque 5.8 Noter que l’hypothése d’inversibilité entraine que les éléments diagonaux
de deux matrices sont tous différents de zéro, puisque

n n

det (L) == HL%’Z et det (U) == H Ulﬂ

=1 i=1

5.2.3 Conclusion

Ces propriétés sur les matrices diagonales ou triangulaires nous conduisent naturelle-
ment & construire d’autres approches de la résolution des systémes linéaires que celle basée
sur les formules de Cramer : on essaiera de se ramener au cas de matrices diagonales ou
triangulaires.

5.3 Partition des matrices et vecteurs en blocs

5.3.1 Définition des blocs

Les notions précédentes concernent une approche des matrices élément par élément ; il
est souvent utile d’effectuer une partition de la matrice A € K™*™ en P x P blocs, pour
écrire formellement
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Dans cette écriture les [A],, € K"*™ sont P? matrices appelées blocs avec (ng)g,—1,p

des nombres entiers non-nuls tels que Z ng = n. Seuls les P blocs diagonaux sont
q=1,P

nécessairement carrés. Pour effectuer une multiplication matrice-vecteur avec x € K", ce

dernier est alors partitionné selon

ou [z], € K™ sont P vecteurs.
Les définitions précédentes se généralisent naturellement suivant :

Définition 5.9 On appelle matrice triangulaire inférieure par blocs une matrice L €
K™ telle que [L], 4 = 0 pour tout couple (p,q) tel que p < q;

On appelle matrice triangulaire supérieure par blocs une matrice U € K™*" telle
que [U]p.q = 0 pour tout couple (p,q) tel que p > q.

[L]1,1 U1 [Uhe - - [Uhep
L]z [Ll22 [U]as
L= ) ' et U= 7
) ) [Ulp-1,p
[Llpr - - [Llpp-1 [Llpp) i Ulpp |

Enfin on appelle matrice diagonale par blocs une matrice D € K™ telle que D], 4 =
0 pour tout couple (p,q) tel que p # q.

La plupart des résultats démontrés pour les matrices se généralisent au cas des matrices
définies par blocs, en prenant la précaution dans I’écriture des formules de noter que les
termes qui interviennent sont des matrices; ceci nécessite en particulier une adaptation
spécifique aux régles de calcul algébrique. D’une part, si le produit de deux blocs est bien
un bloc, cette opération n’est pas commutative. D’autre part, on doit remplacer la division
par les éléments diagonaux par la multiplication & gauche par l'inverse du bloc diagonal.
Voir le paragraphe suivant pour des illustrations.
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5.3.2 Parallélisation du produit matrice-vecteur par blocs

Pour paralléliser le produit matrice-vecteur y = Az lorsque la matrice A et les vecteurs
x,y sont découpés en blocs, on procéde comme suit. On suppose qu’on dispose d’une
machine avec P nceuds de calcul (voir le §4.5)). On affecte au noeud p les blocs ([A]pq)q=1,p
ainsi que le bloc [z],. Sur ce neeud, on doit effectuer le produit matrice-vecteur

[l = Z [Alp,q[z]q = [Alpp[z]p + Z[A]p,q[x]cr (5.1)

q=1,P q7#p

Pour pouvoir réaliser ce produit localement sur le nceud p, il faut disposer de ([]q)qzp- Si
c’est le cas pour p = 1,P, alors on peut effectuer les produits matrice-vecteur simultané-
ment. Ainsi :

— Il y a d’abord une premiére phase de communications ot chaque nceud q envoie
aux autres nceuds les données [x]q. On peut réaliser certaines communications en
paralléle, pour arriver au total & P — 1 communications paralléles en tout : q —
qg+1mod [P];9—+q+2mod [P]; -+ ;9—q+P—1mod [P].

— A partir de 1a, le calcul est réalisé en paralléle.

— Enfin, il y a une deuxiéme phase de communications ot chaque nceud q envoie aux
autres noeuds les résultats [y]q (P — 1 communications paralléles comme précédem-
ment).

Prenons ’exemple d’une matrice pleine. Afin d’optimiser ’algorithme, il est pertinent de
construire des blocs qui possédent tous la méme taille : d’une part, le nombre de données a
transmettre est constant (phases de communications) ; d’autre part, le nombre d’opérations
pour réaliser le calcul est également constant.

5.4 Résultats sur les matrices triangulaires
On rappelle les résultats suivants :

Proposition 5.10 Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures)
T/, T € K™*™ est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) de K"*™.

Par contre, le produit d’une matrice triangulaire inférieure par une matrice triangulaire
supérieure est une matrice a structure quelconque. Il en est de méme du produit d’une
matrice triangulaire supérieure par une matrice triangulaire inférieure.

Proposition 5.11 La matrice inverse d’une matrice triangulaire inférieure (resp. supé-
rieure) inversible de K"*™ est une matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure).

Proposition 5.12 Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs de K"*™ est égal
au produit des déterminants des blocs diagonauz.

En particulier, une matrice triangulaire par blocs est inversible si, et seulement si, tous ses
blocs diagonaux sont inversibles.
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Proposition 5.13 Soit L. € K™*" une matrice triangulaire inférieure par blocs inversible.
La solution du systéme linéaire Ly = b est obtenue par les formules :

pour p=1,..., P faire
= L h (H =3 Whpalla)-
fin

Soit U € K™*™ une matrice triangulaire supérieure par blocs inversible. La solution du
systeme linéaire Uz = y est obtenue par les formules :

pour p= P,...,1 faire

alp = U3 (Wlp = Y [Ulpglaly)-

q>p

fin

5.5 La méthode d’élimination

On considére le systéme linéaire Az = b dans K™ (dont la matrice A est inversible)

Ay C e Ay, T by
Aoy Agy - - - - - . T by
Ay Ay . z; b;
Ay Y W T, by,

dans lequel on suppose A 1 # 0; a I'aide de la premiére ligne de ce systéme, on exprime la
composante x1 en fonction des autres :

> Avjzg)/A

2<j<n

en reportant cette identité dans la ligne ¢ du systéme linéaire (2 < ¢ < n), on obtient

n

Ai71$1 + ZAZ'JJ"]' = bi, <~ Z (Aﬁj — Ai,lAl,j/Al,l) T = bi — Ai71/A171b1.
— =

On introduit alors les notations A(® = A et () = b, puis on définit la matrice A et le
vecteur b(Y) suivant :
- pour la premiére ligne :
A =AY 1< <n, et b =0l
- pour les n — 1 autres lignes :
A = A% — A < AL/AL) et Y = b — A % 0/}, 2 < i <,
1<j<n
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On obtient un systéme linéaire équivalent au précédent, au sens ol les deux systémes
admettent la méme solution. Noter que la premiére colonne de la matrice A est nulle

(1)

par construction a I'exception du élément A; .

Si Ag% # 0, on peut réitérer le procédé en éliminant cette fois 'inconnue xo des n — 2
lignes i = 3,4,...,n, et ainsi de suite... On génére de cette facon une suite de matrices et
de seconds membres par ’algorithme :

1) initialisation :
A® = A e KM,
b0 =p e K".
2) itérations : pour k=1,2,...,n — 1 faire
(1) élimination de l'inconnue zj et mise a jour de la matrice
AN =AMV 1<i<k 1<j<n
A(”‘;)fA(,"; D Al )xAﬁfj DAETY k+l<i<n, 1<j<n
(2) modification du second membre
b =N 1<i<k
b:(k) — bi‘f“*” - Agjfn x bk AN k+1<i<n
fin

Noter que les éléments A( )

nuls par construction. En effet pour de tels couples (i, ), si j < k : on sait que d’une part
(k—1)

pour k4+1<i<netl<j <k définis par ces formules, sont

AZ(I; D _ 0, et d’autre part que A G = 0 d’apres l’itération précédente ; et, si j = k :
alors la formule donne Afk) = 0. En d’autres termes, on peut écrire, pour k =1,--- ,n—1:
w _ (U1 Ul
A= < CNE

avec [U]11 € K*** une matrice triangulaire supérieure, [U];o2 € KF*(=F) et S ¢
K(=k)x(n=k) On appelle S*) le complément de Schur.

Aprés n — 1 itérations de cet algorithme (en supposant que les différents éléments
Agg,)g sont non nuls pour chaque k) la matrice A= obtenue est une matrice triangulaire
supérieure et le systéme linéaire

AC=D . — pn=1)
peut étre résolu a ’aide de la Proposition De plus, il a la méme solution que le systéme
initial Az = b, puisque tous les systémes linéaires A%z = b() sont équivalents entre eux,

pour k=1,--- ,n—1.

On introduit ensuite la matrice triangulaire inférieure L) de rang n, identique a la
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matrice I,,, a ’exception de la colonne & :

10 00 0O0O0O0
01 00O0O0O0O
001 0O0O0O0OO© O

L® — 0001 O0O0O0O
000 x100O0]|”’
000x0100
0 00x0O0T1P0
000 x00O01

avec ]LEIZ) = —AEE_I)/ Algkk_ Y pour i > k + 1. Par construction, on a la relation :

det (L®)) = 1.

De plus, on vérifie facilement que pour tout k < n, AK) = LE) AG=D) o pk) = LK) p(k=1)
Finalement, en posant U= A" et L = LV ...LM, on peut écrire

U=LA et Uz=Lb, (5.2)

ott U et L sont des matrices inversibles, resp. triangulaire supérieure pour U et triangu-
laire inférieure pour L. Le calcul de la solution = par les formules de remontée est alors
immédiat.

En outre, on peut montrer sans difficulté le résultat ci-dessous.

Proposition 5.14 Pour tout k Uinverse L=*) de la matrice L*®) est une matrice triangu-

laire inférieure de rang n, identique a I, o lexception de la colonne k, avec, pour i > k,
}Li_,ik) = Aﬁ_l)/Algkgl). En d’autres termes, on a la relation

L~®) =or, —1L®),

La seule question qui se pose alors est de savoir si on peut toujours calculer cette ma-
trice A1 par les formules précédentes

il faut pour cela que A;kk_l) #0pour k=1,2,...,n—1.

. 14 . k—1 ,
Si en cours de calcul, on rencontre un élément diagonal Aé i ) nul, on peut procéder

de la fagon suivante : on recherche dans la colonne k de la matrice A®~1) un élément

Agf?) non nul pour ix > k, et sl en existe un, on échange alors les lignes iy et k de la

(k—1)

matrice. Cette modification revient & multiplier & gauche la matrice courante A par
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une matrice de permutation P(ix, k) qui améne le élément Ag:;l) sur la diagonale

AlED X X X X X X X
1 000 0O0O0TD0O 1,1
(k1)

01000000 0 Ay X X X X X X
00100000 0 o AfY  x xx  x  x
00 00O0OO0OT1TPOQO 0 0 0 OXXA](ij_I)X
00 0O01O0O00 0 0 0 < < x . «
R | T T T

(k—1) (k—1)
0000000 1 0 0 0 A’ x x AT X
0 0 0 X X X X X

soit
Aﬁ’f{” X X X X X X X
0 Agkgl) X X X X X X
’ (k—1)

0 0 A373 X X X X X

i, k)AG-D = [ 0 0 0 AMY x x AV x

0 0 0 X X X X X

0 0 0 X X X X X

0 0 0 0 x x ANV x

0 0 0 X X X b'e X

Dans la factorisation en cours, cette multiplication n’affecte pas les lignes d’indice stricte-

ment inférieur a k déja calculées, mais seulement les lignes i et k& de la matrice A®) ; noter
(k—1) (k—1) 4 . o )

que les composantes b; = et by doivent aussi étre échangées pour que le nouveau sys-

téme linéaire soit équivalent au précédent.

(k—1)
k

Que se passe-t-il si a I'étape k (k fixé) tous les éléments A, de la colonne k sont

nuls ? Cela veut dire que I'on a obtenu une matrice de la forme

Aglfl_l) X X X X X X X
0 Agf{l) X X X X X X
0 0 Agfgl) X X X X X

(k=1)
0 0 0 0 x x Ak,j X
0 0 0 0 x x X X
0 0 0 0 x x X X
0 0 0 0 x x A"V x
0 0 0 0 x x X X

32. Notons que pour toute matrice de permutation P(ix, k), on a la relation P(ix, k)P(ix, k) = I,. De
plus, pour k > 2, on peut toujours écrire P(ix, k) sous la forme par blocs

. I — 0
MW@I(%lpy

puisque ix > k.
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et la matrice A®~1 est donc au plus de rang n — 1, ce qui est contraire & 'hypothése A
inversible car la relation

AR=D — =1 (MW

entralne bien sar

det (AF=D) = det (A) # 0.

On en conclut que 'on peut toujours réaliser une permutation de lignes pour la matrice
A%®=1) de maniére & pouvoir poursuivre ’algorithme sur la matrice permutée P(iy,, k)A®*—1.

5.6 La méthode de factorisation

Dans le paragraphe précédent on a obtenu pour une matrice A donnée, les matrices
triangulaires inversibles U et L. En ’absence de permutations de lignes, on aboutit a (5.2)).
A Taide de la Proposition on définit

L=Ll=1-M...~(-1)
La matrice L est triangulaire inférieure & diagonale unité, qui vérifie la relation
A=LTU.

Cette relation est appelée factorisation de Gauss de la matrice A. A partir de cette
factorisation la solution du systéme linéaire Ax = b est obtenue en deux étapes :

- la descente, qui consiste & calculer le vecteur y solution de Ly = b;

- la remontée, dans laquelle on calcule le vecteur = solution de Ux = y.
Néanmoins, au cours des calculs, on peut avoir & effectuer une certain nombre de permu-
tations de lignes pour amener des éléments non nuls sur la diagonale. Si on doit effectuer
une permutation a l'itération k, on factorise P(iy, k)A¥®~1 sous la forme

AP = LEPpeG, K)AFD,
Au terme des itérations, on a alors factorisé la matrice A de la fagon suivantelﬂ
U=L""VYP>ip_1,n—1)---LOP(iy, k) - - - LOP(ig, 1)A.

On a donc un produit "mélé" de matrices du type L*) et de matrices de permutation
P(ip, p). Fort heureusement, on peut prouver le résultat suivant

Proposition 5.15 Soient k et p tels que k < p. Alors il existe une matrice L*P) possédant
la méme structure que L) et telle que

P(ip, p)L*) = LEPP(G, p). (5.3)
Démonstration : Il suffit de considérer la matrice L) définie par

sinon.

(kp) _ 7 (kp) 1 (kp) _ p (kp) g (kp) _ g (kp)
Lipfs - Lp7kp ) vakp - Li}hz ) sz.jp - LZJp

33. Avec la convention P(ix, k) = I, lorsqu’on n’effectue pas de permutation a 'étape k...
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A partir de ce résultat, on écrit tout simplement
U = L YP>, 1,n— DL DP>i,_9,n —2)--- A

LODLO=2DP(, 1 n— 1)P(>iy_2,n — 2)LO 3P, _3,n —
= LODLODLO=3IP, 1 n— 1)P(in_o,n — 2)P(in_3,n —

). A
). A

3
3

— LOe-DL®r=2) 'E(I)P(in—hn —1)---P(ig, 1)A.

Ci-dessus, on a bien str, pour 1 < k <n — 2,

n—(1+k) n—1
L® = J] Pln-e,n—0L® T] Pl.e),
=1 t=k+1

ce qui définit des matrices triangulaires inférieures possédant la méme structure que L*),
cf. la Proposition [5.15]

On aboutit pour finir & PA = LU, ot L est triangulaire inférieure, U triangulaire
supérieure, et P est un produit de matrices de permutation, P = P(i,,—1,n—1) --- P(i1,1).
Notons que P~! = P(iy,1) --- P(i,_1,n—1) = PT. On a ainsi démontré le résultat suivant

Théoréme 5.16 Soit une matrice A inversible de K"*™, alors il existe une matrice de
permutation P telle que

PA=LT,

avec L matrice triangulaire inférieure a diagonale unité, U matrice triangulaire supérieure.

5.7 Stabilité numérique et stratégies de pivotage

On voit bien que cette écriture n’est pas unique puisqu’a chaque échange, on peut
avoir le choix entre plusieurs lignes pour effectuer la permutation. On peut alors introduire
un critére supplémentaire pour déterminer la ligne & permuter, par exemple un critére de
stabilité numérique Supposons que I'élément courant Agﬂk_ D soit petit, de 'ordre de ¢,
alors les formules de calcul

(k) _ oG- 1 1) (k1)
Ai,j - Ai,j -z Ai,k Ak,j

montrent que dans le complément de Schur S®*) résultant, le second terme est dominant,
c’est-a-dire que 'on a
S*) ~ —lu T
€
les vecteurs u,v € K" % représentant respectivement la colonne k et la ligne k de la

matrice A®~D pour les indices strictement supérieurs & k. Comme u # 0 et v # 0, la
matrice u - v € K(=R)*(n=k) o5t de rang 1. Dans ce cas, la matrice S*) ¢ K(—k)x(n—k)

34. En se sens, on se rapproche des considérations algorithmiques développées au chapitre
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est quasi-singuliére dés que n — 1 > k! Autrement dit, le choix d’un petit élément diagonal
peut conduire & une instabilité numérique de la factorisation.
Le choix de cet élément, appelé pivot doit donc étre effectué avec la plus grande
attention, et cela introduit naturellement deux variantes de la factorisation de Gauss :
- la factorisation avec pivot partiel revient & rechercher & chaque étape de 1’algo-
rithme le plus grand élément en valeur absolue parmi les Agfz_l)
permutation de lignes associée & ce choix correspond a une multiplication & gauche
de la matrice A par une matrice de permutation P.
- la factorisation avec pivot total revient a rechercher & chaque étape de 'algorithme

le plus grand élément en valeur absolue parmi tous les Agﬁ-—l) pour ¢ > ket j > k.

Si on choisit un élément Ag:;kl) en dehors de la colonne k, il faut ajouter a la
permutation de lignes P(ix, k) une permutation de colonnes qui correspond a une
multiplication & droite de la matrice A par une matrice de permutation Q(ji, k)
(avec ji > k). En fin de factorisation, on a obtenu

pour ¢ > k. La

PAQ=LTU.

- Sienfin on effectue une recherche avec pivot total sur les éléments diagonaux Aglz_l)
uniquement (pour i > k), on a alors une permutation de ligne et une permuta%ion
de colonne identiques, i. e. Q(ix, k) = P(ix, k). En fin de factorisation, on arrive a
Q = PT = P*, soit

PAP*=PAPT =LU.

Cette propriété sera utilisée pour factoriser des matrices hermitiennes ou symé-
triques.

Remarque 5.17 En reprenant les notations précédentes, on voit qu’une permutation de
lignes P(ig, k) ou de colonnes Q(ji, k) de la matrice S®) 4 Uétape k, ne modifie pas les
blocs déja calculés [L); 1 et [U]1g -

P(ig, k) A Qj, k) = <Ik0 ' [(;) GE; In_0k+1) ([UEJM ggif) <Ik01 (&>

soit encore B 1) A Q) — ( []Eﬂl; g) ([Uh,l [Uh,zQ)

On énonce pour finir un résultat d’unicité.

Proposition 5.18 Soit A € K™"*" une matrice inversible, pour des matrices de permuta-
tion P et Q données, la factorisation PAQ =1L U est unique.

Démonstration : Cela est évident par construction des matrices I et U, leurs éléments
étant déterminés de maniére unique par les formules de 'algorithme. Mais on peut aussi
démontrer ce résultat par une méthode qui sera utile par la suite. Supposons qu’il existe des
matrices triangulaires inférieures IL et I/, et triangulaires supérieures U et U’ qui vérifient
PAQ=LU=1L'U". Par voie de conséquence,

LY 'L =U'U (= M).
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Or, ()7L (resp. U'U™!) est une matrice triangulaire inférieure (resp. triangulaire
supérieure). Ainsi M est nécessairement une matrice diagonale. De plus, L et I étant a
diagonale unité, il en est de méme pour (L')~!L. Finalement, M = I,,. o

5.8 Les méthodes directes

Dans la suite on appellera méthode directe de résolution d’un systéme linéaire Az = b
dans K™ tout algorithme qui calcule la solution x en un nombre d’opérations déterminé a
prioriﬁ

Les méthodes d’élimination et de factorisation sont a ce titre des méthodes directes,
car il est évident que le nombre d’opérations nécessaires au calcul des matrices IL et U est
fini — ce nombre d’opérations sera calculé précisément — Par ailleurs le cotit d’'une descente
et d’une remontée est égal & 2n? opérations (voir le .

Noter que ce nombre d’opérations dépend des propriétés de la matrice A, car on peut
tirer parti d’une éventuelle symétrie par exemple. On distingue ainsi plusieurs types de
factorisation :

- La méthode de Gauss A = LU, avec L matrice triangulaire inférieure a diagonale
unité, et U matrice triangulaire supérieure. A doit étre inversible.
- La méthode de Crout A = LDL*, avec L matrice triangulaire inférieure & diagonale
unité, et D matrice diagonale. A doit étre hermitienne (K = C), resp. symétrique
(K =R), et inversible.
- La méthode de Cholesky A = LLIL*, avec L matrice triangulaire inférieure. A doit
étre hermitienne (K = C), resp. symétrique (K = R), et définie-positive.
Dans ce qui suit, on reprend 1’étude de la factorisation de la matrice A dans une formulation
plus générale, en supposant uniquement que cette matrice est inversible.

5.9 Algorithme de factorisation de Gauss

Maintenant que l'existence des matrices I et U est établie, on vérifie que 1'on peut
calculer leurs éléments directement par identification, & partir des relations

¢=min(1,5)

n
Vij 1<ij<n A=Y LieUy;= > LUy
/=1 /=1

puisque L; p = 0 si £ > 4, resp. Uy ; = 01 £ > j.

On procede en calculant pour un indice k£ donné, tous les éléments L. ;. de la colonne £ de
la matrice L, puis tous les éléments Uy . de la ligne £ de la matrice U. Ce processus peut
étre représenté par les schémas suivants, dans lesquels les éléments - sont supposés connus,
les éléments x sont inconnus et ’élément e est en cours de calcul & l'aide des éléments

35. Il s’agit ici de faire la distinction avec les méthodes itératives, étudiées au chapitre @ pour lesquelles
le nombre d’opérations dépend du nombre d’itérations de la méthode, nombre qu’il est impossible de
connaitre & I’avance car il est 1ié au choix de la solution initiale 2° € K™ relativement au second membre b.



108

connus o.
1 o
1 o
1 o
1 o
- 1 o
Ay - - - c o o o e 1 X X X
x x 1 X X
x x x 1 X
Calcul d’un élément de L.
1 o
1 o
1 o
1 o
. - 1 o
A; o o o o o 1 e X
. x x 1 X X
Xx x x 1 X

Calcul d’un élément de U.

En résumé, pour une matrice A donnée, les éléments des matrices I et U sont calculés
(& une permutation de lignes et de colonnes prés) par les formules

pour k=1,...,n— 1 faire
Lk,k =1
Uk = Ak — > Li;Ujn
i<k
pour i =k+1,...,n faire
Lij = [Aik = ) LijUja] / Uk
j<k
fin
pour i =k +1,...,n faire
Uk, = Agi — Z L, Uy
i<k
fin
fin

Les formules précédentes calculent les éléments de la matrice I colonne par colonne, et
ceux de la matrice U ligne par ligne. L’algorithme suivant définit les mémes matrices, bien
que les éléments de la matrice I soient calculés ligne par ligne et ceux de la matrice U’
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colonne par colonne.

pour k=1,...,n—1 faire
pour 1= 1 -1 falre
Akl Z Lkg zz
1<t
fin
pour i=1,. — 1 faire
i = Ak — Z L Ujx
1<t
fin
Lfrck =1
Ukk = Apr — ZLk] gk
i<k
fin

5.10 Factorisation de Gauss-Jordan. Factorisation de Crout

On écrit les algorithmes ainsi que les démonstrations uniquement dans le cas K = C.
Les mémes idées s appliquent dans K = R si on remplace * par T, resp. hermitienne par
symétrique (et si omet la conjugaison).

Dans la factorisation précédente A = LU, on a imposé le choix d’une matrice L. triangulaire
inférieure & diagonale unité. Si on note D la matrice diagonale formée & partir des éléments

diagonaux de U : ID; ; = U, ;, alors
A=LU=LDU.

Cette factorisation est appelée factorisation de Gauss-Jordan, dans laquelle la matrice U est
triangulaire supérieure & diagonale unité. Les éléments des matrices D et U sont déterminés
a partir des éléments de U par les relations

pour k£ =1,..., n faire
Dy = Uk
pour i =1,..., k faire
Uki =Uik / Upr =Uip / Dy
fin
fin

Cette écriture s’avére utile dans le cas ou la matrice A est hermitienne. En effet, lors-
qu’on emploie une stratégie de pivot total sur les éléments diagonauz (Q = PT =P*), on a
alors

Proposition 5.19 Soit A € C™*"™ une matrice inversible et hermitienne, G une matrice
de permutation P pres, la factorisation PAP* = LIDL* est unique.

Démonstration : On a par construction (PAP*)* = PA*P* = PAP*, d’on

LDU =U*DL*,
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et en utilisant la Proposition [5.18| sur I'unicité de la factorisation de Gauss, on trouve bien

L =U*.

On obtient ainsi la factorisation de Crout pour une matrice hermitienne :
A=LDL"

Par identification, les éléments de L et D sont calculés suivant

pour k=1,...,n faire
Lik=1 et Dpp=Aer— > Dyl
j<k
pour i =k +1,...,n faire
Lik = [Aik — > LijD;Li;) / Dy
i<k
fin
fin

La résolution du systéme linéaire Ax = b s’effectue alors en trois étapes : le calcul
du vecteur z solution de Lz = b, puis du vecteur y par Dy = z et enfin du vecteur
x par L*x = y. Le coiit calcul de ces trois résolutions est identique a celui de 1’étape
correspondante de la méthode de Gauss puisque la matrice L est & diagonale unité.

On s’est limité au cas Q = PT = P*. Ceci signifie que dans la stratégie du pivot total
la recherche du meilleur pivot est limité aux éléments diagonaux de la matrice en cours
de calcul, pour conserver la symétrie. Cette contrainte peut étre levée dans le cadre de la
factorisation par blocs, qui sera étudiée plus loin.

Pour finir, comme il n’est plus besoin de calculer la matrice triangulaire supérieure U
(=L*), on déduit de la Proposition le résultat sur le cotit calcul.

5.11 Factorisation de Cholesky

On écrit les algorithmes ainsi que les démonstrations uniquement dans le cas K = C.
Les mémes idées s appliquent dans K = R si on remplace * par T, resp. hermitienne par
symétrique (et si omet la conjugaison).

Supposons maintenant que A € C™*™ soit une matrice hermitiennelﬂ définie-positive, il
résulte de la Propositionque 'on peut écrire A = P*LDL* P, puisque P~! = P* = PT.
De plus, par définition, on a la propriété

VeeC" z#0  0< (Az,z) = (P'LDL*Pz,z) = (DL*Pz, L*Pz).

Pour tout y # 0, il existe = # 0 tel que y = L*Px, et on a par conséquent (Dy,y) > 0. Pour
tout 1 <14 < mn, si on choisit pour y le i vecteur de base e;, on en déduit que I;; € R,

36. Lorsque A € C™*™ est hermitienne, on a pour tout z € C" : (Az,z) = (z,A"z) bk (z,Az) =

(Az, z), ainsi (Az,z) € R et on peut considérer son signe, et par voie de conséquence le caractére défini-
positif d’une matrice hermitienne A...
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et de plus ID; ; > 0 ; la matrice diagonale D est donc une matrice réelle définie-positive, ce
qui permet de définir la matrice "racine carrée" diagonale D'/2 par (D'/ 2)ii = /Di;. En
posant alors £ = LDY/2, on obtient finalement

PAP =LL"

Proposition 5.20 Soit A € C™*™ une matrice hermitienne définie-positive, il existe une
matrice L triangulaire inférieure, telle que la factorisation PAP* = LL* est unique d une
matrice de permutation P preés.

En utilisant les formules générales, les éléments de £ sont calculés colonne par colonne
par les relations

pour k£ =1,...,n faire
Lk = [Brr — > 1Le "
i<k
pour i = k+1,...,n faire
Lir=1[Air— Z LiiLlij)l | Lik
i<k
fin
fin

On peut aussi calculer la matrice £ ligne par ligne suivant

pour k=1,...,n faire
pour 1= 1 — 1 faire
Ak % Z Ek‘,] ,j 2 K
7<i
fin
Lk = [Brg =D 1Lk 1>
i<k
fin

Une conséquence importante de la Proposition dans le cas ol la matrice A est
hermitienne et définie-positive, est que I'on n’a pas besoin de vérifier que les termes

Apj — Z |L ;|2

j<k

sont tous strictement positifs, pour tout k. L’existence des éléments diagonaux Ly, étant
assurée par cette Proposition, il suffit de vérifier par identification que I’on peut les calculer
de cette maniére. Noter que cette propriété n’est pas satisfaite si A est supposée seulement
hermitienne : dans la factorisation de Crout certains éléments diagonaux D;; peuvent en
effet étre négatifs.

Une autre conséquence remarquable de la Proposition [5.18| peut étre obtenue en faisant
intervenir & nouveau le complément de Schur S :

_ (Al [Ale
A_<[A]2,1 [A]m)
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avec [Al11 = [A]]; € C"X™M [Alp1 € C"2X™, [A]1 9 = [A]3; € C"72 [Aln = [A]5, €
Cr2x"2 n = nj +ng. Par construction, [A]y 1 et [A]s 2 sont définies-positives. Par exemple :

wecmato 0<(s()-(0)- (A 1) () () -t

On suppose que l'on connait une factorisation de Cholesky du premier bloc : [A];; =
[L]11[L]7 15 avec [£]1,1 € C™*™ matrice triangulaire inférieure, alors (cf. Remarque [5.17)

(Al AL\ _ (Eha 0N (T 0\ (ICh, 2k
a=(m )= e o) (5 )< (90 5) o
Par identification, on trouve facilement que [Llo1 = [Ala1([£]],)7! et § = [Alan —
[Cl21[L]3, = [Ala2 — [Al21[AT1[A]3 ).

Proposition 5.21 Soit A € C™™*"™ une matrice hermitienne définie-positive, pour tout
couple (n1,n2) avec ny + ny = n, le complément de Schur & € C"*"2 est une matrice
hermitienne définie-positive.

Démonstration : Par construction la matrice S = [A]a s — [£]21[L]5; est hermitienne.
En outre, on peut reformuler ((5.4) sous la forme équivalente

(181 g) = éil X A x (é*l)*y avec L _ <[£]1’1 0 > .

Ainsi, pour tout & € C™,% # 0, on a 2’ = (L71)* <g> # 0 et

(5 D))
_ <A < (L1 <0> . <2>> a0

En conséquence, on en déduit qu'il est toujours possible de réaliser la factorisation (de
Cholesky) d’une matrice hermitienne définie-positive sans permutation, ce qui est faux
pour la factorisation (de Gauss) d’une matrice inversible quelconque, et qui reste fauz en
général pour la factorisation (de Crout) d’une matrice hermitienne inversible quelconque.

K

O

Corollaire 5.22 Soit A € C™™ une matrice hermitienne définie-positive. Il existe une
matrice L triangulaire inférieure unique, telle que A = LL*.

Démonstration : Pour réaliser la factorisation sans permutation, on raisonne par récur-
(k_l)ek, ek) > 0.

Avec la convention S(©) = A, ceci revient a vérifier que (S(k_l)ek., er) > 0.

rence sur k, qui varie de 1 & n — 1, et I’on montre que A,(fk_l) = (A

Pour cela, il suffit de montrer que S*~1) est hermitienne définie-positive, par récurrence

sur k. Or, S(® = A est hermitienne définie-positive et, d’aprés la Proposition précédente,
I’assertion "S*~1) hermitienne définie-positive entraine S*) hermitienne définie-positive"
est vraie. o
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5.12 Factorisation par blocs

On écrit les algorithmes ainsi que les démonstrations uniquement dans le cas K = C.

Les mémes idées s’appliquent dans K = R si on remplace * par T, resp. hermitienne par
symétrique (et si omet la conjugaison).
Dans ce qui précéde les matrices triangulaires qui définissent les différentes factorisations
ont été calculées élément par élément, on peut a ce titre les qualifier de factorisations
ponctuelles ; cependant si on effectue une une partition des matrices A, L et U en P x P
blocs, on obtient formellement

(Al [Alr2 [Al1,p [Lhip O 0 U1 (U2 [Uls,p
(A2 [Al22 [Alg.p | _ [z [Ll22 o 0 (U [Ula,p
: - - : : . . 0 . . - :
Alp1 [Alp2 ... [Alpp Llp1 [Llp2 ... [Llpp 0 . 0 [Upp

Dans cette écriture on rappelle que seuls les blocs diagonaux sont nécessairement carrés.
Par identification on obtient la factorisation par blocs de Gauss

pour k=1,..., P faire (factorisation ponctuelle du bloc [A] 1)
Wk Uik = [Alek — D Lleg[Ulgk
q<k

pour p=Fk+1,..., P faire

[L]p,k[mk,k = [A]p,k’ - Z [L]p,q[U]qvk
q<k

fin
pour p=Fk+1,..., P faire

[L]k,k[U]k,p = [A]k,p - Z [L]k,q[mq,p
q<k

fin
fin

dans cette écriture les produits [LL], 4[U], x sont des produits de matrices. Les blocs [L], &,
resp. [U]yp, sont obtenus par résolution de systémes linéaires carrés a matrice triangulaire
supérieure, et dont les seconds membres sont des matrices [B] et [B’]. Pour cela, on écrit
pour k=1,--- P
Ll e[Ulks = [B] <= [Ugx[Lljx = B]" ;5 [Llek[Ulkp = B

Comme pour la factorisation de Gauss ponctuelle, il peut étre nécessaire d’effectuer des
permutations de lignes ou de colonnes afin de placer des blocs réguliers sur la diagonale.

Mentionnons également la factorisation de Crout par blocs
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pour k= 1,..., P faire (factorisation ponctuelle du bloc [A] 1)
Lk e [D]k i (L]}, = [Alek — Y Lleg[Lli,
q<k

pour p=Fk+1,..., P faire
[D]k,k[m;,k = [A]p,k - Z [L]pvq[L]Z,q

q<k
fin
fin

et enfin la factorisation de Cholesky par blocs

pour k =1,..., P faire (factorisation ponctuelle du bloc [A] 1)
L)kl g = [Aleg = Y [LleglLli,
q<k

pour p=Fk-+1,...,p faire
[L]k,k[ﬁ];k = [A]p,k - Z [ﬁ]p,q[ﬁ]z,q

q<k
fin
fin

Cette formulation est récursive puisque l'on peut y remplacer a nouveau les factori-
sations ponctuelles par des factorisations par blocs... Cette approche est intéressante pour
un calcul concret sur ordinateur dans le cas de matrices de trés grande taille qui ne tiennent
pas en mémoire (on les découpe alors en blocs suffisamment petits) ou le plus souvent pour
des matrices qui ne sont effectivement connues que sous la forme d’une partition.

Une autre application de cette formulation est la recherche d’un pivot extra-diagonal
pour des matrices hermitiennes dont la factorisation pose des problémes numériques,
comme les matrices non définies. En effet dans le cas d’une stratégie de pivot total par
points, il faut, pour préserver la "symétrie”, limiter la recherche de 1’élément de plus grande
valeur absolue aux seuls termes diagonaux. Cette procédure peut s’avérer inefficace si les
éléments diagonaux sont trop petits. On applique alors la technique des pivots jumeaux :
supposons qu’a I’étape k de la factorisation, le pivot idéal Sy = % soit en position
extra-diagonale

Sk - Sk

Ska co Sklyk'

alors a l'aide d’'une permutation symétrique des lignes et des colonnes, on commence par
écrire L
Sk Sk
Sk Sk
PSP* = .
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puis on effectue une factorisation par blocs "symétrique" de la matrice S avec un premier
bloc diagonal 2 x 2, et les autres blocs diagonaux de la partition d’ordre 1. On assure
ainsi la stabilité numérique de la factorisation, tout en conservant la "symétrie".

5.13 Profil et conservation du profil

Les matrices qui proviennent de I'approximation de la solution d’une équation aux

dérivées partielles par la méthode des différences finies ou la méthode des éléments finis
possédent en régle générale deux propriétés fondamentalesm
D’une part leur caractére creux : une matrice d’ordre n est creuse lorsque le nombre
moyen d’éléments non nuls par ligne est petit devant n. Ceci permet de réduire le cotit de
la multiplication matrice-vecteur (voir le pour plus de précisions).
D’autre part, les éléments non-nuls sont rassemblés autour de la diagonale ; en d’autres
termes, elles possédent beaucoup de 0 au début des lignes et colonnes@ L’exploitation
de cette seconde propriété apporte une économie considérable lors de la factorisation, tant
sur le plan du temps calcul (par la réduction du nombre d’opérations réalisées), que de la
place mémoire, comme nous allons le voir.

Pour introduire la notion de profil, considérons la matrice d’ordre 8 :

e ¢ 0 ¢ 0 0O O o
o o ¢ 0 0O o 0 o
0O ¢ ¢ ¢ 0 ¢ 0 e
A= e 0 ¢ ¢« 0 O O O
000 0O e ¢ 0 O
0O ¢ ¢ 0 ¢ ¢ 0 o
000 O0O0OO0O e0
Lo ¢ ¢ 0 0 o 0 e |

Les éléments non nuls de cette matrice sont représentés par le symbole e et les autres par
0. On remarque tout de suite que la matrice A ci-dessus est & structure symétrique, puisque
les e sont placés symétriquement par rapport a la diagonale. En d’autres termes,

Az"j # (0 <= Ajﬂ‘ #0. (5.5)

On voudrait dans la suite que cette propriété soit satisfaite (notamment pour simpli-
fier les notations!). A cette fin, on "symétrisera” la structure de la matrice, en ajoutant
un couple de symbole @ non-diagonaux, dés lors que l'un au moins des A; ; et A;; corres-
pondants est non nul.

Pour chaque ligne k de la matrice A, on peut définir il(k) le plus petit indice de colonne
[ tel que Ay # 0; on définit de méme pour chaque colonne k, ic(k) le plus petit indice de
ligne [, tel que Ay # 0. On note que pour pouvoir définir il(k) et ic(k) pour tout k, une

37. Les approximations par des méthodes intégrales sont un cas limite : les matrices sont "presque
creuses", puisque le nombre moyen d’éléments non nuls par ligne est de ’ordre de log(n).

38. Il est important de noter que ces deux propriétés ne sont pas comparables : une matrice peut-étre
creuse sans qu’il y ait beaucoup de 0 en début des lignes et colonnes.
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condition suﬁ?santelﬂ est 'inversibilité de A, ce qui tombe bien, puisque on s’intéresse a
la factorisation en vue de la résolution de systémes linéaires!

Comme est satisfaite (éventuellement par "symétrisation" de la structure), on a
automatiquement il(k) = ic(k) pour tout k, ce qui permet de s’affranchir des indices
ic(k) dans la suite.

On introduit la propriété suivante :
il(k) < k, Vk. (5.6)
On a le résultat ci-dessous.

Proposition 5.23 Si les factorisations de Gauss et Crout se font sans permutation, alors
la propriété (@ est vraie.

Démonstration : Supposons qu'il existe k tel que il(k) > k. Dans ce cas, on a par
définition Ap; = Ago = --- = Ay = 0. Ecrivons que A = LU avec L triangulaire
inférieure et U triangulaire supérieure, sur la k"¢ ligne

= A1 =L 101,

= Apo=1L;1 U2+ LgoUszo,

= App—1 =Lp1Upp1 +Lp2Us g1+ + L p—1Ug—1,6—1
= App=Lp1Upp +Lp2Ugp + - + L p—1Ug—1 5 + Ly £ Ug 1.

On déduit de la premiére équation que L1 = 0, puisque U est inversible. De la deuxiéme
équation, on déduit alors que Ly o = 0, et ainsi de suite jusqu’a la (k — 1)®™¢ équation, qui
fournit le résultat Ly, 1 = 0. En passant enfin a la k™€ squation, on arrive & Lk Uk =0,
ce qui contredit I’hypothése L et U inversibles. o

En d’autres termes, la propriété (5.6 est nécessaire pour pouvoir factoriser une matrice
sans permutation, mais elle n’est pas suffisante...

Exercice 5.1 Soit A € R**3 la matrice symétrique et inversible
11 2
A=1]1 1 3
2 3 3
Vérifier que A ne peut étre factorisée sans permutation, bien que la propriété @) soit

satisfaite.

Sous réserve que les propriétés (5.5) et ((5.6) soient satisfaites pour A € K™*™ on introduit
les ensembles

PUA) = {(k,1),1 <k < n,il(k) <1<k} et Pe(A) = {(1,k),1 < k <n,il(k) <1<k}

39. En effet, lorsque A est inversible, ses lignes et ses colonnes sont toutes non nulles.
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Définition 5.24 on appelle profil de la matrice A
— Uensemble Pr(A) = PI(A) si A est hermitienne ou symétrique
— l’ensemble Pr(A) = PI(A) U Pc(A) sinon.

Reprenons 'exemple ci-dessus et décrivons I'ensemble Pr(A) correspondant.

Pr(A) : a gauche si A vérifie uniquement (5.5, & droite si A est de plus her-
mitienne ou symétrique.

Remarque 5.25 On a défini le profil ponctuel, il est évident que l’on peut associer a
toute partition de la matrice A un profil par blocs.

Par définition, (¢, j) € Pr(A) n’entraine pas que A; ; # 0. En d’autres termes il peut exister
des éléments de A nuls a l'intérieur du profil! Il faut donc distinguer 1’ensemble Pr(A) de
I’ensemble

Sq(A) = {(k‘,l), 1< l < k < n,AM 75 O}

qui est appelé le squelette de la matrice A. Lorsque la matrice A est creuse, alors le
cardinal de son squelette est petit devant n2.

Proposition 5.26 Les factorisations de Gauss et Crout, lorsqu’elles se font sans permu-
tation, ainsi que la factorisation de Cholesky, conservent le profil.
En d’autres termes, (i,j) & Pr(A) entraine L; ; = U, ; = 0.

Démonstration : On raisonne pour la factorisation de Gauss LU = A. On vérifie tout
d’abord que IL conserve le profil en reprenant la preuve de la Proposition i. e. en
écrivant que, pour la ligne k, A; ; = 0 tant que ¢ < il(k). Ensuite, pour U, on écrit cette
fois des égalités pour la colonne k de A, sachant que Ay ; = 0 tant que j < il(k).

Cette propriété est commune aux trois factorisations, la structure des calculs étant iden-
tique. o

Remarque 5.27 Ce résultat est valable pour le profil par points et pour le profil par blocs.

Pour finir, on introduit la largeur de bande de la ligne k par la relation lb(k) =
k —il(k) + 1. On dit qu'une matrice A € K"*" est a faible largeur de bande lorsque sa
largeur de bande moyenne [ = [>"}_, I(k)]/n est petite devant n. Si de plus on a lb(k) ~
pour tout k, on peut vérifier que le cotit calcul de la factorisation est de 'ordre de O(n (?).
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5.14 Factorisation QR

5.14.1 Introduction

Nous allons montrer un résultat trés utile en pratique, concernant cette fois la factori-
sation d’'une matrice quelconque :

Proposition 5.28 Soit une matrice A € K"*™ (n > m), alors il existe une matrice carrée
Q € K™™ et une matrice triangulaire supérieure R € K"*™ telles que

A=QR, avec Q*Q = I,,.

La preuve est constructive. Nous allons exhiber la factorisation par la méthode de Hou-
seholder, ot Q est obtenue par produits successifs de matrices orthogonales élémentaires.
Puis nous expliquerons plus briévement la factorisation par la méthode de Givens ot QQ est
obtenue par produits successifs de matrices de rotations planes.

5.14.2 Factorisation de Householder

Définition 5.29 Soit v € K"\{0}. On appelle matrice de Householder la matrice de la

forme :

vo* vo*

H(v) =1, —2— =1, — 2

vt lvll*

Par convention, la matrice identité est considérée comme étant une matrice de Householder.

Proposition 5.30 Les matrices de Householder sont Hermitiennes et unitaires, de déter-
minant égal a —1.

Démonstration : Soit v € K"\{0} et v un vecteur orthogonal & v. La matrice H(v) est
hermitienne. En effet, on a :
(vv*)* vo*

(H(v))* = I, — 2 BIE =1,—2 TIE = H(v).

Elle est également unitaire, car on a :

H(v)) (H(v))* = <1n—2””;|)|2) (I”: Z\Qljvquf>

vo* (vv*) (vov*
= I,—4 +4
ST T
v v(vv*)v
- I,—4 +4
T el lo]*
= I,
On remarque que H(v)v" = v+, Ainsi, 1 est valeur propre de H(v) de multiplicité n— 1. De
plus, H(v)v = —wv. Ainsi, —1 est valeur propre de H(v) de multiplicité 1. Le déterminant
d’un matrice étant égal au produit de ses valeurs propres, on obtient bien det (H(v)) = —1.
o

L’interprétation géométrique est la suivante : pour u € K", H(v)u est le vecteur symétrique
a u par rapport a 'hyperplan orthogonal au vecteur v.
Nous réécrivons ci-dessous le théoréme [13, thm 4.5-1, p. 152| ainsi que sa preuve :
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n
Théoréme 5.31 Soit v € K" tel que Z |vi| > 0. Alors on peut construire deux matrices
=2
de Householder H(wy ), H(w_) telles que le vecteur H(wi)v soit colinéaire a ey, le premier
vecteur de la base canonique de K™. Plus précisément, soit « tel que vi = (v1,e1) =
|v1| exp(icr), alors pour wy := v £ ||v]| exp(iar), on a :

H(wy)v = F|jv| exp(ia) e;.
Démonstration : Par calcul, on a :

(v % [Jol| exp(ia) er)(v" £ [[v]| exp(—ia)ef)v

H (v £ ||v|| exp(i)er)v =v — 2 - : )
(vt fjoll explia) er) (o % o] exp(—ia) o})(v £ |[o]] explia) c1)

avec :
(v = ||v]| exp(ia) e1)(v* £ [Jo]| exp(—ia)ef)v = (v = |[|v]l exp(ia) er)(||v]|* = [Jv]| [v1]),
= [loll(lv]l £ v1]) (v = [Jv]| exp(ic) e1).
et :

(" £ [Jv]| exp(—ia) e7)(v £ [|v]| exp(ic) e1) [Vl £ [[oll for] % ol Tor| + [lv]%,

2 |[oll([lo]l £ fos]) -
o
La remarque suivante est importante en pratique pour 'implémentation de la méthode :

Remarque 5.32 Pour éviter que le dénominateur 2 ||v||(||v|| £ |v1]) associé a wy soit trop
petit, on construira H(wy) plutot que H(w-). Pour K = R, exp(iar) = £1, c’est le signe
wy = v+|v|ler sivy >0,

de vy ; on construit alors H(w,.) avec : { we = v—|v]er siv <O0.

Nous allons maintenant procéder a la factorisation de A. On pose kg =n—1sim=n
et kpar = m sim < n.
Initialisation : on pose A(®) = A.
Pour k=1:
— Soit a; la premiére colonne de la matrice AO) . al = Aiol) e K".
Soit a1 € R tel que (a1)1 = |(a1)1]exp(iaq).

Si Z |AZ(-?1)\ =0, on pose Hj := I, et A = A,
1=2

Si Z |AZ(-701)\ > 0, on calcule Hy = H (a; + ||a1]| exp(iai)er).
=2
On calcule A := H; A qui est telle que Az(';)l,l =0.

Pour 2 < k < kyae : pour construire A®) . on suppose qu’a étape k — 1, on a calculé la

matrice A*—1) = H;_; - - H;A© telle que pour j € {1,--- ,k — 1}, AE;;) =0.
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— Soit ay, = A,(Ck;i) € K *1 soit ap € R tel que (ag)1 = (ap,e1)n_ps1 =
|(ak)1| exp(iag), ol e est le premier vecteur de la base orthonormale canonique
de Kn—Fk+1

n
Si Z |A£i_1)\ =0, on pose Hj, := I, et AK) = A1),
i=k+1
& _ Iioi 0
Si Z |AZU?€ 1)\ > 0, on calcule Hy, = ( 0 ]ﬁlk>’ avec :
i=k+1

]ﬁlk = H (ay, + ||ax|| exp(iog,) er) € Kn—kt1)x(n—k+1),

On calcule A®) = H, AC-D — Hle H; A©) | qui est telle que pour j € {1,---

AP,

1>7,7

kY

D’aprés la ﬁroposition H, est hermitienne pour 1 < k < kpqz- On a alors A = QR, ou
Q=Hj---Hy =H - H,,, est une matrice unitaire et R = Alkmaz) est une matrice

triangulaire supérieure.
L’algorithme de la factorisation de Householder s’écrit donc :

Initialisation : R=A, Q=1,
kmar =msim < n; kpez=n—1sim=n
Itérations : pour k=1, ..., k4., faire
ar, = Ry € KVHFL
n

si Y |(ar)il =0, Hp=1I,
i=k+1
sinon,

vk = ag+ ||lag| exp(iag) e
calculer *
vy Vg
§ = ’“T=HakH(HakHH(ath-

calculer Hy = (Iko ! I 8} )> et Q= QHj
k

Itérations : pour [ =k, -- ,m, faire
vi b
b= R)int, R)pmi=0b— kTUk
fin pour !
fin si
fin pour k&

calculer |lag|| et o tel que (ax)1 = (ag,e1)n—k+1 = |(ax)1] exp(iag),

e € Kn—k—l—l

Dans l'algorithme lorsque k£ = 1, on a H; = H(wv;). Par abus de notation, ceci signifie que
dans 'expression de H; ci-dessus, la matrice Iy ainsi que la colonne et la ligne composées

de 0 disparaissent.

Les matrices A, QQ, R sont liées par la relation A = QR, dans laquelle Q € K™*™ est une

matrice unitaire et R € K"*™ est une matrice triangulaire supérieure.

(5.7)
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Remarque 5.33 On peut effectuer au préalable des permutations de lignes ou colonnes
pour commencer [’algorithme avec une matrice Aperm telle que, pour 1 < j < p on a
(Aperm)ij =0 si i > j, et pour p maximal.

5.14.3 Factorisation de Givens

Définition 5.34 Soient 1 < i < j < n. On appelle matrice de Givens associée aux para-
metres (c, s) et aux indices (i,j) la matrice de la forme :

Iy --- .. - 0
0 ¢ 0 5 :

G=1: o 1, 0 i |€K"Y (5.8)
: —s 0 c :
0o --- . R S

ou ¢ et s apparaissent auz intersections des lignes et colonnes d’indices i et j ; et sont tels
que : |c|* + |s|* = 1.

Dans ’expression lorsque i =1, ou j =1+ 1, ou j = n, la matrice Iy ainsi que la
colonne et la ligne composées de 0 en appui disparaissent.

Grr = 1pour k#1i,j
Pouri < j fixés, les éléments non nuls de G sont tels que : Gi; = Gj;=c¢c
Gij = —Gji=3

Pour K = R, le produit Guv représente la rotation d’angle arctan(s/c) du vecteur v dans le
plan (e;,e;).
Soit a1 la premiére colonne de A, telle que les deux derniers éléments non nuls soient

d’indices i et j, i < j : a1 = ((a1)1, -+, (a1);,0,---,(a1);,0,--- )T.
ro= ([(a)il® + |(ar);*)/?
On construit la matrice de Givens Gy ; telle que : ¢ ¢ = (a1);/r
s = (a1);/r
(Gl,ial)k = (al)k pour k<1
Le vecteur G1 ;a1 est tel que (Gi4a1); = r .
(Gria1)r = 0 pour k > i

Pour obtenir une factorisation QR de la matrice A, on répéte cette procédure sur le
vecteur G ;a1 jusqu’a obtenir un vecteur colinéaire a e;. Soit [ [, G1; le produit des matrices
utilisées, on a (([[; G1,;) A)i>1,1 = 0. On applique de nouveau ces étapes au second vecteur
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de la matrice (][, G1,;) A. L’algorithme final est le suivant :

Initialisation : R=A, Q* =1,
kmar =msim<n; kpez=n—1sim=n
Itérations : pour k=1,..., k4, faire
ag :Rk:n,k S ankJrl, j=n—k+1
Tant que j > k, trouver i, ¢ < j tel que
les deux derniers éléments non nuls soient d’indices i et j :

ar = ((ap)1, -+, (ag)i, 0, - - ,(ak)j,(),---)T,

calculer :
I,.1 0 .. o 0
ro= ()P +l@)»? [0 e 0 3
= (ak)i/r G= 0 Ij—i—l 0
s = (a/r ..
0 - R
I._1 O
calculer G = 0 &) Q=QG" et Rip.=GRyy,

poser j =1
fin tant que
fin pour k&

On a bien construit Q et R telles que A = QR, avec Q € K™*" unitaire et R € K"*™
triangulaire supérieure. La remarque s’applique également a cette méthode.

5.14.4 Factorisation de Gram-Schmidt

On suppose que A € K"*" est inversible. On note (a;)1<i<n les vecteurs colonnes de
A. On peut construire une base orthonormale de vect(aq,--- ,a,) en utilisant 'algorithme
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt :

initialisation
q=a €K' q#0
a=aq/lal, R=0
itérations : pour k =2,...,n, faire
qk = ay,
pour [=1,... .k — 1, faire (5.10)
Rk = (ar, q1)
= — Ry q,
fin pour [
Rik = lGkll,  ax = Gr/Ri -
fin pour k&

n
Remarque 5.35 On a bien : (ag,q) = Za@k Qi = (Q*A)1 k= Ryg.
i=1

(5.9)
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On peut améliorer la stabilité numérique des calculs avec [’algorithme de Gram-Schmidt
modifié :

initialisation
an=a K", q#0
a=aq/lal, R=0
itérations : pour k= 2,...,n, faire
Q. = ay
pour [ =1,...,k — 1, faire (5.11)
Ry = (g, @)
a = qx — Ry q,
fin pour |
Rk = laell, ar = qu/Rpr-
fin pour k&

On obtient un algorithme équivalent & l'algorithme du point de vue algébrique, et
qui dans certains cas donne de meilleurs résultats numériques car les directions calculées
respectent mieux les relations d’orthogonalité.

Dans les deux cas, on a :

— Pour k <n :wvect(qi, - ,qx) = vect(a, - ,ax).
— Par construction (g;)i=1,, est une base orthonormale : Vi,j € {1,--- ,n}, (¢;,q;) =
5i7j.

On a bien construit Q et R telles que A = QR, avec Q € K"*" unitaire et R € K"*"
triangulaire supérieure.

5.15 Coiits calculs

Dans ce paragraphe, on indique le cotiit calcul des différents algorithmes pour une
exécution séquentielle. Pour une méthode directe de résolution, il suffit de compter le
nombre d’opérations de l'algorithme correspondant.

Proposition 5.36 Soit D € K™"*™ une matrice diagonale inversible, et b € K™ un vecteur.
Le cott calcul de la résolution directe du systéme linéaire Dy = b est de n opérations.

Proposition 5.37 Soit T € K" x K" une matrice triangulaire inversible, et b € K" un
vecteur. Le codt calcul de la résolution directe du systéme linéaire Ty = b est de n? opéra-
tions.

Démonstration : On peut utiliser les formules de la Proposition [5.7, pour un systéme
linéaire & matrice triangulaire, Ty = b. Pour un systéme linéaire & matrice triangulaire
inférieure Ly = b, le calcul de la composante y; requiert :

- pour ¢ =1 : 1 division;

- pour ¢ > 1 : 1 soustraction, (i — 1) multiplications, (i — 2) additions, 1 division.
Soit un total de (2¢ — 1) opérations élémentaires (+, —, *, /). Le cotit calcul des n compo-
santes du vecteur y, est donc égal a

n

1
Z(% —-1)= 2n(n2—|—) — n = n? opérations,
i=1
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ce qui reste "raisonnable" car il peut y avoir (n? 4 n)/2 éléments non-nuls dans la matrice
L. On obtient le méme colit pour un systéme linéaire & matrice triangulaire supérieure
Uz =y. o

Proposition 5.38 Soit A € K™*" une matrice inversible, et b € K™ un vecteur. Le nombre
d’opérations élémentaires (+, —, %, /) nécessaires au calcul de la solution du systéme linéaire
Az = b par la méthode de Gauss est de l’ordre de 2n3/3.

Démonstration : Traitons d’abord le cotit de la factorisation de Gauss A = LU a ’aide du
premier algorithme du Calculons les n colonnes de L. Soit donc k variant de 1 & n. Pour
déterminer la colonne k de L, il faut calculer un élément diagonal et n — k éléments non-
diagonaux. Or, Ly 1, = 1, et chaque élément (IL; 1)~ requiert 2k—1 opérations élémentaires
(4, —,*, /). Le nombre total d’opérations est donc égal a

n

g (2k—1)(n—k) =2n E k—2 E k% + O(n?) :n3—§n3+0(n2) = §n3+0(n2),
k=1 k=1 k=1

soit un nombre total d’opérations d’environ n/3 pour déterminer L. Bien siir, une étude
de l'algorithme de calcul des lignes de U fournit un nombre total d’opérations lui aussi égal
a

%n?’ + O(n?).

Une fois que les matrices I et U sont calculées, la résolution du systéme linéaire peut
s’effectuer par une descente-remontée, dont le cotit est égal a 2n? opérations. Le cotit
total de la résolution du systéme linéaire Ax = b est donc de 'ordre de 2n3/3 opérations
élémentaires (4, —, *, /). o

La partie la plus coliteuse est la factorisation de la matrice, puisque l’algorithme de
descente-remontée nécessite 2n? opérations ; par conséquent lorsqu’on a O(1) systémes
linéaires a résoudre avec la méme matrice (mais des seconds membres différents) ; le cotit
total reste de I'ordre de 2n3/3. On déduit de la Proposition les résultats cotit calcul
des algorithmes de Crout et Cholesky.

Proposition 5.39 Soit A € K" " une matrice hermitienne inversible, et b € K" un
vecteur. Le codt calcul de la résolution du systéme linéaire Ay = b a 'aide de la méthode
de Crout est de lordre de n3/3 opérations.

Proposition 5.40 Soit A € K™"*™ une matrice hermitienne définie-positive. Le cott calcul
de la résolution du systéme linéaire Ay = b a l’aide de la méthode de Cholesky est de l’ordre

de n3/3.

Dans certains cas, on peut réduire trés significativement réduire le cotit calcul de la réso-
lution du systéme linéaire Ay = b, en prenant en compte le profil de la matrice A. Cette
observation est basée sur le résultat de conservation du profil, voir la proposition [5.26
Un exemple représentatif est donné par les matrices issues de la discrétisation du Lapla-
cien, ou plus généralement de la diffusion, dans ]0,1[? (d est la dimension spatiale) par
différences finies, voir le chapitre 2] Notons A, la matrice obtenue pour une discrétisation
de pas h = 1/(n + 1) dans chaque direction, avec n > 1. Par construction, on a donc
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Ag € RMX"a on ng = n.
Ci-dessous, on traite les cas d = 1,2 en détail, avec les notations du pour le profil.

Pour A; € R™*™ avec ny = n, on a
(1) =1, et Vi > 2, il(i) =i — 1.

Regardons l’algorithme de la factorisation de Cholesky colonne par colonne du
D’aprés la proposition la matrice L1 posséde le méme profil que A;. Ainsi, on voit que
les sommes sur j ne comprennent qu’un terme pour k > 2, a savoir celui pour j = k — 1,
car sinon (Li);; = 0 d’aprés la conservation du profil. De méme, les boucles sur i ne
comprennent qu'un indice, i = k+1, car sinon (IL;); x = 0. On en conclut que pour chaque
valeur de k on effectue un nombre d’opérations indépendant de nq. Et, comme k varie de
1 & nq, le cotit de la factorisation de Cholesky est finalement de I'ordre de O(n;).

Si on reprend maintenant 'algorithme de descente de la proposition on constate que
son colt est en O(n1). Et de méme pour la remontée. Ainsi, pour Ap, le cout calcul de
résolution est comparable & celui d’un systéme linéaire avec une matrice diagonale, O(ny)!

Pour Ay € R™%"2 ayec ngy = n?, on a
il(l)=1, Vie{2,--- ,n}, il(i)=i—1, et Vi>n+1, il(i) =i —n.

Reprenons 'analyse ci-dessus en 'adaptant & ce profil. Dans ’algorithme de la factorisation
de Cholesky colonne par colonne de As, on voit que les sommes sur j ne comprennent
que n termes au plus, avec max(0,k —n) < j < k, car sinon (Lg),; = 0 d’aprés la
conservation du profil. De méme, les boucles sur i ne comprennent que n indices au plus,
avec k + 1 <i < max(k + n,ns), car sinon (L2); , = 0. On en conclut cette fois que pour
chaque valeur de k£ on effectue un nombre d’opérations de 'ordre de n x n. Et, comme
k varie de 1 & ng, le colit de la factorisation de Cholesky est finalement de l'ordre de
O(na x n x n) = 0O(n3).

Si on reprend l'algorithme de descente de la proposition[5.7], on constate que son cofit est en
O(ngxn) = O(ng/ 2). Et de méme pour la remontée. Le cotit calcul de résolution n’est plus
linéaire, mais il reste beaucoup plus favorable que l'estimation O(n3) de la proposition!

Exercice 5.2 FEn dimension d > 3, montrer que le codt de la factorisation de Cholesky de

Ay € R"*" est de l'ordre de O(n372/d), et que le cott de la résolution du systéme linéaire

par descente-remontée est de ['ordre de O(n?l_l/d).

5.16 Utilisation du calcul paralléle

On reprend le formalisme des et a savoir d’'une part qu’on dispose d’une
machine avec P + 1 neeuds de calcul et d’autre part, qu’on va s’intéresser spécifiquement
a la parallélisation de la méthode de descente-remontée (factorisation de Gauss) pour une
matrice obtenue aprés discrétisation par éléments finis de Lagrange Pl.ﬂ Si on appelle

40. Pour une étude beaucoup plus systématique de la résolution directe d’un systéme linéaire en paralléle,
nous renvoyons a [26], ouvrage dans lequel de trés nombreuses solutions sont proposées.
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(M;)1<i<n les sommets internes du maillage, on obtient une matrice A € RNVNXN ot un
vecteur b € RV aprés discrétisation, et on doit résoudre Az = b. En suivant apres
découpage de l'ensemble des indices {1,2,---, N} en P + 1 sous-ensembles disjoints, on
aboutit & une matrice du type

[A]Ll 0 T 0 [A]I,PH
0 [Alg2 - : [Al2py1
A=| . o : . (5.12)
0 e 0  [Alpp  [Alpps1
Alpr11 [Alpy12 -+ [Alpy1ip [Alpripsr

On rappelle que les blocs non-diagonaux d’indices (p, q) pour 1 < p # q < P sont automa-
tiquement nuls : on dit que le dernier sous-ensemble des indices (de numéro P + 1) réalise
un séparateur de la matrice A. Par ailleurs, les matrices diagonales [A], ; sont inversibles
pour tout 1 < p <P+ 1. Par rapport a la matrice , on a considéré ici un cas un peu
plus "général" : on ne suppose plus nécessairement que la matrice est symétrique. Gréce
au séparateur, si on reprend la factorisation de Gauss par blocs, on vérifie directement par
un calcul similaire & celui de la démonstration de la proposition (ou bien en invoquant
la conservation du profil) que la factorisation LU de A produit les matrices

In, 0 e 0 0
0 IN2 . 0
L = - - 0 (5.13)
0 e 0 In, 0
[Aler1a (Al [Aleri2Alyy o [AleriplAlsr  Iney
et
Alip 0 - 0 [Alipn
0 [Al22 : [Al2p+1
U= : 0 : (5.14)
0 o 00 [Alpp [Alppi
0 0 e 0 S
Le complément de Schur S est égal a
S=[Alpripr1— Y [Alpr1p[Alpa[Alpps1. (5.15)
p=1,P

A partir de 1a, on peut résoudre le systéme linéaire Az = b a I’aide d’une descente-remontée
par blocs (cf. proposition |5.7) : Ly = b, puis Uz = y. Du fait de 'existence du séparateur,
lalgorithme se simplifie en

1. résoudre Ly = b
() itérations : pour p=1,---,P [y], = [b],, fin boucle sur p
(1) [ylp+1 = [Blo+1 — D pmy p[Alp11,p[A] 5[0l
2. résoudre Uz =y
(iii) Slrlp1 = [ylp41
(iv) itérations : pour p=1,--- ,P [A]po[z]p = [y]p — [Alpp+1[z]p+1, fin boucle sur p
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Pour rappel, pour 1 < p < P+ 1 on affecte au nceud p les blocs ([A]p q)q=1,p+1 ainsi que
le bloc [b]p. On raisonne maintenant en termes de parallélisation sur les P premiers noeuds
de la machine.

Il est clair que l'étape (i) est complétement paralléle!
Concernant I'étape (ii), on peut la découper en trois phases :
— résolution de systémes linéaires simultanée pour 1 < p < P : trouver [z], tel que
[Alpplzlp = [blp 5
— une phase de communications (p — P+1) séquentielle ou chaque nceud p (1 < p < P)
envoie les données [z]p au noceud P+ 1 ;
— calcul sur le noeud P+ 1 : [ylp41 = [blp41 — 2o g p[Alpt1,p[2]p-
L’étape (iv) est découpée en deux phases.
— une phase de communications (P+1 — p) séquentielle ou chaque nceud p (1 < p < P)
regoit les données [z|p41 du nceud P+ 1 ;
— résolution de systémes linéaires simultanée pour 1 < p < P : trouver [z], tel que

[Alpp[zlp = [ylp — [Alppt1[z]pt1.

L’étape (iii) est la plus complexe & analyser. Cette complexité provient du calcul du complé-
ment de Schur S. Si on examine la formule on note qu’on doit connaitre les produits
matriciels [A];Il) [Alpp4+1 pour 1 < p < P pour pouvoir calculer S. Or, si on revient a la
modélisation et au vocabulaire du §4.8 ceci demande de résoudre des systémes linéaires
du type [A]pp [z]lg = [b]lg , ol ([b]lg)kzlmp sont les colonnes de [A], py1 correspondant aux np
sommets d’interface situés sur la frontiére 9€2,. Si on concaténe les résultats ( [z}’;)kzlmp

dans la matrice [Z]pp41, le complément de Schur est égal a

S=[Alpsipr— Y [Alps1pZlppir-
p=1,P

Soit Nmax = Maxi<p<p np. On note que, si on connait ([b]lg)lgpgp’kzl’np alors, pour chaque
valeur de k < nmax, on peut réaliser les calculs en paralléle, comme aux étapes (ii) et (iv).
On commence donc par une phase de communications (P 4+ 1 — p) séquentielle ou chaque
noeud p (1 < p < P) recoit les données [A]p;1p du noeud P + 1. A partir de la, on peut
calculer [Alpi 1 p[Z]pp41 en np calculs sur le nceud p. Ces calculs peuvent étre réalisés en
paralléle !

Toutefois, il y a trois difficultés majeures. Tout d’abord, pour un neceud p, on peut avoir
Np < Nmax, auquel cas le parallélisme se détériore pour les étapes k > p puisqu’il n’y a plus
de calculs & réaliser sur le nocud p, et la détérioration est d’autant plus conséquente que le
nombre de noeuds concernés augmente. Par ailleurs le nombre total d’étapes de calculs (en
paralléle), égal & nyax, peut étre trés grand, c’est-a-dire qu’au final le cott de I'étape (iii)
domine trés largement le cotit total des étapes (i), (ii) et (iv). Enfin, il reste a résoudre le
systéme linéaire avec la matrice S...

Pour résoudre ces difficultés, une premiére approche est de demander au logiciel de gé-
nération de maillage (voir la remarque de respecter un critére additionel, & savoir
I'obtention d'une partition du maillage avec des nombres ny égaux, ou trés proches afin de
maximiser le parallélisme. Mais ceci ne régle pas la difficulté liée a la valeur de nmay, sauf si
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Nmax €st petit, ou si les systémes linéaires de matrice [A], , sont peu cotiteux a résoudre ?!
Et il faut encore calculer [z]p41 solution de S[x]p41 = [y]p+1-

C’est pourquoi on privilégie une seconde approche, a savoir la détermination d’une "bonne
approximation" de S™1. Ceci est justifié par le fait que le systéme linéaire se réécrit de
maniére équivalente [x]py1 = S™1[y]ps1, et dans ce cas on utilisera une méthode itérative
pour résoudre le systéme. Cette branche de ’algébre linéaire numérique est trés vaste, on
renvoie par exemple a [32, [I7] pour la conception de ces approximations. Voir aussi la
partie [[TI} Les méthodes itératives seront quant a elles étudiées aux chapitres [6] et [7]



Chapitre 6

Les méthodes itératives

6.1 Critére d’arrét, convergence et cotit calcul

A la notion de calcul a ¢ prés (décrite en (4.2))) correspond, par dualité, celle de la
précision requise, ce qui permet de déterminer un critére d’arrét pour une méthode de
résolution itérative. En effet, pour € > 0 et 20 donnés, on va effectuer des itérations,

initialisation
20 € K"

itérations : pour k£ =0,1,..., faire (6.1)
Ik’—i—l — :Ek

tant que ||[Az* — b > e ||Az® — b||

En d’autres termes, les itérations stoppent a la plus petite valeur de k telle que || Az* —b|| <
e ||Az® — b]|. On ajoute la norme ||[Az® — b|| & droite pour prendre en compte la précision
initiale (k = 0) du calcul.

A partir de 14, la voie est libre pour évaluer le cotit calcul d’une méthode itérative.

La premiére quantité est le nombre d’itérations nécessaire a la validation du critére
d’arrét. Intuitivement, on aura tendance & privilégier une méthode nécessitant peu d’ité-
rations. C’est effectivement un critére, mais ¢a n’est pas le seul. Baser une analyse de la
qualité d’'une méthode itérative sur le nombre d’itérations uniquement est incorrect. Un
second critére, complémentaire du premier, est le cotit d’une itération. Typiquement, il
s’agit du nombre d’opérations nécessaires & la réalisation d’une itération, c’est-a-dire au
calcul de z**!, connaissant z*. A partir de ces deux critéres, on obtient une idée du cotit
calcul en multipliant le nombre d’itérations par le cotit d’une itération.

6.2 Décomposition réguliére

Les méthodes itératives sont associées & la notion de décomposition réguliere d’une
matrice, qui nécessite quelques rappels sur ’analyse numérique matricielle. Nous nous
sommes inspirés de [I3] pour la démonstration de certains résultats.

Définition 6.1 on appelle décomposition réguliére d’une matrice A € K"*" [a donnée
de deur matrices M, N € K"*" telles que

129
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(i) A=M—-N;
(1) M est inversible.

On associe a toute décomposition réguliére la méthode itérative

initialisation
20 e K

itérations : pour £k =0,1,...,faire (6.2)
MazF+! = Nz* + b

fin

On voit que si cette méthode converge vers un vecteur x, celui—ci vérifie néssairement
la relation
Mx = Nz +b soit encore Az =b.

Si on appelle % = b — Az* le vecteur résidu, cette méthode peut aussi s’écrire sous
la forme

initialisation
20 e K

itérations : pour k£ =0,1,..., faire (6.3)
gkl — ok o MLk

fin

On note si que M = A la méthode itérative converge en une seule itération quel que
soit le vecteur initial : zt = 2% + A71(b — Az%) = A~!b, mais il s’agit 14 d'une méthode
directe qui nécessite la résolution du systéme linéaire Az = r. Dans la pratique on recherche
donc des matrices M pour lesquelles cette résolution n’est pas trop cotiteuse. L’objet de ce
chapitre est ’étude générale de ce type de méthode et de leur convergence vers x solution
du systéme linéaire suivant le choix de la matrice M.

On introduit le vecteur erreur e = z — z*, alors

Mz =Nz +b

k+1 __ -1 k
M]}k+1:N,ﬁL‘k—|—b}:>e —M Ne.

Afin de déterminer un critére de convergence, on utilise la notion de rayon spectral.
Proposition 6.2 La méthode itérative converge si et seulement si

p(M™IN) < 1.
k+1 60.

Démonstration : Par construction le vecteur e¥ vérifie eft! = M—1NeF = [M_lN}

Une condition nécessaire et suffisante pour que e**! tende vers 0 quel que soit le vecteur
initial 2° est que p(M~!N) < 1, d’aprés le Théoréme o

Ainsi, pour définir une méthode itérative convergente il faut donc choisir la matrice M
de facon que
(i) p(M'N) < 1,
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k+1 — Na* + b ne soit pas trop cotiteuse car il

(ii) la résolution du systéme linéaire Maz
faudra l'effectuer a chaque itération !

Nous énoncons un résultat général garantissant la convergence.

Théoréme 6.3 [Houscholder—John| Soient A € C"™™ une matrice hermitienne définie-
positive et une décomposition régulicre A = M — N. Si la matrice hermitienne M* + N est
définie-positive alors

p(M™IN) < 1.

Démonstration : Puisque A est hermitienne, par construction M* + N = M* + M — A est
aussi hermitienne. On va utiliser la Proposition qui permet d’affirmer que p(M~!N) <
IM~!N| pour toute norme matricielle || - ||. On choisit la norme vectorielle induite par la
norme ||v||a = /(Av,v) qui est bien une norme vectorielle puisque A est hermitienne
définie-positive. On étudie alors la norme matricielle

M~'N
IM™INJ||4 = max M~ Nofla = max |[v — M1 Av||4,
o0 [vlla vESy

avec Sy :={v € C" : |jv||a = 1}. Soit maintenant v € Sy et w = M~1Av; alors

YSIH — o — M Al = flo — wli2
=(A(v—w),v—w)
= (Av,v) — (Aw,v) — (Av,w) + (Aw, w)
(A hermitienne) =1—(w,Av) — (Mw,w) + (Aw,w)
(w, Mw) — ((A — M)w, w)
=1— (M'w,w) — (Nw,w)
(M* + N)w, w)
< 1= in (" + N) 3.

On rappelle que par définition || - |3 = (-,-). Soit la fonction continue de S dans R,
v > |[M~1Av|js. Comme Sy est un compact de C", la fonction atteint son minimum :
SOit Umin € Sa un point de minimum et Chpp, la valeur minimum. Comme vy, # 0, et
comme M™A est inversible, on en déduit que Cnin > 0. Par ailleurs Amin(M* + N) > 0
car la matrice M* 4+ N est (hermitienne) définie-positive par hypothése. A l'aide de la

Proposition on conclut que
p(MIN) < IM7IN|a < 1 = (Conin)*Amin(M* + N) < 1.
o
Il est raisonnable de rechercher la meilleure convergence possible : pour cela il faut
savoir comparer les vitesses de convergence de deux méthodes itératives associées aux
décompositions réguliéres A = Mj — Ny = My — No. Un bon indicateur est le rayon

spectral : si p(M]'Ny) < p(M;'Ng) < 1, alors on s’attend a ce que la premiére méthode
converge plus vite que la seconde (voir .

Définition 6.4 La vitesse de convergence d’une méthode itérative est la quantité
R(M™'N) = —log p(M!N).

Ona: RM™N) >0 <= p(M!N) < 1. En outre, la vitesse est d’autant plus grande
que le rayon spectral de la matrice est petit.
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6.3 Itérations par points — Itérations par blocs

On présente maintenant quelques décompositions réguliéres classiques, en écrivant la
matrice A sous la forme A =D —E —F ou D, E,F € K"*" sont les matrices définies par

Di,j:Ai,i Sii:jetDiJ‘:OSii#]‘
EiJ = —AiJ sit>jet Ei,j =0sii<) (64)
Fi,j = _Ai,j si ¢ <j et Fi,j =0si?> j

D est une matrice diagonale,

E est une matrice triangulaire inférieure stricte,

F une matrice triangulaire supérieure stricte.

Cette écriture est dite par points puisque les indices i et j varient de 1 & n, elle se
généralise a I’écriture par blocs en utilisant un découpage (ou partition) par blocs de la
matrice A en P2 blocs (cf. :on écrit A =D —Eg — Fp ou on a ajouté des indices
B pour rappeler qu’il s’agit de blocs.

Dgl,, =I[A],, sip=qet Dp],,=[0] sip#q

lpg Sip>qet [Ep], =[0] sip<gq (6.5)
Fgl,, =-I[A],,sip<qet [Fp],,=[0] sip>gq,
ou cette fois les indices p et ¢ varient de 1 & P nombre de blocs de la partition. Dans ce

formalisme les blocs extra-diagonaux peuvent étre rectangulaires, mais les blocs diagonaux
sont nécessairement carrés.

Remarque 6.5 Une méthode par points peut étre interprétée comme une méthode par
blocs dans lequel chaque bloc est réduit a un seul élément de la matrice (choisir P =n).

6.4 Critére de convergence

Au paragraphe [4.1] on a introduit la notion de convergence d’un algorithme a la préci-
sion ¢ aprés k itérations (avec € > 0), par la majoration :

I < el (6.6)

est atteinte pour une norme vectorielle ||-|| & déterminer. D’aprés la relation ef = (M~!N)*e0
et la Proposition on déduit qu’il existe une norme || - || qui en pratique ne dépend
que de la matrice A (et pas du second membre b) telle que

le¥]| < (p(MN))*[le%]l, soit ATl < (p(MIN))F AT,

puisque 7* = b — Az¥ = —AeF. Si on introduit le conditionnement, ou nombre de
conditionnement de A, dans la norme || - ||, défini par :
-1
r(A) = [[AT{[[A], (6.7)

on en déduit

¥ = IAAT I < AT (M N))F AT < k(&) (p(M'N)* 0. (6.8)
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En comparant et , on estime le nombre d’itérations K nécessaires pour vérifier
le critére de convergence par la formule

e = k(A)(p(M~'N))K, soit K — %. (6.9)

On peut aller plus loin et prouver qu’asymptotiquement la norme ||e¥|| se comporte “au
pire” comme (p(M™IN))*.

Proposition 6.6 Soit B € K"*", ¢ € K" et u € K" tels que

u = Bu + c.
On considére la méthode itérative
initialisation
ud e K
itérations : pour k£ =0,1,...,faire (6.10)
ub Tl = Buk + ¢
fin

Alors Timy—; 4 oo {SUP|0 _y||=1 |uF — ul|V/*F} = p(B).
Remarque 6.7 Si on choisit B=M"'N et ¢ = M~'b, on en déduit
lim { sup [|le¥]/*} = p(M'N).

kot o=t

Démonstration : Pour tout u® et k > 0, on a par récurrence u* — u = B¥(u® — ). D’ont

sup o —ulF = sup [IBYu’ —w)|E={ sup [[BF(u —u)}F = BRIV,

[[u®—ul=1 [[u0—ul=1 [[u®—ul=1

avec || - || la norme matricielle induite. Le résultat est alors une conséquence du Corol-
laire car limy_, 4o ||B*||V/* = p(B). o

6.5 Meéthode de Jacobi par points

C’est la méthode itérative la plus ancienne. Elle correspond au choix le "plus simple”
de M, & savoir M =D et N = E + FF. L’algorithme itératif de Jacobi s’écrit

initialisation
20 e K

itérations : pour k£ =0,1,...,faire (6.11)
Dz**t! = (E + F)z* +b

fin

En effet, a chaque itération on doit résoudre un systéme linéaire avec une matrice diagonale.
Au sein d’une itération, l'algorithme s’écrit composante par composante

pour i =1,2 ..., n faire
IR Y -
J#

fin
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La matrice d’itération associée est notée

J=DYE+TF).

6.6 Meéthode de GGauss-Seidel par points

Dans la formule précédente, on peut prendre en compte les nouvelles valeurs des com-
posantes de 2*T! au fur et & mesure de leur calcul, en commencant par la premiére (1=1),
puis la deuxiéme (i = 2), etc. On obtient alors l’algorithme

pour i =1,2,... n faire
k+1 k+1 k
Azt = b — ZAi,jxj+ - ZALJ’%’ (6.13)
j<i §>i
fin

Cette méthode correspond au choix M =D — E et N = F. L’algorithme itératif de Gauss-
Seidel s’écrit

initialisation
20 € K»

itérations : pour k =0,1,...,faire (6.14)
(D — E)z*+! =F2* +b

fin

La matrice d’itération associée est notée
G=(D-E)"'F.

Dans ce cas, ’ordre de numérotation des inconnues a une influence sur l'algorithme, contrai-
rement & l'algorithme de la méthode de Jacobi.

6.7 Meéthode de relaxation par points

On introduit un paramétre réel w # 0 et on écrit que chaque composante xf“ est une
combinaison de la valeur connue xf et de celle fournie par la méthode de Gauss-Seidel
~k+1

T,

gt = (1 —w)zk + wzht

i 7

- Ai7il'k+1 = (1 — w)Am':L'? + w bl — ZAijjl';?Jrl — ZAi,jl‘?

)

j<i §>i
Ce qui revient a prendre
1 1
M=—(D-wE) e N=—(wF+(1-w)D).
w w
L’algorithme itératif s’écrit alors
initialisation
20 € K»
itérations : pour £ =0,1,..., faire (6.15)

(D — wE)z**! = (WF + (1 — w)D) 2% + wb
fin



135

La matrice d’itération est notée
L, = (D —wE)™ (1 —w)D + wF).

On remarque que pour w = 1 on retrouve bien la méthode de Gauss-Seidel, i. e. L1 = G.
Pour cette matrice, on peut écrire les relations

det (Ly,) = det (D)™!) (1 —w)"(D) = (1 —w)™,
car les matrices [E et F sont triangulaires & diagonale nulle, ainsi que

|det (L,,)| = H IAi(Lo)| < p(La)™

On obtient finalement '’encadrement
11— w| < |det (L) < p(Ly).

Ainsi la méthode diverge pour w ¢]0,2[. La méthode est dite
o de sous-relaxation quand 0 < w < 1;
o de Gauss-Seidel quand w =1;
o de sur-relaxation quand 1 < w < 2.
En général on prend w €]1, 2[ et la méthode s’appelle en anglais Successive Over Relaxation
(S.0.R.). On peut démontrer le théoréme :

Théoréme 6.8 [Ostrowski—Reich| Soit A € C™ ™ une matrice hermitienne définie-positive,
la méthode de relaxation converge si et seulement si w €]0,2].

Démonstration : La condition est nécessaire puisque pour w ¢]0,2[ la méthode diverge.

w
Pour démontrer que la condition est suffisante, on note que la matrice M* + N= —— D
w
est hermitienne définie-positive quand w €]0, 2], puisque A;; > 0 pour tout ¢ = 1,--- ,n.
Le résultat s’en déduit par application du Théoréme [6.3 o

Remarque 6.9 Ce résultat est encore valable si la matrice A n’est plus hermitienne, mais
st A + A* reste définie-positive [30)].

6.8 Meéthodes par blocs

Nous avons proposés plusieurs méthodes itératives basées sur une écriture par points
de la matrice A. Nous reprenons maintenant ces méthodes en supposant maintenant que
A est découpée en P? blocs, cf. .

— Meéthode de Jacobi par blocs :

initialisation
20 € K»

itérations : pour £ =0,1,..., faire (6.16)
]D)Bl’k'H = (Ep + FB)CCk +b

fin

A chaque itération on doit résoudre un systéme linéaire avec une matrice diagonale
par blocs. La matrice d’itération associée est notée

JB = (]D)B)_I(EB + FB).
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— Méthode de Gauss-Seidel par blocs :

initialisation
20 € K»

itérations : pour k£ =0,1,...,faire (6.17)
(DB — EB)$k+1 = FBJ:k +b

fin

A chaque itération on doit résoudre un systéme linéaire avec une matrice triangulaire
inférieure par blocs. La matrice d’itération associée est notée

Gp = (]D)B — EB)_lFB.

— Méthode de relaxation par blocs (w # 0) :

initialisation
20 e K

itérations : pour k£ =0,1,...,faire (6.18)
(Dp — wER)zF ! = (WFp + (1 — w)Dp) ¥ + wb

fin

A chaque itération on doit résoudre un systéme linéaire avec une matrice triangulaire
inférieure par blocs. La matrice d’itération est notée

Lw,B = (DB - WEB)_l ((1 — W)DB + wIFB) .
Pour w = 1 on retrouve bien la méthode de Gauss-Seidel par blocs, i. e. L1 g = Gp.

On peut généraliser le Théoréme au cas ol la matrice A est écrite par blocs. En effet,
sous les hypothéses de ce théoréme on remarque que Dp est toujours hermitienne définie-
positive, avec en outre

Spe(Dp) = Up=1,pSpe([A]

On peut alors reprendre le raisonnement du §6.7] pour obtenir le résultat ci-dessous.

Pvp)’

Théoréme 6.10 [Ostrowski—Reich] Soit A € C"*™ une matrice hermitienne définie-positive,
la méthode de relaxation par blocs converge si et seulement si w €]0, 2].

Comme il est presque toujours possible de définir une méthode par points la ot on a défini
une méthode par blocs — il suffit qu’il n’y ait pas d’élément diagonal nul — on a tendance
& penser intuitivement que la méthode par blocs convergera alors plus vite.

6.9 Matrices tridiagonales par blocs
On considére dans ce paragraphe les matrices dont la structure est de la forme

D],  —I[F],
—[E, [D,  —[F
A — ... .
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Les matrices tridiagonales par blocs sont trés courantes dans le cadre de ’approximation de
solution d’équations différentielles par les méthodes des différences finies ou des éléments
finis (sur des maillages structurés).

Proposition 6.11 Soit A € K™*" une matrice tridiagonale par blocs, alors
p(Gp) = p(Jp)*.

Démonstration : Les valeurs propres de la matrice de Jacobi (resp. de Gauss-Seidel) sont
les racines du polynome caractéristique py,(A) (resp. pgy(A)) :

PIg ()\) = det ((DB)fl(EB + IFB) — A]In) = det ()\DB —Ep— IFB)/det (—]D)B) ;

pGB()\) = det ((DB — EB)fl]FB — )\Hn) = det ()\DB —AEp — FB)/det (EB — ]D)B),
= det ()\DB —MEg — FB)/det (—]D)B).

Introduisons la matrice diagonale Q(u), définie par les blocs tels que pour tout p €
{1,..., P}, [Qlpp = P 1,,,. On montre facilement que :

MDg — NEg —Fp = QA (X\°Dp — AEp — A\F)(Q(N) 1,
ce qui permet d’écrire :

PGgy (/\2) = det ()\2DB — )\2EB — ]P‘B)/det (—]D)B),
det ()\QDB —MEg — )\FB)/det (—DB),
= A'det ()\]D)B —Ep —IFB)/det (—]D)B) = )\anB()\).

Ainsi lorsque A # 0 est racine de py,, A? # 0 est racine de pg,, et réciproquement.
Noter que si A = 0 est valeur propre de Gp, cela n’influe pas sur le résultat car on étudie
p(Gp) = max; [\ (Gp)|.

o

Ce résultat montre que la méthode de Gauss—Seidel converge (ou diverge!) deux fois
plus vite que la méthode de Jacobi pour les matrices tridiagonales par blocs.

On admet le résultat ci-dessous [13].

Théoréme 6.12 Soit A € K™*™ une matrice tridiagonale par blocs, telle que les valeurs
propres de Jp soient toutes réelles, alors les méthodes par blocs de Jacobi, de Gauss-Seidel
et de relazation avec w €]0,2][, divergent ou convergent simultanément.

Etudions maintenant la valeur "optimale” du paramétre de relaxation w, c’est-a-dire
celle minimisant p(IL,, p). Comme pour la Proposition on écrit

1 4 1—w
PL,, 5 (A) = det <(wDB —Ep) 1(TID)B +Fp) - )\Hn)
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1
d’ot, en utilisant la relation det (Egp — —Dp) = w™ "det (—Dp),
w

Adw-—1 n
pL,(A) = det(————Dp — AEp — Fp) w"/det (~Dp);
/\%}—I—w -1
= pr,s(N?) =w"det (——Dn- MEg — Fp)/det (—~Dp)
A2 —1
— wndet (YT "Dy — AR — AFp)/det (—Dp)
)\éu+w —1
= A"w" det ()\7]1)3 —Ep — IF'B)/det (—]D)B)
w
— A\ n (M)
B Piz Aw ’

NB. dans ce qui suit (Y2 représente une racine carrée compleze de (.

Adw—1
2\1/2
Réciproquement si v est valeur propre de Jp, alors les racines A de ’équation

Si A est valeur propre non nulle de L, g alors v = est valeur propre de Jp.

M2? = (AN +w—1)?

sont valeurs propres de L, p. Cette équation se met encore sous la forme
)\2+)\(2(w71)71/2w2) +(w—-1%*=0

et on en déduit .
Ay = 5(1/2(,02 —2w+2)+ %(VQwQ — dw + 4)12,
On suppose dans la suite que les valeurs propres v de Jp sont réelles. On a : p(Ly, p) =
max,espe(ry) M(v,w), avec

ooy d BEX]0.20 = [0,1]
v { BT D i el )

Pour connaitre la valeur de p(L,, ), il faut étudier les variations de M (v,w) en fonction
de w. La courbe représentative des variations de M (v,w) est représentée sur la figure
pour différentes valeurs de v.

Théoréme 6.13 Soit A € C™"™™ une matrice hermitienne définie-positive et tridiagonale
par blocs, alors les méthodes par blocs de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relaxation pour
w €]0,2[ convergent. De plus, il existe une valeur optimale du paramétre w

2
1+ 1—ps)

Wopt =

telle que

p(Livy,B) = g%g[p(Lw,B) <p(Gp) =p(Jp)* < p(Ip) < 1.
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1.4 T T

1.2 v=0.75 ||
v =0.92
T v =0.97

08 o

M(v,w)

0.6| B / :
04| " .

0.2} " |

0

| | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 1.8 2
w

FIGURE 6.1 — La fonction M (v,w) pour différentes valeurs de v.

Démonstration : Pour appliquer le Théoréme [6.12] il suffit de vérifier que les valeurs
propres v de Jp sont réelles : il existe v # 0 tel que

Jpv = (]D)B)fl(EB + ]FB)’U =V — (EB —i—FB)U =vDpgv
soit encore Av = (1—-v)Dpyv = (Av,v) = (1 — v)(Dpv,v).

Si A est hermitienne définie-positive alors nécessairement Dp l'est aussi, ainsi (Av,v) et
(Dpv,v) sont des réels strictement positifs, et v valeur propre de J5 est réelle et plus petite
que 1. Alors d’aprés le Théoréme les méthodes par blocs de Jacobi, de Gauss-Seidel
et de relaxation pour 0 < w < 2 convergent. o

Remarque 6.14 si on ne connait pas evactement l'expression de la valeur optimale wop
Uétude des variations de w — p(Ly, ) montre qu’il vaut mieuz ’approcher par valeurs
supérieures puisque la dérivée p' (L, g) vaut 1 quand w — weprt mais tend vers —oo quand
W — Wopt— !

6.10 Meéthodes de Richardson

Pour résoudre un systéme linéaire avec une matrice A € R™*™ (et un second membre
b € R™, le cas échéant en considérant séparément ses parties réelle et imaginaire), une
méthode itérative trés utilisée en optimisation (cf. [12]) est la méthode de gradient a pas
constant, qui calcule le nouvel itéré sous la forme

a* = 2F 4 a(b— AzF), a#0.

Le résidu % = b— Az* est le gradient d’une fonctionnelle que I’on cherche & minimiser et le
paramétre « est le pas de descente.... Lorsque A est une matrice symétrique définie-positive,
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on peut en effet résoudre le probléme Ax = b en minimisant la fonctionnelle
1
v 5(&1},1}) — (b,v)

sur R™. La méthode de Richardson correspond a la décomposition

1 1
M= -1, et N=_I,—A,
(6% (6%

réguliére pour tout o # 0. En effet, I'itération est
" = MTINz? + M1 = 2* — aAa® + ab.

On l'appelle méthode de Richardson du premier ordre a pas constant (le paramétre
a est fixé) et on Pécrit :

initialisation
20 € R?

itérations : pour k£ =0,1,...,faire (6.19)
oFH = 2F 4 a(b — AzF)

fin

Proposition 6.15 Soit A € R™*"™ une matrice symétrique définie-positive, la méthode de
Richardson a pas constant converge si et seulement si

2
I<a< ——.
p(A)

Le pas optimal est copy = )\1%

Démonstration : On note 0 < A, < A1 < ... < A7 les valeurs propres de A, les valeurs
propres de
Ry, =M"'N=1, - aA

sont les 1 — a\j. Par définition, p(R,) = max; |1 — a);| et on a

2
I-—a)|<1l & -1<l-a)\ <l & 0<a)j<2 & 0<a< —.

Aj
La convergence a donc lieu si, et seulement si,
0< o < mi 2 2 2
a<mn—=—=——.
iAo A p(A)
Par ailleurs, on minimise o — p(R,) lorsque |1 — a),| = |1 — a\1], c’est-a-dire lorsque
1 —aM, = aA1 — 1, ce qui conduit a la valeur annoncée de ovp;. o

En général on dispose de peu d’informations sur le spectre des matrices que 1’on traite,
et il est difficile de donner au paramétre « une valeur qui assure la convergence. Une
variante de la méthode de Richardson fournit une solution & ce probléme : on modifie
le paramétre o & chaque itération, en lui donnant la valeur qui minimise la norme du
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résidu r*+1 = b — Az*1, pour une norme bien choisie (voir plus bas). La méthode de
Richardson a pas variable s’écrit

initialisation
20 € R

itérations : pour k =0,1,...,faire (6.20)
aF 1l = 2k 4 oF (b — Axk)

fin

Proposition 6.16 Soit A € R™*™ une matrice symétrique définie-positive, si

k k k ||7“k||%
Q" = Qg QVEC Oty = ”TkH2
A

alors la méthode de Richardson & pas variable converge.

Démonstration : Par construction 7¥ = b — Az* et donc :
rRtl = b — AgFtt = ok — QAP

Pour toute norme vectorielle || - ||c avec C matrice symétrique définie-positive, on peut
écrire
”TIH_IH% = (Crk+1,rk+1) = (C(T”C - akArk),rk - akATk)
= M2 — 20%(CAr*, %) + (b2 [[ArH]2.

Cette expression atteint son minimum

CA k .k\|2
12 = by - (EAT TR
[[ArF]|2
quand
o (CAr*F, rF)
P Ak

Lorsque la matrice A est symétrique définie-positive un choix simple pour le calcul de
of est de prendre C = A™!, alors [|ArF||2_, = (ATArR Ark) = ||r¥]12 | dou

Il I3

Ik

2
k HT 2 ot ||7“k+1

2 _ k2
opt — Hrk”?Ak la-1 = lIr"llg-1 —

Considérons tout d’abord le cas ot I > 0 tel que A = p 1, alors

I3
%1%

k - —2y,.k
Il — = (2 = pA)r*? = 0.
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En d’autres termes la méthode converge en une itération.
Supposons maintenant que A ¢ {u1,,, > 0}. On obtient la majorationlﬂ

I3

[ [ .
< rFE - [ = 1/ m2(A)] < e < 00 [1 = 1/ma(A)]

P = s |-

Puisque A est symétrique définie-positive (et que A ¢ {ul,, p > 0}), alors d’aprés la
Proposition on a ro(A) = A (A)/An(A) > 1 et donc 0 < 1 — (k2(A))™t < 1, ce qui
entraine que ||r**1||4-1 tend vers 0 quand k tend vers +oo, et la méthode converge. o

6.11 Matrices a diagonale dominante

Il existe une catégorie de matrices importante dans I’histoire de ’étude des méthodes
itératives : les matrices a diagonale dominante. Pour ces matrices, on peut établir la conver-
gence des méthodes itératives par points.

Définition 6.17 une matrice A € K"*" est dite ¢ diagonale dominante si et seulement

st
Viie {1, n} D Al < Al
J#i
Une matrice A € K"*"™ est dite 4 diagonale strictement dominante si et seulement
St

Vie{l,--,n} > |Aisl <Al
J#i

Proposition 6.18 Soit A € K™*™ une une matrice a diagonale strictement dominante,
alors A est inversible.

Démonstration : Soit v € K" tel que Av = 0. Supposons que v # 0 : on note 1 <i <n
Vindice tel que [v;| = max; [v;| # 0. On écrit que (Av); = 0, soit A v; = =32, A jv;.

On en déduit que
14
Al < \vj~| Al < 1AL,
jA J#i

ce qui contredit le fait que A est & diagonale strictement dominante. o

Proposition 6.19 Soit A € K™*"™ une matrice a diagonale strictement dominante, alors
les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel par points convergent.

41. Pour v # 0, on a

2 2 —1 1
ol olls _ (Bo) (A0 0)  flAvls A
lollz ~ lvll3 [[oll3 [vll3 1ol [[vll2

avec k2(A) = ||Al]2 |JA™Y|2 le nombre de conditionnement de A dans la norme || - ||
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Démonstration : Par définition de la matrice de Jacobi, J = D™Y(E + F) et d’aprés la
Proposition [B-§] :

A s

HJHOO — maXZ| 27]‘ .

i A

J#i

Donc si A est une matrice a diagonale strictement dominante on a ||J||oc < 1 et d’apres la

Proposition :
pJ) < [Jloo < 1.

Soit maintenant A une valeur propre de la matrice de Gauss-Seidel G = (D — E)~1F :
D-E)'Fv=M <= Fvo=AD-E)w,

et soit 4 la composante telle que |v;| = max |v;| # 0, alors on écrit
J

)\Am’l)z' = )\Z Az‘,jvj - ZAi,jUj

J<t >t
= AAial <D A+ ) Al
1<t 7>t
= A Al =D Al | <D Al
j<i J>i

Par ailleurs on sait que

A | — me, > Z\Azﬂ > 0,

j<i j>i
> Ay
= |\ < 2 <1
Aial = > 1Al
j<i
ainsi p(G) < 1 et la méthode converge. o

6.12 Meéthode de relaxation symétrique (S.S.0.R.)

L’ordre des inconnues a-t-il une influence sur la convergence de la méthode? Pour la
méthode de Jacobi, la réponse est non puisque les mises & jour des composantes de la solu-
tion approchée zFt1 sont indépendantes les unes des autres. Par contre, pour les méthodes
de Gauss-Seidel et de relaxation, cette question est pertinente puisque la numérotation des
inconnues joue un roéle dans leur définition : chaque composante :cf“ de xF*! est définie
& partir des composantes d’indice inférieur a:;”l pour j < i (sur ce sujet voir Adams et
Jordan [I]). Pour éviter les problémes liés & la numérotation des inconnues quand on n’a
pas d’information utile & exploiter, il est donc préférable de symétriser les itérations de
S.0.R. en inversant l'ordre des calculs a chaque itération : on effectue une demi-itération

dans l’ordre croissant des inconnues et la demi-itération suivante dans 1’ordre décroissant.
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On obtient ainsi la méthode de sur-relaxation symétrique, Symmetric Successive
Over Relaxation (S.S.O.R. en abrégé), qui s’écrit pour la méthode par blocs (on peut
également écrire la méthode par points)

initialisation
20 € K»
itérations : pour £ =0,1,...,faire

(Dp — wEpR)z* /2 = (WFp + (1 — w)Dp) z* + wb (6.21)

(Dp — wFp)zF*! = (WEp + (1 — w)Dg) 2¥+1/2 + wb
fin

On note

S%B:(iDB—FB)1(&;73DB+E¢>(iDB—EB)1(H;fﬂDB+FB)

la matrice d’itération associée. L’étude directe des valeurs propres de cette matrice est
assez compliquée, mais on peut néanmoins vérifier le résultat suivant (voir [37, §15]).

Proposition 6.20 Soit A € C™*™ une matrice hermitienne définie-positive, la méthode
S.S.0.R. converge si et seulement si w €]0,2[. Qui plus est, il existe une unique valeur w*ogpt
minimisant p(Sw.B).

S

Remarque 6.21 En général, on ne sait pas en donner une expression analytique de weyp,.

Pour certains systémes linéaires, la valeur
;o 2
opt — 5
1+4/2(1 = p(JB))

w,

est une valeur pour laquelle S.5.0.R. converge environ deux fois plus vite que S.O.R. avec
Wopt, mais il faut se souvenir qu’une itération de S.S.0.R. coite environ deux fois plus
cher qu’une itération de S.O.R.... Le véritable intérét de cette méthode est de diminuer
linfluence de la numérotation des inconnues sur la convergence.

6.13 Utilisation du calcul paralléle

On se concentre sur la parallélisation des méthodes itératives par points. Précisément,
on considére des systémes linéaires avec des matrices issues de la discrétisation par diffé-
rences finies pour d = 1 et d = 2, et on étudie le cas des méthodes itératives par points de
Jacobi et Gauss-Seidel. On examine en particulier jusqu’otl on peut pousser le parallélisme
dans les calculs, c¢’est-a-dire en supposant qu’on dispose d’un nombre "illimité" de noeuds
P, la seule contrainte étant que P < N, ot N = n? est le nombre d’inconnues, avec n points
de discrétisation par direction dans le domaine de calcul ]0, 1[¢ (on reprend le formalisme
du . Dans la suite, on discrétise le Laplacien (ou le Laplacien généralisé).

Pour finir, on considére briévement le cas des méthodes par blocs, ainsi que la discrétisation
par éléments finis.
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6.13.1 Parallélisation de Jacobi par points

On étudie ici comment paralléliser (6.11))-(6.12), pour A = A; ou Ag, avec A4 la matrice
issue des différences finies pour d = 1, 2. On suppose que I'indice k d’itération externe ((6.11))
est donné.

Casd=1

D’aprés lexpression (2.5) de Aj, la boucle interne (6.12) s’écrit, avec la convention
zk=2% =0
0~ N1 T

pour i =1,2,..., N faire
2
P = ek bt (622
fin

Examinons le "parallélisme maximal" extréme, c’est-a-dire avec P=N : pour 1 <i < N,
on affecte au nceud 7 les données d’indice i. A 'itération externe k, le noeud 7 posséde les
données azf et %thi en mémoire et, pour calculer J:erl, il doit récupérer les données xf_l
de son voisin gauche, et 2% ’,1 de son voisin droite. (Les noeuds sont considérés comme étant
placés sur une ligne horizontale.) Cette phase de communications peut étre réalisée en deux
étapes paralléles, a 'instar de ce qui est proposé au A partir de 14, les calculs sont
équirépartis, si on réalise pour 7 = 1 les opérations superflues avec xlg =0 et, pour ¢ = N,
celles avec x’f\, +1 = 0. Le "parallélisme maximal" avec P = N est donc accessible! De plus,
la matrice A; étant tridiagonale, la méthode de Jacobi converge (voir le théoréme .

Cas d =2

Afin de préserver la structure du schéma & cing points, on conserve la numérotation a
deux indices (i,7), on 0 < 14,7 < n+ 1. D’aprés 'expression (2.22)) de A,, la boucle interne
(6.12]) s’écrit, avec la convention xl&j = xﬁﬂ,j =iy = xﬁnﬂ =0,

pour ¢,j =1,2 ..., n faire
k+1 _ 1,k k k k h%y
z =@ gt tagn) + b (6.23)
fin

Examinons a nouveau le "parallélisme maximal" extréme, c’est-a-dire avec P = N : pour
1 <4,j < n, on affecte au noeud p; ; = i+ (j — 1)n les données d’indice (7, j). A I'itération
externe k, le nceud p; ; posséde donc les données xf jet %h2bi, ; en mémoire et, pour calculer

k+1

T, il doit récupérer les données :
I

k

ij—1
k ..
— ;4 ; de son voisin gauche,

— de son voisin bas,

7

— x?ﬂ,j de son voisin droite,

— xf j+1 de son voisin haut.
(Les neeuds sont maintenant considérés comme étant placés sur une grille bidimensionnelle,
avec n noeuds dans chaque direction.) Cette phase de communications peut étre réalisée
en quatre étapes paralléles, encore une fois & l'instar de ce qui est proposé au §4.7 A
partir de 1a, les calculs sont équirépartis, avec une convention similaire au cas d = 1. Le
"parallélisme maximal" avec P = N reste donc accessible! L’inconvénient est que, la A

n’étant plus tridiagonale par blocs, on ne sait pas si la méthode de Jacobi converge.
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Résultats complémentaires

Tout d’abord, on peut vérifier qu’on aboutit des résultats similaires de "parallélisme
maximal" avec P = N pour le Laplacien généralisé (ou diffusion), puisque la structure des
matrices A] et Al est la méme que celle des matrices Ay et Ag. Et, si les coefficients sont
positifs et bornés inférieurement par une constante strictement positive, alors les matrices
Al et Al sont a diagonale strictement dominante. Dans ce cas, la proposition assure
la convergence de la méthode de Jacobi.

Exercice 6.1 Montrer que pour la méthode de Jacobi par points appliquée au différences
finies pour d > 3, on peut établir le "parallélisme mazximal” avec P = N.

Exercice 6.2 Dans le cadre du "parallélisme mazximal” avec P = N, proposer une évalua-
tion rapide du vecteur résidu r* = b — Ax® pour la méthode de Jacobi par points appliquée
au différences finies.
6.13.2 Parallélisation de Gauss-Seidel par points

On reprend la démarche, & savoir I’étude du "parallélisme maximal" de la méthode de
Gauss-Seidel ((6.13))-(6.14]), pour A = A; ou As.
Casd=1

La boucle interne (6.13]) s’écrit

pour i =1,2,..., N faire
k+1 _ 1/ k+1 k h%y.
;" =gy i)+ 5h
fin

La difficulté majeure est que cet algorithme est séquentiel! En effet, pour calculer forl, il
faut disposer de :Uffll, et donc de mfj;, et ainsi de suite jusqu’a :c’f“. Comment remédier
a cette difficulté 7 Il faut ré-examiner le schéma a trois points (voir la figure : on note
que si ¢ est pair, ses deux voisins sont impairs, et vice versa... Une idée est alors de séparer
les points de discrétisation en deux sous-ensembles :

— les points d’indice impair, dits rouges,

— les points d’indice pair, dits noirs.
A partir de 1a, on choisit de renuméroter les Ng points rouges (de gauche a droite), puis les
Ny points noirs (de gauche a droite). Dans la suite, on suppose que n = 2n’ pour alléger

RN RNIRBNIRN 15 2 6 3 7 4 8

FIGURE 6.2 — Pour d = 1 et n = 8, les points rouges et noirs / La renumérotation.
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les notations, et ainsi Np = Ny = n’. Selon cette numérotation, la matrice s’écrit

1
1 1

1 2[/ —B/ ’ ’
ARN — s <—(BZ)T 21?1}) , avec B} = eR" ™. (6.24)
1 1
11

D’aprés cette expression ((6.24)), la matrice intervenant dans la décomposition réguliére
pour Gauss-Seidel par points est par définition égale a

MEN _ 1 2Ly 0
G5 T 2 \ =BT 20, )°
Notons P la matrice de permutation associée a la renumérotation : on a AN = P~1A;P.
D’apres cette expression et puisque A est symétrique définie-positive, A{%N I’est aussi.

Remarque 6.22 On peut vérifier que Mgg n’est pas égale & P~*MagP, ot Mgg est la
matrice intervenant dans la décomposition réguliere de Ay pour Gauss-Seidel. En effet,
dans Migs on a conservé tous les éléments de Ay correspondant a la contribution du voisin
gauche, alors que dans Mgg on n’a conservé cette contribution que pour les voisins gauches

des neeuds noirs. Par contre, on note que M%\cf = 2h721, est inchangée. La renumérotation

rouge-noire ne modifie pas la méthode de Jacobi.

Ecrite par blocs, la renumérotation donne pour les vecteurs

X ’
T = ( R) avec TR, N € R™ |
TN

c’est-a-dire que zp; = x; pour 1 < i <n’, et xn; = zj1,y pour 1 <i < n'. On en conclut
que la boucle interne de Gauss-Seidel avec renumérotation rouge-noir s’écrit

21, 0 kot _ (0 B [« 2 br
—B)T 25, ) \akH! 0 0)\a¥ by )
On a donc la boucle interne
1 1
ahtt = “Bak + §h2bR
1
oy =SB R+ Sk

Soit, avec renumérotation rouge-noir par points, les deux boucles (de longueur N/2)

pour i =1,2,...,n' faire
k+1 _ 1.k k h?
TRi = §(xN,i—1 + xN,i) + 5 bR
fin
et
pour i =1,2,...,n faire

k+1 _ 1/, k+1 k+1 h? )
ryy = 5(@Ry +oR )+ ToN,

fin
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A partir de la, on vérifie que 'on a un "parallélisme maximal" avec P = N/2. En effet,
supposons que le nceud 7 posséde les données 33’;271-, %thR,i, xf\,z et %thNJ en mémoire.

Pour calculer x’;;il, il doit récupérer les données :

k ..
— 5,1 de son voisin gauche,
— :L"f\, ;, de son voisin droite.

b

Pour calculer :(;’f\,tl, il doit récupérer les données :

k41 .
— Th; de son voisin gauche,

— x’f%';ﬁrl de son voisin droite.
Il y a donc quatre étapes de communications paralléles (deux pour les voisins gauches;
deux pour les voisins droits), avec des calculs équirépartis a 'instar de 'algorithme de la
méthode de Jacobi par points. Enfin, la matrice ARV étant symétrique définie-positive, la

méthode de Gauss-Seidel converge d’aprés le théoréme [6.10}

Cas d =2

Si on conserve la numérotation "naturelle" (ci-aprés a deux indices (i,7)), on est a

nouveau confronté a un algorithme séquentiel puisque, pour calculer :cf;fl, on a besoin

de :L‘ffll ; et xf;-r_ll, etc. jusqu’a :L‘]fJ{l Pour remédier & cette difficulté, on va reprendre la

méme idée que pour d = 1, voir la figure . On suppose toujours que n = 2n’, avec

N R N R N R 34 16 35 17 36 18
kR N R N B N 13 3 WM 32 1 3B
N B N R N R 2 10 29 1 30 12
R N R N R N T 25 3 26 2
N R N R N B 22 4 23 d 24

R N R N R N 1 19 ) 20 21

FIGURE 6.3 — Pour d = 2 et n = 6, les points rouges et noir / La renumérotation.

N = n? = 4(n’)? points de discrétisation. On pose N’ = N?2/2. Aprés coloriage avec
Ngr = N’ points rouges, et Ng = N’ points noirs, on constate qu'un point rouge a pour
voising quatre points noirs, et qu’un point noir & pour voisins quatre points rouges. Ceci
va & nouveau permettre une parallélisation de la méthode de Gauss-Seidel utilisée sur la
matrice aprés renumérotation rouge-noir. Selon cette numérotation, la matrice s’écrit en

effet .
1 41N -B
RN __ N 2

A = 72 <(IB%’2)T 4IN/> . (6.25)
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La matrice AQRN est toujours symétrique définie-positive. La structure de B/, est un peu
plus complexe que celle de B), car le numéro des voisins gauche et droite va dépendre de
la parité de l'indice j (voir la figure|6.3)) : lorsque j est impair on commence la ligne par un
point rouge, et lorsque j est pair on commence la ligne par un point noir. Elle est omise
ici. D’apres , dans la décomposition réguliére de AN pour Gauss-Seidel par points,

on a
MEN _ 1Al 0
G5 T2 \—(By)T Alni) -
Le point crucial est que la boucle interne qui en résulte est trés similaire & celle du cas
d = 1. Ecrite par blocs, elle s’écrit :

1 1
ka 1 fIB%/Qa:ﬁ; + f4h2bR
1
x?v 1= 1 (IB%’Q)Tka Ly f4h2bN.

Par points, avec renumérotation rouge-noir par points, on a nouveau deux boucles de lon-
gueur N/, dont on omet I’écriture pour les raisons évoquées au-dessus. On peut vérifier
que l'on a un "parallélisme maximal" avec P = N/2, avec huit étapes de communications
paralléles (deux pour les voisins bas, resp. voisins gauches, resp. voisins droits, resp. voi-
sins hauts), avec des calculs équirépartis. Enfin, la matrice AgN étant symétrique définie-
positive, on a convergence de la méthode de Gauss-Seidel converge (théoréme .

6.13.3 Parallélisation — Autres configurations

En préambule, on observe que la structure des matrices est inchangée entre les méthodes
de Gauss-Seidel et de relaxation. Ainsi, on peut procéder a 'identique de Gauss-Seidel pour
paralléliser la méthode de relaxation par points pour une matrice issue de la discrétisation
par différences finies. Et la convergence reste garantie si les conditions du théoréme [6.10]
sont remplies.

Pour les méthodes par blocs, on utilise §4.7 pour en déduire des algorithmes paralleles.
Pour la méthode de Jacobi, il s’agit d’une simple adaptation des algorithmes proposés au
Pour la méthode de Gauss-Seidel (et les méthodes de relaxation), pour obtenir
une parallélisation optimale, on procéde & une renumérotation rouge-noir des blocs. Dans
ce dernier cas, la convergence est garantie par le théoréme [6.10]

Pour une matrice issue de la discrétisation par éléments finis :

— Pour la méthode de Jacobi : méme procédure qu’avant mais I’équirépartition des cal-
culs n’est pas automatique, puisque le nombre de sommets voisins (dans le maillage)
n’est pas constant en général... Si la famille de maillages est réguliére, on peut tou-
tefois garantir une borne supérieure uniforme du nombre de voisins, valable pour
tous les maillages, et tous les sommets les composant.

— Pour la méthode Gauss-Seidel (ou une méthode de relaxation) : en l’absence de
structure dans le maillage, la renumérotation n’est pas aussi simple que pour les
différences finies. Il faut utiliser un algorithme de coloriage tel que deux sommets
du maillage voisins sont nécessairement de deux couleurs différentes. Ceci s’appa-
rente au probléme du coloriage d'un graphe, et requiert en général plus de quatre
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couleurs. Ainsi, si les communications restent paralléles pour passer des sommets
d’une couleur A aux sommets d’une couleur B, il y a en tout 2 fois le nombre de
couleurs étapes de communications. En outre, une fois le coloriage réalisé, rien ne
garantit que le nombre de sommets d’une couleur donnée est le méme pour toutes
les couleurs. L’équirépartition des données par nceud n’est donc pas automatique-
ment équilibrée. Enfin, pour les calculs, il y a le méme difficulté d’équirépartition
que pour 'algorithme de Jacobi.
Comme on le voit ci-dessus, ’obtention théorique du "parallélisme maximal" est beaucoup
plus ardue en I’absence de structure, ce qui est en général le cas pour une discrétisation par
éléments finis. L’utilisation des algorithmes par blocs tels que proposés au §4.8 semble plus
indiquée dans ce cadre. La convergence de la méthode de Gauss-Seidel (ou de relaxation)
reste garantie par le théoréme [6.10



Chapitre 7

Les méthodes de Krylov

7.1 Les espaces de Krylov

Définition 7.1 Pour une matrice B € K™"*™ et un vecteur y € K" donnés, on appelle
espace de Krylov associé a B ety l'espace K (B, y), m € N* tel que :

KW(B’ y) = vect (vay’ ce ,]Bm_ly) .

Les espaces de Krylov forment un famille croissante de sous-espaces vectoriels de K",
nécessairement stationnaire, c’est-a-dire constante a partir d'un certain indice m (car on
est en dimension finie).
Lemme 7.2 Par construction, on a :

1' vp g m: Kp(Bay) C ICm(va)f

2. dim(K.,) < min(n,m),

3.Hﬂk;n(B,y)]C:K;n+1(B,y)

Lemme 7.3 Si B"y € K,,(B,y), alors Vp > 0, B"Py € K,,(B,y) et Knip(B,y) =
Km (B, y)-

Démonstration : Montrons le lemmepar récurrence. Supposons que B™y € K,,,(B, y).
Montrons que B™*ly € K,,(B,y). Il existe des coefficients (ap)p—o.....m—1 € K™ tels que :

m—1
By = Z ozkay, d’ou :
p=0
m—1
Bmtly = BB™y) =B a,BPy
p=0
m—1 m—1
= Z apBPtly = ap—1BPY + apm_1B™y
p=0 p=1

Les deux termes de la derniére ligne appartiennent a /C,,,(B, ), d’ott : By € K, (B, y)
et d’aprés le lemme [item 1], K1 (B, y) = K (B, y).

151
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On raisonne par récurrence sur p : on suppose que pour p > 1 donné, B™ Py € K., (B, y)
et Kmip(B,y) = Kimn(B,y). Montrons qu’alors B™P+y € K, (B,y) et Kimipi1(B,y) =
K (B, y). Par hypothese, il existe des coefficients (84)g=0,... m—1 € K™ tels que : B 1Py =

m—1

Z BBy, d’otur :

q=0
m—1
Bm+p+1y — B(Bm+py) =B (Z Bquy
=0
m—1 m—1

= ,3qu+11/ = Z Bq—Iqu + Bm—1B"y
q= =1

=}

Les deux termes de la derniére ligne appartiennent a K,, (B, y), d’out : B™P*+ly € IC,, (B, )
et d’aprés le lemme litem 1], on a Kpypi1(B,y) = K (B, y). o

Lemme 7.4 Soit My, la dimension mazimale des espaces de Krylov (K, (B, y))m. Alors
la suite des espaces de Krylov est strictement croissante de 1 & Mypqz, puis elle est constante
G partir de Mpqq, ¢’est-a-dire que :

1. ona:
. B m st M < Minaz,
dim(Km(B,y)) = { Monaz St M > Mynaa-
2. De plus :
ICl(IB,:l/) g ,CQ(B,:IJ) g- e g KW(B7y) —,C«— Km+1<B7y) g e —,C«— Kmmaac (B7y)7

Icmmax (B’ y) = ,Cmmax+1(B7 y) == IC'IZ<B7 y)

3. Enfin, pour 1 < m < Mynaz ety € Kin(B,y), linéairement indépendant des vecteurs
de Kim—1(B,y), alors By € Knt1(B,y), et By est linéairement indépendant des
vecteurs de K, (B, y).

Cette derniére propriété est utile en pratique pour construire une base de K,,(B,y) (cf.
algorithme d’Arnoldi).

Démonstration : Le nombre my,,, existe car (K, (B,y))m est une suite croissante de
sous-espaces vectoriels de K" (lemme litem 1]).

Soit m le plus petit entier pour lequel B™y est dépendant des vecteurs précédents (i.e.
B™y € Kn(B,y)) : les vecteurs (y,By,---,B™ ly) sont linéairement indépendants et
Kp(B,y) est de dimension p pour tout p < m. En particulier, IC;,,(B,y) est de dimen-
sion m. D’aprés le lemme pour tout p > 0, Kpyip(B,y) = Kn(B,y). On a donc, pour
tout p >0, K1(B,y) € -+ C Kn(B,y) = Kntp(B, y). Par définition de miyyqq, on a néces-
sairement : M = Myqz, ceci démontre les items 1 et 2.

m—1
Soit m € {1, -+ ,Mynaz — 1}, et ¢ € K;n(B,y) tel que : 3/ = Z a,BPy, avec apm—1 # 0.
D’aprés litem 2, ' ¢ K,,—1(B,y). On a : By = Zap,llﬂ%py. D’aprés litem 2, on a :
p=1
m—1
Z ap_1BPy € Kin(B,y) et oy 1B™y € Kpp1(B, y). o
p=1
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Considérons la résolution de Az = b (A € K™*™ inversible, b € K") avec une méthode
itérative, en utilisant une décomposition réguliére de A (A = M — N voir la définition [6.1)).
Rappelons I’algorithme associé :

initialisation
22 e K, 0 =b— Az
itérations : pour k =0,1,--- ,faire
htt = gk 4 M1k (7.1)

rhtl —p — Aghtl
tant que [|r*] £ 0 ou [|[rFFH| > e||r?
fin

Faisons trois remarques importantes en pratique :

— La premiére itération correspond a k = 0!

— On a supposé implicitement dans I’algorithme que 7° # 0 (sinon, il n’est pas
nécessaire d’itérer les k!).

— Les deux critéres d’arrét indiqués correspondent respectivement : & une résolution
exacte (||r*T1]| = 0); a une résolution approchée (||r¥*1|| > ¢||7°]|, pour € > 0
donné).

(’est un algorithme de recherche de point fixe de la fonction f(z) = x — M~1(b — Az). Si
I’algorithme est convergent, il converge vers la solution du systéme linéaire préconditionné
M~1Az = M~1b.

Nous allons montrer pourquoi 'utilisation des espaces de Krylov est pertinente.

Posons z* := M~17¥, de sorte que 2Ft1 = 2F 4+ 2F et 2F = ghtl — 2k,
k
Par récurrence sur k, on a : zFt1 =29 + Z'. Remarquons d’autre part que :
) q p q
i=0

R+l _ k
{ Mz = Nz2F+b C o s M(2M+ — 2%) = N(&* — 251,

MzF = NzF=1+b

On en déduit que Mz¥ = N2*~1 soit par récurrence : z¥ = (M~'N)*20. Finalement :

k
xk+1 — xo + Z(Mle)izo

1=0

On voit apparaitre les puissances successives de M™IN : la solution zF*! a I'itération k+ 1

de la méthode itérative (7.1)) se décompose sur I'espace affine 20 + Kpy1(M™!N, 2%), avec
0 —-1,.0

z0=M""r".

Lemme 7.5 La solution de [’algorithme (7.1)) a litération k + 1 est telle que :
P e 20 4 K (MTA, M 10),

Démonstration : On raisonne sur les itérations. On a vu que z*+1 € 204-/Cp 1 (MIN, 29).
Or A=M—N, et donc M™!N = I,, - M—'A.
On en déduit que : K1 (M™IN, 20) = K1 (L, — MTLA, 20) = K (MT1A, 20). En effet,
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d’aprés la formule de Newton :

(MIN)F20 = (I, — M~1A)k20,
k

! _
= 2(1)lk!(k_l)!(M LA)0.

D’ott pour tout k& € N, (M™IN)*20 € Cpy 1 (M1A, 20), et en échangeant les roles de N et
A, on a réciproquement que Yk, (MTTA)¥20 € Kpyy (MTIN, 29).
o

Les lemmes et permettent d’établir le théoréme ci-dessous, cf. [25] :

Théoréme 7.6 La solution exacte x du systéme linéaire Ax = b initialisé par x° appartient
a Uespace affine 2° + K, .. (A, 70), ot 70 := b — Az0 est le résidu initial.

Remarque 7.7 Si on applique le théoréme au systéme linéaire préconditionné M™'Ax =
M~1b initialisé par 2°, on aboutit a x € 1 + Ky (MTA,M™10), avec ml, 0 # Mimas-
En effet, si le systéme est "bien préconditionné”, on espére que m). .. < Mgz : MOINS
d’itérations seront nécessaires pour converger.

Démonstration : D’aprés les lemmes et les vecteurs (rO,Aro, e ,Ammaz*lro)
sont linéairement indépendants, et A™maerV € I, (A, rY).

Mmaz—1
On peut décomposer A™maezr0 sur cette base : A™masp0 = E a Al avec g # 0.
1=0
En effet, si ap = 0, on a alors que A™mes=10 € ). (A, 70), ce qui contredit que les
vecteurs (TO,AT‘O, e ,Amm”_lro) soient linéairement indépendants. On peut donc écrire
(on rappelle que 7° = b — Ax? = Az — AzY) :
1 Mmaz—1 o
_— AMmaz 0 — il [..0 0
aoA o= Z aOAr +r . M=l
m l=1_1 P — ZEO_F*Ammaac_lro_ E 7Al—17,0’
QL 1,0 0 =1
= E —Ar" + Az - Ax
o)
=1
ce qui se met aussi sous la forme :
Qi+1
T l_07 7kmaw727

Mmaz—1 (7))

z=az"+ Z BAC, avec 8 =
=0

On a donc bien z € 20 + K, (A, 7).
o

La suite d’égalité ci-dessus montre également que si z € 20 + Ky (A, 70), alors AFr0 €
Kr(A,r%). Autrement dit, les vecteurs (rO,Aro, e ,Akro) sont linéairement dépendants
et d’aprés le lemme Ki(A,79) = Ky, (A, 79). En conclusion, il semble pertinent, a
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I'itération k, de chercher la solution itérative du probléme Ax = b comme une combinaison
linéaire optimale d’éléments de ki (A, rY). Différentes méthodes, classées sous le nom gé-
nérique de méthodes de Krylov existent. La méthode du gradient conjugué, étudiée au
est une méthode de Krylov adaptée aux matrices symétriques définies-positives. Pour étre
en mesure de résoudre efficacement des systémes linéaires plus généraux, on peut utiliser
la méthode du résidu minimal généralisée, connue communément sous 1’acronyme GMRES
pour Generalized Minimal Residual Method, et proposée par Y. Saad [33]. Nous étudierons
cette méthode au §7.3

7.2 Meéthode du gradient conjugué

7.2.1 Probléme de minimisation
Soit & résoudre le probléme linéaire suivant :

Probléme 7.1 Trouver x € R™ solution de Ax = b, avec A € R™ ™ une matrice symé-
trique définie-positive, et b € R".
J:R" — R,
1
v i(Afu,v) — (b,v).
Nous allons prouver le théoréme ci-dessous, qui fait le lien entre la résolution du pro-
bléme [T.1] et la minimisation de la fonctionnelle .J.

Introduisons la fonctionnelle continue suivante :

Théoréme 7.8 Supposons A symétrique définie-positive, alors :

1. lim J(v) = +oo et J est strictement convezre sur R™.
llvf| =00

2. J admet un minimum unique en vV, tel que grad J(vmin) = 0,.

3. Vmin = x (la solution au probléme ,

Démonstration :

1. Considérons (Vi>i€{1’..,7n} une base orthonormale de vecteurs propres de A, avec
A1 < A < --- < )\, les valeurs propres associées ordonnées (voir la proposition
IA.20). Comme A est définie positive, \; > 0 : Avy = A;vy, de sorte que 0 <
(AVl,Vl) = )\1||V%H2 = )\1.

Si on écrit v = Zvi vi, on a alors : (Av,v) =Y, MwZ > A|lv]|?, dot :
i=1
1
J() > ZAi|Jv||? = (b,v), et donc lim J(v) = +oo0.
2 [[v]| 00
Montrons que J est strictement convexe.

Considérons 0 € [0,1] et v, w € R™ tels que v # w. On a d’une part :
1 1
J(Ov+(1-0)w) = 502(Av,v)+9(1—9)(Av,w)+§(1—9)2(Aw,w)—@(b,v)—(l—e)(b, w),

et d’autre part :

0J(v) +(1—-0)J(w) = %G(Av, v) + %(1 —0)(Aw,w) — 6(b,v) — (1 — 0)(b,w),
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de sorte que la différence entre ces deux derniers calculs donne :

JOv+ (1 —-0)w)—0J(v)—(1—0)J(w)
_ %9(1 ) (Av,v) — %e@ ) (Aw, w) + 0(1 — 0)(Av, w)

_ _%9(1 —9)(A(v — w), (v — w)) < 0.

2. Montrons d’abord 1’ezistence d’un minimum. Par définition de l'infinum, il existe

(vk)ken une suite minimisante : lim J(vg) = inf J(v). Et, comme lim J(v)=
k—+o0 veER™ [|v]| =00

+00, (vg)ken est bornée : (vg)reny € K ot K C R"™ est un compact. D’apreés le
théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite (vg/)ren convergeant vers
Umin, dans K.
Puisque J est continue, on a que J(vpnin) = lim  J(vp) = inf J(v).

k' —+o0 vER™

Le résultat d’unicité résulte de la convexité stricte de J, et peut étre prouvé par
contradiction : soient v] et ve tels que v1 # ve et J(vy) = J(vg) = m}}gn J(v).
veER™

Soit 6 €]0,1[. On a : J(Ovy + (1 — O)va) < 0J(v1) + (1 — 0)J(v2) := m]%gn J(v), ce
veER™

qui est absurde.
Montrons que grad J(vp,in) = 0. Soit h € R™, h # 0,,.

1
On a par définition : (grad J(vmin), h) = lirr[l) - (J (Vmin + €h) — J(vmin)) > 0, et
E—
également (grad J(vmin), —h) > 0, d’ot le résultat.

1
3. Calculons (grad J(v),h) = lir% R (J(v+¢eh) —J(v)), pour h € R™ :
E—

(grad J(v),h) = lim > <;(Av,v) +e(Av, b) + £2(Ah, ) — (b,v) — (b, h)

e—0 ¢
—%(Av,v) + (b,v))
— (Av—b,h).

On en déduit que Avy,;, — b = 0, c’est-a-dire vy, = T.

7.2.2 Caractérisation du minimum

On a donc établi que z = argmin J(y). Considérons (pl)le{o,...,n,l} une base de R",
yeR”

orthogonale par rapport au produit scalaire (A-,-), ce que I'on note L. Soit 2% € R™ et
n—1

la solution du probléme On écrit :  — 20 := Z aup', et on consideére la fonction F' :
1=0
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F:R* - R

n—1
, de sorte que :
() = J <x0 +3 :ai‘pl) 4
=0

1 1 . %
F(laf) = (829 + 3> afaj(ap',p)
k.l

n—1 1
+> af (A2, p') — (b,2°) -
=0

3
|

aj (b,p')

(]

Il
30
|
_

1 * ok *
= J($0)+2;akal (Apkapl)+l_ af (Az® —b,p).

[e=]

En utilisant le fait que (p'); est L, on obtient : Z o af (ApF, pl) = Z(af‘)Q(Apl,pl),
k,l !

* 1 * *
et finalement : F((a});) = J(2°) + 5 zl:(ocl (AP, pl) + zl:al (Az® — b, ph).

F

—((ag);) = 0, c’est-
Jar ((c)r)

a-dire pour (oy); tel que pour tout I, ay(Ap!, p') + (Az® — b, p') = 0. Ainsi, £ = vy, se met
sous la forme :

La fonction F' atteint son minimum pour (ag); tel que pour tout I,

(b B AzO’pl)

n—1
0 l
r=x -+ app avec q 1=
2 (Apt, p)

=0

pour [ =0,---,n—1. (7.2)

A partir d'une base (p'); et avec un vecteur initial 2°, on peut construire une solution au

probléme 7.1} Pour k =1,--- ,n — 1, on pose :

k—1

k= 20+ Z a;pt la solution a litération k,
ko= b— Alx:ko le résidu a l'ordre k.
Remarquons que pour k=0,--- ,n—2:
k
ohtt = ﬂso—i-lzzalpl = 2%+ ay p", (7.3)
rFtl = p— AggkO*l =b— Axk — o ApF = rF — ai ApF.
En outre, pour k=0,--- ,n —2:
(PP = (b - AP ) = (- A+ X arph), oMY,

= (b — A$0,pk+1) - Elgk al(Apl7pk+l)7

= (b— Az pF*th = (9 pF ) car (pF)r La .
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On en déduit que Yk = 0,--- ,n — 1, (70, pF) = (rF, p").
On propose alors ’algorithme suivant pour calculer « :
initialisation
20 € R”
0 =b— A0
0 = 70
itérations : pour k=0, --- ,n — 2, faire
(Tovpk) l‘k—H
(Apk, pk)’
r =i — akApk
construire p**1 tel que (p')i=q,... k41 est La
fin

(7.4)
ap = = zF + akpk

k+1

Pour le choix de pF*1, on propose dans la suite une récurrence courte, a deux termes,
faisant intervenir uniquement des quantités déterminées a l'itération courante et l'itération
précédente. Choisissons donc p**+1 tel que pF*! = rF+1 4 gipF veérifiant (ApF+!, p¥) = 0.
Par définition : (Ap*+t, p*) = (ArF+L pF) + BL(Ap*, p¥) = 0, d’otr :

(Artt, pb)
(Ap*, pF)
Remarque 7.9 La condition (pk)/z€ est L implique (Apkﬂ,pk) =0 et on verra ci-dessous
que la réciproque est vraie pour A symétrique définie-positive avec le choiz a1 = rFt1 4

BFp* I On renvoie a la propriété (i) de la proposition|7.10L Cette récurrence courte (& deux
termes) ne fonctionne pas en général, c’est-a-dire avec A quelconque !

Br = — pour k=0,---,n— 2.

On note que l'algorithme ([7.4) converge en au plus n—1 itérations d’apreés la formule ((7.2)).
Mais il peut converger en moins d’itérations : en effet, si 7¥*1 = 0 pour k < n — 2, alors
on a b= AzFt1 et 2¥tlest la solution cherchée. Dans ce cas, on interrompt I’algorithme.

7.2.3 Algorithme du gradient conjugué

On parle de conjugaison car les directions (p*); sont conjuguées par rapport a A :

,p') =0 si . L’algorithme du gradient conjugué, lorsque la matrice A est symé-
ApF, pt 0 si k # [. L’algorithme du gradient jugué, lorsque 1 trice A est symé
trique définie-positive, s’écrit alors :

initialisation
20 € R
0 =b— Azl
PO =10
itérations : pour £k =0,1,---, faire
(rkvpk) l‘k+1
(Ap*, pk)’
r =7k — o ApF
Arktl pk
By = _((Apk,pf))’ pEHl — gkl | g, ok
tant que ||r¥1|| #£ 0.
fin

ag = = zF + app” (7.5)

k+1
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On vérifie par récurrence sur k = 0, - - - que r* défini par (7.5 est bien le résidu, c’est-a-dire
que r* = b — Az*. C’est vrai pour k = 0 (initialisation). Supposons que c’est vrai pour
k. Alors, si on exécute l'algorithme, on a : r*+1 = r*¥ — apApF = rF + A(2b — 2FH1) =
(rk + Axk) — Azk+l = b — Agh+L
Proposition 7.10 Supposons que la matrice A soit symétrique définie-positive.
Alors pour k=0,--- :
E K k(2

@) (", p%) = [Ir"|I"

Si la convergence n’est pas atteinte a litération k, alors :

(i)  (ApF*tph) = 0,1<k.
(i)  (PFel) = 0,1<k.

(iii)  (r*hph) = 0,1 <k.
Avant d’effectuer la démonstration, remarquons qu’une conséquence de ((}) est que
(rf,p") = 0= |*|| =0,

c’est-a-dire que si (¥, p¥) = 0, la convergence est atteinte a litération k. Pour la démons-
tration, nous allons utiliser la contraposée : si la convergence n’est pas atteinte a l'itération
k, on a alors : (r*,p*) # 0, de sorte que p* # 0, et (Ap*,p*) # 0 puisque A est définie-
positive. En particulier, on peut définir oy et Sg.

Démonstration : Montrons la proposition [7.10| par récurrence sur k.
A litération k = 0, on dispose de 2%, 10 = b — Az, p° =9 d’otr :

(D)r=0 %) = [

Si 2% # x (pas de convergence) : oy et By existent.

Ar!,p°)
i) e L= gl 0::7“1—7( ’ 0.
( )k 0 p 5029 (Ap()’po)p
(Ar!, p%)
(Ap'p%) = (Ar!p°) — W(Apo,po) =0.

(19) k=0 (r1,r%) = (b— Az, %) = (b — A(2® + agp®), r0) cf. déf. 2!,

= (1" —aoAp°,1°) = (r® — aoAp’, p¥) car p’ =17,

= (% p%) — ag(Ap®,p°) = 0 cf. déf. ag.

(477) k=0 (r1,p%) = (r1,7r°) =0 cf. (1) p=o.

Supposons que () — (i) — (ii) — (¢i%) soient vraies jusqu’a litération k, et que la convergence
ne soit pas atteinte. Qu’en est-il & I'itération k + 17

(®)k+1 (Tk+17pk+1) = (rk+17 Tk+1) + Bk(rk+17pk) cf. deéf. pk+1a

= ||7F Y2 of. (44



160

Comme la convergence n’est pas atteinte a l'itération k, agy1 et Piyq1 existent.

(tii)gs1 [ <k+1: (rk+2 ph
= (%2, p)
sil<k (rk+2,ph)
sil=k+1 (rk+2 ph
(ii)pr1 O0<I<k+1: (rk+2 ol
sil=0 (rk+2,70)

(Dre1 L<k+1 (ApH2ph)

sil=k+1 (ApF+2 ph)

sil <k (ApFT2, ph

Ceci achéve la démonstration.

(b — Azk*2 ph) cf. deéf. rk+2

(b — Azl — ap  ApFtL pl) cf. def. 2F+2

(rF ') — appr (ApMFLph) of. def. ot
0 cf. (4id) et (i)x,

0 cf. déf. agyq.

(Tk+2

b= Bioap'h) cf. déf. p!>0

(r*2.ph) = B (P2, p

) =0 cf. (Z“)k-‘rla
(r¥2,p%) = 0 cf. (idd) g1

(Ar¥2 pl) + Brpa (ApE T, pl) cf. def. pt+?

0 cf. déf. ﬁk+1,
pl) cf. (4)g,

(Ark+27

(rk*2, Ap!) car A est symétrique,

1
— ("2t =), e £ 0 of. (D
l
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En outre, on peut vérifier des propriétés additionnelles tant qu’on n’a pas convergé :

’f'k, k Tk 2
(i) o = <ixpkf3p'3>:<zi‘pk,upk> . (0)

ArkTLph) (Rt Aph .
(v) Br = _((Apk,pk)) = _((Apk,pk)) car A est symétrique,

1 (PhHL, ket
)

= —— voir plus haut,
ap  (ApF,pF)

1 7J€+1 2
(077 (Ap y D )
B HTk+1H2
[
(vi)  dim(Ey) = k, ot on a défini Ey = vect(r®,--- ,7F~1), et d’aprés (i4).
(vii) E, = wect(p?,---,p" ) = vect(r®, Ar0, .- AF=140) par récurrence.
(viii) zr = argminJ(y) = argmin J(y), d’aprés la section [7.2.1]
y€xo+Eg yExo+Ky (A,r0)

Montrons la propriété (vii), en se souvenant qu’on calcule r*~1 a I'itération k — 2.

Proposition 7.11 Si on n’a pas convergé a litération k — 2, alors dim(Eg) = k, avec la
convention que linitialisation correspond a litération —1. De plus, B, = vect(p?,--- ,p*™1)

vect(r®, Ar0 ... AF=1p0),

Démonstration : La preuve se fait par récurrence sur la dimension de Eg.
Pour k =1, on a E; = vect(r?) = vect(p®), par définition de p° et dim(E;) = 1 si 2° # x.
Pour k=2, on a : pt =1 + Bop® = 7! + Bor?.
142
r
Si on n’a pas convergé a itération 0 (= k — 2), r! # 0, Bo = H 0;}2
r
(voir la proposition [7.10)) 7! est orthogonal a r% d’ott Ey = vect(r®,r!) = vect(p?,p!) et
dzm(Eg) = 2.

# 0 et d’aprés (4i7)

0112
r
De plus, on a : ! = 70 — agAp? = 70 — agAr?, ol o := (Al’pOHpO) # 0 (on rappelle que ag
)
est bien défini car (Ap®, p) > 0, la matrice A étant définie-positive.

Comme (70, 71) = 0, le vecteur Ar? est linéairement indépendant de r° (et donc des vecteurs

de E1), d’ott Ar® € Ey et Ey = vect(r?, Ar0).

Soit k > 2. On suppose que l'espace vectoriel B = vect(r?, .-+, r¥=1) est tel dim(E;) = k,
et qu'on a l'identité Ex = vect(p?,--- ,pF~1) = vect(r?, Ar0 ... AF=170),

Si on n’a pas convergé a l'itération k — 1, alors ¥ # 0,,, et d’aprés 'égalité (iii) de la
proposition les vecteurs 7!, [ = 0,--- ,k étant orthogonaux entre eux, dim(Egx, 1) =
k+ 1.

Comme pk_1 € Ei, et que le vecteur rk

€ Epp1 est tel que 7F ¢ Ej, alors le vecteur
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pF =% + B_1p"! € Epyq est tel que p* ¢ Ep. Dot : Epyq = vect(p?, -+, p¥).

On a: % = k=1 — g1 ApF~! (avec ay_1 # 0 car on n’a pas convergé).
k—2

Décomposons p*~1 sur la base (r0, Ar0 ... AF=2p0) . ph=1l — Z,U,ZAITO.
=0

Comme p*~! € Ep = KCp(A,79) et p* 71 ¢ B = Kp_1(A, %), alors pp_o # 0 (cf. lemme

.Ona:

k—2

b= el gy ZMIAH_ITO,

=0
k-2

= 7kl —qp Z 1A — gy pg_o AP
=1
Les deux premiers termes appartiennent & E,_1, et donc a Kp,_1 (A, 7°). Comme a1 pip_o #
0, on a : 7% € K(A,r%). Une analyse dimensionnelle élémentaire permet de conclure que
AF=170 est linéairement indépendant des vecteurs de KCp_1(A,7°), et que Ej, = K1 (A, 70).
o

D’aprés ce qui précéde, on a le résultat ci-dessous.

Corollaire 7.12 L’algorithme du gradient conjugué converge en n — 1 itérations au plus.

Remarque 7.13 St on résout le Laplacien en 1D par la méthode des différences finies,
avec 2 = 0,,, on converge en général en exactement n — 1 itérations.

En pratique, on se donne un critére d’arrét sur la norme du résidu, qui interrompt
'algorithme avant 'itération n — 2. En utilisant les expressions (iv) et (v), I'algorithme du
gradient conjugué (GC) s’écrit alors (avec € > 0 donné)

initialisation
20 € R® I’approximation de la solution x
r0 =b— Azl le résidu
p? =170 la direction de descente
itérations : pour £ =0,1,--- ,faire
TS
(ApF, p*) (7.6)
zhtl = 2k 4 apP I’approximation de la solution x '
rhtl =k — qp ApF le résidu
HTk+1H2
O = e
pEtt = pktl g ph la direction de descente
tant que [|r*Y|| > e[|r?|| on n’a pas convergé!
fin

Remarque 7.14 I est judicieuz de sauvegarder le calcul de ¢* := Ap* afin d’éviter de le
réaliser deux fois par itération !
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7.2.4 Préconditionnement

On introduit : e(z*) = (A(zF — 2),2% — :L‘)l/Q, qui mesure l'erreur entre la solution
calculée a l'itération k et la solution exacte. Ce critére porte & la fois sur le résidu et sur
Perreur de l'itération k.

Le théoréme ci-dessous permet de quantifier e(z*) (voir [26]) :

Théoréme 7.15 Soit k(A) le nombre de conditionnement de A, voir (6.7). On a :

k
A)—1
e(zF) <2 VAR =1 e(z?).
VEA)+1
Remarquons que plus k(A) est proche de 1, plus la convergence du gradient conjugué
est rapide. On rappelle de plus que A étant supposée symétrique définie-positive, alors

max A
k(A) = i\\-((AQ)’ Ol Apaz(A) est la plus grande valeur propre de A et A\pin(A) est la plus
petite valeur propre de A (avec la notation de la démonstration du théoréme on a :
A1
A) =)
s(a) =22

Il est npossible d’améliorer le conditionnement de la matrice & 'aide d’un précondi-
tionnement. Le principe est le suivant : on considére une matrice M € R™*™ inversible,
telle que K(M™1A) << k(A), et on multiplie le systéme linéaire & résoudre par M~! (on
peut alors introduire eprpc(z¥) = (M™TA(zF — 2), 2F — x)1/2 ott MTA (2% — z) est le
résidu du systéme linéaire préconditionné). Le probléme se réécrit : trouver x € R"
tel que M—'Az = M~1'h. Comme M est symétrique définie-positive, d’aprés la propo-
sition il existe deux matrices Q € R™*™ orthogonale et D € R"™*™ diagonale a
coefficients d; = ;;, 4 = 1,---,n strictement positifs, telle que : M = QDQT. On
peut définir la matrice égale a M'/2 = QD'/2QT, avec D'/2 = diag(\/d;); on a donc :
M'/2M/2 = QD'/2QTQDY2QT = M (car QTQ = I,,). Dans ce cas, résoudre le probléme
est équivalent & résoudre :

Probléme 7.2 Trouver x € R" tel que M—/2AM~1/2y = M~/2b, avec y = M'/2z.

La matrice A = M~1/2AM~Y/2 est symétrique définie-positive : on peut donc utiliser
'algorithme du gradient conjugué. De plus, elle est semblable 8 M™1A : A et M—'A ont
donc les mémes valeurs propres et le méme nombre de conditionnement.

Tous calculs faits, et en revenant a l'inconnue zx, 'algorithme du gradient conjugué
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préconditionné (GCP) s’écrit (avec € > 0 donné) :

initialisation
20 € R® I'approximation de la solution x
r0 =b— Az le résidu
Mz? =0
p? = 20 la direction de descente
itérations : pour £k =0,1,--- ,faire
NGNS
R (7.7)
okt = gk 4+ agph I’approximation de la solution x '
rhtl = ok — o ApP le résidu
Mzk+1 — pk+1
(Tk—i-l’ zk-i—l)
= TR
pFtl = 2kl 4 g pk la direction de descente
tant que ||| > g7 on n’a pas convergé !
fin

Remarquons que si Ml = I, les algorithmes du GC et du GCP sont bien
identiques. & chaque itération du GCP, on doit résoudre un systéme linéaire de matrice
M (ligne Mz*+1 = 751 il est judicieux de choisir Ml de sorte que ce calcul ait un coft
réduit.

En résumé, les propriétés imposées (tout au moins souhaitées!) pour que le précondi-
tionnement M soit efficace sont :

1. M symétrique, définie-positive,
2. Mz = r est "facile" & résoudre (via un algorithme paralléle par exemple),
3. k(M71A) << K(A).
La parallélisation de 1'algorithme du gradient conjugué (préconditionné ou non) se fait de

la méme facon que celle des algorithmes itératifs vus précédemment : on parallélise les
produits matrice-vecteurs.

7.2.5 Conclusion
D’aprés les propriétés (vii) — (viii), on a le théoréme suivant :

Théoréme 7.16 On considére A € R™™ symétrique définie-positive, et J la fonctionnelle
associée au probleme . Alors 2%, la solution a Uitération k — 1 du gradient conjugué est

telle que :

¥ = argmin  J(y).

y€x0+le(A,r0)
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7.3 Le GMRES

D’apreés ce qui précéde, il semble intéressant de chercher la solution itérative du pro-
bléme Az = b comme une combinaison linéaire optimale d’éléments de (Kj(A,r%))s. Et,
pour les matrices symétriques définies-positives, on a vu qu’on peut en outre réaliser cette
recherche & l'aide d’une récurrence courte (4 deux termes). Lorsque la matrice n’est pas
symétrique définie-positive, différentes méthodes itératives existent, basées sur la recherche
(optimale) d’¢léments de (Kj(A,7°))x. Elles sont classées sous le nom générique de mé-
thodes de Krylov. Selon cette terminologie, la méthode du gradient conjugué est donc
une méthode de Krylov adaptée aux matrices symétriques définies-positives. Nous allons
maintenant étudier la méthode du résidu minimal généralisé, connue communément sous
I’acronyme GMRES pour "Generalized Minimal Residual Method", et proposée par Y.
Saad [33].

7.3.1 Probléme de minimisation

Soit & résoudre le probléme linéaire suivant :

Probléme 7.3 Trouver x € K"|Ax = b, avec A € K" une matrice inversible, et
be K"

On a vu au théoréme que la solution z du probléme était telle que = € 20 +
Konpow (A, 79). Lorsque la matrice A est symétrique-définie positive, d’aprés le théoréme
7.16, a litération k — 1, la solution approchée z* est égale &  argmin  J(y).

yEeaO+KCx (A,r0)

Dans le cas général, on cherche & minimiser la fonctionnelle

i 20+ Kp(A, %) — R
’ z = |[b—Az| -

Si on écrit 2 = xg + 1y, y € Kx(A,7°), on a ||b — A(xo +y)|| = ||r° — Ay].
Soit € > 0 donné. Considérons l'algorithme suivant :

initialisation
20 € K»
0 =b— Ax0
itérations : pour k£ =0,1,---, faire
k+1 — : (VN A
Y argmin ||~ yll (7.8)

yGICk+1(A,r0)
xk‘-i'l — SCO + yk‘-‘rl

rktl —p — Agkt!
tant que ||r*t1| > ¢|r
fin

“l

Ainsi, pour k € N, le vecteur Ay**t! est la projection orthogonale de r¥ sur 'espace

AKp1(A,r9), et y*1 est la projection orthogonale de A=!70 sur I'espace Kji1(A,r°)
pour la norme || - ||o. Par construction, on a r¥+1 =70 4 A(20 — 2F+1) = r0 — Ay*+1 | avec
Y € K1 (A, r0). On a done AyF*! € Kpya(A,170) et rFH1 € K io(A, r9).
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Proposition 7.17 Tant que r*1 #0,, (on n’a pas convergé), alors k+ 1 < Mmaq.
Si r**t1 =0, (on a convergé), alors Mmpmaz = k + 1.

Démonstration : Si 7*t1 = 0,, alors on a zFt! = z. Or, d’aprés le théoréme
r—2° € Koo (A, 70), et d’aprés lalgorithme (7.8), z — 20 = 21 — 29 € KCpyq (A, 7).
Dou:k+1=mne- o
Soit k € N, tel qu’'on n’ait pas convergé, et considérons k + 1 vecteurs de K™ notés
(v°,...,v%) et formant une base de Kjy1(A,r0).

k
Décomposons "+ € Kp11(A,°) sur cette base : y" ! = ny“vl.
1=0

Soit Vj 1 € K™*(*+1) 1a matrice telle que

Vi € {17 e 7n}7 V] € {07 e 7]{7 - 1}7 (Vk+1)i,j+1 = (Uj)h

c’est-a-dire dont la (j + 1) colonne est le vecteur v/. Soit y yhr L ,y’]:H)T e
k+1 ?

KF*+1. Remarquons que par construction : y**! =V, 1y**1. Comment déterminer y

k+1:(

Proposition 7.18 On considére une itération k telle que k + 1 < Mynqq.

Kk+1 N R—i—
La fonctionnelle :
d Tt { vy oo [ — AViy]?

k+1 c Kk—i—l

est strictement convexe et réalise

son MInImum pour y =y tel que :

Tip1 = Vi A*AVi,
L1y = L avec (7.9)
"t = Vi AR

La matrice Zyy, € CEUXERD (rogy REHDX(EHD) ) o5t une matrice hermitienne (resp.
symétrique) définie-positive.
Démonstration :

1. Montrons que fx11 est strictement convexe. On procéde comme dans la preuve du
théoréme Soit 6 €]0, 1[. Soient x,y € KFF1,
Posons z =70 — AV, 1 x € K" et y =% — AV, 1y € K*. On a :

For(@x+ (1= 0)y) = [0 — 0AVy 1% — (1 0)AVjspy]?
= 10(r° = AViy1x) + (1 — 0) (10 — AVypqy)|I?
= |0z + (1—0)y|?

et 1 0fpp1(x) + (1= 0)f(y) = 0lz*+ (1 -0)yl>

D’oil la stricte convexité , puisque z + ||2||? est strictement convexe.

Il y a égalité si et seulement si x = y, c’est-a-dire AV 1x = AV 1y, ce qui équivaut
4 Vpy1x = Viy1y car A est inversible. Comme k + 1 < Mynaz, Kir1(A,r0) est de
dimension k + 1, et vect(v?, - - - ,v¥) est une famille libre de K™. On en déduit que la
matrice associée Vi1 est de rang k + 1, et que son noyau est le vecteur nul. Ainsi,
Vir1x = Vi 1y © x =y : le minimum est unique.
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k+1

2. Le minimum de fg41 est atteint pour y*™* tel que grady Trr1 (V") = 0p 1.

C’est-a-dire que Vi € {0,--- , k}, 8fﬁ(yk“) =0.

dy;
Posons w' = Avl. Ona: AV, =A% -+ 0F) = (A0, .-+, AvF) = (w?,--- ,wh).
k
Ainsi, pour y = (v, -+, %), € Kl ona: AVy 1y = Zyiwi, d’on :
i=0
i 2
fema(y) = ||P° =)y’
i=0
= [P0 = Y5 0% w?) = Y vt )+ D v Y 5w w).
§=0 i=0 i=0  j=0
On obtient alors :
of b o
Vi {0,k ot (y) = 2| —(wi, %) + D Fwhw) | (7.10)
dy; =0 !

Soit Zgy1 € KEFDXEHD telle que Vi, j € {0, ,k}, (Zii1)ij = (w?,w?).
On a bien Zy | = Zg1.
Soit qFt1 € KF*! tel que Vi € {0,-- -, k}, ¢t = (0, w?).

1
0
Les équations ([7.10) s’annulent pour y € KF*! tel que gkﬂ (y) =0, ou —qf“ +
Yi

(Zg41y)i = 0,Vi € {0,--- ,k}. On en déduit que y*+! est tel que : Zg 1 y* ! = ¢F L
On laisse le lecteur vérifier que (Vi A*AVy 1) = Zy 11 et que gt = V,’;HA*rO.

3. Soit x € KkJrl\{O]H_l}. On a : (Zk_HX,X) = (AVk+1x, AVk+1x) = HAV}C+1XH2 >0
car Vi1 est de rang maximal et A est inversible.
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L’algorithme se réécrit, avec le changement de variable y*t1 =V, y**1 .
initialisation
20 € K»
0 =b— Az?
construire v°, Vi = (v)
qO = (Toa AUO)
itérations : pour £ =0,1, .-, faire
calculer Zy1 =V | A*AVy
calculer ¢ff! = \% 1A*TO
résoudre Zyy* Tt = ¢FF! (7.11)
ghHl = 20 4 Vi yR !
rktl — p — Akt
tant que |7+ > ¢
sinon
calculer v**1 tel que vect(v, -+, vF*1) = Kpya(A, r0)
poser Vi o = (09, -, 0F 1)
fin tant que
fin pour k&

Si la base (v");—ox de Ki11(A, %) n’a pas de structure particuliére, alors le systéme linéaire
Zip1y" Tt = ¢F*1 peut étre mal conditionné. Pour éviter la dégénérescence numérique de
la base naturelle (A?70);_x de Kri1(A,7°) [25], on peut appliquer la procédure d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt (voir le §5.14.4)).

7.3.2  Utilisation de P’algorithme d’Arnoldi

La procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliquée & la base (A’ T‘O)Z‘:Qk
est connue sous le nom d’algorithme d’Arnoldi :

initialisation

o0 =r0/|r0
itérations : pour k=0,1,---, faire
initialiser v**!
Uk+1 — Avk
orthogonaliser v**! (procédure de Gram-Schmidt)
itérations : pour [ =0, --- |k, faire
b = (AvF 0!) ou bien by = (V*1, 0l
VR = Ryl

(7.12)

fin pour [
normaliser v
poser hy1 k= v
tant que hyq # 0
R — Uk+1/hk+1,k
fin tant que
fin pour k&

k+1
k+1 ||
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Deés que hj11,, = 0, on arréte I'algorithme car dans ce cas les espaces vectoriels KCpy2(A, r0)
et Kiy1(A, %) sont égaux, alors que Kr(A, %) € Kiyp1(A,70). D’aprés le lemme on a
atteint la dimension maximale : k + 1 = myaz-

La version h;j = (Av®, ') correspond & la procédure de Gram-Schmidt classique, alors
que la version h;j = (v**1,0!) correspond & la procédure de Gram-Schmidt modifiée.
Ces procédures sont équivalentes lorsque les calculs sont exacts (voir le §4.1)) : on a bien
construit une base orthonormale.

Soit Hyyoxy1 € KEF2XEHD 1a matrice contenant les coefficients (hypm )1=0.k11: m=0.k-
Pour [ =0,--- ,k+1letm=0,--- ,k,ona: (Hytor1)it1,m+1 = { hl(’)m Zi ; i ;n%ii: ,
c’est-a-dire :

hoo - hok

h1,0

Hyi2,k+1 = 0

hrg—1 Ik

0 0 hk+1.k
Soit Hyy; € KKE+Dx(k+1) 13 matrice de Hessenberg supérieure extraite de Hyo 41
pour tout I,m = {0,--- ,k}, (Hpr1)i41,m+1 = Hrg2,541)1+1,m+1. On a donc :
hoo -+ - hog
hip :
Hgq1 = ’
0 " - :
0 hgg—1 hig

Dans la suite, on notera ef* le premier vecteur de la base canonique orthonormale de K™,
respectivement I, la matrice identité, pour m € {1,--- ;n — 1}.

Proposition 7.19 Sotent k+1 < Mz €t Vi1 € K"X(k+1), la matrice dont les colonnes
sont les vecteurs (v°,--- ,v*) de Ualgorithme d’Arnoldi (7.12)).

On a l’égalité suivante : pour tout k € {0, , Mgz — 2} -
VipoHpqo k41 = AV . (7.13)
On en déduit, par construction, que pour tout k € {0, , Mgz — 1} -
Vi 1AV = Hyp. (7.14)

D’autre part, la matrice Zy11, construite dans lalgorithme (7.11)) en appliquant la procédure
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, est telle que :

Zit1 = Higg g1 Mg o1 (7.15)

Comme A est inversible et Vi1 de rang maximal, la matrice Hy,q est inversible. Elle
correspond a la projection de 'application linéaire associée a A dans la base des vecteurs
d’Arnoldi.

Démonstration :

42. une matrice de Hessenberg supérieure est une matrice carrée presque triangulaire : les termes sous la
diagonale sont nuls, sauf ceux se trouvant immédiatement sous la diagonale (c’est-a-dire d’indice (I+1,1)).
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1. Montrons I'égalité ([7.13) par récurrence.
On consideére la procédure de Gram-Schmidt classique.
Pour l'itération k = 0, d’aprés Dalgorithme (7.12), on a : Vi = (¢Y), et hygv! =
Avo—ho,gvo = Avl—hopvo. On a donc : h0701}0+h1707)1 = AVh d’out : V2H271 = AVl.
On suppose qu’a l'itération k > 0, on a : Vi 1Hj 4 = AV}, Par construction de
V42 et Hiy2 k41, on obtient :

(VisoHrkyo k41):1:6 = Vi Hey1 0 = AV = (AViiq). 1
D’aprés (7.12)), v**! est construit de sorte que :

k k+1
hk+1,k1}k+1 = Avk — E hl7kvl =4 E Ulhljk = Avk
=0 1=0

c’est-a-dire sous forme matricielle : (Vi oMy pt1): 11 = (AVii1). pt1.
Dot : VioHkto k1 = AV,
2. On déduit I'égalité de I'égalité ((7.13)).
En effet, on a : Vi AVy 1 =V Vi oHg 0k
Pour I =1, -,k + 1, les matrices V; sont formées de vecteurs (colonne) unitaires,
deux & deux orthogonaux, et sont construites de sorte que : V; 1 = (Vy, v!), avec
vm e {0,---,1—1}, (v™,0!) = 0.
On en déduit que : (Vi Viio). 11 = Tey1, et (Vi Vo). k2 = Opgr.
D’ou : VZ-HAV/C—H = Hk+1~
3. Enfin, ’égalité est déduite la définition de Zg1 et de 'égalité .

o

Proposition 7.20 Le vecteur q**1 construit dans Ualgorithme (7.11) en appliquant la
procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est tel que :

qurl = HTOHHZH,kHel, ou ey = e’f+2-

Démonstration : On a ¢**! = ||r0||V;_; A*0? par définition de o°.

De plus, Vi A" = H} 5.1V Comme vect(v?,--- ,v**1) est une famille libre or-
thonormée, alors Vi, 0% = ((¢v9,2%), (v, 01),- - , (0, FHNT = (1,0,---,0)T = 2 ¢
KF+2. D'on V,’:,HA*UO =Hj 9 k+1VZ+2v0 =Hj 9 k+1e’f+2 et la conclusion suit. o

Avec application de la procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, 1’algorithme
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(7.11)) se réécrit :

initialisation
20 e K"
r0=b— Azl
o0 =0/
q’ = (q0) = (r°, Av)
itérations : pour £k =0,1,--- , faire
oFFL — Ak
itérations : pour [ =0,--- ,k, faire
hl,k = (Avk, Ul)
VRt = Tyl
fin pour !
hirrk = 05 (7.16)
tant que hyq #0
= R Ry
construire Hy 4o p41
calculer Zy,1 = HZ+2,k+1Hk+2,k+1
L = HTOHHZH,kHel
résoudre Zj 1 y* ! = ¢!
2P+l = 20 4V, yht
PRl — b Agktl

calculer q

tant que <] > [
fin tant que
fin pour k&

Soit hyyp € KFL tel que : hyyq := (hok, - ,his)T. On construit Hy 42 x+1 & partir de

Hj41, de la fagon suivante :

Hy+1 ) <Hk+1 R V] >

H = = ' 7.17
Frakt <OkT P11 0:"  Ppyig (7.17)

Nous allons maintenant étudier le calcul de Zj1 et la résolution de Zj1y**t = ¢*+1.

7.3.3 Factorisation QR de la matrice Hj. ;11

D’aprés la proposition il existe une matrice unitaire Q42 € Kk +2)x(k+2) "t une
matrice triangulaire supérieure Ry 9 41 € KEF2XE+) telles que Hy, 2 11 = QproRpr2pr1-
La derniere ligne de Ry 42 41 est nulle, puisque c’est une matrice triangulaire supérieure :
(Ri42k+1)1,m = 0 si I > m. On utilise explicitement cette propriété ci-dessous. On pose :

Rir1 = (Rpyopr1)ikrt, € KEFDXERD Q) = (Qpyo)1hyr ks € KEFDXCGHD),
(7.18)

R
On a donc : Ryyop41 = ( k+§ﬂ>
Ok+1
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Proposition 7.21 La matrice Ry 1 est inversible, et la résolution du systéeme linéaire de
Valgorithme (7.16) : Trouver y*+1 tel que Zy 1y = qF! est équivalente a la résolution
du systeme linéaire :

Trouver y*+1 tel que Ry 1y**t = HroH@;;Hel, ot e = et (7.19)

Observons que la matrice Ry4q étant une matrice triangulaire supérieure, on utilise un
algorithme de remontée pour résoudre le systéme linéaire , dont la complexité est
d’ordre (k + 1)? (voir la proposition .

Démonstration :

— Montrons que Rjy; est inversible. On a :

Hiv1 = (Het2p+1) 1841, par définition,
= (Qrt+2Rp+2,6+1) 1041, factorisation QR,
= (Qrt+2)1h41,1:5+1 (Rit2.k+1)1:k+1,1:641  car Ryio k11 est triangulaire
superieure,
= @k—l—le-i-l par définition.

D’aprés (7.14), Hyy1 est inversible. Les matrices Qg1 et Ryiq le sont donc aussi.
— Exprimons Zj41 a 'aide de de la factorisation QR de la matrice Hy o p11 :

Lyyr = HZ+2,k+1Hk+2,k+1 d’apres 7
= Ryi04:1Q50Qr2Rpy2 541 factorisation QR,
= RiopiiRetok+1 car Q.o est unitaire,
Ry 1 Ret1 car Ry 41 est triangulaire supérieure.

— On note que :

k+1
k+2 Ok e .
HG 2 4101 = | Hin h L d’apres ([7.17)),
’ k+1,k 0

_ * k+1
k+1€1
* Q* k+1 ir la 1o &t
k1 Qry1€1 voir la 1lére étape,

d’ou finalement ¢**! = [|70||R}_, @’,;He]fﬂ d’apreés la proposition
k+1

Ainsi, résoudre Zj, 1y = ¢** équivaut a résoudre : Ry, | Ry 1 y* T = |70 Ry, Qf €]
Puisque R} ; est inversible, c’est également équivalent a la résolution du systéme linéaire

k

Rpp1ytt = ||7“0||(/@z+1e’f+1 comme annoncé. o

Proposition 7.22 Posons qory1 := (Qj10)1,k+2- Le résidu de lalgorithme (7.16) est tel
que :

k
I = 1 1 (Qk2) 12l = 1171 o1 (7.20)
Démonstration : On a : 7"+ = h— AxF*+! = (b— AzY) — A(2xFH! —20) = 10 — AV, yFHL.
De plus, on peut réécrire 70 ainsi : 70 = [|[r0[v® = ||r0||Vj2¢¥ 2. Finalement :
PPl = 0| Vi 0ef 2 — Vi o gy o k1 yF cf. (7.13)),

= Vipa (Ir%)ef*? — Hiqo g1y

= Viio Hr0|]e]f+2 — Qk+2Rk+27k+1yk+1> factorisation QR,

2 L
= Vi2Qp2 (HTOHQZHelﬁ _Rk+2,k+1yk+1> Qp2 est unitaire.
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Par ailleurs, en utilisant (7.19) :

0(|()* k+1 k+1

T e Ry 0y,
17°11Qf 0l — Rigopray™' = ( | HP@“ 1 > - ( +10Y ) = < ot >

(|7 H(Io,k+1 | ||CJ0,k+1

Or, la matrice Q42 est unitaire et on vérifie facilement par le calcul que la matrice Vg4 €
K (-+2) st telle que Vi oViqo = Ixy2 1 on en déduit donc ([7.20)). o

L’algorithme ([7.16|) se réécrit ainsi :

initialisation
20 e K
Y =b— Az0
W =10/
q’ = (q0) = (r°, Av)
itérations : pour £k =0,1, .-, faire
vl = AP
itérations : pour [ =0, .-, k, faire
hig = (Av, of)
kL — Rl _ hl,kvl
fin pour [ (7.21)
i1k = [[0FFH|
tant que Ay #0
oFFL — vkﬂ/thJ€
construire et factoriser Hy 49 x41 = Qri2 Rpqo k41
calculer ¢! = HTOHQ}ZHGIfH et gokt1 = (Qri2)1kt2
résoudre Ry y*t! = ¢FF!
ﬂfk—H — ﬂS‘O _|_Vk+1yk+1
tant que [qo 1] > €
fin tant que
fin pour k

11 existe plusieurs fagons de procéder a la factorisation QR (voir la section [5.14]). Nous
allons utiliser les rotations de Givens décrites au §5.14.3]

7.3.4 Utilisation des rotations de Givens

Pour réaliser la factorisation de la matrice Hj 9 41, et donc éliminer ses termes sous-
diagonaux, on peut se servir des rotations dans un plan défini par deux vecteurs successifs
de la base canonique. Considérons la matrice de rotation de Givens suivante, définie, pour

k>1,1e{l,---,k}:

I

l -1 Si-1 k k
Gy = Csi1 Gy e KEHDXEHD) “avee [e_1]? + [si-1)? = 1. (7.22)
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I
Par la suite, on note : G5! := f-1 sl ,desorte que : Gt , = GL!
2 —S1-1 €1 k+1 2
Ti—y
Rappelons que la matrice Gk 41 est unitaire.
. . . ho,0
A Titération 0 de 'algorith 7.12 :Hoq = ' .
itération 0 de l'algorithme (7.12)), on a : Ha < hio )
On considére la matrice G% = < Cg z()) telle que G% Hoyp =Roy := < T%’O >7 soit :
—S0 Co
cohoo+3Sohio = 700,
—sohoo+cohio = O,
lcol® + Is0f* = L.
. . . = h
On fait le choix suivant : { 0 00/T0,0 avec 700 = (|hoo|? + |h1,0/?)!/2. On a donc :
so = hio/T00

Hy1 = Qo Roy, avec : Qo = (G})*. Enfin, d’aprés la définition (7.18) pour k£ = 0, on a
Rl =T0,0-

HQ 1 0,1 Gl 0
A Tl'itération 1, on construit les matrices Hj3 o = ' hi1 et Gzl,) = < 02 1 )
0 h271

Pour réaliser la factorisation de Hj 2, on commence par calculer la matrice Hs o telle que :

_ 70,0 70,1 Ri 7o
Hzo = Gy Hs o = 0 hig | = 0 hi1 |,
0 h2,1 0 h2,1
T h . T = coho1+30h )
avec : <~0’1> =G} ( 0’1>, c’est-a-dire { O 0 70,1 0" On remarque qu’il
hi1 ha, hii = —soho1+cohin

n’est pas nécessaire de stocker Hy ;1 pour calculer Hj o, il suffit d’appliquer la rotation aux
deux premiers termes de la derniére colonne de His > :

hii ]| = 2 \hi1
ha1 ho 1
1 0 0 L oT
La matrice G% est définie de la facon suivante (G% =10 ¢ s1| = (O él >, avec
0 —S1 C1 2 2
: ct = hii/ri T2 211/2 o
les coefficients s et ri1 = (Jh11]® + |he,1]%)"/*. La rotation s’applique
s1 = hoa/ria

aux deux derniers termes de la derniére colonne de H3 . La factorisation de la matrice
2 1 2, LA . .
Hz 2 = Q3R3 2, avec Q3 = G5 G5 est alors réalisée ainsi :

Ry 70,1

Ry := Q5 Hszo = G2Hzo = | (0 Gl hi
0 2 hoq
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Et on a Ry = (R32)1:2,. par la définition (7.18) pour k = 1.

A T'itération k > 1, on doit construire la matrice Hy2 11 et les matrices (G +2)f:+11.
Tout d’abord, les matrices (ch +2)f:1 sont données par l} puisqu’on a calculé les
(¢1)1=0,k—1 €t (81)1=0,k—1 aux itérations précédentes.

Pour réaliser la factorisation Hj 9 j+1, on calcule la matrice Hy 9 141 telle que :

~ k 1 Rit1p b

Hit2,k41 = Gk+2 T Gk+2 Hg126+1 = ( O+T h + ) )
k k+1,k

avec hy 1 = G£+2~--G}€+2 hyq ot hyyy = (hog, - ,hk,k)T. La matrice Ry11 a été

calculée a l'itération k — 1. Le coefficient hj1q 1 est calculé & la fin de la procédure d’or-

thonormalisation dans les algorithmes (7.16]) ou (7.21)). Il ne reste qu’a calculer le vecteur
hy 1 et la matrice G’,zié Le calcul de hy 1 est effectué sans conserver les coefficients de
la matrice Hy42 x41. L’algorithme correspondant a ce calcul, et permettant de calculer les

coefficients ¢j, et s; de la matrice GZI;, s’écrit :

pour [ =0,---,k—1
Mettre a jour hyy et by { . ha g Z iillll; +—|3_l£ll;7jrl,k
1+1,k RN 1IM+1,k (723)
fin
e /2 k= hik/Thk
Tkk = (‘ kk’ +‘ k+1vk” ) et Sk = hgy1 k/rkk

~ I, 0 ~ % Sk
On pose alors (hy41)41 = hyp pourl =0: ket GZE = (; @k) avec GF = <—C:k ‘Z:)
2

On calcule Ry42 141 = Glgié I[quJrg,kH, de la fagon suivante :
Ry, (ﬁ]gﬂ)l:k
Reto,k41 = <0> Gk <(hk+1)k+1>
0 2\ gtk

A partir de 14, on identifie la matrice Ry41 définie par ((7.18)).

D’aprés ce qui précede, la matrice Qg2 est telle que Qp = GIZI; e G11€+2'
s k+1 k2
Calculons Qf_,e7™! = (Qz+2€1+ >1~k+1'
Pour I € {1,--- ,k+ 1}, on pose : §' := Gﬁﬁ_? . -G,ﬁ+2elf+2.

Ainsi, pour I € {2,--- ,k+1}ona: g = (Grf,ﬁ_2 G'~'. On en déduit que :

Pourl=1: @ = (c,—s0,0,---)7.

Pourl=2: & = (c,—c1s0,5051,0,---)T.
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On proceéde par récurrence sur [ € {3,--- ,k + 1} pour montrer que

(@ Y1

1-2
y (-D1g H Sm
q = m=0

1

-
(_1)l H Sm
m=0

Ort1-1

On suppose la formule vraie pour '~ !. Le calcul de ¢ donne :

~1-1
(q )1;171 .
= T -1
1 _ | mi—1/s1-1 Ni-1/~1-1 (a1 s (—1) s
4 =[Gy (@ N | et Gy (@ )l;z+1—<_5l_1 Cz_1> rl_:[o m |
0
Ok1-1

d’ou le résultat.
Pour I =k + 1, on a donc :

k—1 k
@ e = (=D [] sm et (@ rso =DM ] sm.
=0 m=0

On en déduit que le second membre de I'équation (7.19)), divisé par ||7°]], s’écrit ainsi :

k—1 T
1 ~. - 77 o
quﬂ = QkHGIfH = (qk+1)1sk+1 = <007 —C180," " 7(_1)k Ck H 3m> . (7~24)

m=0
S [
Dapres (20, on a s 10l = Qe
k
Notons enfin que : (Qf,5)1 k42 = (Qz+261f+2)k+2 = (@) o = (—1)FH! H Sm- On a
m=0

donc établi une nouvelle expression du résidu.

Proposition 7.23 Si on utilise l’algorithme de factorisation (7.23)), le résidu a l'itération
k est tel que :

k
I+ = (17O T Jsml- (7.25)
m=0

En utilisant les rotations de Givens pour factoriser la matrice Hyyo 541 (rappelons qu’on
détermine ici Hyyo k41 & partir de Qpyo et Ryjok41), Palgorithme GMRES (7.21)) se ré-
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initialisation
20 e K"
0 =b— Az
00 =10/
qo = (r%, Av0)
itérations : pour £ =0,---, faire
Rl = Aok
itérations : pour [ =0, -- ,k, faire
hl,k = (Avk,vl)
Rl — k1 hl,kvl
fin
Ppir g = ||0F
tant que hyq # 0
,Uk:—‘rl — Uk+1/hk:+1,k
Calcul de sz—i—Q,k—i—l

|

itérations : pour [ =0, --- ,k — 1, faire
( hi g >:< q 8z)< hy g )
Py k -8 hit1k
fin

e = (|her? + hi—&-l,k)lﬂ
Ck = hip/Thg, Sk = hig1k/Thk
hkg =Tek, hre1e =0
Calculs de ¢**! et de g4y
k = Ck Q> Gk+1 = —Skqk
résoudre Hy, y**+! = ¢F*!
R VA
tant que [ge1] > ¢
fin tant que
fin

avec " = (qo, -+, q) T
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(7.26)

L’algorithme est une implémentation possible du GMRES, mais il existe d’autres
méthodes de factorisation. Comme pour 'algorithme du gradient conjugué, le GMRES
converge en au plus n itérations. A chaque itération k, il faut stocker les matrices Vi1 et
Hy41, ce qui requiert de 'espace mémoire et peut étre problématique quand k augmente.
Une solution (appelée restarted GMRES en anglais) consiste a relancer 'algorithme au
bout de k, itérations, ot k. > 0 est un nombre d’itérations fixé a priori, en repartant

de la derniére valeur de la solution approchée 20 = x¥=

convergence en un nombre fini d’itérations.

1. Mais on perd la propriété de



Chapitre 8

Méthode de la puissance itérée

8.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de construire des algorithmes de calcul effectif des valeurs
propres et vecteurs propres d’une matrice. Dans ce chapitre, est présentée la méthode de
la puissance itérée, ainsi que les méthodes dérivées : la puissance itérée avec translation,
avec déflation, et la puissance itérée inverse.

8.2 Meéthode de la puissance itérée

Tout d’abord, on propose un algorithme faisant intervenir les puissances successives
d’une matrice A de C™*" pour calculer une valeur propre de plus grand module et un
vecteur propre associé. Si on note || - || une norme quelconque de C", soit I’algorithme :

1) initialisation :
vo € C" tel que [jvp]| =1

2) itérations : pour k= 1,2,... faire
vk = Avg—1/||Avk—1]]
fin
Par construction, on a pour tout £ > 1, ||vg|| = 1. On impose cette propriété pour éviter

que la norme de ce vecteur tende vers l'infini... A partir des relations de cet algorithme et
de la décomposition spectrale de la matrice A établie au on vérifie que

v9 = ZP 0, AF v = Z()\ﬂpz —|—Di)kPi’U0, k>1.
i=1

d
Donc v, = a—kz (AP + ;) *Psvg, avec oy, = H;()\ZPZ + ;) Pvol|.
Théoréme 8.1 Soit A € C™*"™. On suppose qu’il n’existe qu’une seule valeur propre \1 de
plus grand module et que cette valeur propre est semi—simple. Soit vg un choix initial possé-
dant une composante non nulle sur My = Im(P1) (Prvg # 0). Alors, en appelant r1 (resp.
01) le module (resp. larqument) de A1 (A1 = r1e¥'), on peut démontrer successivement
que

178
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o _ Pyvo
i) lim (e 01 y,) = E
() k—)oo( ) ||P11}0||

(11) lim ||Avg|| =r1;
k—o0

J
v . .
11) Soit j telle que (P1vg); 0 : lim kel 6“91, avec V7 la ™€ composante de v.
j q j ) ; j p
—00
k

Remarque 8.2 Dans le cas ot A\ € R}, (i) signifie que klim |Avg|| = A1. C’est toujours
—00

le cas d’une matrice hermitienne (resp . symétrique) définie-positive de C"*™ (resp. R"*™ ).

Démonstration : Puisque \; est supposée semi-simple, D; = [0] et on écrit

d
1 Ak
vp = — | AfPyvg + Z(Aiﬂ”i + D) Pivo | = =2 [Prog + ex]
Ok =2 Ok
4
avec e, = Z ﬁ()\ﬂ?i + Di)kﬁ”ivo.
i=2 71

Le rayon spectral de la matrice

égal & |A2|/|\1], est strictement plus petit que 1 par hypothése. Ainsi la suite de vecteurs
(ex)r tend vers 0 quand k — +oo, d’aprés le Théoréme Par ailleurs,

g 1

& = 5N (Prog + ex)l| = [[Prog + ex || — [[Proo]l.

T
Notons que, d’aprés la Proposition puisque par hypothése Pivg # 0, Pivg est un
vecteur propre associé a A\;. On introduit maintenant les vecteurs auxiliaires wy, = e =01 ¢y
On trouve

ko, AL rt Pivo ., . .
wi = e —(Pyvo + ex) = —(Prvo +e) — , C'est-a~dire (i).
v 7 [[P1vol|

Pour prouver (ii), on remarque que
Avy = A (emelwk) — %1 Ay, d'ou ||Avg|| = [|Awg|.

Comme (wy )i, est une suite convergente d’aprés (i), il en est de méme pour (Awy ), et

AP
[Avg|| = [[Awg|| — W =7y, cest-a-dire (ii).
10

Pour prouver (iii), nous considérons une coordonnée j telle que (P1vg); # 0, ou (P1vo, e5) #
0, avec (e;); la base canonique de C".

’Lk91 (

On a la relation v], = (vg, €j) = "1 (wy, e;). D’aprés (i), (w, ;) tend vers (P1vg);/||P1vo|
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qui est non nul par hypothése. Ainsi, il existe ko tel que, pour tout k > ko, (wg,e;) # 0,
et donc v}, # 0. Par ailleurs,

; Avg, ej) (Awg, e;)
U] = (Vpp1,6;) = ( » =) :6zk01 » ) .
et = (e 69 = Aaor]

Pour k > kg, on a donc

viﬂ _ 1 (Awy, €;) . A o
vl [lAwgll (wg, ) r

, ¢est-a-dire (iii).

On note que

1) lalgorithme fournit une valeur propre et un vecteur propre associé. En effet, d’une
Pyvg appartient toujours & ce sous-espace propre.

2) la vitesse de convergence de 'algorithme est lié au rapport p1 2 = |A2|/|A1], ot A est
la deuxiéme valeur propre de plus grand module. De fait, la vitesse de convergence est liée
a la fagon dont (ex)x tend vers 0, ce qui dépend du rayon spectral p(Q), qui est lui-méme
inférieur ou égal & py 5 (cf. la discussion du §6.4})

8.3 Meéthode de la puissance inverse itérée

Si on suppose que la matrice A € C™*"™ est inversible, alors 0 n’est pas valeur propre.
Rangeons les valeurs propres par ordre de module décroissant

Spe(A) = {/\m /\n—17 SRR )\27 )\1}
alors
1 1 1 1

Spe(A™!) = {)\Ta N e

}
: —1 -1 1
et les vecteurs propres de A sont aussi vecteurs propres de A™" : Au = du <= A7 u = —u.
Donc si on veut calculer la valeur propre de A de plus petit module A,, on applique
I’algorithme de la puissance itérée & la matrice inverse A~!. C’est la méthode de la puissance
itérée inverse :
1) initialisation :
vo € C" tel que [jvp]| =1

2) itérations : pour k= 1,2,... faire
V = A_I’Uk_l/HA_lvk_lH
fin

Cet algorithme fournit la valeur propre de plus grand module de A~! : soit 1/),. La vitesse
de convergence est liée, cette fois, au rapport p’ = |\ |/|An—1]-

Dans la pratique pour calculer v, on peut réaliser une factorisation de la matrice A
par la méthode de Gauss (resp. par la méthode de Cholesky si A est hermitienne définie-
positive), et on résout le systéme linéaire L Uvy = g (resp. L L*v = g) par une technique
de descente-remontée. Ou bien, on peut appliquer une méthode itérative pour résoudre le
systéme linéaire Avg = g.
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8.4 Technique de translation

Le probléme qui se pose maintenant est comment obtenir les autres valeurs propres,
une fois que 'on a calculé les valeurs propres extrémes? Une réponse est fournie par la
technique de translation (shift en anglais), qui consiste a rechercher les valeurs propres
de la matrice A — ol. Si le spectre de A est

Spe(A) = {ATL’ )\n—h SRR )\27 )‘1}
alors le spectre de la matrice A = A — o est
Spe(A) ={\—0, A1 —0,..., \a—0, A\ —0}.

Un choix judicieux de o, c’est-a-dire tel que max;(|\; — o) = [A; — o] avec A; # A1 permet
a la méthode de la puissance itérée appliquée a A de converger vers la valeur propre \; — o
et donc de déterminer \; # Ap.

Il faut étre prudent dans le choix de o car on n’obtient pas obligatoirement les valeurs
propres dans l'ordre des modules décroissants par cette technique. Par exemple si Spe(A) =
{-2,3,5}, la méthode de la puissance itérée appliquée a A converge vers \; = 5 ; si on
Iapplique & la matrice A — 21, elle converge vers —4 car Spe(A — 2I) = {—4,1,3}; on a
donc calculé la valeur propre A3 = —4 4+ 2 = —2 et non Ay = 3!

FIGURE 8.1 — Les variations de |\ — 0|

Qui plus est sur le graphique 81} on voit que la méthode de translation ne permet
pas d’atteindre la valeur propre Ao = 3 : pour toute valeur du paramétre o, la courbe
représentant les variations de [y — o| est toujours encadrée par les courbes |\ — o] et
‘)\3 — 0 ‘

Pour obtenir Ay, il faut travailler sur le spectre de A~!, comme le montre la figure
Dans ce cas, on applique la technique de translation & l'algorithme de la puissance itérée
inverse, en factorisant la matrice A = A — oI pour le calcul des itérés successifs... Si \ est

la valeur propre la plus proche de o, alors

est la valeur propre de plus grand module
-0
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de (A — oT)~!. La convergence est li¢e cette fois au rapport

1
N—o| _[A-o
I " N=o
Aol

avec \ telle que |\ — ol est le deuxiéme plus petit module. Ce rapport peut étre trés petit
si o est proche de A\ (et assez éloigné de )\’). La convergence de la méthode est donc treés
rapide (quelques itérations) si on dispose d’une bonne estimation de .

A

FIGURE 8.2 — Les variations de [\~ — o]

Cette méthode est donc utilisée comme accélération de la méthode de la puissance
itérée inverse, mais aussi pour le calcul des vecteurs propres lorsque 1'on a obtenu une
estimation des valeurs propres par un autre algorithme. On voit par ailleurs qu’il n’est
pas nécessaire d’avoir une estimation fine de ces valeurs propres puisque la méthode de la
puissance itérée inverse fournit des valeurs plus précises.

Remarque 8.3 Quand la valeur o est proche de la valeur exacte de X, la matrice A—ol est
presque singuliere. A priori, ce phénoméne pourrait introduire des problémes numériques
au cours de la factorisation de cette matrice. Pour des matrices symétriques, Parlett [31]
a montré que les calculs restaient stables et qu’on pouvait donc utiliser cette méthode sans
modification.

8.5 Technique de déflation

Une autre fagon de calculer différentes valeurs propres d’une matrice par la méthode
de la puissance itérée, consiste a retirer les valeurs propres du spectre de A de la maniére
suivante, appelée technique de déflation.

On suppose connue une valeur propre A; de la matrice A et un vecteur propre associé
uj, on définit alors la matrice

A=A— ouj - v*

oil o est un paramétre complexe et v* € C'*™ un vecteur ligne tel que v*u; = 1.
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Théoréme 8.4 Soit une matrice A € C™" diagonalisable possédant d wvaleurs propres
distinctes, de spectre

Spe(A) = {)‘da )‘d—la cee 7>\27 )\1}
On suppose que la valeur propre \; est simple. Alors la matrice Aa pour spectre
Spe(A) = {)\d, )\dfl, NN )\j —0,..., /\2, )\1},
avec, le cas échéant, \j — o € {\;, i # j}.

Démonstration : On sait que les valeurs propres sont associées indifféremment a des
vecteurs propres a gauche, ou a droite, cf. la Proposition [A.12] Soit donc, pour \; # Aj,
w; € C™ ™ un vecteur propre a gauche de A. D’aprés la Proposition M, comme \; est
distincte de A;, on a wiu; =0 :

RNk I WA R N W
wi A = wi A — o(wju;)v" = wiA = \w;.

Ainsi A; est valeur propre de A, et w; vecteur propre a gauche de A est aussi vecteur propre
a gauche de A. Cec~i est valable pour tout vecteur propre & gauche associé a \; : les ordres
de multiplicité de A et A vérifient donc

mi(A) > my(A), pour i # j, d'ou ZmZ(A) >n—1
1#]
D’autre part
Auj = Auj — ouj(v*u;) = Auj — ouj = (\j — o)u;.
Donc u; est un vecteur propre associé a la valeur propre \; — o de A. Deux cas peuvent se
présenter :
— XNj—o & {\, i # j} :son ordre de multiplicité est de 1 pour A, et on a bien retrouvé
toutes les valeurs propres de A (avec le méme ordre de multiplicité que pour A.)
— Aj — 0 = \;, pour ¢ # j. On note que, d’aprés la Proposition , il existe m;
vecteurs propres a gauche indépendants (w;k 1) 1<k<m,; associés a \; tels que wz RS
0, ou (uj,w;x) = 0. Ainsi la famille (wj1,- - ,wim,, u;j) est libre, et m;(A) =
m;(A) + 1. On a également retrouvé toutes les valeurs propres de A.
o

Quels sont les autres vecteurs propres a droite de la matrice A ? On les cherche sous la
forme @; = u; — y;u; pour ¢ # j :
At; = (A —ouj - v")(u; — viuy) = Nwg — (1(Aj — o) + ov™u;) uj.
Pour que @; soit vecteur propre de A associé a \;, il faut et il suffit que
)\iui — (’Yi()\j - U) + J?}*ui) Uj = /\i (uz — ’yiuj)

soit encore
%()\j - )\z‘ — J) = av*ui.

Finalement on a ’alternative

v¥u,
a) CFEN =N =i = # et u; — y;u; est aussi vecteur propre ;
jm AN O ~
b) o= Aj — X\ = \j = \j — 0 est alors valeur propre multiple de A

et u; est le seul vecteur propre connu.
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Remarque 8.5 1) le choiz du vecteur v* du théoréme ne pose pas de difficulté a priori,
on peut par ezemple prendre v* égal a wj, vecteur propre & gauche associé a Aj. Ce chowx
conduit a v; = 0, car dans ce cas on a automatiquement v u; = 0.

2) dans la pratique, il n’est pas nécessaire de calculer la matrice A, car dans lalgorithme

de la puissance itérée, il suffit de calculer le produit Av, = Avy, — ou;(viug).



Troisiéme partie

Méthodes de décomposition de
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Cette partie est une introduction aux méthodes de décompositions de domaines. On
s’intéresse notamment au lien entre formulation variationnelle et formulation algébrique.
1l existe une littérature abondante sur les méthodes de décompositions de domaines. Les
ouvrages modernes de Dolean, Jolivet et Nataf [17], et Magoulés et Roux [25] proposent
une €étude approfondie de ces techniques et des algorithmes associés.

Les méthodes de décompositions de domaines se sont développées essentiellement pour sa-
tisfaire le besoin de calcul paralléle. 1l s’agit de décomposer un probléme global en plusieurs
sous-probléemes locaux, qui seront couplés en leurs frontiéres par des conditions de trans-
mission aux interfaces.

D’un point de vue algorithmique, on retrouvera les structures qui permettent notamment
de paralléliser le produit matrice-vecteur, voir la section [{.5



Chapitre 9

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons aborder deux méthodes de décomposition de domaine
pour un probléme de type d’un point de vue continu (formulation variationnelle) et
discret (formulation algébrique). Ces deux méthodes se différencient par la fagon dont on
transmet 'information aux interfaces.

Soit © un domaine de R%. On s’intéresse au probléme suivant :

Trouver u € HJ(Q) tel que — div(kgradu) + qu = f sur €, (9.1

avec f € L3(Q), k, ¢ € L>(Q) satisfaisant les hypothéses (3.2)).

Le probléme (9.1) peut également s’écrire sous la forme d’un probléme mixte, & deux
inconnues (u,p) € H} () x H(div, Q) (détaillé dans §3.2.2]) :

Trouver (u,p) € H () x H(div, Q) tel que 9.2)

divp+qu=fet k~'p+gradu =0 dans Q. '

L’existence et 1'unicité d’une solution aux problémes (9.1]) et (9.2]) sont établis au théo-
réme 311

9.1 Géométrie, espaces de Hilbert et et notations

On considére une partition de 2 en Ng sous-domaines (non-vides) (€2;)iez, ﬁ, avec
Zo = {1,--- ,No} : Q = Ujez,8;. La partition est telle que V(i,j) € Zq x Ig, i # j,
Q2 NQ; = 0. Pour i € Zg, on appellera n; la normale sortante unitaire a 9€; et, pour
p € [1,00] et z € LP(2), on notera z; := z|q,.

On appelle 3;; linterface entre 2; et Q; pour i # j, telle que X;; = int(Q; N Q) si
la dimension d’Hausdorff de Q; N Qij est égale & d — 1 : dans ce cas, on dit que les sous-
domaines sont voisins; et 3;; = () sinon. Par construction, on a ¥;; = Xj;, on utilisera
indifféremment les deux notations. Notons que Ny, = Ny, Sur l'interface X;;, on
fixera nj; = Nuyin(i j)|x,;- On utilisera parfois la notation synthétique : Op,u = gradu - n;
sur 9€); et Op,,u = grad u - n;; sur 3.

43. Chaque sous-domaine est de frontiére "suffisamment réguliére" (Annexe @
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On introduit alors les espaces d’indices et de couples suivants :

Is = {ie€In|oNXg =00}, (sous-dom. intérieurs)
To, = {j€Za|Xiy#0}, Vi (sous-dom. voisins de €2;) (9.3)
IJ = {(i,j) € Io x I, i < j| Xij # 0}, (couples de sous-dom. voisins).

On note Nz7 = |ZJ| le nombre d’interfaces.
Pour i € Zg, on appelle X; la réunion des interfaces de 0€); : 3; = Ujez, Y. On définit
I'interface Xg et le treillis@ 0w par :

Nq Ngq No Nq
Ss=J U Sy osw={ | 0y
i=1j=i+1 i=1j=i+1

Lorsque d = 2, le treillis est composé des sommets de I'interface, qui sont des points isolés.
Lorsque d = 3, le treillis est composé des sommets, et des arétes (ouvertes), de I'interface.
Les points du treillis non-situés sur la frontiére 0f2 sont des points de croisement.

On introduit, pour i € Zg, 'ouvert T'; = 9§;\Xg. Par construction,

oQ; =%, U (62W N 891) ury,

et la partition est disjointe.
On définit pour tout i € I le sous-espace des fonctions de H'(Q;) s’annulant sur O :

Vi :={v e H () |vr, =0} (9.4)

On introduit les espaces produits, munis des normes produits suivants :

1/2
v = [V [wllpy = | Y llvill i, :
i€, i€y
Q Q 1/2 (95)
PH(div,Q) = HH(di‘hQi), HQHPH(div,Q)Z ZHQiH%-I(div,Qi)
i€Zo i€Lq

Remarque 9.1 On peut également écrire ces espaces sous la forme :
PV ={ve L*(Q)|Vi € Ia, v; € V;}, PH(div,Q) = {q € L*(Q) |Vi € Tq, q;, € H(div,Q;)}.
Pour v € PV, on introduit le saut de v sur ¥;; :

V(i,j) €ZT, [vlij == vijsy; — vjis,,- (9.6)
Le saut [v];; est bien défini dans HY/2(%;;). Le saut global [v] de v sur S est défini par :

V(i) €17, [olw, = [y (9.7)

44. Appelé "wirebasket" en anglais.
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Pour tout couple (4, j) € ZJ, on noteH;; := ﬁl/z(Eij), I’espace des fonctions de Hl/Q(Eij)
dont le prolongement par 0 dans d€; appartient a H'/2(9€;) (voir I'annexe . On peut
montrer que H;; = Hj; (voir par exemple [3| chapitre 2]). On nommera Hz(j le dual de H;;.
Pour g € PH(div, ), on introduit le saut de la composante normale de g sur ¥;; :

V(i,j) €1J, [q : ’I’L]ij =g My, + q; njs,;- (9.8)

Le saut [g - n];; est bien défini dans H;;, voir I’Annexe Le saut global [q - n] de la
composante normale sur X g est défini par :

V(Z,]) €1J, [q ) n]\Eij = [q ’ n]l] (9'9)

Par définition, on a : [g - n] € M, ott M est I'espace produit M := 1 jyezs Hij-
Finalement, on introduit les espaces de Hilbert suivants (avec j;; = “|Ez‘j)

1/2

(i.4)€LT (i9)€1T (9.10)

H = {gePH(div,Q)| [¢g-n]eM},

1/2
lallg = (g Perqansy + lig-milh) -
Par construction, on a M C M. Dans la définition des éléments q = (q;)iez,, de H, il est
important de noter que pour (i,j) € Z.J, il n’est pas requis que q; - Nz, 5 - Nz, €
Lz(Eij). Cette définition est fondée sur le fait que, concernant le probléme , la trace
normale du gradient sur 'interface, grad u-ns, peut ne pas appartenir & M. En revanche,
comme le saut [kgradu - n] est nul, alors il appartient systématiquement & M. Nous
utiliserons cette observation pour batir une formulation variationnelle conforme dans H.
On rappelle ci-dessous des formules d’intégration par parties qui seront utiles pour
construire les formulations variationnelles, en suivant les travaux de [9]. D’apreés la formule
d’intégration par parties , onaVviely:

\V/(Ui, qz) € HI(QZ) S H(d1V792)7

/ (vi div q; + grad v; - q;) dx = (q; T, Vi) 17290,
Q;

On introduit, pour H € {HY(Q), H}(Q), (Vi)iez,, PV} :
H_ :={v € H|v =0 dans un voisinage de 0%y }.

On rappelle maintenant des résultats de densité établis dans [14].
Théoréme 9.2 Soit H € {HY(Q), H}(Q), Vi)iez, PV} : H- est dense dans H.

A I’aide d’un de ces résultats de densité, on peut établir une nouvelle formule d’intégration
par parties.
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Corollaire 9.3 On a la formule d’intégration par parties
Y(v, q) € H3(Q) x H,

/(gradv-q—i—v divq)de/ [q-n]vs, ds.
Q Zs

(9.11)

Démonstration : Tout d’abord, pour ¢ € Zg, la formule d’intégration par parties (D.2}ii)
(avec découpage des crochets de dualité) dans €2; devient, avec I’aide de I'espace des traces
Hz" :

V(Uiv qiv) S (‘/Z)— X H(diV, QZ)»

(gradwv; - q; + v; divg;) de = Z (q; -mi,vi)m,,-

i j€Ta,

Considérons v € (H}(Q))_ et g € H. Pour tout (i,j) € ZJ, on a Vils,; = Vjiny = Uz,

On peut donc en particulier définir 4 = vz, € M, et on peut écrire :@

/ (gradv-q+vdivg)de = Z (gradv; - q; + v; div q;) dz
Q i€Tg Y Sk
Q
- Z Z <qz s Ny, vi>Hij7
1€l j€lq;
(,5)€LT
= Z <[q'n]ij7:“’>Hij7
(6,J)€LT
= / [q -] uds.
s
D’apres le théoréme le résultat est encore vrai pour v € H&(Q) et q € H. o

9.2 Problémes posés dans les sous-domaines

Proposition 9.4 Le probleme (9.1)) est équivalent au probleme :
Trouver u € PV tel que :

(1) Vi€ Iq, —div(k; grad u;) + qiu; = fi dans Q;,
(ZZ) V(Z,j) €c1lJ, [u]w = 0 sur Zij, (9.13)
(’LZZ) V(l,]) elJ, [,IC grad v - n]ij =0 sur Ei]’,

avec lidentification u; == u|q, pour i € Lq.

Les conditions aux limites sur les interfaces ¥;;, (9.13)-(ii) et (iii), sont souvent appelées
conditions de transmission. On peut les réécrire ainsi :

Vi, j)te,{ (i1) = Sur g, (9.14)

(tii) kigradu;-n;; = kjgradu;-n; sur X

45. En toute rigueur, 'intégrale sur Q est valable pour les prolongements de q et (div q) dans .
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Montrons la Proposition [9.4] :
Démonstration :

9.1) = Soit u solution du probléme . Les fonctions locales (u;)iez,, satisfont
Péquation (9.13)-(i). Comme u € Hy (), alors V(i,j) € ZJ, w; = u; sur ¥;; dans
HY2(3,;) (cf. [I1], Prop. 1.2 p. 21), c’est-a-dire (9.13)-(ii). Montrons pour finir que
ki grad v, - m;; = kj grad v, - n;; dans HZ’] Pour cela, on choisit v € (H&(Q))_
telle que vy, = 0'si m ¢ {4,j}. En particulier, vy, € Hi; et v s’annule sur toutes
les interfaces autres que 3;;. D’aprés , on a

Z / (fm - Qmum)vm de = /(f — qu)v dx = —/ le(k‘ grad ’LL)U dx
S Qo Q Q

m=i,j

ipp (D.1) dans Q = /Q kgradu - grad v dx

= Z k., grad u,, - grad v, dx

m=t,j m
ipp (D.2Hi) dans Q,, = 3 (— / div(kn grad tm)vm dz
m=i,j m

+<km grad Um * M, U‘Eij>Hij) .

Si on utilise (9.13)-(i), on en conclut que :

Vo € (Hg(Q))_ telle que vy, = 0si m ¢ {i,}

(k; grad u; - n; + k; grad u; - nj, U|Zij>Hij =0.
A Taide du théoréme appliqué dans V; ou dans V; (et de la surjectivité de
l'application trace), on en déduit —(iii).

= Soit u solution du probléme (9.13). On doit montrer que u € Hj(Q2) et
que u satisfait bien . Comme u; € V;, alors Vj € ;, u;s,; € Hl/Q(Zij). La
condition de continuité (9.13)-(ii) assure que u € Hg(Q) (cf. [11], Prop. 1.2 p. 21).
Soit p € L2(Q) tel que Vi € Q; : p; := —k; gradu;. D’aprés I'équation —(i),
on a Vi € Q; : p; € H(div,Q;). D’aprés équation (9.13)-(iii), on a : V(i,j) € 77,
[p-n]ij =0 € L?(%;;), c’est-a-dire que p € H.
En multipliant (9.13)-(i) par v € D(Q), en intégrant sur {; et en sommant les
contributions, on a :

Z / (—div(k; grad u;) v + giu; v) doe = Z / fivde. (9.15)
ieTq ¢ icTq /Y
Comme p € Hetove HZ(9), on peut utiliser (9.11)), ce qui donne :
Z / (gradv; - p; + v; divp;)dx =0
i€Zq Q
puisque [p - n] = 0. L’équation (9.15)) s’écrit donc :
Z/ (k;gradu; - gradv + q;u;v) de = Z/ fivdz,
i€l & i€Zq Q2
& /(kgradu-gradv—l—quv) de = /fvdw,
Q Q
& (—div(kgradu) + qu,v) = (f,v).
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Comme f € L%*(Q), on en déduit que —div(kgradu) + qu = f est vrai au sens

L2(R), c’est-a-dire presque partout.

Proposition 9.5 Le probleme (9.2)) est équivalent au probleme :

Trouver (u,p) € PV x PH(div,Q) tel que :

(0) VielIg, divp; + qiu;
(i)  VieTo, ki 'p; + grad u;
(it) V(i,j) € T, [u)s
(iii) ¥(i,j) € TJ, [p-nli;

avec l'identification Vi € Iq, (ui,p;) = (ujq,, Pj,)-

On peut réécrire (9.16)-(ii) et (9.16])-(iii) ainsi :
(M) U; = Uy

V(i,j) € ITJ, {

La démonstration, similaire a celle de la proposition [9.4]

(1ii) pi-my = p;-

dans €;,
dans €);,
sur ij,
sur Yij,

|
o o o=

sur EU’
T;;  Sur ;.

est laissée en exercice.

o

(9.16)

(9.17)



Chapitre 10

Probléme a une inconnue, méthode
de Schwarz

Nous allons maintenant étudier la résolution du probléme par la méthode de
Schwarz itérative [34]. Pour cela, on va réécrire les conditions de transmission sous
une forme plus exploitable. A partir de la, on pourra définir un algorithme de résolution
itératif. On suppose que la solution u est telle que :

Pour tout (i,j) € Zq x I, k;gradu, - Nij|s,, € LQ(ZZ»J').

Remarque 10.1 57 on revient a la proposz'tion ceci est garanti lorsque rpax > 1/2.
En effet, dans ce cas on a, pour tout 1 € Z, grad u; € ﬂO<T<rmax H" (), et on sait que la
trace de gradu; sur 9 appartient o L2(8€Y) (voir le Chapitre 2 de [3] pour le théoréme
de trace correspondant).

10.1 Approche continue

Pour tout (i,j) € Zn X Zq,, on introduit les couples (aﬁj, ozfj) de coefficients positifs
ou nuls tels que aﬁj = 0‘3@'5 et aﬁj + agj > 0 :il n’y a qu'un seul couple de coefficients par
interface, et pour un couple donné, les coefficients ne peuvent pas étre tous les deux nuls.

Les conditions de transmission de Dirichlet (9.14)-(ii) et de Neumann (9.14)-(iii) peuvent

étre combinées pour écrire les conditions de Robin suivantes : Pour tout (i,5) € 7.7,

k; grad u; - ni; + aéjui = k?j grad Uj - N5 + oz;:juj sur Eija (101)
kjgradu; - n;; — agjuj = kjgradu; -n;; — ozgjui sur ;.
Ces conditions s’écrivent sous la forme synthétique suivante : Pour tout (i,j) € Z.7,
kiOn,u; + agjui = —kjanjuj‘ + oz;juj sur i, (10.2)
kjanjuj + Oégju]' = —kic?niui + agjui sur El]

On peut également les poser sous la forme d’une seule équation de la fagon suivante :

Pour tout (i,7) € Zg X ZIq,, kiOn,u; + aﬁjui = —k;jOn,u; + aﬁjuj sur X;;. (10.3)

193
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Le probléme ((9.13)) est équivalent au probléme :
Trouver u € PV tel que : pour tout ¢ € Z et pour tout j € Zg, :

{ (i) —div(k;gradu;) + qu; = f; dans €,

V. : - 10.4
(44) kiOn,ui + ajjui = —kjOn uj + agu;  sur Xi;. (10.4)

Comme on ne connait pas les valeurs de u;x; ni celles de k; grad u; - n;|x;, on propose de
résoudre les problémes de fagon itérative dans les sous-domaines (£2;);ez,, C'est-a-
dire localement, et d’approcher les conditions de transmission. Afin de résoudre le probléme
, on propose donc 'algorithme itératif suivant@ :

initialisation
Vi € Zq, u? € V; est donné.
itérations : pour £ =1,..., Vi€ Zg, trouver uf € V; tel que
(1) —div(k; grad uf) + g ut = f; dans Q;, (10.5)
(i) Vj € Ta,, kiOpuf + abjul = —kjOpui +aiul™  sur By,
jusqu’a convergence.

Le critére de convergence peut s’établir en mesurant la différence entre les solutions locales
a l'interface, entre deux itérations consécutives. Pour le calcul paralléle, I'intérét de cet
algorithme (qui correspond a un algorithme de Jacobi) est de pouvoir résoudre simultané-
ment les problémes locaux (pour i € Zg). Qu’en est-il de la convergence de l'algorithme ?
Pour I'établir dans le cas ou V(i,j) € ZJ, aﬁj = a;, P.-L. Lions dans [24] étudie la conver-
gence de la suite des erreurs ( (ef);ez,, )een, otl pour tout i € Zg, V¢ € N, ef := uf —u; € V;.
On fait 'hypothése que le choix initial est tel que

Pour tout (i,j) € Ig x Tg,, kigradu) - Nij|s,; € L*(3y)).

Théoréme 10.2 Supposons que Y(i,j) € Z.J, aéj = ozgj. Alors, la suite ((uf)iezq e
converge vers (u;)iez, dans PV.

Démonstration : On note V(i,j) € ZJ, a;j = aﬁj = ozf > 0. Nous adaptons ici la
preuve écrite dans l'ouvrage de Quarteroni et Valli [32] pour I’équation de Poisson pour
deux sous-domaines. Les suites ( (€f)sen )iez, satisfont pour tout i € Zg, et pour tout
j € IQi :

(i4) kil el + agjel = —k;On, et + aggel! (10.6)

i

{ (i) —div(k; gradef) + g; ef 0 dans Q;,

;€5 sur Ez‘j.
On sait que, pour tout £ et pour tout i € Zg, eﬁagi € H1/2(8Qi) C L?(08Y;) : en particulier,
pour tout j € Zg,, ef‘gi]. € L?(%;;). Par récurrence sur £, on déduit de ([10.6)-(ii) que, pour

46. Cet algorithme fut initialement proposé par Schwarz [34] pour déterminer la solution de I’équation
de Laplace dans un domaine égal & 'union d’un disque et d’un carré non-disjoints (avec des sous-domaines
recouvrants, et la condition de transmission de Dirichlet).
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tout i € Zq et pour tout j € Zo,, on a kié?niefmij € L*(%;;). On multiplie (10.6)-(i) par ef
et on intégre sur §2;, ce qui donne :

/ <— div(k; grad ef) + qu) ebdx = 0.
Q;
On utilise la formule d’intégration par parties (D.1|) pour obtenir :

/ (— div(k; grad ef) ef) dx = / k| grad ef > da — Z kiOn, et et ds.

jeTq, Y Xii
Les suites ( (€f)y )iez,, satisfont donc : pour tout i € Zq
/ (kzl gradef|? + ¢ (ef)2> de = Z / kiOn, €t ef ds. (10.7)
Q jeTq, ' i

Pour traiter les intégrales sur les interfaces 3J;;, on utilise ’égalité
AB = ((aA+ B)? — (aA—B)?) /(4a) (10.8)

avec o = ;3 A = ef et B = k:iamef presque partout sur 3;;. Dot :

kiOn, et e = ((aijef + kiOn,ef)? — (cijel — kiﬁniefy) /(4 aj) presque partout.

14

On en déduit que les suites (e;), @ € I satisfont :

¢ 14

= > (st + kidn,ellaqs, ) = lassel = kidmetllFas, ) ) /(4 )] -
J€Io,

Les conditions de transmission sur Y;; s’écrivent pour tout ¢ € Zg, et pour tout j € Zg,
(voir (T00)-(ii)) :
vl e N*, aijef + kiamef = aije§_1 — kjanjeﬁ_l.
Ainsi les suites (ef)gey satisfont pour ¢ € N* pour (i,5) € ZJ :
2012 2012
|V ki grad eiHL?(Qi) + 1l QieiHLQ(Qi)

= > (el ™ = ksl o,y = lawsel = kidnellEas, ) ) /(4 i) -
J€lg,

En sommant les contributions de chaque sous-domaine, on obtient pour £ € N* :

> (IVkigradellfzqq, + IVaiellli,)

i€Zq
o - ¢ ¢
= Z Z [( levije™" = kjOn,e; 1”%2(21-]-) = [levize; — kianiei||%2(2ij)> /(4041]')}
1€l j€lo,
- -1 ¢ ¢
= > <||aij6j b= ko€ ||%2(zij) = [levijel — kjanﬂj”%?(zij)
(4.5)ETT

0— 0— ¢ £
+ llaije; ! = Kidne; iz, — laigei — kz@niei\\%zmij)) /(4 aij)
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En effet, ci-dessus chaque couple (i,j) € ZJ regroupe deux contributions dans la double
somme précédente. En sommant cette fois sur les itérations ¢ € {1,--- , N}, les contribu-
tions aux itérations successives £ — 1 et £ se compensent pour tout £ € {2,--- , N — 1} et
il reste finalement :

i > [(H\/Egradefllﬁ%m) 1 qﬁf“%%m)ﬂ

(=11i€lg
20 (oo = kidm el o,y + lowe) = kidn,el o) /(40i)
() ELT
= > [(lowse? = kD eflaqs, ) + laisel = ksdn, Bl Fas,) ) /(day)]
(i,))€TT

[e.e]
On a donc montré que la série Z Z (H Vki grad ef||%2(gi) + | qieinz(QiO , qui est crois-

(=1 1i€Zq
i . 02 02
sante, est en outre bornée : la suite ( Z (H\/l?igrad €illz2q,) + H\/@eiHm(Qi)) )feN
i€Zq
converge donc vers 0, c’est-a-dire que la suite (e£); tend vers 0 dans H(Q;), i € Zq.
Par hypothése, on a également que (ef)geN tend vers 0 dans V;, ¢ € Zg. o

, . N A | . f ol % J
La preuve est établie dans le cas ot o = 0 En pratique, on choisit souvent o %+ ;-

Remarque 10.3 On indique ci-dessous quelques points a développer :

— La preuwve de la convergence de l’algorithme a d’abord été établie par P.-L.
Lions dans [2]|] pour le probléme de Poisson.

— On peut écrire une variante de l’algorithme (10.5)) sous la forme d’un algorithme de
Gauss-Seidel, la preuve de convergence se faisant avec les mémes outils.

— Si deuz sous-domaines Q; et Q;, i # j se recouvrent (c’est-a-dire [($;) N [(€;) #
0), on définit deuz interfaces X;; = int(2; N 0Yy) et Xj; = int(; N OLY;). Sur
chacune de ces interfaces, on peut utiliser au choiz la condition de transmission
de Dirichlet, celle de Neumann ou celle de Robin. La preuve de la convergence
de lalgorithme de Schwarz avec des sous-domaines recouvrants et des conditions
d’interface de Dirichlet a été réalisée par P.-L. Lions dans [23).

10.2 Optimisation des paramétres de Robin

\ Strog (ovf . o) < Varti ; s
Comment choisir les parameétres (o;;,a;;) 7 Dans Particle [28], Nataf et Nier proposent

I’étude asymptotique qui suit. Supposons que Q = R?, Ng = 2 avec Q1 =] — o0, 0[xR,
Qs =]0, +oo[xR. L'interface est telle que ¥ = {(z,y) |z =0,y € R}, et 'ona:n; =e; et
no = —ej. On note ay = a}Z et ap = a%Q. Dans chaque sous-domaine 2;, on suppose que

les coefficients k; et ¢; sont constants. La suite d’erreurs (ef, e§)een satisfait les équations

(voir ([0.6)) :

—Aef + %ef = 0, dans §2;,
* T
Ve e N, ky @Ce{ + aq e‘i = ko axe’f + aq egfl, sur %, (10.9)

—ko Oxeg + ag eg = —k Omeffl + s elfl, sur X.
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Soit é! la transformée de Fourier partielle le long de I'axe y de ¢! (on a ef(z,.) € L'(R)) :

V(z, k) €y, ez, k) = /exp(—my) ef(z,y) dy, (10.10)
R
avec 0 =] — 00,0[xR, Qy =]0,+00[xR. Aprés une double intégration par parties, on
trouve que :
K\ef(x, K) = / exp(—1ky) Act (z,y)dy = — (92,68 + K% é5)(x, k). (10.11)
R

Apreés transformation de Fourier partielle des équations (10.9]), on obtient ainsi que la suite
(€, €5)0en est telle que :

—02,¢6¢ + (HQ + ZZ> e = 0, dans €,
i
veens, k1 0p¢8 a1 éd = kpdpeS 4 aréyt osur X (10.12)
\ ko 0yés tagéh = —k1 0. Fagel™, sur X

Posons : \; := \i(k) = (/K% + % D’apreés la premiére équation de (|10.12) et comme les
i

erreurs tendent vers 0 en oo (¢f € L?(€)), on a :
VeeN, él(z,r) =0 exp(M(r)z) et é(x, k) = b exp (—Aa(r)z). (10.13)

Ci-dessus, les coefficients b! dépendent des \; (donc de k), et sont déterminés a l'aide
des conditions de transmission (deuxiéme et troisiéme équations de (10.12))). On obtient :
VO e N, b (o + ki di) = b (i — kj Aj) avee (i,5) € {(1,2),(2,1)}. On en déduit par

récurrence que :

(O[l — ]{32 )\2) (042 — kil )\1)

Pour i € {1,2}, V0 e N, b2 = pbf, avec p = .
{12} ’ P P (o + k1 A1) (a2 + k2 Ag)

(10.14)

Comme u" n’est (presque stirement) pas la solution exacte, observons que les premiéres

erreurs e et €9 ne sont pas nulles, et b # 0, cf. (10.13).
0+2
Par ailleurs, on a : bf” = pbf pour ¢ > 0, d’oi : bf“ = pé T ) )
p 2 b; si/f estimpair.

b si £ est pair,

Comme o; >0, k; >0et A\; >0,0na|p| <1.

Dans le cas ot ;7 = ay = 0 (condition d’interface de Neumann), on trouve p = 1 : les
coefficients (b); ne tendent pas vers 0, I'algorithme ne converge pas.

Si au contraire a3 # 0 ou ag # 0, on a |p| < 1 et 'algorithme converge. Plus précisé-
ment, si les «; sont trés grands (condition d’interface de “type Dirichlet”, avec une petite
perturbation), on trouve p = 17 : il y a convergence, mais les coefficients (bf)e tendent
trés lentement vers 0. Notons que, plus |p| est petit, meilleure est la vitesse de convergence
(les coefficients (bf), tendent plus rapidement vers 0) ; et que, si p = 0, la convergence est
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obtenue dés la deuxieme itérationf]..
Afin de réduire p, il faut choisir a; = k; A;. A 'ordre 0 en &, les parameétres optimaux sont
tels que :

a; = /qj kj. (10.15)

Remarque 10.4 — Un étude approfondie du choix des paramétres se trouve dans
[19].

— (e résultat théorique peut également étre utilisé efficacement en pratique dans le cas
ot les coefficients k; et q; ne sont pas constants.

— Si la solution est suffisamment réguliére, on peut utiliser des conditions d’interface
dites conditions de Ventcell, qui correspondant aux conditions d’interface de Robin
auzquelles on a ajouté des termes dépendant des dérivées secondes tangentielles des
Uy .

Les méthodes utilisant I'algorithme itératif de Schwarz avec conditions de transmission
optimisées sont appelées les méthodes de Schwarz optimisées, ce qui se dit en anglais op-
timized Schwarz methods (OSM). Dans le cas ot ¢; = 0, on ne peut pas faire cette étude
asymptotique. Néanmoins, on verra que l'approche algébrique de ’algorithme nous donne
une autre technique pour optimiser la convergence.

10.3 Formulation variationnelle

Nous allons maintenant construire une formulation variationnelle associée au probléme
(10.5) (pour ¢ donné). On considére une fonction-test v; € (V;)— que 'on multiplie a
I’équation —(i), et on intégre sur €);. Rappelons que la formule d’intégration par
parties (D.2}) (avec découpage des crochets de dualité) dans €; donne :

—/ div(k; grad uf) vdx = / k; grad uf - grad v;de — E / kﬁniuf v;ds.
J€Lg, I
Par ailleurs, d’aprés la condition de transmission ((10.5))-(ii) sur X;;, on a :

e _ i, L . /—1 i, =1

Une formulation variationnelle d’une itération du probléme ({10.5)) s’écrit donc :
Pour i € T, trouver uf € V; tel que Yv; € (Vi)_,

/kigraduf-gradvidm—i—/ qiufvidm+ Z/ aﬁjufvids

v J€Lo,

= (10.16)
/fivida:— Z/ kjﬁnjugflvids—{— Z/ agjugflvids
& jETq, T i jETq, ' i

47. Dans le cas plus général de N sous-domaines découpés en tranches, on peut vérifier que la conver-
gence se fera en Ng itérations au mieux (voir [28]).
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Les gradients des éléments finis P; ne sont pas conformes dans H(div, -), et ne permettent
donc pas de discrétiser p; - m; sur ¥, avec p; = k; grad uf € H(div, ;). Afin d’ob-
tenir un schéma numérique correct, I'intégrale sur X;; pour j € Zg, contenant le terme
kjOn,; u?ll_l doit étre réécrite sous la forme d’une intégrale volumique. Pour cela, on choi-
sit un relévement v; dans V; de la trace sur ¥;; de la fonction-test v;. En effet la trace
vijs,; € Hij, et on peut la prolonger par 0 sur 0f); pour obtenir un élément de Hl/Q(GQj).
D’aprés la surjectivité de 'application trace (voir le théoréme , il existe un relévement
du prolongement dans Vj, qui appartient par définition a 'espace V' tel que :

V) i={v e Vjlvggs, =0} (10.17)

: * . . . -1, _ ) /-1 %
Par construction, Vi|s,; = Vin,,, et on a : / kjanjuj vds = /8Q kjﬁnjuj v} ds.

ij
La formule d’intégration par parties (D.1]) dans €2, puis 'équation ([10.5))-(i) permettent
d’écrire :

_/Z kan]ug 1 j*ds — —/ div(k; gradu )vj*-da:—/ kjgraduﬁfl-gradv;dm,

ij 7

= / fj vy de — / qju; ut *dac—/Q kjgradu§*1~gradv;dm.

Q; J

La formulation variationnelle ([10.16)) se réécrit alors :
Pour i € T, trouver uf € V; tel que Yv; € (Vi)_,

/ k; gradu gradvldx—i—/ q;iu; vld.’n+ Z/ am szds
Q QU

J€Lo,
/ fivide + Z/ fi v} de — Z/ gjuj " vy da (10.18)
J€Lq, J€Io,
- Z/ jgradue ! -grad v} dz + Z / ol u v} ds.
J€Lq, J€Lq,

Remarque 10.5 Dans , il reste possible de choisir une fonction-test v; € V;. La
difficulté est qu’on peut avoir vy, € Hl/Z(Eij) \ H;j. Dans ce cas, on ne peut pas pro-
longer cette trace par 0 sur 0§); pour obtenir un élément de H1/2(8Qj), et on ne peut plus
transformer l'intégrale sur ¥;; en une intégrale sur 0§); pour aboutir a .

Par la suite, on va utiliser, pour ¢ € Zq, les formes bilinéaires af, continues et coercitives
sur V; x V; (voir la preuve du théoréme [3.1)) :

ai :VixV; - R

Q;

La forme bilinéaire % associée a la formulation variationnelle (10.18) s’écrit :
a:VixV; - R
(v,w) = ai(v,w)+ Z / ol jowds - (10.20)

Jj€lg,
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On peut montrer que si agj > 0, la forme bilinéaire a} est continue (utiliser le théoréme de

trace D.1]) et coercitive.

Dans la formulation variationnelle , la solution appartient & V;, et les fonctions-
test a (V;)—. Lors de la discrétisation on peut choisir de rester dans (V;)_ en annulant tous
les degrés de liberté associés aux sommets situé sur 0Xy a la fois pour les fonctions-test
discrétes mais aussi pour la solution discréte (de fagon a obtenir un systéme linéaire carré).
Sinon on se place dans V;, et dans ce cas il reste a prendre en compte parmi les fonctions-
test discrétes celles qui sont associées aux degrés de liberté situés sur 0¥y (encore une fois
pour obtenir un systéme linéaire carré). C’est cette seconde approche qu’on retient par la
suite.

10.4 Discrétisation

Considérons comme discrétisation des espaces V; les éléments finis de Lagrange P; dé-
crits au avec notamment la prise en compte de la condition aux limites de Dirichlet.
On définit une famille de triangulations (7; 5)n de €; constituées de L; triangles tels que :
Q; = UleIiTTiJ avec IZ-T = {1,---,L;}. Parmi les sommets, on ne conserve que ceux qui
n’appartiennent pas a I'; ; aprés renumérotation, ce sont les N;r sommets (Mivm)mEI;' tels

que Zj ={1,--- ,N{F}. Pour ¢ € Zq, il y a donc trois types de sommets : ceux qui sont a
Iintérieur de €);, ceux qui se trouvent sur ¥;, et enfin ceux qui se trouvent sur le treillis
OXw ; en particulier, on définit W; = {M; ,, € 0Zw, m € If } les sommets de la triangu-
lation 7} appartenant a 90Xy .

On décompose If en trois sous-ensembles disjoints d’indices : If =1;UZL;x, UL w, tels
que :

i = {meZIf|Mym < [()}, Ny = |14,
Ly, = {meIL'|Mme%}, Ny, = |Zix, (10.21)
Liw, = {meTLf|Mme W}, Nw, = |Liw,l.

On a donc : Ni+ = ]If| = N; + Ny, + Ny,.

On définit enfin les sous-ensembles d’indices suivants, pour j € Zq, :

I;]Ez = {m € Ii,Ez‘ |M’hm € Eij}’ N%w - |I;’JZ’ ’
l—zl,]VVz = {m € Ii,Wi |Mi,m € 82ij}’ Nll/{/z = |I;’]W1 ’ (10.22)

ij o _ ] 1]
I;;L - Ii,Ei U I’L,Wl
Les sous-ensembles (IZ]WZ) jeT,, ne sont pas disjoints en général, chaque sommet de W;
pouvant appartenir & deux interfaces parmi (9%;) jez,, - Par contre, Z; s, = Ujer, Ty, et
Ns, =2 je, Ny,
On suppose que les couples de triangulations (7;x, Tjn) (i j)ezs Partagent :
— leurs Ny, sommets sur le treillis, avec : Ny, = Nyj = Ny ,

- 3 . . — N — nNY
leurs Ny, sommets sur U'interface 35, avec : Ny, = NZU = N5,

ij
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Il peut arriver que le maillage soit tel que, pour un sous-domaine €);, un triangle repose
sur deux interfaces distinctes X;; et X;5 (j # j'). Plus précisément, dans le cas d = 2,
étudions la Figure qui est un zoom sur un point de croisement My, partagé entre
quatre sous-domaines (£2;)j=14 :

— Dans le sous-domaine €24, délimité par les interfaces 14 et Y34, le point de croise-
ment My, appartient au seul triangle T14. On dit que les sommets M4 de Uinterface
Y14 et Msy4 de Uinterface Y34 sont couplés car ils appartiennent au méme triangle
T} et par conséquent af(wi an,, W1 nMs,) 7 0.

— Dans le sous-domaine 23, délimité par les interfaces o3 et Y34, le point de croise-
ment My appartient aux deux triangles T3 et 7. On dit que les sommets Mag de
I'interface o3 et Ms34 de 'interface X34 ne sont pas couplés car ils n’appartiennent
pas au méme triangle et par conséquent a:{’(w& Mas> W3 Ms,) = 0.

Y3y
Mjs y
3
7
Q4 Q3
by T14 T23 by
14 23
My My Mo
Q Q
1 Sy 2

FIGURE 10.1 — Point de croisement

L’espace de discrétisation de V; est noté VZJ;L et est tel que :
v;fh = {v;, € C°(y) : VI €T}, Vih; € Pu(Th), vipr, =0} . (10.23)

On appelle (wi»m>mezj les fonctions de base "chapeau” associées a Vﬁl := vect ((wlm)mezj> .
Pour tout (i, j) € ZJ, les sommets des triangulations 7; , et T; étant identiques sur I'in-
terface ¥;; et son bord 9%;;, les espaces des traces E;Jh et f;jh tels que

Tz‘?h 1= vect (('Il}i’m|2ij)meziij > y (Z;],h = vect ((Wj7m|2i],)mel—;j > (10.24)

sont égaux : pour tout m; € Ifj (resp. m; € I;j ) il existe un unique m; € I;] (resp.
m; € Z;”) tel que Wism; |2y = Wim, |5, (les fonctions de base des éléments finis de Lagrange
Py sont continues).

On précise maintenant les choix de relévement (discret).

V(i j) € I, ¥(mi,m;) € I x 7 tel que My, = My,
- la fonction de base wjm; est un relevement de w;m, s, dans €;; (10.25)
- la fonction de base w; ,,, est un relévement de Wjm, |5 dans €2;.
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Pour m EIiW” on note Z¢' = {j € Iq, | Mi m € Zij}.

On cherche (u; h)ZEIQ appartenant a l'espace produit Hzezﬂ i une approximation de

(Uf)iezg telle que pour tout ¢ € Zq, u i,h = Z i7m/wi7m/, ol Ui’m, = i,h(Mi,m’)'
m’GIZ.+

On raisonne d’abord par analogie avec (10.18). En effet, si on considére w;,, avec i €

1;U1;y,, alors on a Wim|s,; € H;; pour tout j € Zg,. On obtient alors :

Trouver (Uf,h)z‘eIQ € Hiezﬂ sz tel que Vi € Ig, Vj € Ig, :

(0
Vm € 1;, aﬁ(ui,h,wi,m) = / fi wimdz,
Q;
i 0 i 0
Vm; € 1; oR ay (g p, Wim; ) “‘/ U p Wi, ds
Y (10.26)
= / fz Wi.m; dx + / fj Wy,m dx
U1 -1
_al( ghijm])"‘ a”u]hwjm] ds.

\ ij

Si maintenant m € Z; w;,, alors, pour j € Zq,, soit w;m|s,; = 0, s0it w; ;s 7# 0 et par
définition Wim|s,; & H;;. Dans le premier cas, I'intégrale sur Y;; s’annule. Dans le second
cas, on ne peut plus procéder comme avant. Néanmoins, on sait qu’un relévement (discret)
existe d’aprés . Il suffit alors de reprendre le méme raisonnement qu’avant avec ce
relévement. On obtient alors :

Trouver (uf’h)iEIQ € [Liez, VZJ;L tel que Vi € Zq, Vj € Iqg, :

l
Vmi € Ii7Wi7 ( z h> Wi mz Z / awuz rWi,m; ds
JEIT

(déf. m; cf. (10.25)) / fiwim;de + Z / J5 wjm;d (10.27)

’nL ,L

-1 -1
+ g —a ( ujp, s Wiim;) +/ awu]h Wjm; ds
- Sij
]EZEi
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Apreés avoir décomposé uﬁh sur la base (wiﬂm)mez.ﬂ (110.26))-(10.27)) se réécrit :
Trouver (Ufm,)iezQ mrert tel que Vi € Ig, Vj € Ig, :

.
VmEIi, Z al(wzm’awzm / fzwlmdm

m/ EI?'

ij i 14
Vm; € IZ,EN E (al (wi,m’v wi,mi) + / z]wz m! Wi,m; dS) Ui,m’
’m’EIi+ Zij
= / fi Wi,m, dx + / fj Wim; dx
o8 Q;

: -1
+ ) <_a1 Wjm!> Wy, m])"‘/z W Wi, ds) Ujm
,

j7m
mieTt i (10.28)
Ym; € L w; Z al(wz m’> Wim,;) Z / a”wl m/ Wi m,; ds Ufm,
m/ €L jery?
= / fi wi,mida: + Z / fj wjmjdm
Q; T Y9
]GIZ;
i /—1
JEIEi’ m EI;T “
On peut mettre les équations ((10.28)) sous forme matricielle (voir §3.3)).
Soit i € Zg. Soit A;; € RN XN 13 matrice symétrique telle que :
V(m,m') € T x T, (Ai i) = al (Wi /s Wiym)-

Soit A/” S RN XN 13 matrice symétrique telle que Vj € Zg, :

V( /) € I X I+ (Ai,i)m,m’ = (Ai,i)m,m’a

V( ) € I”E X I+ (Ai,i)m,m’ - (Am)m m T / O‘Z]wl m' Wi,m ds,

V(ma ml) € Ii,Wi X Ij_, (Ai,i)m,m’ = ( i, mm’ + Z /wz ;m! Wi m ds.

EIWZ_ X 3
. . Y NtxN+ . .

Soit 1 € Ig et j € Zg,. Soit A;; € R 77 la matrice de couplage entre €); et );

V(m, m') S Zl X I;r, (Ai,j)m,m’ = 0,

V(m;,m') € T x Ij, (Aij)mm = Jl(wj m’s Wim;) _/2 ozz:jwjm/wj,mj ds,

ij

ot 'expression de (Aiaj)(mi miyeTi T+ €St obtenue suite au choix du relévement discret sur
i i j

I'interface X;;.
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Soit ﬁf € RV le vecteur tel que pour m € I;r : <(~]f) = U!
m

i,m*

Soit F; € RN le vecteur tel que Vj € I, :
Ym € Z;, (E) = / fwijm dx,
m Q;

Vm; € Iiijz.a <E ) = / fwim,; dz + / fwjm; de,
jEIEi

ol 'expression de (FZ ) . est également obtenue suite au choix des relévements discrets
miEIi

sur les interfaces (X;; ). jezgi-
La discrétisation de I’ algorlthme (10.5) s’écrit finalement :

initialisation : Vi € Zg, ﬁlo € RV est donné.

itérations : pour £ =1,...,Vi € I, trouver ﬁf € RN tel que :
B0 =F— Y Eybi, (10.29)
Jj€Iq

jusqu’a convergence.

10.5 Interprétation algébrique

On pose Nt = Z Nt
i€Zo

Soit A € RN *N" ]a matrice définie par Ng x Ng blocs (voir le §5.3). Les blocs non nuls
sont les blocs diagonaux : Vi € Zg, [1&]“ = 1&”, et les blocs extra-diagonaux correspondants
a des sous-domaines voisins : Vi € Zq, Vj € Ig,, [&]” = ,&”
Soit le vecteur F' € RN" constitué de Ng blocs et tel que : Vi € Iq, [f]Z = [,
L’algorithme s’interpréte comme un algorithme de Jacobi par blocs (décrit en (6.16]))
appliqué au systéme linéaire suivant :

Trouver U € RV tel que : AU = F, (10.30)

IRNJFXNJr

pour lequel la matrice Dg € est diagonale par blocs, avec Vi € Zg, [Dglii = ;&i,i,

et Ep + Fp = —(A — Dp) est la matrice contenant les sous-blocs extra-diagonaux.

Remarque 10.6 La matrice Dp est symétrique car ses blocs diagonauz le sont, mais la
matrice A n’est pas symétrique car Vi € Iq, V € Ig,, A” =+ AJ i Ainsi, si on veut utiliser
un algorithme (parallélisable) plus performant que 'algorithme de Jacobi pour la
résolution de , on peut choisir l’algorithme GMRES, préconditz’onné par DB (

Le systéme linéaire (|10.30)), issu d’'une méthode de décomposition de domaine, s’obtient
également de fagon algébrique, en manipulant les sous-blocs du systéme linéaire obtenu
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apreés discrétisation du probléme sans décomposition de domaine.

Plus précisément, étudions le cas de deux sous-domaines. Dans cette configuration simpli-
fiée (sans point de croisement), on note que : soit X159 est fermée (92 ou 92 n’intersecte
pas 0f), et dans ce cas le treillis 0¥y est vide ; soit 0 et 0y intersectent 0€2, et dans
ce cas 0Xyw C 0f). Dans les deux cas, il n’y a aucune inconnue associée aux sommets de
OXw (dans le second cas, a cause de la condition aux limites). On note ¥ = X5 dans la
suite.

La discrétisation P; du probléme dans Vj, C H}(Q) défini sur la triangulation
Tn = Ti,n U Ty s'écrit :@

Trouver U € RM+No+N2 6] que AU = F, avec :

A Ay 0 Ur Fy (10.31)
A= (A )T Alz,z + AQE,Z Aos)T |, U=|Us|, F:=|Fs ’
0 As s Ag o Uz F

Ci-dessus, uy|x; et donc Uy, sont définis de maniére univoque.

En introduisant Uy x et Usy, : Uy, = Uz zy = Us, on peut réécrire le systéme linéaire
AU = F ainsi :

A Ay 0 0 Uy Py
(As)" Aps (Aow)" A3 | (Ths | _ | Fy (10.32)
0 0 Agy  Asgy UU2 J{f?
(Arn)" ALy (Aoxs)" Ady 2% >
Si, pour i € {1, 2}, les blocs diagonaux AAM)T Ajvz sont bien inversibles, en revanche
1,3 pIB

la matrice globale de ce systéme linéaire ne I’est pas, puisque les deuxiéme et dernier blocs
de lignes sont identiques. B

En fait, il manque l'information que Uy = Usx. Soient M["E’E € RV=xNs i ¢ {1,2},
deux matrices inversibles, telles que les matrices Aiz,z + Miz,za i€ {1,2}, et MIEZ + Méz
soient également inversibles. Considérons maintenant la réécriture de via le systéme
linéaire inversible suivant :

A1 Ay 0 0 Uy Fy

(ALE)T A%,Z + M%,Z (A272)T A%,E - M%,Z UI,E — FE (10 33)
0 0 Ags Asy Uz By
Us,s Fy;

(Ars)” AIE,Z_M%,E (Agx)” AQE,E+M%,E '

48. Pour i = 1,2, on utilise la décomposition

A = 1&“ A; 5
’ (Aix)" Abs

avec A;; correspondant aux interactions entre les IV; sommets situés dans 2;, A; » correspondant aux
interactions entre les sommets situés dans €; et les N& sommets situés sur 9Q; N'E, et enfin Aizyz corres-
pondant aux contributions venant de €2; des interactions entre les sommets situés sur l'interface. Dans le
cas particulier de deux sous-domaines, on a noté que 91 N X = 9Ny N X.
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[e)

A Ais
Ais)T AS 5+ My 5
alors que les deuxiéme et dernier blocs de lignes ne sont plus identiques. En effet, on a :

Pour i € {1,2}, les blocs diagonaux ( ) sont toujours inversibles,

(A) " Ur+ (AL 5 + My 5) Uns + (Bo5)T Us + (Al 5 — My 5) Uns = F,
(A ) U+ (Apy —ME5) Uy + (Aon)" U + (AR 5 + M3 ) Un s = F,

et la différence entre ces deux équations redonne U; s, = Us s, puisque Mlz,z + I\\7J1227E est
inversible. B

La matrice du systéme linéaire ((10.33)) est similaire a la matrice A du systéme linéaire
(10.30)). Cette approche algébrique permet d’exhiber un choix optimal des matrices M, y..

~ . . o

On peut en effet montrer que si My 5 est choisie égale a A]Z’E —(Ajx)T(Aj;)7'A; 5 pour

(1,7) € {(1,2), (2,1)}, alors la convergence de 'algorithme de Jacobi est optimale (en 1
[¢]

itération). Mais ces matrices sont cofiteuses a calculer du fait de la présence de (A; ;)L

En pratique lorsque ¢; # 0, il est plus simple de prendre I\\/JliaE = Miz’z, avec un choix
optimisé des parameétres a;.



Chapitre 11

Probléme a deux inconnues, méthode
de Schwarz

11.1  Approche continue
On suppose que la solution (u, p) est telle que :
Pour tout (i,j) € Zo x o, P; - Mijjsy, € L*(Sij),
et on introduit les espaces Q;, pour ¢ € Zg munis de la norme canonique :
Qi == {g € H(div, %) : g -nyz, € L*(Z)}, llallay, = lallz@ivon + lalZzm,)- (111)
b

nuls tels que of; + azj > 0. Les conditions de transmission de Dirichlet (9.17)-(ii) et de
Neumann ((9.17)-(iii) peuvent étre combinées pour écrire les conditions de Robin suivantes :

Pour tout (i,j) € Zq % Zg,, on introduit les couples (o afj) de coefficients positifs ou

p; - M + aéjui = pj-MNi+ ozéjuj sur X5, (11.2)

Pour tout (¢,5) € ZJ

. J .
p; - Mij — Uy Sur Xij.
On peut également les poser sous la forme d’une seule équation de la fagon suivante :

Pour tout (i,7) € Z X Zq,, p;-mi+ ozﬁ:jui =-—p; m;+ ozgjuj sur X;;. (11.3)

Le probléme ((9.16f) est équivalent au probléme :
Trouver (u,p) € PV x HiEZQ Q; tel que pour tout i € Zo et pour tout j € Zg, :

(0) divp, + qui = i dans €;,
(i) k;'p;+gradu; = 0 dans €, (11.4)
(i)  pi-mitojui = —pjomytajguyosur Xy

Comme on ne connait pas les valeurs de u;x; ni celles de p; - n;|s, on propose de résoudre
les problémes (11.4)) localement de fagon itérative dans les (€2;)iez,, et d’approcher les

207
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conditions de transmission. Afin de résoudre le probléme (11.4), on propose maintenant
I’algorithme de Schwarz itératif suivant :

initialisation

Vi€ g, (u),p))€V; x Q; est donné.

itérations : pour £ =1,..., Vi€ I, trouver (uf,pf) e V; x Q; tel que
(0) divpf +qul = fi dans Q;,  (11.5)
(1) ki_l + grad ue =0 dans ;,
(“) Vj € IQM _pi n; + (ijuf = pﬁ_l -1+ aﬁjuﬁ_l sur Zij,

jusqu’a convergence.

On fait 'hypothése que le choix initial est tel que

Pour tout (i,j) € Zo x Za,, P} - nijps,, € L*(Sij)-

Théoréme 11.1 Supposons que ¥(i,j) € ZJ, aﬁj = agj. Alors la suite ((uf,p%)iczy)e
converge vers (u,p) dans PV x PH(div, §2).

Demonstratlon La preuve est similaire & celle du théoréme [10.2] On note V(i,j) € Z.7,

Qi = = a] > 0. On introduit la suite de couple d’erreurs (( f7 f)éeN) ol :

Qi ij
et :=ul —u; € V; et ef == pf —p; € H(div, ;). Les suites ( (e}, ef)sen)
tout 7 € Zg,, et pour tout j € I, :

i€ZLq’

ieTo satisfont pour

(0) dive! + gief = 0 dans €,
(i) k;'ef+grade! = 0 dans €, (11.6)
(ZZ) —ef -n; + Oéijef = e?il ‘1 + Oél'jegil sur El]

Par récurrence sur ¢, on vérifie facilement que ef - n;s,; € L*(%;;). On multiplie (11.6))-(0)
par ef et on intégre sur §2;, ce qui donne :

/divefefdw—i—” Gi€i 1720, = 0. (11.7)

k3

On multiplie (11.6)-(i) par ef, on intégre sur €2;, puis on utilise la formule d’intégration
par parties (D.1]) pour obtenir :

I k;lefﬂiz(gi)—/ d1ve €; Cde = — Z / 6 ‘n;e; ds. (11.8)
Q;

J€Lg,

Pour traiter les intégrales sur ¥;;, on utilise 'égalité (10.8) avec o = a;j; A = ef et
B = e} -m; presque partout sur Y ; puis les conditions de transmission sur X;; (11.6)-(ii).
On a pour tout i € Zq et pour tout j € Zg, :

V4 l V4 V4 0— —1
/E e mie;ds= (Hei i+ aijef||Fags, ) — ey ng o+ aiel s )) /(4 ;).
i
(11.9)
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En sommant ({ et (11.8)), et en utilisant (| on obtient alors pour ¢ € Zg :
H\/Eeeﬂiz )+l kflef||%2(m)
/—1
= Sieza, (€70 m+ aijel 2o, ) lefmi+ el 2o, ) ) /(4 ).

En sommant les contributions de chaque sous-domaine, on obtient pour £ € N* :

3 (| Tl + | k:fefnizm)

i€Zq

/—1 /-1 14 14
Z Z (Hej "+ ije; H%Q(Eij)_”ei‘ni+aijei||%2(2ij)) /(4 o),
€Zq Z

/-1 —1)12 Va 0112
- Z (lef™ -y + agel 3ags, ) — lleh - my + aigel3as, -

(i,5)eZT
(-1 ¢ 212
et m+ gl M2 ) — lled - mi+ asgell2as, ) /(4ai)
En sommant cette fois sur les itérations ¢ € {1,---, N}, les contributions aux itérations
successives ¢ — 1, £ se compensent pour £ € {1,--- N —1} et on a :

N
4 -1¢
Z Z (”\/‘ﬁ%”%qﬂi) + || k; 161‘%2(91.)) + Z ||eZN ‘n; + OzijerH%Q(Eij)/(zl aij)
(=1 icta (i.j)eLT
- Z le? - mi + aije?”%?(z“)/(‘laz‘j)
(1,9)€TT

oo
On a donc montré que la série Z Z (\\/@einz(Qi) + H\/ki_lefH%g(Qi)) converge. On

{=11i€lq

en déduit que la suite Z <|| qiefH%Q(Qi) + | kilefH%Z(Qi)) converge vers 0,

i€Zq ¢eN
c’est-a~dire que pour i € I, la suite ( ef)en tend vers 0 dans L2(;) x L2(€;). En
utilisant finalement les relations — ) et - ), on obtient la convergence de la

suite (e f, f)geN vers 0 dans V; x H(dw Q; ) o

L’étude asymptotique de Nataf et Nier [28] permet d’optimiser le choix des paramétres !

ij
(10.15).

11.2 Formulation variationnelle

Pour construire une formulation variationnelle associée au probléme , comme dans
le cas d’un seul domaine (voir le , nous procédons en deux étapes (il y a maintenant
deux équations & prendre en compte).

On considére une fonction-test g; € Q; que 'on multiplie a ’équation —(i), et on
effectue le produit scalaire dans L2(£2;). On obtient :

/ ki_lpf - q;dx +/ grad u! - q;dz = 0. (11.10)
Qi Qi
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La formule d’intégration par parties (D.2{) donne :

/ graduf-qida::—/ ut div q;dx + Z/ ut q; - i ds,
Q;

]EI

donc I'équation ([11.10]) se réécrit :
/ (k: g, — dqu dm—i— 3 / . -mids = 0. (11.11)
Q;

Jj€lg,

Par ailleurs, d’aprés la condition de transmission ((11.5)-(ii), on a :

u; = (aﬁj)_lpf "n; + (azj) lpﬁ ! "y +“Z g

donc I’équation (11.11)) se réécrit :
/ (k‘ g — U dlqu dm—l— Z / @;;) ‘n;q;-M;ds
Q;

J€Za,

- _ Z/ al;) 1p§ ' njq; nids— Z/ -y ds.

J EIQ ]EIQ

(11.12)

On se place dans les espaces produits V+ L?(£;) x Q; pour i € Zg, munis de la norme
produit

/
||(U,Q)HVZ.+ = <||U||%2(Qi) + HqH%—I(div,Qi) + llg- nz’”%?(zi)) :

1

Dans ce cas, on ne peut pas conserver la trace de uﬁf sur Y;;, il faut donc faire une

intégration par parties du terme / uﬁfl g, n;ds.

On introduit g} € Q; un relévement de q; - n|x,; dang H(div, Q;). '

On peut choisir par exemple qj*- = grad U; ou v; eV (lespace V} est défini en (10.17)))
est la solution du Laplacien avec condition aux limites de Neumann sur 9€); :

Trouver v} € Vji tel que

Avy = c(q;) dans €,
8njv; = —q; My, sur X, o
8,% ; = 0 sur 8QJ \ Eij.

Ci-dessus, la constante c¢(q;) est choisie de facon a assurer la condition de compatibilité
par le probléme de Neumann, a savoir (cf. [11]),

/ c(qi)dm—i—/ g, -n;ds=0.

Par construcﬁin, on a div q]*~ = ¢(q;) dans Q;, et q; ‘M = —q; - n; sur Y;j, q; ‘n; =
0 sur 0€); \ X;;. On proposera dans la suite un choix "naturel" de relévement pour la
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discrétisation. La formule d’intégration par parties (D.2H) dans ; permet d’écrire :

—/ ug_lqi-nids = / uﬁ_lq;-nde—/ u?‘lq; n;ds
S S 09,

(%] )

= / graduﬁ_l‘q;dm—l—/ -1 div g} de,
Q Q

J J

= / (—k lpﬁ ! qj*-+u§_1 divqj) dx, d’apres (11.5)-(i).
Q

J

L’équation (|11.12f) se réécrit :
/ (k - q; — U dlqu dw—i— Z / ﬁj ‘m;q; - ds
oF

g J€Zo,
i \—1, 01
= Z/Z (ei;)" P i gj - myds (11.13)
J€Iq, ¥ 7
+ Z /Q ( k; 1p§ 1 q?—kuﬁ‘l divq;) dx.
j€Iq, 7%

Pour prendre en compte ((11.5)-(0), on utilise simplement ’égalité variationnelle équiva-
lente :
Yv; € LQ(Qi), 0= / (divpf + q; uf — fz>’l)z dx. (11.14)
Q

i

Pour i € I, par soustraction des égalités variationnelles (11.13]) et (11.14)), on en conclut
que si (uf,pf) est solution de (11.5), alors (uf, p%) est solution de la formulation varia-
tionnelle ci-dessous :

Trouver (uf,p?) € V' tel que ¥ (vi, q;) € V;"

/ (—ki_lpe -q; + ue divg; + v; divpf +q; ufvz> dx
Q;

11.15
/ fivi dx — Z / —k; ! § ! q?—i—uﬁ*l divq§> dz ( )
JELG.
= Z/ ;) -1 f ! “n; q; - myds.
J€Za,

Par la suite, on va utiliser, pour i € Zq, les formes bilinéaires aé, continues sur V;r X VZ* :
ab : ((v,q), (w,r)) — / (—k;lq v+ vdive + wdiv g + ¢ vw) de. (11.16)
Q;

On a vu au que cette forme bilinéaire était continue et satisfaisait la condition de
stabilité sur V; (voir la démonstration du théoréme (3.2)).
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La forme bilinéaire Eg associée a la formulation variationnelle (11.15)) s’écrit :
ay Vi xvh - R
(v, @), (w,m)) = ab((v,q), (w,r)) = Y / (i) 'q-mir-nids (11.17)

J€Lg,

Si agj > 0, la forme bilinéaire a} satisfait également la condition de stabilité sur V;" (il
suffit de reprendre la démonstration du théoréme |3.2), ce qui permet de montrer que la
formulation variationnelle (|11.15]) est bien posée.

11.3 Discrétisation

On se place dans le cas 2D. Considérons comme discrétisation produit des espaces V;L
les éléments finis de Raviart-Thomas Py — RTy décrits au §3.3.2 On définit une famille
de triangulations (7;4)n de Q; constituées de L; éléments tels que : €; = U;czrT5; avec

I = {1,--- | L;}; et de A arétes (aiym)mezﬁ avec Z't = {1,--- , Af}. On décompose
m e Iza : Qi.m Q >

at ioqy . At
Z;" ainsi : ;" =1 UL}y, de sorte que pour { mETl, ¢ aim €T

On décompose de plus I}, ainsi : Iy, = UJ‘GZQZ-I;%CZ’ ou pour tout m € I;]gz, aim € Xij.
On fait 'hypothése suivante :

Pour tout (i,7) € ZJ, les triangulations 7; ; et T;}, partagent leurs arétes sur X;;.

3 7 — ’ij,(l J — ijva 3. 7 — ] —
Soient Ay, == Z;, | et AEU = \Ij72j|, alors : Ay, = Azij = As,;.

L’espace de discrétisation de Vf est noté V; j, et est tel que : V; p, := M; , X Qg p, avec :

My = {vipe L*(Q) |Vl €I, v € Po(Th) },

11.18
Qin = {9ncQilVIeI], qipm € RTo(Th)} . ( )
On rappelle que (voir ((3.44)) :
RT(T) = {qe (P(1))? : Jac (Py(T))? 3Ibec Py(T), YV €T, q(x) =a+ bx
et Ve € {1,2,3}, (q-n),r € Po(al)}. (11.19)

On appelle (w;;);ezr les fonctions de base de M; p, telles que : w; 7, = 6.

On appelle (w les fonctions de base associées a Q; p,-

iam)mEIf+
Pour tout (4, j) € ZJ, les triangulations 7T; , et T;, étant identiques sur 'interface ¥;;, les

espaces des traces normales aux faces sur ¥;;,

1,33,

tja ) iy 1,0, __ . .
i = vect <(wi,m TS ) mezive > , T = vect <(wj7m nJ\Eij)meI}J’za. > (11.20)
K

A . . ijva' 3 1 ] . ijva' . . —
sont égaux : pour tout m; € Z;g il existe un unique m; € Ij,zj tel que w; ., - Mz, =

Wi, TS, (voir la démonstration de la proposition avec m; tel que a; ;m; = ajm,; ).
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Ceci permet de proposer un choix de relévement (discret).

V(i,j) € ZJ, ¥Y(mi,m;) € Isz‘j X IJ”EGZ tel que ajm; = ajm,
- la fonction de base w; ,,, - est un relévement de w; ,,,, - n;|z,; dans €;; (11.21)

- la fonction de base w; ,,,. est un relévement de Wim, - Mj|z,; dans Q;.

On cherche (uf > pf 1)icTo, appartenant a l'espace produit H Vi h, une approximation de
1€Zq
(uf, p%)icz,, telle que pour tout i € I, : uzh = Z U”wzl et p n= Z ngzm
lex? meZit
La discrétisation de la formulation variationnelle ((11.15)) s’écrit :
Trouver (uf7h7pf,h)’i€IQ € H Vin tel que Vi € I, Vj € I, :
i€Zo

V(lm) €ZT x TP ad((ubppln) . (wipwim)) = /Q fiw;, de,

V(l,m;) € IiT X ijzi ag((ufhapfh)a (wz’lagi,mi» —/ (aij)flpf,h TN Wi, T ds

ij
/fz ldm—/ ( k; lpﬁhl Wim, +U gldlvw >dw

1, /-1
/E (am) pj Ty Qj,mj "Ny ds.

\ Iz

Apreés avoir décomposé (ui o pﬁh) dans leurs bases respectives, on obtient :

Trouver ((Uﬁl,)llelr, (Pz{m’)m’EIl‘“L ) tels que Vi € Zq, Vj € I, :

vVieT!:
ZU / qi 7,lw7,l/dw+ Z zm’/ ”dlvw , dax
l/EIT m EIa+ (1122)

= / fl Mi,l dm)
Q;
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ainsi que
Vm e TId:
- m/ ki tw;, o dz+ Y ULy / div w; , w;p dx =0,
m eZ“+ rerl
Vm; € ZJ.”““, avec (11.21)) pour définir la correspondance m; & m;) :
Z i, m/ / k w i,m’ dx
m/eZ¢+
Pf ( i \—1 . d
im/ az’j) Wi, " T Wiy - T QS
m T i (11.23)
+ > Ul / divw; ,, w; p de = Pt 1/ bW, W)
rerr m eza+
(-1 i \—1
Z P; / (Qij) " Wjm; - Ty W - T S
m EZ” a__ Zij
Z Ut divwv w. dx
7 4 —J2,Mmj *JJI .
l’eIT

On peut mettre les équations ([11.22])-(|11.23)) sous forme matricielle (on utilise des notations

similaires a celles du paragraphe [3.3.2]).
Pour tout @ € Zq, j € Zq,, on définit les matrices et vecteurs associés & I'inconnue scalaire
et au second membre :

— Uf € RE est le vecteur tel que pour [ € ZJZT : (Uf)l = Ufl.
— M, e RExEe | w11 e IV < TF, (ML) :/ Giw; y w; y da.
Q.

— F; € R%i est le vecteur tel que pour [ € Z] : (F, )Z—El—/fz i de.

Les matrices M, sont diagonales et inversibles.

On définit les matrices et vecteurs associés a l'inconnue vectorielle : Soit Pf € RAT le
vecteur tel que pour m € I‘”‘ (Pe) = me

Soit M;,Z € RA AT 1a matrice symétrique telle que :
Y (m,m') € T8 x T8, (Mif)m,m/ = / k;lgijm, W A
Q;

Soit M;,Z € RAT AT 1a matrice symétrique telle que pour tout j € Zg, :

V(m,m') € T¢ x 0%, (M)pmr = (M5,
V(m,m’) € Iw S Z{H_, (Mgi)m,m’ = (Mféi)m,m’ +/ (O‘%j)_lgi,m' TN W T ds.

ij
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. 4ot
Soit i € I et j € Zg,. Soit My € R4 *45 1a matrice de couplage entre €); et € :

)

=0
Wm ') € T X I (B = [ 5 g

Y(m,m') € I¢ x T¢F,  (Mp ) = 0,
dx

J
7 \—1 . .
- / (alj) Ejﬂn/ : nj Qj’m]- : n_] ds?
3ij
V] i?j

ot 'expression de (Mp obtenue suite au choix du relévement discret

)(mi,m’)GIgj’aXI;Jr est
11.21)) sur I'interface ¥;;.

) o7 . . . .
Soit B, ; € R4 *Li ]a matrice de couplage entre les deux inconnues au sein d’un méme
0
sous-domaine :

V(m,l) € T¢T x IiT, (Bii)my = / divw; ,, w; ; dz.
QA

7

L ol . : i
Soit B; ; € R4 %L ]a matrice de couplage entre les deux inconnues dans des sous-domaines
voisins (voir encore une fois (11.21)) pour la correspondance de m; a m;) :

. . _ ) ij,a
/Q divw; ,, w; de si m=m; €Ly,

V(m,1) €I X I, (Bij)my = ;
0 si mell.
Les équations ([11.22)-(|11.23]) se mettent finalement sous la forme du systéme linéaire sui-

vant :
Pour tout i € g, trouver (Uf, PY) tel que :

MU +BL,P! = F,

~ o ~ 11.24
BiUf —Mp'Pf = ) MypP'—B;U". 2y
J€Lg,
La discrétisation de l'algorithme ([11.5)) s’écrit :
initialisation :Vi € I, (U?, P?) € R x RA” est donné.
itérations : pour £ =1,..., Vi € Zo, trouver (Uf, Pf) € RLi x RAT tel que :
<Mg B, ) <Uj> B <F> 3 ( 0 0 ) Ué*l (11.25)
oy — — ~ oy 1,
Bii —Myg') \F 0 = Bij —My') \ P
jusqu’a convergence.

L’algorithme (11.25) correspond & un algorithme de Jacobi par blocs pour résoudre le
systéme linéaire ((11.24]). La matrice globale n’étant pas symétrique, on peut aussi choisir
d’utiliser I’algorithme GMRES pour le résoudre.

Remarque 11.2 On peut vérifier, comme au chapitre que algorithme (11.25) peut
étre obtenu par des manipulations algébriques.



Chapitre 12

Probléme a une inconnue, méthode
avec contrainte

On part du probléeme ou , dont on sait qu’il est bien posé d’apreés le théo-
réme du chapitre [3] On a établi au chapitre [ qu'une reformulation équivalente par
sous-domaine est donnée par le probléme . On en propose une version équivalente,
qu’on exprime variationnellement avant de la discrétiser. Encore une fois, on suppose que
la solution u est telle que :

Pour tout (i,7) € Io X Zn,, kgradu-ns,; € L*(34)).

12.1 Approche continue

On considére le probléme pour lequel on ajoute comme inconnues les fonctions
(Aij)(ij)ezs représentant les traces kgradu - ny; s, sur Xj;, et on note A € M tel que
Als;; = Aij pour tout (i,7) € ZJ. Pour un élément p € M (voir (9.10)), on note p;; = s,
pour (i,7) € ZJ. Par la suite, pour le couple (j,7) tel que (i,5) € ZJ, on pourra utiliser
la notation juj;, en ayant posé : f1j; = ;5. Le probléme (9.13) est équivalent au probléme :
Trouver (u, ) € PV x M tel que :

(1)  VielIg —div(k;grad u;) + qiu; = f;  dans Q,
(1) Y(i,j) €eZT wp = wj sur Y, (12.1)
(ZZl) V(Z,j) € Ig X IQZ. k; grad u; - ng; = )\ij sur Eij.

Pour (i,j) € Zo X I, @ # j, on pose : sgn(j —i) = 1 sii < j ou —1 si ¢ > j. On peut

réécrire ((12.1))-(iii) sous la forme :
V(i,j) € Zo x Io,, kigradu;-nys, =sgn(j —i)Ai;.
Par exemple, pour (i,j) = (1,2), on a défini na; = n12 = nyz,, = —ngjz,,, d'oi :
ki grad ui-ngy,, = sgn(2—1)A\12 = A2 et ko grad U M|y, = sgn(1—2)Xo1 = —Ao1 = —Aqo.

On a donc bien : ki grad u; - nio = ko grad us - na; = A2 = Aoy
Nous allons voir que I'intérét de cette méthode de décomposition de domaine est qu’on peut
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choisir pour un couple (i,j) € I x Zg, des triangulations 7; 5, et 7, non coincidentes sur
¥ij (c’est-a-dire que T; ;, # T; 5, voir la définition ) Les multiplicateurs de Lagrange
discrets permettent dans ce cas plus général de minimiser 1’écart entre les solutions discrétes
u; p et u; g, restreintes a ;.

12.2 Formulation variationnelle

La formule d’intégration par parties (D.1]) donne, pour v; € V; :

—/ div(k; grad u;) v;de = /kgraduz grad v; de — Z/ k;iOn,u; v; ds,
Q;

J€Zq, Zij
= / k; grad u; - grad v; de — g sgn(j — z)/ Aij v; ds.
Q; . i
J€Lq, J

Le probléme ((12.1]) implique que (u, A) est solution de la formulation variationnelle :
Trouver (u, ) € PV x M tel que ¥ (v,u) € PV x M :

Vi€ Tq ab(ui,v;) — Z sgn(j—i)/ Xijvids = / fivide,
j€Tq, Xij Q;

V(i,j) € ZT / wij (u; —uj)ds =
by

ij

(12.2)

Les formes bilinéaires ail ont été définies en (|10.19)). En faisant la somme sur 7 € Zg, on
obtient :
Trouver (u, ) € PV x M tel que V (v,u) € PV x M :

Zaluz,v,— Z/ ij (Vi —vj)ds = /fvdac,
Q

1€Lo (1,5)€ZT

> /ijﬂij(ui—uj)ds =

(1,4)€TT
Soient apy et b les formes bilinéaires associées a la formulation variationnelle (12.2]) :

apy : PV xPV — R
(u,v) Zaﬁ(ui,vi) ;
1€Zq
b: PV xM — R
(v, ) Z / fij (v ) ds
(i.9)€TT

La formulation variationnelle s’écrit alors sous la forme du probléme mixte suivant :
Trouver (u, \) € PV x M tel que :

apy (u,v) + b(v,\) = / fodx Vv e PV,
Q
bu,p) = 0 Vi € xM.

(12.3)
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Théoréme 12.1 Le probleme (12.3|) est équivalent au probleme (12.1]).

Démonstration : On a vu précédemment que si (u, A) est solution du probléme ,
alors (u, A) est solution du probléme (|12.3]).

Réciproquement, soit (u, A) une solution du probléme (|12.3)).

Soit i € Zg fixé. En prenant des fonctions-test v telles que v; € D(£2;) et vy, =0 si m # i,
on retrouve —(i) au sens des distributions dans D’(€;), et donc dans L?(€;) puisque
fi € L3(%).

Ensuite, soient i € Zq et j € Zg, fixés tels que (4,j) € ZJ. En prenant des fonctions-test
v telles que

v; € g‘él\z—”(ﬁz) = {v € C®(y) : v =0 dans un voisinage de 9; \ ¥;;},

et vy, = 0 si m # 4, aprés intégration par parties (D.2H) et a 'aide de (12.1))-(i), on trouve

/ ()\’U - k:Z@nzul) (% ds = 0.

ij

Or, I'ensemble des traces sur X;; de C° (Q;) est dense dans L2(X;;) (voir le §D.3.1).

6Qi\Ei]~
On retrouve donc (12.1)-(iii) dans L?(3;;).
Enfin, on sait que [u] € M. En prenant pu = [u], on aboutit a ((12.1))-(ii). o

12.3 Discrétisation

On se place dans le cas 2D. Considérons comme discrétisation des espaces V; les élé-
ments finis de Lagrange Py décrits au §3.3.1} Comme au paragraphe[10.4] I'espace de discré-
tisation de V; est Iespace VJL (10.23)). Pour tout (i,7) € ZJ, on définit une famille de tri-

1 .. 1 A ij,a A .. .. 1,0 — 1,0
angulations (T, 1)n de X;j, constituées de A" arétes (amm)mezij, )" ={1,--- A%}

On a donc :

Yij = Upegiialijm.

L’espace de discrétisation de L%(3;;) est noté Wi, et est tel que :
Wijn = {Mh € CO(55j) : Ym € TV, pinjay, . € Pilaijm), tnjos,non = 0} . (124)

On note (M;j m) les sommets de la triangulation T, 5, (h donné) avec Iﬁ\j ={1,---, N;j}

mEIf\j
et Ny =|T}/| = AY“ + 1. Pour construire une base de Wj; , on choisit une famille de N}’
fonctions (/,Lij}m)mel-ij telles que :

Pour tout m € Iﬁ\j, Lijm € Wi, €t pijm(Mijm) = Ompy pour tout = I;j.

Remarque 12.2 Par définition, il y a deux degrés de liberté pour toute extrémité commune
a deuz interfaces distinctes Xij, et Xij,. St mqy et mg sont tels que M;j, m, = M;j, m, est
Pextrémité 0%;5, N 0%yj,, alors pijy mi € Wiji h €t [ijy.ms € Wij, n sont les deur degrés de
liberté correspondants.
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On pose Ny = Z Nij, Iy ={1,---,Nx} et (tm)merz, la base de H(i,j)eIJ Wijn telle
(i.)ETT N

que, pour tout m € Zy, il existe (i,5) € ZJ et my; € I;\J uniques vérifiant py, = fijm,;-

On cherche ((ujn)iezg s (Nijn)(ij)ezs) € (HiEIQ V;Z) X (H(i,j)elj I/Vijﬁ) une approxi-

mation de ( (u;)iezq, (Nij) (i,5)ezs ) telle que :

Vi€ Ia, uip= Z Usi.m Wim ot Uy := uy p(Mim),
mEZZ-+
V(i,5) €TT, Xijn =D Aijum tijom 0t Aijm = Nijn(Mijm)-

mGIj'

La discrétisation de la formulation variationnelle (12.2)) s’écrit :

Trouver ((uin)iezq > (Nijh) ez ) € (HiEZQ Vij;l X (H(i,j)GIj Wz'j,h> tel que

Vi€ g, VmeL,

Al (i s i) — Y s80(5 — 1) (Nijn s Wi )r2(sy) =/ fiwimde,
Q;

J€Iq, (12.5)

V(i,j) €T, YmeTV (Hm s Wi — ujn)r2(s,) = 0.

Pour (i,j) € ZJ, 'utilisation d'un multiplicateur de Lagrange permet de choisir V;, et
Vjn de sorte que T;j, # T, ), (voir la définition ) On a alors N%z‘j #+ N%ij (voir la
définition ) Ce type de méthode de décomposition de domaine est appelée souvent
méthode de décomposition de domaine non-conforme.

Il faut prouver que le probléeme est bien posé, en particulier montrer la condition de
stabilité . On peut établir (exercice) qu’elle est bien vérifiée lorsque Wi;, = T +%;
(voir [36]). En particulier, lorsque les triangulations a 'interface sont égales ou si I'une est
une sous-triangulation de l'autre, on peut choisir la plus fine des deux, soit : W;;, = T,
lorsque Ngij < N%ij. Sinon, on peut créer une intersection des arétes des deux triangula-
tions et utiliser les éléments finis P; sur cette nouvelle triangulation.

Aprés avoir décomposé u;;, sur la base (wi,m)mezj pour i € Ig et \;jp sur la base
(Mij7m)m€1—§j pour (i,j) € ZJ, la formulation variationnelle (12.5)) se réécrit :

VieTg, YmeZ,
> Ui @ (Wi, win) = Y sgn(i =) Y Mg (Pijomt » Wi ) 2(s,))

m/eI?’ jEIQi m’EI;\j

= i Wi mde,
l;f : (12.6)

V(i,j) € T, Ym eIV
Z Ui ( Wi » wi,m’)Lz(En) - Z Ujome (Higm s Wjme )LQ(Eij) =0.

7’71’61{F m’EI-.F
\ J

On peut mettre les équations (12.6)) sous forme matricielle.
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Soit 7 € Zg. Soit A;; € RN <N 1a matrice symétrique telle que :
/ + + 0
V(m,m') € I." X T,", (Ai i) m.m = a1 (Wi m/, Wim).
Soit M; » € RN *Nx 1 matrice telle que :

(M ) B 0 si meIZ»“
i,AJmm/ — (Mm’,hvwi,m)L2(Eij) si meI;fE,

7

V(m,m') € T} x I,

)

Soient ﬁz et E € RN les vecteurs tels que : (ﬁl) =U;m et (F’Z) = F;m.
m m

Pour (i,7) € ZJ , on définit A;; € RMY e vecteur tel que Ym € Iﬁ\j, (Aij),, = Nijm.
Le systéme linéaire correspondant a ((12.6)) s’écrit :

~ + i
Trouver < (Ui>’i€IQ ’ (Aij)(iyj)ezj> € [liezy R x Tl jers RYY tel que :

Vi€ Io, AU — Z sgn(j — )M \Aij = F;
i€to; (12.7)

V(i,j) € ZJ, M\ U; —M], U; =0.

On rappelle que NT = Z Nf. Soit Ay € RV x RY" la matrice diagonale par blocs,
i€Tq

dont les blocs diagonaux sont tels que : Vi € Zg, [Ay];; = Ay, (voir le .

Soit My € RY" x RM la matrice composée de Ng X Ntz blocs, ot Nzs est le nombre

d’interfaces. Les blocs non nuls sont tels que : V(i,j) € ZJ, [My]; ;) = —Mia et

(Ml i) = Mja-

Sgient lz et F € RN" les vecteurs composés de Nq blocs tels que : Vi € Ngq, [ﬁ]z = ﬁi,

[F]; = F}.

Soit A € R le vecteur composé de N7z blocs tel que : ¥(i,j) € N7z, [A](

Le systéme linéaire se réécrit :

Trouver (U,A) € RV" x RM tel que :

Ay M, U F
= . 12.8
Conr &) (5)=(5) =
Pour résoudre ce systéme linéaire, on peut utiliser I'algorithme suivant (dit algorithme
d’Uzawa), en calculant d’abord A puis U :

ig) = Nij-

12.9
MU = F—M,A. (12.9)

{ MOTATMLA = (My)TAJ'F,
On reconnait a la premiére ligne le complément de Schur.
Les matrices A;; sont symétriques, définies-positives, et les matrices M; y sont de rang
maximal. La matrice (MA)TA)_\IM » est donc symétrique définie-positive : on peut utiliser
I’algorithme du gradient conjugué pour calculer A. La matrice A étant diagonale par blocs,
la résolution U peut se faire en paralléle sur chaque bloc.
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12.4 Interprétation algébrique

Le systéme linéaire , issu d’une méthode de décomposition de domaine, s’obtient
également de fagon algébrique, en manipulant les sous-blocs du systéme linéaire obtenu
aprés discrétisation du probléme sans décomposition de domaine. Plus précisément, étu-
dions le cas de deux sous-domaines.[]

En partant du probléme et en manipulant les blocs d’équations, on peut obtenir
un systéme linéaire proche du systéme linéaire . Remarquons que l'on a :

(Ae) U+ AL s Us + A3 5 Us + (Aos) Up = Fe = Fi s + Fox.
On introduit alors A’ € RV® tel que :
Ni=A )+ AL 5 Us — Fig = —(Ays) Uy — A} 5 Us + Py,
de sorte que :
(Ars) Ui+ A5 s Us — N =Fiy, ALsUs+ (Ays) Us+ A = Fys.

Pour traiter le vecteur A’ comme une nouvelle inconnue, il faut introduire les RV® équations
indépendantes données par la relation U;y = Usyx. Soit My € RN=XN2 ype matrice
inversible, si on introduit A := (My)~'A’, on peut finalement réécrire le systéme linéaire

(10.31)) sous la forme :

A Al s 0 0 0 Ui I}
(ALZ)T A%],E 0 0 —Myx, Ux Fix
0 0 Aoy Ass 0 U, |=| B |. (12.10)
0 0 (Aex)T Aky My Uzx Pz
0 My 0 Mg 0 A 0
Soient
~ Ui Nt F7 < Uz ) N 4 77 U N+
U, = eRV, U, = eERM et U=| Z' | erRN".
! ( Urs > 2 Usx ¢ U,

De méme pour définir F € RV Soient MZ A= ( 0 > € RV XNz of M,\ = _AMI”\ .
’ ME M27)\

Le systéme linéaire (12.10]) se met sous la forme :
Trouver (U, A) € RY" x R tel que :

Ay MU () (12.11)
(M) 0 A 0
Cette approche donne une méthode systématique pour résoudre en paralléle le systéme
linéaire ((10.31)), similaire & la méthode du complément de Schur.

49. Voir la note de bas de pagem page En outre, on décompose Fs en deux contributions Fj s,
i € {1,2} telles que (Fis)m = / f wimde.

Q;
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Si Mly; est égale a la matrice identité d’ordre Ny, on remarque que la matrice de couplage
M) ne dépend pas des volumes des éléments d’interface, ce qui pourrait poser des problémes
de stabilité numérique.

Si My est la matrice de masse associée aux degrés de liberté de l'interface, on trouve
M, = M,.

La généralisation aux maillages non conformes est possible en adaptant le nombre de degrés
de liberté de A et en modifiant astucieusement la matrice My, dans la matrice IMIZ A (qui
ne sera plus nécessairement une matrice carrée).



Chapitre 13

Probléme a deux inconnues, méthode
avec contrainte

On souhaite & nouveau résoudre le probléme ou ([9.2). Comme au chapitre
on va s’appuyer sur les inconnues (u;, p;)icz,- Par contre, et contrairement a I’hypothése
faite aux chapitres précédents, il n’est plus nécessaire de supposer que la trace normale de
p; = kigradu; sur les interfaces X;; appartient a LQ(ZZj) pour (i,7) € I x Zq,. L’idée
développée ci-dessous consiste, plutdt que de considérer séparément la trace normale de
chaque coté des interfaces, a s’intéresser directement a la différence de ces traces sur les
interfaces (ce qu’on a appelé le saut, défini en (9.8)).

13.1  Approche continue

Si on part du probléme & deux inconnues (9.16)), le multiplicateur de Lagrange A repré-
sente la trace de u sur Xg et appartient & I’espace Hi/z(ES)

HY?(85) = { i€ M|y € HYA(Sy), ¥(ij) € I7 } (13.1)

ou on rappelle que M = { W e H(i,j)elj LQ(Eij)}. Par la suite, pour tout u € M, on choisit
la notation "naturelle" ;5 := px,;. Le probléme (9.16) est équivalent au probleme :
Trouver (u,p,\) € PV x PH(div, Q) x Hi/Q(ES) tel que :

(0) Vi€ I, divp, + qu; = fi dans €,
i) VieZIo, E7lp, +gradu; = 0 dans €,
(ZZ) Vi € IQ, Vj S IQi, U; = _)\ij sur Zija '
(le) V(Z,j) S Ij, [p . n}ij = 0 sur Zij,

13.2 Formulation variationnelle

Bien str, v € L?(2). D’autre part, on a vu a la section que [p-nl;; € Hl(j pour tout
(i,7) € IoxIg,. Par ailleurs, L?(¥;;) C HY; (voir :D Comme 0 € L*(3;;), on en conclut
que, d’aprés (13.2)-(iii), on a en particulier [p - n];; € L?(%;;) pour tout (i,7) € Zg x Zq,,

223
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et [p-n] € M. Ainsi, p € H, ou H est défini en (9.10). On va maintenant chercher
(u, p) € L?(Q) x H. Pour cela, on construit une nouvelle formulation variationnelle.

On rappelle que, par équivalence entre (9.16)) et le probléme initial (9.1]) ou (9.2)), on sait
que u € HE(Q). Ceci nous permet d’utiliser la formule d’intégration par parties (9.11)),

pour q € fI, puis (|13.2)-(ii) comme caractérisation de la trace de u sur Xg, pour trouver :

/gradu'qdw = —/udiqua:—i—/ [q - n]us, ds
Q Q Xs

= —/udiqu:c—/ [q - n]\ds.
Q Ss

(Voir la note de bas de page “* page pour Pécriture d’intégrales sur 2).
Si maintenant on utilise ((13.2)-(i), on trouve cette fois

/gradu~qdaz = Z/ graduz'-qidiB:—Z/ ki 'p; g da
Q Q; Q;

i€Zq 1€Lq

= —/klp-qda:.
Q

Ainsi, pour tout q € fI, on a :

—/klp'qdw—i-/udiqua:—k/ [g-m]Ads =0.
Q Q Tg

Ci-dessus, le gradient de u a disparu.
Par ailleurs, pour tout v € L?(f2), on a d’aprés ((13.2)-(0) que :

/(divp—l—qu)vdm = / fodex.
Q Q
Enfin, pour tout pu € M, d’aprés ((13.2)-(iii) il suit :

/Zs[p-n]udszo-

Pour résumer, si le triplet (u,p, A) est solution de (13.2), alors c’est une solution de la
formulation variationnelle : _
Trouver (u,p,\) € L2(Q) x H x M tel que ¥(v,q, ) € L*>(Q) x Hx M :

/ (—k_1p~q+u divq+vdivp+quv) dx
Q

o Qg mxepm ds= [ roda (13.3)

Théoréme 13.1 Le probléme (13.2)) est équivalent au probléeme ((13.3)).
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Démonstration : On vient d’établir que si (u, p, \) est solution du probléme (13.2)), alors

(u, p, \) est solution du probléme (13.3).

Réciproquement, soit (u, p, A) une solution du probléme (|13.3). Puisque HcC PH(div, Q),
on sait déja que p € PH(div, ). Ci-dessous, (v, g, 1) sont des fonctions-test bien choisies.
Soit i € T, fixé. On choisit v avec v, =0sim #i, et g =0, p=0: Vv; € L?(),

/ (divp; + qu; — fi)vidx =0,
Q;

c’est-a-dire ((13.2)-(0).
On choisit maintenant v = 0, g avec g; € D(€;) et q,,, = 0sim # i, et p = 0:VYgq; € D(;),

(—k; 'p; — grad u;, q;) = 0,
c’est-a-dire ((13.2)-(i) au sens des distributions dans D’(€;). Ainsi, u; € H(;) pour tout

i € Ig. En particulier, la trace de u; sur 0€2; est bien définie. Montrons que u; = 0 sur
[; = 0Q; N Q. On introduit v € L2(98Y;) telle que v = u; sur [y, et 0 ailleurs (c’est-a-dire
sur 9€; N Xg). On rappelle que L2(99Q;) C (H'Y/2(95Y;)). Par surjectivité de I'application
trace normale (voir le théoréme , il existe g; € H(div, ;) tel que g; - n; = v sur 0%;.
Si on annule v, q,,, si m # i et p, on trouve

/ (—k;'p; - q; +u; divg;) dz = 0.
Or, on sait déja que —k; lpi = grad u; dans €); : on remplace —k; 1pi par grad u; dans
I'intégrale volumique et on intégre par parties (D.2) pour trouver

0Q;

Soit, en remplagant la trace normale de g; par sa valeur, que HUZ'H%Q(F” = 0. En d’autres
termes, on a obtenu que u; € V;, et donc que u € PV.

Ensuite, soient i € I et j € I, fixés tels que (i,7) € ZJ. On choisit maintenant v = 0,
g =0, et p avec p;; = [p-nlij et fn = 0si (m,n) # (4,5) :on a ||[p- n]in%Q(EU) =0,
c’est-a-dire (13.2)-(iii).

Soit une derniére fois i € Zq fixé. On définit \; € L?(9Q;) tel que pour tout j € Zg,,
Ails;; = Aijs €t Ay, = 0. On sait que u; + \; € L?(09;) C (H1/2(8QZ-))’. Par surjectivité
de T'application trace normale (voir le théoréeme [D.3), il existe gq; € H(div, ;) tel que
q; - = u; + A\; sur 02;. Si on annule v, q,,, si m # ¢ et p, on trouve

/ (_ki_lpi -q; +u; divg;) dz + / g; n;A\ds=0.
€4 09

On remplace —k;” lpi par grad u; dans 'intégrale volumique et on intégre par parties (D.2))
pour trouver

/ q; -ni(u; + ;) ds = 0.
o0,

Soit, en remplacant la trace normale de g; par sa valeur u; + A; qui s’annule sur I';, que
s + Aill72 (90un5g) = 0- En d’autres termes, on a obtenu —(ii). Et il suit finalement

que \ € H£/2(Z‘S). o
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On va réécrire cette formulation variationnelle sous une forme plus compacte. Consi-
dérons les espaces produits suivants, munis de leur norme produit :

2 T 2 g \ /2
V=) xH; (0, 0)ly = (030 + lalZ) (13.4)
et ay la forme bilinéaire suivante :
52 : ]7 X ]N/ — R
((v,q), (w,r)) Z / (—k;i_lq ‘r4ovdivre +wdivg + ¢ vw) de - (135)
i€Zg ¥ S

On peut alors réécrire la formulation variationnelle (13.3)) sous la forme :
Trouver ((u,p),A) € V x M tel que V((v,q),p) €V x M :

az((u, p), (v,9)) + (lg - n), N 2sg) + ([P 0], W) 12(56) = (f,0) 120 (13.6)

On peut alors appliquer la théorie de Banach-Necas-Babuska ou la théorie de la T-coercivité
pour établir le caractére bien posé de (13.6)), voir [9].

Théoréme 13.2 Sous les hypothéses , la formulation variationnelle est bien
posée. En particulier il existe une constante C > 0 ne dépendant que de € et des coefficients
telle que :

Ve L3(Q), 3(u,p,\) solution de tel que
lullr2@) + IPllg + M2y < C Nl L2 @)-

13.3 Discrétisation

On se place dans le cas 2D. Considérons comme discrétisation produit de l’espace
L2(€) x H les éléments finis de Raviart-Thomas Py — RTy décrits au NL’espz}vce de
discrétisation de L?(Q) est My, := HieIQ M, j, et 'espace de discrétisation de H est Hy, :=
[Liez,, Qi n,voir m Pour tout (4,j) € ZJ, on définit une famille de triangulations
7% = {1,--- ,AY"}. On a

L. 3 A ij,(l A .. .
(Ts,; n)n de X;j, constituées de AY™ arétes (azj7m)mez-§\],a,

Y = U Qijm-

ij,a
meZy

donc :

L’espace de discrétisation de LZ(Zij) est noté My, p et est tel que :

MZij,h = {:U’h c L2(EZ]) - VYm € I;\j’a, Pohlas; m S Po(aijym)} . (137)
Pour construire une base de Mgij,h, on choisit les fonctions caractéristiques (,um)m cpida
A
Vm, m' € Iij7a7 Mm|aij’m/ = 5m,m"

50. Les espaces abstraits sont différents de ceux du paragraphe §11.3] et en particulier ils sont munis de
normes différentes, comparer || - ||,,+ & || - ||g- Néanmoins on choisit la méme discrétisation.
i
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Posons My, j, = H(i,j)ezj My, p- La formulation discréte de (13.6]) s’écrit :
Trouver (up, py, An) € Mp, X ﬁh X My, , tel que :

(U, Ph, fin) € My, x Hy, X My,

ax((un, pr); (vn, pp)) + ([@n - 1) An)L2sg) + ([Pn - s 1n) 12 (2g) = (F,v0) 22()-

(13.8)
On reprend les notations du §I1I} Comme pour le cas a une inconnue, l'utilisation d’un
multiplicateur de Lagrange permet de choisir, pour chaque couple (4,7) € ZJ, des espaces
H;j, et Hjj tels que 7% # T4 (voir la définition (11.20)) [9]. T faut prouver que
le probléme (|13.8) est bien posé, en particulier montrer la condition de stabilité (C.7).
On peut montrer que celle-ci est vérifiée lorsque My, j = T;’J;La + ‘1’;{#. Ainsi lorsque les
triangulations a l'interface sont égales, on peut choisir : My, p = Tﬁ{;la = ;]ha Si l'une
des triangulation est une sous-triangulation de l'autre, on peut choisir la plus fine des
deux. Sinon, on peut calculer 'intersection des arétes des deux triangulations et utiliser
les éléments finis Py sur cette nouvelle triangulation. Dans les cas énumeérés ci-dessus,
on dit que les discrétisations entre H; , et H;j d’une part, et My, 5 d’autre part, sont
compatibles. On a le résultat suivant, voir [9].

Théoréme 13.3 Sous les hypothéses et st les discrétisations sont compatibles, la
formulation variationnelle discréte est bien posée, et elle vérifie une condition de
stabilité uniforme. En particulier :

Jim (le = unll 20y + 1P — Prullg + 1A = Anllr2(sg)) = 0

La formulation discréte ((13.8)) s’écrit (les espaces d’indices sont définis au §11.3)) :

Trouver ((win,P; p)iezo, (Nijh) @i, j)ezs) tel que :

Vi€ To, V(l,m) € I x I 1 ah((uin,ig) s (Wi win)) + > (Wi - Ty Aijin) 12(5s))
J€Lo,

= (f, Mi,l)LQ(Qiy

V(i,j) € ZJ,¥Ym e T)* : (Pip - M + Pjp - s fm) L2(x,,) = 0
Aprés avoir décomposé u; p, p;j, et Aijn dans leurs bases respectives, on obtient :

Trouver (((Ui,l’)l’eIiTa(Pi,m’)mfngr)iEIm((/\ij,m’)m/GI;jv“)(i,j)EZJ) tel que Vi € Ig, et
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(13.9)

Vj € IQi :
( .
VieI! : Z Ui ¢ w; jw; pde + Z P | w;y divw,; . dx
vezf i m!€Te+ i
= (fi»w; 1) r2(0.)

Vmel : — Z Pi’m// ki_lgim W gy A

m/€To+ i

+ ) Ui / div w; , w; y d =0,
verl b
YmeLy  — Z P,;’m// ki Wi @i A

m/eTet i

+ Z Ui’l/ / divﬂi’m Wy dx + Z )‘ijvml / Wim = T ds =0,
verr i — s

et V(i,§) € ZJ, Vm € Ty

m/ €L+ m/gz;_l+

Z Pz-’m// Hom, W s+ T dS + Z P]m// Pon Wy - Tj ds = 0. (13.10)
Xs Xg

On peut mettre les équations ((13.9))-(13.10)) sous forme matricielle. On reprend les défini-
tions des matrices M¢,, My', B;; données au chapitre Pour i € I, j € Zq,, on appelle

At x AL .
Cii; eR ™ “%ij la matrice de couplage entre p; j, et A;j p, telle que :

0 si

g,

{2

/ a-+ 'j,CL . L. —
\vd (m, m ) - IZ X I;\ : (Cz,z])m,m - / m T fhyny ds si

ij

Le systéme linéaire correspondant & ((13.9))-(13.10|) se met sous la forme :

Trouver (Ui, Pi)iezq, (Mij) i jyezs) tel que :

Vi € Ig, M.U; + B,Pi = F,

Vi € Ig, B;,iU; — ML P; + Z Ciijhij = 0,
J€Lg;

v(i,j) € 17 cl,Uui+Cl,u; = o

m € 1},

ij,a
m € Ii,Ei'

(13.11)

Les matrices M, B; ; et M; (pour i € Zq) ont été introduites au chapitre On rappelle

que les matrices M, sont diagonales, et inversibles.

En utilisant la premiére équation de (13.11)), on obtient : U; = (M)~ (F; — B}, P;). En

utilisant ce résultat dans la seconde équation de (13.11]), on a :

S, = Byi(ML)"'Bf, + M,

S;)Pz — Z Cz‘,iinj = ﬁi, avec . _ 4
J€Zq, F, = BZ7Z(MZ)_1F1

Le complément de Schur S}, est une matrice symétrique définie-positive car (M},) ™" et ML,

sont symétriques définies-positives.
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On peut réécrire (13.11)) ainsi :

Trouver ((F)iezq, (Aij) i )ezs) tel que :

Vi € o, SpPi+ Yjery, Ciishis = Fi (13.12)
Y(i,j) € .7, CliPi+Cj P = 0

De méme que pour le cas & une inconnue, on peut résoudre ce systéme linéaire en calculant
d’abord (Asj)(; jyezs puis (Pi)iezq,-
Pour finir, on en déduit (U;)iez,, & l'aide de

VieIo, U;=(M,) " (F-BLP),

ce qui est peu cotiteux car les matrices M, sont diagonales et inversibles.
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Annexe A

Valeurs propres et vecteurs propres

A.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne quelques résultats théoriques fondamentaux qui sont utilisés
pour construire des algorithmes de calcul des éléments propres des matrices. La présen-
tation de la forme de Jordan, puis de la décomposition spectrale d’'une matrice permet
d’établir une distinction entre matrices diagonalisables et matrices défectives.

A.2 Rappels

Avant de commencer I'étude des propriétés spectrales des matrices il faut rappeler
quelques notions utiles : tout d’abord il est nécessaire de se placer dans le corps C des
nombres complexes, car les valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice a éléments
réels peuvent étre complexes. A I'exception de certains cas particuliers, tous les calculs
présentés dans ce chapitre sont donc effectués avec des nombres complexes.

Soit B = {b1,ba,...,b,} une base de C". On peut écrire tout vecteur x sous la forme

x = x1by + x2ba + -+ + x,by, avec (x;)i=1,n les n coordonnées de = dans la base B. On
peut alors définir le produit scalaire complexe associé[szl de C"

n
(u,0) = v'u =Y w,
i=1

T désignant le complexe conjugué de x. Si besoin, on note ce produit scalaire (-, -)cn.

51. Dans un C-espace vectoriel V, le produit scalaire complexe (-, )y posséde les propriétés suivantes :
— 11 est linéaire par rapport & la premiére variable :
Yai,az2 € C, Yvi,v2,w €V, (a1v1 + agvz2,w)y = a1(vi,w)v + az(ve, w)y.
— 11 est anti-linéaire par rapport a la deuxiéme variable :
Yai,az € C, Yv, w1, w2 € V, (v,a1w1 + acw2)y = a1 (v, w1)v + az(v, w2)v.
— 1l est hermitien :
Yo,w eV, (v,w)y = (w,v)y.
— 1l est défini-positif :
Yo € V\ {0}, (v,v)y > 0.
Dans ce cas, |[v|lv : V — R, défini par ||v]|y = ((v,v)v)'/?, est une norme sur V. De plus, I'inégalité de
Cauchy-Schwarz est vérifiée, voir la Proposition: Yo, w eV, |(v,w)v]| < [jv]lv ||w|lv.

231
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On associe a toute matrice A € C™*™, la matrice adjointe de A, notée A* € C™*",
définie par
Yue C™ veC” (Au,v)cn = (u, A"0)cm.

Ceci implique que
(A%ij =40 1<i<m, 1<j<n

De la méme fagon, si on se place dans R™ et qu’on choisit une base, on peut définir le
produit scalaire associé de R™ par

n
(u,v) = vl = Zuz v;
i=1

Si besoin, on note ce produit scalaire (-,-)gn. On associe a toute matrice A € R™™ la
matrice transposée de A, notée AT € R™*"  définie par

Vu e R™, v eR” (Au, v)rn = (u, ATv)gm.

Ceci implique que
(AT)i,j = A]’,i 1 S 7 S m, 1 S ] S n.

Définition A.1 — On appelle valeur propre d’une matrice A, toute racine compleze
Ai, ou A\i(A), du polynéme caractéristique p(\) = det (A — \I). A ce titre on
associe 4 chaque valeur propre sa multiplicité algébrique m;, qui est ['ordre de
multiplicité de \; en tant que racine de p. Si on note d le nombre de racines distinctes

de p, on peut donc écrire
d

p(A) = [T = x)™.
i=1
— On définit aussi la valeur propre \; et un vecteur propre associé u; comme
un couple (Ai,w;) solution du probleme Au; = MNwu;, avec u; # 0, ce qui peut
encore s’exprimer par la relation d’appartenance u; € Ker (A — A\I) \ {0}. On
introduit donc naturellement la notion de multiplicité géométrique de \; par
gi = dim (Ker (A — A\, 1)), pour i compris entre 1 et d.

Proposition A.2 Les multiplicités (m;)i=1,4 et (gi)i=1,a4 vérifient les relations :
d
(i) Zmi =n;
i=1
(”) gi < my, pour i € {L e 7d} ;
d

(iii) 3 gs < n.

i=1

Démonstration : Comme tout polynéme a coefficients complexes est scindé dans C, on
en déduit immédiatement la relation (i).
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Pour prouver (ii), on introduit, pour i fixé, B; = (e1, - - - , eg,) une base de Ker (A—\;I).
On la compléte en une base B’ de C". La matrice A est alors semblable a la matrice par

blocs ci-dessous,
N, X
! 1+3g;
v=[ 5

qui représente 'application linéaire asssociée, exprimée cette fois dans la base B’. On a
alors

p(A) =det (A" — AL) = (A — \)9 det (Y — AL,_,,).

Ainsi \; est racine de p d’ordre au moins g;, ce qui prouve (ii).

Pour finir, (iii) est une conséquence immédiate des deux points précédents. o
Avant de détailler plus avant la présentation, nous rappelons le résultat bien connu

Proposition A.3 Soient (vi)r d' vecteurs propres de A, associés a des valeurs propres
deuz & deux distinctes. Alors (vg)x est une famille libre de C™.

Démonstration : Raisonnons par récurrence sur d’.

Pour d’ = 1, on note que, par définition des vecteurs propres, v1 # 0. Ainsi, (v1) est bien
une famille libre.

Supposons le résultat vrai d’ — 1. Considérons une famille (vy)x de d’ vecteurs propres de
A, associés a des valeurs propres deux a deux distinctes. Si la famille (vg)y était liée, on
pourrait par exemple écrire

d/
v] = Z QUL
k=2

Or, par application de A (resp. par multiplication par A;), on trouve

d’ d
AV = Z AU (Tesp. Adjvp = Z)\lakvk).
k=2 k=2

Par différence, on en déduit que

d/

Z(/\k — Al)akvk =0.

k=2
Si on applique 'hypothése de récurrence, on trouve (Ay — Aj)ay, = 0, pour k € {2,--- ,d'} :
Comme A\, # A1, on a en fait ax = 0, pour k € {2,---,d'}, ce qui entraine v; = 0 et
aboutit a une contradiction. La famille (vg)g est donc libre. o

Définition A.4 Une matrice A de C™*" est dite diagonalisable lorsqu’elle est semblable
a une matrice diagonale.

On commence par le résultat ci-dessous.

Proposition A.5 Une matrice A € C"*" est diagonalisable si, et seulement si, il existe
une base de C" formée de vecteurs propres de A.
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Démonstration : Si A est diagonalisable, on peut écrire A = UAU !, avec U inversible
et A diagonale,

A 0 ... 0
A= |0 R

: . .0

0O ... 0 M\,

On note (u;)1<i<n les vecteurs colonnes de U. Comme U est inversible, ils sont linéai-
rement indépendants : ils forment donc une base de C". Qui plus est, si on écrit AU = UA
colonne par colonne, on trouve Au; = A\;u;, pour ¢ variant de 1 & n.

Réciproquement s’il existe n vecteurs propres uq, us, - - - , Uy linéairement indépendants,
alors la matrice
nxn
U:[ul Uy - un]e(C ,

est inversible. Des relations Au; = A\;u;, pour 1 < i < n, on tire successivement AU = UA,

puis A = UAU L. o

Proposition A.6 Une matrice A de C"*"™ est diagonalisable si, et seulement si,

d
Z gi =n.
i=1

Démonstration : Par définition, si A est diagonalisable, alors elle est semblable a la
matrice par blocs

A1y, 0 0
A, _ 0 )\2 I92 :
9y
: 0
0 0 Al
écrite dans la base de vecteurs propres (e}, - - - ,e}h, e - ,632, e ,e‘ll, e ,egd). On constate

alors que les racines du polyndéme caractéristique p sont A1, ---, Ay et que, de plus, \; est
exactement racine d’ordre g;. Dans ce cas, >, g; = n.

Réciproquement, soit (e}, - ,eflh) une base de Ker (A — \;I), pour chaque i. Par hy-
pothése, (ex)r = (el,--- ,eglh,e%,--- ,632,-" ed ... ,egd) est une famille a n éléments de

C™. Pour prouver que c’est une base, il suffit de vérifier qu’elle est libre. Soit donc (ag)g

tels que
n
Z ager = 0.
k=1

On regroupe alors les éléments de chaque Ker (A — \;I), pour trouver Z?:l v; = 0, avec

9i
v; = Z al el € Ker (A — N\I).

m=1
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D’aprés la Proposition [A.3} chaque v; = 0. Finalement, comme (e}, - ,e_(lh_) est une base
de Ker (A—\;I), on a de plus o, =0, pour m € {1,---,¢;}. En conclusion, tous les (ax)g
sont nuls, et (eg)r est une base de C™ formée de vecteurs propres de A. o

Corollaire A.7 Sitoutes les valeurs propres d’une matrice sont distinctes, elle est diagona-
lisable.

Démonstration : Dans ce cas, on a g; = 1, pour ¢ variant de 1 & n. Leur somme vaut
donc n. o

Définition A.8 Une matrice A de C™"*" est dite défective lorsqu’elle n’est pas diagona-
lisable.

On introduit ensuite les notions suivantes :

Définition A.9 L’ensemble des valeurs propres d’une matrice A s’appelle le spectre de
A. On le note Spe(A).
— \; est dite valeur propre simple si, et seulement si, m; = 1; sinon A\; est valeur
propre multiple.
— \; valeur propre multiple, est dite semi-simple si, et seulement si, m; = g; > 1;
sinon \; est valeur propre défective (on a alors m; > g;).

Remarque A.10 D’aprés ce que l'on a vu ci-dessous, une matrice A admet au moins une
valeur propre défective si, et seulement si, elle est défective.

Par ailleurs, seule une valeur propre multiple peut étre défective, puisque pour une valeur
propre simple A;, on am; = g; =1/

Enfin pour en terminer avec les définitions, rappelons encore que

Définition A.11 On dit que v € C1*"\ {0} est vecteur propre a gauche de la matrice
A, si et seulement si il existe u € C tel que v* A = pv*. Par cohérence les vecteurs propres
usuels sont appelés vecteurs propres a droite.

Un vecteur propre a gauche est un wecteur ligne de C**™. Un vecteur propre a droite
est un vecteur colonne de C**', que I'on identifie & C™. On ne distingue pas valeur propre
a droite de valeur propre a gauche. De fait, ces notions coincident.

Proposition A.12 A chaque valeur propre correspond un vecteur propre & droite, et un
vecteur propre G gauche.

Démonstration : 1) Pour commencer, on a la série d’équivalences sur les valeurs propres
(a droite)

Aiv.p.de A <= det(A—\NI,) =0<=det(A—NI,)*=0

<= det (A* — \I,) =0 <= )\; v. p. de A*.

2) Ensuite, on vérifie par transposition et passage au complexe conjugué que, pour u € C",
u # 0, Au = pu équivaut a vA* = v, avec v = u* = (U, -+ ,Up) € C¥™\ {0} : \; est
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valeur propre & droite de A si, et seulement si, \; est valeur propre a gauche de A*.
3) On conclut que

A; V. p. & gauche de A é} Ai V. p. a droite de A* <1——)> A = )\:, v. p. & droite de A.
o

Proposition A.13 Soit u; un vecteur propre & droite de la matrice A € C"™™ : Au; =
Aiug, et soit v; un vecteur propre a gauche de la matrice A : U;‘A = )\jv;. Si \i # N\, alors

*
ViU = 0.

Démonstration : On note que, comme v; € CYX7 et u; € C™!, leur produit ViU
appartient a C.
Soient A; et u; tels que Au; = A\ju;, Aj et v; tels que ’U;-(A = \v

*
7, alors

Au; = \ju; = v¥Au; = oty
v g 20N = \otu = vt Auy = (uf A*v;)* = Ajviug,
A*’Uj = )\jvj — U?A*’Uj = )\jufvj J J v J

soit finalement (A; — Aj)viu; = 0. o

J

Pour conclure ce paragraphe, considérons les deux matrices suivantes :

1 2 —4 1 2 —4
Ar=10 2 2 et Ay=1{0 2 2 |;
00 3 00 2

elles ne différent que par le dernier élément, mais ont des propriétés spectrales distinctes
Spe<A1) = {17273} et Spe(AQ) = {172}

La matrice A1 ayant ses valeurs propres réelles distinctes, ses vecteurs propres forment une
base de C? (ou de R3). A; est donc diagonalisable :

1 2 —4 1 20 1 00 1 2 0
Ai=1(0 2 2 | =101 2 0 20 01 2
0 0 3 0 01 0 0 3 0 01

La matrice Ag est défective : la valeur propre A(As) = 2 a une multiplicité algébrique
m = 2 car le polynome caractéristique est divisible par (A—2)2. Sa multiplicité géométrique
est g = 1 : en effet tout vecteur propre v = (v, ve,v3)? associé & la valeur propre A = 2
vérifie nécessairement les relations
v1 +2vg —4vy = 2u;
2v9 + 203 = 209
21)3 = 27)3

on en déduit que vz = 0 et v; = 2vs; le sous—espace propre relatif & la valeur propre A\ = 2
est donc engendré par le vecteur v = (2,1,0)7. La matrice Ao est défective, et on peut

seulement écrire
-1

1 2 —4 1 2 0 1 00 1 2 0
A,=10 2 2] =(01 2 0 21 01 2
0 0 2 0 0 1/2 0 0 2 0 0 1/2
Cette différence peut s’avérer trés importante dans la pratique, en particulier lorsque 1’on

doit évaluer A¥ et A5
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A.3 Localisation des valeurs propres

Théoréme A.14 [Gerschgorin-Hadamard] Le spectre de la matrice A € C"*" est contenu
dans ’ensemble D réunion des disques D; du plan complexe définis par

Di = {Z c (C, |Z — A’M’ < Z‘A%JH
J#i

Démonstration : Soit A une valeur propre de A et u un vecteur propre associé, et soit
|ui| = max |u;|, alors |u;| # 0 et
J

uj
ZAZ'J‘ Uj = AU, <= )\ — Az‘,i = ZAI’]TT»L <~ |)\ — Ai,i| < Z|A1,J|
J J#i JF#i
Ainsi, A appartient au disque D; de rayon Z\A”| centré en A;;. A toute valeur propre
J#1
A, on peut ainsi associer un disque D;, et le spectre de la matrice A est donc contenu dans
I’ensemble
D=ULDi=UL{z€C, |z—Ai;| <> |A;;l}.
J#i
o

Ce résultat permet de localiser simplement les valeurs propres d’une matrice dans
le plan complexe. Dans le cas d’une matrice non hermitienne N, on peut appliquer le
Théoréme aux matrices N et N* qui ont les mémes valeurs propres, mais des disques
de Gerschgorin différents, ce qui permet une localisation plus précise du spectre de N.

Remarque A.15 Il existe de nombreuses configurations. Par exemple, soit A une valeur
propre de la matrice irréductiblelﬂ A e C"™ : on peut montrer que st A appartient a la
frontiere de I’ensemble D, alors tous les cercles de Gerschgorin passent nécessairement par
A. En conséquence tout point de 0D, et tel qu’il existe au moins un cercle D; qui ne le
contienne pas, ne peut correspondre 4 une valeur propre de la matrice.

Enfin il existe une variante du Théoréme de Gerschgorin-Hadamard, qui permet de
mieux localiser les valeurs propres :

Théoréme A.16 Soit une matrice A € C"*™ et soient les n disques D; du plan complexe
définis par
Di={z€C, |z— Ais| <) _|Aijl}.
J#i
S’il existe p disques D; formant un ensemble connexe E, sans intersection avec les n — p
disques restant, alors E contient exactement p valeurs propres de la matrice A.

52. Pour rappel, une matrice A € C"*" est réductible s’il existe une matrice de permutation P telle
que PT AP soit triangulaire supérieure par blocs. Sinon, on dit que A est irréductible.
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Démonstration : On écrit A sous la forme A = Dia 4+ R ou Dia est la partie diagonale
de A, et on définit les n rayons

ri=y A

J#i

=> |Rij| 1<i<n,
J

ainsi que les n disques
D, = {Z e C, |Z — Diai’i\ < T‘i}.

Puis pour tout € > 0 on définit de maniére cohérente la matrice A(e) = Dia + R, et les
n disques associés

D;(e) ={z € C, |z — Dia;;| < e r;}.

Par définition A(0) = Dia, A(1) = A et pour tout i et tout ¢ inférieur a 1, D;(e) C D;(1) =
D;. Par application du Théoréme on sait que le spectre de A(g) est contenu dans
I'ensemble U* ; D;(¢) pour tout €. Sans nuire & la généralité on suppose que ’ensemble
connexe E est constitué par 'union des p premiers disques : E = UY_; D;. On définit alors
I'ensemble E(g) = UY_, D;(e). L’hypothese

Vi>p D;NE=10

entraine
Vj>p, Ve <1l Dj(e)NE(e)=0.

Pour € = 0, chaque disque D;(0) est réduit & un point et

E(O) = U;;)lei(O) - {)\1,)\2, . ,)\p}

quand € tend vers 1, E(g) C E contient toujours exactement p valeurs propres : A, Aa, ..., Ap,
les autres valeurs propres restant dans leurs disques. Cette configuration reste vraie a la
limite, puisque les valeurs propres de A(e) dépendent contintiment de e. o

A.4 Matrices diagonalisables

On se place dans un espace vectoriel sur C.

Définition A.17 Une matrice A € C™*" est dite hermitienne lorsque A* = A.
Une matrice A € C™*" est dite normale lorsque A*A = AA*.
Une matrice U € C™"*™ est dite unitaire lorsque UU* = U*U = I

Les mémes résultats restent valables dans un espace vectoriel sur R, sous réserve que ’'on
remplace partout

— complexe par réelle (A € R™*"™),

— adjointe par transposée (* par 1),

— hermitienne par symétrique (A7 = A),

— normale par normale (AT A = AAT),

— unitaire par orthogonale (00T = 070 = I,,).
Les résultats s’appliquent donc en particulier aux matrices issues de la discrétisation par
différences finies du Laplacien (voir le chapitre [2)).
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Proposition A.18 Les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles.

Démonstration : En effet, pour un couple vecteur-valeur propres (u,\), on a la suite
d’égalités,

Mu,u) = (Au,u) = (u, A*u) A=A (u, Au) = (u, \u) = Mu, u).

On en déduit que A € R puisque u # 0. o

Proposition A.19 Les vecteurs propres d’une matrice hermitienne correspondant d des
valeurs propres distinctes sont orthogonauz.

Démonstration : En effet, pour deux couples vecteur-valeur propres (u, \) et (v, ), on
peut écrire,

(Au,v) = (Au,v) = A(u,v)
A* m

(Au, v) EwwmﬂZWwW;;Mw@}sz_ummozm:MMWZOQA#w

o

Proposition A.20 Toute matrice hermitienne est diagonalisable. Qui plus est, on peut
choisir ses vecteurs propres de sorte qu’ils forment une base orthonormale.
En d’autres termes, il existe Q unitaire et D diagonale telles que A = QDQ*.

Cette propriété découle d’un résultat plus général

Proposition A.21 [Forme de Schur| Soit A € C™"*™ il existe une matrice unitaire Q telle
que T = Q*AQ soit une matrice triangulaire supérieure avec pour éléments diagonauz les
valeurs propres de la matrice A.

Démonstration : La démontration est effectuée par récurrence : la propriété est évidente
a l'ordre n = 1. Supposons-la vraie jusqu’a l'ordre n — 1 inclus. Soit A € C™*™ et A\ une
valeur propre de A, u un vecteur propre associé de norme 1; d’aprés le théoréme de la base
incompléte, il existe une matrice U € C*~*"~1 ynitaire (U*U = UU* = I) telle que la
matrice [u, U] € C"*™ soit aussi unitaire (et en particulier U*u = 0), car on peut toujours
construire une base orthogonale de C™ dont u # 0 soit le premier vecteur de base.

Ainsi par construction U*u = 0 et Afu, U] = [Au, AU], soit encore
N _|ut Uru=0 |[A  u*AU
001 A 0] =[] puaoy 0[5 AT

~ Comme U*AU € cr—ixn=1 on peut lui appliquer 'hypothése de récurrence : il existe
Q € Cr =1 ynitaire telle que Q*U*AUQ = T ; alors

*

U A wrAUQ _

0.UQr A [n.UQ) = | »

] Mu, A UQ] = [
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Enfin puisque @ = [u, U Q] est unitaire, les matrices A et T" sont semblables, et pos-
sédent de ce fait les mémes valeurs propres. Plus précisément, si p est une valeur propre de
U* AU associée au vecteur propre v € C"~! | i est aussi une valeur propre de A puisque

UAU v=pv = A(Uv) = u(Uv).

On obtient donc la propriété a 'ordre n avec @ = [u, U], et dans cette écriture les termes
diagonaux sont bien les valeurs propres de A.

Les vecteurs colonnes de la matrice ) sont appelés vecteurs de Schur ; ils vérifient
la relation AQ = QT. o

Dans le cas ou la matrice A est hermitienne, la matrice triangulaire supérieure T =
Q*AQ est aussi hermitienne, car elle vérifie T* = Q*A*Q = Q*AQ. Elle est donc diagonale,
a éléments réels, ce qui démontre la Proposition [A.20]

De plus dans ce cas particulier, la relation AQ = QT avec T diagonale, montre que les
vecteurs de Schur sont les vecteurs propres de la matrice hermitienne A. La matrice () dont
les colonnes sont les vecteurs propres de A, est unitaire par construction. On en déduit que
les vecteurs propres de A forment une base orthogonale de C™. Ce résultat étant vrai, que
les valeurs propres soient distinctes ou non, constitue donc une extension de la Proposition

[A.19

Proposition A.22 Une matrice A € C™*™ est normale si, et seulement si, elle est diagona-
lisable dans une base orthonormale.

Démonstration : Supposons d’abord que A soit diagonalisable dans une base orthonor-
male : il existe @) unitaire et D diagonale telles que A = QDQ*. On a alors la suite
d’égalités

* * * ~x @TQ=In x x D*D=DD* * x @ Q=In * )k *
A" =QDQ'QD*Q" * = " QDDQ = QD'DQ" " = " QD'Q'QDQ
Réciproquement, soit A une matrice normale. On écrit A = QT'Q*, avec ) matrice unitaire

et T matrice triangulaire supérieure. De I'égalité A*A = AA* on tire T*T = TT*. Mais la
matrice T' étant triangulaire supérieure, on peut écrire pour tout ¢

M OIT PP = (TT*)is = (T*T)ii = Y _ Tyl
J=i J<i

Pour ¢ = 1 on trouve donc que
S TP = (TT*)1 1 = (T*T)11 = [T1al?,
Jjz1

ce qui entraine que tous les éléments extra-diagonaux T3 ; sont nuls. En appliquant le méme
raisonnement & la ligne ¢ = 2, on trouve

Z |T2,J

Jj=>2

= (TT*)22 = (T*T)22 = T12|* + |T22* = T2,

puisque 772 = 0. Tous les éléments extra-diagonaux 75 ; sont nuls... En réitérant ce pro-
cédé, on montre que la matrice T' est diagonale. o
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Remarque A.23 Des relations AQ = QD et A*Q = QD* on déduit que si A est normale,

alors les matrices A et A* admettent la méme base de vecteurs propres, qui sont les vecteurs
colonnes de la matrice Q.

Il s’agit bien d’une généralisation des résultats concernant les matrices hermitiennes,
car la matrice A définie par (12 = —1)

1 0 0
A:O 7

0

0 0 =

est diagonalisable (car normale) sans étre hermitienne.

Un exemple moins trivial est fourni par la matrice de permutation P € R™*" de rang

n _ -
O ... ... 0 1
1 0 . .0
P=1p
0 ... 0 1 0]

qui est normale, donc diagonalisable toujours sans étre hermitienne :

Q*PQ = A.
Les matrices Q et A sont définies en posant z = e"™/™ :
11 1. 1] 1 0 ... ... 0 ]
, 1z Z2 : z(n=1) 0 =z
Q= VAL 72 74 : 72(n—1) et A= :
: : : : : : 2(n=2) 0
1 zn-1 22(71—1) o E(n—l)(n—l) 0 0 Z(n—l)

Enfin, toute matrice A diagonalisable n’est pas nécessairement normaleﬁ
Complétons ce paragraphe par I’énoncé de quelques résultats utiles sur les matrices

Az, x ;
hermitiennes. Pour une matrice A et = # 0, on appelle ps(x) = (Az,2) le quotient de

(z, )

Rayleigh de la matrice A. L’ensemble

F(A) = {pa(z),z € C",x # 0}

est appelé le champ des valeurs de la matrice A. Le champ des valeurs de A contient le
spectre de A.

53. La matrice A = (g _31) est diagonalisable, mais AA™ # A*A



242

Théoréme A.24 (Courant—Fisher) Soit A € C"*" une matrice hermitienne dont les
valeurs propres (réelles) sont rangées suivant

D Y P T UL N D I ¥

alors
(i) A= max min M,
V,dimV=k zeV-{0} (z,x)
(i) A = (Az, 7)

min max
W, dimW=n—k+1 zeW—{0} (z,x)

Démonstration : Pour démontrer le premier point du théoréme, on considére le sous—

espace engendré par les vecteurs propres u; associés aux n—k+1 valeurs propres A; (k <i <

n). Soit V' C C™ un sous—espace quelconque de dimension k : Wy = vect(un, up—1, ..., ug);

puisque dim Wy = n — k + 1, WiNV # {0}, il existe donc au moins un vecteur commun
n

non nul x € W;NV, que l'on écrit x = Z o;u;. Alors

i=k

Z)\ZOJ% (UZ‘, u,)
(Az, ) _ =k

o) > ad(ui,w)
i=k

pa(x) = < Ak

Par conséquent m(V) = 1‘1/111% }pA(w) < Mg, et on en déduit que le maximum de m(V)
zeV—{0

sur tous les sous-espaces V' de dimension k est plus petit que Ag. Si on prend en particulier
V = vect(uy,ug,- - ,ug), alors dimV = k et m(V) atteint la valeur maximale A; pour
r=u €V.

On procéde de méme pour le second point du théoréme, en introduisant cette fois
Vi, = vect(uy,ug, ..., ux) le sous—espace de dimension k. Alors pour tout sous—espace W
de dimension n — k + 1, WNV;, # {0} et par le méme raisonnement, on en déduit que

M(V)= max (Az, 2)
zew—{0} (z,x)

> A\, puis que

: (Az, )
o It}lvaxo (z,x)
dim w=n—x+1 eeW—{0} ’

> A
La valeur minimale )\ est atteinte en prenant pour sous—espace W =< uy,, Un—1, - - -, Ug >
et pour vecteur r = uy. o

Théoréme A.25 Soit B = A+ E la somme de deux matrices hermitiennes de C**"™, on
range les valeurs propres par ordre croissant :

A M <o

IN

<A<

EF: g, <egp1<...<eg9<¢g



243

B pp <ppr << <

Alors pour tout k =1,2,...,n

() Ak +en < pie < Mg+ €1

(47) ke — Ak | < B
Démonstration : Soit w1, ug, ..., u, une base orthonormée des vecteurs propres de la
matrice A, et py une valeur propre de B : on pose Wy = vect(uy, up—1,. .., ux), d’aprés le

théoréme de Courant—Fisher

< max r) < max r)+ max x
" _xewk_{O}PB( )—zewk_{O}PA( ) meWk_{O}PE( )

soit encore ur < A\ +€1.
Pour la minoration, on écrit A = B — E = B + E’ et le résultat précédent appliqué a
la matrice B + E’ devient A\, < pg — ep.

Finalement, pour tout & = 1,2,...,n, A\y + e, < pr < Mg + €1, soit encore &, <
ik — Mg < €1. On en déduit (ii) puisque pour toute matrice E et toute norme matricielle
IE], lexl < IE[l VE=1,2,...,n. o

Ce résultat semble prometteur sur le plan numérique, car il montre que la recherche
des valeurs propres d’une matrice A hermitienne est théoriquement stable. Les valeurs
propres A\(A) dépendent continiiment des éléments de A de la maniére suivante : si on pose
Ae = A+ € avec £ € C™*"™ matrice de perturbation hermitienne, alors

max [A(Ag) — A(A)] = max [AE)][[E]|2 < [I€][F-

Cette majoration donne une borne maximale de variation des valeurs propres de A en
fonction des éléments de £. Malheureusement dans la pratique, les erreurs commises sur
les éléments de la matrice A sont dues soit a la représentation machine des nombres (erreur
de troncature ou d’arrondi), soit aux erreurs de calcul qui en découlent. En conséquence,
bien qu’il soit souvent possible d’estimer ||€||, le Théoréme n’est pas utilisable pour
le calcul numérique car la matrice £ n’est jamais hermitienne !

Pour finir ce paragraphe, nous introduisons la décomposition spectrale d’une matrice
diagonalisable. Pour cela, on se souvient que, par définition, lorsqu’une matrice A est
diagonalisable, il existe U inversible et A diagonale, telles que A = UAU . On a vu a la
Proposition que les vecteurs colonnes de U sont des vecteurs propres & droite de A.
De la méme fagon, les vecteurs ligne de U™, appartenant & C1*" et notés (v})1<i<n,

*
U1
*
v
_ 2
Ulz . )

*

Un,

sont des vecteurs propres a gauche de A. En effet, la relation U~'A = AU™! peut s’écrire,
ligne par ligne, sous la forme vy A = A\v, pour 7 variant de 1 a n. En particulier, les ordres
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de multiplicité de \; & gauche et a droite sont identiques.

Au final, on peut résumer la relation A = UAU ! dans les formules

M O ...00 .
U1
. : * n
A=lu ws ooow] [0 T oubien A=Y A uf,
N | o i=1
0 ... 0 M\, LW

en se souvenant que u;-v; est une matrice de C"*™. Si on regroupe les u; - v; correspondant
& une méme valeur propre A, on peut écrire A sous la forme

A= Z)‘kpk’ avec P, = Z u; - Uy (A.1)
iy A=Ak

Cette relation est appelée décomposition spectrale de la matrice diagonalisable A. Par
construction, d < n. Qui plus est, les (Pg)i1<k<d, appelées les projections spectrales,
vérifient les relations suivantes.

Proposition A.26 Pour k variant de 1 a d, Py est la matrice d’un projecteur sur le sous-
espace propre Ker (A — A\iI,). De plus, la somme de ces projecteurs est égale a l'identité.
En d’autres termes :

(1) pour1 <i<n,1<k<d: Pu; =u; si \; =\, Pru; =0 sinon;

(ii) Z1§k§d Py =1In;

(iii) pour 1 <k <d : P2 = P ;

(1ii) pour 1 <k#1<d: PP =0.

Démonstration : La démonstration est relativement aisée, sous réserve que 1’on se sou-
vienne de la définition des vecteurs (u;); et (v});. En effet, de la relation U~*U = I,,, on
tire immeédiatement

viuj; = d;5, pour 1 <i,j < n.

Pour prouver (i), on écrit simplement

B . ui sii € {J, A —Ak}
Pru; = Z (uj - vj)u; = Z uj(vju;) = Z 0ijij = {OZ sinon

Js Aj=Ak Jy A=Ak Jy Aj=Ak

Les points (ii) et (iii) sont des conséquences simples de (i) car, (u;); étant une base de C”,
les P, sont complétement déterminées par leur action sur ceux-ci. o

Pour conclure le cas des matrices diagonalisables, on déduit de (A.1)) et de la Proposi-

tion [A.26] que

APk = PkA = )\k‘Pky pour 1 S k S d.
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A.5 Matrices défectives et forme de Jordan

Par définition, les matrices défectives ne sont pas diagonalisables. Il faut donc construire
d’autres vecteurs associés aux vecteurs propres, appelés vecteurs principaux. Cette
construction conduit a la forme de Jordan dans laquelle la matrice est écrite sous une
forme "presque diagonale" (voir Chatelin [7]).

Théoréme A.27 Soit A € C"™*" une matrice admettant d valeurs propres distinctes \; de
multiplicité algébrique m; et de multiplicité géométrique g; (9; < m;). Il existe une matrice
X € C™*™ telle que

Jo0 ... 0
A=X 9 2 X!
: . -0
0 ... 0 Jy

Dans cette écriture J; € C™i*™i est la boite de Jordan associée a la valeur propre \; ;
chaque boite de Jordan se décompose elle-méme en une matrice diagonale par blocs g; X g;,
dont les blocs diagonaux J; ; sont appelés blocs de Jordan :

N1 0]
Jii 0 0
. 0 N\
Ji = 0 Jiz avec J; j = [Ni] ou
oo e 0 S
0 ... 0 Ji S\
(0 A

Remarque A.28 Pour toute valeur propre semi-simple \;, comme on a m; = g; blocs
diagonauz J; ; sur la diagonale de J;, une matrice de C™*™i on a nécessairement J; j =
[Ai] pour 1 < j < g;, et J; est une matrice diagonale égale a J; = A\iL,,. On retrouve donc
la définition non défective équivaut a diagonalisable, dans le sous-espace Ker (A — \;1,).

La démonstration de ce Théoréme est effectuée par étapes et requiert deux résultats
intermédiaires que nous admettons.

Proposition A.29 Soit R € C™*™ une matrice triangulaire supérieure admettant d va-
leurs propres distinctes \;, alors il existe une matrice Z € C™"*™ telle que

R, 0 ... 0
R=27"1 9 Ry Z,
0 ... 0 Ry

ol ]:21 = Nl + U;, avec U; une matrice strictement triangulaire supérieure (U;; = 0 si
Jj<i).
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Proposition A.30 Soit U € C™*"™ une matrice strictement triangulaire supérieure. Alors

il existe une matrice inversible Y et g matrices E; € Ckixki quec ky > kg > ... > kg > 1
telles que
E 0 ... 0
Y- luy = 0 £ avec Ej = [0] ou [O ij_l] .
: ' 0 0 0
0 ... 0 E

Démonstration : (du Théoréme La forme de Jordan d’une matrice A € C™*"
est obtenue de la fagon suivante :
— On commence par mettre A sous forme triangulaire supérieure (forme de Schur de
la Proposition Q*AQ = R.
— On applique le résultat de la Proposition a la matrice R, et on obtient la

matrice B
Ry O ... O
R= |0 T
: . . 9
0 ... 0 Ry

Les d blocs diagonaux R; correspondent aux d valeurs propres distinctes de R qui
est semblable & A par construction.

— On applique ensuite, pour j = 1,2,...,¢;, le résultat de la Proposition a
chaque bloc U; = M\ 1 — RZ :

0 1
Eigi 0 ... 0
0 B ) . 0 O
VPO +U) Y =NI+ | T | B =[0] ou
L -
0 ... 0 Ei oo 0
e 0 o

et les blocs F; ; sont rangés par ordre de rang croissant.
— On pose maintenant

Y 0 ... O
y=|% "
0 0 Yy
et on obtient
Ji 0 0

(Y/—lz—lQ*) A (QZY/) —J=
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Dans cette écriture, J; est la boite de Jordan associée a \; :

[\, 1 ... ... 0
Jix 0 0 .
0 N
J; = 0 Jiz avec J;; = [N] ou |1 -
' 0
0 0 Jig A1
0 . A

Proposition A.31 Pour k > 2, la matrice Ej, € CF** définie par

o 1 0 ... 0
0 O
E;, = 0
: 1
_O O_
posseéde les propriétés suivantes

i) Bi=[0

0 O 0
.. B VI L I ¢
(i) EiBe= | T [0 Ik_J

0 0 1

(ZZZ) Ik — E;;Ek =e1 - 6T
(iv) Eke]qu:ej, j:1,2,...,]€—1

ot ej est le 1€ vecteur de base de CF.

Dans I’énoncé du Théoréme les matrices A et J sont semblables et les \; sont les d
valeurs propres distinctes de A. De plus par construction, le rang du bloc J; est égal a la
multiplicité algébrique m; de \; dans J, donc dans A. Ainsi si on note M; le sous—espace
de C™ associé au bloc J;, comme dim M; = m; et Zle m; =mn, on a

P M =c.
i=1,d

A chacun des g; sous-blocs J; ; de rang m; ;j > 1, est associ¢ un sous—espace M; ; de M;.
Cherchons un vecteur propre u dans ce sous-espace. Il doit vérifier les m; ; relations :

Aiug Fuo = Ajuq, ANuo +ug = Aug, -, )\iumi’jfl +umi,j = )\iumi,jfl, )\Zum” = Aiumi,j‘
On en déduit que nécessairement uz = uz = ... = U, ; = 0! Le seul vecteur propre pos-
sible dans M; ; s’écrit donc u = (1,0,...,0)T. Or, il ne peut y avoir que g; vecteurs propres

linéairement indépendants dans M; (autant que de sous-espaces M; ;) et g; correspond
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donc bien a la multiplicité géométrique de \;.

Soit maintenant zg € Ker (A— \;I) un vecteur propre de A, existe-t-il un vecteur z; # 0
tel que (A — A\;iI)z1 = 207 Un tel vecteur satisfait nécessairement la relation

(A= XNI)?2 = (A= XDz =0 soit 2z € Ker(A— NI

On voit donc que pour que z; existe, il faut et il suffit que Ker (A — \;1)? # {0}. On peut
poursuivre en définissant une suite de vecteurs zj par

(A= NI)z = 21,
et I'on doit chercher z; dans Ker (A — \;1)**1. Mais puisque
Ker (A —MI) CKer(A—NI)2C...CKer(A- NP c...cC,
il existe nécessairement un entier I; < n tel que
Ker (A — NIl = Ker (A — NI V> ;.

Cet entier est tel que Ker (A — M\;I)% = M; : on I'appelle indice de la valeur propre ;.
Les vecteurs z; sont appelés vecteurs principaux associés & zg dans M;. Ils vérifient les
relations

Azg = Nizg, Az1 = Nz + 20, Azg = Nizo+ 21, -+, AZ[,L. = )\izli + 25 -

Soit encore

A1 0
0 N

A[zo z21 ... zli]:[zo 21 ... Zli] .
: . .1
0 ... ... N

On reconnait a droite le bloc de Jordan J; ; associé au vecteur zp, et ceci montre que le
rang de J; ; est inférieur ou égal a l'indice ;.

On en déduit que la représentation de Jordan peut ne pas étre unique, car la décom-
position de la boite J; en blocs J;; dépend du choix du vecteur 2y dans chaque M; ;.
Par exemple, pour une valeur propre A; de multiplicité algébrique m; = 7, de multiplicité
géométrique g; = 3 et d’indice I; = 3, on obtient deux formes de Jordan différentes :

" XN|0 0 00 0 07 XA 1/0 0|0 0 07
OlN L 0]0 0 0 0 |0 0/l0 0 O
0/0 N 1]0 0 0 0 O|lXN 1/0 0 O
0/0 0 N|0 0 0flou| 0 0[O0 X|0 0 0
0/0 0 0N L 0 0 0/0 O|N 1 O
0/0 0 0|0 N 1 0 0l0 o0|l0 N 1

L 0|0 0 0|0 0 N L0 0/l0 0/0 0 N |
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Soit encore comment écrire 7 (= m;) comme somme de 3 (= g;) entiers naturels non nuls,
chaque entier étant inférieur ou égal a 3 (=1{;) :

T=1+3+3=24+2+43.

Dans le cas général, cette écriture contient le cas A diagonalisable pour lequel [; = 1 et
m; = g; pour tout i.

A.6 Décomposition spectrale d’une matrice quelconque

D’aprés le Théoréme [A.27, on peut écrire toute matrice A € C™*" ayant d valeurs
propres distinctes selon A = XJX !, avec

X=[Xi X2 ... X4.

Ci-dessus, chaque bloc X; € C"*™i correspond aux m; colonnes de X associées au sous—
espace M;, et on introduit de maniére cohérente

Yy
Les vecteurs colonnes de X; forment une base de M;, et les vecteurs lignes Y;* € C™*"
forment une base adjointe. De la relation X~ 'X = I,,, on déduit comme précédemment

7

La matrice P; = X; - Y;* € C"*" est la matrice représentant dans C" la projection sur M;
le long de l'ensemble {z € C", Xz =0} = @#i M;. On I'appelle projection spectrale
associée a la valeur propre \;. En particulier on vérifie que

Vi Xi=1In = P'=P; Y X;=[0]= PPj=0,i#j,

3 K

a comparer a la Proposition [A.26] Finalement on résume ces résultats dans la formule

A=

(2

d d
(\ePi + Dy), avec J; = NI, + N;, D; = X;N; Y7 et ZP%' =1,
—1 i=1
qui est la décomposition spectrale d'une matrice quelconque. Une forme des N; est par
exemple, pour m; =7, g; =3 et l; = 3,

0100000
0000000
0001000

N;=10 000000
00000T10
000000 1

0 000O0O0 O

On rappelle que
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— le rang de J; est m;;

— le nombre de blocs présents est g; ;

— le rang maximum d’un bloc est [;.
On en déduit que si on itére I; fois, N;' = [0] soit D;% = [0].

Dans le cas particulier d’une valeur propre \; semi-simple, on a m; = g; et [; = 1. La
matrice NN; est nulle, et donc D; = [0].

Enfin, de la formule générale on déduit que

d
AP; =3 (NP + Di) Py = \;P} + D; P = P (AP + D)
=1

( Pj et D; commutent par définition), et plus généralement
A"P; = Py (AP + Dj)*.

Proposition A.32 Soit v € C" un vecteur quelconque, pour toute valeur propre \; semi—
simple, Pyv est vecteur propre associé a \; si, et seulement si, Pyv # 0.

Démonstration : La démonstration découle de 1’étude précédente puisque pour tout
vecteur v € C", le vecteur Pjv appartient au sous—espace M; = Ker (4 — );)¥. Donc

APjv = \;P?v + D; Py = \; Pv + D; Pv.
Mais dire que \; est semi—simple est équivalent & D; = [0], soit
APjv = \;Pyv.
o

Cette forme générale de la décomposition spectrale d’une matrice est utilisée au cha-
pitre [§ pour étudier la convergence d’algorithmes de calcul de valeurs propres. Le lecteur
intéressé par cet aspect de 'algébre linéaire peut se reporter aux livres de F. Chatelin [7],
B. N. Parlett [3I] et Y. Saad [33].



Annexe B

Normes vectorielles et matricielles

B.1 Introduction

On rappelle dans ce chapitre quelques notions indispensables a I'étude des propriétés
des matrices en vue de la résolution de systémes linéaires par des méthodes itératives, mais
aussi pour le calcul des valeurs propres et vecteurs propres. L’outil principal introduit dans
ce chapitre est la norme (de vecteur ou de matrice) qui permet de définir la notion de
convergence de suites (de vecteurs ou de matrices).

On raisonne en général dans des espaces vectoriels sur C, en suivant [13]. Les résultats
se transposent sans difficulté au cas d’espaces vectoriels définis sur R.

B.2 Normes de vecteurs

Définition B.1 soit E un espace vectoriel sur C, on appelle norme une application de E
dans RT, notée || - ||, qui vérifie les trois propriétés suivantes :

— Vx € E, VA € C, ||Az] = || ||zl

— Vo €E, Vy €E, [lz+y| < [zl + [yl

— |z]|=0 <= =zx=0.

La seconde propriété est appelée inégalité triangulaire; un espace vectoriel muni d’une
norme est dit espace vectoriel normé. Il est immédiat de vérifier que I'application "module"
est une norme sur ’espace vectoriel C.

D’une fagon plus générale, si E est un espace vectoriel sur C de dimension finie n, et si
B = {b1,by,...,b,} est une base de E, tout vecteur de E s’écrit de maniére unique

T = a1by + agby + ...+ anby,.

A T'aide des coordonnées a; € C, on définit I’application ||.|| de E dans R par

1/2
Izl = (Jou |2 + [aal? + ... + an|?) >,

Cette application est une norme, appelée norme euclidienne ou encore norme cano-
nique associée a la base B.
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Si E est un espace vectoriel sur C de dimension finie 7, muni d’un produit scalaire (-, -),
on peut définir une norme par la relation

1/2

2| = (2, 2)">.

Remarque B.2 La réciproque n’est pas vraie, il existe des espaces vectoriels normés qui
ne sont pas euclidiens, car la norme doit posséder des propriétés supplémentaires pour
permettre de définir un produit scalaire.

Proposition B.3 [Inégalité de Cauchy-Schwarz]/ Pour tout couple de vecteurs x,y d’un
espace vectoriel euclidien E sur C

|, )l < [l < lyll-
Démonstration : Soient x,y € E, on écrit (x,y) = |(z,y)|e?, pour 6 € [0,27] :

VA eR Ne Pz +y|2 =NePr+y ez +y)
= N|z]]* + e (z,y) + A" (y,2) + [|y]|?
= X[lz|? +xe™ (2, ) + Ae'? (2,) + [ly]?
= N[zl + 2X[(z, y)| + Iyl

en prenant x # 0, le trinome du second degré en A garde un signe constant quel que soit
la valeur de A € R, ce qui implique que le discriminant est négatif, soit

|G, ) * =l [ly]* < 0.
O

D’une maniére générale, a ’aide des coordonnées «; d'un vecteur x dans la base B, on
peut lui associer, pour tout entier p > 0 fini, les normes suivantes appelées normes de

Holder

1/
lz|l, = (|a1|p + oo’ + ...+ |an\p) P

Cette définition comprend les cas particuliers

n n
lzlle =l et allz=(Q laif*)'?
=1 i=1

et s’étend au cas p = 0o avec la norme ||x||oc = max; |oy|.
En utilisant la convexité de la fonction x +— e®, on établit alors la majoration suivante,
appelée inégalité de Holder

Ve eE  [(z, )] < llzlp [1yllq

pour tout couple d’entiers p > 0 et g > 0 liés par la relation

dont I'inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier, avec p = ¢ = 2.
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Définition B.4 on dit que deux normes || - ||o et || - ||« définies sur un espace vectoriel E
sont équivalentes s’il existe deux constantes Cp, > 0 et Cay > 0 telles que :

VeeE  Cnlafle <[lzfs < Cur llzlo.

En utilisant les propriétés selon lesquelles d'une part toute fonction continue sur un
ensemble compact atteint ses extrema, et d’autre part tout ensemble fermé et borné dans
un espace vectoriel de dimension finie est compact, on en déduit facilement le résultat
ci-dessous.

Théoréme B.5 Dans un espace vectoriel E sur C de dimension finie toutes les normes
sont équivalentes.

Démonstration : Soient || - ||, et || - |lo deux normes sur E. Les fonctions z — ||z||«
et © — ||z||o sont continues sur E. La sphére unité S, = {x € E : ||z|x = 1} est donc
compacte dans E (puisque fermée et bornée). En outre, la fonction de S, dans R, x — ||z||s,
atteint ses extrema. Soient Ci,in €t Chae respectivement le minimum et le maximum de
la fonction : il existe Zpin et Tmar deux éléments de S, tels que Chn = ||ZTminllo et
Craz = ||Tmaz|lo- Ainsi, Cpuin > 0 puisque Ty, # 0, et de méme Chyq, est finie (et non
nulle). Soit maintenant = € E\ {0} quelconque, on a (||z||x) "z € S, et par conséquent :

Crmin < (HfEH*)AHfEHo < Cnaz = Cnin|zlls < 7o < Cra ||2]l

La méme inégalité est bien str vérifiée lorsque z = 0. o

Ce résultat s’exprime plus précisément sous les formes particuliéres suivantes, dans un
espace vectoriel E de dimension finie 7 :

[zl <zl < v/n [zl
[2lloo < llzll2 < v [[#flo
[2lloe < Izl <7 fl2]lco-

B.3 Normes de matrices

D’aprés I'étude des applications linéaires 1’ensemble C™*"™ des matrices & m lignes et n
colonnes est un espace vectoriel sur C de dimension m x n; on peut donc considérer toute
matrice A de C™*™ comme un vecteur a m X n composantes et ainsi utiliser une des normes
vectorielles précédentes pour définir ||Al[,, . I est cependant nécessaire d’introduire une
condition supplémentaire pour obtenir un outil de démonstration de la convergence de
suites et de séries de matrices.

Pour éviter toute confusion les vecteurs sont représentés par des lettres minuscules et les
matrices par des majuscules.

Définition B.6 On dit que la norme vectorielle || - || définie sur C**™ est une norme
matricielle, si et seulement si elle vérifie pour tout couple (A, B) de matrices de C"*"

[AB|| < [|A[ | B]]-
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Mais si E et F sont deux espaces vectoriels sur C de dimension finie, resp. dim(E) = n,
dim(F) = m, il existe une bijection entre 'ensemble L(E,F) des applications linéaires de E
dans F et I’ensemble C™*", une fois que I'on a choisi une base de E et une base de F; on
peut alors définir une norme a partir de application linéaire associée : si A est la matrice
associée a 'application f

1/ (@)]lr

|A|| = max ————~=
220 |z[le

De maniére équivalente, ||A| peut étre définie par
|Al = inf{a € R : ||Az|;m, < a||z|n, Yz € E}

De plus, comme la sphére unité est compacte dans ’espace vectoriel de dimension finie E,
il existe xo € E\ {0} tel que ||Azo| = || A|| ||zo]-

Dans le cas particulier ou E = C" et F = C™, la matrice A est rectangulaire A € C"™*"
et on note

HAxHF
A = Imax .
H HE’F x#0 HxHE

Proposition B.7 Soient D = CP, E=C", F = C™. Les normes induites vérifient
VAeC™",BeC"™  |[ABlbr < [[Aller | Blbe-

Démonstration : Pour A € C™*" et B € C"*P| le produit AB est une matrice de C™*P
qui vérifie

_ o IABzlE |ABz||r || Bzl [Aylle 1Bzle
|AB|pr = max = m < max max .
w0 |lzlp  a#0Bezo ||Brle |zl T w0 [lylle a0 o
o

Lorsque m = n, cette application satisfait aux axiomes de la Définition et aussi a
la Définition (voir la Proposition ; on dit que cette norme est associée a la norme
vectorielle || - ||, ou induite par la norme vectorielle, ou encore subordonnée a la norme
vectorielle. Dans ce cas, il est d’usage de noter de la méme fagon la norme vectorielle et la
norme matricielle associée :

A
14]] = max 1421
220 ||z

Proposition B.8 Pour toute matrice carrée A € C"*" les normes matricielles de Hélder
vérifient

‘ Azl
() 1l =m0 — s 37 a1

[

y [ Az]|oo
1) | Allso = max = max A; il

Démonstration : Pour tout vecteur v € C*

[Avll =D 1D Aol <303 Al o] < (mjaxz EDICIE
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pour obtenir 1’égalité, on construit un vecteur v particulier : soit jo un indice pour lequel
> |Aiol = max > 1Aigl 5
i i

le vecteur e, dont toutes les composantes sont nulles a I’exception de e;, = 1 répond a la
question.

De méme

Ao = max | 3 Asgogl < (max D [AsDllelos
J J

soit i¢p un indice tel que

> A 5] = max > |Aijl ;
J J
le vecteur v dont les composantes sont

A
Uj =1 si Aig,j =0 et ’Uj = 10J si Aio,j 75 0
‘AioJ‘

permet d’atteindre 1’égalité. o

Il est aussi possible de définir une norme a partir des éléments d’une matrice carrée
d’ordre n. C’est la cas de la norme de Schur-Frobenius

D) A2 =

1Al = Vir(ArA),
i=1 j=1
ou tr désigne la trace.
Proposition B.9 La norme de Schur-Frobenius || - || est une norme matricielle, mais

elle n’est pas une norme matricielle induite.

Démonstration : Pour cette norme, on peut écrire

1ABIZ = S-S 1B =33 1> AuBiyl?

i=1 j—1 i=1 j=1 k=1
n n

I ZIA Zer =S A (S 1B

i=1 j=1 k=1 i=1 k=1 J=1k=1
1AI% 1Bl

(Cauchy-Schwarz)

IN

ainsi la norme de Schur-Frobenius est bien une norme matricielle.
On vérifie directement que ||I,||r = /n. Or, pour toute norme induite, on a I’égalité

III Zlln _

[E4i

Hnlln =

)

donc la norme de Schur-Frobenius n’est pas une norme induite. o
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Proposition B.10 Pour toute matrice A € C"*" et toute matrice untaire U € C™*"
[UA[2 = [|AU|l2 = [|All2-

Démonstration : On écrit

|UAz||2 (UAz,U Ax) (Az,U*U Azx) v+v=1, || Az||2
|[UA|2 = max ———— = max ———— = max ————~ = =
w0 lzlla w0z a0 1]l w#0 ||z(2
par ailleurs, on a
AU A
||AU||2 = max AU}z = max [4Qxl; = [|A4|2-
w20 |[z]|2 w0 || Q|2
o

B.4 Normes des matrices et valeurs propres

Les valeurs propres d’une matrice A de C™*", notées \; ou \;(A4), appartiennent a
priori & C.

Définition B.11 [e rayon spectral de la matrice A € C"*"™ est le réel positif

p(A) = max|A;(4)].

Proposition B.12 Pour toute matrice A € C"*" et toute norme matricielle || - ||
p(A) < [|A]].

Démonstration : Soit A une valeur propre de A telle que [A\| = p(A), et p € C" un
vecteur propre associé : Ap = Ap. Puisque p # 0, il existe ¢ € C™ tel que la matrice
pq’ appartient & C**" \ {0}. Comme || - || est une norme matricielle, on a par définition
lA(pg™)|| < |A|l lpg”||. Par ailleurs :

T T T T
p(Allpg” | = (A llpg” | = IApg” I = | Apg™ I
Ainsi, p(A)|lpgT || < |A]l lpg” || et comme |[pgT || # 0, on a démontré le résultat. o

Proposition B.13 Pour toute matrice A € C"*™ et tout ¢ > 0, il existe une norme

matricielle || - || telle que
4] — = < o).

Démonstration : Pour obtenir ce résultat, on utilise une propriété importante des ma-
trices carrées (voir la Proposition : toute matrice A € C™*™ peut s’écrire sous la forme
A = QTQ*, ou Q est une matrice unitaire et T' une matrice triangulaire supérieure dont
la diagonale est formée des valeurs propres de la matrice A (ces valeurs propres peuvent

= [[All2;
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étre complexes ou réelles, nulles ou non, distinctes ou non et ne sont pas rangées suivant
leur module) :

0 X X X X
T— 0 O X X X
0 0 0 X X
0O 0O 0 O . 0X
0O 0O 0 O 0 M\,

Soit ¢ un nombre réel strictement positif, on construit la matrice diagonale D € C™*"™

10 0 0 0 0

06 0 0 0 0

00 66 0 O 0

D=10 0 o o o |’
00 0 0 0
00 0 0 0 !
alors
A (5T1,2 (52T1’3 (5”71T1’n
0 )\2 5T273 5n_2T2,n
@p)ta@p)=pirp=|" "

0 0 0 . 8Ta,
0 0 0 0 . dThan
0 0 0 0 0 A,

Pour une matrice A € C"*™ et un réel € donnés, on peut trouver ¢ > 0 tel que

our tout ¢ =1,--- ,n—1 max |07 | < e/n:
p ] 9 ) z+1§]§n‘ Zv]‘ / )

alors la norme matricielle (dépendant de A et €) définie pour toute matrice B € C"*" par
1B]lae = [(@D) "' B(QD)|ls

vérifie 'inégalité
[Al[a,e < max|Aif +e

Cette norme est la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle
-1
v = [(QD) ™ 0o

car

. QD) BOQD) QD) B
QD)™ B@D) oo = max ol = (D) Tl
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Proposition B.14 Pour toute matrice A € C"*"

[All2 = v p(A*A).

Pour toute matrice A € C**™ hermitienne

p(A) = [|All2.
Démonstration : Par définition
Az|f3 Az, A A
JAIZ = max A2l _ Az D) (@ A AD)
w0 |z|3 a£0  (x,x) v£0 ()

Evaluons le dernier maximum : A*A € C™*"™ est une matrice hermitienne, elle admet
donc une base de vecteurs propres orthogonaux {v1, va,...,v,} (voir la Proposition [A.20)).
Ses valeurs propres \;(A*A) sont réelles et positives. On obtient pour tout vecteur z € C"

=D o, et A=) A(AA)ogu
i=1 —
Ainsi (z, A*Az) S N(A*A) |y X( )
x, A*Ax 77”:1 i(A* ;|7 (U5, Vg . .
= &=l < max()\;(A*A)) = p(A*A).
(@,2) > e lel?(vi, vi) z:l,n( ( ) ( )

Par ailleurs, si on choisit ¢y = v;, pour iy tel que \;,(A*A) = p(A*A), on trouve

xg, A" Ax
(0, ATAT) _ e gy,
(flf(], 330)
Dans le cas d’une matrice A hermitienne, on choisit cette fois une base {v1,va,...,v,} de

C"™ de vecteurs propres orthogonaux de A. On trouve :

(Az, Az) _ S [P DaCAP(wi0s) _ (s
@o) S e = (AT = (p(A)

Et si on choisit zg = v;, pour i tel que |\, (A)| = p(A), on trouve

(A:L’o, A:L’o)

(20, 7o)

= (p(A))*.

Corollaire B.15 Pour toute matrice A € C"*"
1All2 < AllF < Vnl| All2.
Démonstration : On a par définition ||A||p = tr(A*A) et en outre

IAlI3 = p(A*A) < tr(A*A) < np(A*A) = n| A3,
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Définition B.16 Soit A une matrice de C™*™. A toute valeur propre de A*A on associe
la valeur singuliére o(A) via la relation

o(A) = /A(A*A).

De maniére classique, on range les valeurs singuliéres de la matrice A par valeur décrois-
sante :

0'”(14) S O'n_l(A> S e S JQ(A) < 0'1(14).

La Proposition se résume a ||All2 = 01(A).
Enfin, on vérifie facilement le résultat suivant

Proposition B.17 Pour toute matrice A € C"*™ la norme de Schur-Frobenius vérifie

|47 =) oF(4).

i=1n

Démonstration : Par définition, ||A||% = tr(A*A)

I
g
>
=
=
[
g
qu
=
&

B.5 Suites de vecteurs. Suites de matrices

L’analyse théorique des algorithmes de calcul numérique utilise la notion de suite de
vecteurs et étudie leur convergence éventuelle. On notera {zy}ren une suite d’éléments
d’un espace vectoriel E sur C, et on dira que la suite {z }ren converge vers I'élément z de
E si

lim ||z — 2| =0,
k—o00

que 'on écrit de maniére classique limg_,o, £z = x. Dans le cas particulier d’un espace
vectoriel E de dimension finie n, cette définition est indépendante de la norme choisie,
et la convergence de la suite {zj}ren vers = est équivalente a la convergence de chacune
des suites de composantes {(x); }ken vers x; pour i = 1,2, ..., n, par rapport & une base
quelconque.

On définit de maniére analogue une suite de matrices {Ax}reny € C™*™ et on peut
utiliser la définition de la convergence d’une suite de vecteurs dans ’espace vectoriel C™*™
de dimension finie n x m. On dira donc que {Aj }ren converge vers la matrice A de C™*™
si

lim || Ay — Al =0,
k—o0

et on écrira limy_,,, A = A. Cependant dans de nombreux algorithmes les éléments de
la suite de matrices considérée sont de la forme A, = AF, puissances successives d’une
matrice donnée A € C"*". Dans ce cas particulier, on relie la convergence de cette suite
au rayon spectral de la matrice A.

Théoréme B.18 Pour toute matrice A € C™*™ les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) lim A* =0;
k—o0
(ii) Yo € C*, lim Az =0;
k—o0
(1ir) p(A) <1;
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(iv) il existe une norme induite telle que ||A| < 1.

Démonstration : On montre 1’équivalence par implication circulaire.

(i) = (ii) : pour toute norme vectorielle || - || et sa norme matricielle induite, on a la
majoration
voeC"  [Afz] < | AF|| x ||z
d’ott le résultat.
(ii) = (iii) : soit A une valeur propre de A telle que p(A) = |A| et soit u # 0 un vecteur
propre associé, alors
k k k k
[A%ul] = [IA%u]l = [AF[lull = p(A)*[lull.
Si on suppose p(A) > 1 alors || A*u|| > |lul|, ce qui contredit (ii).
(iii) = (iv) : est une conséquence de la Proposition (prendre € = (1 — p(A))/2).
(iv) = (i) : puisque || A*¥|| < ||A||¥, on a bien klirn ||A®|] = 0 pour la norme matricielle
—00
telle que || A < 1. o

Remarque B.19 1] faut souligner que ['utilisation d’une norme matricielle arbitraire pour
évaluer la convergence d’une suite peut amener a une mauvaise conclusion. Par contre, la
valeur du rayon spectral de la matrice est toujours pertinente.

Corollaire B.20 Soit A € C"*"™ et || - || une norme matricielle :

lim || A%V = p(A).
k—o00

Démonstration : D’aprés la Proposition on a pour tout k, p(A¥) < ||A*|. Par
ailleurs,

P = (max [ (A)))* = max [%i(4)"] < max |Xi(45)] = p(A"),

puisque si \;(A) est valeur propre de A, alors \;(A)* est valeur propre de A¥. D’ou I'on
déduit que p(A) < ||A¥||* pour tout k.
Il faut démontrer que

Ve >0, ke, Vk > ke, [JA¥|MY* < p(A) +e.

Or, si on introduit A. = (p(A) +¢)7'A, on a p(A.) < 1 d’oit limy_,o || (Ac)¥|| = 0 d’apreés
le Théoréme En particulier, il existe k. tel que pour tout k > k., on a ||(A:)¥|| < 1,
ou, en d’autres termes, ||A¥|| < (p(A) + €)¥, ce qui est le résultat cherché.

o



Annexe C

En dimension infinie

Nous commencons par quelques rappels sur les espaces de Hilbert. Ensuite, nous énumé-
rons les principaux résultats mathématiques permettant de résoudre les problémes associés
aux équations aux dérivées partielles elliptiques, complétées de conditions aux limites,
lorsqu’ils sont écrits sous forme variationnelle [11l 2]. Pour finir, nous rappelons quelques
résultats fondamentaux pour 'approximation des formulations variationnelles.

C.1 Espaces de Hilbert

Les espaces vectoriels sont définis sur C. Ceci étant dit, les notions ci-dessous sont ai-
sément transposables & des espaces vectoriels définis sur R.
Par définition, un espace topologique est séparable s’il contient un sous-ensemble dénom-
brable dense ; un espace de Banach est un espace vectoriel complet muni d’une norme ; un
espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, complet par rapport a
la norme induite par le produit scalaire. Pour rappel, dans un espace vectoriel, un produit
scalaire (-, -) posséde les propriétés suivantes :
— Il est linéaire par rapport a la premiére variable :
Vay,az € C, Yu,va,w € V, (a1v1 + ague, w) = a1 (v, w) + az(vy, w).
— Il est antilinéaire par rapport a la deuxiéme variable :
Vay,az € C, Yv,w1,ws € V, (v,a1w1 4+ agws) = aj (v, wy) + az(v, wa).
— 1l est hermatien :
Yo,w eV, (v,w) = (w,v).
— Il est défini-positif
Vo e V\ {0}, (v,v) > 0.

Alors, ||lv|| : V — R définie par |[v|| = (v,v)"/? est une norme sur I'espace vectoriel. De
plus, on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz : Vv,w € V, |(v,w)| < ||v] |w]||. Dans la suite, on
note (+,-)y le produit scalaire, et || - ||/ la norme induite sur I'espace vectoriel V.

Soit V un espace de Hilbert. Son espace dual[s_IL noté V', est lespace vectoriel des
formes antilinéaires et continues sur V', muni de la norme
(£, 0)v]

[fllv: = sup =5
vev\io} lvllv

54. V' peut étre appelé 'espace antidual. Nous choisissons la dénomination espace dual, car elle s’ap-
plique également pour les espaces vectoriels définis sur R, et les formes linéaires et continues.
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De fagon générique, (f,v)y dénote 'action de la forme f sur I’élément v. Lorsque I’appar-
tenance aux espaces V et V' est claire, nous omettrons l'indice y pour écrire simplement
(f,0).

Pour v € V donné, f, : w +— (v,w)y définit un élément de V'. D’aprés le théoréme de
Riesz ci-aprés, v — f, est une isométrie bijective de V' dans V’. De plus, on peut
transporter la structure d’espace de Hilbert a V' en définissant son produit scalaire via
(fo, fw)vr = (v, W)y, pour tout fy, fu, € V'

Soit W un deuxiéme espace de Hilbert. Nous utilisons des formes continues et sesquili-
néaireslﬁ dans V' x W. La forme sesquilinéaire a : V. x W — C, (v,w) — a(v,w) est

continue si la quantité

lall = sup  olewl
vev\{ohwen\{oy llvllvIlwllw

est bornée. Lorsque a(-, ) est sesquilinéaire et continue dans V' x W, elle définit un unique

opérateur (borné) A de V dans W' (on écrit A € L(V,W')) :

V(v,w) € Vx W, (Av,w)w = a(v,w). (C.1)
Classiquement, la norme [[|A|[| = sup,cy\ (0} % est égale a |||a||-

On peut également définir sa transposée conjuguée At de W dans V' :
Y(v,w) € V x W, (Alw,v)y = a(v, w).

Pour une forme continue et bilinéairelﬂ a sur des espaces de Hilbert V' et W définis sur
R, on introduit A de V dans W’ comme ci-dessus, respectivement sa transposée A' de W
dans V'’ — sans conjugaison .

Evidemment, & partir d'un opérateur (borné) A de V dans W’ on pourrait définir une
forme continue et sesquilinéaire (ou bilinéaire) sur V x W via (C.1).

Finissons par la notion d’espace pivot, qui est une autre conséquence du théoréme de
Riesz ci-dessous. Soit H un espace de Hilbert. Pour g € H', soit h € H la solution de

Trouver h € H tel que
Vh € H7 (h’ h/)H = <g) h,>H

L’application g — h est une isométrie bijective de H' dans H. A partir de 13, on peut
choisir d’identifier H' a H.

Définition C.1 (espace pivot) Soit H un espace de Hilbert. Dés lors que H' est identifié
a H — par lintermédiaire de ’application g — h introduite ci-dessus — H est appelé [’espace
pivot.

II suit la

Proposition C.2 Soient H et V deux espaces de Hilbert, tels que V' soit un sous-espace
vectoriel dense de H, et tel que l'injection canonique ty_g soit continue. Lorsque H est
choisi comme espace pivot, on peut identifier H a un sous-espace vectoriel de V.

55. Une forme sesquilinéaire est linéaire par rapport a la premiére variable et antilinéaire par rapport a
la deuxiéme variable.
56. Une forme bilinéaire est linéaire par rapport aux premiére et seconde variables.
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Qui plus est, lorsque les hypothéses de la proposition sont vraies, on vérifie que 'application
iy est continue (et injective), et que iy, H est dense dans V'. Par conséquent, on
peut écrire

(pivot)

VCH H cV/,

avec des injections continues de sous-espaces vectoriels denses les uns dans les autres.

C.2 Résultats fondamentaux

Soit V' un espace de Hilbert. Soit f un élément de V’, on introduit le probléme

{ Trouver uw € V tel que (C.2)

Yo eV, (u,v)y = (f,v).

On appelle (C.2)) une formulation variationnelle.
Le premier résultat est le théoréme de Riesz.

Théoréme C.3 (Riesz) Pour tout f € V', le probléeme posséde une solution et une
seule u dans V. De plus, on a 'égalité ||ully = || f]lv:-

On a un deuxiéme résultat qui généralise le théoréme de Riesz.

Définition C.4 Soit a(-,-) une forme continue et sesquilinéaire sur V x V. La forme a

est coercive st
Ja >0, Yo €V, |a(v,v)] > a3

Soit a(+,-) une forme continue et sesquilinéaire sur V' x V. Soit f un élément de V', nous
introduisons une seconde formulation variationnelle

{ Trouver uw € V tel que (C.3)

Yo eV, a(u,v) = (f,v).

Définition C.5 Lorsqu’un probléeme posséde une solution et une seule dans V qui
dépend contindment de la donnée f, c’est-a-dire

3C > 0,Vf eV, a une solution et une seule u, avec ||ully < C| fllv’,

on dit qu’il est bien posé (au sens d’Hadamard).

Notons qu’il est possible de reformuler le probléme ((C.3)) comme suit.

{ Trowver w € V tel que (C.4)

Au = f dans V.

Il est important de noter que 'opérateur (borné) A~! est bien défini (et continu) de V’
dans V si, et seulement si, le probléme ((C.3)) est bien posé. Dans ce cas, les opérateurs A
et A~! sont des isomorphismes.

Le deuxiéme résultat, appelé le théoréme de Lax-Milgram, propose une condition suffisante
pour garantir le caractére bien posé du probléme (|C.3).
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Théoréme C.6 (Lax-Milgram) Supposons que la forme continue et sesquilinéaire a soit
coercive. Alors, le probleme est bien posé.

Remarque C.7 On pourrait également définir la coercivité des formes sesquilinéaires se-
lon
Ja >0, 30 € [0,27], Yo €V, Re[exp(:0) a(v,v)] > a|v||%.

Pour une forme continue et sesquilinéaire, cette définition est équivalente a la défini-
tion[C4), cf. [6]. Nous utilisons la définition[C.4) dans la suite.
De plus, pour des formes a sur un espace de Hilbert V défini sur R, les deuz définitions
reviennent a

Js € {—1,+1}, Ja >0, Yo €V, sa(v,v) > a|v|?.

Concernant les problémes , on constate que la solution u € V posséde deux ca-
ractéristiques principales : tout d’abord, qu’elle est mesurée selon une norme donnée —
Il - |[v — ; et ensuite qu’elle est définie par son action sur tous les champs de V', ou par une
équation posée dans V.

Plutdt que d’imposer la coercivité (condition suffisante) de la forme sesquilinéaire,
on peut considérer une condition de stabilité, également appelée une condition inf-sup.
Ce type de condition est aussi trés utile lorsque les arguments de la forme sesquilinéaire
n’appartiennent pas au méme espace fonctionnel [20] 4] 2]. Soient donc W un deuxiéme
espace de Hilbert, et a(-,-) une forme continue et sesquilinéaire sur V' x W. Soit f € W',
nous introduisons une troisiéme formulation variationnelle

{ Trouwver uw € V tel que (C.5)

Yw e W, a(u,w) = (f,w).

Ces problémes généralisent les problémes (C.3)), pour lesquels W = V.
Le caractére bien posé (au sens d’Hadamard) s’exprime cette fois par

3C > 0,Vf € W', (C.5) a une solution et une seule u, avec ||ully < C||f|w--

Il est possible de reformuler le probléme (C.5) a 'aide de 'opérateur A € L(V, W') associé
a la forme a par (C.1)).
Trowver w € V tel que

Au = f dans W'. (C.6)

Comme précédemment, 'opérateur (borné) A~1 est bien défini (et continu) de W’ dans V/
si, et seulement si, le probléme ((C.5) est bien posé.

Définition C.8 Soit a une forme continue et sesquilinéaire sur V.x W.
Elle vérifie une condition de stabilité si

la(v, w)]

3o’ >0, Vv eV, sup > o ||v|lv. (C.7)

wew\ {0} llwllw
Elle vérifie une condition de solvabilité si

{fweW : YveV, a(v,w) =0} = {0}. (C.8)
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Remarque C.9 Lorsque W =V, la coercivité d’une forme sesquilinéaire implique condi-
tion de stabilité (avec o/ = «) et condition de solvabilité pour la méme forme.

On a alors le résultat ci-dessous.

Proposition C.10 Supposons que la forme continue et sesquilinéaire a vérifie une condi-
tion de stabilité avec un o > 0. Alors, Ker(A) = {0}, Im(A) est fermée dans W', et
A est une bijection de V- dans Im(A). Par conséquent, pour tout f € Im(A), le probléme
posseéde une solution u et une seule dans V, et de plus o ||ully < ||fllw. Enfin, si

la forme a vérifie la condition de solvabilité @, alors Im(A) = W' et le probléme
est bien posé.

Théoréme C.11 (Banach-Necas-Babuska) Soit a une forme continue et sesquilinéaire
sur V- x W. Le probléme est bien posé si, et seulement si, la forme a vérifie une
condition de stabilité et une condition de solvabilité @)

Corollaire C.12 (Banach-Necas-Babuska) Supposons que W = V, et que la forme a
soit continue, sesquilinéaire et hermitienne sur V- x V. Le probléme est bien posé si,
et seulement si, la forme a vérifie une condition de stabilité .

Introduisons maintenant une condition a priori intermediaire (cf. [5]).

Définition C.13 Soit a(-,-) une forme continue et sesquilinéaire sur V- x W. Elle est
T-coercive si

3T € L(V, W), bijective, 3a > 0, Yv € V, |a(v, Tv)| > a|v|?.

Soit a(-,-) une forme continue, sesquilinéaire et hermitienne sur V-x V. Elle est T-coercive

S?
3T € L(V), Ja >0, Yw eV, |a(v,Tv)| > aljv|?.

Lorsque la forme est hermitienne (cas W = V) le caractére bijectif de T n’est donc plus
requis.

Théoréme C.14 Soit a(-,-) une forme continue et sesquilinéaire sur V-x W. La forme a
est T-coercive si, et seulement si, elle vérifie une condition de stabilité et la condition de
solvabilité.

Dans le cadre de la théorie inf-sup, un operateur T réalisant la T-coercivité est parfois
appelé un opérateur inf-sup.

Pour résumer, dans le cas ot W = V', pour assurer que les problémes ((C.3HC.4|) sont
bien posés, et que l'opérateur correspondant A défini par (C.1]) est un isomorphisme :
— une condition suffisante est que la forme a soit coercive (voir le théoréme de Lax-
Milgram ;
— une condition mécessaire et suffisante est que la forme a vérifie une condition de
stabilité et la condition de solvabilité, ou de fagon équivalente que la forme a soit

T-coercive (voir les théorémes et |C.14)).
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C.3 Problémes mixtes

On introduit les problémes mixtes, qui sont des problémes & plusieurs inconnues, sous
la forme abstraite suivante, appelée formulation variationnelle mizte [20, 4] :

Trouver (u,p) € V x Q tel que
YoeV, a(u,v)+blv,p) = (f,v) (i) (C.9)
Vq € Q, b(u,q) = 0. (ii)

Les espaces V et Q sont des espaces de Hilbert, la forme a est sesquilinéaire et continue
sur V x V, la forme b est sesquilinéaire et continue sur V x Q, et f € V' est la donnée.
L’équation —(ii) est souvent appelée équation de contrainte.
Comment garantir le caractére bien posé du probléme ?

Soit K :={v eV : Vqge@Q, blv,q =0} le noyau de la forme b dans V. Comme
b est continue, K est un sous-espace vectoriel fermé de V' : muni de || - ||y et (-, )y, K

1
est un espace de Hilbert. On a donc la décomposition orthogonale V = K @ K. D’aprés
(C.9)-(ii), on a u € K, et on peut récrire le probléme ((C.9)) sous la forme équivalente :

Trouver (u,p) € K x Q tel que
Vo e K, a(u,v) = (f,v) (i) (C.10)
Vo' € K+, a(u,v') +b(v',p) = (f,v). (i)

Considérons la résolution du probléme (C.10]) en deux étapes :

1. On résout d’abord le probléme en wu, qui s’écrit sous forme variationnelle :

Trowver u € K tel que
Vo e K, a(u,v) = (f,v).

Ce probléme admet une unique solution, dépendant contintiment de la donnée, si par
exemple (voir les remarques la forme a est coercive sur K x K, c’est-a-dire s’il existe
une constante a > 0 telle que pour tout v € K, |a(v,v)| > allv||} (cette condition est
suffisante d’aprés le théoréme de Lax-Milgram .

On fait cette hypothése de coercivité par la suite. L’inconnue u est caractérisée par (C.10])-
(i) et, si on considére que f € K’ on a :

1
lully < ~llfllz (C.11)

2. On résout ensuite le probléme en p avec comme données u € V et f € (K’ )J-, qui
s’écrit :

Trouver p € Q tel que

Vo' € K, b(v',p) = (f,v') — a(u,').

C’est une formulation variationnelle généralisée. Elle est bien posée si la forme b satisfait
les conditions de Banach-Necas-Babuska (voir le théoréme |C.11]), c’est-a-dire la condition
de stabilité (C.7) :

(C.12)

b/
38>0, Vg€ Q, sup 1b(v", )|

=== > Blqllq, (C.13)
veri\oy IVllv
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et la condition de solvabilité (C.8)) :
Soit v’ € K+ : Yge @, b(v',q) =0 = o' =0. (C.14)

Examinons ces deux conditions.

Pour la condition , par définition du noyau K on trouve que v’ € K+ N K = {0}.
En d’autres termes, la condition est toujours vérifiée.

Pour la condition , par définition, si v € K, on a automatiquement b(v,q) = 0, d’ou
la condition finale pour assurer ’existence et 'unicité de p :

B >0, VgeQ, sup b(v. 9)|
vevvioy |[vllv

> Blldllq- (C.15)

1 1b(v'
Dans ce cas, on a : ||p[lg < /BW pour un v’ € K réalisant (C.13) avec ¢ = p. Dot :
vy
1 1 lal .
Pl < 5 1l zery + Hlall[flullv ) < 5 I ey + == I Fllxer ) - (C.16)

La seconde inégalité est obtenue d’aprés la résolution du probléme en u (voir I'étape 1.).
D’apreés ce qui précéde, on peut établir le théoréme suivant :

Théoréme C.15 Le probleme admet une unique solution si
— La forme sesquilinéaire et continue a est coercive sur K x K ;
— La forme sesquilinéaire et continue b vérifie la condition de stabilité (C.15)).

De plus, la solution (u,p) dépend contindment de la donnée f € V', cf. (C'11) et (C16).

Remarque C.16 Pour l'étape 1., et donc pour déterminer u, il faut et il suffit que la
forme a vérifie une condition de stabilité et une condition de solvabilité sur K x K.
On peut aussi résoudre des problémes mixtes ot —(ii) est remplacé par

Vg € Q, b(u,q) =(g,9),

avec g € Q' une seconde donnée. On obtient le caractére bien posé de ce probléeme mizte
(avec contrainte non-nulle) sous les mémes hypothéses que celles du théoreme[C. 15, cf. [4).

C.4 Eléments de théorie de ’approximation

Nous nous intéressons a 1'approzimation de la formulation variationnelle (C.5)), posée
dans des espaces de Hilbert V et W de dimensions infinies, avec f € W’ et a(-,-) une
forme continue et sesquilinéaire sur V' x W. On note A 'opérateur de L(V, W’) associé a

la forme a via (C.1J). Nous supposons que ((C.5)) est bien posé.

C.4.1 Approximation des formes

Pour approcher le probléme ((C.5)), restons pour 'instant dans V' x W, et considérons
une suite infinie (a”),~0 de formes continues et sesquilinéaires sur V' x W, ainsi que (f"),>0,
une suite infinie d’éléments de W’. Par convention, le parameétre n tend vers 0 et, lorsque
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n tend vers 0, les formes a” (resp. f") “approchent” la forme de départ a (resp. f) en un
sens & préciser. On définit les problémes approchés, un pour chaque n > 0, par

Trouver um € V tel que
{ Vi € W, al(u,w) = (7, w). (C.17)
A l’aide d’un opérateur, ces problémes approchés s’écrivent
Trouver u" € V tel que
{ ATy = f dans W', (C.18)

avec A" € L(V,W') défini par
V(v,w) € V- x W, (A", w) = a"(v,w).

L’hypothése de base est que le probléme approché est bien posé. D’apreés le théo-
réme on sait que la forme a” est stable (avec une constante de stabilité notée a7 > 0
ci-dessous), et de plus Im(A7) = W'.

Pour n > 0, on introduit le terme de consistance

Consgy(v) = [[(A— A")v|lwr = sup |(a = a")(v, w)]

, C.19
weW\ {0} |wllw (C-19)

qui exprime les écarts entre la forme ou 'opérateur exact et leurs approximations.

Théoréme C.17 Soit n > 0 donné. Si que le probléme est bien posé, alors
lu —uly < [|ATHI[(Consan (™) + | f = flw) - (C.20)

Remarquons que [|[A — A7[|[ = sup, ey (o3 {C0onsq,,(v)/||v]|v}. Par conséquent, si la suite
de solutions approchées (u"),>0 est bornée, on en déduit sa convergence vers la soution
exacte u sous les conditions

li — fM"lw = li A—A"|| =0. 21
B £ = 7l =0 et Tim |14~ A7]]] =0 (c21)

Par ailleurs, pour démontrer que la suite (u"),>0 est bornée, on peut utiliser le résultat
ci-dessous.

Théoréme C.18 Soit n > 0 donné. Si que le probléme est bien posé, alors
1
lu = u"llv < = (Consay(u) +[1f = flw). (C.22)

C.4.2 Approximations de Galerkin

Considérons d’abord le cas W = V| ce qui permet d’introduire les méthodes d’approxi-
mation dites de Galerkin. Ensuite nous examinerons le cas général des méthodes d’approxi-
mation dites de Petrov-Galerkin, pour lesquelles W # V' est possible (voir . Pour
approcher le probléme , soit (V5)s=o une suite de sous-espaces vectoriels de dimension
finie. On note n(J) la dimension de Vs. Par convention, le paramétre ¢ tend vers 0 et on
suppose que limg_,gn(d) = 400, de sorte que Vs peut “approcher” V en un certain sens



269

(voir ci-dessous (C.26)), (C.30) et (C.40)).

Lorsque (V5s)s=0 sont des sous-espaces vectoriels de V', on parle d’approzimation conforme.
On peut alors définir les problémes approchés, ou discrets (un pour chaque valeur de 9),
par

Trouver ug € Vy tel que
C.23
{ Vus € Vs, alus,vs) = (f,vs). (C25)
A T'aide d’un opérateur, ces problémes discrets s’écrivent
Trouver ug € Vy tel que
{ Asus = f dans (Vj), (C.24)

ou As € L(V5,(Vs)'), et f est considéré comme un élément de (V)" :

Vs, ws € Vs, (Asvs,ws)vs = a(vs, ws), (f,vs)vs = (f,v5)v-
On a un résultat suffisant sur le caractére bien posé des problémes discrets.

Proposition C.19 Sila forme a est coercive sur V x V', alors le probléme discret est bien
posé€ pour tout § > 0.

Lorsque la forme a est coercive, on note o > 0 une constante de coercivité.
Ci-dessous, nous proposons des outils pour estimer I’erreur u — ug entre la solution exacte
u et la solution discréte ou approchée ug : on parle d’estimation d’erreur.

Théoréme C.20 (lemme de Céa) Si la forme a est coercive sur V x V, alors

l[lall] .
£ ||u— . C.25
o oof |u — vs||v (C.25)

|u —us|ly <

Remarque C.21 La donnée f qui n’apparait pas explicitement dans est présente
via la solution wu, qui dépend linéairement de f (voir la définition Nully < Clfllve
avec C' > 0 indépendant de f).

Par ailleurs, on a infcy; [[u — vs|lvy < [Ju — us|ly, et il résulte de Uestimation d’erreur
que les deuz quantités inf, cy; |[u — vs||v et ||u — us||yv sont du méme ordre.

Ci-dessus, le terme d’approxzimabilité inf,cy; ||u—vs||v correspond a la capacité d’approxi-
mation des éléments de V' par ceux de Vj. Puisque la dimension de Vj tend vers l'infini
lorsque & tend vers 0, on s’attend & ce que le terme d’approximabilité tende vers 0, ce qui
entraine que 'erreur tend elle aussi vers 0. Pour ce faire, on a besoin d’une hypothése du
type :

Vi C V, V4 dense dans V et Vo, Irs € L(V, Vs) tels que

Yv € V+, lim5_>0 ||U — 7”6U||V =0. (026)

L’hypothese (C.26) peut étre vue comme une propriété d’approximabilité minimale. En
effet, on peut facilement établir le résultat ci-dessous.

Proposition C.22 Si la propriété d’approximabilité minimale est vraie, alors

Yv eV, glm < inf |jv— Ug”v) = 0. (C.27)

—0 \vs€Vy
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Lorsque la propriété d’approximabilité minimale est vraie, on déduit donc du lemme de
Céa que l'error u — us tend vers 0 dans V' quand § tend vers 0.

Théoréme C.23 Si la forme a est coercive sur V x V et si la propriété d’approximabilité
minimale est vraie, alors l’erreur tend vers 0 quand d tend vers 0 :

lim ||u — us|lv = 0. (C.28)
0—0

On peut proposer des estimations d’erreurs plus “précises”. Celles-ci reposent sur la défi-
nition de méthodes d’approximation ad hoc. Pour cela, on peut supposer que les données
f sont plus réguliéres. Plus précisément, pour H un sous-espace vectoriel normé de V',
introduisons :

V:={0eV : 3f € H tel que ¥ solution de (C.3) avec la donnée f}

muni de la norme |7y = || f||z. L’idée est de définir des opérateurs discrets allant de v
dans V. Par exemple, il peut s’agir d’opérateurs d’interpolation ou de projection (75)s>0,
qui dépendent de la méthode d’approximation choisie. On fait une hypothése du type :

Vo, ms € L(V,Vs) et Fe : RT = R, lims_, €(6) = 0 tels que

o~ N N N C.29
Vo eV, [0 —7st|ly < e(0) 7] ( )

Par construction, m50 peut servir a borner infy cy; |0 — vs||y. Ceci conduit & la propriété
d’approximabilité uniforme, a savoir

sup (} inf |5 —v(gHv> < €(0), (C.30)
0]l

sev\{0} vs€Vs

et & des estimations d’erreur améliorées pour les solutions appartenant V', ou cette fois la
mesure de la donnée f apparait explicitement, sous la forme || f||z.

Théoréme C.24 Si la forme a est coercive sur V x V et si la propriété d’approzimabilité
uniforme est vraie, alors pour f € H, Uerreur est bornée par :

[llall

(07

[ — usllv < () [| /1|2 (C.31)
Considérons maintenant des problémes discrets qui comportent des formes différentes des
formes a et f. Cette situation se produit lorsque 'action des formes sur les éléments de
Vs est calculée de maniére approchée (par exemple, I'utilisation de formules de quadrature
pour calculer des intégrales). Dans ce cas, on écrit les problémes discrets sous la forme

{ Trouver us € Vy tel que (C.32)

Vs € Vs, as(us,vs) = (f5,vs)-

Pour obtenir le caractére bien posé et pour en déduire des estimations d’erreur, on introduit
la notion “discréte” de coercivité uniforme.

Définition C.25 La famille de formes sesquilinéaires (as)so est uniformément V-coercive
St
Ja* > Oa V(Sa VU& € ‘/;57 |a5(U5,U5)| > o ”U5H%/
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On en déduit le caractére bien posé des problémes discrets comme précédemment.

Proposition C.26 Si la famille de formes sesquilinéaires (as)s=o est uniformément V-

coercive, alors le probleme discret est bien posé.

Pour 6 > 0 et vs € Vj, introduisons

Consys = sup M, (C.33)
wsevs\{0}  llwsllv
Consgs(vs) = sup (@ = as)(vs, ws)| (C.34)
wsE€Vs\{0} |ws]lv
Cons,s = sup (@ = as)(vs, ws)| . (C.35)
vs € Vs \ {0} [vs v [lwsllv
ws € Vs \ {0}

Ce sont des termes de consistance, au sens ou ils expriment les écarts entre les formes
exactes (a et f) et les formes approchées (as et fs).

Théoréme C.27 (Premier lemme de Strang) Sila famille de formes sesquilinéaires (as)so

est uniformément Vs-coercive, alors lerreur ||u — us||y est bornée par

lu—uslly <C [ ng/ (Jlu — vs|lv + Consqs(vs)) + Consys| | (C.36)
vs §

a* ) a*

avec C' := max (i Uall} 4 1) > 0 indépendant de §.
Si les termes de consistance tendent vers 0, & savoir :

gig% Consgs =0 et (%ij)r%) Cons,s =0, (C.37)
on en déduit la convergence sous réserve que la propriété d’approximabilité minimale soit

vraie (cf. proposition [C.22]).

Remarque C.28 Dans le cadre précédent, c’est-a-dire avec des formes discrétes diffé-
rentes des formes exactes, la notion “discréte” de famille (ag)sso uniformément Vs-coercive
a remplacé celle de forme exacte a coercive.

Passons a ’approzimation non-conforme, c’est-a-dire lorsque Vs ¢ V. Dans ce cas, on doit
d’abord définir une norme sur V + Vs, notée || - ||vs, telle que |[v|y,s = ||[v]lyv pour tout
v € V. De la méme fagon, les formes doivent étre prolongées & V + Vj : typiquement, on
définit af;v C et fgv ¢ sur V + Vj vérifiant

Yo,w eV, af;vc(v,w) = a(v,w) et <févc,v) = (f,v).

Dans le cadre non-conforme, les problémes discrets sont alors écrits sous la forme

(C.38)

{ Trouver ug € Vy tel que
Vs € Vs, ay©(us,vs) = (f', vs).
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Définition C.29 La famille de formes sesquilinéaires (aY%)s=o est uniformément (V +

Vs) x Vs-continue si

3ANC >0, V8, V(v,ws) € (V + V5) x Vs, [ag’® (v, ws)| < AN [Jollv,g [|ws]lv:s.
Définition C.30 La famille de formes sesquilinéaires (aé\f @Vsso est uniformément V-
coercive st
3N > 0, V8, Wus € Vs, [af “ (vs, v5)] = & [|vs|T 5.
Proposition C.31 Sila famille de formes sesquilinéaires (af;vc)5>0 est uniformément Vg-
coercive, alors le probléme discret est bien posé.

On introduit ensuite, pour § > 0, un nouveau terme de consistance qui exprime les écarts
entre les formes prolongées :

NC _ (¢NC
NO_ gup |ag'™™ (u, ws) — (f5'", ws)|

ws€Vs\{0} lws||v,s

Cons

Théoréme C.32 (Deuxiéme lemme de Strang) Si la famille de formes sesquilinéaires
(af;vo)5>0 est uniformément (V 4 Vi) x Vs-continue et uniformément Vj-coercive, alors
Verreur ||u — us||v,s est majorée par

lu—us|lvs <C [ inf |lu — vsllv,s + Consy | | (C.39)
vsEVs
1 ANC A .
avec C := max (QN—C, ot 1) > 0 indépendant de §.

Dans le cadre non-conforme, on aura donc convergence si :

V. C V, V. dense dans V et V9, Elrévc € L(V4, Vy) tels que

) C.40
Vo € Vi, limg_ |Jv — réVCvHV#; =0, ( )
et si le terme de consistance tend vers O :
lim sup Consy| =o0. (C.41)
020 | fev’, |Ifllyr=1

Théoréme C.33 Si la famille de formes sesquilinéaires (aévc)bo est uniformément (V +
Vs) x Vs-continue et uniformément Vs-coercive, si le terme de consistance C’onsf;vc tend
vers 0 et st la propriété d’approximabilité minimale est vrate, alors [’erreur tend
vers 0 quand & tend vers 0 :
lim |Ju — us||v,s = 0. (C.42)
6—0
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C.4.3 Approximations de Petrov-Galerkin

Dans ce paragraphe on étudie un cas plus général, a savoir que V.= W ou V # W
sont possibles. On étudie maintenant ’approximation du probléme ((C.5)) : soient (Vs)s=o et
(Ws)s>0 deux suites de sous-espaces vectoriels de dimension finie. Comme précédemment
(cf. introduction , on veut que Vs (resp. W) “approche” V' (resp. W) en un certain
sens.

Dans le cas de I'approzimation conforme, on a Vs C V et Wy C W pour tout § > 0. Les
problémes approchés, ou discrets, sont

{ Trouver us € Vs tel que (C.43)

Yws € Ws, as(us, ws) = (f5, ws),

avec des formes discrétes ag et fs qui peuvent étre différentes respectivement de a et f. A
l’aide d’un opérateur, les problémes discrets s’écrivent (C.24]), ’équation étant posée dans
(Ws)".

Définition C.34 La famille de formes sesquilinéaires (as)s>o est uniformément Vs x Ws-
stable si

Jap >0, V6, Vos e Vs, sup 122l wo)l

> ay [Jvs||v (C.44)
wsews\{oy  wsllw

On peut également passer par la T-coercivité discréte uniforme.

Définition C.35 La famille des formes (as)s est uniformément Ts-coercive si, et seule-
ment St

da*, f* >0, V6 > 0, ITs € L(Vs, Ws),

C.45
IITSI1| < B* et Vos € Vi, las(vs, Tsvs)] = o lus]2. (C45)

Remarque C.36 FEn régle générale, la T-coercivité discréte uniforme se déduit simplement
de la T-coercivité exacte. Il suffit d’ajouter des g, et de choisir les espaces d’approrimation
compatibles avec les conditions requises pour la "bonne" définition de l’opérateur.

On a le résultat suivant, a rapprocher du théoréme [C.14]

Théoréme C.37 Soit une famille (as)s de formes sesquilinéaires, continues et uniformé-
ment bornées. Les deux assertions ci-dessous sont équivalentes :

— la famille des formes (ag)s est uniformément Vi x Ws-stable ;

— la famille des formes (ags)s est uniformément Ts-coercive.

Le caractére bien posé est une conséquence des conditions (C.44]) ou (C.45]).

Proposition C.38 Si la famille de formes sesquilinéaires (ag)sso est uniformément Vs x

Wis-stable (cf. ) et si dimVs = dim Wy pour tout 0, alors le probleme discret

est bien posé pour tout 9.

On peut également obtenir une estimation d’erreur avec des termes de consistence du type

(C.33), (C.34) et (C.35) pour tout ¢ et vs € Vj, le supremum étant ici pris sur ws € Ws\{0}.
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Théoréme C.39 (Premier lemme de Strang) Sila famille de formes sesquilinéaires (as)s>o
est uniformément Vs x Wy-stable et si dimVs = dim Wy pour tout §, alors Uerreur ||u—us||yv
est bornée par

lu —us|ly < C [ 11615 (Jlu — vs]lv + Consgs(vs)) + Consys| (C.46)
vs 8

avec C' := max (0‘%’ % + 1) > 0 indépendant de §.
Dans le cas d'une approzimation non-conforme (Vs ¢ V, avec la norme || - ||y,s sur V + Vj,
resp. W5 ¢ W, avec la norme || - ||yy,5 sur W + W), on peut garantir le caractére bien posé,
sous les hypothéses dim Vs = dim Wy pour tout § > 0, si la famille des formes (aévc)bo
est uniformément Vs x Ws-stable. Si on ajoute I'hypothése de (V + Vj) x Ws-continuité
uniforme, on aboutit & une estimation d’erreur.

Dans le cadre non-conforme, le probléme discret s’écrit

{ Trowver us € Vs tel que (C.47)

Vw(; S W57 a‘évc(u(va(S) = <f(£vcaw5>a
et les définitions sont les suivantes.

Définition C.40 La famille de formes sesquilinéaires (aév @50 est uniformément Vs x W;-
stable si

NC
3ol > 0, V8, Yus € V5, sup a5 (vs, ws)|

> o lvs|vis (C.48)
wsews\foy  lwsllws

FElle est uniformément (V + Vs) x Ws-continue si
EIA{rVC >0, V6, V(v,ws) € (V + Vs) x W, ‘aévc(v’w5)| < A%VC H’UHV,J deHW,6~

Proposition C.41 Sila famille de formes sesquilinéaires (aévc)bo est uniformément Vg x

Ws-stable (cf. ) et si dim Vs = dimWyg pour tout 6, alors le probléme discret

est bien posé pour tout .

Introduisons, pour § > 0, le terme de consistence exprimant les écarts entre les formes
prolongées :

NC NC
a u, w — w
CO’nSéVTC sup | ) ( ) 5) <f5 s 5>’
’ ws€W5\{0} |lwslw,s

Théoréme C.42 (Deuxiéme lemme de Strang) Si la famille de formes sesquilinéaires
(af;vc)(bo est uniformément (V + Vi) X Ws-continue et uniformément Vy x Ws-stable et si
dimVs = dim Wy pour tout 6, alors Uerreur ||u — us||ys est majorée par

lu—us|lvs <C [ inf ||u—wvsllvs + Cons(];VTC , (C.49)
vsEVs ’

NC

A
avec C' := max <a11fc, TJTVC + 1> > 0 indépendant de §.
T T



275

C.4.4 Approximation des formes et des espaces

Il est possible de mélanger les techniques d’approximation de d’une part, et de
§C.4.2| ou de §C.4.3| d’autre part. Partant du probléme (C.17]) pour un certain paramétre

n > 0, on peut ensuite résoudre un probléme approché de celui-ci, caractérisé par un para-
métre 6 > 0. Pour optimiser les résultats sur I’erreur u — ug, il faudra relier les paramétres
7 et § entre eux.



Annexe D

Distributions et espaces fonctionnels

Nous renvoyons a [3, §2] pour plus de détails. Ci-dessous, on se place dans R?, avec
d e N\ {0}.
On appelle multi-indice un o = (a,--- ,q) € N%, et on note |a| = > 140y La dérivée
partielle d’ordre « est notée

olel ¢
8Otf = 8 aq Qn *

dx = dx1dxs - - - dzg est la mesure de Lebesgue dans R4,
On dit que O est un domaine de R? si, et seulement si, @ est un sous-ensemble de RY,
ouvert, borné, connexe, dont la frontiere 0O est "suffisamment réguliére" E] Le vecteur
n désigne le vecteur normal unitaire sortant de d0. On considérera de fagon générique
I' € 0O une partie de 0O de mesure non-nulle, elle-méme de frontiére II" "suffisamment
réguliére".
Enfin, C*°(O) est composé des restrictions & O des fonctions de C*(R?).

D.1 Distributions

On rappelle que D(O) est I'espace des fonctions C* a support[ﬂ compact dans O. On
utilise la convergence des suites pour définir la topologie sur D(O). Soit (fi)r une suite
d’éléments de D(O) : on dit qu’elle converge dans D(O) wvers f si, et seulement si,

(i) il existe un sous-ensemble compact K de O tel que supp(fx) C K, pour k suffisam-

ment grand ;

(ii) pour tous les multi-indices o € N%, (9, f)r converge uniformément vers 0, f dans

K.
Une forme linéaire et continue 7" définie sur D(O) est appelée une distribution. L’ensemble
des distributions est un espace vectoriel, noté D'(0). Soit T' € D'(O) et f € D(O) : laction
de T sur f est écrit a ’aide de crochets de dualité, c’est-a-dire

(T f)-

57. On associe deux propriétés a cette définition : 1. Pouvert O est localement d’un seul coté de sa
frontiére en tout point de celle-ci ; 2. (par exemple) la frontiére est réguliére par morceaux.

58. Par définition, le support d’une fonction x — f(x) est 'adhérence de I'ensemble des points @
pour lesquels f(x) # 0.
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D’aprés la définition de la topologie de D(O), une forme linéaire T est continue si, et
seulement si,

V(fe)k, f € D(O) tels que fr — f dans D(O), (T, fr) = (T f).

On peut enfin introduire la dérivation au sens des distributions. Soit T € D'(0), sa
JM€ dérivee partielle (1 < j < d) est une distribution définie par

of

or o
78{[)j '

VI EPO) (5

7f>:7<T

Pour 1 < ¢ < d, Vopérateur 9; est continu de D'(O) dans lui-méme. Dans la suite, les
opérateurs de dérivation sont considérés au sens des distributions.

D.2 Espaces fonctionnels

On rappelle que l'espace fonctionnel LP(O) est composé des fonctions f mesurables au
sens de Lebesgue sur O, et telles que

1/p
sil<p<oo: ||f||Lp(o)::{/O|fpdac} < 00

sip=o00: £z (0) = esssupgeol f ()| < o0

On suppose que ces fonctions sont a valeurs Complexeslﬂ. Pour p € [1, 0], on écrit que
f1 = fo dans LP(O) pour dire que f1, fa € LP(O) et que fi(x) = fa(x) presque pour tout
x dans O. Pour p € [1,00], LP(O) est un espace de Banach muni de la norme || - || » (0.
Et, pour 1 < p < oo, LP(O) est séparable.

Enfin, pour p € [1,00], W'P(O) := {v € LP(O) : 9w € LP(0), 1 <i < d} est un espace
de Banach muni de la norme produit.

On définit les espaces fonctionnels suivants sur O, qui sont des espaces de Hilbert munis
du produit scalaire associé :

LXO). (uv)yo) = [ uvde:
O

L(0) := L*(0)%, (p,q)sz):/Op-qdw.

— HY(0):={veL*0) : dve L*(0), 1<i<d}={veL*0) : gradveL*0)},

(u, V) (o) = (u,v)Lz(@)jin:Ld(@iu, 0iv)r2(0) = (4, v) 2(0)+(grad u, grad v)12(),

pour m > 2: H™(O) := {U € L*(0) : owe H"YH0), 1<i< d},
(u, v) gm(o) = (U, ) 12(0) + D2im1,a(0st, O0) grm—1(0)

pour s € RT \ N : on écrit s = m + 0, m € Net o €]0,1] et on définit H5(O) par
interpolation entre H™(O) et H™1(0O), avec la convention H(O) = L?(0) ;

59. Bien siir, on peut les considérer a valeurs réelles! Dans ce cas, on enléve la conjugaison plus bas...
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pour s > 0 : H§(O) est défini comme 'adhérence de D(O) dans H*(O) ;
pour s > 0, C*®°(0) est dense dans H*(O).

— H(div,0) := {g € L*(0) : divq € L*(0)},
(P, D1 (daiv,0) = (P, @)r2(0) + (divp,divg) 2 (o) ;
Hy(div, O) est défini comme I'adhérence de D(O) dans H(div, O) ;
C>*(0)? est dense dans H(div, O).

Comme O est un domaine de R? (d = 1,2, 3), on peut en particulier définir la normale
unitaire sortante m presque partout sur la frontiére 0O, et on a n € L*°(90). Pour une
partie I' C 00, on définit les espaces fonctionnels suivants sur I', qui sont des espaces de
Hilbert munis du produit scalaire associé :

— L*(T) := {u mesurable sur I" : /]u!ZdF<+oo}, (Naﬂ/)m(r) :/u;ﬂdf.
r r
_ 2
— H1/2(F):{ueL2(P) : //Wdfxdl“y<oo},
rJr [z — y

sy = iz + [ [ LB )~ e,

— HY2(I) = {ue HYXT) : 4 e HY2(00)}, ot & € L*(O) est le prolongement de
u & tout 00, égal a 0 sur 00 \ T.

On a les inclusions strictes
HYX(T) € LA(T) © (HYA(T)) et HYA(T) € LA(T) € (H2(T)Y.

On note que si A € L3(T) et u € HY*(I'), on a

<)‘7M>H1/2(F) :/F)\udl“.

D.3 Théorémes de trace

Pour u € C*°(0) on note ur sa trace sur une partie I' C 9O.

D.3.1 Trace des fonctions de H'(O)

Théoréme D.1 L’application trace vy : u — upo de C>(0) sur 0O se prolonge par
continuité en une application continue de H'(O) dans L?(00) :

Je >0, Vue H'(O), |lvow)llr200) < cllullmio)-
L’application trace est surjective et continue de H'(O) sur HY/?(d0) :

Je >0, Yue H'(O), [vollgrpe) < dlulaio);
3¢ >0, Vi € HY/2(90), 3ue H'Y(O) tel que vo(u) = p et [|ull g0y < cllull iz oo
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Pour le dernier point, 'élément u € H'(O) est appelé un relévement de g € H'/2(90).

On a l'identification
H}(0) = {ve HY(0) : vjgo =0} .
On peut définir de méme une application trace sur I', de H(Q) dans L?(T'), ot la trace

est notée vjp. Cette application est surjective de H'(O) dans HY2(I).

Soit

Cr°(0) :=={v € C*°(0) : v =0 dans un voisinage de I'}.
Si on note H&F((’)) I'adhérence dans H'(O) de C°(O), on peut démontrer que :
H&F(O) ={ve HY(0) : v =0} .

En outre, I’ensemble des traces sur I' de S?Q\F (O) est dense dans L*(T).

Enfin on note que si v € H'(O) s’annule dans un voisinage de oI, alors ur € ﬁl/Q(F).

Théoréme D.2 (inégalité de Poincaré) Soit O un domaine de R? et T C 90 une
partie de mesure non-nulle. Alors

ICp >0, Yo € Hyr(0), |[vllr2(0) < Cp | grad v]2(o)-

D.3.2 Trace normale des fonctions de H(div, O)

Théoréme D.3 L’application trace normale 71 : ¢ — 71(q) = q - njpo de C>®(0)? sur
00 se prolonge par continuité en une application continue et surjective de H(div, O) dans
Vespace dual (HY?(90O)) :

Jc >0, Vg € H(div, 0),  [[m(@)ll(m200)y < clalla@iv.o);
3e >0, Yu € (HYV2(00))Y, 3q € H(div,0) tel que y1(q) = v et ||qllaaiv.0) < clullmirz@oyy-

Pour le dernier point, I'élément ¢ € H(div, O) est appelé un relévement de g € (H'/2(00))’.
On a l'identification

Hy(div,0) = {qg € H(div,0) : q-mjpo =0}.

Soit I' une partie stricte de 9O. Pour ¢ € H(div,O), on sait d’aprés le théoréme
que q - o € (H1/2(8O))’.~Par contre en général q - np ¢ (H'?(T)Y, alors qu'on a
automatiquement q - np € (HY(I)).

D.3.3 Formules d’intégration par parties

On a les formules d’intégration par parties suivantes :

Yo € HY(0O), Vq € H(div, ), / (g-gradv +divgv)dx =0, (D.1)
@]

Vv € H'(0), ¥q € H(div, 0), /O(q -gradv +divgv)de = (g -1, v) g1/290)- (D.2)
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Si on veut "découper" les crochets de dualité dans (D.2)) sur T' et I’ = 9O\ T’ deux parties
(strictes) de 0O, on a deux possibilités.

1 i) Soit il faut supposer que la trace normale g-n|50 est plus réguliere que (H 12(00)Y,
par exemple que q- 1|50 € L?(00). Dans ce cas, on peut écrire pour tout v € H'(O) que :

(q-n,v)m/z(a@):/aoq~nvdFZ/Fq~nvd1“+/lq~nvdlj.

(D.2}ii) Soit il faut choisir v € H*(O) qui s’annule au voisinage de OI' = dI". Dans ce
cas, vp € HY2(T) et v € HY2(I"), et on peut écrire pour tout q € H(div, O) que :

(g-m,0) 200y = (@ s V) gaseey (@ e O ey
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