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Resumen: Se deducen las ecuaciones de Navier-Stokes de hombre pobre para llamas premezcladas usando un modelo
fisico basado en las ecuaciones de conservacion de masa, cantidad de movimiento y de una variable que mide el
progreso de la combustidn. Para obtener estas ecuaciones, se asume una representacion de Fourier de las variables y
luego se implementa el procedimiento de Galerkin. El resultado es un sistema dindmico discreto en 4D.
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1. INTRODUCCION

Las ecuaciones de Navier-Stokes del hombre pobre (PMNS) fue el nombre dado por Frisch [1] a un
sistema dindmico discreto (algebrdico) que, a pesar de su sencillez, verificaba algunos de los aspectos de
las ecuaciones de Navier-Stokes [2]. Frisch utiliz6é un mapa cuadrético que puede transformarse en un mapa
logistico. Como una mejora del modelo, se implementaron combinaciones lineales de mapas logisticos [3].
Posteriormente se encontré al analizar los resultados que contenian transferencia de calor ademas del flujo
de fluido, que no se podia garantizar que este enfoque funcionara [2]. Esto motivé a buscar un reemplazo
para el mapa logistico como fuente de fluctuaciones temporales a pequefia escala, especialmente en pro-
blemas donde se debe modelar fisica adicional como reacciones quimicas y transferencia de calor [4]. El
enfoque adoptado fue implementar una representacién de Galerkin de las ecuaciones de Navier-Stokes y de
cualquier otra ecuacién necesaria para la especificacion completa del problema fisico. Actualmente este tipo
de sistema es utilizado en la construccién de los términos no resueltos en la simulacién de grandes vortices
para flujos turbulentos [5].

Una llama premezclada es una onda de deflagraciéon que se propaga en una mezcla de combustible y
oxidante. Por ejemplo, gasolina y oxigeno en el aire, respectivamente. La llama premezclada deja productos
de combustidn que no reaccionan, por ejemplo, una mezcla de vapor de agua, diéxido de carbono y nitrégeno
a una temperatura de aproximadamente 2000 K. Este es un fenémeno fisico-quimico muy complejo, sin
embargo para describir su estructura puede utilizarse un modelo simplificado que involucra la ecuacién de
continuidad, las ecuaciones de Navier-Stokes (conservacion de cantidad de movimiento) y una ecuacion de
balance para la variable que determina el progreso de la combustion [6].

2. LLAMA PREMEZCLADA

Un analisis detallado del conjunto general de ecuaciones de equilibrio que modelan los flujos reactivos
puede encontrarse en [7]. Aqui, un conjunto menos general de ecuaciones que se usan cominmente para
modelar llamas turbulentas es implementado. Para tal fin se aceptan las siguientes hipétesis simplificativas:
la mezcla es un gas ideal, el nimero de Mach es mucho menor que uno, flujo adiabatico, no hay fuerzas
volumétricas, son despreciables los efectos de Soret y Dufour, la difusién debida al gradiente de presiéon
y la viscosidad, ademas los flujos de masa y de calor se aproximan mediante las leyes de Fick y Fourier
respectivamente. Por lo tanto, en un sistema de referencia inercial con un sistema Cartesiano de coordenadas,
la combustién premezclada resulta modelada por el siguiente conjunto de ecuaciones de equilibrio [6]:

- Ecuacidn de conservacion de masa (o continuidad):
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donde p es la densidad, V' = (u1, ug, us) el vector velocidad, X = (1, z2, 23) el vector posicién (coorde-
nadas espaciales), y ¢ el tiempo.
- Ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento (Navier-Stokes):

dpu;)  Olpujur)  Op | O

= — L k=1,2,3 2
8t 8l‘k 8%, + a$k7 % B ( )
siendo el tensor de tensiones para un fluido newtoniano:
Ou;  Ouj 2 Ouy, .
= ———%; ), g, k=1,2,3 3
T = H <833j * Ox; 3 0xy B )

p es la presion, p la viscosidad y d;; el delta de Kronecker.
- Ecuacién de balance de la variable que determina el progreso de la combustién
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la variable progreso de la combustién puede definirse como
Y.-Y T-T,
c u u (5)
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donde Y es la fraccion de masa para el combustible y 7" la temperatura estatica. Los subindices w y b indican
los estados previos y posterior a la combustion respectivamente. Por lo tanto se verifica que 0 < ¢ < 1.
Ademds W es la expresion de la velocidad de reaccién y resulta

W = p(lt_ C) €_®/T (6)

O depende del combustible usado y se encuentra tabulada. Donde ¢, es la escala de tiempo correspondiente
a la reaccion quimica involucrada y depende de la composicion de la mezcla, también puede depender de c,
pero siguiendo lo explicado en [6] se despreciard esta dependencia.

Este modelo resulta de considerar las siguientes adicionales simplificaciones (ademds de las hipdtesis
enumeradas al principio de esta seccidn): la quimica de la combustién combustién se reduce a una sola
reaccion global irreversible, la presion estatica no depende del tiempo, el nimero de Lewis es igual a uno
para todas las especies y los ¢, tanto de las especies como de la mezcla son constantes.

3. ECUACIONES DE HOMBRE POBRE EN LLAMAS PREMEZCLADAS

En esta seccion, las ecuaciones de Navier-Stokes de hombre pobre para llamas premezcladas se derivaran
de manera similar a la presentada en [2] para flujos incompresibles y [5] para flujos compresibles. Debido
a que se estd derivando un modelo para fluctuaciones a pequeiia escala, se asume que (X,t) € Q x ¢,
donde 2 € R? es una celda de cuadricula tipica en la que se ha discretizado el dominio, y ¢ es un tiempo
caracteristico.

Como primer paso deben expresarse las ecuaciones dadas en la seccion previa en forma adimensional.
Para tal fin todas la variables son adimensionalizadas:
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donde el subindice c indica valores caracteristicos o de referencia. M y Re son los nimeros de Mach y

Reynolds respectivamente. Ademds A,s = T es un valor adimensional y D es la difusividad molecular
C uC
de la mezcla. Las ecuaciones resultan:
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Con la finalidad de obtener las ecuaciones de hombre pobre para llamas pemezcladas, se asume que
las variables u; y ¢ pueden ser expresadas por series de Fourier. Se destaca que usando los argumentos
esgrimidos en [5] se considera la aproximacion p = cte.
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donde K* = (ki, k3, k3). Ademas, {¢xs(X)} es un conjunto completo de funciones base ortonormales en
L?(£2). Por lo tanto es factible pensar a las funciones o xs como funciones complejas exponenciales.
Si se introducen las ecs. (12) en ecs. (9) y (10), se obtiene
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donde = = /—1 y el punto sobre la variable indica derivacién con respecto al tiempo. En esta dltima
ecuacién aparecen términos complejos. Pero se tiene interés s6lo en soluciones reales correspondientes a
la fisica real de flujo de fluidos. Para evitar los términos imaginarios se estable que a;; = a; _,, donde el
asterisco denota complejo conjugado. 7
Ahora se implementa el procedimiento de Galerkin. Se multiplica ambos lados de la ec. (13) por s y
se integra en el dominio €2. Por la propiedad de orto-normalidad se obtiene
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siendo || K*|| el modulo del vector nimero de onda para el modo s,y Ay m = k" [, pxcs Qxt prem dQ.
Si se trunca el sistema a un tinico nodo (s = m = 1), la ec. (14) se reduce a
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con A; = k; fQ v pr @K df). Enlaec. (15) se han omitido los supra-indices especificando el nodo.
Trabajando de forma similar con la ec. (11) se obtiene
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Finalmente, si se emplea el esquema de Euler hacia adelante en el paso de tiempo A ¢ = 7 para discretizar
la derivada temporal, las ecs. (15) y (17) se reducen a los siguientes mapas (ecuaciones discretas)
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donde los supraindices n y n + 1 indican pasos de avance temporal.
Las ecs. (18) y (19) determinan el sistema de ecuaciones de hombre pobre para llamas premezcladas y
forman un mapa tetra-dimensional (a1, as, as, h).

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se han deducido las ecuaciones de Navier-Stokes de hombre pobre para llamas premez-
cladas. El fenémeno de llamas premezcladas es sumamente complejo y para describirlo se ha utilizado
un modelo simplificado dado en [6] que se basa en las ecuaciones de conservacion de masa, cantidad de
movimiento y de una variable que mide el progreso de la combustién. En dicho modelo se ha aplicado la
metodologia descripta en [2] y [5] para alcanzar las ecuaciones de hombre pobre en llamas premezcladas,
la cuales forman un sistema dindmico discreto en un espacio de estados tetra-dimensional (ver ecs. (18) y
(19)). Ademas de las ventajas y restricciones que tienen las ecuaciones de Navier-Stokes de hombre pobre,
para obtener las ecs. (18) y (19) se ha considerado la hipétesis de densidad constante, ya usada en [5], y la
dependencia del término W ha sido sélo parcialmente considerada. En principio habria, por lo menos, dos
alternativas para tratar este término, una es considerarlo como un pardmetro de control més del sistema. Una
segunda seria no obviar la dependencia con c e iniciar algin proceso iterativo para solucionar el sistema (18)
y (19), aunque incurririamos en un mayor costo computacional para su alcanzar la solucién.
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