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Résumé

La logique propositionnelle (comme d’autres logiques) peut étre vue comme une fagcon de re-
présenter des ensembles d’états du monde (les interprétations). La représentation de variations d’un
ensemble d’états du monde a un autre est motivée par des travaux sur le raisonnement a partir de
cas : la comparaison entre deux probleémes et le passage d’une solution a une autre peuvent étre vus
comme des variations d’un ensemble d’états a un autre. Cela a conduit a une notation pour représenter
ces variations (une syntaxe) et ce rapport étudie comment associer a cette notation une sémantique en
théorie des modeles dans laquelle une interprétation est un couple d’interprétations en logique propo-
sitionnelle (un des états et 1’autre). Le rapport entame une étude classique de cette logique (syntaxe,
sémantique, équivalences, NP-complétude de la satisfiabilité, etc.) et de facons d’associer a un couple
de formules propositionnelles une formule de cette logique. Le rapport se termine par une discussion
envisageant une poursuite de cette étude et des applications potentielles.
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1 Introduction et motivations

Le raisonnement a partir de cas (RaPC [14]) est un raisonnement s’appuyant sur une base de cas BC
ol un cas est, en général, la donnée d’un couple (x,y) ou x représente un probleme (du domaine d’ap-
plication considéré) et y est une solution de ce probleme. Une session de RaPC a en entrée un probleme
a résoudre x°iPe (le « probléme cible ») et est souvent constituée de deux étapes : la remémoration et
I’adaptation. La remémoration consiste a chercher un cas (x*, y*) € BC (cas source) tel que x* est jugé si-
milaire 2 x°¥*1® I’ adaptation consiste 2 modifier y* dans I’ optique de la résolution du probléme cible. Un
principe souvent utilisé pour 1’adaptation s’appuie sur la notion intuitive de variations entre problemes
et entre solutions :

cible potée Ax;

(1) Calcul de la variation entre x° et x
(2) Calcul de Ay, la variation entre y* et la solution cherchée, sur la base de Ax;

(3) Calcul de y°i**®, solution plausible ? de x°P*e.

2. En général, le RaPC est un raisonnement hypothétique : la solution proposée résout de facon plausible le probléme cible.



L’étape (2) s’appuie typiquement sur des connaissances d’adaptation, souvent représentées par des
regles d’adaptation. En général, la prémisse d’une telle régle contient une variation entre problemes et
sa conclusion, une variation entre solutions : « Si deux problemes varient selon Ax alors leurs solutions
varient selon Ay. » De telles régles peuvent étre apprises a partir de la base de cas, selon un principe
introduit dans [9] et qui a été appelé I’heuristique des variations entre cas (case difference heuristics,
voir par exemple [12]3). L’idée est d’appliquer un processus d’apprentissage artificiel avec comme jeu
d’apprentissage des couples (Ax”, Ay¥) ot (x,y%), (x7,y7) € BC et Ax¥ (resp., Ay™/) est la variation
entre x° et x/ (resp., entre y* et y7).

Dans certaines applications du RaPC, les probleémes et les solutions peuvent étre représentés (ou
traduits) sous la forme de propriétés booléennes, qu’on peut coder sous la forme de conjonctions de
variables booléennes. Par exemple, on peut considérer les deux problémes suivants :

X =aA-bA-cAd
I =aAN-bAcA—d

La variation entre ces problemes a été notée de la facon suivante dans certains travaux sur I’apprentissage
de connaissances d’adaptation s’appuyant sur cette heuristique des variations :

AxY =" AVEANG AN

ou a” signifie que la propriété booléenne varie selon v ol v = =v (resp. v = =f) signifie « reste a v (resp.
af)»etv =+ (resp. v = -) signifie «change de f a v » (resp. de v a f).

A titre d’exemple, I’apprentissage de régles d’adaptation a été étudiée pour un systéme de RaPC
culinaire [5]. Supposons qu’on trouve dans un livre de recettes (constituant la base de cas) des couples
de recettes de desserts similaires dont la premiére contient des pommes et de la cannelle et la seconde,
des poires et du chocolat (mais pas de poires ni de chocolat dans la premiere et pas de pommes ni de
cannelle dans la seconde). A partir de ces couples, on peut apprendre la régle d’adaptation suivante :

Dans les recettes de desserts avec des pommes et de la cannelle, on peut remplacer ces deux
ingrédients par des poires et du chocolat.

Cette regle d’adaptation peut s’écrire par 1’expression suivante :
R = rDessert™ A iPomme™ A iCannelle” A iPoire® A iChocolat® (D

(ot rDessert est la propriété d’étre une recette de dessert, iPomme, celle d’étre une recette avec des
pommes, etc.).

Les expressions telles que celles présentées ci-dessus ne constituent a ce stade qu’une notation, pas
un formalisme logique, puisqu’on dispose d’une syntaxe mais pas de sémantique permettant de définir
des inférences. L objectif de ce rapport est de définir une telle sémantique et d’entamer son étude. Partant
de la logique propositionnelle finie (LP, =), sera définie la logique (ALP, =) dont la syntaxe contient
les formules telles que celle de la notation introduite ci-dessus et la sémantique sera définie en théorie
des modeles.

La section 2 rappelle des notions et notations relatives a la logique propositionnelle finie. La section 3
définit la logique (ALP, |=) et présente quelques résultats élémentaires a son sujet. Etant donné deux
formules propositionnelles o et B, comment définir leurs variations par une formule de (ALP,=)? La
section 4 étudie cette question. Le rapport se termine par une discussion (section 5) qui montre que les
directions de recherche pour poursuivre ce travail sont nombreuses.

3. Les auteurs ont hésité entre le terme « différence » et le terme « variation ». L’argument qui a fait préférer le second est
qu’on s’attend a ce que la différence entre un objet et lui-méme soit indépendante de cet objet, ce qu’on attend moins d’une
variation.



2 Rappels sur la logique propositionnelle

Soit V un ensemble fini et non vide de symboles, appelés variables. Une formule est soit une variable
(atome de cette logique) soit une expression d’une des formes suivantes : —o, a; A o et op V o, oll
a, o et oo sont des formules. On étend cette syntaxe avec d’autres connecteurs considérés comme des
abréviations (ol a est une variable) : L = a A —a, T =L, 01 — og = -y V og, og > g = (o7 —
o) A (g — ag) etog @ og = (o <> og). LP est ’ensemble des formules de cette logique. Pour
éviter d’écrire trop de parenthéses, on utilise la priorité des connecteurs usuelle : — avant les autres; A et
\ avant les autres connecteurs sauf —. Ainsi —a Vb — ¢ A —d se lira ((—a) Vb) — (¢ A (—d)). Un littéral
est une formule de la forme a ou de la forme —a ot a € V. La taille d’une formule a, |o|, est le nombre
d’occurrences de connecteurs de o.

Une interprétation Z est une fonction de V dans {£, v} ol f et v dénotent respectivement les valeurs
booléennes « faux » et « vrai ». ’ensemble des interprétations est dénoté par ). Pour Z € Q et a € LP,
on définit Z |= o — « Z satisfait o » — de la fagon suivante (pour a € Vet o, 01,000 € LP) :

— T EasiZ(a) =v;

— T = —asiZ f=a;

— I}:ocl/\ocgsil):ocletf}:ocg.

— TZTEouVagsiZ Eag ouZ = og (ou les deux).

Un modele d’une formule o est une interprétation Z qui satisfait o et I’ensemble des modeles de o
est dénoté par M (o). Une formule o entraine une formule oo, noté oy = o, si M (o) € M (o2).
Les formules a; et oz sont équivalentes, noté a; = o, si M (o) = M (og). Une formule o est une
tautologie (noté = o) si M (o) = €2. Une formule « est satisfiable si M (o) # .

Une fagon équivalente de considérer la logique propositionnelle consiste a considérer chaque formule
o € LP comme une représentation d’un sous-ensemble M (a) de 2. La logique propositionnelle peut
alors étre vue comme 1’étude de 2%, I’ensemble des parties de €2 via I’ utilisation d’intersections, d’unions
et de complémentaires (I’algebre de Boole finie (29, N, Uy, T)).

Soit B = {ay, a9, ..., %,} un ensemble fini de formules. A B dénote o1 A og A ... A ap. \/ B dénote
op Vag V...V ay Onécrira B |=psi A B =B, pourp € LP.

3 Lalogique des variations propositionnelles

Cette section définit la logique (ALP, =) sur la base de la logique propositionnelle (LP, =).

3.1 Syntaxe

Soit D I’ensemble de symboles suivant :
D =Dy UD; ol Dy = {=f,=v,+ -} et D; = {=,#,fe, of ve ov}

Un v € D est appelé symbole de variation; si v € Dy, v est un symbole de variation primitif.

ALP est’ensemble des expressions obtenues en substituant dans les formules propositionnelles les
variables par des expressions a” ot a € Vet v € D. Un tel a est appelé atome de cette logique. Par
exemple, si a,b,c € V,a™" vV =(b* A7) € ALP.

Une formule de (ALP, =) est un élément de ALP. On définit donc formellement une formule de
cette logique comme étant soit un atome, soit d’une des formes suivantes : ~p, @1 A p2 et ©1 V pa.
Les connecteurs T, L, — et <> sont utilisés en tant qu’abréviations, comme en logique propositionnelle
(par exemple, p1 — w2 = —p1 V p9). La taille d’une formule ¢ € ALP, notée |p|, est le nombre
d’occurrences de connecteurs de .



3.2 Sémantique

Une interprétation en logique propositionnelle représente un état du monde particulier. Dans la lo-
gique des variations, on considérera qu’une interprétation représente un changement d’un état du monde
a un autre. Ainsi, on définit une interprétation pour la sémantique de cette logique par un couple d’in-
terprétations pour la sémantique de (LP, |=). Formellement, soit AQ2 = Q x €. On notera un élément
(Z,J) € AQ par Z.J (sans parenthese ni virgule, pour simplifier).

Etant donné ZJ € AQ et ¢ € ALP, il reste a définir la relation Z7 = ¢ (« Z.J satisfait ¢ »). On
commence par le faire sur les atomes (pour a € V) :

— Avec symboles de variations primitifs :

— IJEatsiT#aet J - a;

— IJEadsiZEFaetJ Ea;

— IJ EadsiTFaetJ Ea;

— IJEasiTEaetJ}a;

— Avec symboles de variations non primitifs :

— IJEadsiZgEadTouIg Eav;

— IJ E at SiTT EaouZJ Ea;

— IJ Ed®*siZJ EdtoulJ | a*;

— IJ Ea*siZJ Eadtould Ea;

— IJEW*SiZTEC 0uIJ Ea;

— IJ Ea*siZJ EdVoulJ Ea'.
La sémantique des connecteurs est définie de facon similaire & ce qu’elle était en logique propositionnelle
(pour @, 1,2 € ALP):

— IJ E ¢ siZJ s

— IT o1 Np2SiZT Ep1etlT = o,

— ITEwiVpesiZT E @1 0ulJ = po.

Les notions introduites en logique propositionnelle relatives a la sémantique se transposent aisément :
notion de modele, M (¢) = {ZJ € AQ | ZJ [ ¢}, conséquence logique p; = @9, tautologie,
satisfiabilité d’une formule, etc.

Une facon équivalente de considérer la sémantique de cette logique consiste a considérer chaque
formule ¢ € ALP comme une représentation du sous-ensemble M (¢) de AQ2 = Q x €, i.e. d’une
relation binaire sur €.

3.3 Propriétés

Représentabilité d’un ensemble d’interprétations par une formule. Certaines définitions de for-
mules dans la suite du rapport seront données par leurs ensembles de modeles, donc a I’équivalence
logique pres. Ce genre de définition est acceptable car tout sous-ensemble de A(2 est représentable dans

ALP:
pour tout A C A, il existe o € ALP telle que M (¢) = A @)
Preuve de (2). Soit Z.7 € A, et soit la formule
- /\ {avar(I(a),j(a)) lac V}
ouvar: (f,f) »=f (v,v)—~=v (f,v)—+ (v,f)— -

On démontre d’abord que, pour toute a € V, ZJ qvar(Z(a).7(a) (il suffit de considérer les quatre
cas pour s’en convaincre). Inversement, si quelle que soit a € V, 7171 = a"2Z(@):7(0) entraine
Zi(a) = Z(a) et Ji(a) = J(a), alors 17y, = ZJ. Par conséquent, M (¢pr7) = {ZJ}. Soit alors
v = V{vz7 | ZJ € A}. On en déduit que M () = A. |
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Equivalences et mise sous forme normale. Les résultats suivants (et leurs preuves) se transposent
aisément de résultats de la logique propositionnelle (les formules considérées ci-dessous sont toutes

éléments de ALP) :
— Théoreme de la déduction et son corollaire :

©1Ep2 ssi =1 = @2
PL=2 Ssi =1 & @2

— Lien entre tautologies et formules satisfiables :

E @ ssi - estinsatisfiable

— Lois de De Morgan.
— Involutivité de —, commutativité de A et V, associativité de A et V, distributivité de A sur V,

distributivité de V sur A, etc. (toutes ces propriétés étant vérifiées modulo 1’équivalence logique).
Les résultats suivants découlent des définitions :

a=atvad F=d"Va d*=dfvat
oV (3)

a*=atva a"®*=a"Va " =a"Va"

On peut faire les transformations suivantes sur une formule de (ALP, =), transformations qui
conservent 1’équivalence logique. Dans un premier temps, on peut supprimer tous les atomes a” ol
v € D; en utilisant les équivalences (3). Dans un deuxiéme temps, on peut utiliser une transformation
mettant sous une forme normale négative (oll — n’apparait que devant les atomes) comme on le fait en
logique propositionnelle (en utilisant les lois de De Morgan et I’involutivité de = modulo =). Enfin, on
peut appliquer 1’équivalence suivante (de gauche a droite), poura € Vetv € Dy :

v

-q¥ = \/ a® 4)

weDp\{v}

De cette fagon, on peut écrire toute formule de (ALP, =) comme une formule n’utilisant pas le connec-
teur — ni les symboles de variation non primitifs. L’idée d’une telle transformation est qu’elle pourrait
servir de prétraitement dans une procédure de test de satisfiabilité s’appuyant sur la méthode des ta-
bleaux sémantiques [15], pour laquelle un conflit serait n’importe quelle paire d’atomes {a”,a"} ou
a €V, v,w € Dy etv # w. Cette idée sera évoquée a nouveau a la section 5.3.

Preuve de (4). Soit var—! la fonction inverse de la fonction var introduite dans la preuve de (2). Pour

ZJ € A on ales équivalences

ZJ E —a’ssiZJ - a”
ssi (Z(a), J (a)) # var ' (v)
ssi (Z(a), J(a)) € {£,v}%\ {var (v}
ssiZJ | a" pourunw € Dy \ {v}
SiZT =\ o

weDo\{v}

Ce qui permet de conclure. |
On peut noter que le choix, parmi les symboles de variations, de {=f,=v,+, -} comme ensemble de

variations primitives pourrait &tre changé : il existe d’autres sous-ensembles de D permettant de générer
D par des connecteurs logiques. Par exemple, c’est le cas de {fe, of , ve, ov} puisqu’on a les équivalences

suivantes :
=f = f® A a®t a’ =a"® Aa®
o

a~f =
at =af® A a® =a"®* A a®t



Satisfiabilité et plongement. Soit SATA le probleme de décision qui, étant donné une formule ¢ de
(ALP, =) détermine si ¢ est satisfiable. Le probleme SAT A est NP-complet. On peut prouver cela en
montrant que SAT A est dans NP puis en montrant que SAT A est NP-difficile.

On peut prouver que SATA est dans NP en exhibant un algorithme polynomial non déterministe
répondant a ce probleme : il suffit de construire un algorithme avec un oracle qui choisit une interprétation
T J qui satisfait @ si @ est satisfiable, et de tester que c’est effectivement le cas.

On peut prouver que SATA est NP-difficile en montrant que le probleme SAT peut étre réduit en
temps polynomial 2 SAT . Etant donné o € LP, soit & € ALP défini en remplagant toutes les occur-
rences de variables propositionnelles a dans o par a~¥. On appelle « le plongement de o. Par exemple,
sia =aA—(bVec)alors,a = a™ A (b7 V ¢™7). On peut montrer le résultat suivant, pour Z € € et
ae LP:

ITEa ssi IZ = )

Preuve de (5). Ce résultat se montre ainsi, par récurrence sur |o|. Dans le cas de base |¢| = 0, o = a
pour un a € V et, par définition de la sémantique de =v, on a bien I’équivalence Z |= a ssi ZZ = a™".
Supposons a présent qu’on ait bien (5) pour toute formule « telle que |«| < & (pour un entier naturel k).
Soit a € LP telle que |o| = k + 1. Trois cas sont a considérer :

cas 1 Si o = By A P2 avec PB; et P2 deux formules de tailles inférieures ou égales a k, sur lesquelles
I’hypothese de récurrence s’applique donc. On a alors les équivalences suivantes :

I)ZO(SSiI}:ﬁl etIlng
ssi 27 =By et ZT |= Py (par hypothese de récurrence)

sSiZZ =P AP =P1 AP2 =0
cas2 Sio=p; VP2 avecPi,P2 € LP.Onaalors :

ITEassiZE=pPRiouZ P2
ssiZZ =By ouZZ = Po (par hypothese de récurrence)

ssiII%pAl\/p}:pl/v\ﬁQ:&
cas3 Sia=—BouP € LP.Onaalors:

ITEassiZ#P
ssi Z7 |~ E (par hypothese de récurrence)
sSiTZ = —p=-P=a

Dans les trois cas, on a bien I’équivalence (5) pour o. Selon le principe de la preuve par récurrence, cette
équivalence est bien démontrée. |
On peut ensuite montrer 1’équivalence (pour o € L£LP) suivante :

o est satisfiable ssi o est satisfiable (6)

Par conséquent, si on dispose d’un algorithme pour SAT A, en utilisant cette équivalence, on peut construire
un algorithme pour SAT avec un pont polynomial (le calcul o — o étant linéaire en la taille de la for-
mule). Donc, SAT A est NP-difficile : le probleme NP-complet SAT peut étre réduit en temps polynomial
a SATA.
Preuve de (6). L’ implication de gauche a droite est une conséquence directe de (5).

La réciproque peut se montrer par la contraposée : on suppose que « est insatisfiable et on va en
déduire que a est insatisfiable. On peut mettre o sous FND (forme normale disjonctive %) en appliquant un

4. Pour rappel, une formule sous FND est une disjonction de conjonctions de littéraux ou un littéral est une formule d’une
des formes a (littéral positif) et —a (littéral négatif) avec a € V.
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processus systématique (utilisant I’involutivité de —, la distributivité de V sur A, etc.) pour aboutir a une
formule agyp. En utilisant ce méme processus sur o on aboutit a une formule (&), = &p. La mise sous
FND préserve 1I’équivalence dans les deux logiques, donc apyp = o et apyp = o. Or o est insatisfiable,
donc opnp 1'est également ce qui signifie que chaque terme de la disjonction ogyp €St une conjonction
insatisfiable de littéraux. Dans une telle conjonction, on a nécessairement une variable a apparaissant
dans un littéral positif et dans un littéral négatif (sinon, la conjonction de littéraux serait satisfiable). Par
conséquent, apnp €st une disjonction de conjonctions de littéraux, chacune de ces conjonctions contenant
un terme a~" et un terme —a~". Or, a~¥ A—a™" est insatisfiable dans (ALP, |=). Donc, chaque conjonction
constituant oy, est insatisfiable et donc apyp est également insatisfiable. Comme dpnp = ®, on en conclut

que o est insatisfiable et c’est ce qu’il fallait démontrer. |
Un corollaire de (6) est le suivant, pour I3, un ensemble fini de formules propositionnelles et « € LP :
BEo ssi BEa ()

ou B = {E |pe B}. Cela permet de justifier a posteriori le terme de plongement : on peut considérer

que I'injection o — o permet de représenter (dans un sens cohérent avec la relation de conséquence lo-
gique) la logique (LP, =) au sein de la logique (ALP, =). On pourrait aussi se servir de ce plongement
en étendant la syntaxe de (ALP, |=) par celle de (LP, =), considérant, par exemple, que a A b* est une
notation pour a=" A b*. Nous éviterons néanmoins de le faire dans ce rapport.

Preuve de (7). Soity = = (/\ B A —a) : les assertions « B |= a» et « y est satisfiable » sont équivalentes
entre elles, de méme que les assertions « B = ol » et « Y est satisfiable ». En appliquant 1’équivalence (6)
sur y cela permet de conclure. |

4 Variation d’une formule propositionnelle a une autre

Soita, p € LP, on cherche a exprimer la variation de o a B, qu’on notera o &> p et qui sera une formule
de (ALP, |=). Plusieurs définitions non équivalentes de I’opérateur > peuvent a priori &tre envisagées.
Dans cette section, celle qui nous semble la plus simple est étudiée : elle est définie a la section 4.1.
Elle permet aussi d’introduire une extension de la syntaxe de (ALP, =) ne modifiant pas sa sémantique
(section 4.2). Une étude des propriétés de cet opérateur de variation est présentée a la section 4.3. En-
fin, d’autres définitions de la variation entre formules propositionnelles sont présentées bricvement, leur
étude détaillée étant une perspective (section 4.4).

4.1 Définition d’un opérateur de variation

L’ opérateur > qu’on cherche a définir doit a minima correspondre a I’exemple donné en introduction :
on s’attend a ce que x* > x/ = Ax". La définition proposée ci-dessous vérifie cela et est donnée a
I’équivalence logique pres, par I’ensemble de ses modeles :

M (a>p) = M () x M (p) (8)

En d’autres termes, on considere les variations entre tout modele de o et tout modele de p.

4.2 Une extension de la syntaxe de la logique des variations propositionnelles

Les atomes a” ot a € V et v € Dy peuvent s’exprimer a 1’aide de I’opérateur > défini ci-dessus :
at = —ad>-a a’ = abda

at = -ava a = ab-a

On peut généraliser cela en introduisant la notation o” pour toute formule propositionnelle o et tout
v € Dy :

o = —ab o oV = aba

of = oo o = ab-a



Et on peut étendre cela aux symboles de variation non primitifs :

o =a TV

oF = ot Vo

o =aFTVva =ar T
of=aFTVa =T
= "Va =a> T

o =o"Va =T ra

Cette extension de la syntaxe ne change pas la sémantique : comme on peut exprimer o >  dans la
syntaxe de la logique avant extension, on peut également considérer les o¥ (pour o une formule proposi-
tionnelle qui n’est pas une variable) comme une abréviation pratique (qui pourrait aussi avoir un intérét
en terme de temps de calculs).

Cette syntaxe étendue se justifie par le fait que la définition de la satisfaction d’un atome a” par une
interprétation Z.7 (cf. section 3.2) s’étend aux formules «’, pour tout o € LP. Ainsi, ZJ = o~ ssi
THaoaet T FEa;ZT EotssiZ Eaet T Ea,etc.

Les o, pour o € LP et v € Dy sont deux a deux incohérents et leur disjonction est une tautologie :

siw,x € Dypetw #z,a” Ao |E L 9)
Eotva Vet Vo (10)

Donc, si o € LP est satisfiable et n’est pas une tautologie alors { M (o) , M (™) , M (") , M (o) }
est une partition de AQ?.

Dans la suite du rapport, on considérera qu’une formule ¢ € ALP est n’importe quelle expression
respectant cette syntaxe étendue.

On définit la substitution d’une variable a par une formule propositionnelle o« dans une formule
¢ € ALP (notation : p[a\o]) de facon classique : a”[a\o]l = o, z¥[a\a] = 2" pour z € V \
{a}, (=¢)[a\ad = =(¢La\ad), (p1 A p2)la\ed = (p1la\ad) A (p2la\a]) et (o1 V o) la\ad =
(p1la\ad) V (p2[a\al). La substitution d’une variable par une formule propositionnelle dans une tau-
tologie de (ALP, |=) est une tautologie. Formellement, avec a € V, a € LP et p € ALP :

si = palors = pla\al (11)
La preuve de cette implication s’appuie sur le lemme ci-dessous (qui est prouvé plus bas) :

Soit ¢ € ALP, une disjonction d’atomes a” ol v € Dy. On a I’équivalence :

= ssi il existe b € V telle que pour tout v € Dy, b” est un terme de la disjonction ©. (12)

Preuve de (11). Supposons que = ¢. Soit @ryc, une formule équivalente a ¢ de la forme suivante :
venve = N{or | k£ € {1,2,...,p}} ou chaque ¢, est une disjonction d’atomes a” ot v € Dy : pour
obtenir wgyc, on effectue une série de transformations partant de ¢, d’abord en revenant a la syntaxe de
départ (dans laquelle on n’a une occurrence de a¥ que si a € V), puis on se débarrasse des symboles
de variations non primitifs, puis, on utilise les mémes opérations que pour la mise sous forme normale
conjonctive en logique propositionnelle et enfin, on applique de gauche a droite I’équivalence (4) autant
de fois que nécessaire.
Comme @rye = @ et que @ est une tautologie, chacun des ¢y, est une tautologie. D’apres le lemme (12),

pour un ¢, donné, il existe une variable b telle que ¢y, contient les quatre atomes b” pour tout v € Dy.
Deux cas sont a considérer :

5. La condition « est satisfiable et n’est pas une tautologie n’est 1a que parce que I’ensemble vide ne peut pas étre élément
d’une partition : si a = L (resp. = o) alors M (o) = M (o) = M (o) = @ (resp. M () = M (o) = M (o) = 2).
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cas 1 Si b = a, la substitution ¢ [a\a] est donc une disjonction contenant quatre termes deux a deux
différents o’ (v € Dy) et on peut en déduire que ¢y, [a\a] est une tautologie.

cas 2 Sib # a alors ¢ [a\a] contient les quatre atomes b¥ (v € Dy) et est donc une tautologie.
Dans tous les cas, les ¢y [a\a] sont toutes des tautologies et donc pxc [a'\a] est une tautologie.

Or, pene [a\a] = @la\a] (on peut le démontrer en appliquant sur ¢ [a\a] la séquence d’opérations
qui a permis de passer de ¢ & pgxc). Donc ¢ [a\o] est une tautologie, ce qui conclut la preuve. |

Preuve de (12). On fait cette preuve par 1’absurde : supposons que |= 1 et que pour toute b € V, il existe
vp € Dy telle que b¥ n’est pas dans la disjonction ¥ (il y a potentiellement plusieurs valeurs vy, on en
choisit une selon un choix arbitraire). Soit alors Z.7 € A} définie comme suit, pour b € V) :

I(b):{v sivy € {=v,-} j(b):{v sivp € {=v,+}

f sinon f sinon

Donc, pour tout b € V, ZJ | b% et donc, ZJ = b pour v € Dy \ {wp}. Soit alors
X = Viey Voepy\fn,} b’ On a donc ZJ = x. Par hypothese, I’ensemble des termes de ¢ est un
sous-ensemble de 1’ensemble des termes de la disjonction y, d’ou ¢ |= x. Par conséquent, ZJ F~ v et
cela contredit I’hypothese |= 1, ce qui permet de conclure cette preuve par I’absurde. |

4.3 Etude de opérateur >
On notera LP* (resp. ALP*") I’ensemble des formules o € LP (resp. ¢ € ALP) qui sont satis-
fiables.

Articulation de > avec les connecteurs. L’ opération i> est « distributive » sur A et sur V modulo I’équi-
valence . Formellement, pour o, oy, o2, B B1,P2 € LP:

> (B1 AB2) = (> P1) A (> Po2)
> (B1VP2) = (a>p1) V(o> P2)
(0(1 AN OL2> E (0(1 > ﬁ) A (0(2 > [5)
(0(1 V OLQ) B = (0(1 > f)) V (0(2 > ﬁ)
Par ailleurs, pour o, p € LP,ona:
abP=(a>T)A(T>P) (13)

=(a>B) = (—a>p)V (a>—p)V (~a>p) = o Vvpet

Le résultat suivant permet de calculer Ax* en fonction de x° et x/ (cf. introduction). Soit o, 3 € LP
équivalents a une conjonction de littéraux. Alors, o > B est une conjonction d’atomes de (ALP, |=). Plus
précisément :

st = /\ la)etp = /\ m(a) avec £(a),m(a) € {a,—a, T}

1% a€ey

alors a > p = /\ l(a) >m(a) (14)

aey

et £(a) > m(a) est équivalent a un atome ou a T, selon le tableau suivant :

6. Les guillemets sont justifiés d’une part par le fait que la distributivité est définie d’habitude sur des opérations internes
(alors que > est externe), d’autre part, par le fait que A et V sont des connecteurs (pas des opérations).
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m(a) =a | m(a) =—-a | m(a) =T
la)=a a~v a” a’®
l(a) =—a a* at at®
la)=T a®’ a®t T

Preuve de (14). La preuve se fait en appliquant (13) de gauche a droite sur a > B, en utilisant la
distributivité a gauche et a droite de > sur A, pour obtenir la conjonction sur a € V de (¢(a) > T) A (T >
m(a)). En appliquant (13) de droite a gauche, on obtient le résultat désiré.

De facon plus détaillée, on a :

abP=(a>T)A(T>PR) (d’apres (13))

((A)e) (7= ()

(Ae(a)>T>A<AT>m(a)>

acV acy
= A\ (tla) > T) A (T >ma))
acV
= A a) >m(a) (d’apres (13))
aey

Etude fonctionnelle de >. L’ opérateur > n’est pas injectif, en particulier parce que si o est insatisfiable
ou B est insatisfiable, alors o> p = L. En revanche, la restriction de > a LP x LP% est injective :

si o, B1,a9,P2 € LP% et ag > PB1 = ag > P2
alors o) = o et B = P2 (15)

L’ opérateur > n’est pas non plus surjectif, mais son ensemble image est intéressant a étudier. Soit les
opérations G : ALP — LPetD: ALP — LP définies, a la syntaxe pres, pour o € ALP, par :

M (G(p)) ={Z € Q| ilexiste J € Qtelle que ZJ E ¢}
M (D(p)) = {J € Q|ilexiste Z € Q telle que ZJ = ¢}

G(y) (resp. D(¢p)) peut étre compris comme une « projection » a gauche (resp. a droite) de . Soit alors

F(») = G(p) > D(p)

F est un opérateur de fermeture sur (ALP, =) (modulo =) :

¢ =F(p)
F(F(v)) = F(e)
si 1 = o alors F(p1) = F(p2)

pour @, 1,02 € ALP. Si ¢ = F(y), on dira que ¢ est fermée pour F. L’image de £P? par 1> est
I’ensemble des formules de ALP fermées pour F.

Cette notion de fermeture est proche de celle qu’on trouve en analyse formelle de concepts (AFC [8])
et I’AFC pourrait étre utilisée pour une représentation compacte de formules de (ALP, |=) de la facon
suivante. Soit ¢ € ALP. Comme > n’est pas surjective, ¢ ne peut pas nécessairement s’écrire sous la
forme o > P, mais on va I’écrire sous la forme d’une disjonction de telles formules, il restera alors a
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écrire chaque o et chaque p de facon compacte (ce qui est un probleme de logique propositionnelle).
Pour ce faire, on considére un tableau dont les lignes sont indexées par les Z € G(y) et les colonnes,
parles J € D(yp) et tel qu’il y ait une incidence sur la case de ligne Z et de colonne 7 ssi ZJ = ¢. En
appliquant un algorithme d’AFC, on cherche I'ensemble {(Ax, Bi)}ye(1 o,y des rectangles maximaux
de ce tableau’. De cette fagon, pour tout k¥ € {1,2,...,p}, en introduisant o, P € LP* tels que
M (og) = Ag et M (Br) = By, on peut montrer que ¢ = \/jcry oy otk > B

Inversion des variations. Pour ¢ € ALP, on définit inv(p) € ALP obtenue en remplagant chaque
occurrence dans ¢ d’un v € D par inv(v) de la fagon suivante :

inv(v) = w pour v € {=f,=v,= #}

inv(+) = - inv(-) = +
inv(fe) = ef inv(ef) = fe
inv(ve) = ev  inv(ev) = ve

On peut montrer alors qu’on a, pour o, B € LP :
Bro=inv(a>P) (16)
Preuve de (16). On prouve d’abord par récurrence sur || le résultat suivant :
M (inv(p)) ={IJT|1T € M(p)} (17)

Dans le cas de base, |¢| = 0, ¢ est un atome a”. On considere a titre d’exemple uniquement le cas ou
v =+, les |D| — 1 = 9 autres cas se prouvent de facon similaire. Pour Z7 € AQ) :

IJEa" ssi THaetJlEa ssi JEaetZla ssi JIEa ssi JZ k= inv(a")

Supposons que (17) soit réalisé pour toute formule de taille inférieure ou égale a k. Soit o € ALP telle
que |p| = k + 1. Trois cas sont a considérer :

cas1 Sip=—-our € ALP estdetaille k,ona:
ITEe ssi ZJ Y ssi JZL = inv(y) (par hypothese de récurrence)
ssi JZ | —(inv(y))) = inv(—¢)) = inv(y)
cas 2 Sip =11 Ay ol 1,109 € ALP sont de tailles inférieures ou égales a k, on a :
IT E¢ ssi ZJ Ev1etZTT = 1o
ssi JZ = inv(¢n) et JZ |= inv(i)g) (par hypothese de récurrence)
ssi JZ |=inv(11) A inv(ye) = inv(i) A ¢2) = inv(yp)

cas 3 Sip =1 Vg ol 91, € ALP sont de tailles inférieures ou égales a k, on a :

ITE¢ ssi ZJ Evi1oulJ =
ssi JZ E inv(¢) ou JZ |= inv(1e) (par hypothese de récurrence)

ssi JZ = inv(y) V inv(ye) = inv(y; V ¢h2) = inv(p)
Ensuite, en appliquant ce résultat a ¢ = o > 3, on obtient :

M (inv(a>B)) = {JZ|ZT € M(arp)} ={JT| T € M(a) et T € M(p)}
=M@P)x M(a) =M(pra)

7. On rappelle qu’un rectangle d’un tel tableau (appelé contexte en AFC) estun A X B ou A # @ est un ensemble de lignes
et B # @, un ensemble de colonnes, tel qu’il y a une incidence sur toute (Z, J) € A x B. Un rectangle A x B est maximal
s’il n’existe aucun rectangle le contenant strictement.
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4.4 D’autres opérateurs de variations entre formules

On peut envisager d’autres opérateurs de variations que >. L'un d’entre eux est considéré en fin de
rapport (section 5.6.3) et cet opérateur est une généralisation de I’opérateur > au sens ou tout modele de
o > B est un modele de la variation de o a B au sens de cet opérateur. On va considérer dans cette section
des opérateurs plus spécifiques que > : ’idée est que prendre tous les couples Z.7 tels que Z = o et
J = P (comme c’est le cas avec o > B) peut &tre considéré comme insuffisamment restrictif.

La question qui se pose alors est celle des criteres de restriction sur ces couples. Pour ce faire, une
idée inspirée d’opérateurs de révision des croyances fondés sur des distances dist sur {2 consiste a ne
garder dans M (a > B) que les Z.7 qui minimisent dist(Z, 7). Formellement, on définit, a I’équivalence
pres, I’opérateur >%15% (pour o, € LP) par

M (ap®*p) = {ZJ € M (o> p) | dist(Z,J) = dist*}
ol dist™ = dist (M (o) , M (B))
La révision de o par B au sens d’un opérateur de révision %% paramétré par une distance peut étre
définie par J | o 315 B si dist(M («),J) = dist* [11]%. On a alors immédiatement D (o >315*
B) = o x45% B et aussi G(a 5t ) = B x%5* o (la seconde propriété est liée au fait que dist
est symétrique). Il devrait &tre possible (mais c’est laissé en perspective) d’étudier les opérateurs de
variations entre formules propositionnelles associées a d’autres opérateurs de révision (pas seulement
ceux paramétrés par des distances) voire a d’autres opérateurs du domaine des changements de croyances

(tels que les opérateurs de mise a jour).

5 Discussion

Ce rapport a présenté un début d’étude d’une logique des variations propositionnelles. Une tentative
de construire des liens avec des travaux proches est présentée en section 5.1. Cette étude est tres incom-
plete et peut se poursuivre de plusieurs facons, en particulier la recherche d’un systeme formel correct et
complet pour cette logique (§5.2), la conception d’algorithmes d’inférences (§5.3), I’étude d’applications
de ce formalisme (§5.4) et celle d’autres logiques des variations, s’appuyant sur d’autres logiques que la
logique propositionnelle finie (§5.5). Cette discussion se termine par la présentation de plusieurs (autres)
questions ouvertes (section 5.6).

5.1 Des travaux proches

Assez étonnamment, nous n’avons pas trouvé de travaux vraiment proches de ce travail, ce qui si-
gnifie potentiellement qu’un tel travail tres proche nous a échappé (nous pensons avoir cherché sérieuse-
ment). Néanmoins, on peut tenter de faire le lien avec différents travaux.

La notion de variation propositionnelle peut évoquer la notion de différence entre fonctions boo-
léennes (une formule de (LP, =) pouvant étre vue comme une représentation d’une fonction de {f, v} VI
dans {f, v}), ce qui est étudié dans les travaux d’ André Thayse [16]. Dans ces travaux, la différence entre
deux fonctions booléennes est calculée par un ou exclusif et ces travaux meénent a un calcul différentiel
sur les fonctions booléennes inspiré des travaux en analyse sur les nombres réels (développements de
Taylor, etc.). Néanmoins, si on reprend I’objectif initial de ce travail, a savoir représenter des variations
utiles, en particulier pour le RaPC, le simple usage du ou exclusif s’avere insuffisant. Par exemple, la
symétrie de @ (o & p = B D a) ne permet pas d’exprimer des variations orientées, i.e. de distinguer le
passage de £ & v du passage de v a f.

8. Techniquement, dans [11], I’opérateur *®*5* est défini pour dist étant la distance de Hamming (ce qui fait qu’il coin-

cide avec I’opérateur de Dalal [6]). Cependant, la généralisation a toute distance sur €2 est immédiate et satisfait les postulats
AGM [1].
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La donnée d’une interprétation ZJ7 € A équivaut a la donnée de la fonction qui a a € V associe
(Z(a), J(a)) € {£,v}? (correspondant aux quatre éléments de Dy). I est donc 1égitime de s’interroger
sur les liens entre (ALP, =) et une logique avec quatre valeurs de vérité, comme c’est le cas de la lo-
gique de Belnap-Dunn [3], d’autant que les valeurs de vérité de cette logique sont parfois représentées
par des couples de booléens. D’un point de vue sémantique, le lien n’est pas direct, puisque (ALP, =)
est une logique avec deux valeurs de vérité. Par ailleurs, le nombre 4 de valeurs de vérité pour la logique
de Belnap-Dunn est un fondement de cette logique alors que pour la logique des variations, il n’appa-
rait que comme une conséquence du choix de la logique propositionnelle comme point de départ pour
construire cette logique : d’autres choix sont envisageables comme ce sera évoqué a la section 5.5 et
peuvent conduire a des ensembles Dy de symboles de variation primitifs de cardinaux différents de 4. On
peut néanmoins s’interroger sur une relation potentielle entre ces deux logiques, par exemple au niveau
algorithmique. Ce travail n’a pas été fait et est une perspective potentielle.

Un lien peut étre établi entre (ALP, |=) et les logiques modales. Syntaxiquement, on pourrait consi-
dérer les symboles de variation comme autant de modalités. Sémantiquement, on pourrait définir = par
la sémantique de Kripke en associant a chaque ZJ € A un ensemble de deux mondes, w; et wo,
étiquetés respectivement par Z et J et une relation d’accessibilité réduite a {(w;, ws)}. Ce lien pourrait
étre détaillé et étudié, méme s’il apparait a premiere vue comme excessif d’utiliser des logiques modales
pour ne considérer que deux états (alors qu’en général, dans la sémantique de Kripke, I’ensemble des
mondes et la relation d’accessibilité change d’une interprétation a une autre) et que, par ailleurs, il n’y a
pas d’équivalent ici a I’emboitement des modalités.

5.2 Un systeme formel pour (ALP, |=)

Cette section présente un systeme formel correct et complet pour la logique des variations proposi-
tionnelles en expliquant comment il a été construit.

Le point de départ a été Sy, le systeme formel de Hilbert, qui est correct et complet pour la lo-
gique propositionnelle. Cela passe par une réduction aux connecteurs — et — (sans perte d’expressivité,
les autres connecteurs pouvant étre définis comme des abréviations utilisant ces deux connecteurs) et a
I'usage d’un ensemble réduit de symboles de variations : les symboles de variations primitifs sont suf-
fisants et nous les avons tous considérés. Les schémas d’axiomes de Sy ont €té repris et d’autres ont
été ajoutés qui concernent les symboles de variations. Le fait que {M («”) | v € Dy} soit une parti-
tion de AQ2 (pour a satisfiable et non tautologique) nous a semblé nécessaire a exprimer pour assurer la
complétude et il s’est avéré suffisant. Cela se traduit ainsi :

— D’apres (9), pour tout w, x € Dy avec w # z, = (o A o), ce qui se traduit sous la forme de

ce schéma d’axiomes :

o — o (pour o € LP et w,z € Dy avec w # x)
— Larelation (10) donne une tautologie qui peut étre transformée en ce schéma d’axiomes :
—o? = (ma® = (mo¥ — o)) (pour a € LP etw,x,y, z € Dy deux a deux distincts)

En utilisant le modus ponens (seule régle d’inférence de Sgr), on obtient un systéme formel dont il est
facile de montrer qu’il est correct pour (ALP, =), en particulier puisque tous ses axiomes sont des
tautologies. Une étude plus exhaustive de ce systeme est donnée en annexe A, notamment sa preuve de
complétude.

Une perspective (déja bien entamée) est la définition d’un autre systéme formel qui soit plus pratique
a utiliser en pratique, de la méme facon que la déduction naturelle est plus facile a utiliser que Sg.

5.3 Des algorithmes d’inférences

Les problemes de décision associés a (ALP, =) se ramenent au probleme SAT A de la méme maniere
que ceux associés a (LP, |=) se ramenent a SAT.
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La méthode la plus simple a implanter pour SAT A consiste en une énumération des Z.7 € A(), mais
comme |AQ| = 4V ¢’est une méthode trés cofiteuse. Plusieurs pistes sont envisageables pour trouver
un algorithme plus efficace en pratique.

L’une d’elles a déja été évoquée a la section 3.3 : elle consiste a chercher un algorithme appliquant
la méthode des tableaux sémantique pour SATA. Un tel algorithme a été spécifié et implanté et ses
correction et complétude ont été prouvées (voir annexe B).

Une autre serait de chercher une traduction du probleme SATA en un probleme SAT et de profiter
des algorithmes efficaces en pratique pour SAT. On sait qu’il existe des traductions polynomiales entre
ces deux problemes, puisqu’ils sont tous les deux NP-complet. 1l s’ agirait alors de trouver une traduction
concrete qui soit efficace.

5.4 Applications potentielles
5.4.1 AuRaPC

Comme cela a été détaillé dans I’introduction, des travaux sur le RaPC, notamment pour 1’appren-
tissage de connaissances d’adaptation (dans des travaux déja anciens [7], plus récents [13] ou en cours),
ont conduit a la syntaxe de la logique des variations, mais ne produisent des expressions qui n’étaient pas
des formules logiques, avant qu’une sémantique y soit associée (et c’est 1’objet principal de ce rapport).

A titre d’exemple, la régle d’adaptation R donnée en introduction (équation (1)) permet de résoudre
le probleme d’adaptation donné par le cas (x°,y®) (représentation abstraite d’une recette de tarte aux
pommes) et le probleme xP1¢ (requéte « Je veux une recette de dessert avec des poires. ») suivants :

x° A y® = rDessert A iPomme A iCannelle A iPiteBrisée A —iPoire A —iChocolat

x%iPle — rDessert A iPoire

Le résultat attendu de cette adaptation est y©**1® € LP telle que

cible A ycible =

X rDessert A iPoire A iChocolat A iPateBrisée A —iPomme A —iCannelle

Une question encore ouverte est comment spécifier une telle adaptation s’appuyant sur R. Une facon de
faire qui coincide avec le résultat attendu dans cet exemple, mais mérite d’étre examinée, est la suivante.
D’abord, on vérifie que R est applicable sur le probleme d’adaptation en testant la satisfiabilité de (x° A
y® > x°1P1®) A R (qui est satisfiable dans I’exemple). Puis, on définit I’ensemble des solutions candidates :

Y={yeLP|x* Ay >x™° Ay = R}

Un y € Y n’entraine pas nécessairement iPateBrisée dans I’exemple : cette variable n’apparait pas
dans R. Il faut un autre critere de choix et celui de la conservation maximale du cas source (disant qu’on
ne fait une modification que quand elle est nécessaire) permet d’avoir le terme iPateBrisée.

5.4.2 A larévision des croyances

Comme le RaPC, le domaine du changement des croyances est un domaine dans lequel on considere
a la fois des assertions sur ce qui est vérifié a un moment donné (les croyances d’un agent donné a un
instant donné) et sur ce qui change ou est susceptible de changer. Pour cette raison, on peut envisager
d’utiliser le formalisme de représentation des variations présenté ici pour exprimer partiellement des
connaissances sur le changement de croyances (partiellement, car ce formalisme exprime des variations
mais ne permet pas d’exprimer des préférences entre variations). Pour explorer plus avant cette idée, on
peut s’appuyer sur les liens entre 1’adaptation en RaPC et la révision des croyances (voir par exemple [4]).

Une autre idée fait suite a ce qui a été présenté en section 4.4, avec I’introduction d’un opérateur
>335t qui est inspiré de la révision *45¢, puisque o >5* B permet d’exprimer dans (ALP, |=) a la fois
la révision o *315% B et la révision B *%15% « (la seconde exprimant les modeles de o les plus proches
des modeles de p et intervenant dans la minimisation de la distance). Ainsi, o >335 B serait une facon de
réifier le changement de croyances de la révision de o par B et pas uniquement son résultat.

15



5.5 Vers d’autres logiques des différences

Le principe de construction de (ALP, =) a partir de (LP, =) peut se généraliser a la construc-
tion d’une logique (AL, =) partant d’une logique (£, =) dont la relation |= est définie en théorie des
modeles :

— Syntaxiquement, il suffit de remplacer les atomes a de £ par des atomes a” (v € D) de AL;

— Sémantiquement, on définira une interprétation de (AL, =) comme étant un couple d’interpréta-

tions de (L, |=) et le reste suit le schéma de définition de (ALP, |=).
De cette fagon, on peut définir une logique des variations a partir du calcul des prédicats du premier ordre,
par exemple, ou d’un de ses fragments décidables. On peut aussi appliquer ce principe sur (ALP, =)
pour obtenir une logique des variations de variations propositionnelles (AALP, =), dont on pourrait
imaginer (au moins théoriquement) qu’elle puisse s’ appliquer a un systeme de RaPC dont I’étape d’adap-
tation serait un systeme de RaPC (travaillant sur des cas d’adaptation, voir, p. ex., [10]).

Une autre facon de généraliser ce travail concerne I’extension vers d’autres symboles de variations,
pour des logiques dans lesquelles on aurait des variables non propositionnelles, par exemple des variables
s’interprétant comme des nombres ou des valeurs nominales (et non des booléens). A titre d’illustration,
considérons la variable dge, représentant 1’age d’une personne, pour comparer deux personnes, une de
150 ans et I’autre de 200 ans. On pourrait noter cette variation de la premiere personne a la seconde par
age2iouter(50) et en déduire (en s’appuyant sur des connaissances sur les variations) qu’on aura dge<
(ajouter 50 ans a un age c’est faire croitre cet age). Ce genre de symboles de variation a été introduit
dans [2] qui cite, a titre d’autres exemples, les relations de 1’algebre de Allen utilisées comme symboles
de variations entre deux intervalles.

5.6 Autres questions ouvertes

Ce rapport présente plusieurs perspectives, souvent bien entamées. Cette derni¢re section présente
plusieurs autres, moins étudiées.

5.6.1 Composition des variations

Soit ¢ et 1, deux formules de (ALP, =), représentant donc des variations propositionnelles. L’idée
de les composer semble naturelle : on peut définir ¢/ o ¢, la composition de ¢ par ¢, de la méme facon
qu’on compose les relations binaires M () et M (1) sur Q, i.e. pour Z, K € Q : ZK |= 1) o p s’il existe
J € Qtelle que ZJ | ¢ et JK |= 1. En particulier, on peut montrer, avec cette définition, que, pour
o, B,y € LP™, (B>y)o (a>p) =ab>y. Létude de cet opérateur de composition reste a faire. Par
exemple, on peut montrer qu'ona o’ o o” = o™, " o of = L etc. (pour a € LP), mais il reste a étudier
I’articulation entre la composition et les connecteurs.

Cette étude de la composition est motivée par 1’étude de la composition des regles d’adaptation
pour le raisonnement a partir de cas. En particulier, on peut s’intéresser a la question de la recherche
d’une famille génératrice pour la composition de reégles d’adaptation : cette problématique est encore peu
étudiée (voir [17]) et mériterait de 1’étre dans 1’ optique de I’apprentissage de connaissances d’adaptation
(par exemple pour réduire le nombre de regles d’adaptation apprises a valider par un expert).

5.6.2 Relation de conséquence dans (ALP, =) modulo une base de (LP, =)

Soit B, une base de connaissances de la logique propositionnelle. Une perspective de ce travail serait
d’étudier la relation = sur la logique des variations propositionnelles définie, pour ¢,v € ALP par
¢ =g ¥ si, pourtoute ZJ € M (B)x M (B),I1J = pentraine ZJ = . En particulier, les relations =
et = coincident. L’ étude de cette relation devrait étre utile en particulier pour 1’organisation des régles
d’adaptation d’un systéme de RaPC, étant donné les connaissances du domaine B de ce systéme.
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5.6.3 Un fragmentde (ALP, )

La logique des variations propositionnelles permet d’exprimer a la fois des changements — via les
symboles de variations + et - — et des persistances — via les symboles de variations =f et=v. On peut s’in-
téresser i ne retenir que les changements, ce qui conduit & définir un fragment (ATLP, |=) de la logique
des variations, pour lesquels les seuls symboles de variations permis soient + et -. Ce fragment est strict :
il existe des formules de ALP qui ne sont équivalentes 4 aucune formule de A*LP, comme par exemple
a™. On peut prouver cela en montrant, pour ¢ € ATLP, I’équivalence suivante pour toute ¢ € V :
© A a™" est satisfiable ssi ¢ A a~F est satisfiable. Comme a™V A @™ est satisfiable mais que a™" A a™* ne
I’est pas, on en conclut que a=" n’est pas expressible dans (ATLP, |=).

Un intérét de ce fragment serait de « forcer » a exprimer des variations plus générales. Par exemple,
si on prend a,p € LP% la variation o > B ne réalise pas de généralisation puisqu’elle permet de
«retrouver » a et B (cf. (15)). Supposons qu’on trouve un moyen d’associer a toute formule p € ALP
une formule o= € ATLP qui soit une généralisation minimale de ¢ :  |= ™ et, pour toute formule
Y € ATLP telle que o = 1, on aurait T = 1). L’existence pour toute formule ¢ € ALP d’une telle
formule ™ est une question ouverte (son unicité, a I’équivalence pres, est facile & montrer). Dans le cas
ou une telle formule existerait (ou, du moins, existerait pour les formules fermées), on pourrait définir
(> B)i qui serait une fagon plus générale que o > B de traiter de la variation de a vers B.

La conjecture suivante sur ¢ est proposée. Soit ~ la relation d’équivalence sur A définie de la
facon suivante (pour 7171, ZoJ2 € AQ) : 11 J1 ~ Lo Je sipourtoute a € V, 11 71 = a” ssiZoJa = a”
et hh E a*ssiTeJe | a*. Soit alors C4(ZT) la classe d’équivalence d’une ZJ € AL. Nous
pensons que le résultat suivant est correct :

M (pF) = U {CL(ZT)|ZTT € M (p)} (conjecture)

pour toute formule ¢ de la logique des variations propositionnelles.

6 Remerciements

Les auteurs tiennent a remercier les relecteurs de I’article soumis et accepté aux JIAF (dont ce rapport
est une version étendue) pour leurs remarques constructives et encourageantes, ainsi qu’Henri Prade pour
plusieurs conseils judicieux qui ont été utiles a cet article.

Les annexes qui suivent réunissent des preuves de résultats annoncées dans le corps du document et
qui était souvent trop longues pour ledit corps.

A Un systeme formel correct et complet « a la Hilbert » pour (ALP, )

A.1 Un systeme formel « a la Hilbert » pour (ALP, =)

Dans cette partie, on limitera la syntaxe aux atomes de la forme a”, avec a € V et v € Dy, et aux
connecteurs — et —. On a vu que cela ne réduit pas I’expressivité de la syntaxe, et cela va permettre
d’obtenir un systeme formel trés ramassé.

On réutilise les schémas d’axiomes du systeéme de Hilbert pour la logique propositionnelle, pour les
formules de (ALP, ) :

(SAD) : ¢ = (¥ — )
(SA2) : (p—= (¥ —0) = ((p =) = (p—0))
(SA3) : (mp = ) = (Y — ¢)
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auxquels on adjoint deux schémas d’axiomes supplémentaires, décrivant le partitionnement de 1’en-
semble des interprétations par les symboles de variation primitifs : si v, w, x et y sont des éléments
de Dy deux a deux distincts.

(SA4) : o’ = —a¥
(SAS) : =’ = (ma¥ = (7o — oY)

Enfin, on utilise I’'unique regle d’inférence (modus ponens) :

p =
——————— mp.
(G
Nous noterons Axa 1’ensemble des axiomes engendré par les cinq schémas d’axiomes (SA1), (SA2),
(SA3), (SA4) et (SAS), RIAn = {m.p.}, et Say = (Axa,RIA). La relation d’inférence associée a ce
systéme formel sera noté 2 : 22 ¢ s’il existe une preuve de ¢ sous les hypothéses de 4.

La prochaine section va démontrer que ce systeme formel est correct pour (ALP, |=), la suivante
qu’il est complet.

A.2  Correction de Sxry
Théoreme A.2.1 (Correction de Sa3)

Soit Z un ensemble de formules de ALP, et o une formule de ALP. Si B2 ¢, alors B = .
En particulier, si -2 ¢, alors ¢ est une tautologie.

Preuve de (A.2.1). Le schéma des preuves de correction suit souvent un plan classique : les schémas
d’axiomes ne produisent que des tautologies, les régles d’inférence produisent des conclusions correctes
si les prémisses le sont, et on termine par induction sur la taille d’une preuve.

(1) Si ¢ est une formule dérivée d’un des trois premiers schémas d’axiomes (SA1), (SA2) ou (SA3), on
utilise le résultat de transposition (A.7.2) pour démontrer que ¢ est une tautologie.

(2) Siv,w € Dy avec v # w, et si a € V, alors quelle que soit I'interprétation Z.7, si ZJ = a", alors
ZJ [~ a™.Donc = a¥ — —a®.
Si maintenant o € LP, le théoréme de substitution A.6.2 permet d’écrire = (a¥ — a") [a\a], soit
Ea¥ — ot
(3) Si a est une variable quelconque, on vérifie facilement que quelle que soit Z.7 € A(,
J }:a=f\/a=v\/a+\/a'
ce qui permet d’écrire, en remplagant u V v par —u — v, 4! = 24 tautologies de la forme
—a’ = (—a® — (—a® — a¥))
ou v, w, x et y sont des éléments de Dy deux a deux distincts. Encore une fois, le théoreme de

substitution A.6.2 permet de conclure que toute formule issue de (SAS) est une tautologie.

(4) Soit maintenant ¢ € ALP, telle que -2 .

Notons (¢1, . . ., ¢y ) une preuve de ¢ sous hypothese 4, et raisonnons par récurrence sur la longueur
n de cette preuve.

e Sin =1, alors ¢ = ¢, est nécessairement soit issue d’un schéma d’axiomes, et I’on vient de
montrer que dans ce cas = ¢, d’oll par monotonie (A.6.3) # = ¢, soit une formule de %,
auquel cas on a encore (d’apres A.7.3(1)) # = ¢.

e Supposons avoir prouvé que si (¢1, ..., 1) est une preuve de ¢ € ALP sous hypothese 2,
de longueur p < n, alors # = 1y,
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> Si ¢, est issue d’un schéma d’axiomes, alors = ¢y, donc Z = ¢, = ¢.
> Si @, € A, alors évidemment Z = ¢, = .

> Enfin, si ¢, est obtenue par application du modus ponens a p; et ¢; = (p; — ¢y,), avec
i,j < n,alors (¢1,...,9;) et (1,...,p;) sont des preuves respectives de ¢; et ¢; sous
hypotheses #, de longueurs strictement inférieures a n, donc # = ¢; et # = ¢; par
hypothese de récurrence.

D’apres la propriété A.7.3(iii), on en déduit que B = v, = ¢.

A.3 Complétude de Shy

Cette section est organisée pour donner en premier les résultats principaux et ensuite les lemmes sur
lesquels ils s’appuient (avec une référence a ces lemmes).

Théoreme A.3.1 (complétude de Sa3) : Soit #Z un ensemble de formules de ALP, et ¢ une formule
de ALP.Si B = ¢, alors B+ .
En particulier, si ¢ est une tautologie, alors F2 ¢.

La preuve de complétude du systeme formel « a la Hilbert » repose sur 1’équivalence entre la cohérence
(i.e. la non-contradiction) et la satisfiabilité. Elle va s’articuler de la maniere suivante :

(1) nous montrerons d’abord que tout ensemble cohérent de formules % peut étre complété en un en-
semble maximalement cohérent %',

(2) nous montrerons ensuite que %’ est satisfiable, et donc que % I’est aussi,
(3) nous conclurons enfin a la complétude de Say.

Commencons par un peu de vocabulaire : si % permet de prouver une formule ¢ et sa négation —y, on
dit que & est incohérent, et qu’il est cohérent dans le cas contraire. On dit aussi que £ est maximalement
cohérent (ou que A est clos pour la cohérence) si il est cohérent et si pour toute formule ¢, soit ZU {¢}
est incohérent, soit 2 .

Commencons par I’implication facile « satisfiable — cohérent ».

Proposition A.3.2 : Sil’ensemble de formules Z est satisfible alors il est cohérent.

Preuve de (A.3.2). Supposons que 2 soit contradictoire. Alors il existe une formule ¢ telle que % 2 ¢
et B2 —p. Par correction, on en déduit que 2 = ¢ et # = -, ce qui entraine immédiatement que
9 n’est pas satisfiable. Le résultat en découle en contraposant. |

Montrons maintenant que si % est un ensemble de formules cohérent, alors on peut I’étendre en un
ensemble %’ de formules maximalement cohérent, au sens suivant : 8 C %', et si ' C A", alors B"
est contradictoire.

Proposition A.3.3 (Extension maximalement cohérente d’un ensemble de formule %)

Soit Z un ensemble de formules cohérent. Il existe un ensemble %’ de formules maximalement cohérent
contenant 4.

Preuve de (A.3.3).
On supposera ici que 1’ensemble V est au plus dénombrable °. Cela permet d’introduire une numéro-
tation des formules de ALP sous forme d’une suite (;);cn, avec @g, un axiome de Say,.

9. Cette hypothese est largement suffisante dans toutes les applications informatiques. Le théoreme de compacité qui dé-
coule immédiatement de la preuve de complétude montrera en fait que ce résultat est valable pour un ensemble quelconque de
variables.
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Posons %y = 4, et posons, pour tout n € N :

@n si %n f‘A 1Pn+1
%nJrl = .
By, U{pnsi1} sinon

Montrons que chaque %, est (i) cohérent, et (ii) vérifie B, -2 ©,, ou By, F> —pp,.
e C’est vrai pour le cas de base, puisque % est supposé cohérent et que %o H> ¢o (po étant un
axiome).
e Supposons que %, vérifie (i) et (ii). Deux cas peuvent se produire :

> i B, F> i1, alors By, 1 = By, donc B, satisfait (i) et (ii), par hypothese de récur-
rence;

> si B, )LA “n11 alors B11 = By, U {pn+1} satisfait (i) ; montrons que (i) est également
satisfaite ;
supposons que %,+1 ne soit pas cohérent; alors par le principe de contradiction (A.7.1),
By 1 H2 =01, ce qui se traduit par B, U {@n 41} F> —@n1, et donc par le théoreme de
déduction (A.6.1) que By, 2 ©ni1 — “Pni1s
par contradiction (A.7.3(xi)), on en déduit que %, A —(n+1, €n contradiction avec ce qu’on
a supposé plus haut; donc %, 1 est nécessairement cohérent.

Posons alors %' = U Py, et montrons que A’ est maximalement cohérent.
neN

e Si %’ n’était pas cohérent, alors il existerait une formule  telle que %' 2 y et Z' F2 .
Les preuves étant des objets finis, les deux preuves de %' F2 x et #' 2 = n’utilisent qu’un
nombre fini de formules de %'
Il existe donc n € N* tel que A, contient toutes les formules nécessaires a ces deux preuves. Et
nous pouvons considérer ces deux preuves comme étant deux preuves dans %, ce qui prouverait
que 4, est incohérent, en contradiction avec sa construction.

e Supposons que %' ne soit pas maximal. Alors il existe une formule ¢, telle que &' f-2 o, et
A U {pn} est cohérent.
Mais %,, C A, et soit By, -2 py,, soit By, F> —=p,.
Si B, +2 ©n, alors par monotonie (A.6.3), &’ A n, en contradiction avec 1’hypotheése. Donc
B F2 =y,
Par monotonie toujours, %’ - —,,, donc

B U{pn} FA =g, et AU {on} A o,

la deuxieme affirmation étant évidente. Ainsi, &’ U {,} est incohérent, en contradiction avec
I’hypothese initiale.
|
Nous allons maintenant prouver que 1’ensemble de formule %’ est syntaxiquement complet, ce qui
signifie que pour toute formule ¢ € ALP, il existe une preuve de ¢ ou de —p sous hypothese Z’.

Proposition A.3.4 : ' est syntaxiquement complet : pour toute formule ¢ € ALP, soit B’ F o, soit
B =

Preuve de (A.3.4). Soit p € ALP.Sip = ¢,, B, C A et par construction de %, soit B, > oy,
soit A, -2 —,,. Donc soit ' F2 o, soit ' F2 —. [ |
Venons-en a la piece maitresse de la démonstration :

Théoréme A.3.5 (cohérent — satisfiable) : Si 4 est cohérent, alors 4 est satisfiable.
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Preuve de (A.3.5). Soit % un ensemble de formules cohérent, 2’ I’extension maximalement cohérente
de % construite ci-dessus, et o € ALP.

Si a € V, considérons les quatre formules a~%, a™7, a* et a~. Pour chacune, d’aprés la proposition
A.3.4, soit elle peut étre prouvée sous hypothése %', soit sa négation peut 1’étre. Et les quatre négations
ne peuvent simultanément &tre prouvées, a cause du schéma d’axiomes (SA5) et de la cohérence de #'.

Ainsi, au moins une formule est prouvable, et a cause du schéma d’axiomes (SA4), au plus une I’est.
Notons v, I’unique symbole de variation tel que &’ +2 a”e.

Considérons alors I’interprétation Z.7 définie sur chaque variable propositionnelle a € V et chaque
symbole de variation primitif v par :

IJ Ea’ ssi v=y,

Montrons alors que %’ F2 ¢ si et seulement si Z.7 |= ¢. Raisonnons par induction structurelle sur ¢.

e Casdebase: p =a" aveca € Vetv € Dy
Par construction de Z7, ZJ = ¢ = a si et seulement si v = v,, donc ZJ = ¢ si et seulement
si B2 .
e Induction :
> Cas ¢ = -

— Si B'+2p = =, alors par cohérence, Z' > 1), donc par hypothése d’induction,
IT W et IT ) = 3

— etsi B J2 o = —p, alors par complétude syntaxique, Z' -2 1), donc par hypothese
d’induction, ZJ = ¢, et ZJ = - = .

> Cas ¢ = (¢ — 0)

— Si #'F2 ¢ = (¢ — 6), alors par complétude syntaxique, ' F2 1) ou B’ 2 =)
Dans le premier cas, par application du modus ponens, %' => 6, donc ZJ = 0, et 77 =
v —0=q.
Dans le second cas, Z.J ~ 1, donc ZJ =1 — 0 = .

— Si B 2 = (¢p — 6), alors par complétude syntaxique B’ F2 =() — 6). D’apres
(SA1), 260 — (p — 6), donc nécessairement %’ J-2 0, et par hypothese d’induction
IZJ 6.
Supposons que ZJ = ¢ = ¢ — 6. Alors par négation de I’implication (A.7.3(xiii)),
T.J W 1, donc par hypothése d’induction %' -2 —).
D’apres le principe de non cohérence (A.7.3(x)), =) — (¢ — @), donc &' H2(p — 6),
contradiction.
DoncZJ E v — 6 = .

A.4 Preuve de la complétude de Sry

I1 ne reste plus que quelques lignes de démonstration pour arriver a notre but : montrer que si & = ¢,
alors 2 ¢ (ce qui achévera la preuve du théoréme de complétude A.3.1).
Preuve de (A.3.1). Soit » € ALP. Supposons que Z }-> ¢.

Alors, de la méme facon que dans la preuve de la proposition A.3.3, Z U {—p} est cohérent, donc
satisfiable d’apres le théoreme A.3.5, donc £ £~ .

L’énoncé du théoreme s’en déduit par contraposition. |

A.5 Théoreme de compacité

Apres tous ces efforts, on prouve en quelques lignes supplémentaires le théoreme de compacité, qui
peut s’énoncer de deux manieres différentes :
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Théoréme A.5.1

o A est satisfiable si et seulement si tout sous-ensemble fini de A est satisfiable.
e 7 est contradictoire si et seulement si il existe un sous-ensemble fini de 2 qui I’est.

Ce résultat permet, il nous semble, de s’affranchir de I’hypothese de dénombrabilité de 1’ensemble V.
Preuve de (A.5.1). La condition nécessaire est évidente. Montrons la condition suffisante par contrapo-
sition.

Supposons % non satisfiable. Alors d’apres le théoréeme A.3.5, 4 est incohérent. Il existe donc une
certaine formule ¢ telle que B H2 ¢ et B2 -,

Les preuves étant des objets finis, il existe un sous-ensemble fini Z* de Z tel que B* 2 ¢ et
B* A —.

Alors, par correction, Z* |= ¢ et B* |= —p. Donc 2™ n’est pas satisfiable. |

A.6 Les résultats utilisés dans ces preuves

Les preuves de correction et de complétude données plus haut utilisent un certain nombre de résultats
qui sont rassemblés ci-dessous.

A.6.1 Théoreme de la déduction
Théoréme A.6.1 (de la déduction)

Soit % un ensemble de formules, ¢ et ¢ deux formules. 2 U {¢} F2 1 si et seulement si B2 ¢ — ).

Preuve de (A.6.1).
o () B C BU{p}, donc comme B2 (p — ), BU{p (0 — ).
On a vu que Z U {¢} F2 ¢, et on en déduit, par le modus ponens, que B U {@} -2 4.

e (—)Soit (¢1, .. .,1y) une preuve de 1) = 1, sous hypotheses ZU{¢}. Raisonnons par récurrence
sur la longueur de cette preuve.

> Si 1, est un axiome ou un élément de 4, alors la suite

nom | formule explications
& | Y axiome ou élément de A
L | Y= (v (SAD)
&L o= m.p. sur & et &y

est une preuve de ¢ — 1) sous hypothese 2.
> Siy = ¢, alors le lemme d’identité (A.7.3(v)) nous permet de déduire que A P — Y.

> Si 1), = 1) est obtenue par application du modus ponens sur ; et 1; = (; — 1y,), avec
i,j < n,alors (¢1,...,1;) et (¢1,...,1;) sont des preuves respectives de 1; et ; sous
hypothése 2 U {(}, de longueurs strictement inférieures a n.
Par hypothese de récurrence,

B (o = i) et B = y) = (p = (¥ — 1))

On peut alors construire le schéma de preuve suivant pour ¢ — ) :

nom | formule explications
& | = conséquence pour 2 de #
& | o= (Wi =) conséquence pour 2 de #
& | (o= (i =) = (¢ = i) = (¢ = ) (SA2)
€ | (=) = (¢ =) m.p. sur &1 et &
& | o= m.p. sur &1 et &y
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A.6.2 Substitution d’une collection de formules de AL7P dans une formule de £P

Soit « € LP une formule de la logique propositionnelle, et y une application de I’ensemble V(o) des
variables de o dans ALP.

On note x(a) la formule obtenue en substituant dans o chaque occurrence de variable a € V(o) par
X(a). Nous appelons « transformée de o par x » cette nouvelle formule.

De maniere plus précise :

> sia=aaveca €V, alors (o) = x(a),

> sio= —p, avec B € LP, alors x(a) = =x(B),

> sia=p — vy, avec p ety dans LP, alors x(a) = x(B) = x(Y)-

On a le résultat suivant (qui est un deuxieme théoreme de substitution, le premier étant donné par (11),

page 9) :
Théoréme A.6.2 (substitution 2) : Soita € LP et x : V(o) - ALP. Si |= o, alors = ().

Preuve de (A.6.2). Cette preuve se place dans le cadre de la restriction aux connecteurs — et — dans les
deux logiques.

Soit ZJ € AQ, et x : V(a) = ALP.

Notons Z.J € €2 définie de la maniere suivante : Z.J FassiZJ = x(a).

Nous allons montrer que Z.7 = /(o) ssi 7 = o

La preuve se fait par induction structurelle sur o :

> sia=a,aveca € V,alors x(a) = x(a), et ZT [ x(a) ssiZJ Ea=a;
> sio= P, avec B € LP, alors x(a) = ~x(B), et

1T = x(«) ssiZJ # x(B)
ssiZJ WP (par hypothése d’induction)
ssi fj E-fP=ua
> enfinsia =B — v, avec B,y € LP, alors x(a) = x(B) = x(v). et
T I x(@) = x(B) = x(v) ssi 2T = x(B) et ZJ [ x(¥)
ssiZJ = pBet 7J oy (par hypothese d’induction)
ssiﬁ ER—y=a

La fin de la preuve est alors évidente : si o est une tautologie, alors quelle que soit ZJ € A2, fj E o
donc ZJ E x(a). Ainsi, x (o) est bien une tautologie (de ALP). [

A.6.3 Monotonie

On note Th(#) I’ensemble des formules que 1’on peut déduire de Ax U # a I’aide du seul modus
ponens.

Proposition A.6.3 (monotonie) :
o Si B C A, alors Th(#) C Th(#') (monotonie).

e Si B2 %A, alors Th(%') C Th(2) (monotonie forte).
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Preuve de (A.6.3). Ces deux propriétés découlent directement de la définition de Th(%) :

e Si B C A, alors toute preuve de ¢ sous I’hypothese 4 est encore une preuve de ¢ sous 1’hypo-
these #'.

o Si B2 A, alors B’ C Th(A), et par définition de la cloture, Th(%') C Th(2A).

|
Ce résultat permet entre autre, dans les preuves, d’utiliser des « théorémes » prouvés précédemment.
Plus précisément :

Proposition A.6.4
Si T est un théoreme du systeme formel S = (£, Ax, RI), alors, en notant S’ = (£, Ax U {7}, RI),

B s ¢ sietseulement si B g

Preuve de (A.6.4). Dans un sens, ¢’est simplement une expression de la monotonie, dans 1’autre, il suffit,
dans une preuve de # s , de remplacer toutes les utilisations de 7 par une preuve de 7 dans S. W

A.7 Principe de contradiction
Proposition A.7.1 (principe de contradiction)
Si B2 @ et B2 —p, alors B+ 1) pour toute formule ).

Preuve de (A.7.1). Par monotonie forte (A.6.3), puisque B> ¢ et B2 =, Th(B U {p,~p}) C
Th(4). 11 suffit donc de prouver que & U {p, ~p} F2 1.

nom | formule explications
& | = (= ) (SAT)
& | hypothése
& | = m.p. sur 1 et &y
§a | (79 = —p) = (¢ = ¢) (SA3)
& | p— m.p. sur £z et £y
& | p hypothese
& | Y m.p. sur &g et &5

A.7.1 Autres résultats importants

La plupart des preuves de ces résultats découlent de la proposition suivante, qui utilise le fait que le
systeéme de Hilbert est correct et complet pour la logique (LP, =) :

Proposition A.7.2 (transposition de preuve de LP dans ALP)
Soita € LP,V =V(a) et x : V. — ALP. On note x () la formule obtenue en substituant a par x(a)

dans o, pour toute & € V. On a alors : si |= a, alors F2 x(«).

Preuve de (A.7.2). Nous ne donnerons que le plan général, les détails sont laissés a la sagacité du lecteur.
Soit o € LP telle que = o Par complétude de Sy pour (LP, ), Fy o (ol F4 est la relation de
conséquence du systéme formel de Hilbert).
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Soit (ay, . .., o) une preuve de o dans Sz. On peut montrer, par récurrence sur la longueur de cette
preuve, que (x (1), .. ., x(p)) est une preuve '© de y(o) dans Say. |

Cette proposition permet d’utiliser les preuves déja connues pour (LP, |=) de nombreux résultats
pour les transposer dans (ALP, =). Les résultats suivants sont ceux utilisés pour les preuves des résultats
principaux, on trouve leurs démonstrations dans tout document apportant la preuve de la complétude du
systeme formel de Hilbert pour la logique (LP, =) :

Proposition A.7.3
() {p}+> .
(ii) Si B C B et B2 o, alors B' 2 .
(iii) Si BF2 pet BH2(p — ), alors B2 ).

(iv) Si (¢1,...,¢n) est une preuve de ¢ = ¢, sous hypothése 4, alors pour tout k£ € [1,n — 1],
(¢1, ..., k) est une preuve de ¢y, sous hypothese 2.

v) F2(p — ) (lemme d’identité).
(vi) F& ——p —  (élimination de la double négation).
(vii) F2 ¢ — == (introduction de la double négation).
(viii) {¢ = ¥, — 0} F> ¢ — 0 (syllogisme hypothétique).
(ix) F2(p = ¥) = (= — =) (modus tollens).
(x) Pour tout § € ALP, 2 ——p — (—p — 6).
Pour tout § € ALP, F2 —p — (¢ — 6) (non cohérence).
(xi) F2(p — =) — —p (raisonnement par contradiction).
(xii) (o — ) = ((~p — 1) — 1) (raisonnement par disjonction).
Corollaire : si Z U {p} F2 ¢ et BU {—p} H2 1, alors B2 .
(xiii) F2 =g = (¥ = @) — —).
2 — (—) — —(¢ — 1)) (négation de I"implication).

B Un algorithme correct et complet selon la méthode des tableaux séman-
tiques pour (ALP, )

B.1 La méthode des tableaux sémantiques pour la logique (ALP, |=)

Soit ¢ € ALP. Notons T I’arbre composé d’une unique racine, étiquetée avec une forme normale
sans négation de la formule i) = —¢ (on rappelle qu’une forme normale sans négation de x € ALP
est une formule Y’ telle que y = X’ et telle que les seuls connecteurs de X’ sont A et V et les seules
occurrences de o sont telles que o € V et v € D).

Si T estun arbre étiqueté avec des sous-formules de 1), on peut créer un nouvel arbre 77 en appliquant
I’une des deux regles suivantes :

regle (A) : si une formule ¢, de la forme 11 A - - - A 1, apparait dans le chemin de X a Y, on ajoute a la
suite de Y une branche dont chaque nceud est une formule 7; :

10. qui n’utilise d’ailleurs que les schémas d’axiomes communs aux systemes formels Sy et Saw, et le modus ponens.
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régle (B) : si une formule g de la forme v1 V - - - V v, apparait dans le chemin de X a 'Y, on ajoute a la
suite de Y une branche pour chacune des formules v; :

141 Vq
Plus formellement, partant d’un tableau 77, on dit que 75 est une extension directe de 71 si T2 s’ obtient
a partir de 77 par application d’une des deux régles (A) ou (B) ci-dessus.

Un arbre T est appelé rableau sémantique pour la formule o € ALP si il existe une suite d’arbre
7o, - -, Tn telle que Ty est défini comme précédemment, 7,, = T, et pour chaque i € [1,n], 7; est une
extension directe de 7;_1.

Deux remarques importantes :

(1) dans ce procédé, les tailles des sous-formules extraites par les opérations (A) et (B) sont strictement
inférieures a la taille des formules dont sont tirés les nceuds engendrés ;

(2) contrairement i ce qui se passe dans la logique du premier ordre '!, une fois qu’une formule a subi
une opération (A) ou (B) dans une branche, il est inutile de répéter cette opération 2, puisqu’on ne
ferait réapparaitre que des sous-formules déja présentes.

De ces deux remarques, on déduit que le procédé d’extension se termine apreés un nombre fini d’opé-
rations, et conduit a un arbre possédant un nombre fini de branches, chaque branche étant de longueur
finie.

Une branche d’un tableau (i.e. un chemin de la racine vers une feuille de 1’arbre) est dite close si elle
contient deux nceuds étiquetés par deux étiquettes a” et a™, ot a € V, v, w € Dy et v # w.

Un tableau est dit clos si toutes ses branches sont closes. On dit que 7 prouve ¢ si T est un tableau
pour et si T est clos.

11. pour laquelle le développement d’une formule de la forme (Vz) P(x) peut éventuellement étre répété pour plusieurs
valeurs particuliéres de x.

12. et il ne faut donc surtout pas le faire, pour éviter des branches de longueur infinie et un processus de développement ne
se terminant pas.
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D’autre part, une branche d’un tableau sera dite complete si

> pour toute formule ¢, = 11 A - - - A 1), sur cette branche, toute les formules 7; sont aussi sur cette
branche (autrement dit toutes les reégles de type (A) possibles ont été appliquées),

> pour toute formule ¢ = v1 V -+ V 1, au moins une formule v; est présente sur cette branche
(autrement dit, toutes les regles de type (B) ont été appliquées sur cette branche).

Un tableau est dit complet si toutes ses branches sont soit closes, soit complétes. Pour un tel tableau,
il n’y a aucune regle permettant d’obtenir une prolongation profitable, pouvant changer le résultat de la
méthode.

Enfin, si une branche compléte de 7 n’est pas close, nous dirons qu’elle est ouverte.

Pour résumer, un tableau T pour @ est un arbre dont la racine est -, obtenu a partir du tableau
To formé de 1’unique racine étiquetée par —p en appliquant un certain nombre de fois I’'une des deux
regles (A) ou (B). Ce tableau peut étre partiellement ou completement développé. 1l est clos si toutes
ses branches contiennent un conflit, c’est-a-dire deux étiquettes de la forme a” incompatibles. Il n’a pas
besoin d’étre compleétement développé dans la pratique, mais pour obtenir une information sur ¢ (le fait
que ce soit une tautologie ou non), il faudra qu’il soit complet, ce qui signifie que chaque branche est
complete, ou contient un conflit.

B.2 Correction de la méthode des tableaux sémantiques

Théoréme B.2.1 : Si le tableau 7 pour la formule ¢ est clos, alors ¢ est une tautologie.

Preuve de (B.2.1). Soit 7 un tableau pour la formule ¢ € ALP, © une branche de T (i.e. un chemin
de la racine de I’arbre a une feuille) et Z.7 une interprétation. Nous dirons que Z .7 satisfait 1a branche ©
si 7.7 satisfait toutes les formules sur cette branche, et que Z.J satisfait 7 si Z.J satisfait au moins une
des branches de 7.

Supposons alors que 7" soit une extension de 7, obtenue en prolongeant une branche © de 7 par
application d’une régle (A) ou (B). Supposons encore que I’interprétation Z .7 satisfasse 7, et que ©’ soit
une branche de 7 satisfaite par cette interprétation. Nous allons montrer que I’interprétation Z7 satisfait
encore 7.

Si © et © sont distinctes, alors © est encore une branche de 7, et comme elle était satisfaite par
Z.J dans T, elle I’est encore dans 7.

Si maintenant © = ©’, de deux choses I’une.

> La branche © a été étendue en appliquant une régle (A) a ’'une des formules ¢, étiquetant un de
ses nceuds. ¢4 était une conjonction de la forme ¢, = 11 A - - - A1, €t on a prolongé la branche ©
en ajoutant I’un apres I’autre les formules 71, ..., 7.
Par hypothese, I’interprétation Z.7 satisfait 4, ce qui signifie que Z.J satisfait chacune des for-
mules 71, . . ., 7,. La branche obtenue en étendant © ne comporte donc toujours que des formules
satisfaites par Z.J, et est donc encore satisfaite par Z.7. Ainsi, 'interprétation Z.7 satisfait une
branche de 77, et Z.J satisfait donc 7.

> La branche © a été étendue en appliquant une régle (B) a I'une des formules g étiquetant un de
ses nceuds. g €tait donc une disjonction, de la forme g = 11 V - - - V 1, €t on a ajouté au bout de
O p fils étiquetés par ces p formules v;.
Par hypothese, I’interprétation Z.7 satisfait ©, donc la formule ¢g, ce qui signifie que Z.7 satisfait
au moins une formule v;.
Alors la branche de 7" obtenue en prolongeant © par le nceud v ne contient que des nceuds étique-
tés par des formules satisfaites par I’interprétation Z .7, cette branche, et par voie de conséquence
le tableau 7", sont donc encore satisfaits par I’interprétation Z.7.

Ainsi, pour toute extension 7’ d’un tableau 7, et pour toute interprétation Z.7, Z.7 satisfait 7 entraine
7.7 satisfait 7.
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Par récurrence structurelle, si I’interprétation Z .7 satisfait la racine — du tableau, elle satisfait toute
suite de tableaux construits par extension.

Par contraposée, aucune interprétation ne satisfaisant un tableau clos, ce qui signifie que sa racine
—(p n’est satisfaite par aucune interprétation. Cette racine est donc insatisfiable, ce qui signifie que ¢ est
une tautologie, ce que nous voulions prouver. |

B.3 Complétude de la méthode des tableaux sémantiques

Pour prouver le résultat de cette section, suivant en cela la voie tracée par [15], nous aurons besoin
de la définition suivante :

Définition B.3.1
Soit S un ensemble de formules de ALP. On dira que S est un ensemble de Hintikka si

(1) S ne contient pas deux formules a* et a*, avec a € V, v,w € Dy et v # w,
(2) sipq=m A---Any, €S, alors pour tout i, n; € S,
(3) sigp =11V -V €S, alors il existe i tel que v; € S.

Intuitivement, un ensemble de Hintikka contient toutes les formules qu’on rencontre le long d’une
branche complétement développée d’un tableau sémantique.
Nous utiliserons le résultat suivant ' :

Lemme B.3.1 (Hintikka) : Tout ensemble de Hintikka S est satisfiable.

Preuve de (B.3.1). Pour cela, notons Z Js I’interprétation définie comme suit 14,

e sia € V est présente dans au moins une formule de S, sous la forme a¥ avec v € Dy, on pose
ZJs(a") =v,etZJs(a") =£fsiw € Dyetw # v,

e sia €V est absente de toute formule de S, on donne la valeur v a I’'un quelconque des Z.7 (a"), la
valeur f aux trois autres.

Notons que le premier point est possible parce que, par hypothese, S ne contient pas de formules conte-
nant des atomes incompatibles.

Montrons alors que toute formule de S est vrai sous I’interprétation ZJg, par récurrence sur la taille
de ces formules.

> Tous les atomes présents dans .S sont satisfaits par I’interprétation Z.Jg, par construction de ZJg.
> Soit alors ¢ une formule de S de taille n strictement positive. Supposons que toute formule de S
de taille strictement inférieure a n soit satisfaite par I’interprétation Z 7g.
Comme 1 est de taille strictement positive, deux cas peuvent se produire :
Cas1: ¥ =mn1 A---Anp;comme S est un ensemble de Hintikka, S contient toutes les formules 7,

qui sont de tailles strictement inférieures a n, donc satisfaites par I’interprétation Z.7s, donc
1) est satisfaite par cette interprétation ;

Cas2: 1 = v1 V---Vu,; comme S est un ensemble de Hintikka, S contient au moins 1'une des
formules v;, qui est de taille strictement inférieure a n, donc satisfaite par I’interprétation
T Js par hypothese ; 1) est donc elle aussi satisfaite par cette interprétation.

|
On peut alors démontrer le résultat de cette section :

13. En fait, on peut se contenter ici d’un résultat plus faible en ne faisant la preuve que pour des ensembles de Hintikka finis,
puisque 1’arbre complétement développé ne comporte qu’un nombre fini de branches, toutes de longueur finie. Mais ¢a ne cofite
rien de prouver le résultat plus général.

14. On écrira parfois ZJs () = v pour signifier que ZJs |= ¢.
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Théoréme B.3.2

Si ¢ est une tautologie, alors il existe 7 pour la formule ¢ qui est clos.
Plus généralement, si o est une tautologie, alors tout tableau complet T pour ¢ est clos.

Preuve de (B.3.2). Nous allons procéder par contraposée. Soit o une formule de ALP, et 7 un tableau
complet pour ¢. Supposons que 7 ne soit pas clos, et montrons que —¢ est satisfiable.

Par hypothese, il existe une branche © compléte et ouverte. Notons S ’ensemble des formules éti-
quetant les branches de ©. Alors, par complétude et non cldture, S un ensemble de Hintikka. En effet,

o puisque © n’est pas close, S ne peut pas contenir formules a” et a" incompatibles,

@ par complétude du tableau et par définition de la regle de développement (A), si ¢q = N1 A~ --Anp € S,
alors pour tout 4, n; € .5,

@ toujours par complétude du tableau, et par définition de la regle de développement (B), si pp =
v V.-V, €5, alors il existe i tel que v; € S.

Ceci montre le résultat suivant :

Proposition B.3.3 : Toute branche complete et ouverte d’un tableau est satisfiable.

On en déduit le résultat qui nous intéresse :

Théoreme B.3.4 : Si ¢ est une tautologie, alors tout tableau complet pour ¢ est clos.

En effet, en contraposant, si 7 est un tableau ouvert pour ¢, 7 contient au moins une branche satisfiable,
qui contient en particulier la racine —¢. Cette derniere est donc satisfiable, ce qui signifie que ¢ n’est pas
une tautologie. |

Enfin, comme toute formule ¢ permet de construire au moins un tableau, on a encore le résultat
suivant :

Théoreme B.3.5 (Complétude de la méthode des tableaux sémantiques)

Toute tautologie est prouvable par la méthode des tableaux.
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