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Chapitre 1

Analyse statique et réduction
de modeles de voies de
signalisation intracellulaire

Jérome Feret

Ce chapitre décrit deux applications des méthodes formelles pour Kappa,
un langage de réécriture de graphes a sites utilisé en modélisation de systémes
biologiques. La premiére est une analyse statique pour détecter des motifs
qui ne pourront jamais apparaitre en cours d’exécution. La seconde réduit
les modeéles pour obtenir une représentation concise de leurs comportements
sous forme de systemes d’équations différentielles ordinaires.

1.1 Introduction

1.1.1 Contexte et motivations

Décrire et analyser les systemes a grande échelle et fortement combi-
natoires qui sont issus de certains modéles mécanistiques de biologie des
systemes est encore hors de portée de 1’état de I’art. Dans de tels modeles, le
comportement individuel des occurrences de protéines, qui peuvent établir
des liaisons et modifier leur capacité d’interactions, est influencé par des
compétitions pour des ressources communes. De plus, les occurrences de
protéines peuvent former une grande diversité de configurations d’especes
biochimiques différentes. La concurrence entre des interactions a diffé-
rentes échelles de temps génere des boucles de rétro-actions non linéaires
qui contrdlent I'abondance de ces configurations d’especes biochimiques.
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Enfin, ces systéemes font intervenir des interactions entre de trés petites
molécules, comme des ions ou des ligands et des espéces biochimiques
gigantesques comme les brins d’acide désoxyribonucléique, le ribosome,
ou le signalosome. Comprendre comment le comportement collectif des
populations de protéines qui définit le phénotype, est engendré par le com-
portement individuel des occurrences de ces protéines reste un probleme
largement ouvert et un enjeu crucial.

Alors que les progres technologiques permettent d’obtenir rapidement
une quantité toujours plus importante de détails a propos des interactions
mécanistiques potentielles entre les occurrences de protéines, et ce, a un
prix trés accessible, la communauté scientifique est encore bien loin de
comprendre globalement comment le comportement macroscopique des
systémes émerge de ces interactions. C’est ’objectif annoncé de la biologie
des systemes. Mais ce but est sans espoir a moins que des méthodes spéci-
fiques et innovantes pour décrire ces systémes complexes et analyser leur
propriété ne soient concues. Bien entendu, ces méthodes devront passer a
I’échelle de la trés grande quantité d’informations qui est publiée dans la
littérature a un rythme qui augmente de maniere exponentielle.

1.1.2 Les langages de modélisation de systemes d’interactions
moléculaires

Les langages formels ont été beaucoup utilisés pour décrire des mo-
déles d’interactions mécanistiques entre occurrences de protéines. Ils pro-
curent des outils mathématiques pour traduire ces interactions et définir
rigoureusement le comportement des systémes ainsi représentés grace a
un choix de sémantiques qualitatives, stochastiques ou différentielles.

Les langages tels que les réseaux réactionnels [38] ou les réseaux de
Petri classiques [53], se basent sur le paradigme de la réécriture multi-
ensemble. Les interactions consistent a consommer des réactifs en échange
de produits. Des constantes cinétiques permettent de préciser soit la vitesse,
soit la fréquence moyenne — selon le choix de la sémantique — d’application
des différentes réactions. Ceci les rend tres utiles pour décrire et formaliser
le comportement de systemes d’interactions de petite ou moyenne taille.
Cependant, ces langages peinent a représenter de grands modéles car ils
ont besoin d’un nom (ou d’un emplacement dans le cas des réseaux de
Petri) par type de configurations d’especes biochimiques.

La réécriture de graphes a sites [34, 36, 4, 57] exploite le fait que les
interactions dépendent généralement de conditions locales sur les configu-
rations des occurrences de protéines au sein des espéces biochimiques. Ces
langages permettent ainsi de traduire les systemes d’interactions entre les
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occurrences de protéines de maniére plus parcimonieuse : seuls les détails
qui importent pour une interaction donnée sont mentionnés.

Il est important de distinguer les approches basées sur les agents de
celles basées sur les régles de réécriture. Dans les celles basées sur les agents,
chaque entité, que ce soit un processus [21] ou un objet [35], doit contenir
la description de tous ses comportements possibles. Les changements entre
les configurations des différentes entités se synchronisent par le biais de
régles de communication. Ces regles, généralement en tres petit nombre,
définissent la sémantique opérationnelle des langages. Il est possible de
conditionner le comportement d'un agent a des propriétés de I'état d"un
autre agent auquel cet agent serait lié, mais cela nécessite de recourir a
des processus fictifs pour aller chercher cette information. Cette astuce
était en fait déja utilisée dans les premiers modéles décrits en 7m-calcul
[68]. Cependant, en général, les approches basées sur les agents donnent
lieu a des systémes de processus a états finis [59]. Ceci permet d’étudier
leur comportement a 1’aide d’outils de vérification symbolique de modeles
comme PRISM [63]. Lorsque les occurrences des protéines admettent trop
de configurations différentes ou lorsque leurs capacités d’interactions dé-
pendent trop des occurrences des protéines auxquelles elles sont liées, les
approches fondées sur les agents ne passent pas a 1’échelle, tant au niveau
de la description des modeles que pour le calcul de leurs propriétés.

Les approches fondées sur les regles définissent les modéles par des
regles d’interactions. Chaque regle définit sous quelles conditions sur les
configurations des agents une interaction peut avoir lieu et quels sont les
effets de cette interaction. AinsiI’état des agents ne définit pas une fois pour
toute les capacités d’interactions de cet agent. Ce sont les regles du modele
qui le font. Il n’est pas non plus nécessaire de donner la liste exhaustive
de toutes les configurations des agents. Les regles peuvent se contenter de
ne mentionner que les parties importantes des agents pour 'interaction
qu’elles décrivent. Les approches fondées sur les regles passent mieux a
I’échelle et facilitent la mise a jour des modeles. De plus, comme il n’est
pas nécessaire de spécifier explicitement toutes les capacités d’'interactions
des occurrences des protéines, elles encouragent a une modélisation sans
a priori ou les interactions émergent des regles au fur et a mesure de la
conception du modele.

1.1.3 Lelangage Kappa

Les langages de réécriture de graphes a sites [34, 36, 4, 57] permettent
de représenter de maniére transparente les réseaux d’interactions entre des
occurrences de protéines grace a leur syntaxe inspirée de la chimie.
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(b) Une regle pour lier des occurrences de protéines.
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(c) Une regle pour faire glisser des occurrences de protéines.

(a) Un graphe a sites.

FIGURE 1.1 — En 1.1a est dessiné un graphe a site. Il s’agit de la configuration
d’une espéce biochimique composée de deux occurrences du ligand (EGF), de deux
occurrences du récepteur membranaire (EGFR), d'une occurrence de la protéine
d’échafaudage (Shc), de deux occurrences de la protéine de transport (Grb2) et
d’une occurrence de la protéine Sos. En 1.1b est donné un exemple de régle de
liaison. Deux occurrences du récepteur membranaire (EGFR), lorsqu’elles sont
toutes deux activés par une liaison avec des occurrences du ligand (EGF), peuvent
se lier. Les autres sites sont omis car ils ne jouent aucun role dans cette interaction.
En 1.1c est donnée une régle de déplacement. Une occurrence de I’enzyme Glycolase
(DG) peut glisser dans les deux directions (selon une marche aléatoire) le long
d’un brin d’ADN.

Dans Kappa, chaque configuration d’espéces biochimiques est repré-
sentée par un graphe a sites. Un exemple de graphe a sites est donné en
figure 1.1a. Dans un graphe a sites, des nceuds qui représentent des occur-
rences de protéines, sont associés a une liste de sites d’interactions. Ces
sites peuvent étre libres ou liés deux a deux. En outre, certains sites portent
une propriété qui peut servir a représenter un niveau d’activation. Les
interactions entre occurrences de protéines peuvent modifier leurs confor-
mations en dépliant ou en repliant leurs chaines de nucléotides, ce qui
peut révéler ou cacher des sites d’interactions. Dans Kappa, la structure
tri-dimensionnelle des occurrences de protéines n’est pas représentée ex-
plicitement. En revanche, les conditions pour qu’un site d’interactions soit
visible sont spécifiées dans la description des interactions elles-mémes.

L’évolution d'un systeme Kappa se décrit grace a des regles de réécri-
ture hors-contexte. En figure 1.1b est dessinée une régle pour la formation
de dimeres. Deux récepteurs (EGFR) qui sont tous deux liés a des ligands
(EGF) peuvent se lier entre eux pour former un dimer. En figure 1.1c est
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donnée une autre regle issue d'un modele de réparation de ’ADN, dans
laquelle une enzyme, la Glycolase (DG), peut glisser aléatoirement dans les
deux sens, le long d"un brin d’ADN [61].

Une regle peut étre comprise de maniere intentionnelle comme une
transformation locale de 'état du systeme ou de maniére extensionnelle
comme l’ensemble, qu’il soit fini ou non, des réactions biochimiques qui
peuvent étre obtenues en spécifiant entierement les différents contextes
d’application de ces regles. De cet ensemble de réactions, diverses séman-
tiques peuvent étre définies pour décrire le comportement des systémes.
Ces sémantiques peuvent étre qualitatives, stochastiques ou différentielles,
comme pour le cas des réseaux réactionnels et des réseaux de Pétri (les
sémantiques quantitatives — stochastiques ou différentielles — nécessitent
d’associer une constante d’interactions a chaque régle). Il est toutefois pos-
sible de simuler un modele Kappa directement, sans passer par le réseau
réactionnel sous-jacent. La simulation consiste alors a itérer la boucle évé-
nementielle suivante (celle-ci correspond a I’algorithme de Gillespie [48]).
Etant donné 1'état du systéme, représenté par un graphe a sites, 'ensemble
de tous les événements possibles est calculé. Un événement consiste a ap-
pliquer une régle dans le graphe a une occurrence du motif qui constitue
le membre gauche de cette régle. Chaque événement a une propension
qui correspond a la constante de la régle correspondante. Le prochain
événement est tiré au hasard selon une probabilité proportionnelle a sa
propension, alors que le délai entre deux événements est tiré aléatoirement
selon une loi exponentielle dont le parameétre est la somme des propensions
de tous les événements potentiels du systeme. Il n’est pas raisonnable de
recalculer la liste des événements potentiels a chaque fois apres 1’appli-
cation d’une regle. Cet ensemble peut étre mis a jour dynamiquement en
tenant compte uniquement des nouveaux événements potentiels et des
événements qui ne sont plus possibles du fait de I’application du dernier
événement choisi [31]. Le simulateur actuel tire profit au maximum des
sous-motifs communs dans les motifs qui apparaissent dans le membre
gauche des regles pour découvrir les nouveaux événements et retirer les
événements devenus obsoletes plus rapidement [11].

Le langage Kappa souffre de plusieurs limites. Par exemple, les sites
d’interactions d"une méme occurrence d"une protéine doivent porter des
noms différents; par ailleurs, en ce qui concerne les propriétés géomé-
triques, Kappa ne permet ni de représenter la structure tridimensionnelle
des occurrences de protéines, ni leur répartition dans ’espace. Avoir des
sites deux a deux différents dans chaque occurrence de protéines facilite
grandement la recherche des occurrences des motifs dans les graphes, ce
qui est non seulement crucial pour simuler les modéles de maniere ef-
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ficace, mais est aussi a la base de plusieurs constructions utilisées pour
I'analyse statique et la réduction de modeéles. Certains langages lévent
cette contrainte soit directement comme dans les langages BNGL [36] et
mod [3], soit indirectement en utilisant un codage sous forme d’hyperliens
comme dans le langage React(C) [57]. Toutefois, 1’efficacité des moteurs de
simulation est fortement réduite quand de telles constructions sont utili-
sées. Pour ce qui est de la géométrie des protéines, les conditions liées aux
conformations spatiales des protéines peuvent étre encodées dans les regles
de réécriture. Certaines extensions du langage permettent de représenter
des contraintes sur la position relative des occurrences de protéines et des
sites d’interactions dans les configurations des especes biochimiques afin
de restreindre 1’ensemble des événements possibles a ceux qui satisfont
ces contraintes [33]. Enfin, dans Kappa, la distribution des occurrences
de protéines dans 'espace est passée sous silence. Il est fait I'hypothese
que les occurrences de protéines sont parfaitement mélangées. Il est donc
impossible de retrouver les phénomenes d’encombrement qui peuvent étre
dus a des accumulations d’occurrences de protéines dans certaines régions
de la cellule. De méme, les gradients de concentration locaux qui pourrait
étre dus a la présence d'une occurrence d’une protéine d’échafaudage ne
peuvent pas étre représentés (en Kappa, chaque occurrence d"une protéine
d’échafaudage n’agit qu’en maintenant des occurrences de protéines dans
la méme espece biochimique, une fois libérée, ces occurrences de protéines
ne sont pas supposées rester, méme pour un court instant dans le méme
voisinage). Une solution partielle consiste a encoder en Kappa une grille
pour représenter de maniere discrete les positions potentielles des occur-
rences de protéines. Ensuite, celles-ci peuvent glisser le long de cette grille
grace a des regles implémentant la diffusion des occurrences de protéines.
Le langage SpatialKappa [70] utilise ce procédé de maniere transparente.
Par ailleurs, le langage ML [54] permet de représenter des modeles d’inter-
actions entre occurrences de protéines qui peuvent se déplacer de maniere
continue dans un milieu. Il est possible de munir un modéle Kappa d'un
ensemble de compartiments statiques. Toutefois, ceci ne permet pas de
modéliser le transport d’occurrences de protéines par le biais de vésicules.
La machine formelle cellulaire [27] répond a cet enjeu, sans toutefois fournir
de moteurs de simulation efficaces.

Les langages de réécriture de graphes a sites permettent de représenter
les réseaux d’interactions entre occurrences de protéines, et ce, malgré leur
forte combinatoire. Si le comportement de ces réseaux peut étre formelle-
ment défini et simulé, des abstractions restent nécessaires pour calculer les
propriétés du comportement collectif des populations de protéines.
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1.1.4 Interprétation abstraite

L'interprétation abstraite a été introduite il y a un peu plus de quarante
ans comme un cadre mathématique pour établir des liens formels entre
le comportement de programmes, vu a différents niveaux d’abstraction.
Depuis, l'interprétation abstraite est utilisée non seulement pour comparer
différentes méthodes et algorithmes d’analyse statique [24], mais aussi pour
développer des analyseurs statiques pour calculer automatiquement les
propriétés sur le comportement des programmes [6, 37]. L'interprétation
abstraite s’est désormais développée dans 'industrie (entre autres, Amazon,
Facebook, IBM, Google, MicroSoft et MathWorks ont chacune leurs propres
analyseurs statiques basés sur 'interprétation abstraite).

L’'interprétation abstraite repose sur la démarche suivante. Le com-
portement d’un programme (ou d’un modele) peut en général étre décrit
comme le plus petit point fixe I[fp IF d’un opérateur FF agissant sur les élé-
ments d'un ensemble appelé le domaine concret D. Le domaine concret est
habituellement ’ensemble des parties (S) d’un ensemble d’éléments S,
qui peuvent étre des états, des traces de calcul, et cetera. Une abstraction
est alors vue comme un changement de granularité dans la description
du comportement des programmes (ou des modeles) et ce changement
de granularité peut prendre en langage mathématique diverses formes
telles qu'un opérateur de cloture supérieure, une famille d’idéaux, une
famille de Moore ou une correspondance de Galois. Les correspondances
de Galois se sont vite imposées comme 'outil le plus populaire pour décrire
une interprétation abstraite. Un changement du niveau d’observation du
comportement d'un programme (ou d'un modéle) peut ainsi étre décrit
en choisissant un ensemble D* de propriétés d’intérét. C’est le domaine
abstrait. Cet ensemble est ordonné par un ordre partiel C. Chaque élément
a* de ce domaine abstrait représente intentionnellement I’ensemble des
éléments concrets qui satisfont cette propriété. Cet ensemble est noté -y (a*).
La fonction v, ainsi définie, est croissante (si a* C bf, alors 'y(aﬁ) C y(bY)).
Ainsi, I'ordre T représente le niveau d’information.

Un élément abstrait a est dit étre une abstraction d’un ensemble a
d’éléments concrets, si et seulement si a est un sous-ensemble de 1'en-
semble (a?). Une correspondance de Galois est obtenue quand chaque
sous-ensemble a de I'ensemble S admet une meilleure abstraction, c’est a
dire, que pour chaque partie a2 de I'ensemble S, il existe un élément abstrait,
noté a(a) qui est d’'une part une abstraction de 1’ensemble a et d’autre
part, qui est plus petit (pour l'ordre C) que n'importe quelle abstraction
de I'ensemble 4. Dans un tel cas, n’importe quelle fonction croissante IF
opérant sur le domaine abstrait D? et telle que [x o F o ¢](a?) T F#(a)
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pour chaque élément abstrait a* € D, admet un plus petit point fixe (pour
l'ordre C) noté Ifp F*. De plus, la concrétisation de ce plus petit point
fixe est un sur-ensemble du plus petit point fixe de la fonction FF; ainsi
le comportement du programme ou du modele peut étre calculé dans le
domaine abstrait au prix d'une perte potentielle d'information puisque le
résultat final est un sur-ensemble de I’ensemble de tous les comportements
possibles. Par construction, ’approche est correcte : aucun comportement
de la sémantique concrete n’est oublié. Par contre, quand le sur-ensemble
ainsi calculé est un sur-ensemble strict, des comportements fictifs ont été
introduits par 1’analyse.

Le choix du domaine abstrait est crucial. Du point de vue de I'expres-
sivité, le domaine abstrait doit permettre de décrire les propriétés d’intérét
des programmes (ou des modéles) ainsi que les propriétés intermédiaires
qui sont nécessaires pour en établir la preuve de maniere inductive. D'un
point de vue algorithmique, ils doivent correspondre a des propriétés qui
sont relativement simples a manipuler en machine. Enfin, la structure des
chaines croissantes d’éléments abstraits (pour l'ordre C) est également
importante pour que puissent étre définis des opérateurs d’extrapolation
précis, dans le cas ol1 le domaine admettrait des chaines croissantes infinies.

Plusieurs interprétations abstraites ont été proposées pour calculer
automatiquement les propriétés des modéles en biologie des systémes. Les
premiéres ont été inspirées par les analyses de flot d’information [9, 39] et
de dénombrement [65, 40] dans le 7t-calcul et le calcul des ambients. Ces
analyses permettent de détecter avec précision dans quels compartiments
des entités peuvent entrer dans des modeles-jouet de virus infectant des
cellules. Elles trouvent également des exclusions mutuelles [49, 8]. Les
analyses de dénombrement permettent aussi souvent de retrouver les in-
variants correspondant a la conservation du nombre de chaque sorte de
protéines dans les réseaux réactionnels lorsque la composition des configu-
rations d’especes biochimiques n’est pas représentée explicitement [1]. Ces
invariants sont aussi appelés invariants de places dans les réseaux de Petri.

Les modeéles biologiques sont fortement concurrents et souffrent de
I’explosion combinatoire dans le nombre d’entrelacements potentiels des
différents événements possibles. L'interprétation abstraite a été utilisée
pour oublier la séquentialité dans les traces d’exécution dans les processus
de frappes [66], puis plus généralement pour les réseaux asynchrones
discrets booléens ou multivalués [47]. Dans les modeles réseaux booléens
ou multivalués, l'interprétation abstraite a également été utilisée pour
calculer une approximation des ensembles constituant des trappes [22, 60],
dans lesquels les systémes ne peuvent plus sortir une fois entrés. Ces
ensembles facilitent le calcul des trajectoires périodiques des modeles. Dans
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les modeles de réseaux métaboliques, l'interprétation abstraite a été utilisée
pour décrire une analyse de dépendances, qui calcule I'impact potentiel
de l'inhibition éventuelle d"une regle sur la concentration a 1'équilibre des
composants du systeme [58, 2].

L'interprétation abstraite peut servir a la calibration d’'un modele [62],
en réalisant une partition de I’espace des parametres en trois régions : une
premiére région dans laquelle le modele satisfait une propriété temporelle
donnée par l'utilisateur, une seconde qui ne la satisfait pas et une troisieme
pour laquelle 1’analyse n’a pu conclure si la propriété était satisfaite ou non.

L’interprétation abstraite est également tres utilisée pour le calcul des
trajectoires des systémes hybrides [50].

1.1.5 Contenu du chapitre

Le reste du chapitre décrit le langage Kappa [34] sous forme graphique,
ainsi que l’analyse statique qui permet de détecter quels motifs peuvent
se former lors de 'exécution des modeles [32, 41, 46, 10] et une méthode
de réduction de modeles pour diminuer la complexité combinatoire de la
sémantique différentielle de ces modeles [43, 30, 15, 18, 17, 14].

En particulier, la notion de graphe a sites, qui représente 1’état des
systémes modélisés, est introduite Sect. 1.2, ainsi que celle de régle de
réécriture. Par soucis de simplicité, seul un fragment du langage est consi-
déré. En effet, certaines constructions du langage complet font intervenir
des effets de bord (qui peuvent provoquer des transformations de 1'état
des occurrences de protéines, en dehors des occurrences des motifs de
réécriture). S'il est possible d’adapter les différentes définitions pour traiter
ces effets de bords, cela n’apporte pas grand chose conceptuellement.

L’analyse statique, présentée en section 1.3, permet de détecter, au
sein d'un ensemble de motifs d’intérét parametre de 1’analyse, lesquels ne
peuvent jamais se former quelle que soit ’exécution du systeme. C’est une
analyse approchée. Les motifs déclarés inaccessibles sont bien inaccessibles.
Par contre, I’analyse n’apporte aucune information a propos des autres
motifs. Par soucis d’efficacité, les ensembles de motifs sont organisés sous la
forme d"une collection d’arbres de décision dans lesquels des motifs initiaux
sont raffinés peu a peu en ajoutant de I'information contextuelle [46]. Cette
analyse est implantée dans ’analyseur statique KaSa [10] et le choix des
arbres de décisions, qui paramétrise 1’analyse, est fait automatiquement
par une pré-analyse.

En section 1.4 est présentée une méthode de réduction de modeles.
Les sémantiques différentielles classiques introduisent une variable par
catégorie d’especes biochimiques, ce qui ne passe en général pas a I’échelle.
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Le but de cette section est de proposer une méthode pour réduire la dimen-
sion de ces systemes différentiels. Il s’agit donc d’identifier des quantités
d’intérét, en nombre réduit, dont I'évolution peut étre décrite de maniere
autonome sans avoir besoin de la valeur des variables du systeme diffé-
rentiel initial. Il s’agit donc de trouver un changement de variables qui
réduise la taille de la sémantique différentielle des modeles décrit sous
formes d’ensembles de regles de réécriture de graphes a sites. Pour cela,
la méthode s’appuie sur la notion de flot d'information entre les sites des
configurations d’espéces biochimiques, qui approche supérieurement quels
sites influencent 1’évolution de quels sites. Du flot d’information peuvent
étre découvertes des paires de sites pour lesquels la corrélation entre 1'état
n’a pas d’incidence sur la dynamique du systeme. Ces corrélation peuvent
donc étre oubliées, ce qui revient a considérer des morceaux de configu-
rations d’especes biochimiques, plutot que des configurations d’espéces
biochimiques en entier. Par construction, le résultat est un ensemble de
portions de configuration d’especes biochimiques dont I'évolution peut
s’exprimer de maniere autonome. L'interprétation de ces portions de confi-
gurations comme la combinaison linéaire des configurations d’espéces
biochimiques dans lesquelles elles apparaissent pondérés par le nombre de
leurs plongements, définit alors un changement de variables. Le systeme
différentiel réduit, qui décrit 1’évolution de la valeur de ces combinaisons
linéaires peut étre alors dérivé directement, sans avoir a générer le systeme
différentiel initial.

Le chapitre se conclut en section 1.5 et quelques perspectives sont
données. La description du langage et de 1’analyse reste volontairement
assez haut niveau. Une formalisation complete et rigoureuse est disponible
dans les articles scientifiques qui sont cités dans le corps du texte.

1.2 Réécriture de graphes a sites

La section présente décrit, dans un premier temps, la notion de graphe
a sites, qui permettra de représenter a la fois les différents états possibles
pour les systemes modélisés, mais aussi, les motifs qui seront utilisés, dans
un second temps, pour décrire, grace a des regles de réécriture, I'évolution
de I'état de ces systémes.

1.2.1 Signature

Il faut tout d’abord définir la signature des modeles. La signature d"un
modele décrit tous les ingrédients qui peuvent intervenir dans celui-ci.
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FIGURE 1.2 — Une carte de contacts. Elle définit la signature d'un modeéle en
donnant la liste de toutes les sortes de protéines, leurs différents sites d'interactions,
les différents états internes que peuvent prendre ces sites et les différentes liaisons
potentielles entre ces sites.

Elle peut étre représentée graphiquement par une carte de contacts, comme
celle dessinée en figure 1.2. Une carte de contacts comprend des nceuds
pour représenter les différentes sortes de protéines. Ces nceuds sont nom-
més et adoptent des formes et des couleurs variées pour les distinguer
plus facilement. Chaque sorte de protéines est associée a un ensemble
de sites d’interaction. Ces sites sont représentés en périphérie de chaque
sorte de protéines par des cercles colorés et nommés, eux-aussi. En Kappa,
une sorte de protéines donnée ne peut avoir deux sites portant le méme
nom. Chaque site d’interactions est associé a un ensemble de pastilles co-
lorées qui peuvent servir a représenter son état d’activation, comme par
exemple le fait d’étre — ou non — phosphorylé. Un état d’activation peut
aussi éventuellement servir a représenter la localisation d"une occurrence
d’une protéine au sein d"un ensemble fini et fixe de compartiments cellu-
laires. Les sites d’interactions peuvent également porter un état de liaison :
les sites qui portent le symbole 4 peuvent potentiellement rester libre; la
carte de contacts contient aussi des arcs non-orientés entre les sites qui
peuvent potentiellement étre liés deux a deux. En particulier, un site peut
étre lié a plusieurs sites dans la carte de contacts (il sera expliqué plus tard
que de telles liaisons sont en compétition). Par ailleurs, un site peut étre lié
a lui-méme dans une carte de contacts (il sera expliqué plus tard que ceci
signifie que deux sites de deux occurrences différentes d’'une méme sorte
de protéines peuvent étre liés entre-eux).

Exemple 1.2.1. En figure 1.2 est donné un exemple de carte de contacts qui
correspond aux premieres interactions qui interviennent dans I'activation du
facteur de croissance de I'épiderme. Cet exemple est inspiré d’un modele BNGL
disponible dans la littérature [7]. Ce modele a été étendu pour décrire la liaison
asymétrique entre les récepteurs EGFR et traduit en Kappa. Cette carte introduit
cing sortes de protéines : des ligands EGF, des récepteurs membranaires EGFR, des
protéines d’échafaudage ShC, des protéines de transport Grb2 et des protéines cibles
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Sos (cette derniére sera ensuite phosphorylée ce qui initiera les étapes suivantes
de la cascade d’interactions). Chaque occurrence du ligand EGF a un seul site
qui est nommé r; chaque occurrence du récepteur membranaire EGFR a six sites
qui sont nommés respectivement I, r, c, n, Y48 et Y68, chaque occurrence de la
protéine d’échafaudage ShC dispose de deux sites qui sont nommeés respectivement
Y7 et pi; chaque occurrence de la protéine de transport Grb2 a deux sites qui sont
respectivement nommés a et b; enfin chaque occurrence de la protéine cible Sos
a un seul site qui est nommé d. Seuls les sites Y48 et Y68 des occurrences de la
protéine EGFR et le site Y7 des occurrences de la protéine ShC portent un état
interne. Ces sites sont annotés par deux pastilles colorées, une blanche et une noire.
La pastille blanche indique que ces sites peuvent étre dans I'état non-phosphorylé,
alors que la noire indique que ces sites peuvent étre dans I'état phosphorylé. De
plus, chaque site peut étre libre (symbole —) ou lié. Les liaisons possibles entre
sites sont entre le site r d'une occurrence de la protéine EGF et le site | d’une
occurrence de la protéine EGFR; entre les sites r de deux occurrences différentes de
la protéine EGER; entre le site c et le n des occurrences de la protéine EGFR (il sera
bientot expliqué que la carte de contacts ne précise pas si ce doit étre entre deux
occurrences différentes de la protéine EGFR); entre le site Y48 d'une occurrence
de la protéine EGFR et le site pi d'une occurrence de la protéine ShC; entre le
site a d’une occurrence de la protéine Grb2 et le site Y68 d'une occurrence de la
protéine EGFR; entre le site a d’une occurrence de la protéine Grb2 et le site Y7
d’une occurrence de la protéine ShC (il y a donc conflit entre ces deux liaisons
potentielles); enfin entre le site b d'une occurrence de la protéine Grb2 et le site d
d’une occurrence de la protéine Sos.

1.2.2 Configurations d’espéces biochimiques

Les modeles Kappa décrivent I’évolution d"une soupe despéces biochi-
miques. Une configuration d’espéces biochimiques est formée de plusieurs
occurrences de protéines. Chaque occurrence d'une protéine est associée
a un ensemble de sites d’interactions. Chaque site peut éventuellement
porter un état d’activation, mais un seul. De ce fait, si un site peut étre
activé de deux manieres différentes, avec un état de phosphorylation et
un état de méthylation par exemple, ou si un site peut étre doublement
activé, doublement phosphorylé par exemple, il est important de définir
une pastille différente pour toutes les combinaisons potentielles d’états
de ce site. Enfin, chaque site doit étre soit libre, soit lié a exactement un
autre site. Contrairement a la carte de contacts, un site ne peut pas étre
lié a lui-méme dans une configuration d’especes biochimiques. De plus,
un site ne peut pas étre lié simultanément a deux sites. Une configuration
d’especes biochimiques forme un graphe connexe, ce qui signifie qu’il est
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FIGURE 1.3 — Une configuration d'une espece biochimique. Elle contient plusieurs
occurrences de protéines. Chaque occurrence documente I'ensemble de ses sites
d’interactions. Les sites qui peuvent porter un état interne en ont un. Par ailleurs,
les sites sont soit libres, soit liés deux a deux.

possible de passer de n'importe quelle occurrence de protéines a n'importe
quelle autre, en suivant zéro, un ou plusieurs liens.

Exemple 1.2.2. En figure 1.3 est donné l'exemple d"une configuration d’espéces
biochimiques. Celle-ci est formée de deux occurrences du ligand EGF, de deux
occurrences du récepteur membranaire EGFR, de deux occurrences de la protéine
d’échafaudage ShC, de deux occurrences de la protéine de transport Grb2 et d'une
occurrence de la protéine Sos.

La signature d’un modele restreint ’ensemble des configurations des
espeéces biochimiques de ce modele. Toutes les configurations des espéces
biochimiques qui sont correctes du point de vue de la syntaxe ne sont
ainsi pas adéquates. Ce role est assuré par la carte de contacts, qui d"une
part, donne la liste de tous les sites d’interactions de chaque sorte de pro-
téines en indiquant lesquels peuvent porter un état de liaison et un état
d’activation et d’autre part, résume I'ensemble des états potentiels de ces
sites. Plus précisément, toute occurrence de protéines dans la configuration
d’une espéece biochimique doit mentionner les mémes sites que le nceud
correspondant dans la carte de contacts. De plus, un site dont le site cor-
respondant dans la carte de contacts admet au moins un état d’activation
doit nécessairement avoir un état d’activation. Il en est de méme pour
I'état de liaison. Ces contraintes assurent que 1’état de chaque occurrence
de protéines d'une configuration d’especes biochimiques est entierement
défini. Trois contraintes supplémentaires assurent que I'état des sites est
conforme a la carte de contacts : premierement, un site ne peut porter un
état d’activation que si le site correspondant dans la carte de contacts porte



12 Chapitre 1. Analyse statique et réduction de modeles en biologie

FIGURE 1.4 — L'unique projection entre la configuration de I’espece biochimique de
la figure 1.3 et la carte de contacts de la figure 1.2. Cette projection est obtenue en
associant chaque occurrence de protéines de la configuration de I’espece biochimique
a l'unique sorte de protéines correspondante dans la carte de contacts.

également cet état d’activation; deuxiemement, un site ne peut étre libre
que si le site correspondant dans la carte de contacts peut 1’étre lui-aussi;
troisiemement, deux sites ne peuvent étre liés que si les deux sites corres-
pondants le sont également dans la carte de contacts. Ces trois dernieres
contraintes peuvent se formaliser par le fait que chaque configuration d"une
espece biochimique se projette sur la carte de contacts : ainsi la fonction
qui associe a chaque noeud d’une configuration d’espéces biochimiques
I'unique nceud de la méme sorte dans la carte de contacts doit étre un ho-
momorphisme. En d’autres termes, la carte de contacts peut étre vue comme
un repliage de toutes les configurations d’especes biochimiques du modele
et chaque nceud de la carte de contacts résume toutes les configurations
possibles des protéines du type correspondant.

Exemple 1.2.3. En figure 1.4 est représentée la projection entre la configuration
de 'espece biochimique dessinée dans la figure 1.3 et la carte de contacts donnée en
figure 1.2. Cette projection montre que cette configuration d’espéces biochimiques
est compatible avec cette carte de contacts.

1.2.3 Motifs

L’évolution des configurations d’especes biochimiques est décrite par
des regles de réécriture. Celles-ci définissent a la fois les conditions qui
doivent étre réalisées pour qu'une interaction puisse avoir lieu et les effets
potentiels de cette interaction. Avant d’expliquer ce que sont ces regles de
réécriture, il est nécessaire d’expliquer la notion de motifs. Celle-ci permet
de spécifier sous quelles conditions une interaction peut avoir lieu.
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FIGURE 1.5 — Un motif connexe. Il contient plusieurs occurrences de protéines.
Chaque occurrence de protéines documente un sous ensemble de ses sites d'interac-
tions. Chaque site peut éventuellement porter un état interne et éventuellement un
état de liaison (en conformité avec la signature du modele, donnée en figure 1.2).
Comme état de liaison, un site peut étre libre, lié sans que le site partenaire ne soit
précisé ou étre lié a un autre site.

Nous nous concentrons sur les motifs connexes. Des motifs plus éla-
borés peuvent étre obtenus en juxtaposant plusieurs motifs connexes. Un
motif connexe est une portion contigiie dans la configuration d"une espéce
biochimique. De ce fait, il peut comporter zéro, une ou plusieurs occur-
rences de chaque sorte de protéines. Chaque occurrence de protéines est
associée a un ensemble de sites d’interactions. Chaque site peut éventuelle-
ment porter un état d’activation. Enfin chaque site peut étre libre, lié sans
que le site auquel il est lié ne soit précisé ou lié exactement a un autre site.
L’état de liaison d’un site peut également ne pas étre spécifié.

Exemple 1.2.4. En figure 1.5 est donné un exemple de motif connexe. Ce motif est
formé de deux occurrences du récepteur membranaire EGFR et d"une occurrence
de la protéine d’échafaudage ShC.

Comme c’était le cas pour les configurations d’especes biochimiques,
la carte de contacts contraint les motifs que ’on peut écrire dans un modele.
Ainsi, une occurrence de protéines dans un motif ne peut comporter que
des sites d’interactions qui sont associés a cette sorte de protéines dans la
carte de contacts. Un site ne peut porter un état d’activation que si le site
correspondant dans la carte de contacts admet cet état d’activation. Un site
ne peut étre libre que si le site correspondant peut étre libre dans la carte
de contacts. Un site ne peut étre 1ié sans préciser a quel site que si le site
correspondant est lié & au moins un site dans la carte de contacts. Enfin,
deux sites ne peuvent étre liés ensemble que si les deux sites correspondants
sont liés ensemble dans la carte de contact. En d’autres termes, comme
c’était le cas pour les configurations d’especes biochimiques, il doit étre
possible de projeter le motif sur la carte de contacts.
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1.2.4 Plongements entre motifs

Un motif peut contenir plus ou moins d’information. En effet, il est pos-
sible d’ajouter des sites dans une occurrence de protéines qui ne mentionne
pas tous ses sites. Par ailleurs, il est possible d’ajouter un état de liaison
et/ou un état interne a un site qui en manque. Il est possible de préciser
a quel site un site est lié quand le partenaire de celui-ci n’est pas précisé.
Il est méme possible de lier un site au site d"une nouvelle occurrence de
protéines. Nous dirons alors que le premier motif apparait dans le second
ou encore que le second motif contient une occurrence du premier. Dans ce
cas, la relation entre les occurrences de protéines du motif initial et celle du
motif ainsi obtenu est formalisée par un plongement. Un plongement d'un
motif vers un autre motif est une fonction qui envoie chaque occurrence
de protéines du premier motif vers une occurrence de protéines du second
tout en préservant la structure des graphes a sites, c’est a dire les sortes
de protéines, les sites qui sont mentionnés, les états internes et les états de
liaisons qui sont documentés.

Il est intéressant de remarquer que les configurations d’espéces biochi-
miques sont des motifs connexes particuliers. Dans ces derniers, chaque
occurrence de protéines décrit tous ses sites, avec un état interne et un état
de liaison quand ils en ont un. Il n’est donc pas possible d’ajouter d’infor-
mation dans la configuration d"une espece biochimique. Une configuration
d’especes biochimiques ne peut se plonger dans aucun autre motif connexe.

Exemple 1.2.5. Un exemple de plongements d'un motif dans une configuration
d’espeéces biochimiques est donné en figure 1.6. Ce plongement est uniquement
caractérisé par 'image de I'occurrence de la protéine d’échafaudage du motif.
Celle-ci est associée i I'occurrence de la protéine d’échafaudage de la configuration
d’especes biochimiques dont le site Y7 est libre. L'image des autres occurrences de
protéines du motif, par ces plongements, se retrouve de proche en proche en suivant
les liaisons entre les sites des occurrences de protéines.

Il est important de remarquer qu'un plongement d’un motif connexe
vers un autre motif est entierement caractérisé par 1'image d"une occurrence
de protéines. Pour avoir les autres associations, il suffit de suivre les liens
et d’utiliser le fait qu’ils sont nécessairement préservés par le plongement.
Cette propriété facilite la recherche d’occurrences de motifs dans les autres.
Les graphes Kappa sont dits rigides [30, 67].
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FIGURE 1.6 — Un plongement entre le motif donné dans la figure 1.5 et la configu-
ration d’especes biochimiques donnée dans la figure 1.3. L'occurrence de la protéine
d’échafaudage est associée a I'occurrence de la protéine d’échafaudage dont le site
Y7 est libre.

1.2.5 Regles d’interaction

Les motifs permettent de spécifier I'évolution potentielle de I'état des
systemes modélisés en Kappa, grace a des regles de réécriture. Afin de
simplifier la présentation, seul un fragment du langage Kappa est présenté.
En particulier, les régles de réécriture qui sont introduites dans cette section
n’engendrent pas d’effets de bord. Un effet de bord est une transformation
a 'extérieur du membre gauche des regles. Les effets de bords peuvent étre
dus a des sites libérés sans préciser a quels sites ils sont liés ou a des occur-
rences de protéines dégradées. Ces constructions n’ont pas été considérées
afin de simplifier la présentation et de présenter tous les différents concepts
de la syntaxe et de la sémantique de Kappa sous forme graphique.

Les configurations d’espéces biochimiques peuvent se transformer en
appliquant des regles d’interactions. Une regle d’interaction est définie
par une paire de motifs, qui contiennent exactement les mémes sortes de
protéines. Le premier motif spécifie quelles conditions locales doivent étre
réalisées pour permettre a l'interaction de se produire. La différence entre
ces deux motifs décrit quelle transformation résulte de cette interaction.
Aussi le second motif d'une regle doit pouvoir étre obtenu a partir du
premier en changeant uniquement 1’état interne et/ou de liaison de certains
sites d’interactions.

Exemple 1.2.6. Des exemples de regles d’interactions sont données en figure
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FIGURE 1.7 — Regles d’interactions impliquées dans le recrutement d une occur-
rence de la protéine cible par la voie de signalisation courte (sans passer par la
protéine d’échafaudage).

1.7. Celles-ci décrivent les interactions qui sont impliquées dans le recrutement
des occurrences de la protéine cible par les occurrences du récepteur membranaire
par leur site Y68, dans le modeéle des premieres étapes de I'acquisition du facteur
de croissance de I'épiderme. Le recrutement par le site Y48 implique des régles
d’interactions similaires, qui ne seront donc pas détaillées. La colonne de gauche
décrit les interactions qui font progresser le recrutement d’une occurrence de la
protéine cible. Chacune de ces interactions est réversible. Toutefois, les interactions
inverses s’effectuent sous des conditions d’application différentes. Ces interactions
sont décrites dans la colonne de droite.

Dans le langage complet, il est possible de détruire un lien entre deux
occurrences de protéines en ne spécifiant qu'un seul des deux sites de
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liaisons. De plus, une regle peut également détruire des occurrences de
protéines. Ces constructions peuvent induire des effets de bord, puisqu’ap-
pliquer de telles interactions est susceptible de libérer des sites qui ne
sont pas décrits dans les membres gauches des régles correspondantes.
Par ailleurs, le langage complet permet aussi de synthétiser de nouvelles
occurrences de protéines.

1.2.6 Réactions induites par une régle d’interaction

Comme signalé précédemment, le membre gauche d'une regle d’in-
teractions spécifie dans quel contexte cette interaction peut avoir lieu. Il
est alors possible d’ajouter des contraintes sur les conditions d’applica-
tion d’une régle en raffinant les motifs qui apparaissent dans les membres
gauches et droits des regles exactement de la méme maniere. Une regle
d’interactions qui ne peut plus étre raffinée (sans ajouter de nouvelles
composantes connexes) est alors appelée une regle-réaction [52].

FIGURE 1.8 — Raffinement d’'une régle d'interactions en une régles-réaction. La
régle-réaction est obtenue en ajoutant dans le membre gauche et dans le membre
droit de la regle d’interactions exactement la méme information sur le contexte
d’application de la regle.

Exemple 1.2.7. En figure 1.8 est montré un exemple de raffinement pour la
régle d’interactions qui permet de casser, en I'absence de lien asymétrique, le lien
symétrique entre deux occurrences du récepteur membranaire (voir en figure 1.7d).
Le résultat est une regle-réaction.



18 Chapitre 1. Analyse statique et réduction de modeles en biologie

1.2.7 Réseaux de réactions sous-jacents

Un ensemble de régles peut alors étre traduit en un ensemble — éven-
tuellement infini — de regles-réactions en remplacant chaque regle d’in-
teractions par I'ensemble des regles-réactions qui peuvent étre obtenues
comme raffinement de ces regles. Ensuite, quitte 8 donner un nom a chaque
configuration d’espéces biochimiques qui peut intervenir dans les regles-
réactions ainsi obtenues, ces régles-réactions peuvent étre assimilée a un
réseau de réactions (éventuellement infini), dans lequel chaque réaction est
spécifiée par une liste de réactifs et une liste de produits parmi un ensemble
d’especes biochimiques représentées uniquement par des noms (en pas-
sant sous silence leurs structures biochimiques). Ce réseau de réactions est
défini de maniere unique modulo le choix des noms associés aux especes
biochimiques.

Le choix d’une sémantique en terme de réseaux réactionnels a été
fait pour simplifier la présentation. C’était ainsi que le langage BNGL
avait été implanté initialement [7]. Une telle sémantique est toutefois assez
peu utile en pratique, car un modéle Kappa engendre en général un trop
grand nombre de réactions. Par contre, la sémantique de Kappa peut étre
formalisée directement, soit sous forme d’une algebre de processus [32, 44],
soit dans un cadre catégorique [28, 42]. La premiére méthode est plus
opérationnelle alors que la seconde abstrait au contraire beaucoup de
détails.

La simulation d'un modele Kappa opére directement par réécriture du
graphe qui représente 1’état du systéme, sans avoir a considérer le réseau
de réactions sous-jacent [31, 11].

1.3 Analyse des motifs accessibles

Si la carte de contacts (e.g. voir en figure 1.2 a la page 9) donne un
apercu rapide de toutes les interactions potentielles entre les différents sites
des occurrences des protéines dans un modele, elle n’est en général pas
suffisante pour décrire précisément la structure de la configuration de ses
especes biochimiques. En effet, 1’état des différents sites d’interactions de
la configuration d’une espece biochimique est souvent contraint par des
invariants structurels. Par exemple, dans le modéle des premieres étapes
de l'acquisition du facteur de croissance de 1'épiderme, les sites Y48 et
Y68 des occurrences du récepteur membranaire, ainsi que le site Y7 des
occurrences de la protéine d’échafaudage, ne peuvent étre liés a un autre
site sans étre phosphorylés (& moins que ce soit le cas dans I’état initial).
Par ailleurs, lorsque les deux sites r et c d"une occurrence du récepteur sont
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liés simultanément, ils sont nécessairement liés respectivement au site r et
au site n d"'une méme occurrence du récepteur (ce qui forme une double
liaison). Un autre exemple concerne les modeles avec des compartiments,
comme, par exemple, une cellule dont on distingue le noyau du cytoplasme.
La localisation de chaque occurrence de protéines peut alors étre spécifiée
comme l'état d’activation d’un site fictif. Dans de tels modeles, toutes les
occurrences de protéines de la méme occurrence d"une espece biochimique
sont en général localisées dans un méme compartiment, ce qui se traduit
par la contrainte que le site fictif de deux occurrences de protéines liées
entre elles doit toujours étre dans le méme état. Dans certains cas, il est
toutefois possible d’avoir des espéces biochimiques transmembranaires
avec des portions localisées dans des compartiments voisins, c’est a dire de
part et d’autre d"'une membrane.

Dans cette section est décrite une analyse statique qui permet de
détecter automatiquement ces contraintes. Le but est de vérifier que les
propriétés auxquelles peut s’attendre le modélisateur sont bien vérifiées ou
bien de détecter certaines erreurs de modélisation. En particulier, cette ana-
lyse permet de trouver des régles mortes. Ce sont des regles qui ne peuvent
jamais s’appliquer dans un modele, car les contraintes qui sont exprimées
dans leurs membres gauches ne sont pas réalisables. C’est souvent la consé-
quence d’erreurs typographiques (par exemple, quand une méme sorte de
protéines est désignée par deux noms différents dans I’encodage d"un mo-
dele), d'un état initial incomplet, d'interactions manquantes dans le modele
(par exemple, quand l’activation d"un site n’est pas décrite, alors qu’elle
est nécessaire pour la suite de la cascade d’interactions) ou de conditions
causales plus complexes qu’il faut alors élucider.

Cette analyse est implantée dans l’analyseur statique KaSa [10] et
intégrée dans la plate-forme de modélisation en ligne dédiée au langage
Kappa [13]. Ceci permet d’assister le modélisateur pendant Iécriture du
modele en lui fournissant les contraintes structurelles qui sont vérifiées
par les configurations des espéces biochimiques et en I'avertissant de la
présence de regles mortes, apres chaque ajout ou modification d’une regle
d’interactions.

1.3.1 Accessibilité dans un réseau réactionnel

La premiere étape consiste a définir ’ensemble des états accessibles
dans un modele Kappa. Comme nous 1’avons vu dans la section 1.2.7
page 18, un modele Kappa induit un réseau réactionnel, ce qui permet de
définir directement 1’ensemble des états accessibles d"un modele Kappa
sans recourir a des constructions compliquées.
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Soit un réseau réactionnel, c’est a dire un ensemble d’especes bio-
chimiques S et un ensemble de réactions R. Chaque réaction est donnée
par deux listes d’espéces biochimiques : ses réactifs et ses produits. Ce
réseau induit un systeme de transitions dans lequel 1’état du réseau est
défini comme un certain nombre (éventuellement nul) d’occurrences de
chacune des espéeces biochimiques — c’est a dire une fonction de I’ensemble
S vers I'ensemble IN des entiers naturels — et les transitions permettent de
sauter d'un état a un autre en consommant les réactifs d"une réaction et
en ajoutant les produits de cette méme réaction (en tenant compte de leur
multiplicité). Une transition n’est possible que si 1’état courant du systeme
contient tous les réactifs qui sont nécessaires a la réaction (en tenant compte,
une nouvelle fois, de leur multiplicité). Une transition d'un état g vers un
autre état ¢’ est alors notée g — ¢’

Etant donné un ensemble d’états initiaux potentiels, Z C SN, nous
définissons 1’ensemble des états accessibles comme étant ceux susceptibles
d’étre atteints a partir d’un état initial (de I'ensemble 7) en appliquant un
nombre arbitraire (éventuellement nul) de transitions. Cet ensemble peut
se définir comme le plus petit point-fixe de la fonction suivante :

g . JoEN) = p(SN)
Tl x —ZU{qd |Ig€eX, q—4q}.

Il faut noter que la fonction IF est croissante, ce qui signifie que si X;
et X, sont deux ensembles d’états tels que 'ensemble X; soit un sous-
ensemble de 1’ensemble X», alors I’ensemble F(X7) est nécessairement
un sous-ensemble de 1’ensemble F(Xj) lui-aussi. Comme, de plus, cette
fonction est définie sur I’'ensemble des parties d'un ensemble, le théoréme de
Tarski [71] assure que la fonction IF admet un point fixe, plus petit que tout
autre point fixe de IF. Ce plus-petit point fixe, que 'on note Ifp F, est en fait
I'ensemble des états accessibles.

Malheureusement, le calcul de ce plus petit point fixe peut étre cot-
teux, voire ne pas terminer. Ceci motive la construction d’abstractions
pour calculer un sur-ensemble des états accessibles en un temps de calcul
acceptable.

1.3.2 Abstraction d’un ensemble d’états

Lorsqu’un réseau est induit par un modele Kappa, la structure biochi-
mique associée aux especes de ce réseau peut étre utilisée pour construire
une abstraction. Une possibilité consiste a choisir un ensemble de motifs
connexes afin d’abstraire les ensembles d’états par le sous-ensemble parmi
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FIGURE 1.9 — Un ensemble de motifs d'intérét pour I'analyse des configurations
accessibles des espéces biochimiques dans le modele des premieres interactions qui
interviennent dans I'acquisition du facteur de croissance de I'épiderme.

ces motifs de ceux qui apparaissent au moins une fois dans au moins un état
de cet ensemble. Le choix des motifs connexes considérés est important : il
définit le compromis entre 1’expressivité de I’abstraction, c’est a dire son
niveau d’approximation, et sa complexité, c’est a dire le cotit pour effectuer
des calculs a ce niveau d’abstraction.

Exemple 1.3.1. Un exemple de motifs d'intérét pour le modele des premieres inter-
actions de l'acquisition du facteur de croissance de I'épiderme est donné en figure
1.9. Les huit premiers motifs se concentrent sur I'analyse des relations potentielles
entre I'état des sites |, r et c dans les occurrences du récepteur membranaire. 1ls
correspondent a toutes les combinaisons syntaxiquement possibles pour I'état de
linison de ces 3 sites. Ce sont des vues locales (ou plus précisément des sous-vues
locales) [32]. Elles permettent d’abstraire un ensemble de configurations d’espéces
biochimiques par 'ensemble de toutes les configurations potentielles de toutes ses
occurrences de protéines, vues indépendamment les unes des autres. Ceci revient a
garder uniquement I'information a propos de I'état de liaison et I'état d’activation
de chaque site dans chaque occurrence de protéines tout en passant sous silence a
quel site chaque site lié I'est.

La formation de dimeres dans ce modeéle fait intervenir des doubles liaisons.
11 est 1égitime de se demander s’il est possible de former des chaines comportant
successivement au moins trois occurrences du récepteur membranaire. C'est le but
des deux derniers motifs de I'ensemble. Ils permettent de distinguer le cas d’une
double liaison entre deux occurrences du récepteur de celui de trois occurrences
du récepteur liées consécutivement, en s’interrogeant pour chaque occurrence du
récepteur membranaire dont les sites r et c sont liés, si elle peut étre liée a une méme
occurrence du récepteur ou si elle peut étre liée a deux occurrences différentes.
En toute rigueur, pour s’assurer qu'une chaine d’au moins trois occurrences du
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récepteur ne peut pas se former, il faut également considérer des motifs d’intérét
similaires pour la paire de sites r et n et la paire de sites c et n.

Plus précisément, 1’abstraction est paramétrée par le choix d'un en-
semble P de motifs connexes. L'ensemble P regroupe des motifs d'intérét,
ainsi que des motifs qui seront utilisés de maniere intermédiaire dans la
preuve que certains de ces motifs d’intérét sont inaccessibles. Une sous-
partie de I’ensemble P est appelée une propriété abstraite. Chaque pro-
priété abstraite représente un ensemble d’états concrets : un état concret g
sera dit compatible avec une propriété abstraite X* si et seulement si aucun
motif qui est dans ’ensemble P sans étre dans ’ensemble X* n’apparait
dans la configuration d"une espece biochimique présente dans 1’état . L'en-
semble de tous les états concrets compatibles avec la propriété abstraite
X* est alors noté yp (X*). Qui peut le plus, peut le moins : plus nombreux
sont les motifs autorisés, plus nombreuxs sont les configurations d’especes
biochimiques compatibles. La fonction yp est donc croissante. Elle permet
de définir formellement la notion d’abstraction d’un ensemble d’état : une
propriété abstraite X* sera dite étre une abstraction d’un ensemble d’état X
si et seulement si 'ensemble X est inclus dans 'ensemble yp (X*). La fonc-
tion yp est couramment appelée la fonction de concrétisation. De plus I'image
d'une propriété abstraite par cette fonction, est appelée sa concrétisation.

Réciproquement, étant donné un ensemble d’états X, I'ensemble des
éléments de I'ensemble P qui apparaissent dans au moins une configu-
ration d’especes biochimiques d’un état élément de 'ensemble X sera
noté ap(X). La fonction wp (X) est croissante également. La propriété abs-
traite ap(X) est en fait la meilleure approximation de I'ensemble d’états
X, ce qui signifie que d’une part c’est une abstraction de 1’ensemble X
(i.e. X C yp(ap(X))) et que d’autre part c’est un sous-ensemble de toute
autre abstraction de X (i.e. pour tout sous-ensemble Y de 1'ensemble P tel
que X C yp(Y), Vinclusion ap(X) C Y est vérifiée). La paire de fonctions
(ap, vp) est alors appelée une correspondance de Galois [25, 23].

Exemple 1.3.2. En figure 1.10 est introduit un exemple jouet pour mieux com-
prendre le comportement des fonctions d’abstraction et de concrétisation. La signa-
ture de ce modele peut étre consultée en figure 1.10a. 1l existe une seule sorte de
protéines, qui est appelée A. Cette protéine est munie de deux sites g et d (pour
gauche et droite). La carte de contacts spécifie que chaque site peut étre libre et
qu'un site g peut étre lié a un site d d'une méme ou d'une autre occurrence de
la protéine A. L'abstraction induite par I’ensemble des motifs d’intérét donné en
figure 1.10b repose sur les vues locales des occurrences de cette protéine. Elle
permet de se poser la question de I'existence ou non, d'une relation entre l'état de
liaison des sites g et d dans chaque occurrence de la protéine A.
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(a) Carte de contacts. (b) Motifs d’intérét.

1 (ap (@) = {m g +m-GIE +...|mm,... €N}
(c) Exemple d’application de la fonction yp o ap.

ap (”yp ( )) B { }

(d) Exemple d’application de la fonction ap o yp.

FIGURE 1.10 — Un exemple jouet pour mieux comprendre le comportement des
fonctions d’abstraction et de concrétisation. En 1.10a, la signature du modele : une
seule sorte de protéines, A, avec deux sites pouvant étre libres ou liés a I’autre site de
la méme ou d"une autre occurrence de la protéine A. En 1.10b, le domaine abstrait
est formé des vues locales de I'unique sorte de protéines : toutes les configurations
pour les occurrences de la protéine A sont considérées selon que chaque site soit
libre ou lié. Un exemple d’application de la composée de fonctions yp o ap est
montré en 1.10c. Celui-ci montre que I'abstraction ne permet pas de distinguer des
ensembles d’anneaux d’occurrences de la protéine A et ce quels que soient leurs
tailles et leurs nombres. En 1.10d donne un exemple d’application de la composée
de fonctions ap o yp. Cette fonction calcule que la vue locale avec le site g libre et
le site d lié ne peut pas apparaitre dans une espece biochimique qui ne contiendrait
pas la vue avec le site g lié et le site d libre.

Les fonctions ap et yp se composent dans les deux sens. Ces composi-
tions sont révélatrices des traits principaux du choix de ’abstraction. La
composée yp o ap caractérise le niveau d’approximation. En effet, pour
tout ensemble d’états X, yp (ap (X)) est le plus grand ensemble d’état qui
a la méme meilleure approximation que X. Il est impossible ainsi de distin-
guer ces deux ensembles en terme de propriétés abstraites. En revanche, la
composée ap o yp témoigne d"une certaine combinatoire dans le domaine
abstrait. Elle associe a chaque propriété abstraite, la plus petite propriété
abstraite qui est satisfaite par le méme ensemble d’états concrets. Appli-
quer cette composée permet donc de raffiner une propriété abstraite, par
déduction, et ce sans perdre le moindre état concret.

Exemple 1.3.3. Appliquée a I'ensemble formé d’un seul état composé uniquement
d’un anneau de taille 1, la composée de fonctions yp o ap donne I’ensemble des
états formés uniquement d’anneaux d’occurrences de la protéine A. En effet, la
meilleure approximation d'un anneau de taille 1, est I'ensemble de vues locales
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composé uniquement de la vue dont les deux sites sont liés. Or la concrétisation
de cet ensemble de vues locales est I’ensemble de tous les états formés uniquement
d’anneaux. Ainsi le niveau d’abstraction ne permet de distinguer, ni le nombre
d’occurrences, ni la taille des anneaux d’occurrences de la protéine A.

Exemple 1.3.4. Appliquée a I’ensemble formé exactement des deux vues locales,
la premieére avec le site g libre et le site d 1ié, la seconde avec les deux sites liés, la
composée de fonctions ap o yp retourne l'ensemble formé d’une seule vue locale,
celle avec les deux sites liés. En effet, la premiere vue ne peut apparaitre dans
un état sans que celui-ci ne contienne une occurrence de la vue locale avec le
site d libre et le site g lié. De ce fait, elle ne peut apparaitre dans aucun état de
la concrétisation de I'ensemble formé par ces deux vues locales et n’est donc pas
un élément de la meilleure approximation de I'ensemble de ces états. Ainsi, un
état abstrait peut contenir des motifs d’intérét, qui ne peuvent apparaitre dans
aucune configuration d’especes biochimiques sans contenir des occurrences de
motifs d’intérét interdits. Retirer ces motifs ne change pas 'ensemble des états
concrets qui satisfont la propriété abstraite, mais cette étape peut requérir un temps
de calcul substantiel.

1.3.3 Transferts de point-fixes

Le plus petit point fixe qui définit 'ensemble des configurations d’es-
peces biochimiques accessibles dans un réseau réactionnel, pour un état
initial donné, peut se calculer au niveau des propriétés abstraites grace a la
correspondance de Galois (ap,yp).

Pour cela, il faut tout d’abord construire la contre-partie abstraite de
la fonction IF, qui agira, non pas sur des ensembles d’états concrets, mais
directement sur les propriétés abstraites. Cette contre-partie abstraite se
définit de maniere systématique : il suffit, pour chaque propriété abstraite
X*, de considérer I’ensemble des états concrets yp(X*) qui vérifient la pro-
priété X*, puis d’appliquer la fonction IF a cet ensemble et enfin d’appliquer
a ce résultat la fonction ap pour en calculer la meilleure approximation.
C’est méme la maniere correcte la plus précise de procéder : la fonction
ap o IF o yp est, en effet, la meilleure contre-partie abstraite de la fonction
IF [26]. Elle permet de déléguer le calcul des états accessibles au domaine
abstrait en contre-partie d"une perte éventuelle de précision. Pour ce faire,
il suffit de remarquer que la fonction ap o IF o yp est croissante (comme
composée de fonctions croissantes) et définie sur 1’ensemble des parties
d’un ensemble. Elle admet donc un plus petit point fixe qui sera noté
Ifp (ap oFF oyp). L'inclusion suivante : Ifp F C yp(Ifp (ap oFoyp)) se
prouve alors par induction [26]. Autrement dit le plus petit point fixe de la
fonction ap o IF o yp est une abstraction de I’ensemble des états accessibles
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du modele considéré. C’est a dire que la propriété abstraite Ifp (ap oFoyp)
est satisfaite par chaque état accessible du modele.

Le calcul des itérations de la fonction [ap o IF o yp| peut prendre beau-
coup de temps. Il est possible d’ajuster le compromis entre précision et
temps de calcul en remplagant celle-ci par une fonction moins précise. En
effet, pour toute fonction croissante FF? telle que [xp o IF o yp](Y) C F4(Y)
pour tout ensemble de motifs Y C P, I'inclusion Ifp F C yp(Ifp (IF)) est
également satisfaite [26].

Une telle fonction FF* peut étre dérivée a la main. Pour cela, il faut
d’abord donner une définition plus explicite de la fonction [ap o F o yp].
Appliquée a un sous-ensemble Y C P de motifs d’intérét, cette fonction
ajoute ’ensemble des nouveaux motifs d’intérét qui peuvent apparaitre
dans un état accessible en une étape de réécriture a partir d'un état qui ne
contient aucun motif de 'ensemble P qui ne serait pas dans I'ensemble de
motifs Y. Or, une telle étape de réécriture est nécessairement induite par
une régle-réaction, elle-méme induite par une regle du modele. Chaque
nouveau motif P doit donc apparaitre dans le membre droit d"une regle-
réaction et 'ensemble d’états singleton formé du membre gauche de cette
regle-réaction ne doit contenir aucune occurrence de motifs de I'ensemble
P\ Y. Dans cette regle-réaction, I’occurrence du motif P dont il est question
et I'image du membre droit de la régle sous-jacente ont nécessairement au
moins une occurrence de protéines en commun (sinon le motif P apparai-
trait également dans le membre gauche de la regle-réaction et ne serait dont
pas un nouveau motif). Il est alors possible de fixer le motif P au membre
droit de cette regle, en unifiant les occurrences de protéines du motif P
et de la regle du modéle qui sont communes dans la regle-réaction. Ceci
forme alors un raffinement du membre droit de la regle. Un raffinement
de la regle peut alors étre construit en ajoutant toute information présente
dans le motif P qui n’est pas déja présente dans le membre droit initial de la
régle, dans le membre gauche de la regle. Le résultat est une spécialisation
de la regle a la production du motif P a cette position particuliere. Par
construction, le membre gauche de la regle raffinée apparait dans un état
dans la concrétisation de Y.

Ainsi, pour calculer les nouveaux motifs d’intérét de ’ensemble [ap o
F o vp|(Y), il suffit de calculer tous les chevauchements possibles entre un
nouveau motif d'intérét potentiel (dans P \ Y) et un membre droit d’une
regle du modéle. Chaque chevauchement induit un raffinement de la regle
correspondante. Si le membre gauche de la regle raffinée apparait dans
un état de I'ensemble yp(Y), alors ce motif appartient bien a 1’ensemble
lap oFoyplY.

Lors du calcul de ’ensemble [ap o IF o yp](Y), I'étape la plus cotiteuse
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en temps de calcul est de vérifier que les membres gauches des regles
raffinées peuvent apparaitre dans un état de I'ensemble yp(Y). La section
suivante a pour but de réduire ce coit moyennant une approximation
supplémentaire.

1.3.4 Analyse par ensembles de motifs orthogonaux

Ajouter des hypotheses sur ’ensemble des motifs d'intérét et simplifier
le test de réalisabilité du membre gauche des raffinements de regles en
le remplagant par une condition nécessaire, mais pas toujours suffisante,
permet de rendre ce calcul plus efficace au prix d"une perte de précision de
’analyse. Ceci permet de définir une approximation correcte de la fonction
apolFoyp.

Pour ce faire, I'ensemble des motifs d’intérét peut étre organisé sous
la forme d"un ensemble fini d’ensembles finis de motifs orthogonaux [46].
Chaque ensemble de motifs orthogonaux est un arbre de décision raffinant
progressivement un motif initial, dans le but de répondre a une question
spécifique. Un ensemble de motifs orthogonaux est construit de maniére a
ce que toute occurrence du motif initial dans une configuration d’espece
biochimiques, puisse étre complétée en exactement une occurrence d"un
de ces raffinements. En conséquence, les raffinements du motif initial sont
deux a deux incompatibles et ils recouvrent, en quelque sorte, tous les cas
possibles pour le motif initial.

Le choix exact des ensembles de motifs orthogonaux repose sur une
analyse préliminaire qui calcule, par inspection des regles du modele,
quelles questions intéressantes se posent. Trois catégories de questions
sont considérées par défaut dans 1’analyseur KaSa (mais il est possible de
paramétrer 1’analyse pour en désactiver une ou deux). La premiere infere
des relations entre les états des différents sites de chaque type de protéines,
cela correspond a l’analyse des vues locales [32]. La seconde permet de
détecter des relations entre 'état des sites dans des occurrences de pro-
téines qui partagent un lien [46] dans le but d’analyser le déplacement
des occurrences des especes biochimiques lorsque celui-ci est codé par
des transformations de 'état d’activation de sites fictifs. L’analyse permet
alors de vérifier si oui ou non deux occurrences de protéines sont toujours
localisées dans le méme compartiment quand elles sont liées entre elles. La
troisiéme permet de détecter si une méme occurrence de protéines peut
étre liée simultanément a deux occurrences différentes de protéines ou si
une méme occurrence de protéines peut étre liée au moins doublement a
une autre occurrence de protéines [46]. Une quatrieme sorte d’ensembles
de motifs orthogonaux est en cours d’implantation. Elle se concentre sur
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la formation des especes biochimiques cycliques : son but est de prouver
I’absence de especes biochimiques de taille non bornée [12].

Les ensembles finis de motifs orthogonaux peuvent étre construits
récursivement, en remplagant un des motifs par plusieurs motifs le raffi-
nant. Il suffit de choisir une information non spécifiée dans ce motif et de
considérer tous les cas possibles pour cette information, d’ot1 la représenta-
tion sous forme d’arbre de décision. L'ensemble de motifs orthogonaux est
alors formé par les feuilles de cet arbre, alors que les nceuds de cet arbre
représentent les motifs intermédiaires qui ont été remplacés par des motifs
plus précis.

Exemple 1.3.5. L'ensemble des motifs d'intérét introduit en figure 1.9 est inclus
dans la réunion de deux ensembles de motifs orthogonaux. En effet, I'ensemble des
vues locales peut étre obtenu, en partant d’une occurrence de la protéine EGFR
sans aucun site, en se demandant successivement si le site | est libre ou non, si
le site r est libre ou non et si le site c est libre ou non. Les deux derniers motifs
d’intérét sont obtenus en se demandant si un récepteur peut établir des liaisons
doubles. Partant d"une occurrence de la protéine EGFR sans aucun site, il faut se
demander si le site r est libre ou non, puis dans le cas oit le site r est lié, si le site c
est lié ou non, et enfin, dans le cas oil le site c est également lié, si ces deux sites
sont liés a une méme occurrence de récepteur membranaire ou a deux occurrences
différentes.

Les différents ensembles de motifs orthogonaux collaborent au sein
de I'analyse, qui effectue ainsi une induction mutuelle sur ces derniers.
Ceci présente deux avantages par rapport a des analyses séparées ou en
cascades (o chacune utiliserait le résultat des analyses précédentes). D'une
part, il n’est pas nécessaire de définir quel ensemble de motifs orthogonaux
doit étre analysé avant quel autre. D’autre part, une induction mutuelle est
strictement plus expressive. La collaboration entre les différents ensembles
de motifs orthogonaux permet de prouver plus souvent que le membre
gauche des regles raffinées n’est pas réalisable étant donné les motifs qui
sont autorisés a un moment donné de ’analyse, et donc que la regle peut
étre ignorée a ce moment de I'analyse. Pour faire cette preuve, le raffinement
d’une regle est construit de la maniere habituelle. Il suffit ensuite de trouver
une occurrence de protéines dans le membre gauche de la régle raffinée
qui soit incompatible avec I’état actuel de I’analyse sur au moins un des
ensembles de motifs orthogonaux pris en parametre de ’analyse. Pour cela,
la racine de I’ensemble de motifs orthogonaux doit étre de la méme sorte
que l'occurrence de la protéine en question et I'information contextuelle de
cette occurrence de protéines dans ce membre gauche de la regle raffinée
ne doit étre compatible avec aucun des motifs de cet ensemble de motifs
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FIGURE 1.11 — Procédure de décision approchée pour savoir que I'on ne peut pas
prouver l'inaccessibilité d'un motif. Il suffit de s’assurer, pour chaque occurrence
de protéines dans ce motif et chaque ensemble de motifs orthogonaux portant sur
ce type de protéines si il contient un motif compatible déja découvert par I'analyse.

orthogonaux déja déja déclarés potentiellement accessibles par ’analyse.
Dans le cas contraire, I’analyseur ne peut pas prouver que le motif est
inaccessible. Le motif est alors considéré comme potentiellement accessible
pour la suite de I'analyse. Il s’agit bien entendu d’une approximation.

Outre le fait de ne pas vérifier I'existence de la configuration d"une es-
peéce biochimique qui pourrait compléter le collage obtenu entre les motifs
connexes du membre gauche de la regle raffinée et les motifs déja déclarés
potentiellement accessibles par 1’analyse, il est intéressant de remarquer
que la procédure de décision approchée évite le calcul de tous les chevau-
chements entre les motifs d’intérét non encore découverts par 1’analyse, en
se focalisant sur la racine de chaque ensemble de motifs orthogonaux. Ce
sont les deux sources de pertes d’information dues a I’affaiblissement de la
procédure de décision.

Exemple 1.3.6. Le résultat de l'itération pour le modele formé des régles qui
avaient été décrites en figure 1.7 pour les ensembles de motifs orthogonaux qui
avaient été introduits en figure 1.9, est donné en figure 1.12. Cette itération a été
initialisée avec une quantité arbitraire d’occurrences de protéines de chaque sorte,
mais avec tous leurs sites libres. Pour ce qui est des vues locales , seules 4 configu-
rations sont possibles pour I'état des sites 1, r, et ¢ des récepteurs membranaires.
Ainsi, le site ¢ ne peut étre lié sans que le site r ne le soit et le site r ne peut étre lié
sans que le site I ne le soit. De son coté, I'analyse des doubles liaisons montre qu’il
est impossible de former des chaines d’au moins trois récepteurs membranaires.

Il est important de rappeler que 'analyse ne donne qu’'une sur-
approximation des états accessibles. Ainsi, tout motif prouvé comme non
accessible est bien inaccessible. Par contre, il n’y a aucune garantie qu'un
motif non prouvé inaccessible puisse apparaitre dans un état accessible
depuis un des états initiaux.
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FIGURE 1.12 — Résultat de I'analyse pour I'ensemble des motifs donnés en Fig. 1.9.

1.3.5 Post-traitement et visualisation des résultats

L'itération de point-fixe est suivie d’'une phase de traitement du ré-
sultat. Le but est essentiellement de rendre le résultat de 1’analyse plus
compréhensible pour 1'utilisateur. Dans un premier temps, un parcours
de chaque arbre de décision est effectué et chaque nceud dont tous les fils
sont déclarés inaccessibles est déclaré inaccessible lui-aussi. Ensuite, tous
les nceuds des arbres de décision sont explorés en répertoriant ceux dont
les enfants n’ont pas tous le méme statut. Ceci témoigne d’une propriété
intéressante puisque dans ce cas, un des raffinements d"'un motif accessible
n’est pas accessible. Cette information est alors présentée sous la forme
d’une implication, appelée lemme de raffinement, entre un motif (le nceud en
question) et une liste de motifs (ses fils qui n’ont pas été prouvés inacces-
sibles). Une telle implication s’interprete de la maniere suivante : chaque
occurrence du motif de la précondition dans une configuration accessible
d’une espeéce biochimique peut toujours se raffiner en 1'un des motifs de la
postcondition.

Exemple 1.3.7. Le résultat de I'analyse décrit en figure 1.12 donne lieu aux

implications suivantes :
O—C)
‘
° , . .
Cela prouve que dans une occurrence du récepteur membranaire, le site ¢ ne

peut étre lié sans que le site r ne le soit également, et que le site r ne peut étre lié
sans que le site | ne le soit aussi. De plus, une occurrence du récepteur dont les

P —_—
=
—




30 Chapitre 1. Analyse statique et réduction de modeles en biologie

sites r et ¢ sont tous deux liés, est nécessairement liée doublement a une méme
occurrence du récepteur.

Par ailleurs, ’analyseur vérifie pour chaque regle si son membre
gauche est compatible avec le résultat de 1’analyse (avec la procédure
de décision simplifiée présentée Sec. 1.3.4). Les regles pour lesquelles ce
n’est pas le cas sont reportées a 1'utilisateur.

Les informations trouvées par 1’analyse statique sont utiles. Qu'ils
soient écrits a la main ou assemblés automatiquement par fouille automa-
tique de la littérature, la démarche suivante permet d’améliiorer la qualité
des modéles. La premiere étape est la vérification des régles mortes. Ces
régles sont souvent la conséquence, soit d’erreurs typographiques, soit
d’états initiaux incomplets, soit de régles manquantes, soit de relations de
causalité qui ne peuvent pas étre satisfaites. La lecture des contraintes trou-
vées par |’analyseur permet de mieux comprendre leur origine. Elle permet
également de vérifier que les invariants structurels auquel le modélisateur
peut s’attendre sont bien vérifiés. L'étape suivante est d’étudier comment
une occurrence de protéines peut passer d'une configuration a une autre.
L’analyse des traces locales [45] calcule des systemes de transitions a partir
des vues locales. Ceci permet d’avoir une cartographie des changements
de configuration de chaque occurrence de protéines en faisant abstraction
de I'état des occurrences de protéines auxquelles cette occurrence est liée.
En particulier, une étude de ces systémes de transitions permet de calculer
efficacement des transitions qui sont définitives : c’est a dire celles qui
transforment la configuration d"une occurrence de protéines, sans retour
possible, quel que soit le nombre de transitions ultérieures.

1.4 Réduction de modeles

Les sémantiques quantitatives permettent de définir et d’étudier le
comportement des modeles au cours du temps. Dans cette section, seule
la sémantique différentielle sera considérée. Elle décrit I'évolution des
quantités de chaque constituant du modéle sous la forme d’équations diffé-
rentielles ordinaires. Elle est donc déterministe. La sémantique différentielle
demande de préciser la vitesse des réactions biochimiques. Il suffit pour
cela d’associer a chaque régle de réécriture une constante pour spécifier la
vitesse des réactions induites par ces regles. Toutefois, une telle sémantique
ne passe pas a 1’échelle des grands systémes d’interactions, car elle requiert
une variable par configuration d’especes biochimiques. Il est donc néces-
saire de proposer des méthodes de réduction pour définir des systémes
différentiels de dimensions plus petites.
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La méthode présentée ici s’appuie sur ’analyse du flot d’information
entre les différents sites des especes biochimiques. Elle permet d’identifier
des paires de sites dont la corrélation entre les états n’a aucune influence
sur la dynamique du systéme considéré. Chaque configuration d"une es-
pece biochimique peut alors étre séparée en portions plus petites qui se
comportent de maniere autonome. L'explosion combinatoire due a la taille
des especes biochimiques est alors coutournée.

En section 1.4.1 est illustrée une des raisons principales de 1’explosion
combinatoire en nombre de configurations potentielles des espéces biochi-
miques dans les modeéles de réécriture de graphes a sites. En section 1.4.2
les calculs pour réduire la dimension d"un cas d’étude jouet sont effectués
a la main. En section 1.4.3 la notion de réduction de modeéle différentiel est
formalisée. Ce cadre générique est ensuite appliqué aux modeles écrits en
Kappa. en section 1.4.4.

1.4.1 Une bréche dans le mur de la combinatoire

Les causes de I’explosion combinatoire

Le début de cette section explique une des raisons de l'explosion
combinatoire dont souffrent les systemes d’équations différentielles qui
émergent des modeles d’interactions biochimiques entre protéines.

FIGURE 1.13 — Un exemple de configuration pour un dimeére. Cette configuration
contient deux occurrences du site Y48 et deux occurrences du site Y68 chacune
suceptible de recruter une occurrence de la protéine SoS, d’oii I'explosion combina-
toire du nombre potentiel de configurations d’especes biochimiques.

En figure 1.13 est dessinée une configuration typique d"une occurrence
d’un dimere dans le modele des premiéres étapes dans 1’acquisition du
facteur de croissante de 1’épiderme [7]. Dans ce modéle, il est intéressant
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de mesurer la quantité de la protéine cible Sos qui est attachée a la mem-
brane de la cellule. C’est a dire la quantité de cette protéine attachée soit
directement a la membrane par le biais d"une occurence de la protéine de
transport Grb2, soit indirectement par 1'intermédiaire d"une occurrence de
la protéine d’échafaudage ShC. Chaque occurrence d’un dimere contient
deux occurrences du récepteur EGFR et chaque occurrence du récepteur
contient deux sites Y48 et Y68 susceptibles de recruter une occurrence de
la protéine Sos. Les deux occurrences de la protéine recepteur étant distin-
guées dans le dimere, il y aura donc ngh ort -nlzon . ol Mgyt €St le nombre d’états
intermédiaires dans l’acquisition de la protéine Sos par la voie directe et
Niong €st le nombre d’état intermédiaire dans l’acquisition de la protéine Sos
par la voie indirecte.

Toutefois, plutdt que de mesurer la quantité de chaque configuration
d’especes biochimiques en multipliant par le nombre d’occurrences de
la protéine Sos que chacune a recruté, chaque occurrence des sites Y48 et
Y68 peut étre vue indépendamment en oubliant qu’ils apparaissent sur la
méme occurrence d’"une configuration de dimeres. Ceci revient a considérer
la configuration d’un dimere comme un composant qui contient quatre
processus, mais que savoir que ces quatres processus sont sur la méme
configuration d’un dimeére n’est pas une information primordiale. Ces pro-
cessus auraient tout autant pu se trouver sur des occurrences différentes,
I’évolution de la quantité globale de la protéine Sos recrutée par la mem-
brane aurait été la méme. Ces processus ont alors 2- (gt + nlong) états
différents (le facteur 2 vient du fait que les deux occurrences de la protéine
récepteur sont distinguées par leur liaison asymétrique).

Le flot d’information

Le flot d"information entre les sites d’interactions de la configuration
d’une espece biochimique permet d’établir I'indépendance de ces quatre
processus. Intuitivement, le flot d’information est une relation entre les sites
d’une configuration d’especes biochimiques qui indique 1’état de quels sites
est susceptible d’influencer la modification de I'état de quels autres sites.
Elle prend la forme d"un graphe dont les nceuds sont les sites d’interactions
d’une configuration d’especes biochimiques et les arcs (orientés) peuvent
relier soit deux sites sur une méme occurrence de protéines, soit deux sites
liés entre eux. Un chemin d’un site source vers un site cible témoigne que
l’état du site source influence potentiellement la capacité a modifier 1’état
du site cible. Par contre, ’absence d’un tel chemin signifie que 1’état du site
source n’a aucune influence sur la modification éventuelle de I’état du site
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(a) Flot d’information. (b) Composantes fortement connexes.

FIGURE 1.14 - Flot d’information dans la configuration d’un dimere. En 1.14a,
des fleches rouges relient deux sites sur une méme occurrence de protéine ou deux
sites sur un liaison. Un chemin d’un site source vers un site cible témoigne que
I'état du site source influence potentiellement la capacité a modifier I'état du site
cible. En 1.14b, le graphe du flot d'information est décomposé en composantes
fortement connexes. Chaque composante fortement connexe est représentée par un
cercle. Les composantes fortement connexes terminales sont dessinées en rouge
alors que les autres le sont en noir.

cible. La notion de flot d'information dans les modeles écrits en Kappa sera
formalisée en section 1.4.4.

Réduction de la combinatoire

Une fois annotée par une sur-approximation de son flot d’informa-
tion, il est possible d’identifier des portions de configurations d’espéeces
biochimiques dont le comportement est indépendant.

Ceci repose sur une décomposition en composantes fortement
connexes des graphes formés par le flot d’information entre les sites d’in-
teractions des configurations de chaque espéce biochimique. Il faut ainsi
regrouper sur chaque graphe toute paire de sites tels qu’il existe un chemin
de I'un vers l'autre et réciproquement. La décomposition du flot d’infor-
mation dessinée en figure 1.14a est donnée en figure 1.14b. Deux sortes de
composantes fortement connexes sont ainsi considérées. Celles en rouge
sont dites terminales car il n’est pas possible d’en sortir en suivi le flot
d’information. Les autres sont représentées en noir. Pour obtenir une por-
tion de la configuration d’un dimere dont le comportement ne dépend
pas des autres sites d’interactions de cette configuration, il suffit de com-
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FIGURE 1.15 — Chaque composante fortement connexe terminale est complétée des
sites qui ont une influence sur elle. Chacune donne lieu a une portion de dimere
qui se comporte de manieére indépendante.

pléter chaque composante fortement connexe terminale en suivant le flot
d’information en arriere. Ceci donne quatre portions de configuration d’es-
peéces biochimiques, chacune correspondant a I'état d’avancement d’une
occurrence du site Y48 ou Y68 dans le recrutement d’une occurrence de la
protéine Sos, ce qui était le but.

Il semble ainsi possible d’exploiter 1’absence de flot d"information pour
détecter les corrélations inutiles, et ainsi découper les configurations d’es-
peces biochimiques en portions plus petites qui auront un comportement
autonome.

1.4.2 Exemple jouet

Un exemple jouet sera utile pour mieux comprendre comment tout
ceci fonctionne en pratique. Celui-ci implique une seule sorte de protéine,
munie de trois sites. Un site du haut qui sera représenté en rouge, un site
gauche en vert et un site droit en bleu. Chaque site pourra étre phosphorylé
ounon. Il n’y a pas de liaisons dans ce modele.

Des hypotheses sont faites en ce qui concerne comment l'état de
chaque site influence la modification de l'état des autres sites. Dans chaque
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FIGURE 1.16 — Un exemple jouet. Une protéine contient trois sites qui peuvent
étre phosphorylés ou non. En 1.16a, la carte de contacts annotée indique que I'état
du site du haut, en rouge, peut influencer la modification de I'état du site gauche,
en vert, et I'état du site droit, en bleu. Par contre, I'état du site gauche n’a pas
d’influence sur la capacité a modifier I'état du site droit, et réciproquement, I'état du
site droit n’a pas d’influence sur la capacité a modifier I'état du site gauche. Ceci se
traduit au niveau des regles d'interactions (voir en 1.16b). Une fois le site du haut
phosphorylé (par la premiére réaction). Le site gauche peut se faire phosphoryler
avec la constante de réaction, k,, que le site droit soit déja phosphorylé ou non. De
méme, le site droit peut se faire phosphoryler avec la constante de réaction, k,, que
le site gauche soit déja phosphorylé ou non. Ce modéle ne contient que des étapes
de phosphorylation pour garder le systéme différentiel de taille raisonnable. En
appliquant le principe de la loi d’action de masse, ces régles-réactions induisent le
systeme différentiel donné en 1.16c.
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occurrence de la protéine, 1’état du site rouge contrdle a la fois 1’évolution
de I’état du site vert et celle du site bleu, comme indiqué dans la carte
de contacts annotée en figure 1.16a. Par contre, 1’état du site vert n’a pas
d’incidence sur I’évolution de I'état du site bleu, et réciproquement, 1’état
du site bleu n’a pas d’incidence sur I’évolution de I’état du site vert.

Pour permettre le calcul a la main de toutes les dérivées, seul un en-
semble minimal de regles-réactions sera considéré. Elles sont appelées
regles-réactions car ce sont des regles Kappa dans lesquelles 1’état de tous
les sites des protéines qui interagissent est spécifié. Elles peuvent donc
étre vues comme des réactions entre des especes biochimiques. Ces regles-
réactions sont dessinées en figure 1.16b. La premiere spécifie que le site
du haut, en rouge, peut se faire phosphoryler quand les deux autres sont
déphosphorylés. La constant de cette régle-réaction est k.. Une fois phos-
phorylé, le site gauche, en vert, et le site droit, en bleu, peuvent se faire
phosphoryler a leur tour. Le fait que la phosphorylation au préalable du
site du haut soit nécessaire a cela justifie le flot d’information du site du
haut vers les deux autres sites. Sur la deuxiéme ligne de régles-réactions, la
constante de phosphorylation du site gauche, en vert, ne dépend pas du
fait que le site droit, en bleu, soit déja phosphorylé ou non. Il n’y a donc
pas de flot d’information du site bleu vers le site vert. De méme, sur la
troisieme ligne de regles-réactions, la constante de phosphorylation du site
droit, en bleu, ne dépend pas du fait que le site gauche, en vert, soit déja
phosphorylé ou non. I1 n’y a donc pas de flot d’information entre 1’état du
site vert vers 1’état du site bleu.

Le comportement de ce modele est défini par I'application de la loi d’ac-
tion de masse. Chaque réaction (ou ici regle-réaction) induit une contribution
au systeme d’équations différentielles. L’activité de la réaction s’exprime
comme le produit de la constante de la réaction et de la quantité des réactifs
(qui apparaissent dans le membre gauche de la regle). Chaque réactif est
alors consommé proportionnellement a I’activité de la réaction correspon-
dante alors que chaque produit est ajouté dans la méme quantité.

Exemple 1.4.1. La premiere régle-réaction a pour activité k.- [m . Elle induit
deux termes dans le systeme d’équations différentielles :

)

dt

A en ey

Le systeme différentiel complet est donné en figure 1.16c.
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Il existe plusieurs conventions pour tenir compte des symétries éven-
tuelles quand une réaction contient plusieurs occurrences d'un méme réac-
tif [10]. Elles prennent alors la forme d’'un facteur correctif a appliquer a
l'activité des réactions. Ce n’est le cas d’aucune réaction de cet exemple.

Il est possible d’exploiter I’absence de flot d’information du site vert
vers le site bleu, et du site bleu vers le site vert. Ceci revient a découper
chaque occurrence de protéines en deux portions. Comme 1’état du site
rouge controdle a la fois 1’évolution de I’état du site vert et celle du site
bleu, ces deux portions devront se chevaucher sur le site rouge. Ainsi, les
portions gauches de la protéine documenteront 'état du site rouge et du
site vert alors que les portions droites documenteront I'état du site rouge et
du site bleu. Le flot d'information entre les sites de ces portions de protéines
est donné en 1.17a et 1.17b.

Pour utiliser les différentes configurations de portions de la protéine
comme des variables, il leur faut un sens formel. Celui-ci provient du prin-
cipe de dualité entre leurs significations intensionnelle et extensionnelle.
De maniere intensionnelle, la configuration d"une portion de la protéine
peut étre comprise comme le sous-graphe d'une configuration compléte de
la protéine. De maniére extensionnelle, la configuration d"une portion de la
protéine peut étre vue comme le multi-ensemble de toutes les configura-
tions completes de la protéine qui contiennent cette portion, multipliées
par le nombre de plongement de cette portion dans chaque configuration
complete. Sous cette angle, la quantité la configuration d’une portion de la
protéine peut se définir comme la combinaison linéaire des quantités des
configurations completes de la protéine qui contiennent cette portion (pon-
dérée par le nombre d’occurrences). Ceci permet d’obtenir les définitions
en figures 1.17c et 1.17d. En particulier, la quantité d"une portion de pro-
téine dont aucun site n’est phosphorylé est égal a la quantité des protéines
entierement déphosphorylées (puisque le site rouge doit étre phosphorylé
en premier). La quantité des autres portions est obtenue en sommant la
quantité des configurations obtenues selon l'état du site manquant.

Les équations qui décrivent I’évolution des quantités décrites en fi-
gures 1.17c et 1.17d peuvent ensuite étre dérivées. Elles sont données en
figures 1.17e et 1.17f et peuvent étre vérifier analytiquement a partir des
équations en figure 1.16c.

Réduire un systeme d’équations différentielles a 5 variables en un
systéme a 6 variables n’est guére impressionnant. Toutefois, en regardant
de plus pres, les 5 variables du systéme initial correspondent a 1 variable
pour la configuration avec le site rouge déphosphorylé et a 2 x 2 variables
pour les autres configurations, selon que le site vert soit phosphorylé ou
non, et selon que le site bleu soit phosphorylé ou non. Dans le modéle
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(f) Systeme d’équations différentielles
pour la portion droite de la protéine.

FIGURE 1.17 — Réduction de la sémantique différentielle de I'exemple jouet (voir en

figure 1.16). En utilisant le fait que I'état du site gauche de la protéine n’influence
pas l'évolution de I'état du site droit et que réciproquement I’état du site droit
n’influence pas I'état du site gauche, il est possible de découper la protéine en deux
parties. La quantité d’un motif est définie comme la combinaison linéaire de la
quantité des configurations de la protéine compatible avec ce motif en 1.17c et
1.17d. En 1.17e et 1.17f sont exprimées les dérivées de la quantité des différents
motifs en fonction de la quantité de ces motifs.
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réduit, la variable pour la configurations avec le site rouge déphosphorylé
est représentée de maniere redondante par deux variables du systéme
réduit (leur valeur restera donc égale au cours de 1’éxecution du systéeme
réduit). Les variables pour les autres configurations correspondent a 2 + 2
variables, car il y a deux cotés et pour chaque coté le site vert ou bleu peut
étre phosphorylé ou non. La réduction du modele a donc remplacé une
multiplication par une somme, ce qui aura un impact important lorsque le
nombre de combinaisons possibles sera plus grand.

Il est dont possible d’exploiter I’absence de flot d’information entre
des sites des occurrences de protéines, afin de détecter des corrélations
entre les états de plusieurs sites qui peuvent étre ignorées. Cela revient
a découper les configurations des especes biochimiques en configuration
de portions d’espéces biochimiques, et ainsi casser la combinatoire du
systeme différentiel sous-jacent. Bien entendu, cette abstraction perd de
I'information. Il n’est plus possible d’exprimer les corrélations qui ont
été oubliées. Par contre, I'évolution de la quantité des configurations de
portions d’especes biochimiques qui auront été gardées se décrit de maniére
autonome, c’est a dire uniquement a partir de la quantité des configurations
de portions d’especes biochimiques elles-mémes.

1.4.3 Réduction de systemes d’équations différentielles

En section 1.4.3 est proposé un cadre formel pour réduire la dimension
des systémes d’équations différentielles ordinaires.

Les systemes d’équations différentielles décrivent des quantités qui
évoluent au cours du temps selon des contraintes sur la valeur de leurs
dérivées. Une réduction de modele consiste a trouver des changements
de variables pour lesquels I'évolution de nouvelles quantités, appelées
observables, peut se décrire de maniere autonome. Ainsi la dérivée des
observables doit pouvoir s’exprimer uniquement a partir de la valeur des
observables.

Plus formellement, un systéeme d’équations différentielles est donné
par un ensemble fini de variables, 1V, qui représentent ici la quantité de
chacune des configurations des especes biochimiques et par une fonction,
IF, de I'ensemble des fonctions réelles positives ou nulles sur I’ensemble
des variables V vers I'ensemble des fonctions réelles sur ’ensemble des
variables V. La fonction IF est supposée dérivable et sa dérivée est continue.
Une fonction réelle positive ou nulle sur ’ensemble V est appelée un état
potentiel. En effet, un état associe a chaque variable, la quantité de 1'espece
biochimique correspondante, qui ne peut pas étre négative. Une fonction
réelle sur 'ensemble V est appelée un incrément. Une telle fonction définit
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comment la quantité de chaque espece biochimique doit étre augmentée
ou diminuée sur un instant infinitésimal dt.

La sémantique d’un systéme d’équations différentielles se définit
comme la fonction qui, a un état initial X, associe la solution maximale,
Xx,(T) de I'équation suivante :

Xx,(T) = Xo+ / F(Xx, (1))-dt.

définie sur l'intervalle de temps [0, T™[. Comme la fonction IF est diffé-
rentiable et de dérivée continue, cette équation définit un probléme de
Cauchy-Lipschitz [56]. Elle a donc une unique solution maximale. Ici I'ad-
jectif ‘maximal’ signifie que la valeur du parametre Ty doit étre prise la
plus grande possible dans ’ensemble R* U {+o0}. Il y a donc deux possi-
bilités. Soit la solution de cette équation contient une asymptote verticale
auquel cas Ty est la premiére date a laquelle la valeur d’une variable de
I’ensemble V dlverge. Soit la solution est définie sur tout R" et dans ce cas
Tx,* vaut +-oo.

Le comportement des systémes réactionnels dont toutes les réactions
de création (c’est a dire qui contiennent plus de produits que de réactifs)
sont d’arité 0 ou 1 (c’est a dire sans réactif ou avec un seul réactif avec le
coefficient stoechiométrique 1) ne diverge pas. De ce fait, leur sémantique
est définie sur R™ quel que soit leur état initial. En particulier, seul le com-
portement des systemes ouverts (zvec introduction externe de composants)
est susceptible de diverger.

Réduire un systeme d’équations différentielles ordinaires consiste a
changer de perspective en trouvant un ensemble de quantités d’intérét,
appelées les observables, dont I’évolution peut s’exprimer de maniére auto-
nome. Cela signifie que la dérivée des observables est entierement définie
par leurs valeurs. Pour formaliser ces notions, il faut d'une part relier la
valeur des observables aux variables du systeme d’équations différentielles
initial et d’autre part définir la fonction qui décrit 1’évolution temporelle de
ces valeurs.

Formellement, une réduction de modele est définie par la donnée d'un
ensemble fini d’observables, V¥, une fonction d’abstraction, ¥, qui associe a
chaque état du systéme initial un état du nouveau systéme (c’est a dire une
fonction de I'ensemble des fonctions positives ou nulles sur 'ensemble des
observables V* ), et d'une fonction IF* de 'ensemble des fonctions positives
ou nulles sur I'ensemble des observables V* vers I’ensemble des fonctions
réelles sur 'ensemble de observables V.

Des hypotheéses supplémentaires sont requises pour garantir la correc-
tion de la réduction de modeéle.
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1. La fonction d’abstraction i doit étre choisie linéaire a coefficients
positifs. Elle doit de plus préserver les suites qui divergent, ce
qui signifie que pour toute suite divergente de fonctions positives
ou nulles (p;);en sur I'ensemble des variables initiales V, la suite
(¥(pi))ien diverge également.

2. Les fonctions d’abstraction 1, la fonction de dynamique concrete
FF et la fonction de dynamique abstraite IF* sont reliées par le dia-
gramme commutatif suivant :

(V = R") I, (V = R)

0| |v

(VE = RT) LN (V¥ = R)

ce qui signifie que ¥ o F = TF¥ o 4.

Prendre la fonction d’abstraction ¢ linéaire permet de la faire commu-
ter avec la somme et I'intégrale utilisées pour définir la sémantique des
systemes différentiels. La prendre a coefficients positifs assure que I'image
d’une fonction positive ou nulle est une fonction positive ou nulle, et donc
que 'image d’un état concret sera un état abstrait. L'intérét de ’hypothese
de préservation de la divergence des suites d’états sera expliqué plus tard.
On peut toutefois remarquer que cette hypotheése revient a supposer que
toute variable concrete apparait au moins une fois avec un coefficient non
nul dans la combinaison linéaire associée a au moins un des observables.
Enfin le diagramme commutatif permet a la fonction d’abstraction et a la
fonction de dynamique concrete de commuter, au prix de transformer la dy-
namique concrete — sur les variables du systéme initiale — en dynamique
abstraite — sur les observables. Dit autrement, partant d'un état concret, le
méme résultat est obtenu en calculant la dérivée du systeme dans cet état
puis en calculant 1’abstraction de cette dérivée ou en calculant ’abstraction
de I'état d’abord puis en calculant la dérivée du systeme réduit dans 1’état
abstrait obtenu.

Il est maintenant possible d’appliquer la fonction d’abstraction ¥ a
gauche et a droite de 1'égalité de Cauchy-Lipschitz, qui avait servi a définir
la sémantique du systéme initial.

Ainsi, pour Xy un état initial (une fonction positive ou nulle sur 1’en-
semble V) et T un instant de l'intervalle [0, TR [, I’équation suivante est
vérifiée :

PO0(1) =y (Koot [ FOt(0)-at )
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Par linéarité de la fonction d’abstraction 1, elle se distribue sur ’addition,
ce qui donne 1’équation suivante :

$0(1) = p(x0) +p ([ PO ().

Toujour par linéarité, elle commute avec I'intégrale, ce qui donne 1'équation
suivante :

P(Xx,(T)) = 9(Xo) +/ F(Xx,(t)))-dt.

Enfin, en utilisant le fait que [ o IF] = [IF* o ¢}, il vient I’équation suivante :

T
P(Xx(T)) = p(Xo) + o F*((Xx, (1)))-dt.
De ce fait, la fonction qui a tout instant T dans l'intervalle [0, T;?gx[ associe
I’état abstrait ((Xx,(T)) est solution de I"équation différentielle suivante :

T
Yy, (T) = Yo + /H) Yy, (£)-dt,

pour Yy = ¢(Xo).

C’est en fait une solution maximale de cette équation. C’est en effet
clair lorsque T = +oc0. Dans le cas contraire, ’expression Xx,(T) diverge
quand T tend vers Ty™. Puis comme la fonction i préserve la divergence
des suites et qu’elle est continue, 1’expression ¢(Xx,(T)) diverge aussi
quand T tend vers T™. Ainsi la fonction qui a tout instant T dans l'inter-
valle [0, ™[ associe I'état abstrait (Xx,(T)) ne peut pas étre prolongée.

La sémantique d"un systéme différentiel et la réduction de celle-ci a été
formalisé. Il s’agit maintenant de définir la sémantique différentielle d'un
systéme Kappa et de montrer comment trouver un ensemble d’observables
dont I’évolution temporelle peut se décrire de maniere autonome.

1.44 Application a Kappa

Il reste maintenant a spécialiser ce cadre générique pour réduire la
sémantique différentielle des systémes de régles du langage Kappa.

Sémantique différentielle

Comme il a été vu en section 1.2.7, un ensemble de régles Kappa
engendre un réseau de réactions biochimiques. Chaque réaction étant alors
constituée de deux n-uplets, I'un formé d’especes appelées les réactifs de
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la réaction et 1’autre d’especes appelées les produits de la réaction. Pour
définir la sémantique différentielle d'un ensemble de regles, il faut de plus
associer a chacune de ces régles un constante d’interaction. Chaque réaction
hérite alors de la constante de sa regle originale (ou de la combinaison
linéire des constantes de ses regles initiales si elle peut étre obtenue de
différentes manieres).

Comme expliqué en section 1.4.2, le comportement d"un réseau réac-
tionnel est défini par 1’application de la loi d’action de masse. La contribu-
tion de chaque réaction au systeme d’équations différentielles est définie
de la maniere suivante. Chaque réactif est alors consommé proportionnel-
lement a I’activité de la réaction correspondante alors que chaque produit
est ajouté dans la méme quantité, l'activité de la regle s’exprimant comme
le produit de la constante de la régle et de la quantité des réactifs (qui
apparaissent dans le membre gauche de la regle).

Il existe plusieurs conventions pour tenir compte des éventuelles sy-
métries dans les regles de réécriture et dans les réactions. Des précisions
sur ce sujet peuvent étre trouvées dans cette publication [10]. Nous négli-
geons ici la question en considérant que les taux des regles d’interactions
et des réactions sont prises tels quels sans facteur correctif. La régle de trois
permet de tenir compte des facteurs correctifs pour les autres conventions.
Par ailleurs, toutes les réactions ne sont pas prises en compte. En effet,
seules les réactions qui ont le méme nombre de réactifs que le nombre de
composante connexe dans le membre gauche de la regle qui les a engen-
drées, sont prises en compte. Intuitivement, la sémantique différentielle
représente le comportement du systéeme discret dans un milieu homogene
et parfaitement fluide dont le volume tend vers 0. Aussi, la chance de tirer
au sort deux parties d"une méme occurrence de configuration d’especes
biochimique pour plonger plusieurs composantes connexes du membre
gauche d’une regle d’interaction tend vers 0.

Inférence du flot d’information

En Kappa, une approximation supérieure du flot d’information entre
les sites des configurations d’especes biochimiques peut étre obtenue en
inspectant chaque régle d’interactions. En effet, il ne peut y avoir un flot
d’information d"un premier site vers un second site dans la configuration
d’une espece biochimique que s’il existe existe un regle qui transforme
I’état du second site selon des conditions sur I'état du premier site.

De ce fait, il est possible d’annoter la configuration d"une espéce bio-
chimique par une approximation supérieure de son flot d’information
en calculant toutes les instances des composantes connexes du membre
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FIGURE 1.18 — Flot d’information induit par une régle d’interactions sur la
configuration d’une espece biochimique. Pour tout plongement d"une composante
connexe du membre gauche de la régle (ici dessiné en haut) vers la configuration
de 'espéce biochimique et tout chemin allant d'un site, ici le site c de I"occurrence
du récepteur EGFR, et un site dont I'état est modifié par la regle, ici le site Y7
de l'occurrence de la protéine d’échafaudage ShC, le chemin est reporté sur la
configuration de I'espéce biochimique selon le plongement.

gauche de chaque regle d’interactions du modele et en reportant le long
des plongements correspondants chaque chemin constitué d’étapes entre
deux sites d’'une méme occurence de protéines ou entre deux sites sur un
méme lien et qui se termine dans un site dont I'état est modifié par la regle.
Ainsi, si deux sites de la configuration de I'espece biochimique sont 'image
par un plongement de deux sites reliés par une étape de ce chemin, un arc
de flot d'information est placé entre ces deux sites dans la configuration de
’espece biochimique. Cette construction est illustrée en figure 1.18.

Il n’est cependant pas concevable d’annoter ainsi toutes les configura-
tions d’especes biochimiques, car celles-ci sont trop nombreuses en général.
Une telle approche ne passerait pas a I’échelle de modeles d’interactions
biochimiques méme de taille modeste. Il est possible au contraire de résu-
mer |'annotation de toutes les configurations d’especes biochimiques sur la
carte de contacts. Il faut se souvenir que la carte de contacts est fournie une
abstraction de I’ensemble de toutes les configurations des espéces biochi-
miques d"un modele en repliant entre eux les occurrences de chaque type de
protéines. La carte de contacts peut étre calculée directement par inspection
des états initiaux et des régles du modele, ou par analyse statique, quitte a
introduire des états fictifs. Comme tout motif se projete de maniére unique
sur la carte de contacts en envoyant toutes les occurrences d’'une méme
protéine sur I'unique occurrence de cette protéine dans le carte de contacts,
cette projection permet de répertorier le flot d'information induit par une
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FIGURE 1.19 — Flot d"information induit par une régle sur la carte de contacts.
Pour tout chemin allant d’un site, ici le site c de I’'occurrence du récepteur EGFR,
et un site dont I'état est modifié par la regle, ici le site Y7 de I'occurrence de
la protéine d’échafaudage ShC, le chemin est reporté sur la carte de contacts en
suivant l'unique projection du membre gauche de la régle sur la carte de contacts.

régle directement sur la carte de contacts. Ainsi tout arc qui apparait dans
un chemin constitué d’étapes entre deux sites d’'une méme occurence de
protéines ou entre deux sites sur un méme lien, partant d"un site dans un
composante connexe dans le membre gauche d’une regle et finissant sur
un site dont 1’état est modifié par la regle de réécriture, est reporté sur la
carte de contacts comme un flot d’information potentiel entre 'image de
ces deux sites. Cette construction est illustrée en figure 1.19.

Le cas des composantes connexes qui ne sont pas modifiées dans une
regle est particulier. Il n'y a en effet aucun chemin de flot d’information
dans celles-ci. Pour garantir qu’il sera possible d’exprimer la quantité
des ces motifs dans le systeme réduit, il faut considérer qu’au moins un
site d’interraction, au choix, pour chacune de ces composantes connexes
est modifié, et donc reporter tous les chemins partant des autres sites et
terminant sur ce site dans la carte de contacts annotée.

Ainsi, il est possible de résumer de le flot d'information induit par les
regles entre les différents sites des configurations des espéces biochimiques
sur la carte de contacts. Il n’est pas nécessaire d’énumérer les différentes
configurations des espéces biochimiques. Il suffit en effet d’identifier les
chemins dont chaque étape relie soit deux sites d"une méme occurrence de
protéines, soit deux sites qui partagent un lien, et qui se terminent sur un
site qui est modifié par la régle, et de répertorier ce chemin sur la carte de
contacts.
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FIGURE 1.20 — Annotation d'un motif par le flot d’information décrit dans la
carte de contacts. Le motif se plonge de maniére unique dans la carte de contacts en
envoyant chaque occurrences d’agent sur I'unique occurrence de cet agent dans le
carte de contacts. Deux sites du motifs sont reliés par un arc de flot d’information
si et seulement si ils sont sur le méme agent ou sur une méme liaison et si leur
image dans la carte de contacts est lié par un arc de flot d'information.

Pré-fragments et fragments

Réciproquement, I’approximation supérieure du flot d’information
sur la carte de contacts permet de reconstruire le flot d’information sur
n’importe quel motif. Il suffit pour cela de considérer 'image inverse de la
projection qui envoie ce motif sur la carte de contacts. Ainsi, il y aura un
arc de flot d’information entre deux sites d'un motif si et seulement siil y a
un arc de flot d’information sur 'image de ces deux sites par sa projection
sur la carte de contacts. Cette construction est illustrée en figure 1.20.

L’annotation d"un motif par son flot d’information permet de vérifier
si d"une part il ne comporte pas de sites dont la corrélation entre les états ne
présente pas d’intérét vis a vis du comportement du systeme modélisé, et si
d’autre part il contient tous les sites d’interactions susceptibles d’influencer
son comportement. Un motif sera gardé comme observable lorsque ces
conditions seront toutes deux réalisées. Formellement, la premiere condi-
tion est satisfaite si le graphe formé par I’annotation du motif ne contient
qu'une composante fortement connexe terminale. Dans ce cas, le motif
sera appelé un pré-fragment. La seconde condition est réalisée lorsqu’un
pré-fragment ne se plonge pas dans un autre pré-fragment. C’est a dire,
s’il est impossible de compléter le motif, sans briser la condition que le
graphe formé par ’annotation de ce motif par son flot d’information n’ad-
met qu'une seule composante fortement connexe terminale. Dans ce cas, le
motif sera appelé un fragment.
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(a) Premier motif. ~ (b) Deuxiéme motif. (c) Troisieme motif. (d) Quatrieme motif.

FIGURE 1.21 — Parmi ces quatre motifs, lesquels sont des fragments ?

(a) Premier motif.  (b) Deuxiéme motif. (c) Troisieme motif. (d) Quatrieme motif.

FIGURE 1.22 — Pour décider lesquels de ce motifs sont des fragments, la premiere
étape est de reporter I'annotation du flot d'information entre les sites d’interac-
tions de la carte de contacts sur ces motifs et de décomposer le graphe obtenu en
composantes fortement connexes.

Exemple 1.4.2. En figure 1.21 sont dessinés quatre motifs. Parmi ceux-ci, lesquels
sont des fragments. Pour répondre a cet question, il faut annoter ces motifs par le
flot d’information répertorié sur la carte de contacts. Seuls les motifs pour lesquels
le graphe formé par I'annotation du flot d'information n’a qu’une composante
fortement connexe terminale sont des pré-fragments.

Les motifs annotés avec le flot d'information ainsi obtenu sont représentés
en figure 1.22, ainsi que les compostantes fortement connexes du graphe de leur
flot d'information. Il apparait que celui du troisieme motif a deux composantes
fortement connexes terminales. Ce n’est donc pas un pré-fragment. En revanche,
les trois autres motifs le sont bien.

Le deuxieme motif se plonge dans le premier motif. Ce n’est dont pas un
fragment. Par contre, le premier et le quatrieme motif sont des fragments. En effet,
si on leur ajoute une occurrence de site, ce sera forcément soit une occurrence du
site Y48 soit une occurrence du site Y68. Dans les deux cas, cela ajoutera une
composante fortement connexe terminal dans le graphe du flot d’information du
motif ainsi obtenu. De ce fait, ces motifs ne se plongent pas dans des fragments,
autres qu’eux-méme.

Ainsi seuls les deux motifs représentés dans les figures 1.21a et 1.21d sont
des fragments.
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Sémantique différentielle réduite

I reste a montrer que 'ensemble des fragments d’'un modéle peut
étre pris comme ensemble des observables de la sémantique différentielle
réduite. En d’autres termes, il faut montrer qu’il est possible d’exprimer la
quantité de chaque fragment crée et détruite sur un temps infinitésimal en
fonction de la quantité des autres fragments.

Raffinements orthogonaux Avant tout, il est important de remarquer que
la quantité de chaque pré-fragment s’exprime comme une combinaison
linéaire de la quantité des fragments. Cette propriété repose sur "utilisation
d’arbres de décision pour raffiner étape par étape un pré-fragment en
un ensemble de pré-fragments orthogonaux plus précis [29, 64, 46]. Par
définition, un pré-fragment qui n’est pas un fragment se plonge dans un
pré-fragment plus grand. Ce dernier contient donc un site qui n’est pas
présent dans le pré-fragment initial. Le pré-fragment initial peut alors
remplacé par I'ensemble des pré-fragments obtenus en ajoutant ce site pour
tous les états possibles de ce sites. L'arbre de décision est ainsi construit par
induction jusqu’a ce que les feuilles de 1’arbre soient toutes des fragments.
Pour chaque nceud, la quantité du motif est égale a la somme des quantités
des motifs sur ses feuilles, ce qui garantit que la quantité du pré-fragment
initial est égal a la somme des quantités des fragments sur les feuilles
de I'arbre. A noter que certains fragments peuvent apparaitre plusieurs
fois dans les feuilles de l’arbre, ce qui peut donc donner des coefficients
différents de 1 dans la combinaison linéaire ainsi obtenue.

Spécialisation d’une régle a la consommation ou la production d’un pré-
fragment La seconde étape consiste a exprimer la consommation et la
production de la quantité de chaque fragment sur un temps infinitésimal,
en fonction de la quantité des autres fragments. Cette partie présente un
résultat plus général qui exprime la quantité consommée et produite pour
chaque pré-fragment en fonction de la quantité des autres pré-fragments.
Ceci répond bien a la question puisque la partie précédente a permis
de traduire la quantité de chaque pré-fragment comme une combinaison
linéaire de la quantité des fragments du modele.

Cette approche repose sur une spécialisation des régles du modele a
la consommation ou a la production d"une occurrence d'un pré-fragment a
une position donnée. En effet, chaque chevauchement potentiel entre un
pré-fragment et le membre gauche ou droit d"une regle permet de raffiner
celle-ci en ajoutant des deux cotés de cette regle toute information présente
dans le pré-fragment qui ne serait pas dans le membre en question. Cette
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(b) Exemple de raffinement a droite.

FIGURE 1.23 — Deux raffinements de régles d’interactions. En 1.23a, la régle de
formation de liaison asymétrique dans les occurrences de dimeres (voir la figure
1.7e page 16) est raffinée en faisant se chevaucher un motif avec son membre gauche.
En 1.23b, la regle pour briser la liaison symétrique dans les occurrences de dimeres
(voir la figure 1.7d page 16) est raffinée en faisant, cette fois ci se chevaucher
ce motif avec le membre droit de la régle. Dans les deux cas, la partie commune
au motif et au membre de la régle contient un site dont I'état est modifié par la
regle d'interaction. De plus, I'information présente dans le motif qui manque dans
le membre de la regle est ajoutée (en rouge) aux deux membres de la réegle pour
spécialiser celle-ci a la consommation ou a la production de ce motif par la regle.

construction avait déja été utilisée page 25 pour détecter parmi un ensemble
de motifs d’intéréts certains qui ne sont pas accessibles dans un modéle.

Plus formellement, un chevauchement entre deux motifs se caractérise
par un troisieme motif et deux plongements des deux premiers motifs vers
ce troisieme motif, de sorte qu'aucune information qui ne serait présente ni
dans le premier motif, ni dans le second ne soit présente dans le troisieme.
En d’autre terme, le troisieme motif doit étre minimal. Dans la théorie des
catégories, ceci correspond a une somme amalgamée.

Exemple 1.4.3. En figure 1.23 sont donnés des exemples de raffinements de regles.
Le premier est une spécialisation de la régle de formation du lien asymétrique
dans les dimeres (voir en figure 1.7e page 16) a la consommation des occurrences de
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la protéine EGFR dont les sites d’interactions r et c sont libres et le site Y48 libre
et non phorphorylé (I'état des sites |, n et Y68 ne sont pas mentionnés) en premiere
position du membre gauche de la regle. Il faut pour cela considérer le chevau-
chement obtenu en fusionnant I’occurrence de la protéine EGFR du motif avec
la premiere occurrence de cette protéine dans le membre gauche de la régle (un
autre chevauchement pourrait étre obtenu de la méme maniere en l'identifiant a la
seconde occurrence de cette protéine). La seule information qui est présente dans
le motif sans I'étre dans le membre gauche de la regle est que le site Y48 doit étre
libre et non phosphorylé. Le raffinement de la regle est donc obtenu en ajoutant ces
informations a gauche et a droite de la régle. Le résultat est donc une spécialisation
de la regle de liaison asymétrique au cas ot la premiere occurrence de la protéine
EGFR a son site Y68 libre et phosphorylé.

Le second raffinement est une spécialisation de la régle pour briser un lien
symétrique dans les dimeres (voir en figure 1.7d page 16) a la production des
occurrences du méme motif en deuxiéme position du membre droit de la regle. 11
résulte du chevauchement obtenu en fusionnant I'occurrence de la protéine EGFR
du motif avec la seconde occurrence de cette protéine dans le membre droit de
la regle. La seule information qui est présente dans le motif sans I'étre dans le
membre gauche de la régle est que le site Y48 doit étre libre et non phosphorylé. Le
raffinement de la regle est donc obtenu en ajoutant ces informations a gauche et
a droite de la régle. Le résultat est donc une spécialisation de la régle pour briser
la liaison symétrique dans les occurrences de dimeres dans le cas ot la deuxiéme
occurrence de la protéine EGFR a son site Y68 libre et phosphorylé.

Termes de consommation et de production d’un motif

Les raffinements d’une regle par un motif permettent d’exprimer la
quantité de ce motif consommée et produite sur un temps infinitésimal par
cette regle en fonction de la quantité des autres motifs. De plus lorsque ce
motif est un pré-fragment et que le chevauchement entre le pré-fragment
et le membre de la regle, qui a induit le raffinement, contient un site mo-
difié par la regle sur sa partie commune, alors par construction du flot
d’information, les composantes connexes de la régle raffinée sont toutes
des pré-fragments. Comme la quantité de chaque pré-fragment s’exprime
comme un combinaison linéaire de la quantité des fragments, ceci permet
d’exprimer la consommation et la production de chaque fragment sur un
temps infinitésimal en fonction de la quantité des autres fragments.

Par ailleurs, comme la sémantique différentielle ne prends en compte
que les régles-réactions qui ont le méme nombre de composantes connexes
dans leur membre gauche que la regle dont elles sont issues, seuls les
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raffinements qui préservent le nombre de composantes connexes dans le
membre gauche ont une contribution dans le systéme différentiel réduit.

Ainsi, pour chaque chevauchement entre un pré-fragment et le
membre gauche d"une regle tels qu'un site modifié appartienne a la partie
commune et que les membres gauches de la régle initiale et de la regle
raffinée aient le méme nombre de composantes connexes, sil’'on note k la
constante de la regle, aut le nombre de plongement entre le pré-fragment et
lui-méme, et C},...,C;, les pré-fragments qui constituent le membre gauche
de la régle raffinée, la consommation de ce pré-fragment sur un temps
infinitésimal est donnée par 1’expression suivante :

k'H?:l [Ci]
aut '

De la méme maniere, pour chaque chevauchement entre un pré-
fragment et le membre droit d’une regle tels qu’un site modifié appar-
tienne a la partie commune et que les membres gauches de la regle initiale
et de la regle raffinée aient le méme nombre de composante connexe, si
I'on note k la constante de la regle, aut le nombre de plongement entre le
pré-fragment et lui-méme, et Cj,...,C}, les pré-fragments qui constituent le
membre gauche de la regle raffinée, la consommation de ce pré-fragment
sur un temps infinitésimal est donnée par 1’expression suivante :

k-ITL, [Ci]
aut '

Ainsi le principe de la loi d’action de masse opére directement sur
les quantité de motifs, ce qui permet d’exprimer directement un systéme
d’équations différentielles ordinaires réduit. Appliqué a des fragments,
il offre, par construction, une abstraction exacte du systeme d’équations
différentielles initial. Il est important de noter que ce qui a été réalisé est
en fait une factorisation de 'expression de la dérivée des quantités de
fragments. En effet, cette dérivée peut s’exprimer en sommant l'activité
de toutes les régles-réactions dans lesquels ce fragment est produit ou
consommé. Chaque activité est alors le produit d"une constante et de quan-
tités de configurations d’espéces biochimiques. En exprimant cette dérivée
par des concentrations de fragments, des configurations d’espéces biochi-
miques ont été regroupées facteur par facteur pour retrouver des motifs,
transformant ainsi des sommes de produits en produits de sommes. La
préservation des termes de I’expression initiale est une preuve purement
combinatoire qui constitue le chapitre 8.3 de [14].



52 Chapitre 1. Analyse statique et réduction de modeles en biologie

Par ailleurs, un fragment peut apparaitre dans un réaction sans étre
consommé, ni produit. Il est en général impossible d’exprimer la quantité
correspondante en fonction de la quantité des fragments. Cela n’a pas
d’incidence car cela conduit a des contributions négatives et positives qui
s’annule parfaitement dans le systeme d’équations différentielles initial.

Exemple 1.4.4. Pour continuer I'exemple 1.4.3, il est possible d’exprimer le terme
de consommation et de production liés aux raffinements représentés en figure 1.23.
Ainsi le raffinement gauche en figure 1.23a engendre le contribution suivante :

dt

(O—C)
&) OO0

oit k est la constante de la regle de formation de la liaison asymétrique dans les
dimeres.
De méme, le raffinement droit en figure 1.23b engendre le contribution sui-

vante : @
i€ 3
— - =k

dt

O—C)
&) OO0
@ &

oit kg est la constante de la régle pour briser les liaisons symétriques dans les
dimeres.

Ces deux contributions sont a doubler. En effet, on obtient exactement les
mémes termes en tenant compte du chevauchement entre le méme motif et la
seconde occurrence de la protéine EGFR dans le membre gauche de la régle et de
celui entre ce motif et la premiere occurrence de la protéine EGFR dans le membre
droit de la regle.

1.4.5 Pour aller plus loin

Dans cette partie, une méthode de réduction de la sémantique diffé-
rentielle des modeéles Kappa a été présentée. Elle se base sur une analyse
du flot d’information entre les différents sites d’interactions des configu-
rations des especes biochimiques pour identifier des corrélations entre
I’état de certains sites qui sont inutiles pour décrire le comportement tem-
porel du modele. Ceci permet d’identifier des motifs d’intérét, appelés
fragments, dont 1’évolution peut étre décrit uniquement en fonction de la
quantité des fragments dans le systéme, et donc sans connaitre la quantité
de chaque configuration d’espéces biochimiques. Ainsi, il est possible de
générer automatiquement un systeme réduit d’équations différentielles
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décrivant I’évolution de la quantité de ces fragments au cours du temps.
I1 suffit pour cela de spécialiser les régles a la consommation ou a la pro-
duction des fragments aux différentes positions compatibles sur la regle.
Ceci évite d’avoir a énumérer les réactions du modéle ou I’ensemble des
configurations d’especes biochimiques. Cette méthode a réussi a exploiter
la structure en cascade du flot d’information pour réduire la dimension de
modeéles a large échelle de voies de signalisation intracellulaire.

La présentation de la méthode a été simplifiée en ignorant les regles
avec effets de bords. Ces régles permettent de détruire des occurrences de
protéines sans en décrire entiérement 1’état ou de briser une liaison sur un
site sans spécifier a quel site ce site est 1ié. Ceci pose deux difficultés tech-
niques. Premiérement la spécialisation des regles pour la production d'un
fragment a une certaine position peut donner lieu a plusieurs raffinements
de la regle en fonction des effets de bord a effectuer. Ensuite, la description
précise de ces effets de bord impose d’étendre la syntaxe pour quantifier
existentiellement sur la présence de liens non spécifiés entre des agents.
Toutefois, il a été montré dans [16] que la quantité de ces motifs étendus
pouvait s’exprimer sous forme de somme alternée de motifs classiques
grace au développement de la formule du bindme.

La méthode présentée se repose sur une approximation uniforme du
flot d’information. En effet, le flot d’information est résumé sur la carte de
contacts qui ne comporte quune occurrence de chaque type des différentes
protéines. Une réduction de modele plus compacte peut parfois étre obte-
nue en utilisant une approximation non uniforme du flot d’information
[17, 14]. Le calcul des fragments est alors un peu plus compliqué. Il faut
notamment appliquer un opérateur de cloture sur I'approximation du flot
d’information afin de garantir que I’annotation du membre gauche de l'ap-
plication d"une regle spécialisée a la production d'un fragment est toujours
plus riche que celle de son membre droit. Cette propriété est toujours assu-
rée avec une approximation uniforme du flot d'information puisque chaque
type de protéines n’apparait qu'une seule fois sur la carte de contacts.

Les analyses non-uniforme offrent une hiérarchie d’approximations
pour réduire la sémantique différentielle des modéles écrits en Kappa. Il
n’existe pour l'instant pas de méthodes pour savoir quels contextes doivent
étre distingués et ainsi, choisir le meilleur compromis entre précision et
complexité de 1’analyse.

Des approches analytiques peuvent trouver de meilleurs changements
de variables pour réduire la sémantique différentielle des réseaux réaction-
nels. Toutefois, comme l'espace des changements de variables est vaste,
elles se restreignent le plus souvent a I’exploration d"un sous-ensemble de
celui-ci, comme celui des bisimulations qui sont induites par une relation
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d’équivalence entre les différentes configurations d’espéces biochimiques
du modele [19, 20]. L'approche présentée ici présente deux avantages.
Comme elle s’appuie sur des propriétés structurelles, elle n’a pas besoin de
la représentation explicite du réseau réactionnel ou de sa sémantique diffé-
rentielle initiale. Par ailleurs, les changements de variables qu’elle produit
ne sont en général pas exprimables comme une bisimulation induite par
une relation d’équivalence entre les différentes configurations d’espéces
biochimiques du modele. Par contre, cette méthode n’offre aucune garantie
d’optimalité sur le sous-ensemble des changements de variables considéré.
Par ailleurs, les réductions de modeles par les approches analytiques ne
sont valables que pour un jeu de constantes de réactions données, alors que
la méthode proposée dans cette partie donne une réduction de modeles
qui est valable quelque soit les constantes des regles d’interactions. En
contre-partie, cette méthode ne peut pas exploiter les relations numériques
éventuelles entre les contantes des regles d’interactions.

Les méthodes de réduction exactes sont par définition limitées par le
critere de correction qui est trop exigeant. De plus, elles n’offrent aucune
marge de manceuvre sur le choix des observables. Une alternative est de
considérer des réductions numériquement approchées. En fixant a la main
un ensemble d’observables, il est possible d’abstraire I'état du systéme
par une hyper-boite qui encadre la valeur de chaque observable entre les
bornes d’un intervalle. Le modele réduit consiste alors en une équation
différentielle sur les bornes des différents intervalles, ou d'un point de
vue géométrique sur les coordonnées des hyper-faces de I'hyper-boite. Ces
équations sont obtenues en majorant la dérivée de chaque observable au
voisinage de I’hyper-face supérieure correspondante et en minorant la
dérivée de chaque observable au voisinage de I'hyper-face inférieure cor-
respondante. Cette approche a été utilisée pour retranscrire dans un cadre
formel des méthodes de troncation [69] et des méthodes de tropicalisation
[5] tout en fournissant, a chaque instant, un encadrement correct de la
valeur des observables, ce qui va bien au dela des résultats de convergence
asymptotiques habituels.

1.5 Conclusion

Le langage Kappa a été présenté, ainsi que deux applications des
méthodes formelles pour les modeéles écrits dans ce langage.

La premiére est une analyse statique qui permet de détecter parmi un
ensemble de motifs d’intérét lesquels peuvent potentiellement apparaitre
dans des configurations d’espéces biochimiqges dans les traces d’exécution
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d’un modele. Du point de vue de l'utilisateur, cette analyse permet de
trouver — ou de retrouver — des propriétés structurelles sur les différentes
configurations des occurrences des protéines au sein des configurations
des especes biochimiques : elle détecte quelles sont les relations entre
I'état des sites des occurrences dune protéine (Est-ce que tel site peut
étre lié sans que tel autre le soit? Est-ce que ce site peut étre lié sans étre
phosphorylé?); elle permet de vérifier si deux occurrences de protéines
liées entre-elles sont, oui ou non, nécessairement localisées au méme endroit
au sein d’'une hiérarchie statique de compartiments; elle analyse si une
occurrence de protéines peut étre doublement liée a une autre ou si elle peut
étre liée a deux occurrences différentes de protéines. En plus, de permettre
la détection de regles mortes, qui ne pourront jamais étre appliquées dans
le modele, le résultat est présenté graphiquement sous la forme de lemmes
de raffinement, le rendant compréhensible et facilement utilisable pour
des analyses ultérieures. Il est ensuite possible de se concentrer sur le
comportement des occurrences d'une protéine en particulier et d’obtenir
un systéme de transitions pour décrire leurs changements potentiels de
configuration.

Cette analyse passe a 1’échelle de grands modeles. Cependant, pour
ceux-ci, le temps de calcul reste trop important pour permettre une ana-
lyse interactive et sans latence pendant 1’écriture méme des modéles. Une
formulation du calcul du plus petit point fixe abstrait sous forme de résolu-
tion de clauses de Horn pourrait donner lieu a une analyse incrémentale.
Celle-ci permettrait de mettre a jour tres rapidement le résultat de I’analyse
lorsque des regles sont retirées, ajoutées ou modifiées dans un modele.
Par ailleurs, une collaboration étroite avec les modélisateurs est toujours
nécessaire pour identifier des nouvelles familles de propriétés d’intérét. Un
autre axe de recherche est I'intégration de ’analyse statique dans des cycles
de modélisations automatiques. En effet, les méthodes de fouille de la litté-
rature basées sur l'intelligence artificielle et le traitement automatique des
langages naturels pourront bénéficier de 1’analyse statique d"une part pour
évaluer le bien fondé d’une étape de raffinement de modele et d’autre part
pour orienter les méthodes automatiques dans leur recherche de nouvelles
regles.

En ce qui concerne la modélisation en Kappa, il est important de
considérer non pas un réseau d’interactions biomoléculaires dans son indi-
vidualité, mais une famille de réseaux d’interactions pouvant représenter
un systeme dans différents contextes cellulaires et ses évolutions poten-
tielles. Les travaux sur la plate-forme de modélisation Kami vont dans ce
sens [51]. Il est aussi important de proposer des méthodes pour assister
le modélisateur dans la construction de modeéles, afin d’agglomérer des
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informations partielles sur les interactions biomoléculaires en les raffinant
progressivement. Une approche inspirée des approches déductives, qui as-
simile le processus de modélisation a une recherche de preuves assistée par
ordinateur, est trés prometteuse [55]. Dans ce contexte, une analyse statique
le plus tot possible dans la chaine de modélisation doit étre développée
pour aider au mieux le modélisateur dans sa tache.

La seconde application des méthodes formelles porte sur la réduction
exacte de la sémantique différentielle des modeles. Cette approche se base
sur le flot d’information entre les différents sites des configurations des
especes biochimiques du modeéles, afin d’en identifier des fragments dont
le comportement différentiel peut s’exprimer uniquement en fonction de
la quantité des différents fragments dans le modele. La loi d’action de
masse, qui permet d’exprimer I’évolution de la quantité de chaque configu-
ration d’especes biochimiques, s’applique alors directement pour exprimer
I’évolution des quantités des différentes configurations de fragments. Ceci
permet de générer un systeme différentiel réduit directement sans avoir a
énumérer les réactions biochimiques du systeme initial ou les différentes
configurations de ses especes biochimiques. Le systéme d’équations dif-
férentielles initials et le systeme réduit sont liées par la relation formelle
suivante : les solutions du systéme réduit sont la projection exacte des
solutions du systéme initial par une fonction affine.

Les modeles sont de plus en plus grands, que ce soit en nombre de
configurations d’espéces biochimiques différentes ou en nombre d’ins-
tances de ces configurations. Evaluer leur comportement est primordial,
mais difficile. Les méthodes exactes de réduction de modéles sont utiles,
mais limitées, pour ce type de modeles. Il est important de développer des
méthodes numériques approchées pour les sémantiques différentielles des
modeéles qui permettront de trouver un encadrement garanti de 1’évolution
de la quantité de chaque motif d’intérét au cours du temps, sous la forme de
paires de fonctions, elles-mémes définies comme la solution d"un systéme
différentiel. Des travaux préliminaires ont permis d’intégrer dans un cadre
formel des méthodes de troncation de développement formel [69] ou des
méthodes de tropicalisation [5], tout en fournissant des bornes évoluant au
cours de I'exécution des modeles sur les erreurs numériques accumulées.
Il devrait également étre possible de définir une version quantitative de
I’analyse de flot d'information entre sites des protéines, afin de négliger les
petits flots d'information, au prix d"une perte de précision dans les modéles
réduits.

Cette approche devra aussi étre s’appliquée au cas de la sémantique
stochastique des modeles Kappa. Celle-ci décrit le comportement d'un
modele comme une distribution de traces d’exécution. Un cadre formel
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pour l'exécution numériquement approchée des modeles permettra d’'in-
terfacer les sémantiques différentielles et stochastiques de Kappa pour
concevoir une sémantique hybride, plus adaptée a la description des inter-
actions entre des occurrences d’espéces biochimiques géants rares et des
occurrences de petites especes présentes en trés grand nombre.
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