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SUR LA LOI DU MAXIMUM DE CERTAINS PROCESSUS STOCHASTIQUES

par Jean DIEBOLT
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Sumary :

We prove, by geometric §onsiderations, that the law of the maximum of certain
Processes of the form X, Zb cos jt + n sin jt) has a density which admits
2 suitable integral representatlon ; from this we derive asymptotic properties of
this density for gaussian processesmof the mentionned type, then, we extend part
of these results to the case Gin ; bj (Ej cos it + ns sin jt), using both pro-—
babilistic and infinite dimensional analysis arguments (the last results are only
announced) .

Nous montrons, par des considéraﬁions géométriques, que la loi du maximum de
tertains processus de la forme X Z b (E cos jt + nJ sin jt) admet une densité
Wi posséde une représentation 1ntegrale ; on utilise cette représentation pour
Etablir des propriétés asymptotiques de la densité en question dans le cas gaussien
puis nous &tendons une partie des résultats obtenus au cas

X:‘ ij (Ej cos jt + nj sin jt), en utilisant & la fois des arguments probabi-
1

listes et des arguments d'analyse en dimension infinie (les résultats les plus

Tecents sont seulement annoncds) .
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I - INTRODUCTION
Ave
(I.1) - Dans [11], V.S. Tsirel'son montre, en utilisant des résultats de Théorie
Géométrique de la Mesure, appliqués 3 des convexes, qui sont des intersections |
t
finies de demi-espaces de RN , puis en passant 34 la limite quand N tend verg N{j
:
1'infini, que, pour une suite gaussienne de variables alatoires de m€me loi dgp ﬂ_"
in
le maximum est fini avec probabilité un, la loi de ce maximum admet une densitg 1
continue, continlment différentiable sur l'ensemble des réels ol la fonction de CE
répartition F du maximum est non nulle. Il obtient de plus 1'&quivalence, s
lorsque a tend vers l'infini : =
P @) Ca) b)) o7 E@ @2 4
Ici, b(a) vérifie : a - b(a)— 0 et a(a-b(a))— + = quand a—= , et t(a) est (I
dor

x 2
défini par : #(t(a)) = F(b(a)) ; &(x) =\r (2")—1/2 = 12 &5 {

- oo
(I.2) - Dans [10] , L.A. Shepp et D. Slepian trouvent la loi du maximum sous fome d'

d'une série d'intégrales doubles pour un processus gaussien stationnaire, de cova ga

riance r périodique et linéaire par morceaux. Ils dégagent une propri&té de

(L.
symétrie du processus, et une propriété d'indépendance conditionnelle qui leur
il
permet l'utilisation de résultats relatifs au mouvement Brownien.
(I.3) - Dans [3], S. Berman &tablit que, si X = (X_, t = 0) est un processus
9 t
5 pro
gaussien stationnaire, de moyenne O et variance | , de covariance C, pour ]
ut1
tout T >0 , on a :
1./2 ~ —a2/2
P( sup X, Za) ~ T(-r'"(0)) 2wy . (a— + =)
[ O’T] de

Il utilise un lemme de D. Slepian, qu'on trouve dans [ 9], selon lequel, si les  tay
covariances de deux processus gaussiens stationnaires sont liées par 1'indgalité des
rY(l) (6) < rY(z) (?) pour tout B de [-T,T] , alors on a :

'bie

P( sup Yt(:l) >a) =2 P( sup YEZ) > a) .
[0,T] [0,T]
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\ iec ce lemme, il peut comparer, pour t assez petit, le processus X au processus

- 1/2 i =
€ 1, de covariance cos t(-r"(0)) / , qui correspond au cas N = 1 de mon &tude.
Wtons qu'il a besoin au cours de sa démonstration, qui est assez longue, de
fsultats sur le nombre de croisements en montant du niveau a par X_, 0 St<t,

t  nsi que d'une formule qui simplifie 1'expression de la probabilité P(XO;* a,Xs;' a)s

% sont 13, avec le lemme de Slepian, des ingrédients que 1l'on retrouve dans plu-
{sieurs travaux sur la loi du logarithme itéré pour le maximum sur [0,T] d'un processus
mussien stationnaire, (T—>+ =) ([4], [5] , [8] par exemple), dont je ne m'occupe
|

i ici (les trajectoires des processus que j'étudie sont 2 g-périodiques).

(L4) - Enfin, Fernique [ 6] &tablit des majorations et des minorations d'expressions

dmt le prototype est P( max X_=> a), X é&tant un processus gaussien, en vue

ioa *

rme  {'obtenir des renseignements sur les propriétés des trajectoires de§ processus

va- | lussiens.

'[L5) - Les méthodes que j'emploie sont entiérement originales ; quant aux résultats,

Iiii le sont aussi, sauf le corollaire (VI.I13), qui est contenu dans [3] (voir (I.3)).

| Je remercie le Professeur Paul KREE de m'avoir orienté vers 1'étude des
lblines de dépassement par un processus d'un niveau donné, et de m'avoir toujours

Ulement conseillé.

i Je remercie Paul DEHEUVELS de m'avoir appris les bases et les applications
la Théorie des Valeurs Extrémes, de m'avoir fait connaltre les articles fondamen-
X (de . Berman, H. Cramer, J. Pickands III en particulier) concernant 1'étude

i ~ §
. $Valeurs Extr@mes pour des processus gaussiens.

Enfin, je remercie Jean-Pierre RAOULT, qui m'a toujours témoigné une

o
“weillante attention.
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I1 - PRESENTATION DE L'ARTICLE qué
5 . G = : en
(II.1) - Soit N un entier supérieur ou égal 34 deuwx ; soit (Q ,G., P) un espace
AT
probabilité ; pour w € 2 et t €ER, considérons
= : . que
Xt(w) = ij(ij(w) cos jt + nj(m) sin jt) ; on suppose, dans toute la suite, que
1 1 Nt
tous les coefficients bj sont non-nuls, afin de simplifier 1'exposé général
(11
uniquement.
X (
At on . Y ] 2N -
(TII.2) = Soit = (w) la variable aléatoire a valeurs dans R :
(5] (w), n Vanr 5 oe ey EN(m), nN(m) ; nous supposerons que les variables al@atoireg o
— ' Ain
composantes de _, sont d'ordre deux, deux-d-deux orthogonales, qu'elles sont toutes
centrées et de variance un, enfin que la loi de E admet une densité continue et (11
bornée, que nous noterons ¢.
En
(II.3) - Dans ces conditions, le processus X défini en (II.1) est a trajectoires
ce
2m -périodiques, analytiques ; il est séparable ; il est stationnaire au sens larg:
N
et sa fonction de covariance est r(%) = Zb? cos jG. (1T
1
1'e
(I1.4) - Soit J 1'intervalle [0,27] ; nous noterons sup par sup ; soit i
]
8 & 7 z Ad
Z(w) = sup Xt(w) ; c'est une variable aléatoire, d'aprés (II.3). Le but des § III,
IV, V est d'établir que la loi de Z admet une densité fZ qui posséde une répré
- R I
sentation intégrale de la forme : :
i -1 2 R
(II1.5) f (a) = dt A (aA /AT - u,(ALA° - A)) / AA )
Z 1 252 1 I
o D(a) (Ir
C
¢(M(a,t,u)) du2 duZN-I (a
N N N (11
pour a 2 0 avec : Az - Z:b;Z 5 A:: = ij b? § Ag = Zja bJ? , tandis que D(a) est
1 1 1
: . 2N-2 b ; SOt
un convexe fermé de IR dont nous préciserons plus loin la définition et les

propriétés ; en particulier, D(a) est indépendant de la loi de =", et ne dépend

salflinn
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. que des coefficients bj s enfin, M(b,t,u) est un "paramétrage" de C(a), défini
a (III.3), et que nous &voquons en (II.6).
Apartir du § VI, nous nous intéressons au cas gaussien. Au § VI, on explore

qelques propriétés de fz . Au § VII, nous étudions le "passage 3 la limite" quand

ue |
¥tend vers 1'infini.

(II.6) = La démonstration de (II.5) repose sur la remarque suivante :

| 2N

‘Xt(w) = <= (w), £(t) > ; ici, <x,y> = Z X9 désigne le produit scalaire canonique
1

|

5 del{m, et £(t) a pour composantes : (b1 cost, bl :-'.i.nt,...,bN cos Nt, bN sin Nt).
'Ainsi,

1tes

: (IL.7) P(Z < a) = jﬁ p(x) dx (a > 0)

C{a)

| In étudiant 1a géométrie de C(a), on en découvre un paramétrage naturel M(b,t,u),
. te qui nous conduit 3 un "changement de variables" dans (II.7).
arge .
(IL.8) - Nous noterons H 1'espace euclidien GRZN, <, >), et lxl la norme de
U'élément x de H . Remarquons enfin que (J,f) est un arc paramétré fermé,

ialytique, dont 1'image £(R) est incluse dans la sphére de centre O et de rayon

|
| fde H, soit S(A).

[1,

II - ETUDE GEOMETRIQUE DE C(a) ; RELATION AVEC L'ENVELOPPE E(a) = U G(t,a) ET

» t

PARAMETRAGE M DE CELLE-CI

([H-l) = Nous allons d'abord introduire le convexe C(a),

|

M) ={xen| <x , f(t) > <a VYt €J}, a>0: on a, par définition de 2

: (1. 2) P(Z <a) = I p(x) dx
= c(a)

S
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Remarque : Il existe a, tel que, pour a Pao, on aitf
C(a)

#(x) dx >0 ; en effe
]

. * ’ . : 2
la famille (C(a), a € R ) est croissante, et, s'il n'existait pas un tel a
o

Or

cC

alors on aurait P(Z = + » ) = |, ce qui contredirait le fait que, pour tout w,

Z(w) est fini.

Soit F(a) = Fr C(a) la frontiére de C(a) :

(III.3) - Lemme et définition de C(a) :
Lemme
a) Pour tout a >0 , F(a) = {x €EH |sup < o E(Er>  =mighec.

b) La famille (F(b), b € [0,a] ) est une partition de C(a)

Démonstration :

a) Posons F (a) = {x el | sup <x , f(t)> =rakyg” il s’agit d=nonren

Po

in

que F(a) = FI (a). Montrons d'abord que Fl(a) CF(a) : en effet, 1l'ensemble Fl(a) (1

est inclus dans C(a) ; soit x € Fi (a) : la fonction continue t —» <x, £(t)> atte.

son maximum en un certain point t € J; tout voisinage de x contient un point Dé
qui n'appartient pas & C(a), car, pour tout n >0, on a : on
<x + (nh2A) £(t) f(t°)> = a + An/2 > a, et x + (n/24) £(t) € B(x,n) 0
(boule ouverte de H de centre x , de rayon n). D'autre part, 1'ensemble t-
{x €c(a) | sup <x, £(t) > <a } est ouvert dans H, parce que si x est dans €5
cet ensemble, il existe o > 0 tel que sup <x, £(t)> = a - a, et alors, T

pour tout y € H tel que llyl <2 , on 8 -pout stoath bV
2A Fr
1
<X"‘Y,f(t)>=<xs f(t)>+<Y:f(t)> l
es

Sa-a+lyl I£Ce)N
e e ave
2A
a

<a - 7 ) (1
<a I
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et, (pen déduit que le complémentaire de Fl(a) dans C(a) est un ouvert de C(a) qui

contient l'intérieur de C(a), donc Fl(a) = F(a).
b) se déduit immédiatement de a) .

‘ (II1.4) - Définition de 1l'enveloppe E(a)
Jour tout t , les vecteurs f£(t) et f'(t) sont non nuls et orthogonaux, donc

indépendants. Posons :

(NG (E,a) = Ix €EH |l =w, f(t)>E=miet <x, £'(t) >=0 } :

! (II1.6) - L'enveloppe E(a) des hyperplans affines tangents & la sphére S(A) le
long de 1'arc (J,f), d'équations <x, £(t) > = a, est la réunion de ses 'généra-

rEEiG e, 2),, t € J.
rer

) (II1.7) - Lemme

tteit L'ensemble F(a) est inclus dans 1'ensemble E(a).

L Démonstration :

In vient de voir que, si x € F(a), il existe t = t, tel que < x, f(to) >=a ;

e plus <x, f£(t) > < a pour tout t. Ainsi, au point t, » la fonction c!
t—<x, f(t) > atteint son maximum, donc sa dérivée en s soit < x, f'(t0)>

est nulle. O

(IIL.8) - Nous allons paramétrer F(a), et, pour cela, utiliser le repére de

frenet de 1'arc (J,f) ; puis, nous utiliserons ce paramétrage pour le calcul de
l'iﬂtégrale (I1.5) : il nous faudra préciser, pour tout t , quelle partie de G(t,a)

t contenue dans F(a). Il nous faut d'abord établir un lemme, qui est en relation

dec la stationarité de X :

| (IL9) - Lemme

Pour tout B € R, il existe une transformation orthogonale U‘E telle que, pour

tout k €W, et pour tout t €R, on ait :
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(k) (k)
III. 10 f t +G = U £ t .
( ) ( ) o (t) (I
Démonstration : s
pem
I1 suffit de prendre pour matrice de U?S Jla matrice 3 i
4 N
cos 3 - sin G £f
0 en
sin B cos &
\ (11!
cos NG - s8in NG
0 Lor:
sin NG cos NG
pou:
o
4 2
not
Autre lemme, indispensable celui-ci, pour définir le repére de Frenet de (J,f) :
Ain
(III.11) - Lemme
Py (28-1)
Polr £out £ LECE), EL(E) ovonn E (t)) est une base de H. (IL
Démonstration : H pe

Vu (IIL.10), il suffit de montrer que (£(0) ,..., f(ZN_l) (0)) est une base de H, | f'((

Or, soit H, le sous-espace vectoriel de H formé des vecteurs dont les composantes |4,

1
de rang impair sont nulles, et H, celui des vecteurs de composantes de rang pair g
nulles : H est somme directe orthogonale de H1 et H2 les dérivées d'ordre pair de les
f en 0 appartiennent i H o, celles d'ordre impair & H, ; on est ramené 3 montrer qugp ¢
les dérivées d'ordre pair (respectivement impair) sont indépendantes dans H, (res- .y
pectivement Hz). I1 suffit d'examiner le déterminant de leurs composantes, qui est .

un déterminant de Van der Monde, au facteur b '"bj' "bN # 0 prés. o

1
(111

(III.12) - Lemme

Pour tout (t,®) E]Rz , pour tout (k,%) E]N2 S ona e
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[REL: 180 &€® 25y , £ (> « (nlepEogy

Démonstration :
2
(o montre d'abord que pour tout (t,s) €ER” , on a :
<E(t), f(s) > = r(t-s) puis on dérive cette relation k fois en t et & fois

en s, et enfin, on remplace t par t +% et s par t.
]

(ITI.14) - Définition des fonctionms [A,B] (t) :

lorsque deux fonctions vectorielles A et B vérifient la propriété suivante :
pour tout (t, ) E]R2

- » <A(t+G), B(t) > est une fonction indépendante de t, nous

noterons : [A,B] (B) = < A(t+B), B(t) > .

T, 1 3) st serie ¢ i[85, () e eyt LEEHDD

(II1.15) - Nous allons maintenant orthonormaliser la base (f(t),...,f(ZN_])(t)) de

i par le procédé de Gram-Schmidt. On a vu que £(0), f(z)(O),.. =

o f(B)(O),... € H, ; appliquant U , on trouve que les dérivées d'ordre pair

€S e f en t et celles d'ordre impair appartiennent i deux sous—espaces vectoriels
P PP P

T supplémentaires orthogonaux, qui sont Ut:Hl et Utl{2 ; de plus, d'aprés (III.13),

de g coefficients de la combinaison linBaire exprimant les Fj(t) en fonction de f(t)

. ué e b . -
T q¥et de geg premiéres dérivées sont indépendantes de t : on peut les calculer par

€5” lexemple en considérant le cas t = 0. FZk(o) s'exprime 3 1'aide de £(0), £"(0),...,

et et £, . 1(0) 3 1'aide de £'(0), £°(0),... D'od :

£+ £(2) s

2k, 1 2k, 2 LS

(1111 -
6) FZk o £

i 0'2k,k+]

f(l) ¥, £ (2k+1) .

Forer = %apsr, 1 Sy T

fioas I e
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Exemple de calcul des constantes :
(II1.17) o Kat a® -adh & = ATIACAE A%~k i
» Plisp ' igrabg 1 BE My g = 2 1 .

Dans ces conditions, on trouve :

('1)k+u [FE Ed Fk ]

(111.1§) . %1

(III.19) Fk(t +B) = U'G Fk(t)

(Fo""’FZN-I) est une base orthonormale de H , tandis que (Fl,...,FZN_]) est

une base orthonormale de 1'hyperplan vectoriel tangent en f(t) & la sphére 5(4)
et que (af/A2 : FZ""’FZN-I) est un repére affine de G(t,a) (défini en (LIL.5)).
On en d&duit le paramétrage (non injectif) suivant de E(a), noté m o, défini par :

2N-1
(I1I1.20) m_(t,u) = aF_(t)/A + sz ug (Fy(t)

/ B ) 2N-2 -
Ici, t déerit J , et u.= (uz,...u ) décrit R 5 ce paramétrage est tel que,

2N-1
si 1l'on fixe t , 1'application u__yma(t,u) est un isomorphisme affine de

RZN—Z sur la "génératrice” G(t,a).

I1 nous importe & présent de savoir quand et ol le paramétrage m_ est une immersion

On a le lemme suivant, dans lequel B.ma désigne la famille des vecteurs

om om om
a a a

—y ——— sy

ot au2 ou

2N-1

Sl

(I

a)
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(111.21) - Lemme

a) On a la relation gram(a.ma) = (aAl/A2 =

b) Plus précisément, on a :

(122  gram(d.m)) = (aa, /4% = v uy’

1./2
‘ u=(A§A2—A£;) /AA1

41

2N-1 2
}'__‘,2 uj <Fj , F} >)

, avec

¢) L'application dérivée de m_

est de rang strictement inférieur & (2N-1) si et

seulement si

u vérifie 1'équation :

) II1.23) wu, = ah /A2 2
).
Ce sont les points de "1'arEte de rebroussement" de E(a), définie comme la réunion
Ve b
quand t € J des sous-espaces affines de codimension 3 définis par les 3 &quations :
| (11124 Cop, Elt) D= all® ; S5 £ D= 0 % PO > =0 .
sl B,
|Demonstration 3
9 m
2) Comme = Fj, on a donc :
9 u.
J
ion a ama a
-sion, _a —_— oy —c
| < 5 F2 > < . FZN—] >
at ot It
Bma
gram(3.m ) = | <— , F, > 1 0
a 2
at
. 0 3
am I
L a
: FZN—I &
ot
S i
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Un raisonnement par récurrence sur n montre que le déterminant A(al,...,a ) )
n ¢
défini comme : i
a a, . a
re
a, 1 o
a 3
v
T, 2
vaut a - E a;
2
2 |
Bma 2N-1 Bma de
Par conséquent, gram (a.ma) il - E — , F.> . Comme les Vecteurs
at 2 ot J e
pU!
Fo LY FZN—] forment une base orthonormale, on a :
" 2 o, 2 am -
gram(d.m_ ) =< — , F > + <— . .F>» qadr, < e _ F > act pnldeee
a o 1 o cof
ot at ot
var
Bma
— est tangente 3 la sphére S(A) ; en effet, pour 2 < j < 2N-1 , on a var
ot ]
de
T e - L pran -
SEh Fj > o+ ‘f-f,I"j > =0 , et aussi < f ,Fj> —A1<F1 2 Fj> - 00, o
Bma 2 2N-1 - G(t
i = = - '
Enfin, > F = aA]/A E e <Fl ] Fj =
at 2 D(t
O
b) De la théorie de Frenmet résulte que < F]’ ” Fj > =0pour j =3. On a l(IV
F, = £'/A done F! = f"/A ; mais F, = g f +q £\ d'oli g
1 1= 1 I * 2 2,1 2,2 2
Dém
o J o - i .
u2,2 " = F2 a2,l AFO » et enfin : L'i;
G g R r€
N o =
(ELE.25) F] (AI/A) Fo + ((AZA A]) /AAl ) F2 . !
(et
O
: Aing
SR,
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0) m; est de rang 2N-1 si et seulement si gram(a.ma) est non nul.
)autre part, d'aprés (III.25), si x vérifie les équations de "1'ar@te de

rebroussement', alors :

- (A/8) <xF >+ u<xF,> =0 -

| IV - ETUDE DE LA PARTIE DE G(t,a) QUI EST DANS F(a)
|

Nous avons vu en (III.7) que F(a) est inclus dans E(a), qui est réunion
l'&es "génératrices" G(t,a) lorsque t décrit J ; nous avons mis en &vidence un
r.eursl tepére affine privilégié de G(t,a), pour t € J ; ceci nous a permis de paramétrer,

pour chaque t, la "génératrice" G(t,a), au moyen de 1'application

ll—)ma(t,u) 5 XL E]RZN_Z ; et de paramétrer E(a) avec m, - Nous verrons au § V
| wmment déduire de tout cela un paramétrage de la réunion des E(b), lorsque b
varie entre 0 et a, qui contient C(a), et comment en extraire un "changement de
iariables” dans 1'intégrale (II.7) pour obtenir la formule (II.3). Il s'agit ici
‘de déterminer, pour chaque t, quelle est la partie de G(t,a) qui est contenue

fans F(a). Nous allons montrer que cette partie est identique 3 1'intersection de

[6t,a) avec C(a) : notons A(t,a) = F(a) N G(t,a) et

HER = {w e p?2| m (t,u) € A(t,a)) 3

(IN.1) - Lemme

—_—

‘| al'egalité : A(t,a) = C(a) N G(t,a).
|

Demonstration :

Vinclusion de A(t,a) dans C(a) N G(t,a) est &vidente. Inversement, soit
| ¥€C(a) n G(t,a). Alors, x vérifie sup < x,f(s) > < a, et <x, f(t) >=a
|

et <x,£'(t) > = 0).

|
... 5, sup <x,£(s) > =a, et x € F(a) N G(t,a).
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(IV.2) - Lemme

a) Pour tout t, A(t,a) et D(t,a) sont des convexes fermés dans H et dang ]RZN"2 (

respectivement.

b) Pour tout t, pour tous a, a' >0 , A(t,a") se déduit de At a)ipar 1! homothat,

vectorielle de H de rapport a'/a ; il en est de mfme de D(t,a") et D(t, a) dang
ZN -2

= . ]
Démonstration :

a) C(a) est un convexe fermé de H, ainsi que G(t,a) ; leur intersection 1'est aussi |
c'est A(t,a). Quant 3 D(t,a), il s'obtient i partir de A(t,a) au moyen d'un isomor- !

phisme affine.

b) La encore, C(a) et G(t,a) partagent la pPropriété énoncée. L

Essayons maintenant de mieux caractériser D(t,a) :

(IV.3) - Lemme

L'ensemble D(t,a) est indépendant de t ; notons-le D(a) ; D(a) est défini comme

[1
2N-2

l'ensemble des u €R qui vérifient, pour chaque &Ge J, 1'inéquation :

2N-1 0y N
2 wleE] (D) < al - (@D . 2
z
Démonstration : On

Par ((IV. 1), A(E,a) ={ma(t,u)lu E]RZN-2 et < ma(t,u), f(8)> = "a Vs}

De
" 2N-2
tandis que D(t,a) ={u €ER | <ma(t,u), f(s)> < a Vs} 3
Sa
D'aprés (III.10), (I1I.19) et (III.21), on a :
< ma(t,u) s Tla) = =<ma(0,u), f(s-t) >, de sorte que cel
D(t,;a) = {u = RZN—2 <ma(0,u), f(s-t)> € 23 Ys } %
O &
e oy
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fna la formule :

2 (.4) F(a) =U A(t,a) .
J

Il est clair que 0 €D(a), pour tout a > 0. Nous allons maintenant montrer que D(a)
étie | ¥
" 1'est pas d'intérieur vide ; avant cela, &tablissons le lemme suivant :

' (IV.5) - Lemme

Pour tout j compris entre 2 et 2N-1, le rapport

2.(t) = [£,F.]1 (£)/(1 = (r(t)/A%)) qui est bien défini pour t 0 (2m), tend
aussi| | J J

omor-| | Vers ume limite finie quand t tend vers zéro.
b
Demonstration :

lrsque t tend vers zéro, numérateur et dénominateur tendent vers zéro ; plus

pécisément, 1 — (r(t)/Az) = (p2/2) t2 + o(tz), avec :

(Iv. 6) p=A/A :

Dautre part, d'aprés (III.12) et (III.16), on a :

e (2k)

if,FZkl = G'Zk,! £+ qu,kH ¥ , de sorte que [ £, FZk] est de la forme
¢ N

ZI‘ BZic,i cosit, avec 21:: BZk,i =0 , puisque, pour t = O, [f’F?.k] = (5

2 2 -
0n ddui - e
en déduit que [f’FZk] 321{ t” +-0(t™) avec KZk Z[ BZkH,i/z 5
N

| De meme, [£,F ] = r(l) +

= Gomirs

(2k+1) _ S
2+ 5 ooy iy k41 R o zl: - e R

N
Sa dérive J = = i i
rivée vaut [£', F2k+] 1 A] [FI’FZkH] g: i BZk+l,i cosit, et, comme

N
ette dérivée est nulle pour t = 0, il vient Z: i 82k+l g * 0, et finalement
Ll

5 % 3 3
T Apupli 2 pUE o

D

M notera encore zj la fonction obtenue sur J par prolongement par continuité.

il aiate
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(IV.7) - Lemme

Soit z(t) 1la norme euclidienne du vecteur z(t) = (zz(t) S iy zzn_l(t)).
Alors M = sup z(t) est strictement positif.

Démonstration :

Supposons que M = 0 ; alors, on aurait, pour tout ds &€ 3 = 2N=1,

=f(t). Fj (o) > 0 pour tout t ; donc, pour chaque t, f(t), orthogonal au
sous—espace vectoriel de H engendré par les vecteurs F."I (0), 2 €j < 28-1,

appartiendrait au plan vectoriel engendré par £(0) et £'(0). On aurait en

particulier nullité du mineur

bl (o] b1 cost
0 b] bt sint s
b2 0 ‘b2 cos 2t

Or, ce mineur vaut b‘l'a bz(cos 2t-cost), et par hypothése, b;b, # 0.

2

(IV. 8) - Lemme

L'intérieur du convexe D(a) n'est pas vide, et de plus D(a) contient la boule

de centre 0 et de rayon a/M de IRZN-Z, notée B'(0,a/M) :

Démonstration :

Soit u € B' (0, a/M) ; d'aprés 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient, pour toutt

2N-1

/ - <
Zz: uJ zJ (t),

z(t)’ <;.M=a .

u

O
Un lemme qui nous servira pour montrer 1"injectivité du paramétrage d'un ouvert

de C(a) que nous allons définir et étudier au § V :

et

a)

et

b)

Dar

don
2N-

Un
pas

Enf
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(v.9) - ﬂ

Sib#b' ou tF t' (27, alors : A(t,b)° n ﬂ(t‘.',b)o =0

(A(t,b)c désigne 1'image par 1'isomorphisme affine u _-.;mb(t,u) de 1'intérieur
de D(b)).

Démonstration :
.

) supposons d'abord que : b #b' ; 8i x € L\.(t,b)o, on a sup < x;f(a)> = b

set sl xEA(t',b')o, sup <x,f(s)> = b'
( O

| f
' b) supposons maintenant que : b = b' et t ?;' th (2W) ¢ saoit

xEA(t,b)0 n A(t',b)o : x est de la forme m.b(t,u), avec u € D(b)o, et en outre,
<mh(t,u), £(t!) > = b, donc < m.b(O,u), fLG) > =b,.avecs, 6= £ = ¢ ;..éo (23) .
2N-1
dinsi, Zz: u:.I zj(‘G) = b. Comme b > 0, il est impossible que z(®G) = O.
Vautre part, nous allons montrer 3 la fin de cette démonstration que, pour
t$0 (2™, le vecteur f(t) n'est pas dans le plan engendré par f(0) et £'(0).
l dans ces conditions, 1'hyperplan affine de H d'équation < x, £(G)> = b coupe

6(0,b), qu'il divise en deux régions :

EEe0.b)] <z, £(B) > >b} et [xe€6(O.b) <x, £FIG)> < b}

|

[ Dans tout voisinage de mb(o,u), on trouve des points de chacune de ces régions ;
ut t

 done, dans tout voisinage de u, on trouve des points de D(b)‘J qui vérifient
N~
ZZ ﬂj zj('tw) > b, ce qui est absurde.

I raisonnement &1lémentaire montre que, pour t ’}* 0y (21}, £(t), «£(0), £'(0) ne sont

P35 coplanaires.

O
6%
i “fin, un dernier lemme va établir que sur 1l'ouvert D(a)o, on a
| ’ e
2o/ - u u2| =ap/A -y u, (voir III.22 et IV.6), sa preuve est immédiate.
TRy
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(IV.10) - Lemme

(IV.11) - Soit P(a) = {u € R2V2|

o, < p a/A} . On a 1'inclusion :

(IR D) Yot ghyr ¥

V - DEFINITION DU PARAMETRAGE M DE C(a) ; ETABLISSEMENT D'UN DIFFEOMORPHISME
OBTENU PAR RESTRICTION DE M , ENTRE UN OUVERT V ET UN OUVERT W DE C(a)

LE COMPLEMENTAIRE DE W DANS C(a) EST NEGLIGEABLE ; DEMONSTRATION DE (1L5f

ET PREMIERES CONSEQUENCES.

Nous allons paramétrer C(a) par 1'application M suivante :
2N-1
(V1) M(t,b,u) = m (t,u) = bECE)/AZ + 3 u. F. ()
7 3 J

pl
D
pa

ce

a.

bo

Ici, t décrit J, b décrit [0,a] s u décrit D(b). M est une fonction analytique ve

de (t,b,u). Nous voulons utiliser le théoréme de changement de variable dans 1'ip- D(

tégrale (II.7), avec pour difféomorphisme de changement de variable, la fonctiog N,

convenablement restreinte d un ouvert V qui sera simplement :

(v.2) V= i(t,b,0) , t 10,29, bE }0.al o u€ BB 3 %
Il nous faudra montrer que Mlv : V—M(V) = W est un difféomorphisme, et que

C(a)\W est négligeable.

(V.3) - Lemme

L'ensemble V est un ouvert de H.

Démonstration :

On remarque tout de suite que V = Jo,2w [ x Vl , avec
2N-1 o

(V.4) Vl ={(b,u) ER s €0 al o e Bih)- |

I1 s'agit donc de montrer que V, est un ouvert de ]RZN-i .

On utilise de fagon décisive la propriété de croissante de la famille (D(b)o,b >

soit (bo,uo) = VI 3 c'est-d-dire que bo El0.al . et que u € D(bo)o s

Not

di

a)
b)

c)

0)
Mai

| de
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ZN_Z, contenue dans D(bo)o. Deux cas se

Il existe une boule B' (uo,u) , 0>0, de R
| présentent : ou bien u, # 0, et le point (1 + (c/2|uo|)) » Uy est encore dans
])(bo)ﬂ, done u_ appartient 3 (1 + (U/2|uol ))-l. D(bo)o = D((1 + (o/2| uol ))-].bo)o,‘-et
par conséquent, il existe n > 0 tel que ug & D(bo - n)o. Ou bien ol 0, et dans

5, ‘ce cas, la conclusion précédente subsiste. On a vu au lemme (IV.8) que D(b) est

-‘%); E {'intérieur non vide, pour tout b > 0 ; par suite, il existe p > 0 tel que la

3 ) boule B'(uo,p) soit incluse dans D(bo - n)° , et ceci implique que

rlba- n, by +n [x B'(uo,p) est inclus dans V), :en effet, si

rhE]b0 -n, bo *.n'l, et urE B'(uo,p) (n étant choisi pour que }bo s e nl ,

swit-inclus dans ]0,a[ alors u € D(bo - m°; done, puisque b >b° - n, et en

ique, vrtu de la croissance en b de la famille (D(b)o, b > 0), u appartient a

in- 0b)°, et par suite (b,u) € v,

O
on M,
Yous allons maintenant calculer le jacobien de M , et montrer que M]V est un
tifféomorphisme local, de sorte que W = M(V) sera un ouvert (inclus dans C(a).
(I.5) - Lemme
Ii) det M' = A-](a p/A - u uz) pour u € D(b)o
lb)Hw est un difféomorphisme local de V sur W = M(V)
[t} West un ouvert de H.
\
Vemonstration :
; ?) Calculons le déterminant de Gram de M' {t.bin).:
Por. AP SO
gram M' = 0 1 = A_z(b p/A = 1 u2)2
E gram(3.m; )
> 0) "
fais y € D(b)°, donc, d'aprés (IV.14), u € P(a), et par conséquent,
M (gren ') 2 =4 (b p/h =y u) >0 .
[ )
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b) De a) et du théoréme d'inversion locale, on déduit que M, est un difféomor-
phisme local. D'oli aussi c).
Par conséquent,
v.6) W = M(V) est un ouvert de H (contenu dans C(a). Pour montrer que
My ¢ V— W est un difféomorphisme, il reste & prouver que M|y est injective ;
c'est ce que nous avons déji fait en démontrant le lemme (Iv.9). Ainsi

Mlv : V— W est un difféomorphisme.
a

Pour pouvoir démontrer (II.5), il reste @ &tablir que C(a)\W est négligeable

pour la mesure de Lebesgue (canonique) de H.

(V.7) - Lemme

L'ensemble C(a)\W est négligeable.

Démonstration :

On sait que C(a) = M([0,2™] x {(b,u), b € [0,a] , u €ED(b)} )

et que W=wM(0,27 x {(b,u), b €]0,a[ , u €ED(B)’})

Nous avons & montrer, d'ume part, que M({0} x {(b,u), b € [0,a], u €D(b))} est
négligeable ; et d'autre part, que

M(10,2 n[x {(b,u), b €[0,a] , u € Fr(D(b))} ) est aussi négligeable

a) Montrons que M({0} x {(b,u), b € [0,a]l, u € D(b)}) est négligeable : cela est
dii au fait que l'ensemble {0} x {(b,u), b €[0,al, u €ED(b)} de ]RZN est inclus dans
1'hyperplan t = 0, qui est négligeable, et au fait que 1'image d'un ensemble

négligeable par une fonction CI est négligeable.
O

b) Montrons que Fr(D(b)) est de mesure nulle dans ]RZN—Z, pour tout b > O : nous

revenons aux notations (IV.6), (IV.7). Nous remarquons pour commencer que, pour
' (2N-2) T, Sl e
t i 0 (2T), des vecteurs z(t); 2Y(E)", cucs = (t), sont linéairement indépen-

dants ; onp peut pour cela montrer que, dans les mémes conditions, les vecteurs

/o
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(lf,Fol (t) o LY [f’FZN-l.] (t)); ([f"FO] (t) § Ty [f"FzN_ll (t}),-"s

([f(ZN—I),Fo] (E) 5 eunsy [f(ZN—]),FZN_l] (t)), sont linéairement indépendants ;

or, la matrice associée 3 ce systéme de vecteurs n'est autre que la matrice

 du systéme TTDre CLUEY yer v f(ZN_‘l) (t)) dans la base (FO(O)’""FZN-I(O))'

fn conséquence, | z(t)l # O pour t $ 0 (2m.

) Nous remarquons ensuite que Fr(D(b)) est incluse dans 1'enveloppe des

N- . :
hyperplans <u, z(t)> = a de RZ - : 1l nous suffit de montrer que cette enve-

loppe est négligeable, et pour cela nous la paramétrons comme nous l'avons fait

. z .
pour E(a) : soit K0 = i.;l (E $0 (2m), et (Ko""’KZN-B) construit par le pro

édé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt & partir de (z,.. .z(2N—3)) (t $0 (2m).
. , 2N-3

n forme le paramétrage C : Q(t,w) = bz(t)/lz(t)l " + > ws Kj(t), t € ]0,211 ,
2

2N-4

o0
vER . Q est fonction C de (t,w). D'aprés le théoréme de Sard, l'image par Q

¢ 'ensemble fermé L des points ol le jacobien de Q s'annule est négligeable. En

uitilisant d'autre part un recouvrement dénombrable de 10,27 xRZN_a\L par des
o owerts dont les images par Q soient des sous-variétés de dimension 2N-3 de RZN-Z,
! donc de mesure nulle, on établit finalement que Q(Jo,2m [x]RZN-A) est négligeable,
| et par suite, (comme dans a)), que Q(J xJRZN-4) est négligeable. 4
|
= |
jans | ¢} déduisons de b) que M(]0,2N1[ x Y) est négligeable, Y étant 1'ensemble

F b,u), e [0,a] , u € Fr(D(b))} : il suffit de montrer que Y est négligeable

2N-1
| dans R . On suppose que a > 0, (comme partout),

Puisque Fr(D(a)) est négligeable d'aprés b), pour tout n > 0, il existe un
| %wert U de ]RZN-2 contenant Fr(D(a)), et de mesure inférieure ou &gale d n/a.
0 montre alors facilement que 1'ensemble {(b,u). 0 <b < a, u € (b/a)U} & une

%sure de Lebesgue inférieure ou égale 4 n .
Bl

e ) gy 81
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Nous parvenons donc enfin au théoréme annoncé :
(V.8) - Théoréme

Si la densité ¢ est continue et bornée, la loi de Z admet, pour toyt
a€ R , une densité fz(a) continue qui est nulle pour a <0, et admet, pour a >,
1'expression suivante :

21 N
fZ(a) = J‘ dt j A—](a p/A - 1 u2) v (M(a,t,u) du2
o D(a)

e
qui n'est autre que (II.5).

Démonstration :
Le cas ol a <0 étant clair, on suppose que a > 0 : d'aprés l'ensemble des lemmes

précédents, et en appliquant & (II.7) le "changement de variables" M, on obtient .

21 a
J(a) = P(Z < a) =j dt 5 S, 1) &, ies i
o] o]

®(b,t) =j];

& OB - g u)) ¢ (M(b,t,u)) du, ... du

2N=1; 4"
(b)
On en déduit que :
20 a
(V.9) P(Z < a);m J' dt S ®(b,t) db
o] Q

Nous allons montrer dans le lemme suivant (V.10) que le convexe fermé D(1) est
compact. Voici ce qu'on en déduit : on remarque d'abord que, puisque
D(b) = b.D(1), le "changement de variables" u = bv donne :

HTEN = bZN_l \.r A-](D/A = uvy) ¢ (bM(1,t,v)) dv. Posons K = sup v . D'une
D(b)

part, pour tout t, 1l'application ‘Pt : b—> ®(b,t) est continue, car, pour tous
t et v, 1'application b +—> ¢(bM(1,t,v)), composée de fonctions continues, est
continue, de sorte que 1'application b—=(p/A - u vz) ¢ (bM(1,t,v)) 1'est aussi,

et cette fonction est majorée uniformément en t et v par (p/A +yu sup iv2|) K,
D(1)

sur le compact D(1).

pE

&
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2N-1

Ainsi, ‘l’t(b) est majorée par b A_](p/A + 1 supivzl)K y dv, et ceci est

D(1) D(1)

borné lorsque b varie dans un intervalle borné. On peut donc, dans (V.9), dériver
20

en a sous le signe somme, et on obtient fz(a) = j‘ ®(a,t) dt, ce qui conduit
o

Reste & montrer le lemme annoncé ; il est &quivalent de montrer que C(l) est
compact :

(V.10) = Lemme

L'ensemble C(1) est fermé borné, donc compact.
Démonstration :
. 2N
On notera (el, st eZN) la base canonique de R ; on notera [t] la

; £ +
partie entiére de t (t ER ).

Soit L, = SEV ({e €442 3 j >0, 4j#2 < 2N} ) le sous-espace vectoriel

1 43+1,

egendré par les vecteurs el‘j+1’e4j+2 » 1] &0, 4j#2 < 2N ; soit P la projection
orthogonale associée.
Soit L, = SEV ({e‘,*j_] €45 3 j 21, 4j <2N}) le supplémentaire ortho-
bl

gonal de L, et p, la projection associde.
Onap, +p,= Id,y » donc S o =<p; %, p; £(£)> +<p,x,p,f(t)> .

Remarquons que plf(t) = (b] cos t, b] gingt, O, 0, b3 cos 3t, b3 (T T 0 | O

0,0,...) et que pzf(t) = (0N0; b2 cos 2t, b2 Bin 2t, 05 O b, cos 4t, b, sin 4t,0,

- 0..0), de sorte que plf(t + D = - p]f(t), tandis que pzf(t + ) = pzf(t) on

Parvient ainsi a 1'équivalence suivante :
WD x €c) &V, <pyx, pyf()> < 1 - I<px, pEE .

bhen daduit 1'implication suivante :
(V.12) x € C(1) =V, <pyx, pyE(t)> < |1

Yotong C](a) (respectivement Cz(a)) 1'ensemble des y de L, (respectivement Lz) tels

1
fue <y, plf(t)> < a quel que soit t (respectivement < y,pzf(t)> < (a).
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On a donc :

)
(V.13) x €C(1) =3 pyx €Cy(1) 3
Ceci s'écrit encore :
(V.14) P,C(1) € c,(1) v
Ainsi, si Cz(l) est borné, alors p2C(1) 1'est aussi. Mais alors, il existe up
réel positif K tel que l'on ait ( i cause de (V.11)) (V.
(V.15) |<p[x, p]f(t)>i < 1 +K Ve 2
Notons I‘] (a) 1l'ensemble des y de Ll tels que l'on ait |< ,p]f(t)>l SR 5
Nous allons montrer que I‘l(a) est compact (a est supposé positif). En effet, on -
peut d'abord construire une suite de n = 2 [(N+1)/2] points Epaeent tels que
(pif(tl\,...,plf(tn)) forme une base de Ll ; notons t'l i l'l,...,t'n = tn + (
on a plf(tlj) = - p]f(tj) pour | <j <n. | 7

dim

Soit y € TI,(a) : motons ej(y) le signe de <3’sp]f(tj)>,et considérons la base (I b
)

de L, dont la composante de rang j est p]f(tj) si Ei(y) = A
p]f(t'j) si ej(y) = = 1 (par convention, on choisit que : ej(y) 1 5% mes
J ue
<y,p]£(tj)> = 0). Alors y appartient & 1'ensemble des &léments 2 de L1 tels :
que 0 € <£,1j> & apour 1 € j € n, ensemble qui est compact. En fin de (V.
3 Sou
compte, y peut appartenir & 2 simplexes de ce type, donc 1"] (a) est compact. I
o
Finalement, si Cz(l) est borné, pIC(l) et pZC(l) le sont aussi, donc C(1) est (.
borné.
B, e ) St ' : (V.
eccmmengons 1'opération précédente sur L2, qui est de dimension
; raddd, 2 2 i
2(N/2) , gi [R®/2] & 2 : on dEfinit p]( ) et pz( ), de méme que LI(Z) et Lz(z),
i 2 2
de maniére qu'on ait p]( )f(t+(H/2)) = - p](z)f(t) et (V.
(2) 2 . g
Py. £(t+(1/2)) = pz( )f(t) ; la dimension de L2(2) est 2 [N/4] ; on définit aussi’
Not

¢, @ o 48

(a)y < 2 Galjey T'] (2)(a) ; on trouve : i
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16 px € Cy(a) (=HVe, <9,V 5, P> < 1 - 1<p, Pup, Py

(v.17) x€C(l) = pyx € C2(” 5 p2(2) x € 02(2)(1)

{0 Ry Al sl o

)
| §i CZ(Z) (1) est borné, alors p2(2) C (1) 1l'est aussi, donc, par un raisonnement

Vt-!analogue au précédent, pl(z) C (1) est borné, donc pZC(l) est borné, domnc C(1)
O | &5t borné.
ne :
On construit de proche en proche, pour [N/297'] = 1, les projecticns
sl
‘ pl(q) et pz(q), les sous-espaces vectoriels L](q) et Lz(q), ce dernier étant de
dension 2 [N/297'] , les ensembles ¢, (V(a), ¢,'V(@), 1, P (a). si ¢, P (1) est
1) SR
(J borné, alors C(1) est borné.
. G L (q) : =
Pour un certain q, on a [N/2® '] = 1. Dans ce cas, C, (1) est simple
®nt le disque de centre O et de rayon !/bk de Lz(q), donc est borné ; par consé-
| Went C(1) est borné.
[ |
l(‘r’.lg) Corollaire :
| Sus les mEmes hypoth&ses, si ¥ est radiale, et si on note
3 2
[0Sy = ¥(x), on obtient la formule, pour a > 0 :
I -1 a2 2
W f.(a) = 2T 5V enoin 8 v ) B0 bl Shale
Z 2 2
L D(a) A
%.21) corollaire :
L~
}’ | SLC_I est gaussienne, on trouv;, pour a > O
' gk 2
JW-22) £,(a) = . A_l(ap/A - ¥ou) (Zﬂ)_(N”') e_l ™ e du
uSSi 1 D(a)

IN"“S allons dorénavant exploiter (V.22).
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VI - PROPRIETES DE LA DENSITE f, dans le cas gaussien :

Z

(VI.1) Théoréme :

La fonction £, donnée par (V.22) est analytique sur R:

Démonstration :
Faisons dans (V.22) le changement de variable u = av ; on trouve
2 2 2 2
(VI.2) fz(a) =Al(2n) (Nl)aZN 1 ea/Z.A Glh j Ealvl 12 25
D(1)

2 2
=1 i \[ vy o LEL .6 dv) pour a > 0.
D(1)

Puisque d'aprés le lemme (V.10), D(I) est compact, on peut &crire :

24, .2 2
(V1.3) j' R P f 1v1 2" dv
D(1) 0 D(1)

De méme, on a :

2.5 i
(VI.4) 5 goa® [ 2 o o Z 1% 8™ ¥ aly f v, lvi®® ay
D(1) 0 D(1)

Ainsi, fz(a) est égal, pour a > 0, i ]a somme d'une série enti&re en a, de raym

de convergence infini, et fz est bien analytique sur l'ensemble de ]R+ .
m}

On déduit de la démonstration ci-dessus le corollaire (VI.5)
(VI.5) Corollaire :

Pour a > 0 voisin de O, fz(a) est &quivalent a :

(VI.6) Loy O s \r av - pf vydv) a !
D(1) D(1)

2N-1

pourvu que le coefficient de a ci-dessus soit non nul. (Ceci prouve qu'il est

positif ou nul).
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(VI.7) Théoréme :
-1 ; ~1f2 ~*ls
Posons Vv = p(An) et d(E) '= (2m g © do

o

0n a 1'encadrement :
2 2 2 k
@2fady fry)

2 2
27 grafy /2

272 VI
(VL8  f£,(a) >pa 2 ae /2 ¢) wugre fon Q.
(0]

24,12
VL9 f£y(a) <paATZae® /22" (aay + v2am )

Démonstration :

Le convexe D(a) est inclus dans P(a) (voir(IV.12)), demi-espace de RZN_Z

défini par u, < av ; sur cet ensemble P(a), 1'intégrande du second membre de
(V.22) est positif ou nul , et, par suite, on obtient (VI.8) en remplagant dans
(V.22) D(a) par B'(0,a/M), et (VI.9) en remplagant dans (V.22) D(a) par P(a).

0o fait usage de 1l'égalité :

2 2.9 o ped K
(VI.10) (2m~ @D ol Balf, sondy [ Q@ d /i1y
o

‘[B'(O,a/M)
(VI.11) Corollaire :
Quand a tend vers 1'infini, on a 1'équivalence :

2,2
(VL.12) £,(a) ~pA 2 ae ® /24

(VI.13) Corollaire :

Quand a tend vers 1'infini, on a 1'équivalence :

(VL.14) P(Z > a) ~ pe‘aZ/ZAz
(VI.15) Remarque : dans (VI.9) apparait la quantité ®(av) + (211)-”2
(avy™! e-azvzlz Sy (ZH)—IIZ(av)—l e—a2v2/2 3 Sm (211)’1/2 8-02/2 o
av
Or, 1le développement asymptotique de S (21‘[)_”’2 e_02/2 do
av
admet pour deux premiers termes : (2[{)-”2(3\0_l e_azvzlz = (211)-]/2(&\))-36—&2\)2/2-
Ainsi, (VI.9) fournit :
e e
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= e 2 s o * 22 29
(VI.16) £,(a) < oA Boig TR Mg Jp amRlpgrd o8 V2 rigai Vi @1
Soil
(VI.17) Remarque : dans [3], Berman démontre que, si (Xt t ER) est un procesgyg
$ ]
gaussien stationnaire centré, de variance |, de covariance CZ, alors, pour toyt &
Mo -1 e
2.0, B ot i80p Xt > a)~ T(-r"(0)) (21 e , lorsque a = = .
[OsT] (VI'
Nos formules (VI.8) et (VI.9), applicables dans un cas bien plus particulier, sont
(En
beaucoup plus précises, et s'appliquent d la densité de Z.
(VI.18) Remarque : la fonction positive croissante L(a) définie par : | V1L
2
v1.19) L) = J ) et {Rag
D(a)
tend vers un quand a tend vers l'infini. Posons :
- (N-1 1l 272
(VI.20) m(a) = (2m) u, e du .
D(a)
la
On a le résultat suivant :
d'a
(VI.21) Proposition :
de
La fonction m(a) tend vers zéro quand a tend vers 1'infini
|
des
Démonstration :
2
En effet, \j‘ u, e | ul “/2 du = 0, donc e8¢
B'(0,a/M) |
| |2 co
m(a) = j‘ u, s A du, et par conséquent
D(a)\ B'(0,a/M) pai
“ul 272
Im(a)l = Lasl e du, qui tend vers zéro quand a tend vers _
P(a)\ B'(0,a/M) i
(b
1'infini. |
Enfin, signalons sans démonstration le théoréme suivant, qui est une b
conséquence des divers résultats et des diverses démonstrations précédentes : j 1A
No

st
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(1.22) Théoréme :

\
|S0it ZT la variable aléatoire 2.T = sup Xt , pour 0 <T < 2I

'0,T)

'lla loi de ZT admet une densité fz (a) qui vérifie quand a tend vers 1'infini :
i

- 2,2
B £, (D~ @D ol e yo
T

(in fait, on obtient des encadrements plus précis).
|
\

I?II - PASSAGE A LA LIMITE QUAND N TEND VERS L'INFINI : COMPORTEMENT DU MAXTMUM

D'UN PROCESSUS DE LA FORME X Z b (E cos jt + nJ sin jt) TEL QUE

@

bj # 0 POUR TOUT j, ET QUE :Z j4 bj
1

B o8 ki

Nous allons dans ce § nous attacher particuliérement @ &tudier en quoi
N

la loi du maximum ZN du processus th] = Z bj(%;j cos jt + nj sin jt) permet
1

{'approcher la loi du maximum Z de (Xt , t €J). On montrera en outre que la loi

e Z admet une densité continue £, limite uniforme sur tout compact de la suite

des densités f de ZN. On notera Y1: le reste de la série dont la somme est

ZN

! % N
| fgale 3 Xt’ de sorte que Xt - Xl‘i.+ Yrg 3 on notera ZI: = sup Yt ; on notera r la
2 i e

; A® désignera la série Z bj , (A7) sa somme

celle de X

tovariance de X 1:

t* N
Partielle d'ordre N ; de méme pour A, Ar:, Ay, AI;

.

(VIL.1) I1 nous faut d'abord trouver des hypothZses portant sur la suite

(bj s 3 = 1), pour que la série 2 bj(Ej cos jt) + nj sin jt) admette, sur J,
1
U0 maximum qui soit une variable aléatoire non dégénérée, c'est-d-dire une

Variable aldatoire qui ne soit pas égale @ + * avec probabilité 1.

N e : =
°us choisissons une version séparable du processus X.

e
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. - T .
Notre hypothése minimale est que : Z b.” < w ; sous cette hypothé&se, pour 2
| J . Dér
chaque b, la série converge dans Lz( ) vers une variable al&atoire gaussienpe ie
de moyenne zéro et de variancez bj2 = AZ. (V1
1
Passons & la non-dégénérescence de Z : on a la relation 1
® © 1/2
o 2 2
VII.2 Z b.(E. cos jt + n, sin jt) | € Z bs &
(vir.2) | LIS jt + n, jo) | I|J[(gJ n;%)
qu
Posons : ‘
U 5 o ]/2 » Ma:
VII.3 o= b s o Teuibya r e 1.
( ) 5= Ib;l &% + 0, pour j |
! E |
Les variables aléatoires Uj sont indépendantes et positives. Pour montrer que
la série Z Uj converge presque siirement vers une variable al&atoire finie, On
1
¢ i e i S (v
soit U, appliquons le théoréme des Trois Séries de Kolmogorov ([7] p. 237).
i
On a d'abord pour tout ¢ > 0 :
2
5 2 2 2 —c2/2bj 2 " ve!
i ] =) =P . 2¢) = P(E." + n.” 2c/b. = e car Na
(|UJ| ) (LJJ ) (‘53 ns i ) (EJ ny ) A

suit la loi du Xz 3 deux degrés de liberté. Une condition suffisante pour que la
o (v

série Z P(I L]J.| 2 ¢) converge pour certaines valeurs de ¢ > 0 (au moins) est ;
1

de
. . T y Py
(VII.4) La suite (bj log j, j 2 1) est bornée.
-} @ )
i su
¢ 2 0 &tant choisi, il est claire que les sériesz E(U.S) et z 02( 1 '
1 3 1 3 \
convergent. p
On a évidemment Z < U, et donc P(Z <) 2 P(4 <®) =1 sous 1'hypothése (VII.A).‘ La
; t : N N . N po
Notons que tout cela s'applique aussi 4 Y = (‘i’t s £ E.I) et 3 Z] . k'
Dé
(VII.5) Proposition :
. N 2)
Si la sériez bj converge, alors la suite (2 ,N 2 1) tend vers Z en moyenne
1 to

quadratique, donc aussi en probabilité.

il
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Démonstration :
- 3 N N .
Remarquons d'abord que, puisque Xt = Xt S Yt pour t € J, N 21, on a la relation :

N

N
| 1

(VIL.6) LE = Z & Z

o0
| 1l s'agit donc de montrer que si z bj =S 7V tend vers zéro en moyenne
1

N, 2 . 3 - 2
BE(E) ) = E 6. 9= b.
ph< 2. ECu, z,.

quadratique quand N tend vers 1'infini.

Nais ZI: éz Uj , et puisque les Llj sont indépendants, il vient
N+1

[

On en déduit, d'aprés [7] p. 168, le résultat suivant :

(VIL.7) Corollaire :
o0

; 2 2 i L s g

Slz bj < e, 1a fonction de répartition de ZN au point a, soit FN(a), converge
1

vers la fonction de répartition de Z au point a, soit F(a), dés que a est point de

continuité de F.

| (VII.8) Remarque : la méthode de démonstration de la proposition c.

=
—

de [7] p. 168 ne permet pas d'estimer précisément le comportement de 1'écart entre
f\(a) et F(a) quand N tend vers 1'infini. Nous allons chercher 3 obtenir a ce

sujet des résultats plus utiles :

(VII.9) Théoréme :

.||l suite des fonctions F, converge uniformément vers F quand N tend vers 1'infini,

N
pourvu que z l:u.2 < oo
Démonstration :
a) 0 N N -
navuque, pour N>1, ona :|Z2-2"1 < Z . Il en résulte que, pour

fut ¢ >0, on a :

O (O



Jean DIEBOLT
62

Pz >a) < B(Z +1Z) >a)
= S P(ZN 2a - x) dF _(x)
5 N

Z

ZN

S gl o W
(zW 2a - x) dF N()c;) + P(Z > ax) dFr
€
1

0 Zl

P(z >a) >P(Z - zr]‘I > a)

£ N Gy
=S P2 >a + x) dFN(x)+S P(Z' >a + X)dF
€

0 Z] Z]

b) d'apré&s (VI.9), on a, pour a >0, et puisque P(ay)< |

22
£ o@ = fg@ < (@M a s phH T2 e V2
Z

)

avec p= A /AN, y= ( @D? @hH? - @wh* )2 ¥ AN, done
v= o™ =AY @H7? @ ap? - @2 aY A"

N,2 Na=1 N gN2 =-1/2

N, 4
 op o o S A0 Rt ks ¥ i

(x)

(x)

2
e—az/ 2aY

On a les majorations suivantes, pour N =N, , Ny =1 donné :

N
a2 < A% =y

N N

v < @?al- (AINO)Q) Rie Wy Rl e

oah 2 v < a? Al - (Ab:o)l’)“'2 % (Ar:o) 1"
= V()

v > @?al- (ATO)“) 12,0 (AI:O)2 = V' ()

et finalement, pour a = 0 :
(VII.10) fy(a) < (ap' (Ny) + u"(t\lo)(zn)'l‘f2 e

Notons le second membre de (VII.I1O) XN (a).
0

v 2/
= (\) (ND)) 2 ) e_a2/2A

E]

Li
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1/2 1/2

+ v"(NO)(zn)“ = K(N

la fonction XN est bornée sur R, : par p' (NO) Ae 0)
0

Notons XN (a) = 0 pour a <0 : on a finalement
0

(VIT.11) 0 < fy(a) ‘QX.N (a) pour tout a €R, pour tout N BNO
0

et donc

(VII.12) 0= fN(a)< K(NO) pour tout a €R, pour tout N = Ny

¢) D'aprés le théoréme des accroissements finis, et d'aprés b), on a domc :

m13) 0 <pz" >ax) - B(Z' >a) < K(Ne pour N > N, »
pour tout a, pour 0 <x < g .

De méme :

(VIL. 14) 0 < P(ZF'r =3) - P(ZN > atx) < K(NO)E pour N = Ny »

pour tout a, pour 0 S x S g

fevenant 3 a), il vient :

H23a) < (p(2) >a) + K(N,)e) P([zf| SEr p(|z‘f[ >

M2a) > @@ >a) - kO P(Z)] <o)
Il en résulte que, si on pose GN(E) = P(IZI:I > €e), ona s

(IL15)  p(z" > a) - G () - K(Ne < B(Z > a)

<p(z" > a) + Gyle) + K(Nye
Do
(VII.16) {F(a) - FN(a)[ < K(No)e + GN(S) pour tout & > 0,
U tout a €R, pour tout N > N, .
0, on a vu, au cours de la démonstration de la proposition (VII.5) que, pour

Wit e >0, Gu(e) + 0 (N + ).
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Plus précisément, soit alors €. > 0 donné ; on prend e = eOIZK(No) 3 Ppuis op

0

remarque que d'aprés 1'inégalité de Tchebitchev, on a :

_2 2

(VII.17) gile) * & “2¢ Q.

= o =2 2

Il reste d choisir N assez grand pour que 2¢ ( bj ) =

BK(N € (Z ) soit inférieur ou égal 3 € /2 ¢ 11 suffit que &

Zm B (K. 9.3 2 Bvy

i 07 /16 K(N.)". Dans ces conditions, on a :
N+1 (6]
(VII.18) 1F(a) - FN,(a)l < €y Pour tout N' 2 N, pour tout a.

(VII.19) Corollaire :

La fonction F est uniformément continue

ﬁous allons maintenant majorer P(Z 2 a) en utilisant 1'inégalité (VI.9) et le
théoréme (VII.9). Remarquons que 1'inégalité (VI.8) n'étant pas uniforme en N,
ne permet pas d'obtenir, par passage 4 la limite, une minoration de P(Z 2 a) ;

nous ne pouvons pas montrer ici le résultat (vrai, d'aprés Berman)

2, 2
P(Z>a)~ped (2

(VII.20) Théoréme :

Supposons que la série Z j4 bj2 converge. Alors vient 1'in&galité :
1

(VII.21)

1

2,2
PZ>a) < pe? /22 oavy + p1+aZvd) M 2aa” vy - eaa~! (14420 2y

~ A
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Jl Jémonstration :

| tp montre d'abord 1'inégalité (VII.21) pour ZN, en remplagant dans le second
gembre A, p, Vv, par AN, pN, \JN, respectivement, et en utilisant directement
(VI.9). On obtient ainsi une inégalité du type 1’(2.N 23a) < wN(al). Or, quand N
tend vers 1'infini, les quantités AN, pN, vN convergent vers A, p, v, respecti-
vement. Par conséquent, pour tout a > 0, le(a) converge, quand N tend vers
|'infini, vers le second membre de (VII.21), soit ¢(a). D'autre part, d'aprés le

| théorgme (VII.9), P(ZN > a) converge vers P(Z = a) quand N tend vers 1"infini,
et ce pour tout a > O.

%it € > 0 arbitraire et donné ; pour N assez grand, ou a :

M2a) - e/2 PN >a) < ygla) < W(a) + /2, done P(Z > a) S y(a) + ¢
O

Reprenons 1'étude de la majoration de GN(&:) : 1'inégalité (VII.21) est applicable

. . " sh. 2
it et ZI;], toujours sous l'hypothesez 5 bj
1

oo

< o« , Dans ce cas, on a les

équations :

@

i ) : i% (Z:Hbjz)" , et :

N+l N+

. B g2l fphiona®y pegiog adl . 4 3 e
B RO () ol -] B Jb-)‘(ZNJ-)) ,

| ZNH ] ZN+1 J ZNH J zNa—] J +1 J

et il peut &tre utile d'observer le comportement asymptotique de ces quantités
dans chaque cas particulier.

Pour finir, nous énongons trois résultats sans démonstration :

(VI1,22) Théoréme :

Soit X un processus gaussien centré i trajectoires 2Il — périodiques, dont la

fonction de covariance s'éerit r(G) = be cos j G, avec
1

®
6/ 2 .
Z]] bj < metbjaﬁo, Vi=1, et tel que :
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(VIL.23) i Chfie atiel = r'sz) LG maghoat o 8

La loi du maximum sur J de ce processus admet une densit& continue fz, limite

uniforme sur tout compact de la suite des densités f N des lois des maxima deg
Z

processus sommes partielles. Cette densité est de la forme :

(VII.24) Si a <0, fz(a) =0 et si a >0, il existe deux fonctions continues
sur R+ g i. et m, nulles en 0, telles que : O <k <1, D est croissante,

1im L (a) = 1, tandis que |m(a)| < (ZII)_I Va> 0, et que :

a + «
R d
fz(a) =apA2,f,(a) —uAlea/ZA m(a).
(VII.25) Corollaire :
Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a 1'équivalence :

2 74
(VII.26) fz(a) ~ap A_z 6 s

On a enfin le théoréme suivant, obtenu & partir de (VII.9)
(VII.27) Théoréme :

Sous les hypoth&ses du théoréme (VII.22), on a la majoration :

o 2 252
(VII.28) ) < pAlae® /(@) + Vel 2eplmal v s

BIB
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