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Oncherchep € Uetv € D tq

{ (p,p)p +b(v,p) = (f,p)p, VDEU -
(fbvﬁ)D o b(ﬁ,p) — 07 Vo € D

d€ (p,v) 1 1

En prenant p = petv =v, —— = (f,p)pou E(p,v) = §(p,p)p "5 (v,v) 1

En utilisantque p = u et v = Bu , on retrouve le bilan de puissance initial.
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Soient U, C Uet D, C D.Oncherche p, € U, etv, € D, tq

(PhyDr)P + b(vn, D) = (f,Pn)pP, VDr € Uy
(Un,0n) p — b(0n,pn) =0, Yo, € Dy,

On suppose qu’d opérateur linéaire 11, : UX D — U, X D, telque Vv € D, Vp € U,

{ (p — pp,pr)p + b(v — pv,pr) =0, Vo, € Uy
(U — Hh”? @h)D — b(@h,p T th) — 07 \V/@h < Dh

Telque ||p — lnp|lu + ||v — Hpv||p —h—0 O

Soit B, : U, — D, I'opérateur défini par b(vy,pn) = (vn, Brpn)p, Yo, € Dy, Vpy € Uy,
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On discrétise p,, sur la grille (147 = (n+ 1/2) At et v, sur la grille ¢"

(0py,pn)p +b(vy,0n) = (f",Pn)p, Vpn € Uy ;
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n __ n n o
08y = (0f", upy)p  avee Eh _ §m(ph ) Pp, "5 fUy, 5 HUp ) D
n n+; At n+ 3
Uh—|_1 — Iu/Uh | 5 6Uh 3 3 B AtZ -~
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Il. Formulation Mixte

i < vagr lklle < 20 (V2E)

Vs <\Jer 1 vaarS I s
k=1

Mais on n’a pas de controle sur p,ff tout entier, seulement sur sa projection Hkp,’;’

On définit : uZH = Uy, + Atpn+2, uy tel que Bpuj = v;

n ~ k+ %
[ <Vl +yarS (/26
k=0
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(p:p)p +vblu,p) = (f,p)p, VPEU
v — b[uap) =0
(?.L?a)P — (p7 a)Pv Vu € P

Bu 1
blu,u) = ( ,Bil) = F,, |u| (Bu, Bu) F.lu] =
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Prenons p = p et multiplions la deuxieme équation par v, on obtient :

de 1 1,
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(p,p)p +vblu,p) = (f,p)p, VpeU (P,p)p + Folujva(u,p) = (f,p)p

o — b[u, p) = 0 b — Fo[u] a(u, p) =
(?.L,ﬂ)p — (p7 a)Pa Vu € P ﬂ,ﬂ)p — (p7 ﬂ)Pa Vu € P
1
Bu N
1) = ,Bu | = F,|u|(Bu, Bu) F,|lu| =

de 1 1,
dt (f7 ) g — z(pvp)P | 27]
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L
v;: 2 puis U}’;‘“ tels que :
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1 1 1 1

. —L p-1 +- +1
Connaissant U, , PZ 2, v;: 2 Trouver PZ 2 et v;: 2 puis U}’;‘“ tels que :

Mh5P}? —I—Fa[U;?],uUZ’KhUZLL — Fy,
ovy, — Fo (UL KRU - pPy =0

MpoU"" % = M, P, "2
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. n pi—+ n—t nty o onts . rmtl .
Connaissant Uh,Ph v, TrouverP et vh puis U, ™" tels que :
Mpo Py + F,|Up \pvy, KpUp = Fy { My62U] + F UM KpUl = Y
ovy, — Fo Uy |[KR Uy uPh =0 Svlt — EL [UMKRUP - udU =0

M,6U""2 = My, P

( Mh FQ[U}TLL]OZLL> Fa[UZLL]:\/KhUﬁU}?—FQQ
F[URI(CR)Y 1 Cr = KU

1

Ce schéema:

- est inconditionnellement stable 1

1 1
- couple linéairement les inconnues P]:H”/Ulffrl et V;Jrz par une matrice (N + 1) X (N + 1)

- peut se ramener a une simple inversion de M, accompagnée d’une évaluation de KhU,’;‘ + prod scal
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Pour les §-schémas,

4
Ams\/
1 —40
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2
y+ A%y =
At =1
Pour les §-schémas,
A
Atl < \/
1 —46

10°
max __ max--::- 2 4
LF 2 A F/12 43
101
10"
100! B
10 leap frog
== 1/4-scheme
- 1/12-scheme
-1 0 1
10 10 10

pulsation
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i+ ANy =0 max __ o max 545

Ar=1

-
=)
—
-
)
D)
=
=
=
)
!
Pour les 6-schémas, leap frog
, = 1/4-scheme
4 = 1/12-scheme
Atd < sav alpha 10
- 1 — 49 sav alpha 1

10 -—=sav alpha 0.34

sav alpha 0.17

sav alpha 0.05

107 10° 101

pulsation



Conclusion - Perspectives

Chercher ©w €U = H(B) C P tel que
(f&?ﬁ)P T (BuaBﬁ)D — (faﬁ)Pa \V/ﬁ c U (1)

|. Discrétisation et analyse de (1)

I. On pose v(z,t) = Bu(z,t) = Formulation Mixte

Il.on pose v(t) = \/(Bu,Bu)p +2a = Scalar Auxiliary Variable

Le nouveau schéma propose est inconditionnellement stable et explicite.

Son analyse complete est en cours.



Merci de votre attention

Juliette Chabassier - Equipe Makutu - INRIA
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V. Scalar Auxiliary Variable

u_h(1) = u0; % initial data
u_h(2) = ul; % initial data
mu_u = (u_sav(1)+u_sav(2))*0.5;
v_h(1) =sqgrt( 2 * alpha + dot ( K_h*mu_u, mu_u) ); % initial data
AmT = inv ( M_h + dt*0.5*D_h); % mass matrix : easy to invert
Fori=3..N
Kun = Kh * u_h(i-1); % stiffness matrix * vector product
Falphan =1/ sqgri( 2*alpha + ( Kun, u_h(i-1) ); % Falphan is a scalar
Cn = dt * 0.5 * Falphan * Kun; % vector
RHS = dt*0.5*F_h(n) + (u_h(i-1)-u_h(i-2) ) / dt - v_h(i-2)*Cn; % vector
Am1Cn = Am1*Cn;
mat_sherman = Am1- (Am1Cn, AmiCn) /(1 + (Cn, AMm1Cn)); % real division
temp = mat_sherman * RHS; % temp now contains the vector \delta\mu U”*n
u_h(i) = u_sav(i-2) + 2*dt*temp;
v_h(i-1) =v_h(i-2) + 2* (Cn, temp ); % dot prod (Cn, temp )

Complexite : 4*O(N) pour les , O(N) pour I'inv et O(p*N) pour le produit par Kh (p ~ ordre des FEM)
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On discrétise p,, sur la grille (147 = (n+ 1/2) At et v, sur la grille ¢"
me(0py,, Pn) + (v, pn) = (f",Dn)p,  VDn € Us
n ~ ~ n L ~
(Mh Q,Uh)D — b(op,p, °) =0, Vo, € Dy

me(Ph, D) = (Pn,Dn)p + At20(Bupn, Bupr)p  Y(pn,pn) € U;
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