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Avant-propos

La simulation numérique est devenue un puissant moyen d’investigation qui tend a
prendre une place de plus en plus importante, & coté de 'approche expérimentale
classique, dans les sciences et techniques. Dans les domaines de la mécanique,
de la physique ou de la chimie, 'utilisation de modeles fondés sur des systémes
d’équations aux dérivées partielles est naturelle (élastodynamique, acoustique,
électromagnétisme, aérodynamique, hydrodynamique, chimie ab-initio...). Plus
récemment, ce type de modélisation a fait son apparition dans d’autres domaines
tels que la biologie et ’économie (finance en particulier). Hormis quelques cas par-
ticuliers, il n’est pas possible de résoudre analytiquement ces systemes d’équations,
et il est donc obligatoire d’avoir recours a des techniques d’approximation. Il en
existe un certain nombre : méthodes semi-analytiques, méthodes probabilistes,
méthodes des différences finies, méthodes spectrales et méthode des éléments finis
pour ne citer que les principales. La méthode des éléments finis, introduite dans
les années 1950, a connu depuis de nombreux développements, et est aujourd’hui
présente dans de nombreux logiciels de simulation numérique. Tout ingénieur tra-
vaillant dans un environnement ou la simulation numérique est un outil important,
y sera confronté et il doit donc en connaitre les principes fondamentaux, voire les
derniers raffinements.

Comme toute technique d’approximation, la méthode des éléments finis doit
étre employée en respectant des regles, incluant notamment des contraintes
d’utilisation ainsi que des facteurs de qualité de différentes natures. L’objectif
de ce cours est de fournir les éléments nécessaires, allant des plus théoriques au
plus concrets, a la maitrise de ces contraintes et de ces facteurs. Dans cette op-
tique, nous avons souhaité présenter les différents aspects de la méthode : cadre
mathématique, analyse numérique et mise en ceuvre efficiente en accordant autant
d’importance a chacun de ces aspects et en fournissant les points clés ainsi que des
éléments supplémentaires correspondant aux situations que ’on rencontre souvent
en pratique. Cet ouvrage constitue le premier tome d’un cours dispensé a I’Ecole
Nationale Supérieure de Techniques Avancées. Il est consacré a la présentation



Avant-propos

des concepts fondamentaux de la méthode des éléments finis pour des problemes
stationnaires elliptiques. Dans un second tome sont présentés des approfondisse-
ments de la méthode des éléments finis, permettant en particulier, d’aborder les
problemes de valeurs propres, les problemes transitoires ainsi que les probléemes
mixtes.

Le premier chapitre est consacré a 1’étude des problemes elliptiques et, en partic-
ulier, & la théorie variationnelle des équations elliptiques (contexte de la méthode
des éléments finis) qui est exposée dans un cadre fonctionnel rigoureux et requiert
des connaissances élémentaires d’analyse. La plupart des outils opérationnels
d’analyse fonctionnelle (analyse hilbertienne, théorie des distributions) sont rap-
pelés, permettant a ceux qui ne les connaissent pas une lecture plus aisée. La
méthode des éléments finis fait 'objet des chapitres 2 et 3. Nous en donnons, tout
d’abord, une présentation concréte sur un exemple a la fois simple et significatif, et
dans un second temps, un cadre formel qui permet de construire une grande variété
d’éléments finis. Les principaux résultats d’estimations d’erreurs sont détaillés.
Au chapitre 3, nous étudions les aspects pratiques et algorithmiques de cette
méthode, liés a sa mise en ceuvre informatique, et des illustrations numériques
réalisées avec Matlab! sont fournies & titre d’exemple. Enfin, dans une annexe,
nous présentons quelques considérations élémentaires — mais indispensables — sur
la résolution des systémes linéaires et, en particulier, les systemes linéaires creux
issus de I'approximation par éléments finis.

! Matlab est une marque déposée par The MathWorks, Inc.
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Du c6té de la théorie des équations elliptiques

1.1 Un peu de vocabulaire

De nombreux régimes établis de systemes physiques (i.e. I’état atteint lorsque ¢ —
o0) se modélisent & I’aide d’équations aux dérivées partielles de nature elliptique!.
Ainsi,

— la diffusion de la chaleur se modélise a I’aide de I’équation :

div (kVT) = 0

ou T désigne la température, k la conductivité thermique;

— le mouvement élastique d’un corps homogene isotrope linéaire conduit au
modele :

ot u désigne le vecteur déplacement dans R™ (habituellement R?) et

oij(u) = A (Z 5kk(u)> 8ij + 2ueij(u)
k=1

1 8uz a’LLj
c(u) = —
Z]( ) 2 <05L'J + 8.7}1
sont respectivement les tenseurs des contraintes et des déformations, A et p les
coefficients de Lamé, d;; le symbole de Kronecker ;

—’équilibre électrostatique dans un corps conducteur est gouverné par I’équation :

Ay ?
[9)

! On trouvera de nombreux exemples détaillés dans [13].
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ou ( désigne le potentiel électrostatique, € la constante diélectrique du matériau,
et p la densité de charge;

— la flexion des poutres ou des plaques élastiques se modélise a ’aide d’un opéra-
teur du quatrieme ordre :

—A%2u =0

u désignant le déplacement transverse de la plaque ou de la poutre et A?u =
A(Au)

— la propagation des ondes acoustiques dans un milieu compressible homogene, en
régime harmonique (dépendance en cos(wt) ou en sin(wt)), conduit a I’équation
de Helmholtz :

Ap+w?p =0

ou p désigne la pression acoustique.

Aucune de ces équations ne présente de courbe caractéristique. Par conséquent,
les propriétés, les techniques d’étude et d’approximation leurs seront spécifiques
et bien différentes de celles utilisées dans le cas hyperbolique (voir par exemple
[15]). Afin d’appréhender ces techniques propres aux équations de nature ellip-
tique, nous nous focaliserons sur '’exemple simple et académique que constitue
I’équation de Laplace-Poisson :

—Au = f dans {2 (1.1)

ot §2 est un ouvert borné? de R"(n > 1), de frontiere notée 912, qu’on suppose
"suffisamment réguliere”?, et f est une fonction donnée sur f2.

Apres quelques considérations sur les conditions aux limites que l'on peut ad-
joindre a I’équation de Laplace, nous introduisons la notion de solution classique
(c’est-a-dire deux fois dérivable au sens classique). On peut facilement démontrer
des résultats d’unicité de ces solutions, mais il est tres difficile de prouver
I'existence de telles solutions. C’est pourquoi, nous exposons en détail dans les
sections 1.3 et 1.4, la théorie variationnelle des équations elliptiques qui permet
d’accéder a des solutions dites faibles (fonctions dont les dérivées au sens des
distributions sont de carré intégrable). Enfin, les propriétés fondamentales des so-
lutions faibles (positivité, principe du maximum, régularité) sont indiquées a la
section 1.5.

2 Le cas des ouverts non bornés souléve des difficultés supplémentaires liées & des conditions de
comportement des solutions a l'infini.
3 Cette notion sera précisée par la suite, voir la définition 1.10.



1.1 Un peu de vocabulaire

e Conditions aux limites pour I’équation de Laplace

Il est clair que si v est une fonction harmonique réguliere (i.e. Av =0, v € C%(£2))
alors la fonction u+ v est encore solution de (1.1). C’est pourquoi il est nécessaire
d’adjoindre des conditions aux limites sur 92 a ’équation (1.1) pour pouvoir
espérer recouvrer 'unicité de u.

Classiquement, on considere trois types de conditions aux limites :

u=g sur 0f2  condition de Dirichlet (1.2)
0
a—u =g sur 0f2  condition de Neumann (1.3)
n
ou " .
o + A =g sur 0f2  condition de Fourier (1.4)
n

u
ou n désigne le vecteur normal unitaire sortant & 92, — =Vu-n, A € Ret g

n
est une fonction donnée sur 0f2. Donnons a titre indicatif I'interprétation de ces

01

Fig. 1.1. Domaine {2 et choix de la normale

conditions en thermique.

— La condition de Dirichlet correspond & une température imposée sur la frontiere,
par exemple T' = T,,; (Teyt température extérieure) ;

— la condition de Neumann s’interprete comme une condition de flux de chaleur a
travers 02 (g = 0 paroi isolée, g > 0 apport d’énergie thermique & la paroi, g < 0
perte d’énergie thermique) ;

— la condition de Fourier traduit des pertes énergétiques proportionnelles a I’écart
de température si A > 0 :

O(T — Text)

o = —ANT —Tezt) (loi de Fourier).

Lorsque l'on adjoint respectivement les conditions aux limites (1.2), (1.3) et (1.4)
a 1’équation (1.1) on obtient des problemes aux limites que 'on désignera par la
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suite respectivement par Pp (probleme de Dirichlet), Py (probléeme de Neumann)
et Pr (probleme de Fourier). On parlera de probleme homogene lorsque la donnée
g est nulle (pour les problemes de Dirichlet ou de Neumann).

On rencontre également des problemes ou les conditions aux limites sont de nature
différente sur des portions distinctes de la frontiere. On parle alors de probleme
aux limites mixtes. Par exemple, le probleme mixte de Dirichlet-Neumann prend
la forme suivante :

—Au=f dans {2

u= g sur I

S (1.5)
— =09 sur I5

on

On supposera toujours que I1 UIly =9 et [T NI =0.

e Autres conditions aux limites

Comme nous le verrons, dans le cas d’équations elliptiques du deuxiéme ordre
(A par exemple) une condition aux limites sur 9f2 suffit pour que le probleme
soit bien posé (unicité-existence) alors que pour les équations du quatrieme ordre
(A? par exemple) il faut imposer deux conditions aux limites sur 942 pour que le
probleme soit bien posé, par exemple :

0
u:glet—u:gg sur 0f2
on

0
mais d’autres conditions sont également possibles (a—(Au) = g, par exemple).
n

Leur traitement est alors similaire au cas que nous allons étudier.

Signalons que l’on rencontre parfois des conditions aux limites ”obliques” dans
R? :
ou ou
“on + ar 9
ou 7 désigne un vecteur unitaire tangent & la frontiere. I’étude de I’équation (1.1)
munie de cette condition limite est délicate et nous ne ’aborderons pas ici (voir
[18, 19]).

Enfin les conditions aux limites d’ordre supérieur & 1 pour I’équation (1.1) (par
exemple 92u = g sur 9f2) conduisent & des problémes mal posés (non existence)
sauf cas tres particulier.

Dans la section 1.2 nous présentons quelques résultats élémentaires liés aux so-
lutions classiques. La théorie variationnelle des équations elliptiques fait 'objet
des sections 1.3 et 1.4. Enfin, nous indiquons succinctement, dans la section 1.5,
quelques propriétés importantes des solutions faibles.
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1.2 Solutions classiques au probleme de Laplace

Commengons par préciser la notion de solution classique (i.e. dérivable au sens
classique) des problemes de Dirichlet, Neumann ou Fourier. Pour que les condi-
tions aux limites aient un sens, il faut imposer a la solution des propriétés de
régularité sur la frontiere 012.

Définition 1.1. On appelle solution classique du probléme de Dirichlet (Pp) toute
fonction u € C*(2) NCY (£2) qui vérifie (Pp).

Définition 1.2. On appelle solution classique du probléme de Neumann (Py)
(resp. Fourier (Pp)) toute fonction u € C*(£2) NC' (2) qui vérifie (Py) (resp.
(Pr)).

Les démonstrations d’existence et d’unicité de solutions classiques s’appuient sur
des principes du maximum qui sont liés aux propriétés des fonctions harmoniques.

1.2.1 Formules de Green

Les principales propriétés des fonctions harmoniques dérivent des formules de
Green suivantes :

Proposition 1.1. (Formules de Green)
Soient w € (C1(2)NC°(£2))" et veC(R2)NC’ () ona:
/(divw)de:—/W-Vde—l— w-novdl. (1.6)
Q Q 00

Soient u,v € C*(£2)NC° (£2) on a pour tout i =1 an :

ou ov
d? = —
0 Ox; ! 17 " o

dQ—i—/ wvn;dl (n; : i°™ composante de n). (1.7)
o8
Soient u € C*(2)NC' (2) et v e CHN)NCY () on a :
ou
/Aude:—/Vu-Vde—i—/ —vdl. (1.8)
12 12 o0 On

Soient u,v € C*(2)NC (2) on a :

/Aude:/uAde+/ (%U_&)u) ar. (1.9)
N N an on on
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La formule (1.6) constitue la formule fondamentale de Stokes, dont la démonstra-
tion sort du cadre de ce cours (voir e.g. [1]). La formule (1.7) est une conséquence
immédiate de (1.6) (prendre w = ue;). La formule (1.8), dite premiere formule
de Green, se déduit de (1.6) en prenant w = Vu et la formule (1.9), dite se-
conde formule de Green, découle trivialement de (1.8). Ces résultats sont valables
moyennant des hypotheses de régularité de la frontiere !

Considérons maintenant, une fonction harmonique u € C2(£2)NC° (ﬁ) c’est-a-dire
vérifiant :

Au=0 dans 2, (1.10)
on a alors les formules de moyenne suivantes :

Proposition 1.2. (Formules de la moyenne sphérique) Pour toute boule B,
de centre y et de rayon R, telle que B C {2 on a :

1
= dar’ 1.11
) = s [ (111)

uly) = —~ /BudQ (1.12)

wpR™
ol wy, désigne la mesure (i.e. la surface) de la sphére unité de R™.

Démonstration : soit 0 < p < R, appliquons la formule de Green (1.8) dans la boule B, de
centre y et de rayon p avec v =1 :

/ @dF: Audf2 =0
)

'BP an BP

Posons r = |z —y| et w = =Y Pour tout z on a : u(z) = u(y + rw) d’ott on déduit :
T

ou / Ju
—dlI’ = —(y + pw) dI”
/,93p on o8, 81"( o)

= / @(y + pw)p" 'dw  (changement de variable dI" = p"'dw)
|w|=1

or
n—1 a / 8 3
= — u(y + pw) dw car — = —
p 8p< e (y + pw) (car 5= =3,
0 = p”_lg pl_"/ wdl’ (changement de variable dw = p'~"dI’)
dp 2B,

d’ol1 on tire que : pl_"/ wdl = Rl_n/ wdl
9B, OBR
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Or lim pl_” / wdl’ = wpu(y) car :
p—0 JoB
o

plfn/ udll = plfn/ (u(y) + O(p))dI’  (continuité uniforme de u sur B)
a8, aB,
=p" p”’lu(y)/‘ | duw + p"’lp/‘ | o(1) dw)
w|=1 w|=1
= wpu(y) + p/ O(l)dw  (— 0 quand p — 0)-
|wl=1

d’ou la formule de représentation (1.11).

Pour obtenir (1.12), on intégre la formule (1.11) pour 0 < p < R :

ce qui donne :

R R
/ wnp" M u(y) dp:/ / udldp,
0 p=0J0B,

R
wnu(y)/ pn_ldp:/ udf2,
0 Br

wnu(y)R— = wdf?.
n Br

soit :

et finalement

1.2.2 Principe du Maximum

Une conséquence des formules de moyenne sphérique est le principe du maximum.
Plus précisément on a :

Proposition 1.3. (Principe du maximum) Soit u € C*(£2)NC° (£2) une fonc-
tion harmonique dans un ouvert borné connexe §2. Si la fonction u n’est pas cons-
tante dans 2 alors on a :

infu < u(z) < supu Vx € §2. (1.13)

of2 a0
En d’autres termes, le maximum ou le minimum d’une fonction harmonique non
constante sur un ouvert borné 2, est atteint sur la frontiere 0f2. En dimension
1, les seules fonctions harmoniques réguliéres sont de la forme u(z) = az + b et il
est bien clair que le maximum et le minimum sont atteints aux extrémités d’un
segment !

Démonstration : montrons que u < supg, u, la démonstration étant similaire pour l'autre
inégalité. Supposons qu’il existe y € {2 tel que u(y) = supg u = M et considérons I’ensemble :

Oy = {z € 2 tel que u(z) = M}.
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Qn # 0 car y € 2y Comme u est continu, {2a7, qui est 'image réciproque de {M} par u, est
un fermé de §2. Soit z € 2, appliquons la formule de la moyenne (1.11) & la fonction v — M
(on a bien A(u — M) = 0) dans la boule Br centrée en z telle que Br C {2 :

n

0=u(z) — M = /B (u— M)dI

wn R™

Or uw — M < 0 (définition de M), d’ot on tire que u = M dans Bgr pour tout R tel que Br C (2.
Donc, 25 est un ouvert de {2. Finalement, comme (2 est connexe, on a 2y = 2. Ce qui montre

que u est constant sur {2, contredisant I’hypothese. ]

Le principe du maximum permet de démontrer simplement des résultats d’unicité
pour le probleme de Dirichlet et on énonce :

Théoréme 1.1. (Unicité du probleme de Dirichlet) Le probléme de Dirichlet
(Pp) admet au plus une solution classique dans C*(£2) N C° (£2).

Démonstration : soient (u1, u2) deux solutions classiques du probléme (Pp). Posons v = uq —us.
Alors v € C*(£2) N C° (£2) et vérifie :

Av =0 dans 2
v=0 sur 92

Comme infsn v = supy, v = 0, on déduit du principe du maximum (proposition 1.3) que v =0

sur {2 et, par conséquent, que ui = ug sur {2. ]

Le principe du maximum (1.13) ne permet pas de déduire I'unicité des solutions
classiques des problemes de Fourier, Neumann ni méme des problemes mixtes
présentant une condition de Dirichlet. En effet, il n’y a aucun moyen simple
d’estimer le minimum et le maximum de la solution sur la frontiere 0f2. Il existe

cependant d’autres principes du maximum permettant d’aborder ces problemes
(voir [16]).

Signalons tout de méme une évidence pour le probleme de Neumann : la solution,
si elle existe, n’est pas unique. En effet, si u est solution de (Py) alors @ = u + 3,
ou (3 est un nombre réel quelconque, est encore une solution du probleme de
Neumann. En fait, on peut montrer que la solution est unique a une constante
pres.

La question de l'existence de solutions classiques aux problemes de Dirichlet,
Neumann et Fourier est une question difficile. En effet, la régularité du domaine
intervient de fagon cruciale et les démonstrations ”directes” (méthode de Perron
par exemple, voir [16]) sont assez complexes. Par ailleurs, nous allons voir que
la théorie variationnelle permet d’obtenir facilement des résultats d’existence de
solutions faibles, moyennant quoi, des résultats de régularité des solutions faibles
assurent ensuite l’existence des solutions classiques.
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1.3 Solutions faibles et formulations variationnelles

Considérons une solution classique u € C%(£2) N C* (ﬁ) , solution du probleme de
Dirichlet homogene :

(1.14)

~Au = f sur 2 avec f €CY )
U = 0 sur 912

et v une fonction test appartenant a C'(£2) NC° (£2).

L’utilisation de la formule de Green (1.8) conduit & la relation :

/Vu-Vde:/fde—l- @vdf (1.15)
2 2 o0 On

Par ailleurs, si on choisit v tel que v = 0 sur 942, (1.15) se réduit a :

/QVu-VUdQ:/vadQ. (1.16)

La recherche d’une fonction w, nulle sur la frontiere 92, qui satisfait (1.16) pour
toute fonction test v nulle sur 02 s’appelle une formulation variationnelle du
probleme de Dirichlet (1.14).

Quels sont les avantages d’une telle formulation 7

— D’une part, on a abaissé le degré de dérivation sur la fonction u. Par conséquent,
il peut exister des solutions u seulement dérivables vérifiant (1.16).

— En outre, on peut considérer des fonctions telles que toutes leurs dérivées au
sens des distributions soient de carré intégrable, c’est-a-dire :

u e L*(02) telle que / |Vu|?d2 < 400, (1.17)
9]

la formulation (1.16) ayant toujours un sens.

— Si la formulation variationnelle (1.16) admet de telles solutions, sont-elles
également solutions classiques du probléme écrit sous la forme d’E.D.P. (1.14) ?
Rien ne le garantit. Formellement, ces solutions vérifient au sens des distributions

—Au = f dans 2.

C’est pourquoi on qualifie ces solutions de solutions faibles du probléme de Dirich-
let et la formulation variationnelle (1.16) de formulation faible du probleme de
Dirichlet.




1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

— L’ensemble des fonctions qui satisfont (1.17) définit un espace de Hilbert, alors
que I'ensemble des fonctions C! définit seulement un espace de Banach (i.e. un
espace vectoriel normé complet). La structure des espaces de Hilbert est beaucoup
plus riche que celle des espaces de Banach (produit scalaire, théoréme de projec-
tion, théoreme de représentation de Riesz en particulier). Ceci va nous permettre
de démontrer 'existence de solutions faibles de fagon tres générale.

— En fait cet espace de Hilbert s’interpréte comme ’espace d’énergie des solutions.
En effet, si on considere la fonctionnelle d’énergie, associée a la fonction u solution

de (1.16) :
E(u):;/Q]VuFdQ—/qudQ

un calcul élémentaire montre que pour tout v vérifiant (1.17) et tel que v = 0 sur

o0
1
E(u—f—v)—E(u)z/ Vu'Vde—/ fde—i—/ |Vo|2d2,
19 2 2 /)0

montrant ainsi (cf. [9]) que la fonctionnelle E est différentiable en u, de différentielle :

dE(u).v:/Vu-Vde/fde.
2 0

En d’autres termes, les solutions de la formulation variationnelle sont les fonctions
qui minimisent 1’énergie £ dans ’espace d’énergie. Cette interprétation physique
rejoint le principe des travaux virtuels cher aux mécaniciens.

— Enfin, la formulation variationnelle s’interprete comme un systéme pseudo-matri-
ciel. En effet, si (w;),~, est une "base infinie” de I’espace dans lequel on cherche
u, en prenant comme fonctions test les fonctions de base w;, (1.16) se réécrit
”formellement” :

AU =F
avec
Ay = / Vw; - Vud, w=">_ Ujw; et F; = / fuw;d2.
19 . 19
J
C’est sur cette idée qu’est fondée la méthode des éléments finis.

Nous allons préciser toutes ces notions en rappelant tout d’abord quelques
éléments d’analyse fonctionnelle.

1.3.1 Espaces de Sobolev

Dans toute la suite, £2 désigne un ouvert borné de R", de frontiere 924

1 La plupart des définitions et résultats énoncés par la suite demeurent valables si ouvert n’est
pas borné.

10



1.3 Solutions faibles et formulations variationnelles

Un élément o = (g, - - -, ) de N™ est appelé un multi-indice, de longueur |o| =
Z?Zl a;j. La dérivée partielle d’ordre « est notée
olel
Oaf

= o (67700
0a1 - Oz

Commencons par les espaces de Lebesgue de type LP, pour 1 < p < oo. Nous
mettons 'accent sur des fonctions & valeurs réelles, mais toutes les définitions
qui suivent peuvent étre étendues au cas de fonctions a valeurs complexes. Soit
df? = dxidzs - - - dzx, la mesure de Lebesgue sur {2, considéré comme un sous-
ensemble de R™.

Définition 1.3. L’espace LP(§2) a pour éléments les classes de fonctions f,
définies presque partout, mesurables au sens de Lebesgue sur {2, et telles que

1/p
pour 1 <p <oo |fllrr(n) = {/Q\ﬂpdﬂ} < 00 (118)

pour p = 0o 1 fll oo () == sug ess|f(x)| < oo
S

Muni de la norme || - [|Lr(y, LP(£2) est un espace de Banach.

Soit p € [1,00], alors fi = fo dans LP({2) signifie que fi(x) = fa(x) presque
partout dans {2. On peut ensuite définir les fonctions localement dans LP(§2),
dans le sens suivant : si f appartient & LP(K) pour tout sous-ensemble mesurable
et compact K de 2, alors f est localement dans LP(£2), et on écrit f € LY (2).
Ainsi, L%(£2) est l'ensemble des fonctions (définies presque partout sur f2),
mesurables au sens de Lesbesgue, et de carré intégrable sur 2. Muni du produit

scalaire® :
U, V)2(0) = uv df?
L2(02) o

1/2
el = ( / u%m) ,
(]

L?(£2) est un espace de Hilbert (préhilbertien complet pour cette norme). Notons
encore une fois que 'égalité v = w dans L?({2) signifie que v(x) = w(x) presque
partout dans (2.

de norme associée :

5 Comme remarqué plus haut, les mémes résultats sont transposables, pour des fonctions &

valeurs dans C. On considere alors le produit scalaire hermitien (u,v)2(o) = uv df2, de
Q

norme associée |[ul| 2 (o) = ([, [ul?d2) 2 pour lequel L?(£2) est un espace de Hilbert sur C.

11



1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

e Dérivation au sens des distributions

On note D(£2) l'ensemble des fonctions C*> sur {2 a support compact dans {2
et D'(£2) lespace des formes linéaires continues sur D({2) muni de sa topologie
limite inductive, autrement dit 'espace des distributions sur {2 (voir par exemple
[20, 6]). Pratiquement, on peut utiliser la convergence au sens des limites pour
définir la topologie. Soit (fx)r une suite d’éléments de D(§2), elle converge dans
D(S2) vers f si, et seulement si,

(i) il existe un sous-ensemble compact K de (2 tel que supp(fx) C K, pour tout
k; supp(fr — f) C K, pour tout k ;
(ii)pour tout multi-indice o, (04 fx)r converge uniformément dans K vers O, f.

Définition 1.4. Une forme linéaire et continue T définie sur D(§2) est appelée
une distribution. L’espace des distributions est noté D'({2).

Soit T € D'(2) et f € D(£2): laction de T sur f est écrite a l'aide de crochets
de dualité, c’est-a-dire

(T, f)-

D’apres la définition de la topologie de D({2) au sens des limites, 1" est continue
des lors que

Y(fe)k, [ € D(£2) telles que fr — f dans D(2), (T, fx) — (T, f).

Quelques exemples sont proposés dans la suite, voir (1.19), (1.22). En ce qui
concerne la convergence de suites d’éléments de D’({2), nous utilisons la définition
ci-dessous.

Définition 1.5. Soit (T})r une suite d’éléments de D'(£2) : elle converge dans
D'(£2) vers T si, et seulement si, pour tout f dans D(2), (Tk, f) — (T, f).

A partir de 13, on peut facilement prouver I'inclusion
Lig.(£2) C D'(92), (1.19)

en identifiant tout élément f de Li (£2) & une distribution, toujours notée f, selon

(f,g) = /Qfng, Vg € D(12). (1.20)

Rappelons une propriété fort utile par la suite...

Proposition 1.4. Soient fi et fo deux éléments de L}, .(£2). La relation (f1,g) =
(f2,9) pour tout g € D(12) implique que f1(x) = fo(x) presque partout dans (2.

Nous passons maintenant a la notion de dérivation au sens des distributions.

12



1.3 Solutions faibles et formulations variationnelles

Définition 1.6. Soit T € D'(£2). Sa jéme dérivée partielle (7 = 1,---,n) est
définie par
of

oT
<87$]’f> :_<T787x]>, VfGD(Q)

Bien stur, toute dérivée d’une distribution est elle-méme une distribution.

Proposition 1.5. L’application T — 0;T est linéaire et continue de D'(2) dans
D'(12).
Exemple de dérivation au sens des distributions : Soit {2 un ouvert borné partitionné en

deux oulerts bornés 21 et (25 tels que 2 =0,U80 et 21N 22 = F. Considérons une fonction
vel (Q) telle que v; = v, € ct (.Q]) pour j =1,2.

Par définition de la dérivation au sens des distributions, on a Vi :

v
(Gor#h =~ 52) == [ v3Eae veen(®)
soit :
Ov Op Oy
— =— dqn — g
Gz ¥ / U By 0, O,
fi 1 81} v
(dé)r(r;ieen> _ /Q 8331 s + ; 81:2- pd2 — /F (vi)F (n1); + vayr (n2),) @dI’
1 4 2 4
8’01 aUQ
- _ — 1?) o - pdll
(n1 = —ny) /01 2, P2+ o, 0, ed /F (viF = voir) (1), pd
. . a 81)2
continuité de v) = / pdf2 + pdf?
( ) 1 Bml 29 61‘1

ainsi (0iv) |0, = 0iv1 et (9;v)|0, = div2, et Vv € (L*(£2))" car v; € C'(£2;) pour j = 1,2.

Puisque L?(£2) est un sous-espace de L}, .(£2) qui est lui-méme inclus dans D'(£2)
(par identification, cf. (1.20)), il est loisible de dériver ses éléments au sens des
distributions. On introduit en conséquence ’espace de Sobolev :

HY(2) = {v € L*(92) tel que Vv € (LQ(Q))n},

ot la dérivation (V-) est comprise au sens des distributions.

Propriété 1.1 Soit 2 un ouvert borné partitionné en deux ouverts bornés dis-
joints 21 et 2y (2 = 21U §23). Soit v € C° (Q) telle que vj = Vo, € ct (QJ)
pour j = 1,2, alors v € H' ().

13



1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

L’espace H'(£2) muni du produit scalaire :

(u, V) g1 () :/ uvd()—i—/ Vu-Vod(?, (1.21)
(0} 9]

dont dérive la norme :
1/2
lull i) = (wu) o),

est un espace de Hilbert.

Proposition 1.6. Soit f € L?(£2). Alors f appartient ¢ H'(§2) si, et seulement
si, il existe hy,-- -, hy, € L2(£2) tels que, pour j = 1,---,n,

/thgj df = —/(Zfajgj dQ, ng € D(Q)

Démonstration : Par définition, une fonction f appartient & H'(£2) si, et seulement si,
f e L) et 9;f € L*(2), j =1,---,n, ou les dérivées partielles sont comprises au sens des
distributions. D’apres la définition 1.6, 81 f € D'(£2) et, pour tout g; dans D(£2), on a 'égalité

391

<81f7g1>: f78191 = /medQ

puisque L?(£2) peut-étre identifié cf. (1.20) & un sous-espace de D’(£2). En utilisant & nouveau
cette identification, on en déduit que 9y f appartient & L?(£2) si, et seulement si,

3h, € L(0), /hlgld()— /fagl R, Vg € D(R).

Ceci est vrai pour toutes les dérivées partielles (j = 1,---,n). En d’autres termes, chaque com-

posante du gradient V f est égale & un élément h; de L*(£2), pour j = 1,---,n. =

Poursuivons : disposant d’un multi-indice «, on peut définir récursivement, a l’aide
de la définition 1.6, la dérivée partielle d’ordre @ d’une distribution.

Définition 1.7. Soit T € D'(12), sa dérivée partielle d’ordre o est définie par
(0aT. f) = (=1)I*UT, 0af), Vf€D(2).
Lorsque a = (0,0,0), il n’y a pas de dérivation !

La définition précédente nous permet de construire les espaces de Sobolev d’ordre
m, m > 2. Pour m € N, on définit :

H™(2)={ve L%(02) tel que O,v € L2(2) , Ya e N, |a| < m}.
C’est encore un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :
U, V) gm(o) = Oqu Opv | dS2.
(wo)iniey = | >

14



1.3 Solutions faibles et formulations variationnelles

On a notamment la suite d’inclusions® (pour m > 2) :
D(N) c H™(2) c HY(2) C L*(0). (1.22)

On peut également définir des espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire s € R,
encore notés H*((2), a l'aide de la théorie de 'interpolation (cf. [22]). En parti-
culier, pour s > s’ > 0 on a H*(£2) ¢ H¥(12).

Par la suite, nous utiliserons essentiellement les espaces de Sobolev H'(£2) et
H?(£2). Nous allons donc préciser quelques-unes de leurs propriétés’.

e Frontiere ”suffisamment réguliere”

Jusqu’a présent, les résultats sont valables dans tout ouvert (borné) {2 de R™,
c’est-a-dire sans hypothése sur sa frontiere 9f2. Pour pouvoir poursuivre, nous
allons préciser la notion de frontiere ”suffisamment réguliere”, en deux temps.

Définition 1.8. Soit 2 un ouvert borné de R™. Sa frontiére 02 est lipschitzienne
s, et seulement st,

e en tout point x de 012, il existe une application lipschitzienne (définie sur un
hypercube de R"~! & valeurs dans R), dont le graphe représente localement OS2
dans un voisinage (ouvert) de x ;

e en tout point x de 02, (2 est localement d’un seul coté de OS2.

Dans cette définition, les deux aspects sont fondamentaux. Voici deux exemples
d’applications lipschitziennes (on parle aussi de cartes locales).

)

‘ . ‘ -

Fig. 1.2. Exemples de carte locale

6 Ici, et dans toute la suite, la propriété X C Y (pour 2 espaces vectoriels topologiques X et Y)
signifie que I'injection de X dans Y est continue.

" Voir par ex. [25] pour des démonstrations ”élémentaires”. Pour un exposé beaucoup plus
complet des propriétés des espaces de Sobolev, voir [2, 18].
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

Ci-dessous, nous donnons deux exemples d’ouverts a frontiere non-lipschitzienne.
Celui de gauche (un ouvert "fissuré”), parce qu’a l'extrémité de la ”fissure”,
Pouvert n’est pas localement d’un seul c6té de sa frontiere. Celui de droite (un
cusp), parce qu’au point de rebroussement de sa frontiere, Iapplication permet-
tant de la représenter localement n’est pas lipschitzienne.

Fig. 1.3. Exemples de frontieres non-lipschitziennes

Dans un ouvert de R™ a frontiere lipschitzienne, on peut prouver des résultats de
densité tres utiles. Pour cela, définissons un ensemble de fonctions régulieres ad
hoc.

Définition 1.9. On appelle C*°(12) l’espace composé des restrictions & §2 de fonc-
tions de C*°(R™) a support compact dans R™.

Proposition 1.7. Soit m € N. Dans tout ouvert borné {2 a frontiére lipschit-

zienne, C*(§2) est dense dans H™(S2).

Dans la suite, nous allons considérer des sous-classes d’ouverts a frontiere lip-
schitzienne, que ’on rencontre souvent en pratique. Ces sous-classes sont re-
groupées sous le vocable ouvert a frontiere ”suffisamment réguliere”.

Définition 1.10. Soit 2 un ouvert borné de R™ a frontiere 0f2 lipschitzienne.
Sa frontiére est dite “suffisamment réguliére” si on se trouve dans un des cas
sutvants :

o pour 2 CR"™, la frontiere de 2 est réguliere, c’est-a-dire qu’en tout point x de
092, Uapplication dont le graphe représente localement 02 est de classe C™ ;

e pour 2 C R3, la frontiére de 2 est polyédrique (avec des faces planes), ou
polyédrique curviligne (avec des faces courbes) ;

o pour 2 C R2?, la fronticre de £2 est polygonale (avec des cotés droits), ou
polygonale curviligne (avec des cotés courbes);

Voici quelques représentants d’ouverts a frontiere ”suffisamment réguliere”.
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1.3 Solutions faibles et formulations variationnelles

Fig. 1.4. Exemples de frontieres ”suffisamment”

régulieres
e Existence de trace

Soit v € H'(£2), peut-on définir sa ”valeur sur la frontiere”, c’est-a-dire sa trace
sur 02 7 Ce n’est pas une question naive !

En effet, remarquons tout d’abord que les fonctions de L?(§2) n’ont pas nécessai-
rement de trace (prendre par exemple la fonction v(x) = 2~ /4 qui appartient &
L?(]0,1])). Par ailleurs, pour n > 2, les fonctions de H'({2) ne sont généralement
pas continues (prendre par exemple n = 2, 2 = B(0, R) et v(r) = |Logr|* avec
k €]0, %[ pour s’en convaincre). La définition de la trace de telles fonctions n’est
donc pas immeédiate.

Toutefois, pour toute fonction v € C* (ﬁ) on peut définir sa valeur yov sur la
frontiere 92 qui vérifie :

You € L2(02) = {w mesurable sur 02 tel que / w?dl’ < —1—00}
a12

ou dI" désigne I’élément de surface porté par 0f2. Muni du produit scalaire

(w, 2) 12(002) :/ wzdl,
o2

1/2
|wllz2(50) = {/ w? dT} ,
00

L?(042) est un espace de Hilbert.

dont dérive la norme
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

L’application 7 ainsi définie se prolonge aux fonctions de H'(£2) et plus précisément
on énonce :

Théoréme 1.2. (Existence de trace) Soit 2 un ouvert borné de R™, a frontiére
"suffisamment réguliere”. Alors, Uapplication trace

) {COO(Q) —  L?%(002)
0 v U= Yg0

se prolonge par continuité en une application linéaire continue, notée encore o,
de HY(£2) dans L?(012) et il existe une constante® C indépendante de v telle que :

IMovllz200) < Cllvlla (o) (1.23)

L’application trace 7o n’est pas surjective de H'(§2) dans L?(92). En d’autres
termes, il existe des fonctions de L?(0f2) qui ne sont pas la trace de fonctions
de H'(£2). Par contre, 'opérateur de trace 7 est surjectif sur H'/2(942), espace
de Sobolev & indice fractionnaire tel que H'(02) ¢ HY?(02) c L*(812), dont
I’étude sort du cadre de ce cours (voir [2, 18]). En particulier, on peut établir les
propriétés suivantes sur

HI/Q(&Q) = {w € L*(00) tel que Iv € HY(N), w= ’YOU} )

Proposition 1.8. L’espace des traces H1/2(8Q) est un espace de Banach. Qui
plus est, on peut munir H1/2(8Q) de la norme

w = inf v .
ol = |y [vllinco)

Enfin, H/?(002) est dense dans L*(012).

On peut prouver que l’ensemble D(£2) est dense dans L?(£2) mais n’est pas dense
dans H'(£2). C’est pourquoi, on introduit espace H{(£2), la fermeture de D({2)
dans H(02) :

H;(02) = D(2) 1)

c’est-a-dire 1’ensemble des limites des suites (pour la norme H!(2)) d’éléments
de D({2). C’est un espace de Hilbert comme sous-espace fermé d’un espace de
Hilbert.

L’existence de trace permet d’identifier 'espace H}({2) :
8 Ici et dans la suite, on notera habituellement les constantes strictement positives avec un C

7générique” (pour alléger les notations). Ainsi, deux instances de C' pourront faire référence
a deux constantes différentes.
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1.3 Solutions faibles et formulations variationnelles

Théoréme 1.3. (Caractérisation de Hj(£2)) Si 2 est un ouvert borné de R™
a frontiere 7suffisamment réguliére”, alors :

HY}() = {ve HY(2) tel que yov = 0}

En utilisant le théoreme 1.2 et la proposition 1.7, on peut généraliser la formule
d’intégration par parties de Green (1.7).

Proposition 1.9. (Formule de Green) Soient u,v € H'(§2), on a :

/de— /ud(2+/ uvn;dl. (1.24)
Ox; 002

Démonstration : D’apres la proposition 1.7, il existe deux suites (ux)x et (vm)m de C(£2)
telles que
klim up =u et lim v, =v dans H' (£2).

On note que 'on peut appliquer la formule d’intégration par parties de Green (1.7) pour chaque
couple (ug, Vm).-

Par ailleurs, uj, — u dans L?(2) et d;ux — O;u dans L*(£2). De méme, v, — v dans L*(£2) et
0iUm — O;jv dans LZ(Q). On en déduit que, lorsque k£ et m tendent vers l'infini :

8uk 8u
m dS2
o Oz vm A2 = /g Ox; /g

Quant au terme frontiere, on sait que, par continuité de application trace yo (cf. théoréme 1.2),
limg— 00 Yok = You €t limy,— o0 YoUm = Yov dans L? (092).

Enfin, comme la frontiere 942 est lipschitzienne, on a en particulier le résultat n; € L (9£2) (voir
[18]). On en conclut cette fois que, lorsque k et m tendent vers Uinfini :

/ Uk Um N AL — uvn;dl.
a0 292

(Ci-dessus, on a omis d’écrire I'action de I’application trace yo sur ug, vm,u,v).
Si maintenant on reprend la formule (1.7) pour chaque couple (uk, vm ), on peut passer a la limite

(en k et m) et retrouver le résultat (1.24). =
Le théoreme de trace 1.2 se généralise aux dérivées normales sur la frontiere :

Théoreme 1.4. L’application trace de la dérivée normale :

C®(2) — L*00)
: ov
n v = v = <>
on 092

se prolonge par continuité en une application linéaire continue, notée encore i,
de H%($2) dans L*(02) et on a Uinégalité :

Imvllz200) < Cllvllaz o) (1.25)
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

Ce théoreme permet de considérer les traces de dérivées normales de fonctions v
de H?(£2) comme fonctions de L?(042), ce qui n’est pas possible si v appartient
seulement & H!(£2). Les théorémes de trace 1.2 et 1.4 permettent, par ailleurs,
de généraliser par densité les formules de Green (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9) aux
espaces de Sobolev. On généralise ainsi la formule (1.8).

Proposition 1.10. (Formule de Green) Soient u € H%(2) et v € HY(R2), on

a alors :
/Auvdﬁ— /Vu Vvdﬁ—l—/ S yar (1.26)
on an

Terminons ce survol des espaces de Sobolev en indiquant le lien qu’il existe entre
ces espaces et les espaces CF (Q)

Proposition 1.11. (Régularité des espaces de Sobolev) Soit 2 un ouvert

n
borné de R™, a fronticre ”suffisamment réquliere” et soit m > 5—!—]{: (k >0), alors

H™(82) s’injecte continiment dans C*(§2). Plus précisément, on a l’estimation :

luller | =sup D [au(z)] | < Clullgm ). (1.27)
€L fa| <k

Nous aurons également besoin du résultat plus spécialisé ci-dessous. Soient?

{gp = {v e H'(2) tel que Av € LX(2)}, (1.28)

Up ={v eV tel que ypv =0}, ¥n ={v eV tel que yv=0}.

On munit ¥ (et donc ¥p et ¥y ) de la norme du graphe, c’est-a-dire

1/2
lulle = (el ) + 1 Aul?ae) -

Proposition 1.12. (Régularité des espaces de solutions) Soit {2 un ouvert
borné de R™, n = 1,2,3, a frontiére ”suffisamment réguliere”, alors ¥p et ¥y
s’injectent contintiment dans C°(£2).

Par contre, le résultat est faux pour ¥, qui ne s’injecte pas continument dans
C%(£2). Cest I'adjonction d'une condition aux limites homogene qui permet de
conclure.

On retiendra surtout de ce résultat général :
~ en dimension 1, les fonctions de H*(§2) sont continues mais pas nécessairement
dérivables.

9 Le fait que 1’on puisse définir la trace de la dérivée normale d’éléments de ¥ (pour construire
WUy ) sera explicité en fin de §1.3.3.
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1.3 Solutions faibles et formulations variationnelles

— en dimension 2 ou 3, les fonctions de H'(£2) ne sont pas nécessairement conti-
nues, mais les fonctions de Wp, Wy et H*(§2) sont continues.

Bien que les fonctions appartenant & I'espace H'({2) ne soient pas nécessairement
continues si n > 2, on peut toutefois démontrer que des fonctions globalement
H' présentent un saut nul sur une interface quelconque. En outre, si elles sont
continues de chaque coté de l'interface elles sont en fait globalement continues.
Ce dernier résultat constitue une forme de réciproque de ’exemple considéré au
début de la sous-section. On énonce donc :

Propriété 1.2 Soit 2 un ouvert borné partitionné en deux ouverts £21 et {25 tels
que 2 =0 U0Dy, 21N 0y =F etve HY(N). On note v; = V|, pour j =1,2.
On a alors :

def
[vlp = vy p —vop =0 p. p.sur F.

En particulier, siv; € C°(£2;) pour j = 1,2 alors v € C° (£2).

Démonstration : Comme v € H'(£2), on a Vo € D(02) :

" Ov " Our " Ove
d = pdf2 dn v = .
/_Q ox; v 2 axl + /92 ox; 14 U Vi = Vi

Par ailleurs, on a, car ¢ € D(£2) :

v dp . 9y
02 = )= _ 0_ 0
o 0z wd / Ox; d / 83:1 L / 2 Bz d
formle ) [0 ag 0 0o — )i +v2ip (n2);) @irdF
de Green - o, Oxi ® 0, OT; ¥ - (vi1p (1), + va1F (n2),) @17
0 0
(C&I‘ n; = 7112) = 8v1 LPdQ +/ 8v2 gde — / (UI|F — ’UQ‘F) (nl)z SO\FdF
2, 9%i Q, 04 P

Comme le vecteur normal est unitaire, il existe au moins une composante non nulle de ce vecteur,
d’ott on déduit par densité que vi|r = v dans L? (F) et par conséquent

vi|F = V2| P. p. sur F.

Lorsque v; € C° (ﬁj), I’égalité précédente est en fait vraie partout, ce qui démontre que v €
(@), .
Enfin, on rappelle un dernier résultat (cf. [8]), valable uniquement lorsque I'ouvert

{2 est borné.

Théoréme 1.5. (Rellich) Soit 2 un ouvert borné de R™, a frontiére "suffisam-
ment régulicre”. Alors, de toute suite bornée de H'(2), on peut extraire une
sous-suite qui converge dans L?(S2).

On dit alors que I'injection canonique de H'(£2) dans L?(f2) est compacte.
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

1.3.2 Théorémes fondamentaux de ’analyse hilbertienne

Nous allons rappeler deux théoremes fondamentaux de ’analyse hilbertienne qui
nous serviront par la suite. Pour la démonstration de ces théorémes nous renvoyons

A [8).

On désigne par H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, )z et on note
H' le dual de I’ensemble H, c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires continues
sur H. On munit I'espace dual de la norme canonique :

[£(v)]

vEH,v#0 HUHH

[l s =

Deux propriétés essentielles des espaces de Hilbert sont d’'une part, l’existence
de projections sur tout convexe fermé non vide et d’autre part, la représentation
d’une forme linéaire continue par le produit scalaire.

Théoréme 1.6. (Projection) Soit K un ensemble convexe, fermé et non vide
de H. Alors pour tout f € H il existe un unique élément de K, noté Pk f, tel
que :

If = P fllz = min||f — vl (1.29)
veK
qui est caractérisé par :
(f—Pxflo—Pxf)y <0 YvekK. (1.30)

En outre, l'application Py est une contraction :

|Prfi — P follu < | fi — follu  Yfi,fa € H. (1.31)

Remarque 1.1. Lorsque K est un sous-espace vectoriel de H, la condition (1.30)
devient dJ(Pxf)w = 0, Vo € K, si on a posé J(u) = |lu — f||%, rejoignant
Iinterprétation énergétique de la formulation variationnelle.

Théoréme 1.7. (Représentation de Riesz-Fréchet) Soit ¢ € H', il existe un
unique élément f € H tel que :

o) = vyg = (fv)u Yve H

notation

et on a :
[ £l = 1€l m

Remarque 1.2. Ce théoreme repose sur la propriété de réflexivité des espaces de
Hilbert (isomorphisme entre le bidual H”et H). En dimension finie, ce théoreme
est utilisé naturellement lorsque ’on identifie 'application dérivée avec le vecteur
gradient !

22



1.3 Solutions faibles et formulations variationnelles

1.3.3 Formulations variationnelles des problémes de Dirichlet,
Neumann et Fourier

Nous allons voir dans cette sous-section quels sont les espaces naturels qui appa-
raissent dans les formulations variationnelles des problemes de Dirichlet, Neumann
et Fourier.

e Probleme de Dirichlet homogeéne

(1.32) u=0

—Au=f dans 2
u=20 sur 02

On supposera par la suite que f € L%(£2).

Si on suppose que u € H?(£2) (ce qui implique Au € L%(£2) !) alors, en vertu de
la formule de Green (1.26), pour toute fonction test v qui appartient & H*(£2), on

/Vu~Vde:/fde+/ @vdf
Q 0 a0 On

Si on choisit v € H}({2), compte tenu de la définition de Hg(§2), on a :

/vu.wdrz:/fvd(z Vv € Hi ()
2 9]

d’ott la formulation variationnelle du probleme de Dirichlet homogene (1.32) dans
'espace de Hilbert H}(£2) :

Trouver u € H}(£2) telle que :

/Vu-Vde:/fde Yo € Hi(02) (1.33)
i (2}

Remarque 1.3. Les fonctions test v et la solution u appartiennent au méme espace,
en Poccurence H}(§2). Par ailleurs, la condition aux limites de Dirichlet (u = 0)
apparailt explicitement dans I’espace. On dit que la condition de Dirichlet est une
condition essentielle qui s’oppose aux conditions aux limites dites naturelles qui
n’apparaissent pas dans I’espace (voir la remarque 1.6).

On a établi que toute solution u € H?(§2) de I'’équation (1.32) vérifie la formulation
variationnelle (1.33). En fait, la réciproque est également vérifiée. Choisissons dans
(1.33) une fonction test v € D(£2), ce qui est licite car D(2) C Hg(§2), identifions
Ou € L*(£2) & un élément de D'(§2), et dérivons au sens des distributions :
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

" ou Ov " 0%u
=2y o) = 2l = (w0

Si on remplace également 'intégrale de droite dans (1.33) par le crochet de dualité,
on trouve, au sens des distributions sur {2 :

—Au=f dans D'(£).
Mais comme f € L%(£2), et que L?(£2) C D'(£2), on a donc montré que :
—Au=f dans L?(12),

c’est-a~dire au sens des fonctions (presque partout !).

On peut faire encore mieux ! En effet, lorsque u € Hi(£2) mais u ¢ H?(12), la
formule de Green (1.26) n’est plus valide. Cependant, en travaillant au sens des
distributions, on peut encore passer de (1.32) a (1.33). Cette fois, on utilise non
seulement le fait que D(£2) C H}(£2), mais surtout le résultat plus fort selon lequel
D(£2) est par définition dense dans H (£2). Soit donc v € H}(2) et (vx)x une suite
d’éléments de D(§2) qui converge vers v dans H'(£2). D’apres (1.32), on a tout
d’abord n g P
u u  Oug,
<f7 Uk) = _<Au7 vk> == ;((%1277@ = ;<a$z, 8733)

Mais, d’une part, f € L?(£2), et, d’autre part, d;u € L?(£2), pour i = 1,n. Ainsi,
on peut remplacer les crochets de dualité initiaux et finaux par des intégrales.

Enfin, comme (vg)x converge vers v dans H'({2), on sait que (vg)x converge vers
v dans L%(§2), mais aussi que (0;v;)x converge vers d;v dans L%(§2), pour i = 1,n.
On peut donc passer a la limite a gauche et a droite, pour arriver a

- ou Ov
/fzfudQ;/rzamaxidrz(/Qvu.vudQ).

Ceci correspond bien a la formulation variationnelle (1.33).

On a donc finalement établi le résultat suivant, qui permet de s’affranchir de
I’hypothese ”artificielle” selon laquelle v € H?(£2) :
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Proposition 1.13. Soit f € L*(2). Alors u € H(2) vérifie I’équation (1.52) si
et seulement si u vérifie la formulation variationnelle (1.33).

Par construction, on note que v € ¥p.

Remarque 1.4. Dans I’énoncé de la proposition 1.13, on peut remplacer les espaces
L%(2) et H}(£2) respectivement par les espaces CY(£2) et C?(2)NC(£2). Ceci relie
les solutions faibles aux solutions classiques, vues au §1.2.

e Probleme de Dirichlet non homogene

on

{—Au:f dans {2 (1.34) w—g

U=y sur 0f2

On suppose toujours que f € L2(f2). Le choix de la régularité de la donnée
g souleve une difficulté. En effet, rappelons que l'application trace g n’est pas
surjective de H'(£2) dans L?(942). C’est pourquoi, nous allons faire I’hypothese
suivante sur g :

1/2 . s -
{g € H'/2(012) ou, ce qui est équivalent, (1.35)

il existe g € H'(£2) tel que y0§ = g.
La fonction g s’appelle un relevement de la fonction g, et de plus ||| g1 () permet

de mesurer g. En effet, d’apreés la proposition 1.8, on a [|gl| y1/2(00) < 19/l m1 ()

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la formulation variationnelle du
probleme de Dirichlet non homogene.

Supposons que la solution u de (1.34) appartienne & H2(§2) et multiplions par
une fonction test v € H}(£2) Péquation sur 2. En utilisant la formule de Green
(1.26), on obtient :

/Vu-Vde—/ G dr = /fvd()
N a0 On

Compte tenu du fait que v € HJ (£2), on aboutit & la formulation variationnelle :

trouver u € H'(£2) tel que u = g sur 92 et

/Vu-Vde:/fde Vv € Hy(02)
0 0

(1.36)

Cette formulation n’est pas satisfaisante car I'espace des fonctions test (Hg(£2))
n’est pas le méme que I'espace des solutions (H!(£2))- C’est pourquoi, on effectue
le changement d’inconnue :
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

U=u—4g

qui conduit a la "bonne” formulation variationnelle :

Trouver @ € H}(2) tel que

/va.vvd(z:/ fvd!?—/ Vj-Vud2  Yoe HN ) (1.37)
2 2 02

u étant alors donné par v = u + g.
Remarque 1.5. On s’est en fait ramené au cas homogene !

On aurait également pu raisonner au sens des distributions, lorsque u ¢ H?(2),
pour passer de (1.34) a la formulation variationnelle (1.37). Réciproquement, a
partir de (1.37) et de la relation & = u — g, on revient a la relation —Au = f,
comme dans le cas homogene. Et comme @ = 0 sur 92, on retrouve bien la se-
conde relation u = g sur 02. Bref, on peut passer de (1.37) a (1.34). On a donc
cette fois le résultat :

Proposition 1.14. Soient f € L?(12), g € H'/?(00) et § un relévement de g.
Alors uw € HY(82) vérifie I’équation (1.34) si et seulement si i = u — § vérifie la
formulation variationnelle (1.37).

e Problémes de Neumann et Fourier

Nous allons traiter simultanément le cas de Neumann et celui de Fourier en in-
troduisant le probleme général :

—Au+pPu=f dans {2
{ (1.38)

@+)\u:g sur 012
on

Opu+u=g 02

ot \, 3 sont des constantes réelles'®, f € L?(02) et g € L?(092).

Supposons encore une fois que u € H?(§2). Multiplions la premiére équation de
(1.38) par une fonction test v € H'(§2) et intégrons sur 2. En vertu de (1.26) on
obtient :

ou

/Vu-Vvd(H—ﬁ/ ude:/fde+ —ovdl’
n n 0 an On

qui compte-tenu de la condition aux limites, conduit a la formulation variationnelle
du probleme (1.38) dans H'(£2) :

10 Te cas A = 0 correspond au cas de la condition de Neumann.
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Trouver u € H'(£2) tel que :

/Vu-Vde—&-ﬂ/ude—l—A/ wodl (1.39)
2 2 90

:/ fvd9+/ gudll, Yv € H'()
0 o5

Remarque 1.6. La principale différence avec le cas du probleme de Dirichlet réside
dans le fait que la condition aux limites apparailt explicitement dans la formulation
variationnelle (1.39) et non plus dans l’espace. On parle de condition aux limites
naturelle. Lorsque g = 0 et A = 0, elle disparalt méme complétement!

On a encore une propriété d’équivalence entre la formulation variationnelle et la
formulation forte.

Proposition 1.15. Soit u € H?(£2). Alors u vérifie les équations (1.38) si et
seulement si u vérifie la formulation variationnelle (1.39).

Démonstration : La démonstration est ici un peu plus instructive que les précédentes, car il
faut faire réapparaitre la condition aux limites. Soit u € H?(£2) vérifiant (1.39). Prenons v €
D(N) C H' (1), on a alors

/Vu-Vvd.QJrﬁ wd2= [ fodf2 car v = 0 sur 0f2.
Q Q Q

D’apres la formule de Green (1.26), il vient :

/ (—Au + Bu)v d2+ %vdl“ = [ fvdR2
Q 20 On 2
=0 car v € D(2)

d’ou on tire que :

(—Au + Bu,v) = (f,v) Vv e D)
soit : —Au + fu = f au sens des distributions et méme au sens des fonctions de L?(£2) car
u € H*(2) et f € L*(2). On a alors en particulier que :

/(—Au+5u)ud(z:/ fvd2, Yve H'(9).
22 (]

Prenons maintenant v € H'(£2) dans (1.39) et appliquons & nouveau la formule de Green :

/(—Au—i—ﬁu)vdﬂ—i—/ @Udf—i—)\ uvdF:/ fde+/ gudrl,
Q a0 On 20 Q 20

compte tenu de ce que nous venons d’établir, on déduit que :

/(%+)\ufg>wdl“:0 Yo € H'(2)
a0 \On

En rappelant que I’ensemble des traces sur 902 des fonctions de H'(§2) est dense dans L?(942)
(cf. proposition 1.8), on déduit de I’égalité précédente que :

/ <@ +)\u—g) wdll =0 VYw e L*(00)
a0 \0n

. ou
ce qui prouve que n + Au = g presque partout sur 0f2. n
n
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

Comme pour le probleme de Dirichlet homogene, on aimerait s’affranchir de
I'’hypothese ”artificielle” v € H?(£2). Malheureusement, 1'idée de raisonner par
densité de D(£2) (et donc au sens des distributions) échoue, puisque D({2) n’est
pas dense dans H'(12). La facon correcte de procéder est de ”généraliser” directe-
ment la formule de Green (1.26) en une formule d’intégration par parties valable
pour des couples (u,v) de fonctions-test moins réguliers, pour ce qui concerne u
(on conserve I’hypothese v € H(§2)).

Intuitivement, si on reprend (1.26), on remarque que pour v € H'(§2), on a :

Vo € L?(2)™ : pour que le deuxieéme terme, / Vu-Vuvdf2, ait un sens, il suffit
9}
que Vu € L?(2)™. Ainsi, la fonction-test u doit toujours appartenir & H'(£2).

You € H'Y/2(d12) : pour que le troisieme terme / 8—7} dI’ ait un sens, il suffit
non
ou

cette fois que la trace de la dérivée normale de u, yyu = a—lag, définisse
n

une forme linéaire et continue sur H'/2(912). En d’autres termes, il suffit que

y1u appartienne & 'espace dual de HY/2(9£2) (voir les rappels du §1.3.2). On

remplace dans ce cas ce deuxieme terme par

(mu, 70U>(H1/2(8!2))’,H1/2(8Q)’

ou (-, '>(H1/2(8Q))/7H1/2(8Q) représente l'action d’une forme linéaire et continue
sur H1/2(8Q). D’apres [17], notons que l'on peut identifier le dual de H/? (092)
a l'espace de Sobolev défini sur 92 d’indice —1/2. On écrit donc

H2(09) = <H1/2(8Q)>/,

avec les inclusions H'/2(02) c L*(002) c H~'/2(91).

La question est alors : & quelle(s) condition(s) sur u € H'(£2) peut-on garantir
que y1u appartienne & H~1/2(d£2). La réponse est donnée dans [17] : cette
propriété est vraie, des lors que u € H'(§2), et que Au € L?(£2), ot1 la dérivation
est comprise au sens des distributions. C’est-a-dire, si u € ¥, avec ¥ défini en
(1.28). Qui plus est, on peut démontrer que 'application trace de la dérivée
normale 1 est linéaire et continue de ¥ dans H~/2(912).

Lorsque u € ¥, on constate que le premier terme — Au v df2 a automatique-

2
ment un sens !

En conclusion, nous aboutissons a la généralisation de (1.26) ci-dessous.

Proposition 1.16. (Formule de Green) Soient u € ¥ et v € H'(£2), on a :
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1.3 Solutions faibles et formulations variationnelles

Quelques commentaires additionnels, tirés de [17].

Les résultats qui précedent sont des cas particuliers de ’étude ci-dessous. Soit
H(div;2) = {v € L*(2)" tel que divv € L*(2)},
ou la divergence est comprise au sens des distributions. On munit H(div; {2) de la norme

2 . 2 1/2
[l zaivi) = (allz2¢oyn + [Idivullz2 o))

Proposition 1.17. (Trace normale) Soit £2 un ouvert borné de R™, a frontiére ”suffisamment
réguliere”. Alors :

o C®(2)™ est dense dans H(div; 2);

e [‘application trace normale

, {COO(ﬁ)" — H™'Y2(00)
Tn - v — v =(v-n)sn

se prolonge par continuité en une application linéaire continue, encore notée vy, de H(div; £2)
dans H=%(082) et on a l’inégalité

Vvl a-1/200) < VIl @iva)-

e Soientu € H(div; 2) et v € H*(2), on a la formule d’intégration par parties de type Stokes :

/Q(div u)vd2 = —/Q u- Vod2+ (v, 0) g-1/290), 11/200)- (1.41)

L’étude qui précede et qui a notamment amené a la proposition 1.16 est un cas particulier de la
proposition 1.17, puisque, si u € ¥, alors Vu € H(div; §2)...

On en déduit pour finir une version plus générale de la proposition 1.15 pour
résoudre le probleme de Neumann et Fourier, lorsque f € L?(f2) et g €
H~1'/2(812). La formulation variationnelle devient alors

Trouver u € H'(£2) tel que

/Vu-Vde+ﬂ/ uvd(}—l—)\/ uv dl’ (1.42)
Q Q o0

= /va a2+ <g’v>H*1/2(89),H1/2(8Q)7 Yu € Hl(Q)

Proposition 1.18. Soient f € L*(2) et g € HY2(002). Alors u € HY()
vérifie les équations (1.38) si et seulement siu vérifie la formulation variationnelle

Démonstration : laissée en exercice. n

Par construction, on note que la solution du probleme de Neumann homogene
(c’est-a-dire avec le parametre A = 0 et la donnée g = 0) est telle que u € ¥y.
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1.3.4 D’autres exemples de formulations variationnelles

L’analyse que nous venons de faire s’étend a des situations plus générales :
opérateurs a coefficients variables, équations d’ordre supérieur. Par ailleurs, on
peut donner des formulations encore plus faibles.

e Probléme a coefficient variable

Considérons une fonction k(z), éventuellement discontinue, et le probleme a co-
efficient variable :

(1.43)

—div(k(x)Vu) = f dans {2
u=20 sur 02

En multipliant par une fonction test v € HOI(Q) et en intégrant par parties, on
aboutit a la formulation variationnelle suivante :

Trouver u € H}(£2) tel que :

/ kE(x)Vu-Vvdf2 = / fvd, Yve HLMN). (1.44)
) 1)

Cette formulation variationnelle a bien un sens méme si k& est une fonction dis-
continue. Il suffit que la fonction k appartienne a L ({2).

Remarque 1.7. En suivant la méme idée, on pourrait considérer le cas d’un coeffi-
cient k dépendant de la solution u, conduisant alors a des problemes non-linéaires
plus difficiles a étudier car les résultats dépendent fortement de la nature de la
fonction qui a u associe k(u).

e Problemes elliptiques d’ordre 2

L’équation de Laplace n’est qu’'un cas particulier d’équations elliptiques. En effet,
considérons l'opérateur aux dérivées partielles P défini par :

"9 ou " Ou
Pu=— Z 87561 (awaxj> +Zbi37$i+cu

ij=1
qui lorsque :
n
> apXiX; >0 VX ER", X#0
ij=1
est dit uniformément fortement elliptique (le cas du laplacien correspond & a;; =

Le probleme de Dirichlet homogene :

{ Pu=f dans {2 (1.45)

u=20 sur 012
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admet pour formulation variationnelle :

Trouver u € H}(£2) tel que

ou Ov
Z/awaxl o 2+ 2/

i,7=1

(1.46)

+/ cuvdf? :/ fudf, Yv € Hy(92)
(9} 9]
les coefficients a;j, b; et ¢ pouvant dépendre de x.

e Problemes d’ordre supérieur

A titre d’exemple considérons le bilaplacien muni de conditions aux limites de
Dirichlet et tangentielle :

A%y = f dans 2
u=20 sur 01?2 (1.47)
Au=0 sur 052

Multiplions par une fonction test v € H?(£2) telle que v = 0 sur 2. Formellement,
appliquons deux fois la formule de Green (1.26), on obtient :

/AQUUdQ:/AuAUdQ—l—/ <8 (Au)v—Auav) ar.

Compte tenu des conditions aux limites, il vient :
/ AuAvdS? = / fvd2 Yve H*(Q), v=0sur 902 (1.48)
9] 9]

qui constitue une formulation variationnelle de (1.47) dans l'espace :
H?(2) N Hy(2) = {v e H*(2),v=0sur 02} .

La condition u = 0 sur 92 apparait comme une condition essentielle du probleme
et la condition Au = 0 sur 92 comme une condition naturelle. Notons que ’ordre
de dérivation a diminué de deux dans la formulation variationnelle.

e Données moins réguliéres

Dans les exemples précédents, on a toujours considéré f € L2(f2). En fait on
peut se contenter de données moins régulieres. Par exemple pour le probléeme
de Dirichlet, choisissons f € H~1(£2), le dual de H}(£2), inclus dans l’espace des
distributions D’(§2). On introduit alors la formulation faible suivante du probleme
de Dirichlet homogene :

31



1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

Trouver u € H}(£2) tel que :

/ Vu-Vuvdf2 = <f’U>H—1(.Q),H01(Q) Yv € H&(Q)
2

dont la solution vérifie :
{ —Au=f au sens des distributions sur {2

(1.49)

u=20 sur 0f2

()10, 11 (2) désigne la dualité entre H}(£2) et son dual H~1(£2).

Il est bien clair que ’on ne peut pas considérer des données aussi peu régulieres que
lon veut (distribution quelconque) sous peine de perdre 'existence et 1'unicité.

L’exemple le plus ”simple” est le suivant. Si, pour le probleme de Neumann et Fourier, on choisit
f € H (), on perd 'existence !? En effet, la formulation variationnelle (1.42) est posée pour
v quelconque dans H'(§2). Or, f se trouve dans le dual de H{(£2) : on ne peut donc pas définir
a priori I'action de f sur un élément v de H'(£2) \ H3(£2)... Cet exemple illustre en particulier
la différence entre condition aux limites essentielle (pour le probléeme de Dirichlet) et condition

aux limites naturelle (pour le probléme de Neumann et Fourier).

1.4 Existence et unicité des solutions faibles

u rmulations variationn ue nous avons présentées 3 ion
Toutes les fo latio ariationnelles que nous avons présentées a la sectio
précédente s’inscrivent dans le cadre abstrait suivant :

Trouver u € H tel que :

a(u,v) = £(v) Yve H (1.50)

ol

— H est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire (-, -)x,

— a(-,-) est une forme bilinéaire continue sur H,

— /() est une forme linéaire continue sur H.

Ainsi, on a pour les problemes de Dirichlet (1.32) et Neumann-Fourier (1.38) :

Dirichlet Neumann — Fourier
H Hp (12) H' (1)
a(u,v)/Vu-Vde/(Vu-Vv—i—Buv)dQ—i—/ AvwvdI
(0] 2 o002
L(v) /fde /fvd!?—i—/ gudI”
(9] 2 o

On choisit ici des données f € L?(£2) et g € L?(012).

Avant d’exposer la théorie générale de l'existence et de l'unicité du probléme
abstrait (1.50), nous allons mettre en évidence & 'aide d’exemples, les principes
sous-jacents a cette théorie.
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1.4 Existence et unicité des solutions faibles

1.4.1 Le probléme de Neumann

Plagons-nous dans le cas 8 =1 et A=0. On a alors :
a(u,v) = / (Vu - Vo +uv)d2 = (u,v)g1(p) (produit scalaire sur HY(2))
0

et
E(v):/ fde—i—/ gudS2.
2 o

L’application

HY(2) — R
l
v —  L(v)
est clairement linéaire et continue sur H'(£2) car :
/ fods2 < IF 2oy llvlizca) < N2 llvlla o) (1.51)
0 (Cauchy—Schwarz)
et
| gvar < lllz2 0 Iovl2com)
an (Cauchy—Schwarz) (152)
< CHQHL?(BQ)HUHHI(Q)

(continuité de la trace (1.23))

L’application du théoréme de Riesz fournit alors I’existence et 'unicité d’une solution u € H*(£2)
4 la formulation variationnelle (1.50) du probléme de Neumann et l'estimation de continuité

suivante : |£( )‘
v
lellr ) = 18l sy = S0P =2 —
H(22) () vz0 [Vl a1 ()

Or on a, en vertu des estimations (1.51) et (1.52) :

wup L)

<max(1,C) ([|fllz2c2) + l9llL200))
v#0 ||UHH1(Q)

On énonce donc le résultat :

Théoréme 1.8. (Unicité et existence pour le probléme de Neumann) Soit
f € L) et g€ L?(092) alors il existe une unique solution faible u € H'(£2) au
probleme de Neumann :

—Aut+u=f dans {2
— =g sur 0f2

De plus, la solution u dépend continiment des données f et g, c’est-a-dire qu’il
existe une constante C' indépendante de u, f et g telle que :

lull g2y < C (1f22(2) + 9l L200)) -

Remarque 1.8. Cette notion de dépendance continue est également appelée sta-
bilité par rapport aux données.
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

1.4.2 Le probléme de Dirichlet - L’inégalité de Poincaré
Dans le cas du probléeme de Dirichlet homogene, la forme bilinéaire
a(u,v) = / Vu - VodS?
2
ne définit pas, a priori, une norme équivalente & la norme induite par H!(§2) sur
H;(92)
o113 () = / v2d§2 +/ |Vo|2dS2.
19 o}

On a seulement I'inégalité :
a(v,v) = / |Vo|2dR < ||UH%-{1(Q) Yo € HY(). (1.53)
19

Par conséquent, le théoreme de représentation de Riesz ne s’applique pas avec le
produit scalaire usuel de H!(£2).

Cependant, on peut démontrer une inégalité réciproque, satisfaite seulement pour
les fonctions appartenant & Hg(£2) ! C’est I'inégalité de Poincaré.

Proposition 1.19. (Inégalité de Poincaré) Soit 2 un ouvert borné de R", il
existe une constante Cy,, dépendant seulement de §2 telle que :

/ v2df] < Cp/ |Vo|2d2 Vv e H (D) (1.54)
(9 02

Remarque 1.9. Cette inégalité est trivialement fausse dans H'(§2) (prendre v = 1)!

Démonstration : Par densité de D(£2) dans H}(£2), on se ramene aux fonctions v qui sont C*°
dans {2 et & support compact dans 2. On note ¥ le prolongement de v par 0 a 'extérieur de {2
(v est défini sur R™).

Comme {2 est supposé borné dans R", il est nécessairement contenu dans une bande de 1’espace

{(z1,-+,zn) € R" tels que a < z, < b} : on pose x = (z',z,) avec ' = (1, T2, , Tn-1) .
T, =b
T, =a
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1.4 Existence et unicité des solutions faibles

v étant régulier, on peut écrire :

)= [ 2 )i

a

qui, en vertu de Cauchy-Schwarz, conduit a I'estimation :

B o | 9P 2 ool 95 ?
| (I/,l’n)‘2 < (xn — a)/a % (2/,t)] dt < (zn —a) /_oo %1; (2/,1)] dt.
A l'aide du théoreme de Fubini, ceci permet de montrer :
/ |o (m',xn)Ide' < (xn — a)/ ﬁ( " t) de'dt.
Rn—1 - R Oxn,
En intégrant, entre a et b suivant x,, il vient finalement :
b ~ 2 2 ~ 12
- 0 b— 0
/ v2d:c§/ (mn—a)dacn/ v dx:( a) / v dz
R™ a R™ a’En 2 R™ 3:En
qui fournit 'inégalité souhaitée, car © = 0 en dehors de {2 :
2 1 2 2
lollz2(0) < i(b —a) [Vo|“df2 Vv € D(2).
Q
Par densité, cette derniére inégalité reste vraie pour tout v € Hg (£2). =

Remarque 1.10. D’apres la démonstration fournie, il suffit que {2 soit un ouvert
borné dans une direction pour que l'inégalité de Poincaré soit vérifiée. En effet,
apres un éventuel changement de base dans R™, on peut toujours supposer que
lon se trouve dans le cas ou 2 C {(x1, -, xz,) € R tels que a < x,, < b}.

De l'inégalité de Poincaré (1.54), on tire immédiatement que :

1
/Q\w?dg > g ling, e H@) (1.55)
Ceci prouve, compte tenu de (1.53), que
a(v,v) = / |Vo|2d02
9]

définit une norme équivalente & la norme H*!(£2), sur I'espace Hg(2).

Usuellement, on introduit la semi-norme de H1({2) :

lols = (/Q yw%m) " (1.56)

C’est donc une norme sur H{ (£2), associée au produit scalaire :
(u, 0) i) = / Vu - VodSf2. (1.57)
9]
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

Ce résultat nous permet maintenant d’appliquer le théoreme de Riesz en choisis-
sant le produit scalaire (1.57) sur H3(£2). On obtient ainsi un théoreme d’existence
et d’unicité pour le probleme de Dirichlet homogene, car £(v) = [, o fvdf2 demeure
une forme linéaire continue sur H}(2), compte tenu de I'estimation :

] / fvdﬁ‘ <l liliw |, < O Ifliath.

oincaré)

On énonce donc le résultat :

Théoréme 1.9. (Existence et unicité pour le probléme de Dirichlet) Soit
f € L%(92) alors il existe une unique solution faible u € Hg(£2) au probléme de
Dirichlet homogéne :

—Au=f dans (2
u=0 sur 012

qui dépend continiment de la donnée f : il existe C > 0 indépendante de u et f
telle que
[l iy < (1+ Cp)2July < Cllfllr2(0)-

Lorsque {2 est borné (dans toutes les directions), il existe une démonstration par
I'absurde de 'inégalité de Poincaré s’appuyant sur I'injection compacte de H(§2)
dans L?(£2) (voir le théoréme 1.5). Dans le cas ol {2 est de plus connexe, cette
démonstration permet, par ailleurs, d’établir des généralisations tres utiles de
I'inégalité de Poincaré :

e Inégalité de Poincaré-Wirtinger

2
/v2d9§ C (/ \wy?drwi (/ UdQ) ) Yo e HY(Q). (1.58)
N N mesQ N

e Inégalité de Poincaré-Friedrichs (I" C 912, mesI” > 0)

2
[v]13(0) < C </Q|w2d9+ (/derz> ) Yo e HY(12). (1.59)

Indiquons 'idée de la démonstration de I'inégalité de Poincaré-Friedrichs.

On raisonne par absurde. Soit (i) une suite d’éléments de H*(£2) telle que :

2
1
ol =1 et |yk|+:/\wk|2drz+</ ykdr) <t owksl
(93 r

(yx) est une suite bornée de H'(£2), qui s’injecte de fagon compacte dans L*(£2). Par conséquent,
il existe une sous-suite (yx/) qui converge vers y € L*(£2) (|lyw — yll 120y — 0)). Vérifions que
Vy = 0 au sens des distributions. Soit ¢ € D(2) :
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1.4 Existence et unicité des solutions faibles

(0iy, ) = —(y, dip) = —/ ydip d2 = —/ Jim_ g Dip d©2
,Q B Q — 00

= — lim Y Oipd2 = — lim (ypr,0ip) = lim (Diyw, @)
k'—oco | k! —o0 k! —o0
= lim /dykzade—O
k'—oco J

Ainsi, y € H'(2) et Vy =0 ; on a donc ||ygr — Yll 12y — 0. En passant a la limite, on a, par
continuité de la trace ~o, / ydl' = hm / yrr dI" = 0. Par conséquent, d’une part, y est égale

a une constante sur 2 (car {2 est connexe) et, d’autre part, I'intégrale de cette constante sur I'

est nulle ! Ainsi, y = 0 ce qui contredit 'hypothese ||yl| g1 (o) = limp —oo [Yr | z1(0) = 1.

e Le probleme de Dirichlet non homogéne
L’existence et I'unicité d’une solution au probleme de Dirichlet non homogene
découlent de ’analyse précédente.

En effet, rappelons que sous 'hypothese g € H'/2(912) (voir (1.35)), on se raméne
a une formulation variationnelle en @ = u — § posée dans H}(£2) avec

a(t,v) /Vu Vod2 et L(v /fde /Vg Vv df2

1 suffit donc de vérifier que £(v) est une forme linéaire continue sur Hg (£2) pour
la norme (1.56). Or on a, en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de
Poincaré :
1) < [fllez)llvllcze) + IVl L22) IVl 20)
< Collfllz2(ylvl + IVall ey lvl
Ceci prouve qu’il existe une unique solution @ € H{(£2) a la formulation varia-
tionnelle (1.37). Mais ¢a n’est pas fini...

Théoréme 1.10. (Existence et unicité pour le probléme de Dirichlet non
homogene) Soient f € L*(2) et g € HY/2(00). Alors il existe une unique solu-
tion faible u € H'(£2) au probléme de Dirichlet non homogéne :

—Au=f dans 2

U=y sur 0f2

qui dépend continument des données f et g : il existe C > 0 indépendante de u,
f et g telle que

lullzr2) < CUIfIz22) + 19l @172 00)-

Démonstration : On a déja établi I'existence et 'unicité de la solution @ € Hg(£2) de la
formulation variationnelle (1.37). Par ailleurs, si on choisit v = @ dans (1.37), on trouve :

|ﬂ|§ < fllz2 18l L2 o) + gl 4]
< (G 2y + 13k ) lal,  d'on

|af1 < C;/2Hf“L2(_Q) + 19l (1.60)
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Existence de u. Comme 4 est solution de (1.37), u = @ + § appartient & H'(£2) car @ € HJ ()
et g e H 1(.Q) par hypothese, et par conséquent u est solution du probleme de Dirichlet non
homogeéne.

Unicité de u. Soient u; et us deux solutions du probleme de Dirichlet non homogene. Posons
w = u1 — uz. Il est clair que w vérifie le probleme de Dirichlet homogene :

—Aw =0 dans 2
w=20 sur 0f2

dont 'unique solution est w = 0 en vertu du théoreme 1.9. Ce qui prouve que u est unique.
Dépendance continue de u par rapport aux données. D’apres la proposition 1.8, on peut choisir
un relevement go de g tel que [|Golla1 () < 2[l9llg1/2(00)- Sinon, ceci contredirait le fait que

91l 17250y = Infuemi(2) 1q vov=g [Vl 1 (2) ! Pour ce relevement, on note o la solution de la
formulation variationnelle (1.37). On a :

llullgr 2y = lldo + Gollgr (o) < ||310||H1(9~) + ||§0HH1(Q)
<laolr + |[tollL2(e) + lGoll 1)
(Poincaré) <(1+ 03/2)|ﬁ0|1 + 1ol 1 (2

qui compte tenu de estimation (1.60) et du choix de go, permet d’établir le résultat de continuité.
En effet, on écrit :

lullzrcy < (14 Cy2)C 21 fllLacay + 1Gol) + lldol a1 (o)
<(1+ C;/Z)C;/QHJCHL‘Z(Q) +2(2+ C;/Q)||g‘|H1/2(8())
< max((1+ G} )0, 22+ O (1) + ol /2o

c’est-a-dire une dépendance continue par rapport a g et f. ]

1.4.3 Le théoréme de Lax-Milgram

Les démonstrations d’existence et d’unicité que nous venons de voir sur des cas
particuliers mettent en évidence deux points essentiels :

— le fait que la forme bilinéaire a(u, v) définisse une norme équivalente sur 1’espace
de Hilbert H.

— l'utilisation du théoréeme de représentation de Riesz.

Le premier point découle d’une propriété tres forte dite de coercivité de la forme
bilinéaire af(-,-).

Définition 1.11. (Coercivité) On dit qu’une forme bilinéaire est coercive sur
H si et seulement si il existe une constante a > 0 telle que :

a(v,v) > allv]|} Yo € H. (1.61)

Remarque 1.11. En dimension finie, cette propriété exprime le caractere défini-
positif d’une application bilinéaire.

Cette notion nous permet de formuler un résultat général d’existence et d’unicité
pour le probléme variationnel abstrait (1.50), qui, de surcroit, englobe le cas des
formes bilinéaires non nécessairement symétriques :
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1.4 Existence et unicité des solutions faibles

Théoréme 1.11. (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert, a(-,-) une forme
bilinéaire continue et coercive sur H, ((-) une forme linéaire continue sur H. Alors
il existe une unique solution uw € H au probléme

a(u,v) =4£(v) YveH.
En outre, la solution u dépend continiment de la forme linéaire £ :

lullz < Clle]| -

Démonstration : D’une part, d’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique
élément L € H tel que :
L(v) = (L,v)u, Yve€H.

D’autre part, Papplication v — a(u,v) définit une forme linéaire continue sur H. Toujours grace
au théoreme de représentation, il existe un unique élément de H, noté Au, tel que :

(Au,v)g = a(u,v), Vv € H,

avec ’estimation :

1Aulln = sup 120 < il (Ca module de continuité de a-, -)). (1.62)

#0 |[vlla
Ceci montre que l'application

H — H
A.{UHM

est continue sur H. Elle vérifie de plus, compte tenu de la coercivité :
(Au,w)g > oflul?. (1.63)
Le probleme a(u,v) = £(v) Vv € H, est alors équivalent au probleme :
(Au—L,v)g=0 YVYveH,
et donc a I’équation fonctionnelle :

Au=L dans H. (1.64)

On définit l'opérateur S sur H de la fagon suivante :
Sv=—pAv+pL+v avec p>0.

On a:
[[Svi — Sva|l}; = [[—pA (v1 — va2) +v1 — vall3;

soit en développant et en utilisant les estimations (1.62) et (1.63) :
[|Sv1 — Swa|2, = |lo1 — 2|13 + P || Avs — Ava |3, — 2p (Avi — Avz, 01 — v2)
< (1=2pa+p°Ce) o1 — vl

20

ok on obtient :
a

En prenant 0 < p <

[|Sv1 — Sva||lg < kpllvr —v2llg avec k, < 1, (1.65)
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

qui prouve que S est une application contractante de H.
En utilisant le théoréeme du point fixe de Banach on en déduit que S admet un unique point fixe
u = Su dans H. D’apres la définition de S, u vérifie (1.64). Enfin, on a, en vertu de (1.63) :

2
allullg < (Au,u)m = (Lyw)m < |Ll[allulle = [1€] ]l
qui établit que la solution v dépend contintiment de £ : |jullg < o |||z =

Remarque 1.12. Lorsque la forme bilinéaire a(-,-) est de plus symétrique, la
démonstration devient immédiate car a(-,-) définit une norme équivalente sur
Pespace de Hilbert H et le théoreme de Riesz répond a la question (nous avons
déja utilisé cette propriété précédemment). Par ailleurs, si on introduit la fonc-
tionnelle :

J(u) = %a(u,u) (),
on a (cf. [9]) :
dJ(u).v = (Au — L,v), ou VJ(u) = Au — L,

montrant ainsi que la solution wu, lorsque la forme bilinéaire est symétrique, mi-
nimise la fonctionnelle J. Dans le contexte de 'optimisation quadratique, la co-
ercivité s’interprete comme une condition de stricte convexité de la fonctionnelle

J.
¢ Exemple d’application du théoréme de Lax-Milgram

On suppose ici que 'ouvert {2 est (borné) et connexe. Considérons le probleme de
Fourier (3 =0et A >0) :

—Au=f dans (2 avec f € L(12)

1.
@+)\u20 sur 02 (1.66)
on

dont une formulation variationnelle dans H'(£2) est :

Trouver u € H'(£2) tel que :

/Vu-VdeJr)\/ uvdF:/fde Vo e H'(Q). (1.67)
(0] o052 (0]

Appliquons le théoréme de Lax-Milgram avec H = H'(2),

a(u,v):/Vu-Vde+)\/ wdl et E(U):/fvdﬁ
9 o1 2

Comme f € L?(£2), {(-) est une forme linéaire continue sur H*(§2) (voir (1.51)

).
a(-,-) est clairement une forme bilinéaire sur H'(£2). Elle est continue sur H(2)
car :

[ 9 vag] < [9ulagoI9eliago) < ool
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1.4 Existence et unicité des solutions faibles

et
'/arz Uvdf‘ < lull 2o vl z200) < CPllullgr) vl (o) (théoreme 1.2).

Par ailleurs, comme on a :

2
</ vdF) < mes(&Q)/ v2dI"  (d’apres Cauchy — Schwarz)
a12 n
on déduit de I'inégalité de Poincaré-Friedrichs (1.59) que Vv € H'(£2) :
/ U2df+/ |Vo|2dR > 0/ (v? + |Vo|?) d2
80 Q Q
conduisant a ’estimation :
a(v,v) > min(1, \) </ Vv|2d!2+/ v2df> >C min(l,)\)HvH%{l(Q)
Q 09

qui prouve que a(-,-) est coercive sur H'(£2). La formulation variationnelle (1.67)
admet donc une unique solution u € H'(£2).

Lorsque A = 0, le probleme de Fourier dégéneére en un probleme de Neumann dont
la formulation variationnelle découle de (1.67) :

Trouver u € H'(§2) tel que :
/Vu-Vde:/fde Vo € H'(2).
Q Q

On constate, en choisissant v = 1 dans cette formulation, que f doit vérifier la
condition, dite de compatibilité :
/ fd2=0.
2

C’est une condition nécessaire sur f pour que le probleme soit bien posé.
En outre, si cette condition est satisfaite il est clair qu’il n’y a pas unicité de la
solution car toutes les fonctions constantes u gt vérifient :

/ Vueste - Vodf2=0 VYo € Hl(_Q)
Q

A Taide de l'inégalité de Poincaré-Wirtinger (1.58), on peut montrer que si la
condition de compatibilité est vérifiée, alors le probleme de Neumann précédent
admet une solution dans H'({2), unique & une constante additive prés. Pour cela,

on se place dans le sous-espace (de H'(£2)) égal a {v € H'(£2) tel que / vd2 =

2
0}. Dans ce sous-espace, | - [1 est bien une norme équivalente a || - || g1 (), d’apres
(1.58).
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Remarque 1.13. On a toujours supposé que a(-,-) est a valeurs dans R. Il existe
des situations ou af(+, -) est a valeurs complexes. La coercivité de a(-, -) prend alors
la forme :

la(v,v)] > allv||% (| - | désignant le module)-

On peut encore énoncer le théoreme de Lax-Milgram, sa démonstration étant
cependant différente de celle proposée auparavant (on prouve directement l'injec-
tivité et la surjectivité de l'opérateur A associé a la forme bilinéaire a(-,-), voir
par exemple [21]).

Une généralisation du théoreme de Lax-Milgram qu’il est utile de connaitre est
le théoreme de Stampacchia qui fournit un résultat d’existence et d’unicité pour
I'inéquation variationnelle 11 :

Trouver u € K, tel que

a(u,v —u) > Ll(v—u) YveK (1.68)

ou K est un convexe fermé non-vide de 'espace de Hilbert H.

Sous les hypotheses du théoreme 1.11, on démontre qu’il existe une unique solution
u € K au probléeme (1.68).

En effet, a ’aide du théoreme de représentation de Riesz on se rameéne au probléme :
(Au,v —uw)g > (Lyv—u)g YweK

faisant apparaitre naturellement opérateur Px de projection sur K (voir théoréeme 1.6). On
introduit alors 'opérateur :

Sv = Pg(pL — pAv+v), p>0
pour lequel on démontre, en vertu de (1.31), que pour p petit, il existe 0 < k, < 1 tel que :

[Sv1 = Sva|lmr < || Pic(v1 — v2 — p(Avs — Ava))|l < Kplvr — v2|m

On conclut par un argument de point fixe.

1.5 Quelques propriétés des solutions faibles

Terminons ce chapitre, en indiquant brievement, quelques exemples de résultats
portant sur les solutions faibles : principe de positivité, principe du maximum et
régularité des solutions en fonction de celles des données, qui sont a mettre en
regard des propriétés des solutions classiques présentées a la section 1.2.

1 On rencontre ce type d’inéquations pour des problemes de contact.
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1.5.1 Principe du Maximum

Nous allons indiquer, sur le cas du probleme de Dirichlet, la démarche qui permet
d’obtenir un principe de positivité sur la solution faible et par conséquent un
principe du maximum.

Considérons le probléme de Dirichlet suivant :

{ —Au=f dans 2

u=g sur 0f? (1.69)

avec f € L*(2) et g € H'/?(092).
On a le principe de positivité suivant :

Proposition 1.20. (Positivité) Soit f > 0 presque partout sur 2 et g > 0
presque partout sur 02 (resp. f < 0 et g < 0). Alors la solution v € H'(£2) du
probléme de Dirichlet (1.69) est positive (resp. négative) presque partout sur (2.

Démonstration : Nous traitons le cas f > 0, g > 0. L’autre cas est similaire. Remarquons que
u € HY(2) est tel que :

u = g sur 912, / Vu-Vod2 = / fod2 Vv e Hy(R). (1.70)
2 e}

On pose u— = Inf(u,0), u+ = Sup(u,0) et 2_ =
Support(u < 0), 21 = Support(u > 0).

On peut montrer (cf. [16]), et on 'admet ici, que si v € H'(£2) (resp. Hg(£2)) alors vy et v_
appartiennent & H'(£2) (resp. H}(£2)) et que :

Vo_(z) = {V”O(‘"”) e ; 0o et Vo) = { V”O(I) e ; gi (1.71)

Choisissons, v = u_ dans (1.70). Ceci est licite puisqu’'on a u— € Hj(£2) :
(u-)pp = inf(g,0) =0 sig=>0.
Il en découle, sachant que f > 0et u_ <0:

0> / fu_dQ:/ Vquu_d.Q:/ V(u++u_)~Vu_dQ:/ |Vu_[2d2.
2 2 Q- 2

(Ci-dessus, on a utilisé les propriétés u = uy + u—, ainsi que Vu4 L Vu_ presque partout).
Ce qui prouve que Vu_ = 0 et donc u— = 0 car u_ € H(2). La démonstration est similaire si
f <0et g <0 (choisir v = uy). =
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

On déduit de cette proposition le principe du maximum suivant :

Théoréme 1.12. (Principe du maximum) Soient f € L?(2) et g € HY/?(012).
Alors l'unique solution u € H'(§2) du probléme de Dirichlet (1.69) vérifie le
principe du mazimum suivant :

f=>0 = uZianég p. p. sur {2

<0 = u < supg p. p. sur {2

f=0 = iarggﬁuagsaugg p. p. sur {2
Démonstration : Cas f > 0. Notons K = ianrgg. Si K = —o0, il est clair que u > —oo presque

partout ! Si K est finie, elle vérifie —AK = 0 dans {2. Posons v = K — u. Par construction, v
vérifie les équations :

—Av=—-f (£0) dans 2

v=K-—-g (<0) sur 02
qui prouve, en vertu de la proposition précédente, que v < 0, soit u > K. Les autres cas se

traitent de la méme fagon. =
Remarque 1.14. Pour le probleme de Dirichlet modifié :

—Au+u=f dans {2
U=y sur 012

on a un résultat encore plus précis :

min(inf f,inf g) < w < max(sup f,supg) p. p. sur {2,
9] o ) o0

dont nous laissons la démonstration a titre d’exercice.

1.5.2 Régularité des solutions

Les formulations variationnelles ne fournissent que des solutions faibles (appar-
tenant & H'(£2) pour le probleme de Laplace). Une question naturelle est de se
demander si les solutions faibles trouvées ne sont pas plus régulieres.

Cette question est tres technique, car il convient d’étudier attentivement ce qui
se "passe a la frontiere du domaine”, la régularité de la frontiere et la forme
de T'ouvert (frontiere C*°, ouvert polygonal ou polyédrique, convexe ou pas ...)
intervenant de fagon cruciale.

Nous indiquons, pour commencer, deux résultats de régularité lorsque la frontiere
est supposée tres réguliére (voir [24, 8, 18] pour les démonstrations de ces
résultats et des résultats plus généraux). Puis, nous poursuivons en examinant
la situation, lorsque 'ouvert borné {2 est un polygone de R?, ou un polyedre
(lipschitzien) de R3. Nous reprenons ici des résultats dus a Grisvard [18, 19]. Et,
pour finir, nous énoncons un résultat de régularité ”locale”, valable a l'intérieur
de 'ouvert.
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1.5 Quelques propriétés des solutions faibles

e Probléme de Dirichlet (frontiere C*)

Soient f € H*(£2) et g € L*(092) telle qu'il existe § € H'(2) avec £ > 1 et § =
g sur 02, alors la solution u € H'(£2) du probléme de Dirichlet :

—Au=f dans (2
U=y sur 02

appartient a H™({2) avec m = Min(k + 2,{).

Notons, qu’en vertu des injections des espaces de Sobolev dans les espaces CP({2)
(voir proposition 1.11), il faut que k > g et £ > g+2 pour que H™(£2) C C? (ﬁ) .
Ce qui fournit des conditions suffisantes pour que u soit une solution classique du
probleme de Dirichlet.

Retenons, par exemple que :
2
{fiié!?) — ue HY(Q)

et plus généralement :

{fEHk(”) — we HM(Q),

e Probléme de Neumann (frontiere C*)

Soient f € H*(£2) et g € L?(912) telle qu'il existe § € H(£2) avec £ > 2 et gg =g
n

sur 92, alors la solution u € H'(£2) du probléme de Neumann :

gZ:g sur 02

appartient & H™({2) avec m = Min(k + 2, ¢).

{—Au—l—u:f dans 2

n n
C’est une solution classique si k > 5 et £ > 5 + 2-

Attention, ces résultats ne se prolongent pas naturellement aux problemes mixtes
Dirichlet-Neumann. La régularité des solutions de ces problemes est liée a la nature
du raccord des conditions aux limites (voir [18, 19]).

e Probléme de Dirichlet homogeéne (2 polygone ou polyedre)

On considere ici le probleme : trouver u € H}(£2) telle que

—Au = f dans 2,
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1 Du c6té de la théorie des équations elliptiques

avec une donnée f appartenant a L%(£2).
— Si (2 est conveze, alors on a automatiquement u € H?({2).

— Si 2 nest pas conveze, alors appartenance de u & H2(f2) n’est pas garantie.

Fig. 1.5. Domaines convexe et non convexe en 2D et 3D

Plus précisément, si I'on en revient aux espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire
(déja évoqués auparavant), on peut établir qu'il existe op €]1/2, 1], qui dépend
uniquement de §2, tel que

(i) Vf € L*(92), u € Ny, HT5(02) 5

(ii) 3f € L%(92) telle que u & H*oD ().
Enfin, en dehors d’un voisinage w des coins rentrants de 0f2 en 2D, ou des coins

et arétes rentrants en 3D, on a le résultat
(ili) uo\o € H*(2\ ).

De fagon ”plus imagée”, pour une donnée f dans L?({2), exposant limite de régu-
larité de la solution du probleme de Dirichlet homogene est 2 si 2 est convexe,
et 14 op si £2 n’est pas convexe, avec 1 + op < 2. Qui plus est, dans le second
cas, la "perte de régularité” de la solution est localisée autour des coins (et arétes)
rentrants de la frontiere.

e Probléeme de Neumann homogéne ({2 polygone ou polyedre)

On considere maintenant le probleme : trouver u € H'(£2) telle que
0
—Au+u = f dans 2, 8—U:Osur o012,
n

avec une donnée f appartenant a L%(£2).

Les resultats sont semblables & ceux observés pour le probleme de Dirichlet ho-
mogene.
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— Si 2 est conveze, alors u € H*(£2).

— Si 2 nest pas conveze, alors il existe oy €]1/2,1[, qui dépend uniquement de
{2, tel que

(i) Vfe L*(),uc ﬂs<UN HY5(0);

(ii) 3f € L*(92) telle que u & HToN ().
Enfin, en dehors d’un voisinage w’ des coins (et arétes) rentrants de 92, on a le

résultat :
(ifi) woe € H*(2\@).

Lorsque {2 est un polygone de R?, on peut établir que op = ox. Par contre,
lorsque 2 est un polyedre (lipschitzien) de R3, on peut avoir op # oy.

Enfin, le méme type de résultats peut étre obtenu dans des polygones ou des
polyedres curvilignes. Dans ce cas, la convexité ou la non-convexité du domaine est
a prendre en compte uniquement au voisinage de coins (et arétes) de la frontiere.

e Régularité locale de la solution d’un probléeme de Laplace
Soi u € H'(£2) solution du probleme

—Au = f dans {2
condition aux limites sur 02

Alors, a laide d’une fonction de troncature et d’une partition de I'unité [6], on
peut établir le résultat ci-dessous.

Soit B(C, R) une boule de centre C' et de rayon R, telle que B(C,R) C 2. Si
f € H* (B(C, R)), alors u € H**? (B(C, R')) pour tout R’ < R.

En d’autres termes, pour le probleme de Laplace (et indépendamment des condi-
tions aux limites), si la donnée f est "localement” H*-réguliere, la solution u est
"localement” H**2-régulicre.
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Introduction a la méthode des éléments finis

Il existe principalement deux techniques de discrétisation des problemes ellip-
tiques : la méthode des différences finies s’appuyant sur la formulation forte du
probléeme (donc sur les solutions classiques) et la méthode des éléments finis basée
sur la formulation variationnelle (donc sur les solutions faibles).

Les principes fondamentaux présidant a la discrétisation par différences finies des
problemes elliptiques étant similaires a ceux rencontrés lors de la discrétisation
des équations hyperboliques (cf. [15]), nous ne développons ici que la théorie de
I'approximation par éléments finis.

La méthode des éléments finis consiste a remplacer ’espace des fonctions ”tests”
(de dimension infinie !) de la formulation variationnelle, par un espace de fonctions
tests approché et de dimension finie. L’espace approché est généralement inclus
dans ’espace initial. On parle alors d’approximation interne ou de Galerkin et,
sous certaines conditions, il converge vers l’espace initial (dans un sens a préciser).
Nous consacrons la premiere section a des considérations générales sur ’appro-
ximation de Galerkin. Nous exposons ensuite le principe de construction des
éléments finis et les propriétés des espaces d’approximation ainsi obtenus.

2.1 Approximation de Galerkin

Rappelons que les problemes elliptiques que nous avons étudiés au chapitre
précédent (principalement Dirichlet, Neumann, Fourier) s’inscrivent dans le cadre
hilbertien abstrait suivant :

Trouver u € V tel que :

a(u,v) =L(v) YveV (2.1)

ol

— V est un espace de Hilbert, muni de la norme || - ||y,

—a(+, ) est une forme bilinéaire continue et coercive sur V', c’est-a-dire qu’il existe
deux constantes M et o > 0 telles que :



2 Introduction a la méthode des éléments finis

la(v, w)| < MlJv|lylwllv Y(v,w) €V, (2.2)
a(v,v) > alll|} Yo eV. (2.3)

— £ est une forme linéaire continue sur V.

D’apres le théoréeme de Lax-Milgram (théoreme 1.11), sous les hypotheses précé-
dentes, le probleme abstrait (2.1) admet une unique solution notée, par la suite,
u € V. L’objet des sous-sections qui suivent est I’étude de ’approximation du
probleme (2.1).

2.1.1 Approximation interne

Considérons Vj, un sous-espace de V, de dimension finie n = n(h) ou h est un
parametre positif destiné a tendre vers 0, avec limj_on(h) = oo (on suppose
implicitement ici, et dans la suite, que V est de dimension infinie). V}, représente
une approximation de dimension finie de ’espace V.

On introduit le probleme variationnel approché suivant :

Trouver up, € Vj, tel que : (2.4)
a(up,vp) = €(vp),  Vop € Vj

Une telle approximation est qualifiée d’approximation interne ou de Galerkin.

Sous les hypotheses (2.2) et (2.3), le probleme approché (2.4) admet une unique
solution uy, € Vj,, car on peut toujours appliquer le théoréme de Lax-Milgram (V},
est encore un espace de Hilbert, en tant que sous-espace fermé de V).

Dans la suite, on note (-|-) le produit scalaire dans R™.

Proposition 2.1. (existence et unicité de la solution approchée) Sous
les hypothéses (2.2) et (2.3), le probléme variationnel approché (2.4) admet une
unique solution up € Vi C V.

Nous allons donner une autre démonstration, tres instructive, de ce résultat. Men-
tionnons tout d’abord une interprétation immédiate du probléme approché (2.4).

Lemme 2.1. Soit (1, -+, pn) une base de l’espace vectoriel Vy,. Alors le probléme
approché (2.4) est équivalent au systéme linéaire posé dans R™ :

AN=T (2.5)
avec Ay =a(pj, i), (7)Z =\ et (f)z =l(pi) 1<i,j<n

et l'on a

up =) Ajpj. (2.6)
j=1
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2.1 Approximation de Galerkin

Démonstration : on choisit v;, = ¢; dans la formulation variationnelle (2.4), ce qui nous conduit
aux équations :

> Nalgs i) =ei)  Vi=1,n,
j=1
qui constitue le systéme linéaire (2.5), écrit ligne par ligne.
La réciproque est immédiate par linéarité de a. [

Dimonstration de la proposition 2.1 : La gatrice A est inversible. En effet, soit N tel que
A X = 0. En effectuant le produit scalaire avec A, on trouve :

0=AXN) =" ( Aja(%’@i)) Ai=a (Z Xi©is Y Ai%‘) :
Jj=1 j=1 i=1

=1 =

D’apres hypothese de coercivité (2.3), que 'on peut utiliser car ¢; € Vi, C V (approximation
interne), on en déduit :

al Y il <o,

i=1

zn: )\icpi = 0,
=1

est une base de V},, on conclut que \; =0, Vi = 1,n, soit Y =0 n

c’est-a-dire :

et, comme (¢;),

Remarque 2.1. En fait, en reprenant la démonstration précédente, on constate
aisément que la coercivité de la forme bilinéaire _a)(-, -) implique que la _r)na_t)rice A
est définie-positive (donc inversible) : pour tout A € R™\ {0}, ona (AX|X) > 0.

Remarque 2.2. Comme le montre (2.5), le probleme approché est équivalent a la
résolution d’un systeme linéaire. C’est évidemment cette forme que ’'on exploite
numériquement.

Remarque 2.3. On notera l'importance capitale de 'hypothese d’approximation
interne Vi C V. Lorsque Vi, ¢ V, approximation est qualifiée d’externe. Ce cas
est plus complexe a étudier car la forme bilinéaire a(-,-) peut ne plus étre définie
sur V, n’étre plus coercive sur Vj,. Il est alors nécessaire d’introduire une forme
bilinéaire approchée ay (-, -) qui complique singulierement ’étude (voir par exemple
21)).

Nous examinons maintenant sous quelles hypotheses I'approximation interne con-
verge.

e Convergence de ’approximation de Galerkin

Afin d’obtenir un résultat de convergence de la solution approchée uj du probléme
(2.4) vers la solution u du probléme continu (2.1), nous allons estimer directement
I’écart :

en = [lu—upllv-.
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Notons au passage que cette approche differe d’'une approche classique par
différences finies s’appuyant sur les notions de stabilité et de consistance [15].

Commencons par démontrer le lemme fondamental de Céa :

Lemme 2.2. [] existe une constante C > 0, indépendante de Vy, telle que :

lu—up|ly < C inf ||lu—wvp|lv (2.7)
vp €V

Démonstration : Soit v, € V), quelconque. En notant que (vn, — up) € Vi, on a, par différence
entre (2.1) et (2.4) :
a(u—up, vy —up) = 0.

En introduisant u, ceci donne :
a(u—un,u—up) =a(u—unu—uvy), Yo, € V.
D’apres (2.3) (coercivité de a(-,-)) on a la premiére majoration :
allu —unlly < a(u—un,u—uy).
D’apres (2.2) (continuité de a(-,-)) on a la seconde majoration :
a(u—up,u—uvy) < M|u—unlv]v—ovn|v.
Ceci montre que :

M
lu — unllv < EHU —opllv, Yun € Vi [

Remarque 2.4. Dans le cas ou la forme bilinéaire a(-, ) est symétrique, on obtient
une meilleure constante : C = (M/a)'/2, en développant a(u — v, u — v,) en
fonction de a (u — up, u — up).

L’inégalité (2.7) montre que l'erreur e, est proportionnelle! & I’erreur d’appro-
ximation entre les espaces Vj, et V, cette erreur caractérisant la fagon dont ces
espaces sont ”proches”. Donnons une condition suffisante sur ’espace V}, pour que
cette erreur tende vers 0 lorsque h — 0 et par conséquent, que ’approximation
converge.

Théoréme 2.1. (convergence de ’approximation interne) On suppose qu’il
existe un sous-espace W dense de V' et, pour chaque h, une application ry, de W
dans Vy, tels que :

}llii% |lv —rpv|ly =0, YveW. (2.8)

Alors, on a :
lim — =0. 2.9
hl 0 Hu uh”‘/ ( )

! Bien sir, on sait que infy, cv;, ||u — vallv < |Ju — un|v !
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2.1 Approximation de Galerkin

Démonstration : Soit € > 0, comme W est supposé dense dans V, il existe w € W tel que :
£
2C
D’apres (2.8), il existe h(e) > 0 tel que :

|lu —wllv < (C' constante du lemme de Céa)

lw — rwlly < % VYh < h(e).

D’apres le lemme de Céa, (2.7) donne pour h < h(e) :

o = wnlly < C (= wlly + lw — rrewlly) <
ce qui prouve (2.9). ]

Remarque 2.5. L’espace V est souvent un espace de Sobolev de type H*(£2) (k >
1), dans lequel un espace du type C™(£2) (avec m > 0 ad hoc) est dense (cf. [16]).
Les espaces de fonctions dérivables au sens classique C™({2) étant plus faciles &
manipuler lors de I'estimation fondamentale ||[w — rpw||y, ils jouent le role de W.
Néanmoins, dans certains cas, on peut se passer de 'intermédiaire W, en réalisant

des estimations directes (voir §2.3.1).

La relation (2.9) prouve la convergence de l’approximation interne en norme V.
On précise la vitesse de convergence a ’aide de la définition suivante.

Définition 2.1. (vitesse de convergence) On dit que l’approzimation interne
est convergente a l'ordre k s’il existe une constante C > 0, indépendante de h telle
que :

lu — upllyv < C hE.

2.1.2 Un exemple d’approximation : les bases hilbertiennes

Un cas particulier d’approximation interne provient de l'utilisation d’une base
hilbertienne dont nous rappelons la définition ci-apres. On appelle base hilber-
tienne de l'espace de Hilbert V', toute suite (wj)j>1 d’éléments de V telle que :
- Vi,j, (wi,wj)v = 5ij N

— D'espace vectoriel engendré par les combinaisons linéaires finies des (w;) est
dense dans V.

On pose Vi, = Vect (wy,---,wy) avec h = 1/m, et uy 'unique solution du
probleme approché (2.4). Cette approximation porte le nom d’approximation de
Ritz-Galerkin.

En vertu de 'application du théoreme de convergence 2.1, on démontre :

Théoréme 2.2. (approximation hilbertienne) Pour tout m > 1, le probléme
approché (2.4) admet une unique solution up qui converge vers la solution u du
probléme continu (2.1).
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Démonstration : L’existence et 'unicité de up découle de la proposition 2.1. Pour montrer la
convergence, on applique le théoréeme 2.1 avec W =V et r), = m,,, : la projection orthogonale de
V sur V},. Il est facile de montrer que la deuxiéme propriété de base hilbertienne implique que :

}Lirr%) lv—7Tmo|lv =0 YoeV. ]

e Exemple d’application

Dans 'ouvert {2 =]0,1[x]0, 1], les fonctions propres (wpm p)mp>1 du probleme de
Dirichlet homogene :

Wi p(x,y) = sin(mmx) sin(pry)

constituent une base hilbertienne de H{ (£2). En prenant Vj, = Vect (Wmnp)pe1 N
avec h = 1/N, on obtient alors un espace d’approximation de dimension finie de
I’espace H&(Q) qui permet de résoudre le probleme de Dirichlet approché :

Trouver uy, € Vj, tel que /
o}

On peut évidemment utiliser d’autres bases hilbertiennes. Signalons, en par-
ticulier, les bases de polynomes orthogonaux (e.g. polynoémes de Legendre) qui
conduisent aux méthodes spectrales. Ces méthodes sont tres précises mais aboutis-
sent a la résolution d’un systeme linéaire ”plein”, inconvénient que ne présente
pas la méthode des éléments finis. Pour une introduction aux méthodes spectrales
on pourra consulter [5, 4].

k(z,y)Vup - Vupd2 = / fopdf2  Yu, € Vj,.
2

2.2 La méthode des éléments finis

Dans un premier temps, nous allons dégager a travers un exemple simple les
grands principes de la méthode des éléments finis. Ensuite nous présentons le cadre
général et formel qui permet de construire une grande variété d’approximations
par éléments finis. Enfin, nous abordons brievement quelques aspects de la con-
vergence des méthodes d’éléments finis.

2.2.1 Principes de la méthode des éléments finis

Rappelons que le probleme de Neumann admet pour formulation variationnelle
dans H'(02) :

Trouver u € H'(£2) tel que
/ (Vu- Vo4 uw)df2 = / fods? +/ gvdll Vv e H' (). (2.10)
Q Q a0

Nous allons nous placer dans le cas oll 2 est un ouvert borné de R?, que nous
supposerons, en outre, polygonal?.

2 Ceci constitue une simplification ayant essentiellement des répercussions au niveau de ’analyse
de I'erreur ainsi que de la mise en ceuvre.
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Pour fabriquer une approximation de Galerkin de ce probléeme, il nous faut cons-
truire un espace d’approximation V;, C H'(£2) de dimension finie.

Une premiere idée naturelle consiste a construire un espace d’approximation a
partir de fonctions affines par morceaux. Afin que ces fonctions appartiennent a

H'(£), il est suffisant que ces fonctions soient continues sur 2 (voir la propriété
1.1).

En vue de construire un tel espace, donnons-nous un maillage de 'ouvert (2, par
exemple une partition de L triangles (en dimension 2) :

P
Ry

Fig. 2.1. Triangulation

Nous allons supposer que cette partition vérifie des propriétés assez naturelles :

[¢]
— Tout triangle Ty est d’intérieur non vide (i.e. T¢# 0)
[e] o
— TeNTp=0si AL
_UT -2 (2.11)
— toute aréte d'un triangle est soit une aréte d'un autre triangle
soit une aréte portée par la frontiere 0(2.

La derniere propriété exclut, en particulier, la situation suivante :

Le sommet M M
n’est pas un sommet
du triangle T

On note (Mj)j:1 y l'ensemble de tous les sommets du maillage. Ces sommets M;
sont encore appelés nceuds du maillage.
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

On note h = maxy hy ou ,A

h¢ est le rayon
du cercle circonscrit
au triangle T}

On introduit I’espace suivant, indexé par h :

Vi, = {vh e o (ﬁ) , UpT, est affine, V¢ = 1,L} (2.12)

Proposition 2.2. L’espace V}, est un espace vectoriel de dimension N dont une
base est donnée par les fonctions continues et affines par morceauz (w;)j—1,N qui
satisfont aux relations :

U)j(MZ') = 52‘]‘ Vi,j = 1, N. (2.13)

1

AN Q

Fonction de base wj : M%

e Propriétés des fonctions de base et preuve de la proposition 2.2
— wj est continue sur 2 donc wj € V.
— (w;),;-1  forme une famille libre de V}, car :
Zajwj =0sur 2 = Zajwj (M;)=0, Vi=1,N = qa; =0, Vi=1,N.
J J

— (wj);—; y est une famille génératrice de V}, car :

si vy, € Vp, alors v, (M) = th(Mj)wj(M), VM € 0. (2.14)
J
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Pourquoi 7 Considérons dune part vy, 7,, et d’autre part (Zj vh(Mj)wj)‘ . Ces
Ty

deux fonctions sont affines et, si les trois sommets de Ty sont {M;,, M;,, Mlg}, on
a,pour k=1,2,3:

Z vn(Mj)w; (M;,,) = Z op(Mj)w; (M) = vp(Mi,).
J J

[T,

Ces deux fonctions coincident en valeur aux trois sommets : elles sont donc égales.
Comme c’est valable pour tout triangle Ty, on a bien (2.14), d’apres la propriété
2= UeTh.

Ceci acheve la démonstration de la proposition 2.2. =

Remarque 2.6. Revenons sur les contraintes imposées sur la partition (cf. (2.11)).
Si un triangle 7" est tel que I'une de ses arétes est incluse dans 'union de deux
(ou plus) arétes d’autres triangles, alors la trace — affine par rapport a I’abscisse
curviligne — de vy, sur cette aréte est définie par trois (ou plus) valeurs : il y aura
un probleme dans la définition de cette trace (voir le théoreme 2.3 infra pour une
version plus détaillée de ce raisonnement).

[} [}
Si Ty et T), sont deux triangles différents tels que Ty N T,,# @, on remarque que

la donnée de Uh|:% o2 définit complétement vy, sur Ty U T, (par prolongement).
4 m

Dans ce cas, on va donc disposer de six valeurs pour déterminer une fonction affine
en 2 dimensions, ce qui pose la encore un probleme.

o
Enfin, si un triangle T est tel que Ty= (), alors Ty est un segment. Dans ce cas,

puisqu’on sait que 2 = U,Ty, il existe ¢ tel que T" C T, (on se souvient que
I'intersection 7' N T} est soit vide, soit égale & une aréte entiere), et on peut tout
simplement supprimer 71" de la partition.

L’égalité (2.14) montre que les composantes d'une fonction v;, dans la base
(wj),;—y n coincident avec ses valeurs nodales.
— Enfin, notons que w; posseéde une propriété remarquable :

support w; = U Ty (2.15)
£ t.q. M;eTy,

Par conséquent, le support de w; est restreint (voir figure ci-dessus)!

On considére maintenant le probléme variationnel approché :

/ (Vup, - Vop, + upvp)d§2 = / fopds$2 —l—/ gupdl’ NYup € Vy, (2.16)
(0] 9} o

Quelles sont les propriétés intéressantes qui découlent du choix de I'espace
d’approximation Vj, défini par (2.12) ?
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

Remarquons pour commencer que, d’apres le lemme 2.1, le probleme discrétisé
(2.16) est équivalent au systeme linéaire, posé dans RY,

AU =B (2.17)
avec .
02 2

:/ fwid(2+/ gw; df2 (2.18)
(9} o1

U; = i®™ composante de la solution uj, dans la base (w;) -

B

.

Par construction, A est symétrique.

e Norme des éléments de ’espace d’approximation Vj

Soit V le vecteur de RN des composantes de vy, par rapport a la base (w;). On
note que :

(un, vh) (o) = Z:UUJ,,Z:VUJJ JHLY(Q) = Z(wi,wj)Hl(Q)Ui‘/j

1,J

= ZAjiUiv; = Z <Z AjiUi> v,
= Z (Aﬁ) = (AT|V).

On a également,

lonl31 () = (AV|V).

RV*N est (symétrique) définie-positive.

RNXN

On en déduit que la matrice A de

Si on introduit les matrices K et M de , respectivement définies par

Kzg :/ ij - Vw;dS2, Mij :/ ijid“(z’
0 9]

on en déduit cette fois que
loalFa(e) = MVV) et |ol} = (KV V).

La matrice K est appelée matrice de rigidité : par construction, elle est (symétrique)
positive, et on a de plus la propriété (K7|7) =0<«=V;=cste, j =1,N. La
matrice M est appeleée matrice de masse : par construction, elle est (symétrique)
définie-positive et on a, bien sur, ’égalité A = K + M. Cette terminologie est
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2.2 La méthode des éléments finis

issue de la mécanique et plus précisément des équations de l'élasticité linéaire
d’un corps, la rigidité faisant référence a l'opérateur aux dérivées partielles de
I’élasticité et la masse, bien évidemment, a la masse du corps. Notons au passage
que si T désigne le vecteur de composantes 1, on a les relations suivantes :

KT =0 et (MT|T) =mes(£2).

e Propriété de matrice creuse

La propriété de support (2.15) est essentielle. En effet, d’apres cette propriété, on
vérifie aisément que :

A;; =0 si M; et M; n’appartiennent pas au méme triangle. (2.19)

Ceci montre que la matrice A présente un tres grand nombre de zéros : on parle
de matrice creuse (voir le chapitre 3, §3.2). Par voie de conséquence, d’une part
le stockage du systeme linéaire occupe peu de place en mémoire, et d’autre part
on peut appliquer des méthodes spécifiques de résolution (voir 'annexe et, plus
généralement, [23]).

e Interpolation de Lagrange

Les inconnues du systeme linéaire s’appellent des degrés de liberté de ’appro-
ximation. On constate d’apres (2.14) que U; = up(M;), pour i« = 1,N. La
résolution du systeme linéaire fournit directement I'approximation de la solu-
tion uw aux noeuds M; du maillage. On parle dans ce cas d’approximation par
éléments finis de type Lagrange, chacun des degrés de liberté du systeme étant
supporté par un nceud du maillage.

e Caractére local de la méthode des éléments finis

Placons nous dans un triangle T; de sommets (Mp,, My,, My, ). Les seules fonctions
de base globales (w;);j—1,n dont la restriction a Ty n’est pas nulle sont wy, , wy, et
Wy,

On définit les fonctions de base locales dans le triangle T} :

7, =wyn, 1<i<3. (2.20)
7y, est un polynéme de degré 1 en (z,y), puisque wy, 7, est affine par définition ;

ainsi, 7y, appartient a P1[T}], I'espace des polynomes définis sur T, de degré 1 en
(z,y). Il est facile de vérifier que :

7o (M) = A (M) 1<i<3 (2.21)
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

ot (Ag,), <i<3 désignent les coordonnées barycentriques 2 de M par rapport aux
points (Mg, ), ;5. Par ailleurs, (74,), ;.5 forme une base de P[Ty].
En effet M — \g, (M) appartient & P'[T¢] et par définition :
e, (Me;) =65 1<i<3.
Comme 7y, vérifie également (d’apres (2.13) et (2.20)) :
o, (Me;) =65 1<i<3,
on en déduit la relation (2.21) car P*[Ty] est de dimension 3.

Si on raisonne localement, on peut se ramener & une configuration de référence,
sur un triangle fixe. En effet, les fonctions de base locales (74,) se déduisent des
fonctions de base (7;), dites de référence et définies sur le triangle unité 7' de
sommets M;(0,0), Ma(1,0), et Ms(0,1).
On introduit la transformation affine Fj :

I z a1+ b1y + a1
A~ H - Lo A~ ?
7 Y a2 + boy + co

qui transforme? le triangle T en le triangle T, avec les correspondances :

Fy (1\7) =M, 1<i<3. (2.22)

On a, puisque F} est affine :

v = () = S5 (1) o, 229)
=1

7

ou Xz (]\/J\ ) sont les coordonnées barycentriques de M par rapport aux points

M@ y)=1-2-Y
(@9 =7 . (2.24)
)\3 (fa /y\) = /y\

3 On rappelle que les coordonnées barycentriques (\;);=1,2,3 associées & trois points non alignés
(M;)i=1,2,3 (de coordonnées (z;,;)) permettent de répérer tout point M de R?. Si on note
(z,y) les coordonnées de M, alors \i(z,y), A2(z,y), As(z,y) sont définies de fagon unique par
les trois équations linéaires :

21:1,3 Ai(@,y)w: =z, Z¢:1,3 iz, )y = v, 21:1,3 Ai(z,y) = 1.

— — =
4 Par /gbus, si on confond le point M avec le vecteur OM la transformation Fj s’écrit encore
Fy(M) =B,M + C; avec B, € R>*? et Ty € R%
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<)
<

My,
M

F,

=)

My,

M, 3 -

M,

plan de référence plan "physique"

Fig. 2.2. Transformation géométrique

On pose par la suite 7; = Xi, 1 < ¢ < 3, car les fonctions de base locales sur le
triangle de référence sont les coordonnées barycentriques dans ce triangle.

Il est facile de voir que, des lors que les points (My,), ;.3 ne sont pas alignés —
Ty, n'est pas dégénéré — alors Fy est inversible (d’inverse affine) et on a d’apres
(2.23)-(2.24) :
~ -1
Ty, = T 0 F,
o 2.25
{ Ti = Ty, 0 Iy ( )

Par conséquent, on peut construire les fonctions de base locales 7,, puis les fonc-
tions de base globales w;, a 1’aide des seules fonctions de base de référence données
par (2.24). Ceci fournit un procédé de construction général d’une base de I’espace
d’approximation, qui est par ailleurs simple a mettre en ceuvre algorithmiquement
et informatiquement.

Ce processus de construction permet en outre d’effectuer rapidement et simple-
ment le calcul de la matrice du systéme linéaire (2.17). En effet, dans cette matrice,
intervient le terme :

[0

D’apres la propriété de support de (w;) ((2.15) et (2.20)) on a :
Kij = > V1, - V1p,d2. (2.26)
T, tq Mi,MjET( Ty

Remarque 2.7. Bien évidemment, lorsque i # j il existe au plus deux triangles
ayant M; et M; pour sommets (les triangles contenant 'aréte [M;, M;]), alors que
lorsque @ = j il peut en exister beaucoup (tous les triangles de sommet M;) !

On est donc ramené au calcul des matrices dites élémentaires :

K = ’ Ve, - Vg, de. (2.27)
2
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

Notons dF,(M ) la différentielle de Fy en M. Sment maintenant [dFy(M )] et Jg, (M (A)
respectlvement la matrice Jacoblenne de Fy en M (1 e. la représentation matricielle
de dFy(M )) et son jacobien en M, égal & det([ng( )]) On a la formule suivante
(cf. [6]) pour le changement de variable M = Fg(M )

/ v(M) dQ:/AvoFg(]\/Z)UF[(]\/Zﬂde.
Ty T

Dans le cas qui nous intéresse, rappelons qu’on tire de l'identité 7’:1(]\/4\ ) = Ty, ©
Fy(M) les relations d7;(M) = dry,(M) o dFy(M) et VT;(M ) [dFy(M )} V(M)
(cf. [9]). On aboutit alors a :

KL = / (CHRT)VF (D)) - 7(RT) |5, (V) 2, (2.28)

ot la matrice (symétrique) C* (]\/4\ ) est égale a :
CH(M) = [dF(A))~H ([dFe (M) )"

Ici, F; est affine®, et on a :

|JFZ(M)’ = ‘M&M% X M51Mf2

= 2 Mes(Ty),

et d’autre part (CE(J/W\ ) est une matrice indépendante de M. Ce qui permet d’en
conclure que :

Kfj = 2 Mes (Ty) {Ctil /f 0;T;0;7jdxdy + (ng /:F 057057 dxdy

Cl, ( /A 037,057 dTdy + /A a@ﬁa@dmg)} ,
T T

montrant ainsi que le calcul de Kfj et, par conséquent, celui de K;;, ne requierent
que la connaissance des fonctions de base de référence.

On traite de la méme fagon le terme :
Mij = / wiwjdﬁ.
[0}
On obtient :

M;; = > My

Ty tq MZ',M]'ET[

5 Noter que [ng(]/W\)} =By, Jp, (]/\4\) = det(By) et %?Z(Z/M\) =B V1, (M).
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2.2 La méthode des éléments finis

avec cette fois :
M = /T 70,7, d Q2 = /T 7(M)75(M)| T, (M)|d£2, (2.29)
Y4

soit dans notre cas
MY, — 2 Mes(T)) /T A7, didy.

Remarque 2.8. Dans la pratique, on n’utilise pas la formule sommatoire (2.26)
mais un algorithme différent, car il est cotiteux (d’un point de vue informatique)
de détecter les triangles qui possedent a la fois M; et M; pour sommets. Nous y
reviendrons au chapitre 3 (§3.1).

L’espace d’approximation dont nous venons de décrire la construction et les prin-
cipales propriétés constitue ’approximation par éléments finis P'-Lagrange. Cet
exemple met en évidence le processus général de construction d’une méthode
d’éléments finis :

— définition des fonctions de base locales sur le triangle de référence;

— construction des fonctions de base globales (par transport et assemblage des
fonctions de base locales), engendrant un espace d’approximation interne.

2.2.2 Processus général de construction des éléments finis
Commencons par une premiere généralisation de ’approximation P! par morceaux.

e Eléments finis de Lagrange d’ordre k

Définition 2.2. On appelle élément fini de Lagrange d’ordre k un triplet (K, X, P)
ot K est un fermé borné non vide de R™, X un ensemble de ng points (]\LK)Z.:1 -
appartenant o K et P un espace vectoriel de polynémes contenant P*(K) (espace

des polynomes de degré au plus k sur K ) tels que :
V(ai, a0, on,) € R 3lp € P tel que p(ME) = a;, Vi=1,ng. (2.30)

Un point de X s’appelle un degré de liberté de Lagrange et lorsque la propriété
(2.30) est vérifiée on dit que P est Y-unisolvant. Cette propriété exprime le fait
que 'application :

S : P— R"K
= (p(M{Y), - p(MS )
b p 1/ D ng
est bijective ou en d’autres termes, que toute fonction de I'espace d’approximation
est déterminée de fagon unique par les valeurs qu’elle prend aux degrés de liberté.
Une fagon simple de prouver 'unisolvance consiste donc a vérifier que dimP = ng
et a prouver que ’application S est injective ou surjective.
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

Remarque 2.9. Dans la définition 2.2, K peut prendre n’importe quelle forme :
triangle, quadrangle, etc. en 2D ; tétraedre, pentaedre, hexaedre, cube, etc. en 3D.
Par ailleurs, les points (MZ-K )i ne sont pas nécessairement des sommets | Enfin,
l'ordre de I'élément fini qui apparait dans la définition est lié & la précision de
Paproximation, notion qui sera abordée ultérieurement (voir le §2.3.1).

En vertu de la propriété d’unisolvance (2.30), il existe nx fonctions de base locales
telles que :

TiK(MjK) =0y Vi,j=1,ng. (2.31)
Ainsi, (TK ) . forme une famille libre et engendre le sous-espace vectoriel P.
v Ji=lng

e Exemples d’éléments finis

Indiquons, a titre d’exemple, quelques éléments finis classiquement utilisés.

Dimension 1 ‘

On note S = [0, 1] le segment unité.

— Elément fini de Lagrange d’ordre 0

=)

_ K

B { }A _ 0 12 1
={p(@) =a, a €R}

La propriété d’unisolvance (2.30) est trivialement vérifiée et on a pour fonction

de base : 71 (Z) = 1. Notons que 1'on peut choisir pour degré de liberté n’importe

quel point du segment S.

T >
w\»—‘

— Elément fini de Lagrange d’ordre 1

T M
I

S
{0,1}
={p@) =aZ +b, (a,b) € R?*}
été (2.3

La propri 0) est encore vérifiée. On trouve :

=)

3
)
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2.2 La méthode des éléments finis

— Elément fini de Lagrange d’ordre 2

k-5 : -
M= {0) 1) %} 0 172 1 !
P?={p(T) =az® +bZ + ¢, (a,b,c) € R}
La propriété (2.30) est vérifiée et les fonctions de base sont cette fois données par :
Yoz 2 -

71(x)=(1-2)(1—27)

T () =22 — 1)

T3 () =4z (1 — )

x
0 12 1

Dimension 2

En s’appuyant sur le triangle de référence f, on construit classiquement des ap-
proximations P, P! et P2. On note M1 (0,0), M2(1,0) et M3(0, 1) les sommets de
T.

— Elément fini P y

E=T_
2= {0 =(3.1)] )
A~ MIZ(
P=pP(T) = {p(@7) =a} 1
0 x
1/3 1

Il est clair que P est S-unisolvant et que Ti23 (]\/4\ ) = 1. Ce choix conduit a des
espaces d’approximation Vj contenant des fonctions qui, quoique régulieres par
morceaux, ne sont pas globalement continues. Par conséquent, d’apres la contra-
posée de la propriété 1.2, on n’aura pas I'inclusion V;, € H'(£2) (nécessaire dans
le cadre de 'approximation interne). Par contre, ces éléments sont adaptés pour
I'approximation de ’espace L?(£2).
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

— Elément fini P! Ay
E— M
XY = {MlaM27M3
P= P! (T) = {p(@,) = ai +bj + c}
T
]T/il ]/\/ZZ

Des lors que les trois sommets du triangle ne sont pas alignés, la propriété
d’unisolvance (2.30) est vérifiée, et on a :

n@y =1-r-y T (T,y) =T 73(2,9) =y

Remarquons que l'on aurait tres bien pu choisir pour X' :

<)

~ —~ 1 — 11\ —~ 1
Y= {M12 <270> 7M23 (27 2) 7M31 <O7 2)}

&)

ﬁu

qui conduit également & un élément fini de type P! avec :
T2 (T,y) =1-2y 723 (2,y) =2 +7y) -1 T3 (2,y) =1-27

Dans le cadre des approximations internes, cet élément est beaucoup moins
intéressant que le précédent car il ne permet pas de construire, apres assemblage
des fonctions de base locales, des fonctions de H! (la continuité aux interfaces ne

sera pas garantie) !

— Elément fini P? 7
KE=T
2= {M Ny, My, My, Mas, My } T i
P=pr*(T)
z
J/\:j\l ﬁu J/\:j\Q
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2.2 La méthode des éléments finis

OnaP2< ) {p z,7) = az? + by? +ca:y+da:+ey+f}

Lorsque dimP = cardE, pour montrer que P est Z—umsolvant, il suffit d’exhiber
les fonctions de base locales 7;.

Une technique rapide de calcul des fonctions de base 7; consiste & écrire les
équations des droites sur lesquelles sont situés les points ot doit s’annuler la fonc-
tion de base que l'on cherche a calculer. Par exemple, pour le calcul de/fl, on a
Ms, My et Moz qui appartiennent & la droite d’équation : 1—Z—4y = 0 et M3y, M1o
qui appartiennent & la droite d’équation : 27 + 27 — 1 = 0 d’ou on choisit :

n(@y) =a(l-2-y)(2r+2y—1)
En écrivant que 71(0,0) = 1 on obtient la constante v = —1.

En procédant de méme pour les autres fonctions de base, on obtient successive-
ment :

n@y)=>0-7-y)(1-2r-2y) T2y =4(1-7-7)
7 (Z,y) =T (27 -1 723 (2,) = 41y
(@Y =y(2y-1) 1 (2,y) =4y (1 -7 -y

Attention, dans ce procédé, il faut s’assurer que les fonctions que 'on a ainsi
construites appartiennent bien a ’espace P ; ce qui est le cas si on a utilisé le
nombre minimum de droites (ici 2) !

Pour des raisons géométriques, il est parfois plus facile de mailler un domaine
de calcul en quadrangles. On introduit, par consequent des elements ﬁnls qua-
drangulaires. Présentons-les sur le carré unité C de sommets M1(0 0), Mg(l 0),
M3(1 1) et M4(O 1). Les espaces de polynomes P associés ne coincident plus avec
les espaces Pk(C) mais avec des espaces de polynomes de degré au plus k en
chaque variable, notés Q*(C ) :

Q" (6> =4 p(7,7) Z @i 7Y, a;; €R

0<14,j<k
— Elément fini Q" 7
ﬂ4 ﬂg
E=C_
Y= {Ml,Mz,MS,M4}
P=Q! (A) ={p(Z,y) = aZy + bx + cy + d}
T
]T/fl ]/\/22
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dont les fonctions de base sont données par :

(@Y =01-2)1-y) 7@y =2(1-7)
73(%9):%'9 74(x,y):y(1—:r)
— Elément fini Q> 0
[/g _ a ﬁ4 M3y Ms
Y= {Ml,M2,M3,M4,M12,
Mos, M3y, My, M1234} My . My
Mi34
P=@*(C) ={p@i) = Y ayd'¥
0<i,j<2 . — 7
Afl ]Lflz AJZ

Donnons a titre indicatif la premiere fonction de base :
n@y)=01-2)1-22)(1-7)1-2p).

Remarque 2.10. Pour des raisons pratiques (réduction de la taille des matrices) on
peut choisir de ”supprimer” le noceud central Mio34, en déterminant un hyperplan
de @Q? contenant P? et sur lequel la propriété dunisolvance sera vérifiée avec

I’ensemble des degrés de liberté {M\l,M\g,M\g,M\4,M\12,]\/4\23,]/\/[\34,M\41}. Cette

technique conduit & un nouvel élément fini, dit Q?-Serendip, qui reste un élément
fini de Lagrange d’ordre 2.

Pour passer du carré unité C Aun quadrilatére convexe Q¢ quelconque (le passage
du plan de référence au plan ”physique”), on introduit une transformation Fy,
comme pour les triangles. Cette fois-ci, F; n’est pas systématiquement affinef,
mais de la forme Fy € @1 X @1, c’est-a-dire :

T afZY + VT + Y + df
Fol )=\ o ptn o i 0]
Y ay®y + by + ey + dy

En effet, on a a priori besoin de 2 x4 parametres pour déterminer la transformation
Fy, puisque le quadrilatere )y est défini par les coordonnées de ses 4 sommets. On
peut vérifier (cf. [17]) qu’il existe Fy € Q1 X Q1 inversible unique telle que :

F (J\?) =M, 1<i<4 (2.32)

(A rapprocher de (2.22) pour les trlangles)
Qui plus est, les cotés de C’ [Mz,Ml_‘_l] pour 1 < i < 4 (avec la convention

5 On peut vérifier par le calcul que Fy est affine si, et seulement si, Q, est un parallélogramme.
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]\/4\5 = ]/\4\1), sont transportés sur les cotés correspondants de Qy, [My,, My, ] pour
1 <1 <4, et enfin la restriction de Fy a chacun de ces cotés est affine.

Les fonctions de base sur () sont définies par ”transport” des polynomes de
Q*(C), via F,. Plus précisément, elles sont définies par :

Q" Q) ={pi=poF, !, peQC)}.

Dans le cas général’, Qk(Qe) n’est pas un espace de polyndomes, mais on a
Iinclusion Q*(Q) € C*°(Qy). Il est donc plus simple de représenter ses éléments
en passant par Fy (et F [1), en se ramenant a la référence sur le carré C.

Dimension 3 ‘

Indiquons en dimension 3 les éléments finis P! et Q' construits sur un principe
identique a la dimension 2.

— Elément fini PlA . .
On désigne par T” le tétraedre de référence de sommets M;(0,0,0), Ma(1,0,0),

M;(0,1,0) et My(0,0,1). :

K
5= Ml,Mz,Mg,M4}
p=rp (T’)—{p(x 7,2) = ai + bj + 2 + d}

Les fonctions de base associées a cet élément sont :

~ AN AN AN AN N AN AN AN NN AN AN NN

?1(.%,@\,2):1—.%—y—2 T2 (‘T Y,z ) Zz, 7—3(x7y72):377 4($,y,2):/2\.

— Elément_ fini Q" P e
On note C le cube unité de sommets My, My, M3, My et M5( 1,0), Mg(1,0,1),

M 7(1,1,1), Mg(O,l,l). f4 i,
K=0C , "
S ={Mi=1,8} g
7
i, i,
P=Q'(C)={p@n2= Y apay?
0<4,5,I<1 x
M, M,

T L’espace Q*(Q¢) est un espace de polynémes en (z,y) uniquement dans le cas particulier oft
Q¢ est un parallélogramme. En effet, dans le cas général, F[l est une fraction rationnelle.
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On a par exemple :
n@y,2)=1-9)(1-2)(1-2) et 7(,7,2)=2(1-7)(1-72)
et nous laissons le soin au lecteur de déterminer les autres fonctions de base.
Il n’est pas difficile de construire les éléments finis P? sur T' et Q? sur C , COmMpor-

tant respectivement 10 et 27 degrés de liberté. Signalons que ’on rencontre tres
souvent les éléments finis d’ordre 1 et 2 sur le prisme :

M,
z
K=T®8§ M, it
5= Mi,i:1,6} 5
5 PPN o g s s o i,
P={p(z,y,2) =arxz+byz+cx+dy+ez+ f}
x

X
e

Dimension n

On peut avoir a résoudre numériquement des problemes en dimension n >
4. Le principe de construction des éléments finis P! et Q' est le méme que
précédemment.

— Elément fini P!

Soit T(™ le simplexe de référence, de sommets ]\71(0, 0,0,---,0), ]\/4\2(1, 0,0,---,0),

o~

M;5(0,1,0,--,0), ..., My41(0,0,0,---,1).
On introduit

K =7®
s_ 117

M, i=1n+1}
p=p! <f(")> = {p (T1, e+, Tn) = D pmyp WTk + a”+1}

Les fonctions de base sont

—

@, B) =1= > & H@LEn) =i, 2<i<n+ L
k=1,n
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2.2 La méthode des éléments finis

— Elément fini Q!

Soit C(™) I’hypercube unité, de sommets (]/\Zi)lgiggn. Les coordonnées de Z\/I\Z
correspondent a la valeur de i — 1, exprimée en base 2. Par exemple : ]\/4\1 0,---,0),
Ms(0,---,0,1), M3(0,---,0,1,0), My(0,---,0,1,1), ..., Man(1,---,1).

On introduit

P=q' (C(n)> - {p (@13 Fn) = Do igying1 Giridanin 11 T3 %n}
On aura pour fonctions de base
AEd) = [[ A =3) B@d) =30 [ Q=30 -
k=1,n k=1n—1
7/—\2”(57\17 e ai‘\n) = H :/B\k’

k=1n

Les éléments finis que nous venons de présenter se généralisent a tout ordre k.
Les espaces P que lon engendre ainsi sont égaux & P*, QF ou des espaces de
polynémes ”intermédiaires”.

A Tl’aide de bijections définies de R™ sur R™, on "transporte” & partir de la les
éléments finis sur n’importe quel domaine. On introduit la définition suivante :

Définition 2.3. Les éléments finis de Lagrange (I?, 55 ]3> et (K, X, P) sont dits
équivalents s’il existe une bijection F de K sur K telle que :
y=F (2) (2.33)
P:{p:KHRtel quepoFEﬁ} (2.34)

Lorsque F' est une application affine, les éléments finis (I?,f,ﬁ) et (K,X,P)
sont dits affinement équivalents.

Remarque 2.11. Dans la pratique, on construit la transformation géométrique F
pour se ramener a I’élément fini de référence dont les fonctions de base sont in-
trinseques (cf. les exemples précédents).

e Construction de ’espace d’approximation
Nous allons maintenant décrire le procédé de construction d’espaces d’approxi-
mation interne Vj, de H!(f2) & l'aide d’éléments finis de Lagrange. On supposera

dans toute la suite que {2 est un ouvert borné non vide de R"™ (n = 1,2, 3), dont
la frontiere est polyédrique si n = 3 et polygonale si n = 2.
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

— Maillage

On considere un maillage 7;, de £2, c’est-a-dire une partition finie du domaine de
calcul en polyedres (segments si n = 1, polygones si n = 2) :
n=|J K (2.35)
KyeTy,
telle que : o
— tout polyedre K, est d’intérieur non vide (Ky# ()
— KyNKp=0 Yl#m

— toute face d'un polyedre K, € 7y, est : (2.36)
e soit une face d'un autre polyedre K, € 7j,
e soit une partie de la frontiere 0(2.
Le parametre h caractérise la finesse du maillage :
h = max hg, (2.37)

K¢€Ty

avec hy, le rayon de la plus petite sphere contenant le polyedre K.

Fig. 2.3. Polyedres adjacents et polyedre frontiere

Remarque 2.12. 11 n’est pas nécessaire que tous les polyedres Ky soient du méme
type. Dans R?, on peut ainsi mélanger des triangles et des quadrangles deés lors
que les propriétés (2.35) et (2.36) sont satisfaites.

On suppose qu’a chaque polyedre K, € 7y est associé un élément fini de Lagrange
d’ordre k : Ey, = (Ky, Xy, P;). Dans un souci de simplicité, on suppose que k est
identique pour tous les polyedres. On note ny le nombre de degrés de liberté de
Iélément fini E; (ny = cardXy) et on désigne par (Tf les fonctions de base

., 1 )i=1,n[
locales associées.

Nous allons voir maintenant sous quelles hypotheses supplémentaires on peut
construire I’espace d’approximation :

Vi, = {Uh e o (ﬁ) tel que vk, € P, VK; € ’]}L} (2.38)
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2.2 La méthode des éléments finis

— Construction des fonctions de base globales

On note L le nombre d’éléments finis F, associés au maillage 7 et on définit
I’ensemble de tous les nceuds du maillage :

o= =
(=1,L
que 'on munit de la numérotation globale : I =1, N avec N = card).

Pour chague élément fini Ey, on définit I'application £, :

'{1,2,'.",716} —{1,2,---,N} (2.39)

=1 =0y(L,1)

ot £,(¢,1) est le numéro global du i™¢ degré de liberté local du £¢™¢ élément fini.

=10
1=15
0,(6,1) = 10
0,(£,2) = 15
0,(£,3) =30 130
0y(¢,4) =2

1=2

On considere la fonction wy associée au nceud M; du maillage, construite en
réunissant toutes les fonctions de base locales Tf — définies sur K, — attachées au
noeud M, c’est-d-dire celles vérifiant 7/(M;) = 1. La fonction £, nous permet
alors d’exprimer la fonction de base globale wy sur Kp :

Z . . N
wy = {TZ» si Ji tel que {y4(¢,3) =1 (2.40)
0 sinon
Par construction, on a les propriétés immédiates suivantes :
Proposition 2.3. La fonction wy est un polynéme par morceauz vérifiant :
wr (MJ) :(5[7J VI,J: 1,N. (2.41)

et le support de la fonction wy est la réunion de tous les polyedres K, ayant le
neud My pour degré de liberté, en d’autres termes :

support (wy) = U K. (2.42)
£ t.g. I tq. Le(Li)=I
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

La famille de fonctions (wr);_; y ainsi construite, forme une famille libre d’apres
la propriété (2.41) et constitue donc une base de l'espace V}, = Vect (wy) I=1.N-
C’est pourquoi on introduit la définition :

Définition 2.4. (fonction de base globale) On appelle fonction de base globale
attachée au neeud My la fonction wy définie par (2.40).

Remarque 2.13. Rappelons que la propriété de support est fondamentale car elle
conduit a des matrices creuses.

Ce processus de construction porte le nom d’assemblage. Nous allons l'illustrer
plus concretement sur deux exemples et mettre par ailleurs en évidence le caractere
continu ou non des fonctions de base globales.

¢ Exemples d’assemblage en dimension 2
— Soient deux éléments finis adjacents (K1, X1, Py), (K2, X9, P3) avec :
P =P! (Ky), P, = Q' (K2), X1 = {My, M5, M3} et Yo = {Ma, My, My, Ms}.

Fig. 2.4. Assemblage P' — Q'

73 € PL(Ky) et 77 € Q' (K2) (mais n’appartient pas a P! (K3)).

On a, en vertu de (2.40) :
{wg =71 sur K3

w3 = Tf sur Ko

Or les restrictions de 77 et 73 sur le segment [Ms, My] sont des polynomes de
degré 1 dans la variable s (paramétrage du segment [Ms, My]) qui prennent les
valeurs 1 et 0 respectivement aux points Mz et Mjy.

En effet, pour T§|[M3’ My) ¢’est immédiat. Comme 74 est un élément de P(K) :
m3(2,y) = ax + by + ¢, Aot 73 (pg, 01,1 (5) = ax(s) + by(s) + c. Par ailleurs, 2(s)
et y(s) sont toutes deux affines par rapport a s : z(s) = as+ 3, y(s) =ys+4. 1l
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2.2 La méthode des éléments finis

vient alors 73 [z, 11, (5) = (acx + by)s + (a8 + bd + ¢).

Pour T}HM& M), on raisonne par retour au carré de référence C (rappel : Ko =
Fg(a)) On a par définition 77 = 74 0 FQ_l, et on utilise la propriété selon laquelle
F, ! est affine sur [Ms, My), sachant que 7y est également affine sur []\/4\2, ]\73]
Les restrictions de 77 et 73 sur le segment [Ms, My] sont donc identiques ce
qui prouve que w3 est continue a 'interface des deux polygones K, Ko et par
conséquent continue sur K; U K.

— Considérons maintenant le cas oit P, = P? (K3) et P, = Q! (K3) avec :

X = {Ms3, My, Ms, Mg, M7, Mg} et Yo = {My, My, My, M3} .

Fig. 2.5. Assemblage P? — Q' (non conforme H*)

Comme le nceud Mg n’est pas un degré de liberté de K5 on a :

{w6:0 sur Ko

we = 7'(} sur K3

ce qui montre que wg n’est pas continue sur K; U Ko.

Ce dernier exemple montre que tout degré de liberté situé sur une face F' d’un
polygone K doit étre un degré de liberté de tout polygone adjacent a K par cette
face F, pour que la fonction de base globale attachée a ce degré de liberté soit
continue sur F' (c’est une condition nécessaire, mais ce n’est pas une condition
suffisante V).

Par ailleurs, si un élément fini (K, X, P) possede un degré de liberté M; qui
n’appartient & aucune des faces de K (en d’autres termes, un degré de liberté
situé a lintérieur de K), par construction on aura :

wr =T; sur K
wy =0 sinon
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

Par conséquent, pour que la fonction wy soit continue a la traversée des faces de
K, il est nécessaire et suffisant que :

wpp =0 VF, face de K. (2.43)

Ces observations nous conduisent au résultat de continuité suivant, assurant
I'existence de I'espace d’approximation Vj, défini par (2.38).

Proposition 2.4. Soit 7, un maillage de $2, vérifiant (2.36). Alors toute fonction
de base globale wy, définie par (2.40) est continue sur 2 si :

e tout degré de liberté local appartenant a une face F d'un polyédre

K est degré de liberté de tout polyédre adjacent a K par la face F, (2.44)

e la restriction (F,Xp, Pp) de tout élément fini (K,X, P) sur une

de ses faces F (2.45)
EF:{MGZtelqueMeF}etPF:{p|F,peP} ’

est un élément fini de Lagrange,

o s5i deur éléments (Ky, Xy, Py), (Km, Xm, Pm) sont adjacents par (2.46)

la face F alors Pyp = Py, p.

La condition (2.45) implique (2.43). En effet, soit M; un degré de liberté qui
n’appartient a aucune face de K et 77 sa fonction de base associée. 77 vérifie par
définition :

T [(M ) =0 VMelXp
et comme 77y € Pp d’aprés (2.45) on a donc: 77 = 0 sur F car (F, X', Pp) est
un élément fini qui vérifie donc (2.30).

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme de construction sui-
vant :

Théoréme 2.3. Soit T;, un maillage de 2 vérifiant (2.35) et (2.36), sur lequel
sont définis les éléments finis (Ky, Xy, P@)E:LL satisfaisant aux hypotheéses (2.44),
(2.45) et (2.46). Alors Uespace Vi, = {Uh € C'%(N) t. q. vk, € Po, YKy € Th} ad-
met pour base (wI)I:LN, ot les wy sont définies par (2.40), avec N = cardX, et
on a :

wn(M) = > op(Mpwi(M) Vo, € V. (2.47)
I=1,N

En outre, les inclusions suivantes sont vérifiées :

Vi, C Hl(Q) et Vi, C Co(ﬁ)
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2.2 La méthode des éléments finis

Démonstration : D’apres la proposition 2.4, les fonctions de base globales w; sont continues.
Par construction, cf. (2.40), elles appartiennent donc & V. Qui plus est, d’apres (2.41), elles
forment une famille libre de V}, et engendrent clairement Vj,. La représentation (2.47) découle de
(2.41) car :

Uh(MI) - Z ochJ(MI) = Z OtJ(S[J =qQy.
J=1,N J=1,N
Enfin, inclusion V;, C C°(£2) résulte de la définition de V4, et Vinclusion Vi, C H*(£2) découle
de la propriété 1.1. -

Les éléments finis de Lagrange permettent également de construire des approxi-
mations internes de H}(£2).

On note Z le sous-ensemble des indices de {1,2,---, N} tels que M; & 912 et on
pose g = cardZ.

On a alors le corollaire suivant :

Corollaire 2.1. Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme 2.3, l’espace :

V,?Z UhIZquI, (Oq)ERq
Iel

est un espace d’approrimation interne de H&(Q)

Démonstration : V}° est un sous-espace de Vj,. D’apres le théoréme 2.3, on a donc V2 ¢ H'(£2).
Il reste a vérifier que w9 =0, VI € 1.

Soit I € 7 et soit M un point de la frontiere 942, que I'on suppose situé sur la face F' d’un polyedre
K. Par définition de Z, M n’appartient pas a 0f2. Si M1 ¢ K, d’apres la propriété de support
(2.42) wr =0sur F. Si M; € K, on a wi(Ms) = 0 pour tout degré de liberté M, appartenant &
F. Mais d’aprés (2.45), (F, X'r, Pr) définit un élément fini, par conséquent w; (M) = 0. =

Remarque 2.14. Les fonctions de base w; ne sont jamais dérivables sur {2, par
conséquent les éléments finis de Lagrange ne permettent pas de construire des
espaces d’approximation interne de H?(f2). En effet, les fonctions de H?({2)
qui sont régulieres par morceaux sont nécessairement globalement dans C'(f2)
(démonstration analogue a celle de la propriété 1.2).

2.2.3 Extension des éléments finis

Les éléments finis de Lagrange ne permettent pas de traiter toutes les situations.
En particulier, ils ne conduisent pas & des approximations internes de H?(£2) utiles
pour la résolution des problemes elliptiques du quatrieme ordre (cf. §1.3.4). C’est
pourquoi on généralise la notion de degrés de liberté et d’éléments finis de la facon
suivante :

Soit K un domaine fermé, d’intérieur non vide, de R, n = 1,2,3 (non nécessai-
rement un polyedre).

7



2 Introduction a la méthode des éléments finis

— On appelle degré de liberté local sur K toute distribution® sur K.
— On appelle alors élément fini sur K, tout triplet (K, X, P) avec :

Y ={pi,i=1,ng, ¢; degré de liberté local sur K}

P espace vectoriel de fonctions sur K tel que :

V(ag,ag, -+, an,) € R 3lp € P tel que ¢;(p) = o, Vi=1,ng. (2.48)

Il s’agit bien d’une généralisation des éléments finis de Lagrange. En effet, un degré
de liberté de Lagrange M; est représenté de fagon équivalente par la distribution :

i =0, (masse de Dirac au point M;);

Iégalité o;(p) = a; devenant p (M;) = «;, la propriété (2.48) coincide ainsi avec
la propriété (2.30) de la définition des éléments finis de Lagrange.

Par ailleurs, la propriété (2.48) assure l'existence et I'unicité des fonctions de base

locales (7;),_; ,, Vérifiant :

@j(1:) =6ij  Vi,j=1nk. (2.49)

Deux exemples intéressants qu’autorise cette définition plus générale, sont les
éléments finis d’Hermite et ceux de type "moment”.
e Eléments finis d’Hermite

Ces éléments finis font intervenir la valeur de la dérivée des fonctions en quelques
points d’un domaine K. En d’autres termes, on choisit :

Y {6y, 0m,, i=1nK}.

En regle générale, on conserve les degrés de liberté de Lagrange aux mémes points
qu’auparavant.

Dimension 1 ‘

Sur le segment S = [0, 1], on choisit :

y M) )

S
{507 51’ 5(,)7 53} 0, 0,
P3((0,1])

8 Attention ! le domaine K est fermé. Dans ce cas, les distributions agissent sur des éléments
de C*°(K), qui en particulier peuvent étre non nuls sur la frontiere K.

P
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2.2 La méthode des éléments finis

Un polynéme de degré 3 étant entierement déterminé par les valeurs et les dérivées
qu’il prend aux points 0 et 1, <K , 2, P) définit donc bien un élément fini au sens

de la définition (2.48). C’est I’élément fini P? — Hermite. Il admet pour fonctions
de base :

y
1 ~ ~
T] T2

n@E)=@-1)%02z+1)
7 () = 22 (3 — 27)
7 (2) =23 - 1)° ~
P (T)=2%(T 1) T .

0 = ] !

TZ

Dimension 2 ‘

On peut de méme définir 1'élément fini P? — Hermite en 2D sur le triangle T,
avec :

K="T;
Y= {5M175M27 5M375M1237 P12, P21, P23, P32, P13, @31};
P=ps (K)

_
(ci-dessus, p;; désigne la distribution ¢;; : f+— Vf(M;) - M;M;).

M, $0V/2 P M,

La propriété (2.48) est facile a vérifier, ce qui montre que (IA( X, ﬁ) définit bien

un élément fini.

e Eléments finis de type "moment”
Un degré de liberté de type moment est représenté par la distribution :
o= (-9, 1x (1x fonction indicatrice de K)

ou « est un multi-indice, éventuellement nul.
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

On a pour toute fonction v € C*°(K) :

(0,0) = (L, Doo(2)) = /K Dav(2)d12.

En dimension n, on peut ainsi considérer I’élément fini d’ordre 0 associé au moment
d’ordre 0. Soit K un domaine fermé, d’intérieur non vide, on choisit par exemple :

K

Y ={lg} et P=PYK) @

Un tel degré de liberté n’est attaché a aucun nceud de K, il représente la valeur
moyenne sur K de la solution !

e Construction de I’espace d’approximation

Le principe de construction est similaire a celui utilisé pour les éléments finis de
Lagrange. On se donne un maillage 7, vérifiant les hypotheses (2.35) et (2.36).
Sur chaque domaine K, on se donne un élément fini (K,, Xy, Py) de fonctions de

base (7'1»5)1.:17”(Z (ng désigne toujours cardXy).

On impose de surcroit les conditions suivantes pour m > 0 :
— les fonctions de base locales Tf sont de classe C™*! sur K,

— des que le support d’un degré de liberté gof n’est pas inclus dans une face F' (de
la frontiere de Ky), alors :

8aTﬁF =0 Vg <m
— soit F' une face commune a deux domaines Ky et K,,, alors tout degré de liberté
de K, dont le support est inclus dans F' est également un degré de liberté de K,.

— notons D*P; ’ensemble des dérivées d’ordre o des fonctions de Py, alors on a :
DQPK‘F = DaPm|F, V’Oé‘ <m

Sous ces hypotheses, on peut construire les fonctions de base globales wy, en

décidant de considérer comme un (unique) degré de liberté global tout degré de

liberté local partagé entre plusieurs éléments finis, ce qui conduit en utilisant
I'application £, définie par (2.39) a la définition :
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(2.50)

wy = 7¢ sur K, si 3i tel que £4(¢,3) =1
wr =0 sinon

On introduit alors I'espace d’approximation :

Vi, = Vect (wy)
I=1N

oit N = cardX et X = U .
0=1,L

On peut alors montrer sous les hypotheéses précédentes que les fonctions de base
globales wy appartiennent a C"({2) et, comme elles sont régulieres par morceaux,
on en déduit que V}, est un espace d’approximation interne de H™"1(£2) (voir [21]

pour une généralisation de la propriété 1.1).

11 est facile par exemple de montrer que 1’élément fini P3-Hermite en dimension 1
conduit & une approximation interne dans H?({2). Par contre, en dimension 2, on
peut vérifier que 1'élément fini P3-Hermite n’est pas globalement dans C!(§2) a
cause du degré de liberté central dpy,,,.

2.3 Analyse numérique de la méthode des éléments finis

2.3.1 Convergence de la méthode des éléments finis

Nous allons examiner dans cette sous-section quelques aspects de l'analyse de
la convergence des éléments finis. Nous nous intéresserons seulement au cas des
éléments finis de Lagrange. Les preuves de convergence s’appuient, d’une part,
sur le lemme de Céa (cf. lemme 2.2), les éléments finis étant un cas particulier
d’approximation de Galerkin, et d’autre part, sur des estimations tres techniques
de l'erreur d’interpolation dont nous ne présenterons que les grandes lignes.

Nous nous placons dans le cas d'un probléme elliptique sur H'(£2) de la forme :

1
{Trouver u € H'(12) tel que (2.51)

a(u,v) = £L(v) Yve HY(N)

Ici, a(-, -) et £(-) vérifient les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram (cf. théoreme
1.11). Le probléme de Neumann (énoncé au §1.4.1) s’inscrit dans ce cadre.

Sur 'ouvert borné (2, que ’on suppose toujours polyédrique, on se donne le mail-
lage 7y, : (K¢),—; j, qui satisfait les hypotheses (2.35) et (2.36). A chaque polyedre
K est associé I’élément fini de Lagrange d’ordre k : (K, Xy, P;), de fonctions de
l

base locales (Ti )izl e
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

On suppose que les éléments finis vérifient les conditions de compatibilité (2.44),
(2.45) et (2.46), de sorte que les fonctions de base globales (wr);_; y engendrent

un espace vectoriel Vj, de dimension N inclus dans C° (£2) et H'(2).
On introduit le probleme discret :

{ Trouver uy, € V3, tel que

a(up,vp) =L (vy) Yop €V (2.52)

qui constitue une approximation de Galerkin du probleme (2.51).

Rappelons que d’apres le lemme de Céa (lemme 2.2) on a :
- < C inf - . 2.53
[|u UhHHl(Q) = v;reth | u Uh”Hl(Q) ( )
Il faut donc estimer inf |[u — vpl[g1(g)-
v EVR

Pour ce faire, on introduit 'opérateur d’interpolation :

T CO0) — W

v — TpU = Z v(Mr)wr (2.54)
I=1,N

ou Mj désigne le nceud attaché a la fonction de base globale wy. Autrement dit,
mpv est 'unique fonction de Vj qui prend les mémes valeurs que v aux noeuds

(M) =y -

Il est clair, d’apres (2.53), que pour tout w € C°(2) :

|u = upl| o) < Cllu — Thw| g1 (o) (2.55)

Quelle fonction w choisir ?

Compte-tenu du fait que 'opérateur d’interpolation 7y, est défini sur C° (ﬁ), on
supposera dans les calculs que la fontion w est suffisamment réguliere. Typique-
ment, elle appartient & ¥p, ¥y (voir (1.28)), ou H?(2), et d’apres les propositions
1.11 ou 1.12, on peut alors choisir w = u dans (2.55).

Remarque 2.15. 11 est fondamental de noter que, dans les cas qui nous intéressent,
il n’est pas nécessaire d’estimer la quantité inf,, ey, [[u—vs |l g1 (o) pour u € H(£2)
quelconque, mais pour u appartenant & un sous-espace de H'(£2), et méme de
H(2) N C°(N2)! Dans ce cas, il n’est plus nécessaire de faire appel a la théorie
”générale” de convergence, voir le théoreme 2.1, qui requiert l'utilisation d’un
sous-espace W dense dans H'(§2). On choisit de raisonner ”directement” (voir la
suite...).
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2.3 Analyse numérique de la méthode des éléments finis

Nous allons maintenant estimer ||u—mpul| g1 (), que 'on appelle erreur d’interpola-
tion.

Remarque 2.16. Bien entendu, il n’y a aucune raison pour que l'on ait up = wpu !

Cette erreur se décompose suivant chaque polyedre de 7p, :
1/2

Hu—ﬂ'huHHl(Q) = Z ||U—7Thu”§{1(;(z)
(=1L

On est donc amené a estimer une erreur d’interpolation locale sur chaque polyedre
K.

e Erreur d’interpolation locale

En vertu de la définition des fonctions de base globales (wy) on a :

— L) £
7rhu|Ke = Z U,(MZ)TZ = TK,U
i=1,n, def

ou Mf désigne le degré de liberté local attaché a la fonction de base locale Tf .
Supposons que 'élément fini (K, Xy, Py) soit affinement équivalent a 1’élément

fini de référence (I? , b5, , ﬁ) (voir définition 2.3) dont la taille est indépendante de
h, et notons :

hgk, le rayon de la plus petite boule circonscrite '
a Ky et pk, le rayon de la plus grande boule in-
scrite dans Ky (pour des quadrilateres, pg, est

le minimum des quatre rayons des plus grandes
boules inscrites dans les triangles ayant pour som-
mets trois des quatre sommets du quadrilatere).
Par définition, on a la relation hg, > pg,.

Introduisons, pour m > 0, |v|m, k,, la semi-norme de H™ (Kj) définie par :

EEAE /K(aav(x))QdQ.

€N |a|=m

On a le résultat fondamental suivant :
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

Proposition 2.5. (erreur d’interpolation locale) Soit (K;, Xy, P;) un élément
fini de Lagrange d’ordre k, i.e. :

P¥(K,) ¢ Py ¢ HMY(KY),

et affinement équivalent a I’élément fini <IA(, f, ]3> Alors il existe une constante

C qui ne dépend que de (I?, f,ﬁ), telle que pour tout entier 0 < m < k+1, on

ait, Yo € H*(Ky), Uestimation suivante :

(hK )k+1
W [0]k41,5, (2.56)

v — K, Vlmk, < C
Pour établir ce résultat, nous allons procéder en plusieurs étapes. Bien sir, comme
on peut se ramener & un domaine de référence, la premiere idée est d’effectuer un
changement de variable pour passer de K, a K. Ensuite, on réalise une estimation
directe sur le domaine de référence K , qui sera par définition indépendante de Ky,
puis on conclut en revenant a K.
Tout d’abord, nous établissons des estimations entre semi-normes, évaluées sur
Ky et sur K respectivement. Comme il est indiqué, on suppose que (Ky, Xy, Py)

est affinement équivalent a (K , ﬁ’, ]5) En d’autres termes, la transformation Fy :

K — K est affine, et on rappelle que 'on peut écrire :
M = F,(M) =B,M + Cy, B, € R"*" inversible, C; € R".

Dans ce cas, on vérifie que [dFy(M)] = By, Jp,(M) = det(By), et enfin M =
IB%e_lM — leﬁg. Notons qu’on peut facilement borner la norme de By et celle de
son inverse.

Lemme 2.3. On a les majorations :

B i
, 1B < P (2.57)

K,

hk,

1Bell <

Démonstration : Classiquement, on a
IBell = sup [Be
| = 5 Y|,
R g, 1gi=r
pour R > 0 quelconque. Or p étant par définition égal au rayon de la plus grande boule inscrite
A ~ ~ N =
dans K, pour tout vecteur g de norme 2p, il existe deux points M; et M2 de K tels que g = M1 M.
Les points M; = Fg(Ml) et My = Fe(MQ) appartiennent bien str & Ky et, par définition de hg,,
on a |[M1 M| < 2hk,. Si on applique la formule précédente pour calculer ||B||, on en déduit le
résultat de gauche de (2.57).

Pour le résultat de droite, on procede de facon similaire, en passant cette fois de K, a K. [
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Pour étre complet, on note que, pour évaluer |det(By)|, on peut appliquer la for-
mule |det(By)| = mes(Ky)/mes(K).

Maintenant, on associe & une fonction @ définie sur K, la fonction w définie sur
K par w(M) = w(M) (et réciproquement). On peut écrire w = o F, !, ou
w = wo Fy. Les transformations Fj et F, [1 étant de classe C*° respectivement sur

K et sur Ky, on a en particulier les résultats w € HP(K;) <= w € HP(K), pour
tout p.

Lemme 2.4. Pour tout ¢ > 0, on a les estimations suivantes :

[vlg. k0 < Cq(pr,) " |det(Bo)| " oo Fyl, g, Vo € HI(KY) (2.58)
8], 5 < Cy (hic,) |det(Bo)| " [0 0 F gk, Vo€ HI(K).  (2.59)

Ci-dessus, les constantes Cy et C(’l ne dépendent que de q (et de la dimension n).

Démonstration : Commengons par établir la majoration (2.58) dans les cas ¢ = 0 et ¢ = 1.
On rappelle la formule de changement de variable

/ wdrz:\det(m)\/@m.
K, K

Pour ¢ = 0, il suffit de choisir w = v? (et Co = 1). R
Pour ¢ = 1, on remplace cette fois w par [Vo|?. On se souvient que Vo(M) = (B, ") Vo(M). La
formule de changement de variable donne cette fois

|v

2 K, :/ |Vo|? d2 = |det(By)| / |(B, 1) 'Vo|* df2
Ky K
< ldet(Bo)| B [ (9 a2
< h® |det(Be)| (pxc,) 2 1917 -
On obtient (2.58) pour ¢ = 1, avec C1 = h.

Pour g > 2, on raisonne dérivée partielle par dérivée partielle. Détaillons la méthode pour g = 2,
qui se généralise sans peine au cas ¢ > 2. On note que

o (M)| = |d*v(M).(ei, ;)| < sup |d*0(M).(x1,%2)| = [|d*0(M)]].

0x;0x; x1,%2, [x1]=[x2]|=1

Par ailleurs, pour tout couple de vecteurs (x1,x2), on a la relation de différentiation des fonctions
composées suivante (cf. [9]),

d*o(M).(x1,%x2) = d*0(M).(B, 'x1,B; 'x2),

de sorte que
2 2400 —12
[d”v (M) < [|d"a(M)]| B, "]

Pour chaque dérivée partielle, on a donc obtenu une majoration par la méme quantité. Or, le
nombre de dérivées partielles d’ordre 2 est fini : soit D leur nombre (qui dépend de la dimension
n). On trouve alors
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

ik, = 3 /K 0o (M)[? d2 < Dy [B; | /K a0 (F; (M) |2 de2
£ £

a€eN? |a|=2

< D det(B0)| (pre) ™" [ 000D a2,
K

Pour pouvoir conclure, il suffit de remarquer que I'on a une inégalité de type

[26(M)] < D5 max _|0ub (M),
a€eN2 |a|=2

avec une constante D5 > 0 (qui dépend de n), ce qui conduit & la majoration
[0[3,5¢, < D2(D3)* h* [det(Be)| (prc,) ™ [0f5 4
c’est-a-dire (2.58) pour g = 2, avec Cp = D;/QD'Q h%. On procede de méme pour q > 2.

Pour établir les majorations (2.59), il suffit de raisonner en effectuant le changement de variable

inverse. ]

Le dernier résultat, que nous admettons, permet de comparer la semi-norme
d’une fonction de H"*!, & la norme complete de la méme fonction, corrigée d’un
polynome de degré au plus r. Nous 'appliquons dans le domaine de référence K.

Proposition 2.6. Soit w un ouvert borné de R™, de frontiere suffisamment régulie-
re, et soit r € N. Alors, il existe C, > 0 qui ne dépend que de w et de r, telle
que
inf |w+ pllgr1(w) < Crlwlrg1w, Yw € H ™ (w). (2.60)
peEP"(w)

Nous pouvons maintenant passer a la

Démonstration de la proposition 2.5 : Comme la transformation F; est affine, on a la
propriété frf)(M ) = mr,v(M), avec & I'opérateur d’interpolation sur le domaine de référence K.
D’apres (2.58) appliquée & ¢ = m, on en déduit imédiatement que

v = 7, Vlm,ic, < C (pr,) "™ |det(Be)| "/ [0 = 7], &
Puisque m < k+1, on a [0 — 79|, g < ||0 — 70| yrr+1(x)- Ensuite, comme on considére ici un
élément fini de Lagrange d’ordre k, on a 7p = p, pour tout p € Pk(K) :

o — ﬁ-ﬁ”Hk‘*'l(f() = inf (6 —p) —#(0 _ﬁ)HHHl(k)-
PEPF(K)

Et, qui plus est,
(0 —p) —#(0— 13)||Hk+1(f<) = ||(Id —7)(D +13)|‘Hk+1(f<) < G |9 +ﬁ||Hk+1(R)»

avec Cr41 le module de continuité de I'opérateur (Id — #) de H**'(K) dans lui-méme. On peut
donc utiliser la proposition 2.6 avec r = k, pour trouver (on a inclus dans C toutes les constantes
précédentes)

[0 = T, Olm.e, < C (prc,) ™™ |det(Be)| [0l 4

La conclusion de la démonstration suit par 'application de la majoration (2.59), pour ¢ = k+1 :

v — 7x,Vlm i, < C (hic,)*  (prc,) ™™ [0lks1.x5,
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Le cas minimal d’application de cette proposition correspond a la situation
v € H? (K;) et I'utilisation d’éléments finis d’ordre 1 (P! ou Q!-Lagrange), qui
constitue une situation courante. On a alors les estimations suivantes (m = 0 ou
1 et k=1 dans (2.56)) :

lv = i, vll 2,y < O, 0l2,k,

2 (2.61)
v — 7KK, < C—F|vlo K,
PK,

On observe dans la seconde estimation de (2.61) la présence du coefficient pg, au
dénominateur, coeflicient destiné a tendre vers zéro. Pour obtenir une estimation
utilisable en pratique, on se place donc dans la situation ou :

h
30 >0, Vh, VK, € T, —2t < 0. (2.62)
PK,

On dit que la famille de maillages (73); est réguliere.
Cette seconde estimation devient alors :

"U — WKZU’LKE < CUhKL,’v‘Q,KZ (2.63)

Remarque 2.17. L’estimation en norme L?({2) est bien meilleure que celle en semi-
norme H'({2). Cela résulte du fait 'on controle assez mal les dérivées d’une fonc-
tion a l’aide de ses valeurs nodales. En outre, I’estimation (2.56) montre que l'ordre
de Derreur est limité, d’une part, par la régularité de la fonction v et d’autre part,
par lordre des éléments finis. Par exemple, il est inutile d’utiliser des éléments
finis d’ordre supérieur & 1 lorsque la solution cherchée est seulement dans H?(f2).

On a observé, a la fin du chapitre précédent, que la solution u d’un probléme de
Laplace pouvait ne pas appartenir & H2({2), notamment lorsque l'ouvert 2 est
un polyedre ou un polygone non-convexe. C’est pourquoi, on pourra utiliser avec
profit le résultat plus fin ci-dessous.

Proposition 2.7. (erreur d’interpolation locale) Soit (K;, Xy, P;) un élément
fini de Lagrange d’ordre k vérifiant (2.62), et affinement équivalent a l’élément
fini (I?, >, ]3) Soit s €]1/2,1[. Alors il existe une constante C' qui ne dépend que

~

de (IA(, 2’, P) et de s, telle que, Vv € HTY(Ky), on a les estimations suivantes :

lv = 7,0l 2,y < Chidlolsinx,
(2.64)

v — 7Rl Kk, < Cohi,|vlst1k,
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2 Introduction a la méthode des éléments finis

Nous ne donnons pas le sens exact de la semi-norme H**!. Il convient simplement
de savoir que I'on a la propriété générale E |u]§+1’K£ < C’|u|§+1,9.
=1,L

Lorsque {2 C R?, la condition (2.62) est équivalente, dans le cas des triangles, &
la condition angulaire suivante :

300 > 0, Vh, VK € Ty, 0k, > 6y (0K, plus petit angle de Kj).

Elle traduit un non-aplatissement des triangles. Lorsque £2 C R?, la condition

Triangle non aplati Triangle aplati —~ dégénéré

Fig. 2.6. Condition géométrique dans le cas des triangles

(2.62) implique une condition sur les angles solides au sommet, ainsi qu’une con-
dition sur les angles diédriques entre deux faces” :

Jwp > 0, Yh, VK, € Tp,, wg, > wo (wk, plus petit angle solide de Kp)
Jdip >0, Vh, YKy € Ty, Lk, > 1o (i, plus petit angle diédrique de Kj) °

e Estimation d’erreur de la méthode des éléments finis

De ’estimation de 'erreur d’interpolation locale (2.56) on déduit immédiatement
le théoreme de convergence de 'approximation par éléments finis de Lagrange :

Théoréme 2.4. (convergence de la méthode des éléments finis) Supposons
que, pour tout h, le maillage T, composé d’éléments finis de Lagrange d’ordre k
satisfasse auxr hypothéses (2.35), (2.36), (2.44), (2.45), (2.46), et que la famille
de maillages (Tp,)p, soit régquliére (voir (2.62)). Si la solution u du probléeme (2.51)
appartient o H*1(02) avec k > 1, alors on a, pour tout h :

v = unl gy < CP|ulkir0- (2.65)

9 Un angle solide au sommet est compris entre 0 et 47 ; un angle diédrique entre deux faces est
compris entre 0 et 2.
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Démonstration : d’aprés (2.56) et 'hypothése (2.62) on a :

lu— 7, ulL2x,) < CrhiE ulks x,

lu — 7r,uli,k, < CZUhI?Q [ulk+1,5,

qui conduit & I'estimation :

1/2
lu— 7wl < (CPhk, + C30) Y bl lulisr k.
< C(o)h" [ulisa,x,

puisque par définition h = maxk,et, hr, (cf. (2.37)).
En sommant sur tous les polyedres on obtient :

1/2
llu — 7ThUHHl(Q) < C(U)hk Z |u|i+1,K[ < C(U)hk‘u|k+1,n
{=1,L
qui donne (2.65) en vertu de (2.55) avec w = u. =

Méme si v ¢ H?(2), on peut établir la convergence de ’approximation par
éléments finis dans 'espace H'(§2), en s’appuyant sur la proposition 2.7. Typique-
ment, pour le probleme de Neumann (cf. §1.4.1), on sait que la solution cherchée
appartient & ¥y, voir (1.28). On aboutit alors au résultat minimal suivant.

Théoréme 2.5. (convergence de la méthode des éléments finis) Soit (7),
une famille de maillages (Tp,)p, vérifiant les hypothéses du théoréme 2.4. Soient u
la solution du probléme de Neumann avec second membre f dans L*(82) et uy, la
solution du probléme discret. Alors, pour tout s < oy, il existe Cs > 0 telle que,
pour tout h :

= wnll g1y < Coh* 20 (2.66)

Démonstration : On reprend celle du théoréme 2.4, en utilisant cette fois I’estimation (2.64)
pour la norme L? et pour la semi-norme H'. On arrive donc dans un premier temps &

flu— uhHHl(Q) < Csh’|ulsi,0-
Ensuite, 'inclusion continue de ¥x dans H'™*(£2) (voir le §1.5.2) permet d’écrire
luls+1,0 < Cillullw,
avec une constante C7 indépendante de w. Enfin, on note que, par définition,
lally = Nl + 1 AulZa ) < CallfIlaa,
avec une constante Co indépendante de u. En effet, d’'une part d’apres le théoreme de Lax-
Milgram, [|u|| 1) dépend contintiment de || f||.2(g), ce qui permet de borner le premier terme,

et d’autre part, on a la relation —Au = f —u, ce qui permet cette fois de borner le second terme.

Remarque 2.18. Le parametre oy appartient a ]%, 1], si 'on reprend la discussion
du §1.5.2, selon que 'ouvert {2 est convexe ou non-convexe. D’apres la proposition
précédente, I'utilisation d’éléments finis de Lagrange d’ordre 1 suffit pour arriver
a l'ordre minimal de convergence.
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L’utilisation du lemme de Céa ne conduit qu’a une estimation en norme H' et
ne permet pas d’obtenir une meilleure estimation en norme L? comme le suggere
Pestimation portant sur l'erreur d’interpolation. Toutefois, moyennant une hy-
pothése supplémentaire, on peut obtenir une estimation d’erreur en norme L2
d’un ordre supérieur en utilisant un argument de type dualité.

On introduit le probleme suivant, dit adjoint :

Trouver ¢ € H'(£2) tel que :

a(v, ¢) —/gde Yo e HY() (2.67)
9]

avec g € L2(£2). D’aprés le théoreme de Lax-Milgram le probléeme (2.67) admet
une unique solution.

Définition 2.5. Le probleme (2.67) est dit régqulier si l’application g — ¢ est
linéaire continue de L*(£2) dans H?(12), c’est-a-dire :

geL*(2) = e H*2) et |lollgzn) < Cllgllrz)-

(Ci-dessus, la constante C est indépendante de g).

Lorsque le probleme (2.67) est régulier on obtient alors le résultat de convergence
en norme L? suivant :

Théoréme 2.6. Sous les hypothéses du théoréme 2.4, si le probléeme (2.67) est
régulier 1°, alors il existe une constante C, indépendante de h, telle que :

lu = unll g2y < CR* uli 0. (2.68)

Démonstration : Soit g € L?(£2), on a :

/ g(u — uh)dﬂ' = |a(u — un, )| d’apres (2.67)

Ja
= la(u — un, o — ¥n) + alu — un,n)|  Vibu € Vi
= |a(u — un, p — n)| car a(u,¥n) = L(n) = a(un, Yn)
< M ju— uh”[.[l(_()) lo — ¢h||H1(Q> par continuité de a(-,-).

D’ou

./Q g(u— uh)dQ’ <M flu—unll g1 (0 w}iLIg/h e = ¥nll g -

Maintenant, comme le probléme (2.67) est régulier, on a ¢ € H*(£2) et ||¢|l m2(0) < Cllgllrz(o)-
En vertu du théoréeme 2.4, on obtient I’estimation :

¢i1éf;/h lo = Ynllur2y < lle = vrlluie) < Chllelluzo) < Chllgllizo)-

10 Par exemple, pour la forme bilinéaire a(u, v) = / Vu-Vovdf2 associée au probleme de Laplace

Q
avec condition de Neumann homogene, on renvoie au §1.5.2 pour des résultats de régularité.
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Ci-dessus, ¢, est la solution du probléme discret associé a (2.67).
Par ailleurs, si u € H*™(£2), on a d’aprés 'estimation d’erreur (2.65) :

llu— uhHHl(Q) < Chk|“|k+1,(2-

Ce qui conduit, compte-tenu de ce qui précede, a I'estimation :

/ g(u— uh)dﬁ‘ < Ch gl 2oy lulirre Vg € LP(2).
2

Pour conclure, il suffit de choisir g = u — uy, :
o= unllzz ) < CH = unll 2 lulere = [ —unllp2g) < CH ulkrr0. =

Le théoréme 2.6 montre ainsi que les éléments finis d’ordre 1 (i.e. P! ou Q')
convergent & l'ordre 1 en norme H' et & I'ordre 2 en norme L? dés lors que le
probleme est régulier.

Remarque 2.19. Dans le cas ou la solution appartient & Wy (et que Wy ¢ H?(12)),
la démonstration précédente permet de gagner un facteur Csh®, avec s < oy,
entre I'estimation en norme H'(§2) et celle en norme L?({2), puisque la solution
du probleme adjoint appartient a ¥y

L’analyse que nous venons de mener dans le cas V = H'({2) s’adapte sans difficulté
au cas de I'espace V = H}(§2) (cas du probleme de Dirichlet), et on remplace alors
Uy par ¥p (et oy par op). Elle s’adapte également au cas des problemes mixtes.

Dans les cas plus généraux, par exemple avec des données moins régulieres, ou pour
un probleme mixte, il n’est plus garanti que la solution appartienne a un espace
de type H'T5(£2), avec s > %, permettant d’obtenir des estimations d’erreurs
locales (voir les propositions 2.5 et 2.7), puis de conclure a l'aide du théoreme
2.4. Examinons deux cas concrets. Tout d’abord, lorsqu’on a un second membre
f € H~1(2) pour le probléme de Dirichlet homogene, on sait uniquement que la
solution appartient & H'(£2) ! Ensuite, en ce qui concerne les problemes mixtes
Dirichlet-Neumann, ceux-ci ne seront pas nécessairement réguliers [18, 19] au sens
oll, méme posés dans un ouvert {2 convexe, la solution peut ne pas appartenir
automatiquement & H?(2); ceci est dii au changement de condition aux limites.
La solution appartiendra toutefois & un espace du type H'**(£2), pour s < oy,
avec o)y > 0 (& comparer aux résultats du §1.5.2). Dans ces cas plus généraux, on
pourra malgré tout établir la convergence de ’approximation par éléments finis,
en s’appuyant sur les estimations du théoreme 2.4 pour des fonctions régulieres et
en raisonnant par densité a ’aide du théoreme général de convergence, le théoreme
2.1 (voir e.g. [16]).

2.3.2 Estimateurs d’erreur et raffinement de maillage

Les théoremes de convergence 2.4 et 2.5 fournissent des estimations d’erreurs
globales. En réalité, comme le suggerent les estimations d’erreur d’interpolation
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(2.64), Perreur sur la solution n’est pas uniforme sur le domaine de calcul. Elle
dépend du pas local de maillage, de la régularité locale ou de la variation locale de
la solution. Il parait clair que dans une zone ou la solution varie rapidement on a
intérét a utiliser un maillage plus fin que dans une zone ou elle varie peu. On parle
alors de raffinement local du maillage. On peut mettre en ceuvre des techniques
de raffinement de maillage soit a partir d’informations a priori, connaissance de
la singularité de la solution par exemple, soit a partir d’informations a posteriori
sur la solution calculée, obtenues par des estimateurs d’erreur.

Par exemple, si I’on reprend le §1.5.2 (encore lui...), on constate que la solution est
de régularité H?, sauf dans un voisinage w des coins (et arétes) rentrants de 9f2.
Si 'on veut améliorer la vitesse de convergence, on peut alors faire la remarque
suivante : dans tous les triangles (ou tétraedres) K, tels que K, Nw = (), on
peut utiliser l'estimation standard (2.63) et, dans tous les autres Ky, on utilise
Pestimation affinée (2.64). Utilisée sur le maillage uniforme de la figure 2.7, cette
seconde estimation (en h%@) est a priori moins bonne que la premiére (resp. en

hi,).

Fig. 2.7. Maillages uniforme et localement raffiné

L’idée est ici de construire, pour la seconde estimation, des triangles ou tétraedres
de plus en plus petits au voisinage des coins (ou arétes) rentrants, de sorte que
hr, décroisse lorsque 1'on s’en approche. En faisant décroitre les rayons hg, suf-
fisamment vite (voir [3]), on arrive au résultat

Z h’%(sg|u|§,Kg S Ch2‘|f||%2(w)
£ t.q. KoNw#0
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2.3 Analyse numérique de la méthode des éléments finis

Ceci permet finalement de recouvrir une vitesse de convergence globalement en
O(h). Sur la figure 2.7 nous donnons un exemple de maillage du méme ouvert,
raffiné au voisinage du coin rentrant.

Dans les cas ou il est difficile d’obtenir des informations a priori sur la solution,
on recourt a des estimateurs d’erreurs qui permettent d’estimer localement la
qualité de la solution discréte obtenue. Si cette qualité est jugée, au regard de
I’estimateur, insuffisante, on raffine localement le maillage et on recalcule sur ce
nouveau maillage une nouvelle solution approchée. On itere ce procédé jusqu’a
trouver une solution approchée satisfaisant un critere de qualité donné au sens
de l'estimateur. Un procédé simple de raffinement local consiste a subdiviser un
triangle (resp. un tétraedre) en 4 triangles (resp. 8 tétraedres).

XN

Fig. 2.8. Raffinement local d’un triangle

Il existe plusieurs estimateurs d’erreurs. Le plus simple et un des plus utilisés est
celui fondé sur le résidu volumique. Nous allons le décrire dans le cas du probleme
de Laplace-Poisson posé dans un ouvert borné polygonal ou polyédrique {2 de R™
(n=2o0u3):

—Au = fsur {2
u=20 sur 012

Soit up, la solution approchée obtenue par approximation par éléments finis de
Lagrange P* sur un maillage 7;, composé des polyedres (K¢)p—q 1 - On note &,
I’ensemble de toutes les faces internes e = K, N K,,, du maillage et on définit les
résidus locaux ci-dessous (n. désigne le vecteur unitaire normal & e, orienté de K/
vers K, et []. le saut de valeur & la traversée de e).

Ry(up) = f + Auy, sur Io(g (=1,L

Re(up) = [gzh} = [Vup -ne], Vee &,

Notons que dans le cadre de 'approximation de Lagrange, les fonctions de base
étant seulement H' et non H?, Auy n’est défini (au sens classique) qu’a I'intérieur
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de chaque triangle ou tétraedre. Remarquons que pour le cas de 'approximation

Pl Ry(up) = f car uy, est une fonction affine. Le résidu R, (u;) mesure bien un

7défaut” d’approximation car la solution exacte u vérifie [a%] = 0 des lors que
“de

la donnée f appartient & L?(£2). En pratique, ces résidus sont relativement faciles
a calculer. A partir de ces résidus, on construit ’estimateur local :

Ey(un) = | e, |ReCun) oy + D b I Re(un) 720
e€OKNEy

ou h, désigne le rayon de la face e.

On a les estimations suivantes (voir par exemple [7] pour la preuve) qui garantis-
sent que ces estimateurs caractérisent asymptotiquement ’erreur d’approximation.
Il existe ¢ une constante dépendant uniquement de §2 et du facteur de forme o
du maillage (cf. (2.62)) :

SIS

lu = unll iy < e | D Ef(un)
(=1L

Eo(un) < cllu—unllgry,y, €=1,L

ou Vy désigne le domaine géométrique constitué de K, et de ses voisins K, qui
partagent une face avec K.

Ces estimations montrent, d’'une part, que si les résidus locaux tendent vers 0 alors
I’erreur globale sur la solution tend vers 0 et, d’autre part, que les résidus locaux
tendent bien vers 0 lorsque I'erreur d’approximation locale tend vers 0. Atten-
tion, ils ne prouvent pas que l'erreur d’approximation locale est proportionnelle
a estimateur local Ey et ne garantissent donc pas qu’une étape de raffinement
local va améliorer la précision locale de la solution ! Par contre, c’est vrai asymp-
totiquement, c’est-a-dire si on raffine de plus en plus le maillage. Signalons que
la constante ¢ qui intervient dans ces estimations est liée aux constantes de con-
tinuité et de coercivité du probleme. En particulier, dans le cas d’un probleme
faiblement coercif, cette constante est grande et la qualité de I'estimateur peut
étre médiocre. Néanmoins, dans la pratique, cet estimateur simple & mettre en ceu-
vre donne des résultats satisfaisants. Il existe d’autres estimateurs ; citons-en deux
a titre d’exemple : ceux basés sur la résolution de problemes locaux et utilisant
une approximation par éléments finis d’un ordre plus élevé que celle utilisée pour
résoudre le probleme initial, et ceux basés sur le calcul d’une solution approchée
sur un maillage plus fin.
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2.3.3 Domaines non polyédriques et approximation des données

Dans la présentation de ’analyse d’erreur que nous venons de faire, nous avons
volontairement exclu, dans un souci de simplification, des situations plus com-
pliquées mais qui sont celles que 'on rencontre dans la pratique : le cas des
ouverts non polyédriques (i.e. les polyedres curvilignes) et le cas des approxima-
tions des données (second membre). Nous allons les évoquer brievement dans cette
sous-section.

e Ouverts non polyédriques

Nous avons toujours supposé que 'ouvert {2 était polyédrique de telle sorte
que 2 = Up—y1 1 K¢ Or les objets que I'on maille en pratique sont rarement
polyédriques. Le maillage de tels objets a ’aide d’éléments finis & face plane con-
duit a un ouvert 2, qui differe de (2.

2= K0
=1,L

Cet écart!! entre 'ouvert §2 et 'ouvert (2, introduit une approximation de la

forme bilinéaire a(-,-) et de la forme linéaire ¢(-) ; le probleme discrétisé (2.52)
prenant alors la forme suivante :

{Trouver up, € Vy, tel que : (2.69)

ap (’l]h, ’Uh) =/, (’Uh) Yoy, € Vy,

Evidemment, la solution @, du probleme (2.69) est différente de la solution wy,
du probleme (2.52). La question est de savoir si l’estimation d’erreur (2.65) reste
vraie.

On trouvera dans [21] la démonstration du fait que 'erreur due a I’approximation
par des faces planes est d’ordre h%/2 dans le cas de I'approximation du probléme
de Dirichlet homogene. Ceci indique que D'utilisation!? d’éléments finis de La-
grange d’ordre supérieur a 1 n’est pas optimale puisque 1’on ”perd” tout ordre de
convergence meilleur que h%/2.

' Si ouvert 2 est convexe, on a alors 2, C §2. Si au contraire 2 n’est convexe, on a alors
n ¢ 0.

12 Par exemple, le choix de I’élément fini de Lagrange P? permet d’arriver & Pordre h? lorsque
u € H3(N).
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Afin de "récupérer” les ordres attendus avec des éléments finis d’ordre k il faut
utiliser des éléments finis courbes, alliés a une technique dite isoparamétrique.

Comme on peut I'imaginer, un élément fini courbe est un élément dont les faces
ne sont pas planes et il approche évidemment mieux un ouvert non polyédrique
qu’un élément a faces planes. Une technique standard pour construire des éléments
finis courbes consiste a transformer I’élément de référence, dont la frontiere est
composée de faces planes, & I’aide d’une application Fy qui n’est plus affine. Soit
(IA( 5 ]3) un élément fini de référence d’ordre k de fonctions de base (7;)

et notons (Ky, Xy, P;) son image par la transformation Fjy.

i=1,ng

Elément de référence Elément "courbe"

Parmi toute les transformations possibles, on utilise celles construites a partir
de polynomes : I'ordre de la transformation est alors égal au degré du polynéme
choisi. Lorsque la transformation géométrique Fy est

— du méme ordre que 1’élément fini de référence, I’élément fini (K,, Xy, P;) est dit
isoparamétrique.

— d’un ordre inférieur, il est dit hypoparamétrique,

— d’un ordre supérieur, il est dit hyperparamétrique.

Ce dernier cas ne présente aucun intérét (sauf dans le cadre de la discrétisation
par éléments finis des équations intégrales).

e Exemple : élément fini P?-Lagrange isoparamétrique en 2D

On note (]\Z)izlg, les sommets du triangle de référence IA(, et (]\/iij)i,jzl,& ij
les milieux de []\/J\Z7 ]\//E] Pour revenir a une notation mono-indice, on choisit par
exemple ]\74 = ]\712, Z\75 = ]/W\Qg et ]/\26 = ]/\231, ainsi que 5= {J\/Zl,-~-,]\/4\6}.
De la méme fagon, (Mf);—1 3 désignent les sommets de K, et (ij)ivj:m’ i les
"milieux” de [M;, M;].
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On cherche alors & construire application Fy : R?> — R? inversible, de degré 2,
associant a chaque sommet de K un sommet de K, et a chaque milieu de coté
M;; le "milieu” de coté correspondant M;;

Fy(M;) = M{, i=1,3, F(Mj)=M}, i,j=1,3,i+#j.

On posera alors Xy = Fg(f’) et Ky = Fg(IA().

Reprenons la notation mono-indice. Comme la famille (7;);—1,6 engendre P =
P%(K), on a la relation :

Fz.9) =Y _m@E5HM, Y@y ek,
=1

ce qui permet finalement de construire 'élément fini (Ky, X, Py) a partir de
(K., 2, P).

Y
m M.
Y Mo .
]\/[3
Fy
ﬁ
ﬁgl ﬁ?iﬂ
P M, -
M, 1 M, 12 M. 2

élement P? courbe
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr élément Pt droit

Fig. 2.9. Transformation P2-isoparamétrique

L’avantage réside dans le fait qu’une parabole épouse mieux une frontiere courbe
qu’'une droite. Plus précisément, on montre que 'ouvert {2, approche 'ouvert
{2 a un ordre équivalent a celui de 'approximation éléments finis. L’utilisation
d’éléments finis isoparamétriques d’ordre k£ fournit donc une approximation par
éléments finis qui converge également a 'ordre k (voir [21]).

e Approximation des données

Lorsqu’on doit calculer des intégrales pour construire la matrice et le second mem-
bre du systeme linéaire a résoudre, deux situations peuvent se produire. Soit on
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sait calculer ces intégrales exactement, soit ce n’est pas le cas et on doit alors
utiliser des formules d’intégration approchées.

Supposons que 'on sache exprimer la quantité a intégrer sous la forme d’un pro-
duit de puissances entieres des coordonnées barycentriques, alors on peut utiliser
une formule générale (voir [11]). On se place dans un n-simplexe S,, de R™, c’est-
a-dire dans l’enveloppe convexe de n + 1 points n’appartenant pas a un méme
hyperplan : en pratique, il s’agit d’un segment en 1D, d’un triangle en 2D ou d’un
tétraedre en 3D. Soient (A, )1<m<n+1 les coordonnées barycentriques associées a

ces n + 1 points. Alors, pour tous les entiers positifs ou nuls k1, -+, k,11, on a la
formule
m=n-+1 m= n+1
n! [[n— !
Nom N dy - day, = mes(Sy,). (2.70)
/S’n<7nH1 m) n (n+zmn+lk) n

Par exemple, si on utilise les éléments finis de Lagrange P!, les matrices de rigidité
et de masse élémentaires sont écrites sous cette forme, voir (2.27) et (2.29).

En regle générale, on ne sait pas calculer de fagon exacte le second membre ¢ (vy,)
intervenant dans le probleme discret (2.52). Par exemple, lorsque

l(vp) = /vahdﬁ

on est amené a calculer des intégrales élémentaires sur chaque K :

L(f)= [ fride,
K,
la fonction f étant donnée.
Lorque la fonction f est suffisamment réguliere (continue par morceaux)'?, une
technique classique consiste a approcher ces intégrales a 1’aide de formules de
quadrature, dites a nq, points :

nqe

()= s (b5) 7/ (v))
g=1

(be)q Lngy sont des points de quadrature dans K, et (we)

) g=1.n0s les poids

posmfs associés aux points de quadrature.

Il existe de nombreux types de quadrature (Gauss-Lobatto...), voir par exemple
[14, 12], qui fournissent des approximations des intégrales :

13 Attention aux fonctions singulieres ou hyperoscillantes pour lequelles il convient d’utiliser des
techniques de quadrature numérique particulieres.
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/ gdfl.
K,

Ces méthodes de quadrature se différencient par le fait qu’elles intégrent exacte-
ment les polynomes d’un ordre donné kg4, ce qui caractérise leur précision.

En dimension 2, on pourra utiliser, par exemple, la formule de quadrature a 7
points (de Gauss-Lobatto) sur le triangle de référence T', qui est d’ordre 5 :

bel|(s0,50)|(51,51)|(51,53)|(s3, 51)|(52, 52) | (52, 54)| (54, 52)
Wy 7o Uil il m 2 2 72

_ 1 _ 6—V15 _ 6+v15 _ 94215 _ 9-2V15 _ 9

avec sg = 3, S1 = 51 v S2 = 31 » 83 = 21 sS4 = 21 "0 = 3p»
_ 155—+15 __ 155415
M= "g0 - = 2100 -

En dimension 1 (termes de bord), on utilisera, par exemple, la formule de quadra-
ture & 3 points (de Gauss-Legendre) sur le segment [—1, 1], qui est d’ordre 3 :

by|—/3/5] 0 |\/3/5

3, 5/9 [8/9] 5/9

L’utilisation de telles méthodes conduit a des problemes discrétisés de la forme :

{ Trouver uy, € Vi, tel que
a(tp,vn) = Llp(vn)  Vop € Vi

On demeure cette fois dans le cadre de 'approximation interne, mais une erreur
supplémentaire est introduite pour 1’évaluation approchée du second membre.

On trouvera dans [25] la démonstration du résultat suivant :

Proposition 2.8. Supposons que la formule de quadrature utilisée intégre exacte-
ment les polynomes d’ordre kqyqq avec kqueq > 2k—2, ot k est lordre des éléments
finis associés au maillage Tp, de Uouvert §2. Alors, si u € CFT2 (Q) :

|w = tp || o) < Chk||u|!ck+z(§)-
Dans [21] on trouvera des résultats plus généraux.

En particulier, il ne faut pas surestimer la précision d’intégration car alors le calcul
devient inutilement couteux. Lorsque ’on utilise des éléments finis d’ordre 1, on
observe ainsi qu’il suffit d’'une formule de quadrature qui integre exactement les
constantes (i.e. kguaa = 0).
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3

Aspects concrets de la méthode des éléments finis

Nous consacrons ce chapitre aux aspects pratiques de la méthode des éléments
finis. Nous commencons par des questions de mise en oeuvre informatique, puis
nous poursuivons par des considérations algorithmiques, et nous concluons par
quelques illustrations numériques obtenues a ’aide de Matlab.

3.1 Mise en ceuvre

La réalisation d’un code d’éléments finis présente quelques particularités, liées,
d’une part, aux propriétés des fonctions de base (support et aspect local) et d’autre
part, a la formulation variationnelle, en particulier le traitement des conditions
essentielles.

La résolution numérique d’un probleme elliptique par une méthode d’éléments
finis se déroule suivant 7 grandes étapes :

la génération d’un maillage du domaine de calcul £2,
la fabrication des matrices élémentaires,

I’assemblage des matrices globales,

la constitution du second membre,

I’élimination des conditions essentielles (s’il y en a !),
la résolution du systeme linéaire,

des post-traitements numériques et/ou graphiques.

Notons que la génération automatique de maillage, particulierement ardue en di-
mension 3, est généralement du ressort de logiciels spécialisés. Nous n’abordons
pas ici les principes de la génération et indiquons seulement quelles informations
sur le maillage sont requises par une méthode d’éléments finis. En annexe, sont
donnés des codes Matlab permettant de réaliser des maillages de domaines 2D
élémentaires.



3 Aspects concrets de la méthode des éléments finis

Au cours de cette section, nous allons décrire ces différentes étapes avec plus ou
moins de détails dans le cas du probleme mixte Dirichlet-Neumann suivant :

I

—Au=f dans 2

Ou _ g sur I} (3.1)
on
U=« sur Iy

I

avec : I1 NIy = ) (I} et Iy sont des ouverts) et [1 U Ty = 992, f € L?(0),
g € L*(IN) et a € L*(I3y) telle qu'il existe un relevement & € H'(£2) tel que
& = a sur Iy, On peut aussi écrire o € H'/2(I%), comme au chapitre 1.

La formulation variationnelle du probléme (3.1) dans l’espace :
Hi 1, (2) = {ve H(2), vy, =0}

est :

Trouver u = @ + & avec 4 € Hj ,(§2) tel que :

/Vﬂ'Vde:/fde—i—/ gvdF—/Vd~Vde VUEH&FZ(Q)

o} o} n 0 ’
(3.2)

D’apres le théoreme 1.2, H&FQ(Q) est un fermé de H'(£2). Dans la suite, on note

X7 Vinterface entre I et Iy : X = 011 N OI%.

Nous nous restreindrons au cas des éléments finis de Lagrange.

3.1.1 Maillage pour les éléments finis

Un outil de maillage doit fournir essentiellement les informations suivantes :

e les coordonnées des degrés de liberté de Lagrange (M) I=1.N
e pour chaque élément fini Ey = (K¢, Xy, Py), { =1,L:

a) son type (triangle, quadrangle, cube, prisme...)

b) son ordre (0,1,2...)

c) la liste des degrés de liberté globaux attachés a cet élément dans un ordre
établi & I’avance (par exemple pour un triangle P? en 2D : les 3 sommets
puis les 3 noeuds intermédiaires)

d) des numéros dits de référence pour les domaines K, pour les faces, arétes
et sommets.
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Les informations a) et b) permettent de connaitre le nombre de degrés de li-

berté locaux ny, ainsi que les fonctions de base locales (Tf), via la transformation

géométrique Fy construite a partir des coordonnées des degrés de liberté.

L’information c) est ni plus ni moins que la donnée de la fonction ¢, définie en
(2.39).

L’information d) est facultative, elle permet néanmoins de repérer rapidement
des objets spécifiques : des faces, des arétes, des noeuds situés sur une frontiere
(traitement des conditions aux limites) ou encore des domaines situés dans une
partie d’'un domaine (traitement des coefficients discontinus par exemple). En
particulier, il est souhaitable de connaitre explicitement 1’ensemble des nceuds de
la frontiere situés sur 'interface X .

La donnée des informations a), b) et ¢) constitue le maillage 7y, : (K¢, X¢, Pr),—q 1.
qui doit évidemment satisfaire a toutes les hypotheses que nous avons énoncées
au §2.2.2.

On notera par la suite : 2;, = Ug=1,0. K¢ (on se place ici dans le cas d'un ouvert
£2 non nécessairement polyédrique). Pour découper la frontiere 942, on considere
I'! (respectivement I'}') égal & I'ensemble des faces frontiere! reliant des nceuds
situés sur I'; ( respectivement I's). Avec cette définition, I'{ et I'} sont des fermés,
d’intersection ¥ = I NI}, et 082y, = [P U LY.

Par ailleurs, on introduit les ensembles d’indices :
N:{ItelqueMIEFIh} (N7 = cardN)
D = {I tel que M; € I'}'} (N3 = cardD)

7={1,2,..,N}\D (M = cardZ)

qui se construisent, dans la pratique, a partir des informations d). L’ensemble
d’indices NV repere les noeuds appartenant a la frontiere I 1h qui porte la condition
de Neumann. En réalité, comme on a a calculer une intégrale sur cette frontiere,
le repérage des faces appartenant a cette frontiére est suffisant. Bien évidemment,
la connaissance des noeuds situés sur la frontiere I'l' permet de retrouver les faces
situées sur I'!'. L’ensemble d’indice D repere les nceuds de la frontiere I'f* por-
tant la condition de Dirichlet et on introduit ’ensemble d’indices Z, représentant
I’ensemble des nceuds qui ne portent pas une condition de Dirichlet, car il corres-

! Pour repérer rapidement les frontieres Il et I'k (maillées, si {2 n’est pas polyédrique), com-
mencons par 1’observation suivante. Chaque domaine K, possede une frontiere constituée d’un
ensemble de faces. Parmi ces faces, celles qui font partie de la frontiere 02, sont exactement
celles qui n’appartiennent qu’a un unique domaine K, : on les appelle faces frontiére. Au
contraire, toute face interne appartient exactement a deux domaines Ky, et K, , avec ¢1 # (5.
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pond a l’ensemble des fonctions de base globales servant a engendrer 'espace
d’approximation dans lequel la condition de Dirichlet est prise en compte.

Remarque 3.1. On inclut a priori les nceuds de linterface X dans la partie de la
frontiere avec une conditions aux limites de type Dirichlet.

Exemple : maillage constitué de deux éléments finis P!-Lagrange

4 3

Fig. 3.1. Maillage a deux triangles

Dans cet exemple, on construit informatiquement les tableaux :

coor(1,1)=0  coor(1,2)=0
, ' coor(2,1)=1  coor(2,2)=0
de coordonnées des sommets : coor(3,1)=1  coor(3,2)=1
coor(4,1)=0  coor(4,2)=1
lg(1,1)=1 lg(2,1)=2
de numérotation locale—globale : lg(1,2)=2 1g(2,2)=3
lg(1,3)=4 1g(2,3)=4

Il est aisé de réaliser des programmes de maillage d’objets simples tels que des
rectangles, des cercles, des cubes, des spheres ou encore des transformations
géométriques de tels objets. Pour mailler des objets plus complexes, comme ceux
que l'on rencontre dans l'industrie, on utilise des ”"mailleurs” généraux qui, a
partir de quelques points de la surface de I'objet?, réalisent un maillage & I’aide
d’algorithmes sophistiqués, dont la description sort du cadre de ce cours. Mal-
heureusement, sur le marché actuel, peu de "mailleurs” sont capables de générer
automatiquement des maillages isoparamétriques d’ordre k (k > 2).

Nous sommes maintenant en mesure de discrétiser le probleme (3.2). Introduisons
les espaces :

2 Dans notre cadre ”abstrait”, ce seront des points situés sur la frontiere 952.
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Vi = Vect (wa)I:LN

V0 = Vect (wr)er

et la formulation variationnelle discrete dans V,? :

Trouver up = oy + & avec uy € V,? tel que :
/ Vi, - Vopd2 = | fop,dR + / gopdl — | Va-VipdR Vo, € V0.
2 2, rp 2,
(3.3)

D’apres le lemme 2.1, cette formulation variationnelle est équivalente au systeme
linéaire d’ordre M :

Kz Uz = S71 (3.4)

avec :
(KII)]J_/ VwI-VdeQ I,JEI,
2n
(S7)r = fwrds(? +/ gwrdl’ — Va-Vwrd?  1€7,
2y Flh 2
et on a :
up =y _(Ur)jwy + 6 (3.5)

IeT

3.1.2 Calculs élémentaires

On a vu qu’il est préférable de calculer sur chaque domaine K, les matrices
élémentaires (cf. (2.26) et (2.27)) :

0 V4 V4
Ke Vi, j=1,ny.
74 0 _0
MZ] == Ti T] dQ
K,

Les matrices élémentaires K’ servent & la construction de la matrice (globale)
K77 et les matrices élémentaires M¢ & la fabrication du second membre (une
fagon particuliere de constituer une approximation du second membre).

Rappelons que 1'élément fini (Ky, Xy, Pp) est lié a Pélément fini de référence

(IA( , 2’, ]3> par la transformation géométrique Fy qui envoie K dans K ¢. En effectu-

ant le changement de variable M = F} (]\/4\ ), les intégrales précédentes deviennent

des intégrales sur K. On trouve (cf. (2.28) et (2.29)) :
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iy = [ ({l4R D) (dR(ED) ) | VR - 97 (31) i, (B1) 42,

MY — /K %)% (31) | 75, (VD) 42,

qui n’utilisent que la connaissance des fonctions de base sur I’élément fini de
référence.

Ces intégrales sont :

e soit calculées analytiquement et de fagon exacte (cf. (2.70)) dans les cas simples
(éléments finis de bas degré) ;

e soit évaluées (coefficients des matrices éléments finis) ou estimées (calcul
d’intégrands éléments finis présentant un coeflicient variable ou calcul du se-
cond membre) & l'aide de formules de quadrature numérique ; rappelons que
dans le cas du calcul du second membre, il suffit d’intégrer exactement les
polynoémes de degré 2k — 2 si 1’élément fini est d’ordre k (cf. proposition 2.8).

Notons que les points de quadrature ((3;\2)(1:1,”%) et leurs poids ((wé)qzlvnqe) sont

définis une fois pour toute sur le domaine de référence K.

Lorsque 'on utilise une formule de quadrature, pour chaque domaine K, on ef-
fectue l'algorithme suivant :

Kf=0

pour g = 1,nqy boucle points de quadrature
DF = [dF,(z})] calcul de la matrice jacobienne en T,
J =|det DF| calcul du jacobien en 555
C=J(DF~1 (DF~1Y)
pour i,j =1,ny boucle degrés de liberté

Kfj = Kfj + wﬁ(C@ﬁ(ffs)) : @ﬂ(fg) “calcul” de lintégrale

fin

fin

Remarque 3.2. Lors de ces calculs de matrices élémentaires, on constate que le
choix d’éléments finis isoparamétriques se traduit par la présence explicite de la
transformation géométrique Fy.

3.1.3 Assemblage des matrices globales et du second membre

Pour construire le systéme linéaire (3.4), il faut fabriquer, d’une part, la matrice
(globale) K77 & partir des matrices élémentaires K’ et d’autre part, le vecteur
second membre S 7.
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3.1 Mise en oeuvre

e Assemblage des matrices

Pour des raisons qui apparaitront ultérieurement (prise en compte des conditions
aux limites de Dirichlet), il est préférable et plus simple d’assembler, dans un
premier temps, la matrice K d’ordre N s’appuyant sur tous les degrés de liberté
du maillage, y compris les degrés de liberté situés sur I 2h (interface X' comprise).
Il est intéressant de noter que K ”contient” Kz7. Dans un deuxiéme temps, on
7extraira” la matrice Kzz.

Rappelons que par définition des fonctions de base globales (wy) on a :
wr =7} sur Kgsi3itq. by(0,43) =1,

I'indice i, si il existe, étant unique. On introduit I’ensemble :

Cry = {¢ tel qu’il existe iy, jo tels que £g(¢,i0) =1 et £4(¢,5o) = J}
qui représente ’ensemble des éléments du maillage qui possedent simultanément
les noeuds M7 et M pour degrés de liberté.
On a alors :

Kry = / Vuwy - Vwsd2 =Y / Vi, Vrd =Y K,

n tec,; ' Ke teCry

et de la méme fagon,

I\\/JIU:/Q wywdR = Z/ Thrd2 =Y M.
h K,

KEC]J KECIJ

On ne construit jamais explicitement les ensembles (Crs); ;_; y car cela demande
"d’inverser” ’application ¢, par rapport a son second argument 4, ce qui est tres
coliteux d’'un point de vue algorithmique ou informatique. C’est pourquoi, on
procede dans 'autre sens. En effet, on peut facilement vérifier que chaque terme
élémentaire Kf- intervient exactement une fois et une seule dans la construction
de la matrice globale K (et de méme pour la construction de M), puisque se
donnant (i, 7) dans un domaine Ky, on connait explicitement la position du terme
élémentaire Kfj dans la matrice globale : (I, J) = (4(¢,1),44(¢,7)).

Apres initialisation de la matrice K & 0, on effectuera donc I'opération :

(=1L
i?jzlanf

— 4

qui constitue la phase d’assemblage de la matrice globale K.

Dans la pratique, on réalise simultanément le calcul des matrices élémentaires et
I’assemblage, ce qui conduit a ’algorithme d’assemblage suivant :
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J=t(L))
J
i K
Matrice
élémentaire
K
I=t,(0,i) K,
Matrice globale K
Fig. 3.2. Principe d’assemblage
K=0,M=0 instialisation
pour {=1,L boucle sur les domaines
calcul des matrices élémentaires K¢, M¥¢
pour i,j =1,ny boucle sur les dl locaux
I'=104(¢,0), J=144(L,7) n° global
Kry=Kr;+ Kfj assemblage
Mj;y; =My + ij
fin
fin

e Constitution du second membre

Le second membre de la formulation variationnelle (3.3) est constitué de trois
termes :

— le terme volumique :/ fwrd(?2,
2p

— le terme surfacique: / gwrdl, pour I € N,
r

— le terme volumique : / Va - VwrdS?
0

Il y a essentiellement deux méthodes de calcul de ces termes.

108



3.1 Mise en oeuvre

e Méthode d’interpolation

Si les fonctions f, g et & sont régulieres (€ C°(£2)), on peut les approcher par
leurs interpolées respectives (cf. (2.54)) m f, mhg et mr&, c'est-a-dire :

mf =Y f(Mp)wr

I=1,N

Thg = Z g (M) wy
IeN

TR = Z a (Mr)wy
I=1.N

Les intégrales de volume sont alors approchées de la facon suivante, pour I = 1, N :

/thwfdflz/ghwhfwfd() =y f(MJ)/ wpw A0

J=1,N 2

/V&-Vw;dﬁ: V(mpd) - Vuwrd2 | = Y a(My) [ Vwr - Vw,ds
2n 2 J=1,N 2

et I'intégrale de surface :
/ gwrdl :/ mhgwrdl | = Z g(MJ)/ wrwydl VI eN.
ry rp JEN ry

Cette approximation conduit & ’expression suivante du second membre apparais-
sant dans (3.4) :

T = MF + Py (MNEf) _Ka (3.6)

avec :

~ F le vecteur de RY de composantes (f(Mq)1,
— @G le vecteur de RM de composantes (9(Mq))1,
— @ le vecteur de RY de composantes (&(M;p))r,
— M la matrice carrée d’ordre Ny définie par :

(MN)U:/ wowydl 1,0 €N,
Fh

1

dite matrice de masse de frontiere,
— Py opérateur de prolongement canonique de RM dans RV,
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3 Aspects concrets de la méthode des éléments finis

On construit la matrice de frontiere par le processus d’assemblage que nous avons
décrit précédemment, en prenant soin de ne conserver que les degrés de liberté
[¢]

situés sur la frontiére Flh.

Dans cette technique, comme pour passer de K a K7z, il est nécessaire d’extraire
le second membre réel ?I a partir du vecteur 'S en éliminant les termes corres-
pondant & des nceuds situés sur I')' (incluant encore une fois ceux de l'interface
).

e Méthode de quadrature

L’autre technique consiste a fabriquer le second membre au niveau local a I'aide
de formules de quadrature. En effet, on a :

/ fwrd2 =" / fridn
2 LeCrr K
On se ramene a ’élément de référence a ’aide de la formule :
Fi= [ prtdo= [ 1(E @)1, @) a2

K K
et on calcule cette intégrale a ’aide des points de quadrature (éz\g)qzl,nqe avec les
poids (@g)g=1,nq.
En effectuant 'opération d’assemblage suivante, apres initialisation a 0 :

¢(=1,L
iZl,nz

(S1)e, 000 = (SF)gy 0y T Ff

on construit ainsi la contribution volumique S 7 au second membre. On construit,
de méme, les autres contributions ?Q et ?a.

Comme on I’a indiqué lors de ’étude d’erreur, il faut que les formules de quadra-
ture utilisées integrent exactement les polynomes d’ordre kyyqq > 2k — 2.

Remarque 3.3. Pour cette seconde technique, on peut choisir de calculer ?I di-
rectement, ou bien choisir de calculer ?, puis extraire ?I. La seconde approche
n’introduit pas de manipulations supplémentaires, puisqu’on doit de toute fagon
extraire K77 de K.

Ces deux techniques de calcul sont concurrentes. La premiere occupe plus de place
mémoire des lors que I'on n’a pas besoin de la matrice de masse par ailleurs. Par
contre, la seconde requiert plus de calculs. Lorsque les données f ou g présentent
des singularités (discontinuités, ou caracteére non borné), il est préférable d’utiliser
la seconde méthode en adaptant les formules de quadrature & la nature des sin-
gularités.
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3.1 Mise en oeuvre

Remarque 3.4. Si 'on utilise pour approcher la matrice de masse M la formule de
quadrature de Lobatto :

K _
/ vdf2 ~ mes(Ke) Z v(M}), (v fonction réguliere sur Ky)
K, n

ol (]\Zf)i:lmJrl sont les sommets du segment (n = 1), du triangle (n = 2) ou du

tétraedre (n = 3), on obtient une matrice approchée M diagonale.

Par ailleurs, on peut également construire une autre approximation M de la ma-
trice de masse M en utilisant une technique, appelée ”lumping” :

N
M[}ZZM[JetM[JZOSiI#J
J=1

qui conduit également a une matrice diagonale.

Ces deux techniques permettent un gain substantiel de place mémoire et de temps
calcul et on montre qu’elles ne détériorent pas les estimations d’erreurs pour les
éléments finis de Lagrange d’ordre 1 [12].

3.1.4 Elimination des conditions essentielles

Rappelons que les conditions aux limites essentielles sont celles qui interviennent
dans ’espace de la formulation variationnelle du probleme E.D.P. que 'on traite.
Dans le cas du probleme (3.1), on a a traiter la condition de Dirichlet :

u =« sur [y.

Comme on a pu l'observer, au risque de perdre toute l'efficacité du processus
d’assemblage des matrices et du second membre, il n’est pas possible d’éliminer &
ce stade les degrés de liberté de Dirichlet. Il est donc nécessaire, afin de constituer
le systeme linéaire (3.4), d’extraire la matrice Kzz de la matrice K et le second
membre S7 du vecteur K apres que ’assemblage a été réalisé.

e Technique d’élimination réelle

Cette opération consiste a éliminer les lignes et colonnes d’indices I, J € D dans la
matrice K ainsi que les lignes d’indices I € D dans le vecteur S Dans la pratique,
on construit une nouvelle numérotation des degrés de liberté n’appartenant pas a
I Qh (rappel : X C I Qh) On utilise un pointeur Pz : i +— I qui associe au numéro i
(compris entre 1 et M=cardZ) son ancien numéro I compris entre 1 et N. On a
alors :
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3 Aspects concrets de la méthode des éléments finis

(Kz1)ij = Kp,yp2 () i,j=1,M

(S7)i = Sp,i) i=1,M

Cette technique présente des inconvénients car les matrices éléments finis ont
des structures tres particulieres de stockage dues au fait qu’elles sont creuses. Il
s’avere compliqué et coliteux d’effectuer cette élimination des lignes et colonnes
des matrices éléments finis. C’est pourquoi, il est souvent préférable d’utiliser la
technique de pseudo-élimination que nous allons présenter maintenant.

e Technique de pseudo-élimination

Nous traitons le cas ou le second membre est obtenu par interpolation, son ex-
pression étant alors donnée par (3.6).

Partitionnons la matrice K et le second membre S — par blocs — suivant 7 et D
(avec N = M + N3 et cardD = N3) :

Kzz Kzp ] ( EE )

K = S = :

[KDI Kpp Sp

On procede de méme pour toute matrice N x N, et tout vecteur de RY.

Posons :
T =MF + Py (MN?;))

On a alors, en vertu de (3.6) :

S =T K& = <§I>_<KIIH)I+KID5’D>

D Kpzr @z + Kppdp
d’ott on déduit que :
S1=Tz1 Kz @1 —Kip@op.
Introduisons maintenant la matrice diagonale d’ordre No :
D = Diag (Kpp)

qui est inversible car les éléments diagonaux de K sont strictement positifs.

Le vecteur de R :

U = <gz > avec ﬁz la solution de (3.4) et ﬁp = dp,
D

vérifie, compte-tenu de ce qui précede :
Kzz 0] ( Uz _ EP; (3.7)
0 D|\TUp Dap ) '
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Par définition de D et des fonctions de base wy des éléments finis de Lagrange,
on a:
(ap); =a(Mr) VIE€D,

ce qui montre que le vecteur ﬁp est le vecteur des valeurs nodales de la donnée

de Dirichlet & sur la frontiere I's.

La technique de pseudo-élimination consiste donc a substituer au systeme linéaire
(3.4) d’ordre M, le systeme linéaire (3.7) d’ordre N. Ceci ne nécessite aucune
renumérotation et par conséquent aucune modification des structures de stockage
de la matrice K et du vecteur S. Seule une nouvelle affectation de certaines
composantes est opérée.

Avant de décrire cette opération de fagon détaillée, nous allons introduire une
nouvelle simplification.

e Choix du relévement
Nous allons choisir le relevement suivant :
an=>_ a(Mw; (3.8)
IeD
qui appartient & H'(§2;,) car wy € H(£2;) et qui vérifie :

a(My) sileD

an(Mr) = { 0 siI¢D (ie I €T) (3.9)

Ce relevement dépend de ’approximation, mais cela n’a aucune importance. En
effet, la formulation variationnelle (3.2) est équivalente & la formulation suivante :

trouver u € H'(£2) tel que :
/ Vu - Vodf2 = / fvd2 + / gvdl’ Vv € Hy 1, (2)
nQ ) I 7

u=« sur [y
qui se discrétise sous la forme :

trouver up € V3, tel que :
Vuy, - Vipd2 = [ fopd0 + / gopdl Yoy, € V2
2, 2 rh
uh(M]) = a(M[) VI €D
montrant ainsi que le relevement peut-étre choisi sous la forme (3.8).
Pour le choix (3.9), on déduit immédiatement que le bloc supérieur de @ est égal

A

113



3 Aspects concrets de la méthode des éléments finis

ar=0

d’ou 'on déduit que :

S1=Tr-Kmpap= (T -Ka)_ avecﬁz( 0 )

ap

Il n’est donc pas nécessaire de partitionner effectivement la matrice K pour calculer
le second membre !

D’apres (3.5) et l'interpolation de la donnée de Dirichlet, la solution discrete wuy,
est donnée par :

Up, = Z(UI)[U}[ +ap = Z(UI)[U)[ + Z Oé(M])w[ (d’aprés (3.8))
1T 1T IeD

qui montre que :

up, = E Urw; avec Uy =

{ (Uz)1 silel
I=1N

a(Mry) sileD

et finalement que la solution du systéme linéaire (3.7) est bien le vecteur U,
dont les composantes sont les coordonnées de la solution discrete uy dans la base
éléments finis.

e Réalisation pratique de la pseudo-élimination

Afin de réaliser cette pseudo-élimination, on peut, soit construire directement le
pointeur de numérotation des degrés de liberté de Dirichlet :
PD: {L"'aNZ} - {LaN} N
numéro du ¢“*¢ degré
de liberté de Dirichlet

soit, utiliser un test permettant de savoir si un degré de liberté est un degré de
liberté de Dirichlet ou non, par exemple en référencant tous les degrés de liberté,
avec un numéro spécifique pour ceux de type Dirichlet.

) i

Remarque 3.5. Si on oublie de prendre en compte les conditions de Dirichlet, on
aboutit & un systeéme linéaire non inversible car on se souvient que le probleme de
Neumann pur est mal posé (cf. §1.4.3); la matrice K ayant pour noyau ’espace
vectoriel engendré par le vecteur T de composantes 1 (fonctions constantes de
V4). Signalons que la propriété K1 =70 peut étre exploitée comme élément de
validation du calcul de la matrice K. Dans le méme état d’esprit, le calcul (MT|T)
doit donner I'aire ou le volume du domaine de calcul car

mes(Qh):/Q dQ:/Q D wr Y wyd2 = (MT|T).

ho T J
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Dans le cas ou on utilise le pointeur de Dirichlet Pp on réalise un algorithme de
pseudo-élimination du type suivant :

o = <£ > donnée de Dirichlet
ap
=T - K& calcul du second membre
pour i =1, N, boucle sur les noeuds Dirichlet
I =Pp(i)
(?)I = Kyya(My)
pour J =1 N boucle sur tous les dl
si J # I alors
Kij=0et K;; =0 7élimination”
fin
fin
fin

Il existe d’autres procédés de prise en compte des conditions de Dirichlet. Ainsi,
dans de nombreux codes de calcul, on utilise la technique qui consiste a ren-
dre "tres grands” les coefficients diagonaux Kj;; pour des indices I correspon-
dants a des noeuds Dirichlet. Cette technique présente 'avantage d’étre facile a
implémenter et rapide. Elle présente néanmoins deux défauts : d’une part, il faut
définir ce que veut dire "tres grand” et, d’autre part, la présence de tres grand
coefficients détériore le conditionnement de la matrice. Ce qui dans certaines si-
tuations peut se révéler ennuyeux. Il est également possible de traiter la condition
de Dirichlet via une approche de type pénalisation-régularisation, en introduisant
la condition limite ”approchée” :

u—i—s% = « sur I5.
an
On peut montrer que lorsque € — 0, la solution u. obtenue tend en norme
H! vers la solution du probléme initial (convergence en /¢). Cette approche ne
nécessite plus aucun traitement algébrique particulier des matrices mais présente
des défauts de méme nature que ceux de l'approche précédente : choix de € et
déconditionnement du systeme linéaire.

3.2 Considérations algorithmiques

Outre le fait que les méthodes d’éléments finis permettent d’approcher les solu-
tions faibles avec une grande généralité, elles présentent ’avantage d’aboutir a des
systemes linéaires creux. En effet, rappelons que :
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Kry=0

des que M; et M; n’appartiennent pas a un méme domaine.

3.2.1 Un cas particulier
Considérons le cas d’un maillage >
régulier du carré unité, comportant (n-1)n+1
N = n? degrés de liberté. Un som-

met appartient (au plus) a 4 carrés

(exactement & 4 carrés pour tous les

sommets intérieurs) dont la réunion

comprend (au plus) 9 sommets dis- n+1
tincts.

(n-1)n

1 2 n

On choisit de d’utiliser une approximation par élément fini Q'. De la structure du
maillage, on en déduit que, pour I donné, card{J t.q. K;; # 0} < 9. Il y a donc
moins de 9N termes non nuls parmi les N? termes de la matrice, soit un taux
de remplissage plus petit que 9N L. Or, dans le cas que nous étudions, le pas du
maillage est h ~ n~!, et ainsi N = n? — oo quand h — 0. Le taux de remplissage
de la matrice tend donc vers 0 quand A — 0 : on parle alors de matrice creuse.
Notons que la donnée du pointeur ¢4, qui permet de passer de la numérotation
locale des degrés de liberté a leur numérotation globale (cf. (2.39)), permet de
connaitre a priori la structure de la matrice.

Les principales techniques de stockage et les principaux algorithmes de résolution
de systemes linéaires sont décrits dans 'annexe.

3.2.2 Le cas général

Dans cette sous-section, nous allons montrer que, d’une fagon générale, les matri-
ces issues de la discrétisation par éléments finis sont creuses, toujours selon 1’idée
que leur taux de remplissage tend vers 0 quand le pas du maillage h tend vers 0.
A cette fin, nous allons traiter en détail le cas de la discrétisation par éléments
finis de Lagrange P' d’un probleme défini sur un ouvert polygonal de R? (maillé
a l’aide de triangles), avant de passer & d’autres cas dans R? ou R3. Pour fixer les
idées, on suppose que 'on résout un probleme de Neumann. Soit donc (73); la
suite de triangulations. Fixons h, la triangulation 7; comprend alors :

N sommets, A arétes et L triangles.

Par construction, la dimension de ’espace discret V}, est égale a N.

Dans un premier temps, examinons le nombre d’éléments Z; non-nuls de la ma-
trice de rigidité K (ou de la matrice de masse M), qui est de taille N x N. Le
taux de remplissage 7 est alors défini par :
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Z1

T (N) = Nz

(3.10)
Nous avons vu au §2.2.1 (cf. (2.19)) que si M; et M; sont deux sommets
n’appartenant pas a un méme triangle de 7, alors K;; = 0. Donc, pour que
K7 soit non-nul, il est nécessaire® que :

M;=Mj; ou [M, My] coté d'un triangle.

Le premier cas se produit exactement N fois, et le second, 2A fois, une aréte étant
représentée soit par [My, M|, soit par [M;, M;|. En conclusion,

Z) < N +24. (3.11)

Pour évaluer le taux de remplissage 71(INV), nous allons exprimer A (ainsi que L)
en fonction de N. Dans la suite, on notera Nj (resp. Ap) le nombre de sommets
(resp. d’arétes) sur 02, et N; =N — N, (resp. A; = A — Ap).

Proposition 3.1. Soit 2 un polygone de R? sans trous, et T, une triangulation.
Alors, on a les relations

L=2N—N,—2 (3.12)
A=3N-N,-3 (3.13)

Démonstration : Ftape 1 : on commence par le comptage des angles.

(i) Dans chaque triangle, la somme des angles internes est égale & 7 radians : on compte m X L
radians en sommant les angles internes de tous les triangles.
(ii) Si on raisonne par sommet dans le décompte ci-dessus :
— La somme des angles autour d’'un sommet interne est égale a 2m radians ;
— Pour les sommets de la frontiere, on ne connait pas la valeur de la somme des angles pour
un sommet donné. Par contre, on peut prouver par récurrence que la somme des angles
internes aux sommets d’un polygone de K cotés ou sommets est égale & (K — 2)7 !

Récapitulons : 7L = 2w N; + (N — 2)7, ce qui donne L = 2N; + Ny —2 =2N — N, — 2.
Etape 2 : comptage des arétes.

(i) Dans chaque triangle, il y a trois arétes : on compte 3 x L arétes en parcourant tous les
triangles.
(ii) Si on raisonne par aréte dans le décompte ci-dessus :
— Une aréte de la frontiére est comptée une fois exactement, car elle appartient a un seul
triangle ;
— Une aréte interne est comptée deur fois exactement, car elle appartient a deux triangles.

Récapitulons : 3L = Ay + 24,, ou 3L = 2A — Ap.
On remarque que Ny = Ay, puisqu’un polygone posséde le méme nombre de sommets et de cotés !
On reprend alors les résultats précédents, et on élimine le nombre de triangles L pour trouver :

3 La condition n’est pas suffisante... En effet, sur certains maillages (par ex. composés de

triangles rectangles isoceles), il peut arriver que [M, M ;] soit un cdté d’un triangle, mais que
Vwr(z) L Vwy(x), pour tout « € 2, et dans ce cas Kry = 0. Par contre, K;r > 0 pour tout
indice I.
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Etape 2 Etape 1

2A — Ay 3L 6N — 3Ny, — 6 ;

d’ou finalement A = 3N — N, — 3. m

Remarque 3.6. La présence de trous modifie uniquement 1’étape de comptage des
angles. On vérifie facilement que les formules (3.12-3.13) n’évoluent que marginale-
ment, les termes constants (resp. — 2 et — 3) incorporant le nombre de trous.

Corollaire 3.1. Lorsque h tend vers 0, la dimension de Vy, tend vers l'infini :

lim N = oo. (3.14)
h—0
Remarque 3.7. Ce résultat est bien str fortement souhaité (!) pour pouvoir ap-
pliquer le cadre général des méthodes d’approximation (voir le §2.1.1), mais il
convient de le prouver...

Démonstration du corollaire 3.1 : D’aprés (2.37), on sait que Aire(7;) < wh?, pour £ = 1, L.
Comme Aire(£2) = 3, Aire(T}), on en déduit que Aire(§2) < wh>L et, par voie de conséquence,

lim L = co.
h—0
D’apres (3.12), L < 2N, et la conclusion suit. =

Théoréme 3.1. Soit 2 un polygone de R?. Pour une discrétisation par éléments
finis P, les matrices K et M sont creuses.
Démonstration : D’aprés (3.11) et (3.13), on a N < Z; < 7N. Le taux de remplissage est
donc encadré par

1 7

= N —.

N < T1( ) < N

Or, d’apres le corollaire 3.1, N tend vers l'infini lorsque h tend 0, et la conclusion suit. ]

De fagon remarquable, ce résultat se généralise lorsqu’on utilise des éléments finis
de Lagrange d’ordre plus élevé, ainsi qu’a d’autres types d’éléments finis. Les
résultats fondamentaux qui permettent de parvenir a cette conclusion portent sur
le dénombrement, et sont contenus dans la proposition 3.1 et son corollaire 3.1.
Prenons deux exemples : 1’élément fini de Lagrange P? et I’élément fini d’Hermite
P3.

Pour I'élément fini de Lagrange P2, il y a six degrés de liberté par triangle : un
pour chaque sommet et un pour chaque milieu d’aréte. Le nombre total de degrés
de liberté (et la dimension de V}) est donc égal & No = N + A, et K et M sont
des matrices No X No. Pour que Kj; soit non-nul, il est nécessaire que

Si M et M; sont deux sommets : My = My, ou [M, M ;] c6té d’un triangle;
Si My et Mj; sont deux milieux d’aréte : M; = My, sinon My, M sont dans
un méme triangle;

e Si M;et My sont de types différents : My, M; appartiennent a un méme coté,
sinon ils sont dans un méme triangle.
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On trouve alors, en dénombrant chaque ensemble de configurations, un nombre
d’éléments non-nuls Zs borné par

Zy < (N +2A)+ (A+6L) + (4A+6L) = N + TA + 12L.

D’apres (3.12) et (3.13), Z3 < 46N et Ny > 3N. Ainsi, le taux de remplissage
79(N3) pour I'élément fini de Lagrange P? est plus petit que

46N 46 1

N _
(V) < g =g Xy

et il tend bien vers 0 lorsque h tend vers 0.

Remarque 3.8. Avant de passer a 1’élément fini d’Hermite, nous comparons les
taux de remplissage 7 et 7o (pour une méme taille de matrice). Pour cela, nous
faisons I’hypothese — raisonnable — selon laquelle N, = o(N) lorsque N — oo,
c’est-a-dire que le nombre de sommets de la frontiere est négligeable par rapport
au nombre total de sommets lorsque N — oco. On a alors, si le cas de la note de
bas de page? ne se produit pas, les résultats d’équivalence suivants :

7
T1(N) ~ N pour P’élément fini P*;
46N 115
T2(Ny) ~ —— ~ —= pour P’élément fini P2.
2( 2) NQQ N, p

Ainsi, pour une dimension de ’espace de discrétisation donnée, le taux de rem-
plissage augmente quand 'ordre augmente (passage du facteur multiplicatif de 7
a 11.5). C’est une propriété générale.

Pour I'élément fini d’Hermite P3, il y a dix degrés de liberté par triangle : un pour
chaque sommet, deux par d’aréte, et un pour le milieu. Le nombre total de degrés
de liberté est cette fois égal a N3 = N + 2A + L, et K et M sont des matrices
N3 x N3. En effectuant le dénombrement des configurations dans lesquelles K;
est non-nul, on trouve un nombre total d’éléments non-nuls Z3 borné par

73 < N +10A + 31L.

D’apres (3.12) et (3.13), Z3 < 93N et N3 > 6N, et le taux de remplissage 73(N3)
pour 'élément fini d’Hermite P2 est plus petit que

Ainsi, 73 tend bien vers 0 lorsque A tend vers 0.

Dans le cas général, en recensant les degrés de liberté par triangle, on en compte
Niot = ¢NN 4+ caA + cr L. Les matrices K et M sont de taille Nyor X Nyot. Apres
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dénombrement des configurations dans lesquelles K;; # 0, on en déduit qu’il
existe C, C4 et Cf, positives et indépendantes de la triangulation 7j,, telles que

Ztot S CNN + CAA + CLL
D’apres (3.12) et (3.13),
Ziot < (Cn +3C4+2CL)N et Ny > (eny + 2c4 + )N,

d’oli un taux de remplissage majoré par

(Cn +3C4+2CL) 1
7(Niot) < (en 4 2c4 + cp)? % N’

qui tend vers 0 lorsque h tend vers 0.

Bien sir, on pourrait raisonner de la méme fagon sur des maillages quadrangu-
laires, les seules différences venant de ’expression des nombres de quadrilateres
et d’arétes pour ce type de maillage (ce qui modifierait (3.12) et (3.13)). D’ou
finalement le résultat général ci-dessous.

Théoréme 3.2. (matrices creuses pour les éléments finis 2D) Soit {2 un
polygone de R2. Les matrices K et M obtenues par une discrétisation de type
éléments finis sont creuses.

On peut raisonner selon les mémes lignes, pour un probléme (par ex. de Neumann)
défini sur un ouvert polyédrique de R? (maillé a I'aide de tétraddres). Soit donc
(7h)n la suite de triangulations. Fixons h, la triangulation 7;, comprend alors :

N sommets, A arétes, F' faces et L tétraedres.

Pour établir que les matrices éléments finis K et M sont creuses, ou voudrait
déterminer les nombres d’arétes, de faces et de tétraedres en fonction du nombre
de sommets, pour obtenir les équivalents 3D de (3.12) et (3.13). Comme on va
le voir par la suite, on ne peut pas trouver des formules exactes, mais plutot des
encadrements, qui permettent néanmoins de conclure. On note N, (resp. Ay, Fp)
le nombre de sommets (resp. d’arétes, de faces) sur 912, et N; = N — N, (resp.
AZ‘:A—Ab, FZ:F—Fb)

Dans un premier temps, on détermine A;, Ay, F; et F} en fonction de N;, Ny et
L. Pour cela, on utilise les quatre relations ci-dessous :

Comptage des arétes de la frontiére : 3F, = 24 ;
Comptage des faces : 4L = 2F; + Fy;

Formule d’Euler sur la frontiere : Ny — Ap + Fp = 2
Formule d’Euler dans 'ouvert : N — A+ F — L = 1.
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Pour fixer les idées, on a supposé que le polyedre est convexe, sans trous et sim-
plement connexe. Si tel n’est pas le cas, il fait modifier les valeurs des constantes
dans les formules. On en déduit alors les relations :

Ay, =3Ny, —6
F,=2N, —4
AzZNZ—Nb—i-L—I—g
Fi =2 — Nb + 2.
Il reste maintenant & éliminer L en fonction de N; et N,... Pour cela, une idée

naturelle est de compter les angles solides aux sommets des tétraedres, notés
(Wi, )i=1,4. Par tétraedre, on trouve

0< ) wi, <2 (3.15)
i=1,4
En effet, la somme des angles solides d’un tétraedre n’est ni constante, ni minorée
par une constante strictement positive !
La somme des angles solides en un sommet intérieur de 75 vaut 4w. Pour un
sommet de 7; situé sur la frontiere, elle est supérieure a wyg,, la valeur du plus
petit angle solide en un sommet de 9f2. En sommant les inégalités (3.15) sur tous
les tétraedres, on arrive a la minoration

AN; + L92 N, < oL,
T

Malheureusement, on ne sait pas majorer L en fonction de N; et Ny !7 Pour
y parvenir, il faut faire une hypothése supplémentaire sur les triangulations : on
suppose que la famille de triangulations (7,), est réguliére. En effet, si 'on revient
a la discussion qui suit I’énoncé de la condition (2.62), on constate que, dans ce
cas,

Jwog > 0, Yh, VK € Tp, wg, > wo (wk, plus petit angle solide de Ky).
Dans ce cas, (3.15) devient
dwg < ) wi, <2m. (3.16)
i=1,4

En sommant les inégalités (3.16) sur tous les tétraedres, on arrive a
™
L < 7(]\72 + Nb),
wo

ce qui correspond a la majoration cherchée ! Comme annoncé, on ne sait plus
exprimer les relations entre les diverses quantités par des égalités, mais par des
minorations et des majorations. Néanmoins, a partir de la, on peut raisonner
comme dans le cas 2D, pour arriver au résultat général ci-dessous.
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Théoréme 3.3. (matrices creuses pour les éléments finis 3D) Soit 2 un
polyédre de R? et soit (1), une famille de triangulations réguliére. Les matrices
K et Ml obtenues par une discrétisation de type éléments finis sont creuses.

En conclusion, afin de tirer parti de cet avantage (i.e. la connaissance a priori
de la nature creuse des matrices & manipuler en 2D et en 3D), il est impératif
d’utiliser des structures de stockage permettant de stocker seulement les termes
non nuls, ainsi que des algorithmes de résolution de systemes linéaires n’opérant
que sur les termes non nuls afin de diminuer le temps de calcul. Enfin, pour une
bonne mise en ceuvre informatique, il faut disposer de logiciels et/ou de langages
traitant efficacement les structures creuses ainsi que les opérations a mener sur
celles-ci.

3.3 Quelques illustrations numériques

L’objet de cette section est d’illustrer les concepts de mise en ceuvre qui ont été
exposés précédemment. Nous présentons sucessivement deux exemples montrant
la relative simplicité de la mise en ceuvre des éléments finis P! et P2 pour des
problemes bidimensionnels dans ’environnement Matlab. Dans un premier temps
nous traitons le cas de 1’équation de Laplace et nous montrons que les erreurs
obtenues sont tout & fait en accord avec les estimations théoriques présentées au
chapitre 2, théorémes 2.4 et 2.6. Nous montrons également comment il est facile
de généraliser le calcul au cas d’un milieu non homogene dans lequel peuvent ap-
paraitre des conditions de transmission qui sont naturellement prises en compte
dans une formulation variationnelle. Nous abordons ensuite le cas d’un probleme
de nature vectorielle, celui de 1’élasticité linéaire homogene isotrope. Les tech-
niques restent fondamentalement les mémes, la difficulté résidant dans ’aspect
vectoriel du probléme qui nécessite une gestion un peu plus compliquée.

Pour chacun de ces exemples nous rappelons ’arriere-plan théorique et donnons
les aspects de mise en ceuvre ainsi que les codes Matlab associés. La méthode
des éléments finis est basée sur la donnée d’un maillage (triangulation pour des
éléments finis P! ou P?). Il existe des "mailleurs” généraux (emc2, gmsh par
exemple) mais nous avons ici utilisé des outils élémentaires de maillage, développés
en Matlab, largement suffisants pour nos objectifs. Il n’est pas nécessaire de les
analyser pour comprendre les aspects éléments finis. Il faut néanmoins savoir que
ces outils produisent essentiellement 4 tableaux que ce soit en P! ou en P2 :

e S : tableau de dimension ns x 2 contenant les coordonnées des nceuds du
maillage (ns nombre total de noeuds)

e T : tableau de dimension nt x nd contenant la numérotation des triangles
(nt nombre de triangles, nd nombre de nceuds par triangle : nd = 3 en P! et
nd = 6 en P? (avec pour le second cas la convention que les 3 premiers numéros
correspondent a des sommets d’un triangle)
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e BR : tableau nt x 3 fournissant un numéro de référence pour chaque aréte des
triangles (permet de traiter les conditions aux limites)

e RT : tableau nt x 1 fournissant un numéro de référence par triangle (permet
de traiter des milieux différents)

Pour les deux derniers tableaux, les conventions sont, d’une part, que toute aréte
de la frontiere est sujette & une unique condition aux limites (Dirichlet, Neumann,
etc.), et d’autre part, que tout triangle contient un matériau homogene.

Dans toute la suite, nous notons (M;);=1ns les nceuds du maillage, (Tﬁ)zzl,nt les
triangles du maillages et indifféremment w; la fonction de base globale P! ou
P? attachée au nceud M;. Nous supposons que l'ouvert {2 est polygonal, que
2 = Uy To (cf. (2.35)) et que le maillage est admissible (cf. (2.36)), de sorte
que l’espaée vectoriel de dimension ns :

Vh = vect(wi)i:Lm
est inclus dans H'(§2) (approximation interne).
Enfin, on suppose que la famille de triangulations est réguliere (cf. (2.62)).
3.3.1 Equation de Laplace-Poisson

Nous nous intéressons au probleme de Dirichlet sur un ouvert borné 2 de R? de
frontiere notée I', avec des données f € L?(2) et g € HY?(I') :

{—Au: f dans 2

Uu=g sur I'
dont une formulation variationnelle est :

Trouver u € H(£2) tel que u = g sur I et
/Vu-Vde—/fde Vv € HE(92).
2 9]

Rappelons que ce probleme est bien posé. De plus, si on désigne par D ’ensemble
des indices des nceuds situés sur le bord (D ={itel que M; € I'}) et ZT =
{1,...,ns} \ D, une approximation dans V}, de cette formulation est :

Trouver uy, € V3, tel que up(M;) = g(M;) Vi € D et
/Vuh-Vvth:/fvth V’UhGV}?
2 9]

ou V}? =vect(w;)iez-
On peut reformuler le probléme approché sous forme matricielle, en notant uy, =

Zj:l ns ijj, Kij = / sz- . V'U}j ds? y GZ = g(MZ) et Sl = / fwid_Q et en
’ [0 [0
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partitionnant les indices suivant Z et D. A l'aide de la technique de pseudo-
élimination (cf. (3.7) avec D = Diag (Kpp)), on aboutit a :

AR

Si la donnée f est réguliere (f € C°(£2)) il est possible d’approcher S; en utilisant
Vinterpolée de f (mnf =1 ¢ f(Mi)w;) :

S; :/Qﬁhfwidﬂ— (Mﬁ)

En résumé, on doit donc :

avec Iy = f(M;) et M; = / w; wj dS2.
0]

%

— calculer la matrice de masse M;; = / w; w; df?2

— calculer la matrice de rigidité K;; = [ Vw; - Vw; df2
Q
.
— assembler le systéme [KII 0 ] [ﬁl ] _ (Rﬂf’))z —KzpGop
0 D D DGp

En pratique on calcule les matrices completes K et M sans distinguer les indices
parmi Z et D, puis on applique une procédure dite de pseudo-élimination qui
donne le systeme précédent. Comme on 'a déja vu, cette technique de pseudo-
élimination ne modifie pas l'ordre des indices comme pourrait le faire croire la
présentation précédente.

Le script Matlab suivant réalise la résolution du probléme de Dirichlet dans le
carré de coté 4 ayant pour solution u(x,y) = cos(zy) :

%calcul elements finis

[S,T,BR,RT|=triangule_rectangle ([0 4 0 4],40,40,1);%maillage
[K,M|=calcul _EF_2D (S, T,RT); Z%matrices EF

%test de U=cos(zy)

X=S(:,1);Y=S(:,2);

Uex=cos (X.xY); %sol. ezacte

B=Mx (Uex . * (X +X4Y. %Y ) ) ; %second membre

%prise en compte des cond. de Dirichlet
Noeud_dir=noeud_bords (S, T,BR,[2 3]); %liste mnoeuds Dirichlet
G=Noeud_dir.xUex; %donnee de Dirichlet
[Ke,Be]=cd_Dirichlet (K,B, Noeud_dir ,G); %pseudo—elimination
%resolution , calcul d’erreurs L2 et HI

U=Ke\B; %resolution du systeme
E=U-Uex; Y%ecart

el2=sqrt (E’*M«E); ehl=sqrt (E’«K«E); %erreur L2 et HI
%dessin

figure; trisurf(T,S(:,1),S(:,2),U);shading interp;

Il est intéressant de lire attentivement le code de la fonction calcul EF_2D qui
constitue le cceur de la méthode des éléments finis. Cette fonction construit les ma-
trices de masse M et de rigidité K en réalisant une boucle sur les triangles du mail-
lage. Sur chaque triangle Ty sont alors calculées les matrices dites élémentaires :
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Dans le
calculer

Ki = | Vr[-Vrid2 et ij:/TfodQ Vi, j =1,nd.
Ty

T

code proposé, nous avons adopté le point de vue général qui consiste a
ces intégrales, via un changement de variable qui ramene l'intégrale sur

le triangle unité 7' et une formule de quadrature numérique (voir le chapitre 2).
Nous avons utilisé la formule de quadrature a 7 points exacte pour des polynémes
de degré 5. Ce point de vue permet également de traiter le cas d’équations a
coefficients variables telles que, par exemple :

—divk(z)Vu+ q(z)u = f

Bien évidemment, si on s’intéresse a des problemes a coefficients constants ap-

prochés

par éléments finis P, il est plus efficace d’utiliser les formules explicites

des matrices élémentaires, c’est-a-dire sans passer par 7.

end,

function [K,M]=calcul.EF_2D (S,T,RT,fK,{fM)

if (nargin==3) {K=Qun;{M=Qun;end, %K coef. associe a K
if (nargin==4) fM=Qun;end, M coef. associe a M

%formule de quadrature a 7 points
os=sqrt (15);s3=1./3.;
ppl=(6.—o0s)/21.;pp2=(6.40s)/21.;
pp3=(9.4+2.x0s)/21.;ppd=(9.—2.%0s)/21}.;

pts_.quadT=[s3 s3;ppl ppl;ppl pp3;pp3 ppl;... %points de quadrature
pPP2 pp2;pp2 pp4d;ppd pp2];

ppl=(155.—0s)/2400.;pp2=(155.40s)/2400.;

pds_quadT =[9./80.;ppl;ppl;ppl;pp2;pp2;pp2]; Fpoids de quadrature

Z%initialisation

nt=size (T,1);ns=size(S,1);q=size(T,2); %tailles diverses

nbg=length (pds_quadT);

K=sparse(ns,ns);M=sparse(ns,ns); %def. matrices creuses

Fboucle sur les triangles

for t=1:nt, %t indice du triangle

St=[S(T(t,:),:)]; Z%sommets du triangle t
S21=St(2,:) =St (1,:);831=St(3,:) =St (1,:);
delta=S21(1)*S31(2)—S21(2)*S31(1);

Jfmt=[S31(2) —S21(2);—S31(1) S21(1)]/delta;%inverse du jacobien

Mt=zeros(q,q);Kt=zeros(q,q); %matrices elementaires
for k=1:nbq, Z%boucle pts de quadrature
x=pts_quadT (k,1);y=pts_quadT (k,2);
if(qg==3) w=[1-x—y x y];gw=[-1 1 0;—1 0 1]; %fct de base P1
else a=1-x—y;b=2«x—1;c=2xy—1; %fct de base P2

w=[a*(1—2+x—2ky ) ,bxxx,cxy* dkx*a,dxx*xy,d*xy*al;
gw=[4dx(x+ty)—3 4*xx—1 0 4x(1—2xx—y) 4xy —dxy;
4k (x+y)—3 0 4dxy—1 —4xx 4*x 4x(1—x—2xy)];

end,
P=St’%[1 —x—y;x;y]; pk=pds_quadT (k)+abs(delta);%pt du plan physique
M&EMAHM (P (1) ,P(2) ,RT(t)) * pksw’ w3 %matrice masse elem.
jg=Jfmtxgw;
Kt=Kt+HK (P (1) ,P(2) ,R(t))*pkxjg’*jg; %matrice rigidite elem.

%assemblage de M et K
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=T(t,:);
K(I,1)=K(I,1)+Kt;
M(T, T)=M(T, T)+Mt;

%assemblage de K
%assemblage de M

function [z]=un(x,y,r) z=1}.; %fonction f=1

La prise en compte des conditions de Dirichlet constitue I’autre partie importante
d’un code éléments finis. A partir de la connaissance des noeuds qui sont soumis
a une condition de Dirichlet il est facile de générer le systéeme linéaire final :

function [Ae,Be] = cd_Dirichlet (A,B, Noeud._dir ,G)
ns=size (A,1); Ae=A;Be=B;
if (nargin==3) G=zeros(ns,1);
else Be=B-Ax(Noeud-dir.*G);end,
Fpseudo—elimination
for i=l:ns,
if(Noeud dir(i)=
Ae(i,:)=0;Ae(:
Ae(i,i) A(1 i
end,
end

%initialisation
%cond. homogene

%correction sec. membre

=1),
i)
); Be %elimination

Be(1)=A(i,1)+G(i )1

Nous donnons sur la figure 3.3 le résultat obtenu par le script Matlab précédent.
On peut se convaincre de la qualité de 'approximation par éléments finis en
représentant les normes L?(£2) et H'(£2) de l'erreur, c’est-a-dire les quantités :

1/2
lan — ull 2y = ( [ - ur%m)

~ ([ o maizan) " = (0a@ - T1@ - T

|un — uHHé(Q) = (/Q IV — Vu\gd())lm
~ </9 |Vuy — thu!%i(z) 1/2 _ ((K(ﬁ _ ﬁﬂ)’(ﬁ _ ﬁﬂ))>1/2

ou U)W représente le vecteur des composantes de 7,u dans la base éléments finis
(w;);—1 ns- L'utilisation de I'interpolée mpu de la solution u n’est valable que si la
fonction u est suffisamment réguliere (encore une fois, si u € C°(12)).

Pour la solution exacte u(z,y) = cos(xy), on représente sur les figures 3.4 et 3.5
les courbes d’erreurs en fonction de la finesse du maillage (représentée a l'aide de
h), en représentation logarithmique. On obtient les comportements asymptotiques
prévus théoriquement lorsque h — 0, & savoir que I'erreur en norme H'(£2) est du
méme ordre que le degré des éléments finis et que erreur L?({2) est d'un ordre
de plus. En pointillés, les droites de pentes respectives 1 ou 2.
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4 0

Fig. 3.3. Solution de ’équation de Laplace approchée par éléments finis

1 T .
——erreur L2
——erreur H1 -
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Fig. 3.4. Erreurs éléments finis P’
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Fig. 3.5. Erreurs éléments finis P2
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Fig. 3.6. Solution approchée par éléments finis d’un probléme de transmission
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Fig. 3.7. Solution approchée par éléments finis P? des équations de P’élasticité
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e Probléme de transmission

Les fonctions Matlab précédentes permettent également de traiter un probleme
de Laplace a coefficient variable tel que, par exemple, le probleme de transmission
sur Pouvert §2, avec 2 = 21U 2y, 21 N2 = 0, k € L®(£) et une donnée
fe L) :

Fig. 3.8. Probleme de transmission

—div(k(z)Vu) = f sur 2, U 2

u=0 sur Iy

ou | kysur &4
o = 0 sur I, avec k(x) = {k‘g sur Oy
k:g:i] =0 sur X/

dont une formulation variationnelle est :
trouver u € H} r,(§2) et

/kVu‘Vde:/fde VUEH&Fd(Q)'
(0] 2 ’

Des que k(x,y) > ko > 0 presque pour tout (z,y) € {2, ce probleme variation-
nel admet une unique solution. Le script suivant réalise le calcul de la solution
approchée par éléments finis P? pour les données k; = 10, ko = 1 et la donnée f :

1si (@-3)"+(-3)"<%
0 sinon

f(af’y)z{

%calcul elements finis
[S,T,BR,RT]=triangule_-rectangle([—1 1 0 1],20,10); %maillage Pl
[S,T,BR,RT]=maillageP2(S,T,BR,RT); [T, S]=renume(T,S); %maillage P2
[K,M|=calcul_EF_2D (S, T,RT,@Qk); %matrices EF
%second membre
X=S(:,1);Y=S(:,2);X1=X—-0.75;YI=Y—0.5;

B=aM ((X1.xX14+Y1.%Y1) <0.1);} %second membre
%prise en compte des cond. de Dirichlet
Noeud_dir=noeud_bords(S,T,BR,[2 3]); %liste dl Dirichlet
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3 Aspects concrets de la méthode des éléments finis

[Ke,Be]=cd_Dirichlet (K,B, Noeud_dir ); Zpseudo—elimination
Z%dessin

Tl=isop2(T);

figure; trisurf(T,S(:,1),S(:,2),U);shading interp;

%fonction k(z,y)

function z= k(x,y,r)

z=1;if (x>0)z=10;end,

On a représenté sur la figure 3.6 la solution obtenue a l’aide du script Matlab
précédent. On observe que la solution, si elle est globalement continue, est non
dérivable au passage de I'interface X : u € C(£2), Vu & C°(£2)2.

3.3.2 Elasticité bidimensionnelle

Dans cet exemple, on s’intéresse a la mise en ceuvre des éléments finis dans le
cas d’'un probleme vectoriel, celui de I'élasticité linéaire homogene et isotrope
en dimension 2. Rappelons que pour un solide £2 (borné de R?) qu’on suppose
homogene isotrope, il s’agit de trouver le champ déplacement u = (u1, uz) solution
des équations suivantes :

0
- Z ——o5j(u) = f; dans 2
0%
7j=1,2
oij(w)n; =h; sur I,
(&) 321:,2 s pour i = 1,2
Z oij(un; =0 sur I
7=1,2
u=20 sur I

ou le tenseur des contraintes est (avec A > 0 et u > 0 coefficients de Lamé) :
oij(u) = A(divu) 65 + 2pezi(a) 0,5 =1,2

et celui des déformations est donné par :

. 1( 8uz 8uj
- 2 8.%']' 8$Z

gij(u) ) 4j=12

Nous avons considéré ici le cas d’un solide soumis & une force intérieure f =
(f1, f2), encastré sur une partie I, de sa frontiere, soumis & un chargement h =
(h1, h2) sur une partie I, et libre de tout effort sur le reste de la frontiére, noté
I;.

La formulation variationnelle de (£) dans I’espace :

Vo={ve HY ()’ ,v=0sur I.}

consiste a trouver u € Vp, tel que a(u,v) =£(v), Vv € V|, ot on a posé :

130
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a(u,v) = /\/ divu divvd +2u Z /eij(u) gij(v)df2
2 ij=1,2"

E(v):/ h-vdf—{—/f-vd()
c 0

On peut montrer que ce probléeme est bien posé.
Dans le contexte des éléments finis de Lagrange P! ou P2, on introduit I’espace
d’approximation de dimension 2ns (inclus dans H!(£2)?) :

. ; 0 )
Vi = vect(wl, w2)i—1ns ot wl=( 1) et w2 = , i=1,ns.
’ 0 w;
ainsi que l'espace (D désignant ’ensemble des indices des nceuds encastrés du
maillage — M; € I'. — et Z les noeuds non encastrés) :
V¥ = vect(w}, wi)ier C Vp.
On introduit alors le probléme variationnel approché :

Trouver up € V,? tel que

)\/ divuy, divvy df2 + 2u Z /aij(uh) 5ij(vh> df2 =
2 ij=1,2"

/h~vhdf+/f~vhd(2, Vv € V0
I, 0

En décomposant uy, sur la base (w}, w?);er :

uy, = E Ujlw]l- + Ujgw]?
JjET

et en considérant toutes les équations obtenues pour vy = wi1 et vy = w? Viel
on obtient un systéme linéaire de dimension 2cardZ, portant sur I'inconnue U =

ﬁQ

pour les matrices :
AlL A12 U?l ?1 '
|:A21 A22:| (ﬁ2 = §2 , soit Aﬁ = ?, (3.17)
avec k,l =1,2,Vi,j €1

(Akl>ij _ )\/Q divw] divwl d2 +2p Z /Qsmn(wf)amn(wé)dﬂ

ﬁl
( ) . Les écritures se font par blocs cardZ x 1 pour les vecteurs, et cardZ x cardZ

m,n=1,2
(Bk> :/ h.wfdr+/f-w§d9.
i I'c )
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Lorsque les données h = (hl, h2) et f = ( It f2) sont suffisamment régulieres, i.e.
h € C%(I'.)?%, f € C°(£2)2, on peut utiliser leur interpolées

mph= " hN(Mj)wl + h(M;)w?
j=1lns
o f = Z FHMy)wh + f2(My)w?

j=1l,ns

k
pour construire une approximation de B. On considere pour cela T de com-
k
posantes (f*(M;)); et H" de composantes (R*(M;));

1 1
B= Mﬁg + McﬁQ avec M= [ w;w; d2,et (M), :/ wijw; dI.
MF M, H 17 .

Ci-dessus, M, est la matrice de masse de bord. Pour construire le systeme (3.17),
il suffit donc d’évaluer les intégrales :

/Q divw} divw) ds, /Q Emn(WY) Emn(Wh) dS2, /Q wiw; df2 et / wity dr.

Ces intégrales sont tres voisines de celles déja calculées dans le cas du probleme de
Dirichlet pour I’équation de Laplace. En pratique, on calcule ces intégrales, ainsi
que la matrice A sans se préoccuper des conditions d’encastrement (Vi, j = 1,ns).
En utilisant une technique de pseudo-élimination similaire a celle précédemment
utilisée, on se ramene & un systéme équivalent au systéme (3.17). Dans les faits
on utilise exactement la méme fonction Matlab !
Nous donnons dans ce qui suit le script Matlab permettant de résoudre le probleme
du chargement d’une étagere idéalisée, de longueur 40cm, de hauteur 20cm et
d’épaisseur 2cm, constituée d’un matériau de type aluminium, via une approxi-
mation par éléments finis P? composante par composante.

%donnees
lambda0=10"10;c=100; %facteur adim.
rho=2800;lambda=1;mu=1; Z%parametres

g=9.81/lambda0l; charge=100/lambda0 ;

%maillage P2 de l’etagere (plateau P1, support P1, fusion P1, P2)
[S1,T1,BR1,RT1l]=triangule_rectangle ([0 0.4 0 0.02],200,10,0,[1121]);
[S2,T2,BR2,RT2]=triangule_rectangle ([0 0.02 —0.1 0],10,50,0,[1103]);
[SF,TF,BRF,RTF]=fusion_triangulation (S1,T1,BR1,RT1,S2,T2,BR2,RT2);
[SF,TF,BRF,RTF]=maillageP2 (SF,TF,BRF,RTF ) ; [ TF, SF]=renume (TF,SF ) ;
%calcul des matrices elements finis

[M, DivDiv , EpsEps,Dx,Dy]=matef (SF,TF); %matrices wvolume
[MB2]=calcul _EF_1D (SF,TF,BRF,2); } %matrice de bord
K=lambda*DivDiv+2smux EpsEps; %matrice elasticite

%calcul des chargements

ns=size (SF,1);un=ones(ns,1);ze=zeros(ns,1);
B=[ze;—c*MB2*xun—rhox*g+Ms+un | ;

%elimination des conditions d’encastrement
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f=(0,—pg)

Noeud_dir=noeud_bords (SF,TF,BRF,[3]);

ND=[Noeud_dir ; Noeud_dir ] ;

[K,B]=cd_Dirichlet (K,B,ND);

%resolution et calcul des contraintes

U=K\B

Def=SF+5000*«reshape (U, ns ,2);

[Sigma]=cal_sigma (U,M,Dx,Dy, ...
lambda*lambda0 ,muxlambda0 ) ;

tr=tresca (Sigma);

%visualisation

shadinginterp ;view (2);axis image;

TF21l=isop2 (TF); figure; trisurf (TF21,Def(:,1),

%noeuds encastres
Fpseudo—elimination

%res. du systeme
Y%deformee

%contraintes
Y%critere de Tresca

Def(:,2),tr);

Ce script s’appuie essentiellement sur la fonction matef.m qui construit les matri-
ces éléments finis. Nous en donnons ici le détail afin de mettre en évidence ’aspect
vectoriel du probleme. Il est a noter que les principes de calcul des intégrales sont
les mémes que pour un probléme scalaire (boucle sur les triangles, changement de

variable et méthode de quadrature numérique) :

function [M, DivDiv,EpsEps,Dx,Dy]=
ns=size (S,1);nt=size(T,1);
DivDiv=sparse(2*ns,2%ns);
EpsEps=sparse(2xns,2x*ns );M=sparse(ns,ns);
Dx=sparse(ns,ns );Dy=sparse(ns,ns);

matef (S,T)

Zboucle sur les triangles
for t=1:nt,
I=T(t ,:); J=ns+I;

[Mt,DXX,DYY,DXY, DX, DY]=matelm (S(I ,:));
M(I,1)=M(I, I)+Mt;

Dx(I,I)=Dx(I,I)4DX;Dy(I,I)=Dy(I,I)4DY;
DivDiv (I,I)=DivDiv (I, I)+DXX;
DivDiv (J,J)=DivDiv (J, J)4DYY;
DivDiv (I, J)=DivDiv (I, J)+DXY:
DivDiv (J,I)=DivDiv(J,I)+DXY’;
EpsEps(I,I)=EpsEps(I,I)+DXX4DYY/2;
EpsEps(J,J)=EpsEps (J, J)+DXX4DYY/2;
EpsEps(1,J)=EpsEps(1,J)+DXY/2;
EpsEps(J,I)=EpsEps(J,I)+DXY’/2;

end,

%tailles
%initialisation
%matrices creuses

%t indice triangle
%no des dl (uz,uy)
%calcul mat. elementaires
%matrices scalaires

%matrices assemblées
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La fonction matelm.m réalise les calculs des intégrales élémentaires (scalaires) :

/ Ti7i e, / Ou7{ Op d12, / Oy 0,7y dS2 / Op7{ Oy 12,
T Ty T, T

/Tf&ﬂf df? ,/ TfﬁnydQ
T, T,

suivant le méme principe que le calcul présenté au §3.3.1. Les matrices DX et DY
sont utilisées pour calculer les contraintes.

function [M,DXX,DYY,DXY,DX,DY]=matelm (Noeuds)

Z%initialisation

nd=size (Noeuds,1);

DXX=zeros (nd,nd);DYY=zeros (nd,nd ) ;DXY=zeros (nd,nd);

Mezeros (nd,nd ) ;DX=zeros (nd,nd ) ;DY=zeros(nd,nd);

%formule de quadrature a 7 points

nbq=7;0s=sqrt (15);s3=1./3.;

ppl=(6.—o0s)/21.;pp2=(6.+0s)/21.;

pp3=(9.42.%x0s)/21.;ppd=(9.—2.%0s)/21.;

pts_.quadT=[s3 s3;ppl ppl;ppl pp3;pp3 ppl; %pts de quad.
pp2 pp2;pp2 pp4;pp4 pp2];

ppl=(155.—0s)/2400.;pp2=(155.40s)/2400.;}}

pds_quadT =[9./80.;ppl;ppl;ppl;pp2;pp2;pp2]; %poids de quad.

%jacobien de la transformation (affine)

S21=Noeuds(2,:) —Noeuds (1 ,:); S31=Noeuds(3,:) —Noeuds (1 ,:);

delta=S21(1)*S31(2)—S21(2)*S31(1);

Jflmt=[S31(2)—S21(2); —S31(1)S21(1)]/delta;

%boucle sur les pts de quadrature

for k=1:nbq, %k no du point
x=pts_quadT (k,1);y=pts_quadT (k,2); Z%pts de quad.
if (nd==3) w=[1—-x—yxy];gw=[-1 1 0;—1 0 1]; %fonctions Pl
else a=l-x—y;b=2«x—1;c=2xy—1; %fonctions P2

w=[a*(1—2%x—2%y ) ,bxx*,cxy* dsxx*a,dxx*ky, d*xy*al;
gw=[4x(x+y)—3 4*xx—1 0 4x(1—2xx—y) 4xy —dxy;
4% (x+y)—3 0 4xy—1 —4xx 4*x 4x(1—x—2%y)];

end,
pk=pds_quadT (k)+abs(delta);
MEVH-pk*w’ *w; Fwi . wj
jx=Jflmt (1,:)*gw;jy=Jflmt (2 ,:)*gw;
DXX=DXX+pk*jx "* jx ; %dz (wi)dz (wg)
DYY=DYY+pk+jy "+ ]y ; Z%dy (wi)dy (wj)
DXY=DXY+pk*jx *jy ; %dx (wi)dy (wg)
DX=DX+pk*w’* jx ; Zwi . dz (wj)
DY=DY+pk*w’*jy ; Zwi . dy (wj)

end,

Dans cet exemple on a également besoin de calculer la matrice de masse de bord
M. Cette opération est réalisée par une technique similaire a celle utilisée pour
calculer les matrices éléments finis hormis le fait qu’il convient de restreindre
les fonctions de bases, ainsi que le domaine d’intégration aux arétes des trian-
gles situées sur le bord concerné par le calcul. Elle est réalisée par la fonction
calcul EF _ 1D.m :
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function [M]=calcul_.EF_1D(S,T,BR,ref_bord)
s35=sqrt (3./5);pts_.quadS=0.5%[1—-s35 1 1+s35]; %quadrature 1D
0s=1/18;pds_quadS=os*[5 8 5];
nt=size (T,1);ns=size(S,1);q=size(T,2); %initialisation
nbg=length (pds_quadS);
M=sparse(ns,ns);
Zboucle sur les aretes des triangles
for t=1:nt,
for a=1:3,
as=mod(a,3)+1; I=Numtri(t,a); J=Numtri(t,as);%num. arete
if (ismember (BR(t,a),ref_bord)) %arete sur le bord
L=norm (S (I,:)—S(J,:)); %longueur de l’arete
in=[I J];if(gq==6) in=[in T(t,3+a)];end, %numerotation globale
for k=1:nbq, ZFboucle pts quad.
x=pts_quadS (k);c=Lxpds_quadS (k);
if (q==3) w=[1-x x]; %fonctions Pl
else w=[(1—-2xx)*(1—x) (2*x—1)xx 4xxx(1—-x)]; % P2
end,
M(in ,in)=M(in ,in)+c*w’*xw; %assemblage
end,
end,
end,
end,

Le calcul des contraintes et par la-méme du critere de Tresca requiert la con-
naissance des dérivées du champ de déplacement approché uy. Dans le cadre de
lapproximation par éléments finis de Lagrange, u; n’est pas dérivable (seule-
ment continu) aux interfaces des triangles. Pour construire une approximation
de ces dérivées on a essentiellement deux possibilités : soit se contenter d’une
représentation discontinue des dérivées, soit construire une approximation en
chaque nceud du maillage en moyennant les dérivées obtenues sur chaque triangle
possédant ce nceud. Dans le second cas, pour obtenir une moyenne pondérant cor-
rectement le poids de chaque triangle il suffit de considérer le probleme suivant,
en notant v, 'approximation P! ou P? de d,uy, (idem avec v, ~ d,uy) :

/vxwidﬂz/ﬁxuhwidﬂ Vi=1,ns
0 ”
conduisant au systeme linéaire :
[MO } Vil {on ] T
2| =
0 M Vx

avec M la matrice de masse et D, la matrice de terme / w; Oyw;j df2. Rap-
02

pelons que l'ordre d’approximation des dérivées est d’un ordre inférieur a celui
des valeurs.

La fonction cal_sigma.m calcule les dérivées suivant ce principe et construit le
tenseur de contraintes en tout nceud du maillage :
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function [Sigmal=cal_sigma (U,M,Dx,Dy,lambda ,mu)

ns=size (M,1);Ux=U(1:ns);Uy=U(ns+1:2%ns); %initialisation
DxUx=M\ (Dx*Ux ) ; DxUy=M\ (Dxx*Uy ) ; %calcul des derivees
DyUx=M\ (Dy*Ux ) ; DyUy=M\ (Dy*Uy ) ;

Sigma (:,1)=lambda*(DxUx+DyUy)+2+muxDxUx ; %calcul de sigma

Sigma (:,4)=lambda* (DxUx+DyUy)+2*muxDyUy;
Sigma (:,2)=mux(DxUy+DyUx); Sigma (:,3)=Sigma (: ,2);

Enfin, le critere de Tresca permet de représenter les efforts de cisaillement et est
donné par :

tr = |A1 — A2|, avec A1, Ay valeurs propres du tenseur des contraintes.

La fonction tresca.m réalise, a partir de la connaissance du tenseur des con-
traintes, le calcul du critere de Tresca en tout nceud du maillage :

function [tr]=tresca (Sigma,S,T)

ns=size (Sigma,1l); %initialisation
for i=1:ns, Z%boucle noeuds
sp=eig ([Sigma(i,1),Sigma(i,2);
Sigma(i,3),Sigma(i,4)]); %val. prop.
tr (i)=abs(sp(1)—sp(2)); %Tresca

end,

Nous donnons sur la figure 3.7 le résultat du calcul de I’étagere. On présente sur
le méme graphique la déformation de I’étagere (exagérée), ainsi que le critere de
Tresca indiquant les zones de fortes contraintes de cisaillement.

3.3.3 Quelques outils élémentaires de maillage 2D

Dans cette derniere section, nous donnons les codes Matlab des outils élémentaires
de maillage 2D qui ont été utilisés dans les exemples précédents. L’outil de base
(triangule_carre.m) est celui qui réalise le maillage ”structuré” du carré unité,
suivant une grille comprenant m (resp. n) intervalles suivant z (resp. y), un tableau
de référence de matériau ref_mat (0 par défaut) et un tableau de référence de
bord ref_bord. Chaque rectangle élémentaire de cette grille est découpé en deux
triangles suivant la premiére ou la seconde bissectrice. Ce découpage est réalisé de
fagon alternée afin de ne pas induire une trop forte dissymétrie du maillage qui
génére un biais systématique dans les calculs. Cette fonction produit le tableau S
(dimension ns x 2) des cooordonnées des sommets de la triangulation, le tableau
T (dimension nt x 3) de la numérotation des sommets, le tableau RT (dimension
nt) indiquant une référence pour chaque triangle et le tableau BR (dimension
nt x 3) indiquant pour chaque aréte des triangles une référence de bord (0 pour
une aréte interne).

function [S,T,BR,RT]=triangule_carre (m,n,ref_mat,ref_bord)

%initialisation
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dx=1./m;dy=1./n;x=0:dx:1.;y=0:dy:1.;
ns=(m+1)*(n+1);nt=2%m+n;
BR=zeros(nt,3);
if (nargin==2) ref_mat=0;ref_bord=[1 2 3 4];end,
if (nargin==3) ref_bord=[1 2 3 4];end,
RI=ref_mat+*ones(1,nt);
%définition des sommets
[X,Y]=meshgrid (x,y);
S=[reshape (X’ ,ns,1) reshape(Y’,ns,1)];
%définition de la numérotation des triangles
N1=[];N2=[];mp=m+1;
%ligne découpage de type 1
for i=1:m
if (mod(i,2)==1) %i impair
NI1=[N1 i i+1 mpti i+l+mp i+mp i+1];
else %1 pair
N1=[N1 i+1 i4+1+mp i i+mp i i+1+mp];
end,
end,
Nl=reshape(N1,3,2%m) ’;
%ligne découpage de type 2
for i=1m
if (mod(i,2)==1) %i impair
N2=[N2 i+1 i4+1+mp i i+mp i i+1+mp];
else %1 pair
N2=[N2 i i+l mp+i i+l+mp i+mp i+1];
end,
end,
N2=reshape(N2,3,2%m) ’;
% matillage par alternance des lignes 1 et 2 (translation de numérotation)
T=[];
for j=1:n
i£ (mod(j,2)==1) T=[T;N1+(j —1)+mp];
else T=[T;N2+(j —1)*mp];
end,
end,
Znumérotation des bords
p=2%(n—1)+m+1;
pl=ref_bord (3);p2=0;if (mod(n,2)==0) p2=ref_bord (3);pl=0;end,
for i=1:4:2%m,

BR(i,:)=[ref_bord (1) 0 0];
if (i+2<=2s«m) BR(i+2,:)=[0 0 ref_bord (1)]; end,
BR(p+i,:)=[pl 0 p2];
if (p+i+2<=nt) BR(p+i+2,:)=[p2 0 pl];end,
end,

%bords gauche et droit (4 2)

t=2xm+1;r=2x(n—1)*m+2;

s=2x(mmod (m,2))+1;q=2«m—24+mod (m, 2 ) ;

ql=ref_bord (2);92=0;if (mod(m,2)==0) g2=ref_bord (2);ql=0;end,
for i=1:4%m:2%(n—1)*m+1,

BR(i,:)=BR(i,:)+[0 0 ref_bord (4)];

if (i+t<=r) BR(i+t,:)=BR(i+t,:)+[ref_bord(4) 0 0];end,

BR(q+i,:)=BR(q+i,:)+[q2 0 ql];

if (qt+i+s<=nt) BR(q+i+s,:)=BR(qt+i+s,:)+[ql 0 q2];end,
end,

A titre d’exemple, nous donnons sur la figure 3.9 le maillage P! obtenu par la
commande :
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3 Aspects concrets de la méthode des éléments finis

[S,T,BR,RT]=triangule_carre (10,20,0,[1 1 2 1]);
plot_triangulation (S,T,BR,RT,0);

bord 2

0.7

o.

bord 10, bord 1

0.4

0.1

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 07 08 0.9 1
bord 1

Fig. 3.9. Maillage régulier du carré unité

Le maillage d’un rectangle (pas trop étiré) se déduit par homotétie du maillage
d’un carré.

function [S,T,BR,RT]=triangule_rectangle(rect ,m,n,ref_mat,ref_bord)
if (nargin==3) ref_mat=0;ref_bord=[1 2 3 4];end,

if (nargin==4) ref_bord=[1 2 3 4];end,
[S,T,BR,RT]=triangule_carre (m,n,ref_mat ,ref_bord );

%transf des coordonnées S

l=rect(2)—rect (1);S(:,1)=rect(1)+1xS(:,1);

l=rect(4)—rect (3);S(:,2)=rect(3)+1%S(:,2);

La commande suivante :

[S,T,BR,RT]=triangule_rectangle([—1 1 0 1],20,10,0,[1 1 2 1]);
plot_triangulation (S,T,BR,RT,0);

produit le maillage représenté sur la figure 3.10.
L’utilisation d’un outil général de fusion de maillage (fusion_triangulation.m)
permet de générer des maillages de domaines géométriques plus complexes.

function [SF,TF,BRF,RTF|=fusion_triangulation (S1,T1,BR1,RT1,S2,T2,BR2,RT2)
%recherche des mnoeuds en coincidence
%a eps pres défini par la taille du domaine /10000

xmax=max(max(S1(:,1)) ,max(S2(:,1)));
xmin=min(min(S1(:,1)), mln(SQ( 1)));
ymax=max (max(S1(:,2)) ,max(S2(:,2)));
ymin=min(min(S1(:,2)) ,min( 2(: ))),

eps=max(xmax—xmin , ymax—ymin ) / 10000
%fabrication du tableau d’arétes
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Fig. 3.10. Maillage régulier d’un rectangle

Al=graphe_arete (S1,T1);
Ll=detecte_noeuds_bord (Al);
A2=graphe_arete (S2,T2);
L2=detecte_noeuds_bord (A2);
Inoeud en coincidence (recherche brutale ...)
nsl=size (S1,1);ns2=size (S2,1);
ntl=size (T1,1);nt2=size (T2,1);
C=zeros(ns2,1);D=zeros(nsl,1);
for i=1:size(L1,1),
I=L1(i);
for j=1:size(L2,1),
I=L2(j);
if (norm(S1(1,:)—S2(J,:)) <eps) %coincidence
C(J))=I1; %Numéro J de S2 devient I de S1
D(I)=J; %Numéro J de S2 devient I de SI
Fbreak ;
end,
end,
end,
%fusion des triangulations
SF=S1;TF=[T1;T2];
BRF=[BR1;BR2] ;RTF=[RT1 RT2];
Z%renumérotation de la deuziéeme triangulation

n2=0;
for i=1:ns2,
if (C(1)==0)
n2=n2+1;C(i)=nsl4n2;
SF=[SF;S2(i,:)];
end,
end,

%maj numérotation des triangles (2 eme partie)
for t=1:nt2,
for i=1:3,
I=T2(t,i);
TF(ntl+t,1)=C(I);
end,
end,
Z%suppression d’aréte du bord devenue interne

bord 1
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for t=1:ntl;

for a=1:3,
if (BRF(t,a)”=0)
I=T1(t,a);if (a==3) J=T1(t,1); else J=T1(t,a+1);end,
if (D(I)"=0 && D(J)"=0) BRF(t,a)=0;end, %aréte commune
end,
end,
end,
for t=1:nt2;
for a=1:3,
if (BRF(ntl+t,a) =0)
I=T2(t,a);if (a==3) J=T2(t,1); else J=T2(t,a+1);end,
if (C(I)<=nsl && C(J)<=nsl) BRF(ntl+t,a)=0;end, %aréte commune
end,
end,
end,

Nous illustrons l'utilisation de cette fonction, en ”collant” deux maillages de rec-
tangles (voir figure 3.11) :

%maillages P1

[S1,T1,BR1,RTl]=triangule_rectangle ([0 1 0 2],10,20,0,[1 1
[S2,T2,BR2,RT2]=triangule_rectangle ([1 2 0 1],10,10,0,[1 1
%fusion des maillages

[SF,TF,BRF,RTF]=fusion_triangulation (S1,T1,BR1,RT1,S2,T2,BR2,RT2);
plot_triangulation (SF,TF,BRF,RTF,0);

)

L 1]);
1 1]);

produit le maillage représenté sur la figure 3.10.
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3.3 Quelques illustrations numériques

Il est assez facile de générer un maillage P? & partir d’un maillage P! en ajoutant
les points milieux des arétes de la triangulation P'. Attention, toutefois, que
lorsque la frontiere du domaine de calcul est courbe, on perd de la précision car
on n’a pas réalisé un maillage isoparamétrique P? du domaine (cf. §2.3.3). La
fonction Matlab maillageP2.m réalise cette opération.

function [S2,T2,BR2,RT2]=maillageP2(S,T,B,R)
%Initialisation
ns=size (S,1);nt=size(T,1);
ns2=ns+3*nt; %surestimation du mombre de points P2
S2=zeros(ns2,2);S2(1:ns)=S;
T2=zeros(nt ,6);T2(:,1:3)=T;
Reftri2=Reftri; Bord2=Bord;
%graphe des arétes
Arete=sparse(ns,ns);n=ns;
ZFboucle sur les triangles
for 1=1:nt,
Z%boucle sur les arétes
for k=1:3,
1=T(1,k);
J=T(1,mod(k,3)+1);
if (J<I) I1=J;12=I;else I1=I;I2=J;end,
Fmise a jour
t=Arete (I1,12);
if (t==0) %ajout d’un point
Arete(I1,12)=14k/10.; %codage n°triangle + N°aréte
n=n+1;
S2(n,:)=(S2(I1,:)+S2(12,:))/2.;
T2(1,3+k)=n;
else, Z%point déja ajouté
g=floor (t);a=round (10x(t—q));
T2(1,3+k)=T2(q,3+a);
end,
end,
end,
%redimensionnement de S2
S2=S2(1l:n,:);

Lorqu’on réalise un maillage P? & partir d’un maillage P!, la numérotation des
nceuds n’est pas du tout optimale en terme de profil de la matrice (voir annexe
suivante). Il peut étre intéressant de trouver de meilleures numérotations (non
optimales mais quasi optimales). Ces renumérotations sont basées sur des algo-
rithmes de Cuthill-Mackee ou reverse Cuthill-Mackee qui sont disponibles dans
Matlab. Par exemple, la fonction renume.m suivante s’appuie sur de tels algo-

rithmes pour optimiser une numérotation que ce soit pour des maillages P! ou
P2,

function [T_s,S_s]=renume(T,S)
%tailles diverses
nt=size (Numtri,1);ns=size (Corneu,1l);qg=size (Numtri,2);
%matrice du graphe de connezion
G=sparse(ns,ns);
for t=1:nt,
for i=1:q,
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I=Numtri(t,i);
for j=1:q,
J=Numtri(t,j);
G(I,J)=1;
end,
end,
end,
Z%optimisation (reverse Cuthill—Mackee)
R = symrcm(G);
%renumérotation des moeuds
S_s=S(R,:);
T_s=zeros(size(T));
Rm=zeros(ns,1);
Fpermutation inverse de R
for n=1:ns,
Rm(R(n))=n;
end,
%renumérotation des triangles
for t=1:nt,
for i=1:q,
Tos(t,i)=Rm(T(t,i));
end,
end,

Afin de prendre en compte des conditions essentielles, par exemple des conditions
de Dirichlet ou d’encastrement en élasticité, il est utile de disposer de petits outils
permettant de détecter des noeuds d’un bord identifié par une référence. Ainsi, on
utilise la fonction detecte_noeuds_bord.m basée sur une liste d’arétes obtenues
a l’aide de la fonction graphe_arete.m :

function L=detecte_noeuds_bord (A)
[r,c,v]=find (A==1); %indices des arétes mon partagées
L=unique(r);

function A=graphe_arete (S,T)
ns=size (S,1);nt=size(T,1);A=sparse(ns,ns);

for t=1:nt,
I=T(t,1);J=T(t,2);K=T(t,3);
A(T,))=A(1,J)+1;
AL D=A(J, 1) +1;
AT, K)=A(T K)+1;
A(K,I)=A(K,I)+1;
AT K)=A(T K)+1;
A(K, J)=A(K, 1) +1;

end,

Pour terminer signalons qu’il peut-etre utile de disposer d’outils de visualisation
de maillage un peu plus élaborés que ceux fournis par Matlab (¢rimesh). Ainsi, on
peut utiliser par exemple la fonction plot_triangulation.m suivante, qui propose
I’affichage des numérotations et des références de bord :

function plot_triangulation (S,T,BR,RT,num)
%fabrication d’une liste de couleurs par défaut (11 couleurs)
couleur=[111; 00 1; 01 0; 1 0 0; 11 0; 01 1; 10 1;
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0.5 0.5 0.5; 0.5 0.5 0; 0 0.5 0.5; 0.5 0 0.5];
% définition des couleurs
reft=unique (RT);n=length(reft ); refc=11xones(1,n);c=0;m=min(reft)+1;
for i=1:min(n,11) c=c+1;refc(reft(i)+m)=c;end;
%dessin du maillage
figure;hold on;rmax=0;
for 1=1:size(T,1)
X=[S(T(1,1),1) S(T(1,2),1) S(T( ;
Y=[S(T(1.1),2) S(T(1.2).2) S(T(1.3).2)];
i=refc (RT(1)+m);c=couleur (i,:);
%couleur des bords
for k=1:3,
ks=mod (k,3)+1;
r=BR(1,k); if (r>rmax) rmax=r;end,
if (r>0 && r<11)
line ([X(k) X(ks)],[Y(k) Y(ks)], LineWidth’ ,...
2,’Color’ ,couleur (r+1,:));
end,
end,
if (num>0) %affichage de la numérotation
if (num>=10) %affichage de la numérotation des triangles
G=[X;Y]*[1;1;1]/3; %barycentre du triangle
text (G(1),G(2),int2str (1), FontSize’ ,8);
end,
if (num™=10) %affichage de la numérotation des noeuds Pl1
for k=1:3,
text (X(k),Y(k),int2str (T(1,k)),...
"FontSize’,8,  BackgroundColor’ ,[1 1 1]);
end,
end,
if ((num==2 || num==12 )&& size (T,2)==6) % numérotation P2
for k=1:3,
k2=mod (k,3)+1;
text ((X(k)+X(k2))*.5,(Y(k)+Y(k2))*.5,
int2str (T(1,k+3)), BackgroundColor’,
[1 1 1], 'FontSize’ ,8);
end,
end,

end,
end

Notons que si I'on souhaite utiliser la primitive trisurf de Matlab pour dessiner
des isosurfaces, cette derniere ne fonctionnant qu’avec des triangulations P!, il est
nécessaire de convertir les triangulations P? en triangulations P'. C’est I'objet de
la fontion isop2.m suivante, basée sur un redécoupage en quatre triangles P!
d’un triangle P? :

function [Tl]=isop2(T2)

nt=size (T2,1);Tl=zeros(4*nt,3);

k=0;

for t=1:nt,
k=k+1; T1(k,1)=T2(t,1);T1(k,2)=T2(t,4);T1(k,3)=T2(t,6);
k=k+1; T1(k,1)=T2(t,4);T1(k,2)=T2(t,2);T1(k,3)=T2(t,5);
k=k+1; T1(k,1)=T2(t,4);T1(k,2)=T2(t,5);T1(k,3)=T2(t,6);
k=k+1; T1(k,1)=T2(t,3);T1(k,2)=T2(t,6);T1(k,3)=T2(t,5);

end;
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A

Résolution des systéemes linéaires

La discrétisation par éléments finis des problemes elliptiques linéaires conduit a
des systemes linéaires de grande taille, dont la structure des matrices est tres
particuliere (matrice ”creuse”, c’est-a-dire présentant un trés grand nombre de
termes nuls). Il est donc important de connaitre les principales techniques de
résolution des systemes linéaires afin de choisir la plus judicieuse suivant la nature
de la matrice du systeme. Cette annexe est destinée a tous ceux qui seraient
confrontés a des questions de mise en ceuvre de méthodes d’élements finis en
Fortran, en C, C++, ... . Dans 'environnement Matlab ces questions de stockage
de matrice et d’algorithmes de résolution de systéme sont masquées par le langage
(sparse matriz) mais il n’en demeure pas moins qu’il reste intéressant de connaitre
ces techniques.

Il n’est pas question de présenter, ici, toute la théorie des systeémes linéaires. Ce
sujet est traité abondamment dans la littérature classique. Nous nous attacherons
a présenter les principaux algorithmes (méthodes directes et méthodes itératives)
et nous insisterons plus particulierement sur 'influence de structures de stockage
des matrices creuses sur le choix d’un algorithme de résolution.

Dans la suite, nous considérerons pour commencer la résolution d’un systeme
linéaire d’ordre n :

AX =B (A.1)

ol A est une matrice d’ordre n inversible, B un vecteur de R"” donné et X désigne
le vecteur solution. Dans cette annexe, dans un souci de lisibilité, nous omettrons
les fleches sur les vecteurs.

Nous commencerons par rappeler quelques éléments de la théorie de la propaga-
tion des erreurs numériques lors d’une résolution d’un systeme linéaire. Ensuite,
nous présenterons, d’une part, les méthodes de résolution, dites directes, con-
duisant a la solution en un nombre fini d’opérations et d’autre part, les méthodes
qualifiées d’itératives, générant une suite de vecteurs qui converge vers la solution
du systeme linéaire. Ces méthodes sont d’abord exposées dans le cas de matrices
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”pleines”. Leur adaptation aux structures de stockage complexes est abordée dans
une seconde partie.

A.1 Propagation des erreurs numériques

Il s’agit d’estimer I’erreur que I'on commet sur la solution lorsque ’on résout, non
pas le systéeme linéaire (A.1), mais un systeme perturbé :

(A+0A)Y =B+ 6B (A.2)

ou 0A et ) B représentent respectivement des erreurs sur la matrice du systéme et
le second membre. Dans la pratique, ces erreurs proviennent, d’une part, d’écarts
sur les données initiales dus aux arrondis effectués par la machine et d’autre part
de la propagation de ces erreurs d’arrondi lors du déroulement de la résolution du
systeme linéaire.

A.1.1 Estimations d’erreur

Si on considere qu’il n’y a pas d’erreur d’arrondi dans la méthode de résolution,
mais uniquement une erreur initiale sur la donnée B, alors le probleme perturbé
(A.2) prend la forme :

AY = B+4B

pour laquelle il est facile de montrer que :
Y - X <AV 6B ]

qui coincide avec la notion de stabilité habituelle. Dans toute la suite, | . | désigne
une norme quelconque sur R™ et ||.|| la norme matricielle subordonnée a cette
norme. Par contre, si on prend en compte les erreurs d’arrondi, qui existent tou-
jours lors d’une résolution sur ordinateur, I’erreur sur la solution est alors liée au
conditionnement de la matrice A, noté y(A) et défini par :

y(A) = AllAT] (A.3)

qui lorsque la matrice A est hermitienne est aussi le rapport de la plus grande
valeur propre sur la plus petite valeur propre (en module), si I’on a choisi la norme
euclidienne | - [2. On a le résultat fondamental suivant :

Proposition A.1. Soient A une matrice d’ordre n inversible, 6A une matrice
d’ordre n, B et 0B deux vecteurs de R™.

i) Si||0A| < alors (A + JA) est inversible.

A=
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ii) Si X désigne la solution du systéme linéaire AX = B etY = X+0X la solution
du systeme linéaire (A 4+ 0A)Y = B 4 0B alors on a Uestimation d’erreur :

] o) (1951 J5A1) A

X1 = 1)L\ 1Bl JA]

Démonstration : i) Comme A est inversible, on a :
A+6A=A(T+A'0A)
qui d’aprés ’hypothese sur JA montre que :
(I+A'6A)=I-C avec ||C| < 1.
Posons : .
Sn=) C.
j=0
S, converge vers une matrice S car la série est normalement convergente. En outre, on a :

SpI-C)=I—-C"™" et lim C"=0

n— oo

ce qui prouve que :
SI—-C) =1

On montre de méme que (I — C)S =1 et par conséquent que (I — C) est inversible, d’inverse :
s=Y .
§=0

ii) 1l est facile de montrer que :

1
S
ISII < 1= Toa
En appliquant cette estimation (C =—-A" léA), on obtient :
A7l
A+6A’1§A—JL————
R e
car on a : )
(A+6A)"" = (I+A7'6A) A
Oron a:
(A+0A)0X =B+6B— AX —6AX =6B — AKX,
soit :

60X = (A +6A) (6B — 5AX)
d’ot1 on déduit l'estimation :
10X < w(\w\ + [I6A]1XT)
T 1A [I6A] ’
qui conduit a (A.4). ]

La condition [|dA| < m assure que 1 > 1 —~(A) ”|\51§||H > 0. L’erreur relative sur

la solution X est donc proportionnelle aux erreurs relatives sur la matrice et sur
le second membre avec un coefficient de proportionnalité supérieur au condition-
nement de la matrice. Par conséquent, si le conditionnement est grand, la solution
du systeme linéaire est entachée d’une erreur importante. Nous allons illustrer ce
phénomene sur un exemple simple.
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A.1.2 Exemple

Considérons I'exemple suivant :

2.231.2 —2.06
A= [1.3 0.7] v b= [—1.2]'

Le systeme linéaire AX = B admet pour solution :
-2
X = [ ; ] |

Considérons maintenenant la perturbation :

103]

0B = [10—3

Le systeme linéaire AY = B + 6 B admet pour solution :

~25
= '
Y [2.93 ]

Calculons le conditionnement de la matrice A a 1’aide de la norme matricielle :
[Alloo = m?XZ A
J

On a:
Ao =343 et ||AT'| =3.5310°

qui donne pour le conditionnement (norme oco) :
Yoo (A) ~ 1.210%

Il est facile de construire de nombreux exemples. Signalons celui de Rutihauser :

101 4 0 15
1105 —1 15
A=y 5107 | dveeB=y
0-17 9 15

dont la solution de AX = B est X = (1,1,1,1)" avec Y5(A) =6.2610*. Les
1

i+

ayant un conditionnement qui tend vers ’infini lorsque ’ordre de la matrice tend

vers l'infini.

Lorsque le conditionnement d’une matrice est grand, on parle de matrice mal con-

ditionnée. Aucune méthode numérique ne permet de s’affranchir de cette difficulté.

matrices de Hilbert (Aij = fournissent un exemple de matrices inversibles
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Il faut augmenter la précision de la machine en travaillant en double précision,
voire en quadruple précision, ou utiliser des méthodes de correction des erreurs
d’arrondi afin d’obtenir la solution du systeme linéaire avec la précision désirée.
Par contre, il faut prendre garde au fait qu'une méthode numérique peut ren-
forcer 'effet d’un mauvais conditionnement des lors que cette méthode est tres
peu stable (amplification des erreurs d’arrondi).

A.2 Méthodes directes de résolution

Rappelons que ces méthodes conduisent a la solution du systeme linéaire en
un nombre fini d’opérations. Ce qui va les différencier 'une de l'autre est bien
évidemment le nombre d’opérations qu’il est nécessaire d’effectuer pour aboutir
a la solution du systeme linéaire. On entend par ”opérations” : les additions, les
soustractions, les multiplications, les divisions et les extractions de racines. Sur
les ordinateurs, les temps d’évaluation de ces opérations sont certes différents,
mais comme nous nous intéresserons a ce qui se passe asymptotiquement suivant
n (ordre de la matrice) nous supposerons que ces opérations sont équivalentes.

A.2.1 Méthode du déterminant

Cette méthode, bien connue, est basée sur le calcul des déterminants des cofacteurs
d’ordre n — 1 et permet de calculer I'inverse d’une matrice en un nombre fini
d’opérations. Elle nécessite le calcul d’un déterminant d’ordre n et n? déterminants
d’ordre n — 1. Or le calcul d’'un déterminant d’ordre p nécessite p calculs de
déterminants d’ordre p — 1 et p — 1 opérations, que 'on résume par la formule
suivante (N, signifie nombre d’opérations) :

Nop(Dety) = p x Nop(Detp—1) + (p— 1)

d’ot on tire par récurrence que : Nop(Dety) = O(p!). Ce calcul montre que le nom-
bre d’opérations nécessaire a l'inversion d’'une matrice d’ordre n par la méthode
du déterminant est :

Nop(A™1) = O((n + 1)),
C’est inutilisable en pratique (n = 50 = N,, ~ 1.510%)!

A.2.2 Résolution d’un systéme triangulaire

La méthode du déterminant permet de calculer 'inverse. Or pour résoudre un
systeme linéaire, il n’est pas nécessaire de calculer l'inverse de la matrice du
systeme. Nous allons voir maintenant des méthodes dont le nombre d’opérations
est en n? (3 comparer avec n!) qui sont basées sur la méthode d’élimination de
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Gauss (combinaison d’équations du systeéme linéaire) qui permettent de se ramener
a un systeme triangulaire :

LX =B ou UX =B
ou L est une matrice triangulaire inférieure, i.e. :
Lij=0 sii<y,
et U est une matrice triangulaire supérieure, i.e. :
Uzj =0 sig > j

La résolution d’un systéme triangulaire est une opération évidente. En effet, sup-
posons que l'on ait a résoudre le systeme triangulaire inférieur LX = B. On a les
équations suivantes :

L11X1 = f?l
Lo1 X1 + Loo Xo =By
Lo X1+ ... 4 LonX; = By

La premiere équation fournit X, la seconde Xy (car X est connu) et ainsi de
suite jusqu’a la détermination de X,,. On écrit donc I'algorithme suivant, dit de
descente :

pour i =1,n

S=0B,

pour j=19—1
S:S—]LZ‘]‘XJ‘

fin

si L;; = 0 alors
STOP : matrice non inversible

Cet algorithme permet de détecter les matrices non inversibles (un terme nul sur
la diagonale) et on peut méme diminuer I'occupation mémoire en ”écrasant” le
second membre, c’est-a-dire en remplacant X; et X; dans l'algorithme par B; et
B;.
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Le décompte du nombre d’opérations est facile, on a :
Nyp(Descente) = O(n?). (A.5)

De facon similaire, I’algorithme de résolution des systemes triangulaires supérieurs,
dit de remontée, s’écrit :

pour : =n,1,—1

S=D0B;

pour j=n,1+1,—1
S=5-U;X;

fin

si U;; = 0 alors
STOP : matrice non inversible

qui requiert le méme nombre d’opérations que ’algorithme de descente. Il existe
une autre version de ces algorithmes ot les boucles en i et j sont inversées. Cette
version présente des avantages dans des situations particulieres (structure de stoc-
kage des matrices, vectorisation) sur lesquelles nous reviendrons ultérieurement.
Ainsi I'algorithme de descente prend la forme suivante :

pour i=1n
si L;; = 0 alors
STOP : matrice non inversible

Nous allons voir maintenant quels sont les algorithmes qui permettent de se
ramener a la résolution d’un systeme triangulaire.

A.2.3 Factorisation sous forme triangulaire

La méthode d’élimination de Gauss consiste, en effectuant des combinaisons
linéaires des équations, a se ramener a un systeme triangulaire supérieur. Pour le
systeme linéaire AX = B, l'algorithme suivant transforme la matrice A en une
matrice triangulaire supérieure en modifiant également le second membre.
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pour k=1,n—1
si Ay, = 0 alors
STOP : matrice non factorisable

fin
pour i=k+1,n
o Ap
pl - Akk}

pour j=k+1,n
Aij = Ayj — pil;

fin

Ajp =0

B = Bi — piBy,
fin

Le fait qu'un pivot Ay soit nul ne signifie pas que la matrice A n’est pas inversible !
Pour s’en convaincre, prendre la matrice d’ordre 3 :

110
A=1010
001

qui apres la premiere itération de I’algorithme d’élimination de Gauss devient :

110
A=100 -1
0-10

Sur la figure A.1, on représente la modification que subit la matrice lors de
I’itération k.

itération k
—

o
)
ocoocoo

Fig. A.1l. Itération k de la méthode de Gauss

L’algorithme d’élimination de Gauss est en réalité un algorithme de factorisation
LU de la matrice A ot L est une matrice triangulaire inférieure et U la matrice
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triangulaire supérieure obtenue par la méthode d’élimination. Sous certaines hy-
potheéses la factorisation est possible et est unique, et lorsque la matrice A est
symétrique on a des factorisations symétriques. On énonce le résultat suivant :

Proposition A.2.
a) Toute matrice A, inversible et dont les sous-matrices fondamentales' sont in-
versibles, est factorisable sous la forme LU.
b) La factorisation A = LU avec L a diagonale unité est unique.
c) Si la matrice A est symétrique et factorisable LU alors la matrice A est fac-
torisable sous la forme :

A =LDL'

ou D est une matrice diagonale.
d) Si A est symétrique définie-positive alors la matrice A est factorisable sous la
forme :

A =LL%

Les démonstrations de ces propriétés ne sont pas tres difficiles, mais quelques peu
techniques. Les algorithmes de factorisation LU s’obtiennent & partir des égalités
suivantes :

min (i)
Aij = Z L’LkUk] VZ,] = 1,n
k=1
Li=1 Vi=1,n (cond. d’unicité)

traduisant le produit d’une matrice triangulaire inférieure par une matrice trian-
gulaire supérieure. De ces formules, on déduit les relations :

j—1
A = ZLik[Ukj +L;;U;; Vi <i

k=1
i—1

Aij = ZLikUk]’ + U5 Vji>1
k=1
qui permettent d’en déduire ’algorithme de factorisation LU suivant, également
appelé algorithme de Doolittle :

A ... Ay
! Matrice fondamentale d’ordre k : S
Ay ... Apg
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pour i =1,n

Li;=1
fin
pour p=1n
pour j =p,n
p—1
Upj = Apj — Z]kaUkj
k=1
fin

si Uy, = 0 alors

STOP : matrice non factorisable
fin
pour i =p+1,n

p—1
Lip = (Aip - Z LikUkp) /Upp

k=1
fin

fin

Dans le cas ol la matrice A est symétrique définie-positive, ’algorithme précédent
prend alors la forme plus simple suivante, dite de Cholesky :

pour p=1n
si L, = 0 alors
STOP : matrice non déf.-pos.
fin

p—1 1/2
Lpp = (App - Z ‘kaF)
k=1

pour:i=p+1,n

p—1
]L'L'p = (Alp - Z szka:> /Lpp
k=1

fin

fin

Notons que cet algorithme permet de détecter facilement le caractere non défini-
positif d’une matrice (racine carrée d’'un nombre négatif ou nul).

L’algorithme précédent est dit de la forme colonne car a chaque itération p on
de la colonne p. Il existe également une forme,

calcule les n —p termes (Lip),_, 1 ,,
de la

dite ligne, ol a chaque itération p on calcule les p — 1 termes (Ly;)
ligne p :
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pour p=1n
pour j=1p—1

j—1
Lp; = (Am’ - ZLPijk) /ij

k=1
fin

-1 1/2
Lpp = (App - Z |ka|2)
k=1
si L,, = 0 alors

STOP : matrice non déf.-pos.
fin

fin

e Méthode de pivotage partiel
Afin de remédier au probleme de I’apparition de pivot nul dans les algorithmes
de factorisation, on utilise une technique de pivotage des lignes de la matrice qui
s’appuie sur la propriété suivante :

Proposition A.3. Soit A une matrice inversible, il existe une matrice de permu-
tation P telle que PA soit factorisable sous la forme LLU.

A titre d’exemple, nous allons décrire la méthode d’élimination de Gauss avec
pivotage partiel. Dans 'algorithme d’élimination de Gauss, lorsqu’un pivot nul
apparait sur la colonne k, on cherche alors dans cette colonne un terme Ay, non
nul avec £ > k. S’il en existe un, on permute les lignes ¢ et k et on applique
I’élimination. S’il n’en existe pas, cela veut dire que la matrice n’est pas inversible,
car on a trouvé une sous-matrice d’ordre (n — k + 1) non inversible. Dans la
pratique, on utilise un vecteur g de dimension n pour représenter la permutation
de n lignes. Initialisé & ¢(i) =4, i = 1,n, ce vecteur est mis & jour lors de chaque
permutation de lignes par échanges des valeurs qu’il contient. Cette technique
permet de ne pas échanger effectivement deux lignes de la matrice, la permutation
étant virtuelle. Dans ’algorithme que nous présentons ci-apres, on a utilisé une
technique de pivotage avec recherche du pivot maximal en colonne, qui atténue la
propagation des erreurs numériques pour un surcout faible.

Notons que cette version de 'algorithme de Gauss avec pivotage partiel permet
de détecter la non inversibilité d’une matrice. En effet, ’apparition d’un pivot nul
correspond au fait qu’une colonne complete d’une sous-matrice est nulle et donc
que la matrice n’est pas inversible. En pratique, a cause des erreurs d’arrondi, il
n’est pas possible d’observer la nullité d’un pivot, mais seulement la quasi-nullité
du pivot au sens d’une tolérance £ que 'on se donne. L’obtention d’un pivot tres
petit est la trace d’une matrice mal conditionnée et donc de la qualité du résultat.
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Par conséquent, le parametre de tolérance est a choisir en fonction de la précision
avec laquelle on travaille et de la qualité du résultat attendu.

pour :=1,n

q(i) =1
fin
pour k=1,n—1
K=qk)et M=0 recherche du pivot maximum

pour i = k,n

si ‘Aq(i)K’ > M alors

L=iet M= }Aq(z)K‘

fin
fin
si M < ¢ alors

STOP : matrice non inversible
fin
q(k) =q(l) et q(¢) = K permutation des lignes
K = q(k)
pouri=k+1,n

I'=q(i)

p; = Ark

v Akk

pour j=k+1,n
J=q(j)
Ary=Ar; —piAgy
fin

B; = B — piBk
fin
fin

On peut généraliser la méthode de pivotage en autorisant également le pivotage
des colonnes c’est-a-dire en recherchant le pivot maximal a l'itération k& parmi les

termes (AZ) pour ¢ > k et 5 > k, ce qui atténue encore la propagation des erreurs

numériques.

Cette technique de pivotage partiel s’applique aussi aux algorithmes de factorisa-
tion LU. Le pivot maximal & I’étape p de I'algorithme est alors donné par :

p—1
max |Ap; — E LprUg;
j=pn prt

et il est atteint pour 'indice £. On pivote alors les indices p et £.
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e Nombre d’opérations
Tous les algorithmes que nous venons de décrire font apparaitre trois boucles
imbriquées. On a donc :

Np(Factorisation) = O(n?).

e Phase de descente-remontée

Lorsque 'on dispose d’une factorisation LU (respectivement LIL!) d’une matrice
A il est alors facile de résoudre le systeme linéaire AX = B. Il suffit de résoudre
le systeme triangulaire inférieur :

LY =B
puis le systeme triangulaire supérieur :

UX =Y (resp. L'X = Y) .

A.3 Méthodes itératives de résolution

Les méthodes itératives sont fondées sur la construction d’une suite de vecteurs
(X (k)) qui converge vers le vecteur X solution du systeme AX = B. Les méthodes
itératives se scindent classiquement en deux classes :

e les méthodes de décomposition
e les méthodes de gradient

Des liens étroits les unissent toutefois. Avant d’exposer ces méthodes, présentons
quelques résultats généraux relatifs a la convergence des méthodes itératives.

A.3.1 Convergence des méthodes itératives
Considérons une suite de vecteurs (X*)) définie par la relation de récurrence :
x*+) —cx® 4 p (A.6)
Si la suite (X*)) converge vers le vecteur X, alors on a nécessairement :
X =CX + D,

d’ott on déduit :
D=(I-CA'B (A7)

On dit que la méthode itérative (A.6) converge si la suite (X*)) converge pour
tout vecteur initial X(?). On énonce alors le résultat classique de convergence :
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Proposition A.4. La méthode itérative (A.G) converge si et seulement si
p(C) < 1. (A.8)
Si, de plus, ’égalité (A.7) est satisfaite alors la suite (X*®)) converge vers X

Le nombre p(C) désigne le rayon spectral de la matrice C, c’est-a-dire le module
de la plus grande valeur propre (a priori complexe) de C. Afin de comparer les
méthodes itératives, il faut disposer d’un outil caractérisant la vitesse de conver-
gence. On définit donc :

o e taux de convergence pour m itérations :

R (C) = —log (JlC™] ) (A.9)
e e taux asymptotique de convergence :
R(C) = —log((C)). (A.10)
Le nombre N,, = le( 0) s’interprete comme une estimation du nombre d’itérations
nécessaire pour réduire 'erreur d’un facteur e (2.718...). Notons que :
1
n}LHloo R, (C) =R(C) et n}gnoo Ny =N = RT)

Le nombre N est généralement utilisé pour caractériser la vitesse de convergence

d’une méthode itérative.

A.3.2 Méthodes de décomposition

Un premier type de méthodes est basé sur la décomposition matricielle :
A=M-N (A.11)

ol la matrice M est supposée inversible.

On associe a cette décomposition le processus itératif :

[MX*+) = NX®) 4+ B (A.12)

qui est bien de la forme générale (A.6) avec :
C=M"'N e D=M"'B (A.13)
et vérifie la propriété (A.7).

Il s’agit maintenant de savoir si p (M_lN) est inférieur & 1. Nous indiquons dans
les propositions suivantes, les classes de matrices pour lesquelles on sait démontrer
un tel résultat (voir [10] par exemple).
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Pour les matrices hermitiennes (symétriques dans le cas réel) on a le résultat
suivant :

Proposition A.5. Si A est une matrice auto-adjointe alors la matrice (M* + N)
est auto-adjointe. Si on suppose de plus que la matrice (M* + N) est définie posi-
tive alors p (M_lN) < 1 si et seulement si A est définie-positive.

On a un résultat plus général concernant les matrices d’inverse non-négatif. On dit
qu’un vecteur Z est non négatif (Z > 0) si toutes ses composantes sont positives
ou nulles. Une matrice H est dite non-négative si HZ > 0, VZ > 0.

Proposition A.6. Sila matrice A, inversible, a un inverse non négatif (A=* >0)
et si les matrices M~ et N sont non négatives (M~ > 0, N >0) alors on a :
-1
B P (A N)
M™IN)= —— <1,
P (M7N) = 1 T

Nous allons voir maintenant quelques décompositions classiques de la forme
A = M — N. Une classe importante de méthodes de décomposition s’appuie sur
I'utilisation des sous-matrices D, —E et —F désignant respectivement la diagonale,
la partie triangulaire inférieure stricte et la partie triangulaire supérieure stricte
de la matrice A.

A=D-E-TF= D

e Méthode de Jacobi
On utilise la décomposition suivante :

M=D e N=E+F

L’itération (A.12) prend la forme algorithmique suivante :
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X©) donné
pour k =1, Npgx
pour i =1,n

xF = ZAZ]X Z Ay X | A
J=1+1
fin
— ‘B _ AX(k:—&—l)‘
si R < ¢ alors
STOP : convergence a € pres
fin

fin

Ce schéma est explicite au sens ou le calcul de l'itéré k + 1 ne fait appel qu’a
des valeurs construites aux itérations précédentes (ici k). Bien évidemment, pour
appliquer la méthode de Jacobi, il faut que la matrice A ne présente aucun terme
nul sur sa diagonale. Ici, on utilise un test de convergence de la suite (X®*))
portant sur le résidu |B — AX| dans une norme donnée, permettant d’estimer
avec quelle qualité la solution trouvée est solution du systeme linéaire. Rappelons
que si la matrice A est tres mal conditionnée, il faut choisir la valeur de € en
fonction de son conditionnement. N4 est le nombre d’itérations maximum. Ce
test est obligatoire dans toute programmation de méthodes itératives.

e Méthode de Gauss-Seidel

Cette méthode consiste a impliciter partiellement la méthode de Jacobi et s’appuie
sur le fait que dans la méthode de Jacobi, a I'itération k, lorsque ’on calcule la, i¢™¢
composante de X *+1 les (i —1)™¢S composantes précédentes de X *+1) ont déja
été évaluées. Par conséquent, on peut les utiliser. Ce qui conduit a l'algorithme
suivant :

X©) donné
pour k=1, Nyas
pour i =1,n

XD Z Ay X (k+1) — Y Ay Xj(k) JAus
j=it1
fin
— ‘B _ AX(k+1)‘
si R < ¢ alors
STOP : convergence a € pres
fin

fin
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Il est a noter, d’une part, que le nombre d’opérations est identique a celui de la
méthode de Jacobi et, d’autre part, qu’il est possible de diminuer I'occupation
mémoire en utilisant un seul vecteur. Bien que cette méthode soit explicite, on
réalise une inversion partielle de la matrice (résolution par descente de la partie
triangulaire inférieure). Par conséquent, la méthode de Gauss-Seidel constitue a
priori une amélioration de la méthode de Jacobi. C’est bien une méthode de
décomposition de la forme A = M — N avec :

| M=D-E et N=F

et elle est soumise aux mémes conditions d’application que la méthode de Jacobi,
a savoir, que la diagonale de la matrice A ne doit pas avoir de termes nuls.

e Méthode S.O.R.
On peut généraliser la méthode de Gauss-Seidel en choisissant :

w

1 1
M=-D—-E et N:<—1>ID)+F
w

ou w est un parametre réel, dit parametre de relaxation. Lorsque w = 1, on
retrouve la méthode de Gauss-Seidel et dans le cas général on a l’algorithme
suivant :

X© donné
pour k=1, Nz
pour i =1,n

i—1
B — > Ayx Y
= /Aii

(2

xXEH Z x®) 4,
= 3 ApxP - aux
j=i+1

fin
R=|B—-AX®*D|
si R < ¢ alors
STOP : convergence a ¢ pres

Lorsque w €]0, 1] on parle de méthode de sous-relazation et lorsque w > 1 de
méthode de sur-relazation.

e Comparaison des méthodes
Avant toute chose, énoncons un résultat de convergence de ces méthodes de
décomposition :
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Proposition A.7. Si la matrice A est hermitienne définie-positive et la matrice
D est définie-positive alors les méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel et la méthode
S.0.R avec w € ]0,2[ convergent vers la solution du systéme linéaire.

Ce résultat découle de la proposition A.5 et du fait que :

M + N =1D — F+ <1 - 1) D+F=2"%p.
w w w

La définition du taux asymptotique de convergence (A.10) indique que la méthode
itérative converge d’autant plus vite que le rayon spectral p (Mle) est petit. En
comparant donc le rayon spectral des matrices M™'N associées aux méthodes
de Jacobi, Gauss-Seidel et S.O.R, on classe ces méthodes. Indiquons le type de
résultat que 'on obtient dans le cas ol la matrice A est tridiagonale.

On note respectivement J, G et L, les matrices M™!'N associées & chacune de ces
méthodes. On montre alors (voir [10]) que :

et que la fonction w — p (L) possede lallure suivante :

p(Le,)
1
2 = 2
p(J) wWo T/1—pQ)2
wo — 1
w

Ces résultats montrent que :

e la méthode de Gauss-Seidel converge plus vite que la méthode de Jacobi,

o si w €]0, 1[UJws, 2], la méthode S.O.R. converge moins vite que la méthode de
Gauss-Seidel,

e si w €]1,ws[, la méthode S.O.R. converge plus rapidement que la méthode de
Gauss-Seidel avec une valeur optimale du parametre de relaxation w = wy.

Il est difficile d’énoncer des résultats plus généraux concernant le classement de

ces méthodes car cela requiert une connaissance assez fine du spectre de la matrice
A.
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A.3.3 Méthodes de gradient

Les méthodes de gradient, fondées sur la minimisation d’une fonctionnelle quadra-
tique associée au systeme linéaire, s’appliquent principalement aux matrices
symétriques définies-positives. On peut néanmoins les généraliser au cas non-
symétrique. Lorsque A est symétrique définie-positive, la résolution du systéme
linéaire AX = B est équivalente a la recherche du minimum de la fonction de
R” - R : 1

@(X)zi(AX|X)—(B]X), (A.14)

car on a (cf. [9]) :
V&(X) = AX — B.

La recherche du minimum de la fonction & s’effectue classiquement par des
méthodes dites de gradient dont nous allons présenter les principales : gradient a
pas constant, gradient a pas optimal et gradient conjugué.

e Méthode du gradient a pas constant
On note W = V. Soit # > 0, on considere le processus itératif suivant :

’X(k+1) — x®) _ gk (A.15)

qui, compte-tenu du fait que W* = AX®) — B, ginscrit dans le cadre des
méthodes de décomposition (A.6) avec :

C=I1-6A et D=0B,

et vérifie la condition (A.7).
Pour que le processus (A.15) converge vers la solution du systéme linéaire, il faut
et il suffit que :

p(I—0A) < 1.

Notons A (resp. A) la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de A (0 <
A < A car A est supposée définie-positive). On a alors le résultat de convergence
suivant :

Proposition A.8. La méthode du gradient & pas constant converge si et seule-
ment Si :

2
0 < —.
0< </1

En outre, le minimum de p(I — OA) est atteint pour :

0=06y= et p(H—GoA):i.

A+
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La démonstration s’appuie sur le fait que :
p(I —0A) = Max(|1 — 64], |1 — O)|).

En regle générale, on ne connait ni A, ni A. C’est pourquoi la méthode du gradient a
pas constant est aléatoire et, par voie de conséquence, peu utilisée dans la pratique.
Une stratégie plus stire consiste a adapter, a chaque itération k, le pas 6. C’est ce
que nous allons voir maintenant.

e Méthode du gradient a pas optimal
A chaque itération, on choisit 8%) qui réalise le minimum de la fonction réelle :

0 h(f) = & (X(’“) - eW“f)) .

La valeur optimale %) est donnée par la formule (obtenue en écrivant que

R'(0%)) = 0) :

(AX® — B | W)
(AW &) | W)

Ce choix conduit a la méthode du gradient a pas optimal :

pk) —

(A.16)

XD = x (k) _ glk)py7 (k) 0%) donné par (A.16)

Compte-tenu du fait que :

Lkl

o(F)
(Aw(k) | W(k))

on obtient I'algorithme suivant :

X©) donné
pour k =0, Npax
wk — B AX®)
si ‘W(k)‘ < ¢ alors
STOP : convergence a € pres
fin
o) _ ‘W(k)
(AW(k), W(k))
X (k+1) — x (k) _ g(B) 1y (k)

‘ 2

fin

Cette méthode ne s’exprime plus comme une méthode de décomposition, mais on
peut montrer qu’elle converge par d’autres techniques. Plus précisément on a :
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Proposition A.9. La méthode du gradient a pas optimal converge et on a l’esti-
mation suivante :

‘X(k) —X‘z o1 (A.17)
2~ A

L’estimation (A.17) montre que la méthode converge d’autant mieux que le con-
ditionnement ~(A) de la matrice A est proche de 1, i.e. que la matrice A approche
I'identité. Les méthodes de gradient que nous venons d’exposer, utilisent une di-
rection de déplacement opposée au gradient qui est la direction de descente de
plus forte pente. On va voir maintenant une méthode qui utilise une autre direc-
tion de descente qui, bien que localement moins bonne, se révele globalement plus
efficace.

e Méthode du gradient conjugué

Cette méthode consiste & choisir des directions de descente W®*) qui soient
mutuellement orthogonales pour le produit scalaire défini par A, lorsque A est
symétrique définie-positive. On parle de directions conjuguées pour la matrice A.
L’algorithme ci-dessous décrit le processus de construction de ces directions :

X©) donné
GO —AXO0) _ B et WO = 30
pour k =0, Nz

o (G5Tw)

(AW k) | W k)
xk+1) — x (k) _ gk) 7 (k)
G+l — @ (X(kH)) — AXG+D) _ B — k) _ gk) aT ()
si ’G(’““)! < ¢ alors

STOP : convergence a € pres

pas optimal

fin )
w ‘G(k—l—l)‘
NG
Wkt = Gl+1) 4 4Ry (k) nouvelle direction de descente
fin

Dans l’algorithme, G*) représente le gradient de @ au point X*) et Wk Jeg
directions conjuguées. L’algorithme s’arréte dés que G = V@ (Xk) = 0 car
AX®) = B En réalité, algorithme du gradient conjugué n’est pas une méthode
itérative au sens strict car il converge en au plus n itérations. En effet, on peut
démontrer par récurrence, et c’est assez fastidieux, les relations d’orthogonalité
suivantes :

(vqs (X(k+1)) | W(j)) =0
(Vo (XEHD) | Vo (X)) =0Vj<k+1 (A.18)
(Aw(kﬂ) ‘ W(j)) =0
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qui prouvent qu’a l'itération n, la famille (V@ (X (j)))j:()n est une famille or-
thogonale de (n + 1) vecteurs de R™. Par conséquent un de ces vecteurs est nul,
cest-a-dire qu’il existe un indice ¢ < n tel que AX® = B 1 Ce résultat théorique
n’est pas toujours garanti dans la pratique a cause des erreurs d’arrondi qui se
propagent lors du processus itératif. On remarque que ’algorithme précédent ne

requiert qu'une seule opération matricielle cotteuse : le produit matrice-vecteur

AW ),

En dimension 2, on peut se faire une idée de la différence entre la méthode du
gradient et celle du gradient conjugué. La fonctionnelle X — @(X) est représentée
dans R? par un paraboloide et les courbes isovaleurs @(X) = cte sont des ellipses
dans R?.

N _va(x©) = _ (0

Pour les deux méthodes, & la premiére itération on obtient le méme point X @)
caractérisé géométriquement par le fait que la droite passant par X ©) de direc-
tion —V® (X (0)) est tangente & la courbe isovaleur passant par X1, La direction
de descente du gradient —V@ (X (1)) est orthogonale a la tangente a l'isovaleur
au point X, La direction conjuguée W) est construite de telle sorte que
(W(l) | AV (X(O))) = 0 (orthogonalité dans le produit scalaire associé a A).
Cette direction passe par le centre des ellipses @ = cte qui est le point minimum
de @, donc la solution de AX = B. En deux itérations, la méthode du gradient con-
jugué fournit la solution. Par contre, les directions de descente —V@ (X (k)) con-
struites lors de la méthode du gradient prennent alternativement d’une itération
a I'autre deux directions orthogonales entre elles. De ce fait, il est impossible que
la méthode du gradient converge en un nombre fini d’itérations sauf si les ellipses
sont des cercles (conditionnement égal a 1, i.e. A = al) ou si le point de départ
X0 gt situé sur une des extrémités du petit ou du grand axe d’une ellipse.
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A.3.4 Préconditionnement des systémes

Si on multiplie la matrice A du systéme linéaire a résoudre, par une matrice P,
dite de préconditionnement, approximation de I'inverse de la matrice A, on obtient
un nouveau systeme linéaire plus rapide a résoudre par une technique itérative
car le conditionnement de la matrice PA est bien meilleur. Le choix idéal est
évidemment P = A~! car dans ce cas la résolution du systeme est immédiate.
La qualité d’'une méthode itérative préconditionnée repose, par conséquent, sur le
choix d’une matrice de préconditionnement qui réalise le meilleur compromis entre
le degré d’approximation de I'inverse A~! et le coiit de calcul de P. La technique
générale de préconditionnement des systémes linéaires consiste a choisir une ma-
trice de préconditionnement [P symétrique et définie-positive dont la factorisation
de Cholesky est :

P=LL!
On pose alors :
A=L"TAL™
B=L"'B
X =L'X

ce qui conduit au nouveau systeme linéaire :

AX = B,
avec A une matrice symétrique définie-positive des lors que A Dest. Le calcul de B
est simple et peu couteux (résolution d’'un systeme triangulaire) et il est clair que
si 'on connait X, on en déduit simplement X par résolution d’un systéeme trian-

gulaire. Regardons, a titre d’exemple, la forme optimale que prend l'algorithme
de gradient conjugué préconditionné :

X©) donné
GO =AXO® _Bet WO =1L-1GO)
pour k =0, Npax

k) _ (P'a® | a®)

(AW ®) | W)

X&) = x (k) _ g7 (k)

Gk+1) — k) _ gk) AT (F)

si ‘G(’”l” < ¢ alors

STOP : convergence a € pres

fin
o (F1GED |G
’)/ =

pas optimal

(P-1GHk) | GI))
Wkt — p-1Gk+1) 4~ Ry k) nouvelle direction de descente
fin
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Connaissant la factorisation de Cholesky P = LILL! le calcul du produit P~'Y se
ramene a la résolution des systemes triangulaires :

LZ =Y puis L'V =2,

fournissant le vecteur V' = P~'Y. On constate que l’algorithme précédent ne
nécessite qu'une seule inversion effective et fournit directement X *) = Lt X (%),

Dans la pratique, de nombreuses méthodes (cf. [23]), essentiellement heuristiques,
sont utilisées pour choisir la matrice de préconditionnement P. Citons les deux
plus utilisées :

D D\ ' /D
e le préconditionnement SSOR : P = < — E) (> ( — IE‘) ,
w w w

e les factorisations incompletes de Cholesky de la matrice A, qui consistent a
omettre des termes de A lors de la factorisation, en ne conservant que quelques
diagonales, voire la diagonale seulement.

Les méthodes itératives que nous avons présentées fonctionnent essentiellement
pour des matrices symétriques définies-positives. Lorsqu’on est confronté a des ma-
trices non symétriques il convient d’utiliser soit des méthodes directes (élimination
de Gauss) soit des méthodes itératives plus sophistiquées, par exemple GMRES
(gradient minimal residue), ou BICGSTAB (biconjugate gradient stabilized).

A.4 Structure de stockage des matrices

Les matrices issues de la discrétisation par éléments finis (ou par différences finies)
sont "structurellement” creuses, c’est-a-dire qu’elles présentent un tres grand nom-
bre de termes nuls, ’emplacement de ces termes nuls étant connu a ’avance. Une
idée raisonnable consiste a ne pas effectuer de calculs sur ces termes nuls afin
de diminuer le temps de calcul nécessaire a l'inversion des systeémes linéaires.
Par ailleurs, les matrices pouvant étre d’un ordre tres élevé (100 000 par exem-
ple) il n’est pas envisageable de les ”stocker” dans la mémoire de 'ordinateur
sous forme habituelle : tableau a double entrée ligne-colonne; dans le cas d’une
matrice réelle d’ordre 100 000 cela fait 100 termes, soit 40 gigaoctets ! C’est
pourquoi l'utilisation de techniques de compactage, consistant a stocker la ma-
trice sous forme d’un vecteur ou le maximum de termes structurellement nuls ont
été éliminés, se révele indispensable. Nous présentons, tout d’abord, les princi-
pales techniques de stockage des matrices, dénommeées compactages. L’adaptation
des méthodes de résolution des systemes linéaires a ces compactages est ensuite
traitée.
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A.4.1 Compactage des matrices

Il existe principalement quatre types de compactage : le compactage diagonal, le
compactage bande, le compactage profil et le compactage morse, I'ordre précédent
étant grossierement celui de 'occupation mémoire : de la plus grande a la plus
petite. Evidemment, lorsque la matrice est symétrique la partie triangulaire
supérieure n’est pas stockée. Nous nous placons, ici, seulement dans le cas de
matrices symétriques, la généralisation au cas des matrices non-symétriques étant
immédiate.

¢ Compactage diagonal
On note Dy la diagonale de la matrice A et D, la k™€ sous-diagonale de la
matrice A définie par :

D, = {Ay, tel que i —j =k, i,j =1,n} (DO_ :Do)

ol n désigne toujours l'ordre de la matrice A. La longueur de D, est (n — k) et

on note (Dk ) , le £¢m¢ terme de la diagonale D,;. On a les formules suivantes :

{(D;)Z—AH;C,ng—O,n—l, {=1,n—k

Ay = (DF

Z—j ZZ]? iujzlan

qui permettent de passer de la représentation diagonale a la représentation ma-
tricielle et réciproquement. Des lors que la matrice A présente des diagonales
nulles, i.e. (D,;)Z = 0,Y/ = 1,n — k, on ne les stocke pas. On construit ainsi le
vecteur compacté de la matrice A :

Cy = (D,;l,D,%,-'-,Dgp)

ou (ki,ko,-- - kp) sont ordonnés de fagon croissante. Le vecteur C; a pour
longueur :

Z (n— k) =pn— Z k.-

m=1,p m=1,p

Afin de retrouver un terme A;; (non nul) dans le vecteur Cg il faut disposer d’une
information supplémentaire, par exemple la liste des diagonales stockées et leur
position dans le vecteur C4. Pour ce faire, on construit 'application £, définie par :

le(k) =0si D, ¢ Cq
ou p est la position dans C; du terme (D,;)l.
A partir de 'application /., il est facile de retrouver la position d'un terme A;;

dans le vecteur Cy :
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Cy= (D07Df,D4’)
taille de Cy = 3n — 5

Fig. A.2. Stockage diagonal

sile(t—j)=0alors A;; =0
si le(i —j) =palors Ay =(Cq), ;4

On remarque que le descripteur de la structure compactée occupe un vecteur de
longueur n, ce qui est tres peu. Réciproquement, on est capable de trouver a quel
terme A;; correspond un terme (Cg), de la matrice compactée C4. Mais ceci a
I'aide d’un procédé cotiteux, puisqu’il faut détecter 'indice k tel que :

0 # £.(k) < position de (Cy), < Le(k +m) # 0.

L’utilisation d’un tel procédé est a bannir dans la pratique. Il est préférable
d’utiliser un descripteur différent de £.. On remarque, et c’est une regle générale,
que le choix d’un descripteur économique privilégie un des sens A — Cy ou
Cq — A. On choisit, par conséquent, le descripteur adapté aux calculs que 'on
souhaite réaliser. Ainsi pour les méthodes directes il est préférable d’utiliser le sens
A — Cy4, alors que pour les méthodes itératives, ne nécessitant que des produits
de matrices par des vecteurs, les deux sens sont possibles.

¢ Compactage bande
Le compactage diagonal n’est pas compatible avec les techniques de factorisation
LU ou LL". En effet, sil existe une sous-diagonale nulle (donc non stockée) com-
prise entre deux diagonales non nulles, le processus de factorisation affecte cette
diagonale initialement nulle. C’est pourquoi, on introduit le compactage dit bande,
dans lequel on conserve toutes les diagonales comprises entre deux diagonales non
nulles. Evidemment, I'occupation mémoire est plus importante, mais comme on
le verra par la suite, il est compatible avec les factorisations LU ou LIL'.
On pose :

p=max{i —j, i > j tel que A;; # 0}
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qui correspond a l'indice de la diagonale D, non nulle, la plus éloignée de la
diagonale principale Dy. u s’appelle la largeur de bande de la matrice A. On a les
propriétés immédiates :

e lorsque la matrice A est diagonale on a y = 0,

e lorsque A,y =0onapu=n—1.

Dy, #0

D1 =0

Fig. A.3. Matrice bande

Le compactage bande consiste a stocker tous les termes A;; tels que ¢ > j et
(1—j) < p. Il occupe plus de place mémoire que le compactage diagonal puisqu’on
peut étre amené a stocker des diagonales D, qui sont nulles. Dans la pratique,
on adopte soit le stockage diagonale par diagonale :

Cp = (DO,D;--.D;)

soit le stockage ligne par ligne :

B (All AglAQQ R AM+1’1 A AIH,LMJrl . AJ»J’*M . A]’J . An,nfu - An,n)

C =
ligne 2 ligne 4+ 1 ligne j ligne n

Quel que soit le stockage, la longueur du vecteur compacté C, ou C; est donnée
par :
+1
Z (n—m) :n(,u+1)—w.

2
m=0,u

Le terme A;; est facilement repéré dans le vecteur compacté Cy, ou C; a l'aide du
nombre p. En effet,
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Fig. A.4. Stockage bande

e dans le cas du stockage diagonal Cy, on a :

sii—j > palors A;; =0

7 1

—J
sii—j < palors Ajj = (Cp), avec ! = Z (n—Fk)+j
k

0
e dans le cas du stockage ligne C;, on a :
sit—7<p alors A;; =0
i1
sii—j<peti<p+lalorsAy=(C), avec = k+j=2%i(i—1)+j
k=1
m
sii—j<peti>p+lalors Ay =(Cy), avecl =Y k+ (n+1)(i —p) +j
k=1

e Compactage profil

Des lors que p est proche de n, le compactage bande conduit a un stockage presque
plein, donc inintéressant en pratique. C’est pourquoi, on lui préfere le stockage
dit profil (ou encore skyline), fondé sur le rangement par ligne et compatible avec
les factorisations LU et LL!.

On commence par construire 'application profil P~ définie par :

P~(i) =min{j, 1 <j <itel que A;; #0}

qui indique, pour chaque ligne ¢ de la matrice, 'indice de la colonne du premier
terme non nul de la ligne 7. Le signe ”—" indique que 1’on ne se préoccupe que de
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A.4 Structure de stockage des matrices

la partie triangulaire inférieure. L’application profil supérieur définie sur la partie
triangulaire supérieure se définit de fagon similaire. La définition de I'application
P~ implique trivialement que :

AijZOSij<P_(i)

et permet de tracer une ”séparation”, appelée profil de la matrice, entre les
éléments nuls et ceux qui ne le sont pas :

P (i)

A1

A1 Az

Fig. A.5. Stockage profil

On ne stocke que les termes appartenant au profil (partie grisée) en utilisant un
stockage par ligne :

C (All A27P—(2)A22 R Ai,P—(i) .. A” . An,P‘(n) .. An,n)
p =

ligne 2 ligne 4 ligne n

Par défaut, on conserve toujours les termes diagonaux, méme s’ils sont nuls. Il
faut associer a ce compactage, un descripteur qui permette de retrouver un terme
A;; dans le vecteur compacté C,. Le plus couramment utilisé est celui qui associe
au terme diagonal A;; sa position dans le vecteur C,, que I'on note ¢,(i) ; on a
donc :

L’écart e; = £p(i) — £p(i — 1) indique le nombre de termes stockés sur la ligne i et
permet de retrouver le profil :

Pf(i):i—e,-—l.
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Par conséquent, pour déterminer rapidement 'emplacement d'un terme A;; dans
le vecteur compacté C,, on utilise les formules suivantes :

sij < P~(i) alors Aj; =0
sij > P (i) alors Aj; = (Cp), avec £ = Lp(i) +j —i

Stockage des matrices non symétriques

Lorsque 'on doit traiter le cas de matrices non symétriques a profil symétrique
(cas des matrices éléments finis en général), on utilise le méme profil P~ pour
stocker la partie triangulaire supérieure suivant les colonnes. On stocke ainsi dans
le vecteur compacté, a la suite de la partie triangulaire inférieure, les colonnes
(Ap- (i) A1) oy

Si on doit traiter des matrices non symétriques quelconques, il y a deux possibilités
de compactage :

e le compactage en ligne dans lequel on définit le profil supérieur P (i) pour
chaque ligne 7 comme le plus grand indice de colonne tel que Ap+(;) ; # 0 et
A;; =0Vj > P*(i). On range alors la matrice ligne par ligne :

)d

(A p-(iy - Aipy(i))

i=1n "

e le compactage ligne/colonne dans lequel on définit le profil supérieur P+ (j)
pour chaque colonne j comme le plus grand indice de ligne < j tel que
Apt),; #0et Aj; =0Vi < P7(j). On range alors la matrice en commengant
par la partie triangulaire inférieure en utilisant le profil inférieur P~ puis la
partie supérieure :

((AP‘(i)’ .. 'Aivi)izl,n ’ (AJ:P_(j) e Aﬂ'*lzj)jzl,n) :

Afin de retrouver efficacement la position du terme A;; il est nécessaire de
connaitre la position dans le vecteur compacté d’un terme particulier de la ligne
7 ou de la colonne j, en général soit le premier soit le terme diagonal. On laisse
au lecteur le soin de trouver les formules permettant de retrouver efficacement la
position d’un terme quelconque.

¢ Compactage morse

Evidemment, le compactage profil n’est pas optimal car dans une ligne tronquée il
peut exister de nombreux zéros. En particulier, dans le cas ol la premiere colonne
de la matrice ne présente aucun terme nul, le stockage profil devient un stockage
plein ! L’introduction du stockage morse qui consiste & ne stocker que les termes
non nuls permet d’atteindre un stockage quasi-optimal en terme d’occupation
mémoire. I1 n’est bien sir plus compatible avec les factorisations LU ou LL' mais
se révele particulierement efficace dans le contexte des méthodes itératives. Il
existe essentiellement deux techniques de description d’un compactage morse :
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e ['une fondée sur la notion de plages de termes non nuls par ligne
e lautre sur la connaissance explicite des indices de colonne (ou de ligne) des
termes non nuls d’une ligne (ou d’une colonne).

En terme de gestion, la premiere méthode est généralement plus économique que
la seconde en place mémoire, au détriment d’une performance moindre. La seconde
méthode, appelée compressed row (column) form est la plus répandue. C’est en
particulier la technique utilisée pour les matrices creuses (type sparse en Matlab).
Nous allons décrire brievement ces deux techniques.

Le descripteur par plage consiste a décrire les termes non nuls d’une ligne de la
matrice comme une succession de plages de termes non nuls de longueur variable,
le nombre de plages étant également variable.

ligne i [0~ O TN O~ 0 [N 0]

plage 1 plage 2 plage n,(7)

Le vecteur de compactage C,, est alors constitué de toutes les plages de termes
non nuls, rangées dans I’ordre des lignes. On utilise les descripteurs suivants, pour
chaque ligne ¢ de la matrice :

e n,(i) : le nombre de plages de termes non nuls dans la ligne i, et pour chaque
plage Py, k= 1,ny(i) :
¢(i, k) : le numéro de la colonne ou débute la plage Py,
— {(i,k) : la position dans le vecteur C,, du dernier terme de la plage P.

plage Py

ligne ¢

c(i, k) 1(i, k)

Notons que le descripteur utilisé ne permet pas de retrouver tres simplement le
rang (i,7) d’'un terme quelconque de C,,. Néanmoins, il est suffisant des lors que
I’on réalise un calcul séquentiel sur le vecteur C,,,, un produit matrice-vecteur par
exemple. En effet, il faut savoir retrouver a quelle colonne correspond un terme
Cin(q) situé sur une plage Py de la ligne i ; ce qui est facile car ¢(i, k) indique le
numéro de colonne ou débute la plage k.

Le stokage par plage peut devenir prohibitif dans certaines situations a cause de la
place occupée par les tableaux servant a décrire la structure morse. Si N, désigne
le nombre total de plages, ces tableaux occupent :

n + 2N, places.

Ainsi, pour une matrice damier (alternance de 1 et 0) on a :
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N, = n?/2

La longueur du vecteur compacté C,, est également n?/2, ce qui donne une occu-
pation totale de n + %nQ, soit plus que le stockage plein!

Le descripteur compressed row utilise d’une part, un vecteur J indiquant I’indice
en colonne de chaque terme non nul stocké ligne par ligne dans le vecteur compacté
C,, et un vecteur P indiquant pour chaque ligne ¢ la position dans le vecteur C,,
(ou J) du premier terme non nul de la ligne.

col. J(P(i)) J(P(i) + 1) J(P(i+1)—1)
ligne: ... u 00()/()v0 ......
Crm
P(i) P(i+1)

Les termes non nuls de la ligne ¢ sont donc donnés par :
Cpm (k) pour P(i) <k < P(i+ 1) avec J(k) le n° de colonne.

Le vecteur J est de la méme taille que le vecteur C,,, (nombre de termes non nuls
de la matrice) et le vecteur P a pour taille le nombre de lignes. Pour la matrice
d’ordre 5 suivante :

17000
20401
02800
40036
00110

on a les vecteurs suivants :

Cn=1(172412843611)
J= (121352314534) .
P= (136811)

Tout comme le descripteur par plage, le descripteur compressed row ne permet
pas de trouver directement la position d’un terme (i,j) dans le vecteur compacté
(il est nécessaire d’effectuer une recherche). Par contre, les algorithmes qui par-
courent séquentiellement le vecteur compacté C,, seront efficaces. Dans le cas ou
la matrice n’est pas tres creuse, le descripteur compressed row occupe plus de
place que le descripteur plage. Par contre, il est plus rapide car 'obtention du n°
de colonne d’un terme du vecteur compacté C,, est immédiate (vecteur J), alors
que pour le descripteur plage un calcul est nécessaire.

Bien évidemment, si la matrice est symétrique on ne stocke que la partie triangu-
laire inférieure.
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A.4.2 Algorithmes pour les matrices compactées

Nous venons de présenter les quatre principaux types de stockage. Dans le contexte
de la résolution des problemes d’EDP par éléments finis (ou par differences finies),
le choix d’une numérotation des inconnues joue un grand role dans la structure
des matrices auxquelles on aboutit. En particulier, les algorithmes d’optimisation
de place mémoire (Cuthill-Mackee par exemple) recherchent la numérotation qui
minimise la largeur de bande p et pour certains, la taille effective du vecteur
compacté profil. Le stockage morse est pratiquement insensible & la numérotation.
Par exemple, dans le cas d’un maillage par éléments finis de Lagrange on cherchera,
compte-tenu des propriétés de support des fonctions de base globales, & minimiser
I'écart d’indice | i — j | des points (M;, M;) appartenant au méme élément K. La
largeur de bande p est donnée dans ce cas par :

w= Ig}g%(_h (max{|i—j| tel que M;, M; € K;})

Donnons maintenant quelques indications concernant les avantages et les incon-
vénients de ces structures de stockage, ainsi que des criteres de choix.

e Occupation mémoire
Notons mg, my, my, et my, les longueurs respectives du vecteur compacté C par
les méthodes de stockage diagonal, bande, profil et morse. On a toujours :

mp 2 My 2 My

car par construction : P~ (i) < p et le stockage morse exclut tous les termes nuls,
a fortiori ceux qui sont hors-profil. Par ailleurs, on a aussi :

my > Mg

car le stockage bande comprend toutes les diagonales du stockage diagonal. Par
contre, on ne peut pas évaluer my par rapport a m,,, car cela dépend de la structure
de la matrice. Mais on a mg > My,

A titre d’exemple, regardons le cas du maillage éléments finis Q! Lagrange donné
par la figure A.6. Un calcul un peu fastidieux montre que pour la matrice de
rigidité, symétrique et d’ordre p?, on a les estimations suivantes :

my = O(p*) my = O0(p®) mq=0(5p®) mu, = O(5p?)

a comparer au stockage plein en O(%p‘l). Le gain que présentent les stockages
diagonal et morse est donc appréciable. On se trouve dans le cas d’un maillage
structuré, c’est pourquoi le stockage diagonal est aussi compétitif que le stock-
age morse. Si la place mémoire est un critére important, le temps de calcul des
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pP—p+1 p?
p+1 2p
1 2 p

Fig. A.6. Maillage Q'

opérations matricielles (factorisation, produit) est tout aussi important. En outre,
il est primordial de savoir quelles sont les opérations matricielles qu’autorise une
structure de stockage.

e Opérations matricielles et compactage

Nous ne nous intéressons qu’aux opérations matricielles qui interviennent dans
les méthodes de résolution des systemes linéaires, que nous avons présentées
précédemment. Ces opérations sont de trois types :

les factorisations (élimination de Gauss, factorisation LU ou LL"),

les produits matrice-vecteur intervenant dans les techniques itératives,

les extractions de sous-matrices intervenant dans les techniques itératives de
Gauss-Seidel.

Ce dernier type d’opérations s’apparentant a celui des produits matrice-vecteur,
il g’inscrit donc dans le cas précédent. Afin de simplifier la présentation, nous
supposons toujours que la matrice A du systeme est symétrique définie-positive.

Les factorisations de type Cholesky
Rappelons qu’il s’agit de factoriser la matrice A sous la forme : LL! = A. On a le
résultat fondamental suivant :

Proposition A.10. Soit A une matrice se factorisant sous la forme LL!, alors
la matrice triangulaire inférieure L a la méme structure profil (resp. bande) que
la matrice A.

Cette proriété se démontre par récurrence. On peut tirer parti de la structure
bande ou profil de la matrice A pour réduire le temps de calcul de la factorisation

178



A.4 Structure de stockage des matrices

de Cholesky, d'une part, en n’effectuant pas les calculs des termes LL;; qui sont
hors-profil et, d’autre part, en n’effectuant pas les produits par les termes nuls,
également hors-profil. Cela conduit a un algorithme tres efficace, fondé sur la
forme "ligne” de l'algorithme de Cholesky :

pour p=1,n

pour j=1,P (p),p
m = max(P~(p), P~ (j))

j—1
Lp; = (Apj -y kaij> /Ljj

k=m
fin

1/2

Remarque A.1.11 est facile d’écrire la version programmable de cet algorithme
faisant seulement appel au pointeur de compactage ¢, (exercice). L’utilisation
de la forme ”colonne” de I'algorithme de Cholesky conduit & une méthode moins
efficace car on doit effectuer des tests d’appartenance au profil. Il n’est pas possible
d’utiliser des techniques de pivotage et ce méme dans le cas des stockages bande
ou profil, car elles détruisent ’application profil.

Les stockages diagonal et le morse sont incompatibles avec la factorisation de
Cholesky, car cette derniere affecte les zéros inclus dans le profil. La propriété de
conservation du profil et celle d’optimalité du calcul expliquent en grande partie
le fait que le compactage profil est 'un des plus utilisés dans les codes d’éléments
finis.

Les produits matrice-vecteur
Le produit matrice-vecteur est la principale opération utilisée par les méthodes
de résolution itératives. Comme il n’y a pas de création ou de modification de
la matrice lors de cette opération, tous les types de stockage supportent cette
opération. Le stockage morse sera donc le plus compétitif si tant est que l'on
sache écrire 'algorithme optimal (en nombre d’opérations) du produit. Indiquons
les formes que prend cet algorithme dans le cas du stockage profil et dans le cas
du stockage morse pour une matrice symétrique.
Compte-tenu de la structure du pointeur profil P~ (adressage en ligne), I’algori-
thme du produit matrice-vecteur en stockage profil est optimal si on le décompose
en deux produits :

AX =LX +UX
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ou L désigne la partie triangulaire inférieure de la matrice A (diagonale principale
incluse), et U la partie triangulaire supérieure de A (diagonale principale exclue).
Le produit LX est réalisé a ’aide de la forme ”ligne” de 'algorithme du produit
tandis que le produit UX est réalisé a ’aide de la forme ”colonne”, évitant ainsi
des tests d’appartenance au profil.

pour ¢ =1,n
Y, =0
pour j =1,P(i),1
Y, =Y+ A X;
fin
fin
pour j =2n,p
pour i =1,P(j),j —1
Y=Y, + A X;
fin

fin

Pour les matrices compactées morse, I'écriture d’un algorithme efficace de produit
matrice-vecteur s’appuie sur le fait que les descripteurs de compactage permettent
de retrouver simplement la position (i,7) du ¢eme ¢lément du vecteur compacté
Cin. On effectue alors 'opération :

Yi = Yi+ (C)y ¥ X;.

Dans le cas d’une matrice quelconque stockée morse et utilisant le descripteur
compressed row, on écrit I’algorithme suivant ot on suppose que P(n+1) = L =
dim(C,,) + 1 :

pour i =1,n
Y;=0
pour k= P(i),P(i+1)—1
fin

fin

Les algorithmes de produit matrice-vecteur présentés ici sont optimaux au sens
ou ne sont effectués que les produits de termes non nuls.
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