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Résumé

Les nombres flottants tels que définis dans le standard IEEE-754 sont la solution la
plus répandue pour approximer les nombres réels en machine. Toutefois, en pratique, de
nombreux environnements logiciels et matériels présentent des subtilités non conformes
avec ce standard. Cela complique la tache de raisonner formellement sur les programmes
effectuant des calculs numériques sans connaitre a priori leur environnement d’exécution.
Dans cet article, nous montrons I'impact de ce probléme sur le compilateur CompCert,
un compilateur formellement vérifié pour le langage C et proposant un support pour les
flottants IEEE-754. Nous présentons les résultats d’un travail d’investigation visant & me-
surer les difficultés liées & I'intégration de nouveaux types de flottants dans CompCert.
Cette étude est motivée par la volonté d’étendre le compilateur a des cibles non conformes
IEEE-754 utilisées, par exemple, en informatique embarquée.

Introduction

Contexte Représenter de maniére exacte les nombres réels est impossible dans la mémoire
finie d’un ordinateur. Les nombres flottants répondent & ce probléme et propose une méthode
pour approximer les nombres réels de maniére finie au prix d’une perte de précision. Le standard
IEEE-754 [2| normalise la notion de nombres flottants et définit un encodage binaire de ces
nombres ainsi que le comportement attendu des opérations arithmétiques associées.

Malgré l'existence d’un standard pour l'implémentation des nombres flottants, de nom-
breux environnements logiciels et matériels présentent des spécificités non conformes ITEEE-
754. Ces particularités résultent souvent de contraintes techniques comme par exemple le cott
de fabrication d’un processeur flottant ou la rapidité des calculs. Cette grande diversité des
nombres flottants pose un véritable probléme de compréhension des résultats produits par les
programmes effectuant des calculs numériques. En effet, sans connaitre au préalable I’environ-
nement dans lequel va étre exécuté un programme, anticiper le résultat des opérations flottantes
devient pratiquement impossible. Ce probléme est d’autant plus flagrant dans le contexte de
la programmation certifiée dont le but est de prouver formellement que le comportement d’un
programme est préservé par la compilation. Dans ce contexte, il est nécessaire de s’entendre
sur l'interprétation des nombres flottants dans les langages de programmation mais également
dans les environnements d’exécution ciblés par la compilation.

Le compilateur CompCert [10, 11, 9] est un compilateur certifié pour le langage C entiére-
ment prouvé grace a assistant de preuve Coq [1]. CompCert fait le choix de fixer I'usage du
standard IEEE-754 [5], limitant ainsi la compilation & des cibles dont le traitement des flottants
est conforme au standard. Toute la chaine de compilation de CompCert dépendant fortement de
ce choix, I'intégration d’un support pour de nouveaux types de nombres flottants pose plusieurs
défis en matiére d’ingénierie logicielle. Une premiére problématique est de rendre interchan-
geable le modéle de calcul flottant du compilateur sans invalider la chaine de compilation et
sa preuve de correction. Au dela de cette question, la tache de formaliser en Coq de nouveaux
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modeéles de calcul flottant est difficile en elle-méme et impose en particulier de s’assurer que les
spécifications en Coq sont bien conformes aux documentations de référence.

Contributions Dans cet article nous présentons les résultats d’un travail d’investigation vi-
sant a mesurer les difficultés liées a 'intégration de nouveaux types de flottants dans CompCert.
Cette étude effectuée au sein de I’entreprise AbsInt est motivée par la volonté d’étendre le com-
pilateur & des cibles non conformes IEEE-754 utilisées notamment en informatique embarquée.

Plan Nous commencgons par introduire le probléme de la diversité des nombres flottants en
présentant des exemples concrets (1). Nous exposons ensuite la notion de compilation certifiée
et en particulier la compilation des nombres flottants dans le compilateur CompCert (2). Enfin,
nous discutons des difficultés engendré par l'intégration de nouveaux types de flottants dans
CompCert (3) et nous proposons plusieurs pistes de réflexion (4).

1 Les nombres flottants et le standard IEEE-754

Les nombres flottants IEEE Le standard IEEE-754 définit une représentation binaire des
nombres flottants sur 16, 32 et 64 bits. Pour le cas des flottants 32 bits par exemple, ’encodage
comporte 1 bit de signe (s), 8 bits d’exposant (exp) et les 23 bits restants pour représenter
une partie fractionnaire (frac). En fonction des valeurs exactes de chaque champs, les nombres
flottants sont interprétés au choix parmi 5 types de valeurs :

Valeurs Interprétation condition
NaN valeur indéterminée exp = 255, frac > 0
400, —00 infinis signés en fonction du bit s | exp = 255, frac =0
+0, -0 zéros signés en fonction du bit s exp =0, frac =0
Nombres normalisés (—1)% x 28%P~127  (1.frac), 1 <exp < 255
Nombres dénormalisés (—1)® x 282P~127 x (0.frac), exp =0, frac > 0

Le standard introduit également plusieurs notion d’arrondi associant a tout réel x une re-
présentation flottante round,,(x) (m est un mode d’arrondi). Les opérations arithmétiques sont
ensuite définies comme devant étre 'arrondi de leur pendant réel. Par exemple pour 'addition
flottante en mode d’arrondi m (notée @,,), on a x @,, y := round,,(z + y). Notons que la pré-
sence d’un arrondi dans la définition suffit & invalider certaines propriétés arithmétiques comme
I’associativité de ’addition.

Le standard et le mode d’arrondi par défaut Parmi les 5 modes d’arrondi définis dans
le standard IEEE-754, le mode "au plus proche pair" arrondit tout réel au plus proche flottant
dont la représentation binaire a un bit de poids faible pair. Ce mode spécifique est utilisé
par défaut dans de trés nombreux environnements, si bien que 'on précise rarement le mode
d’arrondi explicitement dans les langages de programmation. Cependant, il est parfois préférable
d’utiliser d’autres modes pour effectuer certains calculs. Ce choix d’un mode d’arrondi est donc
un facteur qui contribue aux différences observables entre environnements de calcul flottants,
y-compris entre environnements conformes au standard IEEE-754.

Des imprécisions au niveau logiciel Les langages de programmation ne sont pas toujours
précis en ce qui concerne l'arithmétique flottante. La norme ISO du langage C [8] par exemple
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laisse une grande liberté dans le traitement des opérations flottantes (voir figure 1). En particu-
lier, l'usage du standard IEEE-754 n’est pas requis mais plutét recommandé. Il en résulte quun
méme programme C peut produire des résultats flottants différents selon le compilateur utilisé,
la machine qui exécute le programme ou méme selon la machine qui exécute le compilateur.
Ces imprécisions du langage C ainsi que d’autres langages sont davantage détaillées par Sylvie
Boldo et ses contributeurs [6, 4].

The accuracy of the floating-point operations (+, -, *, /) and of the library
functions in <math.h> and <complex.h> that return floating-point results is
implementation-defined. The implementation may state that the accuracy is
unknown

FIGURE 1 — Extrait de ISO/IEC 9899, section 5.2.4.2.2 "characteristics of floating types”

Des divergences au niveau matériel La plupart des processeurs modernes embarquent
une unité de calcul flottant. Les processeurs grand-public que 'on trouve dans les ordinateurs
personnels implémentent généralement le standard TEEE-754. Toutefois, certaines familles de
processeurs utilisés dans des domaines spécifiques (informatique embarquée, traitement du si-
gnal, etc) prennent des libertés par rapport au standard. Par exemple, le standard SPE (Signal
Processing Engine) et un document normatif décrivant une famille d’architectures matérielles
dédiées au traitement du signal. Cette norme différe explicitement du standard IEEE en au-
torisant que les opérations usuelles ne produisent pas de valeurs spéciales (infinis, NaN) ou de
nombres dénormalisés (voir figure 2). Des régles spécifiques sont définies en remplacement.

Embedded floating-point operations do not produce +Inf, —Inf, NaN, or a
denormalized number. [...] Thus, whenever an input operand of the embedded
floating-point instruction has data values that are +infinity, -infinity, alized,
NaN, or when the result of an operation produces an overflow or an under-
flow, an embedded floating-point data interrupt may be taken and the interrupt
handler is responsible for delivering IEEE 75/—compliant behavior if desired

FIGURE 2 — Extrait de Signal Processing Engine (SPE) Programming Environments Manual,
section 8.8.1.4 about IEEE Std 754 Compliance

2 Vérifier la compilation des nombres flottants

2.1 Préserver la sémantique

La compilation certifiée a pour but de s’assurer que le sens des programmes est conservé
lorsqu’ils sont traduits en exécutables. Cela permet de garantir que 'intention du programmeur
n’est pas détériorée par le compilateur, par exemple en effectuant des optimisations hasar-
deuses. Le caractére parfois contre-intuitif de I'arithmétique flottante est typiquement source
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d’optimisations incorrectes. Par exemple, en nombres flottants, x & 0.0 ne peut pas toujours
étre optimisé en x. En effet, dans le cas ou x = —0.0, le standard IEEE impose que le résultat
de —0.0 + 0.0 = 40.0 et +0.0 # —0.0. Certifier un compilateur permet de controler ce type
d’erreurs.

Pour garantir qu’un compilateur préserve le sens des programmes, il est nécessaire de définir
au préalable la sémantique des langages sources et cibles considérés pour la compilation. Pour un
langage donné £, un programme P € £ et un comportement observable C, on définit la relation
P | C qui se lit comme "C est un comportement observable lors de I’exécution du programme
P". Dans le cadre de la compilation d’un langage Lgource vers Leiple, un compilateur peut étre
vu comme une fonction partielle compile : Lspurce — Leivie. BEtant données deux sémantiques
Usource €t {eipie décrivant 'exécution des programmes sources et cibles, certifier le compilateur
compile revient alors & démontrer le théoréme suivant [10] :

VP e »Csourceavpl S Eciblevvcv Compile(P) = PI = (P ‘Usource C — Pl ‘Ucible C) ‘

Cette équivalence assure que les programmes compilés se comportent exactement comme
dicté par leur code source. Notons que cette équivalence est souvent trop restrictive, en par-
ticulier dans le cas ou le langage source est non-déterministe. D’autres variations de ’énoncé
de correction d’un compilateur sont discutées dans les travaux de Xavier Leroy [10]. Le logiciel
CompCert suit cette approche et propose d’implémenter un compilateur C dans Iassistant a la
démonstration Coq. Cela permet de réaliser la preuve formelle de la correction du compilateur.

2.2 Modéliser la sémantique des nombres flottants

La définition d’une sémantique pour le langage C (ou tout autre langage proposant un
support les nombres flottants) doit notamment modéliser 1’évaluation des expressions manipu-
lant des valeurs numériques. On donne pour cela un modéle mathématique de 'arithmétique
flottante composé d’un ensemble support F représentant les nombres flottants ainsi qu’un en-
semble de fonctions @, S, ® etc pour interpréter les opérateurs. Deux questions se posent alors.
D’une part quelle modélisation choisir parmi les différentes arithmétiques flottantes existantes ?
D’autre part, une fois le modeéle choisi, comment formaliser ce modeéle dans le langage d’un
assistant a la démonstration comme Coq ? Plusieurs réponses a ces problémes existent dans la
littérature [6, 7, 5]. Nous décrivons briévement ici celles déployées dans CompCert.

Axiomatiser les flottants Une premiére solution pour formaliser les nombres flottants et
de les axiomatiser : on postule leur existence ainsi que celle des opérations arithmétiques utiles.
On peut également axiomatiser quelques propriétés nécessaires pour prouver la correction du
compilateur. Cette approche a été initialement utilisée dans les premiéres versions du compi-
lateur et pose deux principaux problémes. Tout d’abord, elle nécessite de s’entendre sur les
propriétés que 'on peut raisonnablement admettre. Ces propriétés peuvent varier d’une arith-
métique a 'autre. Par ailleurs, en choisissant d’axiomatiser les nombres flottants, on s’interdit
la possibilité d’effectuer des calculs lors de la compilation pour le besoin de certaines optimi-
sations par exemple. Une solution pour pouvoir tout de méme calculer lors de la compilation
est d’utiliser les flottants du processeur de la machine qui exécute le compilateur. Toutefois,
cette démarche fait I’hypothése que le processeur employé traite les flottants de maniére fidele
a 'axiomatisation choisie. Cette hypothése n’est pas toujours réaliste et article [6] releve déja
cette limitation.
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Imposer le standard IEEE-754 Une autre méthode pour formaliser le comportement des
nombres flottants est d’imposer 'usage du standard IEEE-754. Ce choix est compatible avec
la norme ISO C et permet de fixer une implémentation logicielle et formellement prouvée du
standard IEEE-754. Cette approche est celle actuellement mise en ceuvre dans le compilateur
CompCert [5]. Les flottants sont représentés grace a la bibliothéque Flocq [6] qui propose une
formalisation du standard IEEE-754 en Coq ainsi qu'une implémentation prouvée des différentes
opérations flottantes. Si cette solution résout le probléme du calcul, elle ne permet cependant pas
de décrire la sémantique des cibles de compilation qui ne supportent pas le standard IEEE-754.

3 Le défis de 'extension de CompCert & des cibles non
conformes IEEE-754

L’approche par axiomatisation ainsi que celle consistant & fixer I’emploi du standard IEEE-
754 limitent les possibilités. La premiére offre une certaine souplesse mais rend impossible
le calcul. La deuxiéme permet de faire des calculs mais restreint la compilation & des cibles
compatibles avec le standard. Nous explorons une troisiéme approche dans laquelle plusieurs
standards sont modélisés. Le modéle de calcul flottant utilisé par CompCert est alors déterminé
au moment du choix de la cible de compilation. Cette approche révéle de nombreux défis
d’ingénierie logicielle que nous présentons ici.

Controler les conséquences sur la chaine de compilation L’architecture du compilateur
CompCert comprend une partie commune a toutes les cibles de compilation (analyse syntaxique,
typage, optimisations de haut niveau, etc) ainsi que des parties spécifiques a chaque cible de
compilation (jeux d’instructions, génération de code, optimisations de bas niveau, etc). Ces deux
parties dépendent d’une seule et méme modélisation des nombres flottants qui est utilisée aussi
bien pour décrire la sémantique du langage C que celle de toutes les cibles de compilation. En
rendant interchangeable le modéle de calcul flottant, on risque donc d’invalider toute la chaine de
compilation et sa preuve de correction. En particulier, il faut identifier quels sont les théorémes
d’arithmétique flottante qui peuvent étre utilisés dans la partie commune du code si le modéle de
calcul flottant est fixé par la cible de compilation. Un travail d’isolation des propriétés communes
et spécifiques des différents modéles de calculs numériques est donc nécessaire. En assurant que
seule des propriétés universelles sont utilisées dans la partie commune du compilateur, on garanti
la possibilité de changer le modéle de calcul sans invalider les preuves déja effectuées.

Valider les spécifications Pour chaque architecture présentant une unité de calcul flottante
non conforme, il est nécessaire de modéliser son arithmétique associée en Coq. En multipliant
le nombre de modéles différents, nous prenons davantage de risque d’introduire des erreurs
dans leurs formalisations. De plus, les documents normatifs préférent souvent la prose aux
équations et ’écart de formalisme entre le langage naturel et une définition Coq rend difficile
la relecture et la validation a posteriori des spécifications. Pour illustrer cette difficulté, nous
prenons l’exemple de l'addition flottante et sa spécification dans le standard IEEE-754 (voir
figure 3).

Factoriser pour ne pas re-coder et re-prouver La tache de formalisation d’un modéle
de calcul flottant dans un assistant a la démonstration peut se décomposer en trois temps. Un
premiére étape est de modéliser les nombres flottants en choisissant une structure de données
adaptée. On peut dans un second temps implémenter les opérations arithmétiques sous forme de
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Fach of the computational operations that return a numeric result specified
by this standard shall be performed as if it first produced an intermediate result
correct to infinite precision and with unbounded range, and then rounded that
intermediate result, if necessary, to fit in the destination’s format (see 4 and 7).
Clause 6 augments the following specifications to cover £0, oo, and NaN.

FIGURE 3 — Spécification des opérations flottantes dans le standard IEEE

fonctions Coq opérant sur la représentation préalablement choisie. Enfin, on développe la preuve
formelle des propriétés arithmétiques vérifiées par les opérateurs. Ces propriétés seront utilisées
pour justifier la correction du compilateur. Cette suite d’étapes est trés consommatrice de
temps, en particulier le développement des preuves. Nous constatons toutefois que les différents
modéles de calcul flottants étudiés partage un socle commun avec le standard IEEE-754, en
particulier en matiére de choix de représentation des nombres flottants et de vocabulaire employé
dans les documents normatifs. Il est donc possible (voire nécessaire) de factoriser les étapes de
modélisation, par exemple en utilisant les structures de données et les définitions fournies par
la bibliothéque Flocq. En revanche, des différences notables subsistent dans le comportement
des opérations et donc des propriétés arithmétiques. Les preuves doivent donc étre traitées au
cas par cas. Notons toutefois qu’utiliser le méme vocabulaire (le méme catalogue de définitions
Coq) pour exprimer tous les modeéles de calcul rend possible le partage de lemmes intermédiaires
entre les différentes preuves.

4 Les solutions explorées

Au regard des points mentionnés dans la section précédente, nous proposons différentes
approches pour intégrer dans CompCert de nouveaux types de flottants.

4.1 Des flottants paramétrables ?

Fonctoriser le module d’arithmétique flottante Une premiére solution explorée pour
modéliser de nouveaux nombres flottants est de rendre paramétrable I'implémentation actuelle
reposant sur la bibliothéque Flocq. Cette solution permet par exemple de rendre modifiable le
mode d’arrondi utilisé (fixé au plus proche pair dans CompCert). La bibliothéque Flocq étant
générique sur les modes d’arrondi, les changements impliqués en matiére d’implémentation sont
presque immédiats : il suffit d’étendre le module Floats modélisant I’arithmétique flottante en
un foncteur Floats (M : MODE) dépendant d’un mode d’arrondi fixé par la cible de compilation.
Notons toutefois qu’en rendant générique le mode d’arrondi utilisé par les opérations, il faut
également rendre générique les théorémes d’arithmétiques associés. Nous avons observé que les
théorémes utilisés dans CompCert sont indépendants du mode d’arrondi utilisé. La plupart des
preuves peuvent donc conservées. Certaines preuves doivent étre adaptées mais les énnoncés
restent valides.

Limitations Cette approche permet de modéliser des subtiles nuances compatibles avec le
standard IEEE-754 comme les différents modes d’arrondi. Toutefois, pour la modélisation de

6



Compiler les flottants au dela I’ IEEE-754 A. Correnson

flottants non conformes, cette approche n’est pas suffisante. En effet, si les écarts avec le stan-
dard sont trop importants, il est difficile d’identifier les paramétres & faire varier et de controler
leur impact sur la validité des théorémes.

4.2 Spécification formelle de flottants non conformes

Du pseudo-code pour réduire les écarts de formalisme Comme mentionné dans la
section 3, un des principaux obstacles a la traduction de documents normatifs en code Coq
est I'écart entre niveaux de vocabulaire utilisés. Il est donc utile de se doter d’outils facilitant
la traduction des documentations & dispositions (standards, manuels des processeurs, etc) en
code Coq. On peut par exemple passer par 'intermédiaire de pseudo-code. Cela permet d’éviter
les transitions abruptes du langage naturel au langage formel tout en faisant apparaitre expli-
citement les objets mathématiques nécessaires & ’expression des spécifications en Coq. Nous
prenons pour example la spécification de I’addition flottante du processeur PowerPC e200z4
(voir figure 4).

The low element of RA is added to the low element of RB and the result is
stored in the low element of RD. If RA is NaN or infinity, the result is either
pmaz (sa = 0), or nmaz (sa = 1). If RBis NaN or infinity, the result is either
pmaz (sb = 0), or nmaz (sb = 1). If an overflow occurs, pmax or nmaz (as

appropriate) is stored in RD. If an underflow occurs, +0 (for rounding modes
RN, RZ, RP) or -0 (for rounding mode RM) is stored in RD.

efsadd (a, b) {
if (isnan(a) || isinf(a)) {
max-val(a)
} else if (isman(b) || isinf(b)) {
max-val (b)
} else if (overflow(a + b)) {
max-val(a + b)
} else if (underflow-after-rounding(a + b)) {

if (rounding = nearest || rounding = zero || rounding = +INF)
{ +0.0 } else { -0.0 }
} else {

round(a + b)

FIGURE 4 — Spécification de l'addition flottante dans le manuel du processeur €200z4 et sa
traduction sous forme de pseudo-code

Conversion du pseudo-code en Coq Une fois le pseudo-code écrit et les définitions mathé-
matiques utiles identifiées, nous pouvons le traduire manuellement en Coq. Cette étape consiste
essentiellement & choisir les types appropriés pour représenter les différents objets. Nous iden-
tifions également une collection de définitions primitives systématiquement utilisées dans les

7
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documents normatifs pour larithmétique flottante (par exemple round, overflow, underflow
apparaissant en rouge dans la figure 4). Nous implémentons ces primitives en Coq a l'aide de
Flocq ce qui permet de ré-exploiter les types et les théorémes déja établies dans la bibliothéque.

Validation Passer par I'intermédiaire du pseudo-code permet de répartir I'effort nécessaire a
la validation des spécifications. Une premiére relecture du pseudo-code est faite pour s’assurer
de son adéquation par rapport au standard de référence. Notons que cette relecture ne nécessite
aucune connaissance du langage Coq. Une deuxiéme relecture permet ensuite de vérifier la
correction du code Coq vis a vis du pseudo-code. L’usage de pseudo-code comme interface rend
la relecture plus efficace et plus fiable en séparant explicitement deux champs de compétences :
la connaissance du standard considéré et celle du langage Coq.

Limitations La traduction de standards en Coq en passant par l'intérmedaire de pseudo-
code facilite la tache de validation des spécifications. Toutefois, la traduction doit étre faite
manuellement et les specifications Coq obtenues ne sont pas nécessairement exécutables. En
particulier, elles utilisent des opérations sur les nombres réels qui ne peuvent pas étre calculées en
Coq. En revanche, ces spécifications formelles peuvent servir de référence pour I'implémentation
et la vérification d’opérations exécutables.
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6 Conclusion

Le compilateur CompCert propose un support pour les flottants IEEE-754 et restreint la
compilation a des cibles conformes au standard. Nous avons étudié la possibilité d’intégrer
dans CompCert un support pour d’autres arithmétiques flottantes et concluons cette étude
par deux constats. D’une part, une telle extension nécessite un travail initial d’isolation de
certaines composantes logicielles. Cela permettrait de rendre interchangeable le modéle de calcul
flottant tout en limitant les conséquences sur la chaine de compilation et en particulier sa
preuve de correction. D’autre part, I’écart de formalisme entre les documents normatifs qui
standardisent ’arithmétique flottante et le langage logique de Coq rend difficile la formalisation
de nouveaux modéles de calculs. Passer par I'intermédiaire du pseudo-code peut faciliter cette
tache. Des questions restent cependant ouvertes, notamment concernant la possibilité d’exécuter
les spécifications Coq. Développer un langage de spécification formelle dédié a 'arithmétique
flottante et pouvant étre compilé vers des spécifications Coq executables pourrait étre une
piste de recherche intéressante. Des travaux similaires ont déja été menés pour la spécification
d’architectures matérielles [12, 3].
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