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Résumé — Les applications telles que les fermes connectées, les villes intelligentes ou I'industrie 4.0 utilisent de plus en plus
les Low Power Wide Area Networks (LPWAN), permettant un bon compromis entre la portée, le débit et la consommation
d’énergie. Cependant, seulement quelques études théoriques sont disponibles pour aider & la conception de ces réseaux avant un
déploiement. Une nouvelle approche basée sur la fonction de Marcum est proposée ici pour estimer la probabilité d’erreur binaire
de LoRa. La méthode proposée est appliquée avec un bruit gaussien pour les canaux de Nakagami et Rice.

Abstract — Emerging applications such as connected farms, wildness monitoring, smart cities, and Factory of the Future
leverage emerging Low Power Wide Area Networks (LPWAN), allowing a good trade-off between radio range, data rate, and
energy consumption. However, only few theoretical studies of these recent technologies are available to help network designers to
optimize real field deployments. A new approach based on Marcum function is proposed in this paper to estimate the performance

in terms of Bit Error Rate of LoRa. The method is proposed for Ricean and Nakagami fadings.

1 Introduction

Depuis plusieurs années, le nombre d’objets connectés
augmente de fagon exponentielle pour différentes appli-
cations telles que les fermes connectées, I'industrie 4.0,
la santé... De nombreuses solutions sont apparues pour
répondre aux besoins de transmissions sans fils a faible
cout énergétique, appelées Low Power Wide Area Net-
works (LPWAN). La technologie LoRa [1] est I'une des ces
solutions, elle est portée par Semtech et I'alliance LoRa.
Cette technologie permet d’avoir un débit allant de 0,3
kbps a 50 kbps dans les bandes libres 433 MHz, 868 MHz
ou 915 MHz en utilisant le principe de ’étalement li-
néaire de fréquence. Bien que le brevet décrive précisé-
ment la technique utilisée, I’étude théorique des perfor-
mances n’est pas suffisante, en particulier lorsqu’un canal
a évanouissement dégrade la communication. Lors de pré-
cédents travaux [2], une approximation de la Probabilité
d’Erreur Symbole (PES) a été trouvée pour une transmis-
sion dans un canal de Rayleigh, les travaux présentés ici
en sont une généralisation, avec pour principales contribu-
tions : 'approximation précise et asymptotique de la PES
pour les canaux de Nakagami et de Rice, puis une vali-
dation des expressions proposées par simulations. Le reste
de l'article s’organise de la facon suivante : la section 2 ré-
sume 'état de ’art sur 'approximation des performances
LoRa. Les approximations proposées dans cet article sont
présentées dans la section 3, suivies par une validation des
résultats par simulations en section 4. Enfin, la section 5
présente les conclusions et perspectives de travaux.

2 Etat de ’art

Dans un but de concision, seules les équations néces-
saires sont rappelées dans cette section, le lecteur se repor-
tera aux différentes références citées pour plus de détails.
Le récepteur est basé sur une FFT puis un maximum.

2.1 Problémes liés a ’expression théorique

Dans [3,4] on retrouve I’expression théorique exacte de
la PES pour un canal & Bruit Blanc Additif Gaussien
(BBAG). Il y est aussi expliqué que cette expression ne
peut étre évaluée numériquement de fagon exacte pour
une valeur de SF supérieure a 6, & cause des coefficients
binomiaux. Dans [5], on peut aussi retrouver les expres-
sions exactes pour les canaux de Nakagami, Rice et Ray-
leigh. Cependant, méme si les auteurs ont réussi a évaluer
ces expressions pour certaines valeurs du Rapport Signal
sur Bruit (RSB), des tests nous ont montré qu’on ne pou-
vait obtenir une évaluation fiable pour d’autres valeurs
du RSB. 1l est donc nécessaire d’utiliser une approxima-
tion de ces expressions, afin de pouvoir évaluer de facon
précise les performances d’'une communication LoRa dans
différentes situations.

2.2 Approximations existantes

Dans la littérature on retrouve différentes approxima-
tions pour le canal BBAG, les plus précises étant pré-
sentées dans [4], et dans nos travaux précédents, dont on



rappels les résultats [3] :

PES(y) = 1+
e+1 k
C _Ny(k—1) 2N
Z WN(_]‘)ke k Ql < 7’77 V kzc) ) (1)
k=1

avec @1 la fonction de Marcum de premier ordre [6] :

Q1(a,b) = / ze T Iy(az)dz. (2)
b
Le seuil z. s’exprime de la fagon suivante :
zc(€) = —2log (a1€e + o), (3)
ap = (3e=(M)/2 _ =2:(3)/2) /2. (4)
oy = (e—zc(3)/2 _ e—zc(l)/2)/2, (5)

L’ordre € du développement donne déja de bons résul-
tats pour 1. On trouve aussi des expressions pour le canal
de Rayleigh. Les auteurs de [4] proposent 2 approxima-
tions, basées sur la fonction @, I'une complexe et 'autre
plus simple mais moins précise. Dans [2], on retrouve aussi
deux approximations, basées sur des exponentielles, 'une
valable a haut RSB, 'autre pour tout RSB.

3 Cas d’un canal a évanouissement

3.1 Formulation du probléme

Dans la suite des travaux nous considérons le modéle de
transmission suivant : r(¢) = hs(t) + w(t), avec h le coeffi-
cient d’atténuation du canal, s(t) le signal LoRa transmis,
et w(t) un BBAG. La variable h est une variable aléa-
toire complexe, indépendante et identiquement distribuée
et est supposée constante pendant la transmission d’un
symbole LoRa. Aprés démodulation on obtient le signal
suivant, en utilisant la linéarité de la transformée de Fou-
rier : Ry[k] = hv/N§(k+1—N)+W,[k]. Ainsi la probabilité
P; sachant h que le symbole soit décodé correctement est :

P, = Pr[Vk#N—1:|R,[k]]> < |R,[N —1]|?]
. <|hf+vv[ m?)N‘l.

Xz o

(6)

Comme décrit dans [2] on obtient :

P, = <l—exp <_|h\/ﬁ+1§2p[]\7—l]|2>> . (N

Notons Z la variable Z £ « - |hv/N 4+ W, [N — []|?, alors
la variable aléatoire Z suit une loi de chi-2 non-centrée
avec 2 degrés de liberté et le paramétre de décentralisation
A =v-2|h|?N. La PES avec une atténuation dans le canal

peut s’exprimer a partir de celle d’'un canal BBAG avec
I'équation : PESy(y) = PES(|h|?y). On doit alors définir

la distribution de h et calculer la moyenne de la fagon
suivante :

+oo
PES\(1) = [ PES@)fpe(0)r.  (8)

avec fip2 (), la fonction de densité de probabilité (ddp) du
module carré de h. Les résultats obtenus dans [3] peuvent
donc étre réutilisés, il faut maintenant réussir a résoudre
I’intégrale suivante :

e+1

_1+—ZCN
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/0 e*%Ql ( 25796,\/@) finz(@)dz. (9)

PESh(y

3.2 Application au canal de Nakagami

Le canal de Nakagami est défini par le paramétre m,
correspondant a la diversité, c’est une valeur réelle supé-
rieure & 0,5. La ddp de l’atténuation est donné par [7] :
Jin2(x) = Fm(—;:)a:m*le’mx, avec I la fonction Gamma. En
insérant I'expression de fj,2(x) dans (9), nous obtenons
I’expression suivante :

PESNaka(7) = 1+ o Y Ch(~1)Fx

oo N-y(k—1)
/ ef( 5 +m)le( 2}?&:7,\/sz> ™tz (10)
0

Cette forme d’intégrale a été étudiée dans [8] avec la no-
tation généralisée suivante :

f(k,z,a,b,p):/ e @ (av/z,b) 2FTdx.  (11)
0

Ainsi, en appliquant ce résultat a notre probléme, i.e.
quand k représente le paramétre du canal et [ est égal
a 1, on obtient le résultat suivant :

2
I(m) 2™ (m)e” T y

" p
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(1F1 (m727 Tﬁ) — &, (17m717 57 Qﬁ )) . (12)

avec 1F7 la fonction hypergéométrique confluente, ®5 la
seconde fonction de Humbert et les paramétres suivants :

\/ 'y,b Vkze,p= N'yi—i-mp a’ +2p. (13)

La combinaison de ce résultat avec (10) donne :

‘F(m7 17a7 b7p) =

2
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Enfin en remplacant les paramétres a, b, p, et p puis en
simplifiant on obtient ’expression (15). En considérant un
haut RSB, 7/(7 + 1) tend vers 1 et en ré-organisant la
somme, il vient ’approximation :

ANaka

=m

PESNaka(ﬁ) ~ (16)

o ¥ = Nv/m et Anaka est défini par (17).

3.3 Application au canal de Rice

Le canal de Rice considére une transmission en ligne de
vue avec des multi-trajets, il est défini par le paramétre
K qui représente la répartition de la puissance entre ces
deux composantes |7]. La ddp de |h/o|? suit une loi de chi-
2 non-centrée a 2 degrés de liberté, la ddp de |h|? s’exprime
alors de la facon suivante :

Sz (z) =

(14 K)e Kem 007 (2 /K(1+ K)z ),

avec Ip(.) la fonction de Bessel modifiée de seconde es-
péce et d’ordre 0. La PES moyenne pour un canal de Rice
s’exprime alors de la fagon suivante :

_K e+l

>k
/oo e_(2N 'y]ik 1)+K+1)x><
0

1 K
PESRice(’Y) =14 —F— ( *

Q1< 22%%) I(2vV/K(K + 1)z)de. (18)

Des résultats sur les intégrales impliquant la fonction de
Marcum et les fonctions de Bessel modifiées apparaissent
dans [9]. Les auteurs définissent la fonction In de la ma-
niére suivante [9, eq.(1)] :

In(a, b, c,p, p1, p2) =

+oo g —1
/ €' Quy (VA T Lyma(eVDdt. (19)
0
On peut ainsi exprimer la PESg;ce :
-K
PEShice(7) = 1 + A+ K)e ™

N
e+1
ZC’k *In(a,b,¢,p,1,1), (20)

avec les paramétres suivants :

2N k—1
a= \/77, b=kz., p:N’}/T—‘r(l—i—Ii), (21)

c=2v/k(k+1). (22)

Le cas particulier p; = po = 1 permet de faire des simpli-
fications, et grace aux résultats [9, eq.(22)] on obtient :

In(a, bv ¢ D, ]-7 1) =

2

2o, ac b= (23)
D v/2p(2p + a?) 2p + a?

Ainsi en remplagant a, b, ¢, et p par leurs expressions lit-
térales et en combinant les différents résultats exposés on
obtient Pexpression (24). Comme pour le canal de Naka-
gami, une approximation plus simple & calculer & haut
RSB peut étre trouvée. A partir de (24) et en appliquant
7 > 1, il vient en séparant le terme k=1 :

PESnice(7) ~ 1 — Qs (Vﬁ %)
k=2

2 a2 p? — o p?
OrQ1(0,b) =e"2 ~1—e 7 F et Qi(a,b) 1—e" 7 5%
si b est petit. On obtient ’approximation & haut RSB sui-
vante :

PESRice(7) =~ e Ke~ 2j+

e+1 k -1
C k-1 K _Ze(f_

k=2

4 Reésultats de simulations

Cette section compare les résultats théoriques a des si-
mulations de Monte-Carlo pour le canal de Nakagami dans
la premiére sous-section et au canal de Rice dans la se-
conde sous-section. Les comparaisons permettent de vali-
der les expressions théoriques des approximations précises
et & haut RSB pour les 2 canaux étudiés.

Canal de Nakagami La problématique lors du calcul
numérique de (15) réside dans le calcul de la fonction hy-
pergéométrique confluente ainsi que la fonction de Hum-
bert. Cependant, des librairies sont disponibles pour le cal-
cul de ces fonctions dans les langages de programmations
classiques. La figure 1 compare les approximations (15)

t (16) avec des simulations de Monte-Carlo pour diffé-
rentes valeurs de m (0.5, 0.6, 0.75, 1, 1.5, 3). Sur cette
figure on constate que les approximations suivent bien les
différentes simulations. L’approximation & haut RSB per-
met d’avoir une approximation précise de la diversité m
du canal.



e+1

_ C]Ii] k k m . .Zc C]k\:f k —Z2ck C]li] _Zcp . .ch' Zec
Avaa =Y (D (57 ) R (miz ) Y S Dt T o3 S (e R (1mi 1 L X (17)
k=2 k=1 k=1
Kk (k-1 Kk 2K 5 FEL 41
PESRice (7 = 1 — (-1 Y — 1 Tt —_— R ¢ —————— 24
() F LR () T e W oG Ve ) Y

10° g : : : q
--@-- Approx. Rayleigh .

L [ v - +- Simulation Nakagami y
107" —— Approx. Nakagami, e=3 [§
[ - - - Haut SNR Nakagami .

10-2 i -.—.- Réf AWGN ]

PEB

T TTTTTT

T TTTTTT

RSB (dB)

FIGURE 1 — Comparaison de (15) avec les simulations pour
SF =12 et un canal de Nakagami.
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FIGURE 2 — Comparaison de (24) avec les simulations pour
SF =12 et un canal de Rice.

Canal de Rice La figure 2 compare les approxima-
tions (24) et (26) avec des simulations de Monte-Carlo
pour différentes valeurs de K (0,4,7,10,100) pour SF =
12. Comme on peut le constater, approximation (26) se
confond avec les différentes simulations. On remarquera
que K = 0 correspond & un canal de Rayleigh et lorsque
K — oo le canal tend vers un canal BBAG. Il en ré-
sulte que les cas BBAG et Rayleigh sont, respectivement,
des bornes inférieure et supérieure. On observe alors 2
comportements de la PES : une tendance BBAG pour
les faibles RSB et une tendance Rayleigh pour les hauts
RSB. Ceci explique alors la diversité de 1 et le fait que
I’approximation a faible RSB soit moins précise quand K
augmente.

5 Conclusion

Bien que le standard LoRa soit de plus en plus connu,
I’étude des performances théoriques n’est pas aisée dans
un environnement de propagation réel. Quelques résultats
sont disponibles dans I’état de ’art mais les résultats sont
difficilement calculables numériquement. Dans ce papier
nous avons introduit de nouvelles approximations de la
probabilité d’erreur binaire pour les canaux de Nakagami
et Rice. Ces expressions ont ensuite été validées par si-
mulation. Ces expressions peuvent étre, par exemple, as-
sociées a des simulateurs pour aider les architectes de ré-
seaux avant un déploiement. L’une des perspectives liée &
ses travaux est I’étude des performances LoRa en présence
de bruits non gaussiens (lois a-stable, gaussienne générali-
sée ou de Middleton) pour ensuite inclure une atténuation.

Références

[1] O. B. A. Seller et N. Sornin Low power long range trans-
mitter, US Patent App. 14/170,170, 2014

J. Courjault, B. Vrigneau et O. Berder Fast performance
evaluation of LoRa communications over Rayleigh fading
channels IEEE Wireless Communications and Networ-
king Conference (WCNC), 2019, Marrakech, Morocco

J. Courjault, B. Vrigneau, M.Gautier et O. Berder Ac-
curate LoRa Performance evaluation using Marcum Q-
function, IEEE Global communications Conference (Glo-
becom), 2019, Waikoloa, HI, USA

T. Elshabrawy et J. Robert. Closed form approxzimation
of LoRa modulation BER performance. IEEE Communi-
cations Letters, vol.22, no. 9, pp. 1778-1781, 2018.

C. F. Dias, E. Rodrigues De Lima, et G. Fraidenraich Bit
Error Rate Closed-Form Ezpressions for LoRa Systems
under Nakagami and Rice Fading Channels Sensors, vol.
19, no. 20, pp.4412,

J. I. Marcum 7Table of Q functions Rand Corporation,
1950

M. D. Yacoub The k-u distribution and the n-p distribu-
tion IEEE Antennas and Propagation Magazine, vol. 49,
no. 1, pp. 68-81, 2007

P. C. Sofotasios, S. Muhaidat, G. K. Karagiannidis et
B. S. Sharif Solutions to Integrals Involving the Mar-
cum Q-Function and Applications IEEE Signal Proces-
sing Letters, vol. 22, no. 10, pp. 1752-1756, 2015

N. Y. Ermolova and O. Tirkkonen Laplace Transform of
Product of Generalized Marcum @Q, Bessel I, and Power
Functions With Applications IEEE Transactions on Si-
gnal Processing, vol. 62, no. 11, pp. 2938-2944, 2014

2]

3]

4]

[5]

[6]

7]

18]

9]



