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Résumé — Nous présentons un probléme de codage de source zéro-erreur, dans lequel un encodeur transmet de I’ information a plusieurs déco-
deurs avec différentes informations adjacentes (abrégé en "SI" pour side-information) et différentes variables aléatoires demandées. Nous don-
nons une borne intérieure et extérieure pour la région des débits réalisables. De plus, nous explicitons des cas particuliers (par ex. SI constante),
ou ces bornes coincident. La borne intérieure repose sur les classes de type, avec des lemmes de recouvrement et d’empilement dans ces classes ;
la propriété zéro-erreur est garantie par un dispositif de correction.

Abstract — We introduce a zero-error network source coding problem, in which an encoder transmits information to multiple decoders with
different side-information (SI) and different desired source random variables. We give an inner and an outer bound for the achievable rate region.
These bounds coincide in particular cases (e.g. constant SI). The inner bound relies on type classes, with covering and packing in type classes,

and coset partitions; the zero-error property is ensured by a correcting argument.

1 Introduction

Considérons le scénario de la Figure 1. Les symboles de
source (X", Y™) et SI (U™, V™) sont tirés de maniere i.i.d.
et sont connus a 1’encodeur. Celui-ci transmet I’'information a
I’aide de codes a longueur variable sur quatre canaux parfaits
aux débits respectifs Rg, Ry, , Ry, , Ry. Les décodeurs x; et xo
veulent reconstruire la suite X", et le décodeur y veut Y. En
outre, le décodeur x; (resp. y) a acces a la ST U™ (resp. V™).
Nous recherchons les débits (R, Ry, , Rx,, Ry) réalisables en
zéro-erreur, i.e. avec probabilité d’erreur au décodage nulle.

Ce scénario est lié a plusieurs classes de problemes de co-
dage de source avec SI. La premiére est celle ou tous les enco-
deurs et décodeurs ont acces a la méme SI. Dans de tels pro-
blemes, les contraintes zéro-erreur et e-erreur (i.e. compression
sans perte avec probabilité d’erreur qui tend vers 0) menent aux
mémes débits réalisables, griace au codage conditionnel.

Une autre classe est celle des problemes avec SI aux déco-
deurs, mais pas a I’encodeur. Dans ces probleémes, les contraintes
zéro-erreur et e-erreur ne donnent pas les mémes débits réali-
sables, en général. La contrainte zéro-erreur amene a utiliser
des concepts issus de la théorie des graphes : Witsenhausen a
étudié dans [1] le modele de Slepian et Wolf avec contrainte
zéro-erreur, en utilisant le nombre chromatique du graphe ca-
ractéristique de la distribution de source.

Une troisiéme classe est celle ol ’encodeur a acces a toutes
les SI, et les décodeurs ont différentes SI. La caractérisation des
débits réalisables peut alors étre faite avec un lemme d’empi-
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FIGURE 1 — Codage de source zéro-erreur pour un réseau de
Gray-Wyner quand I’information adjacente peut étre présente.

lement et le dispositif de correction suivant : en cas d’erreur au
décodage, toutes les suites sont transmises. Cela permet 1’ex-
tension de résultats e-erreur au cas zéro-erreur avec les mémes
débits, par exemple, dans un cas particulier du probleme de
Sgarro dans [2] ou les SI sont directement transmises aux déco-
deurs. Dans [3] nous avons étudié un probleme de cette classe,
et nous avons caractérisé la région des débits réalisables.

Une derniéere classe est celle avec différentes SI et suites a
reconstruire aux décodeurs. Un lemme de recouvrement peut y
étre utilisé pour caractériser les débits réalisables : par exemple
le probleme e-erreur de Gray et Wyner (GW) [4]. Dans [5],
Timo et al. ont étudié une configuration GW avec SI aux dé-
codeurs et ont donné une borne intérieure sur la région des



débits réalisables. Dans [6], Benammar et Zaidi ont considéré
une configuration GW avec pertes, avec SI seulement aux dé-
codeurs, et avec une hypothese sur les variables a reconstruire.

Toutefois, les outils proposés dans la littérature ne sont pas
adaptés a cette configuration zéro-erreur. En effet, les preuves
de [5] et notre travail précédent [3] sont concurrents : les fonc-
tions d’encodage pour les canaux Ry, , R,, Ry sont contraintes
par le schéma de [5]; tandis que celles pour Ry, R, sont
contraintes par le schéma de [3]. La fonction d’encodage pour
le canal Ry, devrait donc remplir deux roles différents.

Dans ce papier, nous donnons une borne intérieure et exté-
rieure sur 1’ensemble des tuples de débits réalisables en zéro-
erreur. L’algorithme d’encodage utilise les partitions en cosets
et une partition en classes aléatoire. Les algorithmes de déco-
dage sont basés sur les V -enveloppes des suites de SI, et la pro-
priété zéro-erreur est assurée par un dispositif de correction.

Le cardinal d’un ensemble fini S est noté |S|, son complé-
mentaire est S¢. L’ensemble des lois de probabilité sur S est
noté A(S). La loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans X
est notée Px € A(X). On note les suites 2" = (x1, ..., Tpn).
Quand les entropies sont calculées avec d’autres lois que Px,
celles-ci sont indiquées en indice (par ex. Ho(X)). La loi uni-
forme est notée Unif. La loi conditionnelle de X sachant Y est
notée Py|y, et la loi jointe Py y. On note {0, 1}* I’ensemble
des mots binaires. Les logarithmes sont en base 2.

2 Présentation et résultats principaux

La configuration de la Figure 1 est décrite par :

- Quatre variables aléatoires (U, V, X,Y). On note n la taille
de bloc du schéma de codage, et (U™, V", X™ Y™) la suite
des copies i.i.d. de (U,V, X,Y).

- Un encodeur qui observe (U™, V™ X™ Y™). Il transmet
via le canal fj a débit Ry a tous les décodeurs, via le canal
fx, adébit R,, aux décodeurs x; and xs, et via le canal f,,
(resp. fy) a débit R,, (resp. Ry) au décodeur x, (resp. y).

- Les décodeurs x5 et x; (resp. y) veulent retrouver X" (resp.
Y'™), le décodeur x; (resp. y) observe la STIU™ (resp. V™).

Définition 2.1 Pour tout n, et (Ré"), Rf{f’), Ri?j’, R}(,n)) cRY,
un (n, R(()n), Rﬁ?), Rig), R§n)) code de source zéro-erreur est
composé de fonctions d’encodage (fo, fx,, fx,» fy) et de fonc-
tions de décodage (gx, , Gx,, gy) définies par :

Joi fxas fran fy 2 U™ X VT X X" x Y — {0,1}F,
g ({0,112 x U™ = X", gy, ({0,137)° — &7,
gy ({0,1})% x V™ — Y, 60
telles que RE") = %E[l(fl(sn))} pour tout i € {0,x1,Xa2,y},
ou l(-) est la longueur d’un mot, et S™ = (U™, V", X", Y").
Ces fonctions doivent avoir la propriété zéro-erreur : X{' =
X3 =X"etY"™ =Y" avec probabilité 1, on
X{' = g (fo(S™), i (87),U™), @)
‘{(g iQXQ (fO(Sn)afxl(sn)anQ(Sn))a (3)
Y™ =gy (fo(S™), fy(S™), V"), “4)

Définition 2.2 Un tuple de débits (Ro, Ry, , Ry,, Ry) € R est
réalisable s’il existe une suite de (n, Rén), Rﬁ?),Rig), R§n))

codes de source zéro-erreur tels que RS") — R; Vi
n— o0

Théoréme 2.3 (Borne intérieure) Les tuples (Rg, Ry, , Rx,, Ry)
satisfaisant les inégalités suivantes, pour un certain ensemble
fini W et une certaine loi Py v,w,xy = Puv.xy Pwu,v,xy
sont réalisables :

Ry > I(U,V,X,Y; W) —min (I(U; W), I(V;W)), (5)

R,, > H(X|U,W), 6)
Ry, > I(X;U|W) + min (I(U; W), I(V; W)), (7
Ry > HY|V,W). ®)

La preuve du Théoreme 2.3 est exposée en Sec. 4.

Théoréme 2.4 (Borne extérieure) Les tuples (Ro, Ry, , Rx,, Ry)
qui sont réalisables doivent satisfaire pour un certain ensemble
fini W et loi PU,V,W,X,Y = PU,V,X,YPW|U7V,X7Y les inégalités

ROZI(XaYaW‘UaV)a (9)

R,, > H(X|U,W), (10)
RO + Rx1 + Rx2 > H(X) (12)

La preuve du Théoreme 2.4 suit les arguments de la réci-
proque de [4, Theoréme 4].

3 Comparaison aux résultats précédents

Ici, nous décrivons la région réalisable dans des cas ou notre
borne intérieure est optimale. D’abord, considérons la variante
zéro-erreur du probleme GW [4] en prenant U et V' constantes,
sans le décodeur x5. Notre borne intérieure s’écrit :

RO ZI(XaYvW)a Rx1 ZH(XIW)v (13)
R, > H(Y|W), R, > 0, (14)
D’apres la réciproque de [4, Theorem 4], 1a borne est optimale.

Une autre configuration intéressante est celle ou Y et V sont

constantes, ce qui donne le probleme de [3]. On a dans ce cas

Borne extérieure :
RO+RX1 ZH(X‘U)v (15)
Ro+ Ry, + Ry, > H(X). (16)
Ry, > I(U; X|W), a7
R, >0, (18)
La borne extérieure est obtenue en sommant (9), (10); et en
supprimant (11). En montrant que les points extrémes du poly-
edre décrit par la borne extérieure sont atteignables, on conclura
par time-sharing que ces bornes coincident. Ces points sont
(Ro+Ry,, Rx,) = (H(X|U),I(U; X)) et (H(X),0); atteints
avec la borne intérieure en prenant W constante et W = X.
On obtient le probleme de Timo et al. [5] en enlevant les SI
aI’encodeur, et le décodeur x». Alors on a la chaine de Markov
(U, V) = (X,Y) — W, et l]a méme borne intérieure :

Borne intérieure :
RO > I(UaX7W)7
R,, > H(X|U, W),

Ry > max (I(X, Y; W|U), [(X,Y; W[V)),  (19)
R, > H(X|U,W), (20)
Ry, >0, Q1)
Ry > H(Y|V,W). (22)



4 Preuve du Théoréme 2.3

4.1 Préliminaires

Dans cette section, A et 3 sont des ensembles finis. Le sim-
plexe n-discrétisé A,, (A x B) C A(A x B) est ’ensemble des
types (i.e. distributions empiriques) réalisés par des suites de
longueur n. Pour un type Q4. 5 € A, (A x B), on note les type
marginaux Q4 et Q) ; et les types conditionnels Q 4|5, @ B|a-
Définition 4.1 (Classe de type, V-enveloppe) Pour tout type
Qa.B € Ap(A x B), la classe de type associée est :

Toas = {(a”,bn) c A" x B" | (a™,b™) a pour type QA_,B}.
Pour toute loi conditionnelle V, p € A(A)B et type Qp €
An(B), la V5 p-enveloppe d’une suite b" € Tq,, est

Tvas (07) = {a" € A [ (a", ") € Ty pou ) (23)

4.2 Recouvrement, partition en cosets

Le lemme suivant est différent du lemme d’empilement de
[7, Lemme 10.1], car ce dernier montre 1’existence d’une fa-
mille de "bons" mots de code, au lieu de les tirer aléatoirement
suivant une loi donnée. Les preuves des Lemmes 1 et 2 sont
une conséquence de [7, Lemma 2.6].

Lemme 1 (Recouvrement, empilement) Soientk € N, Q4 p
€ Ap(A x B), Py € A(A), R > 0. Pour tout n € kN, soit
cn = (/_lﬁ], e AE”]) une famille de suites aléatoires, de
loi satisfaisant la condition marginale [lﬁ] ~ P?" pour tout
i € {1,...,2"%} Soit R. = Ig(A; B) + D(Qal|Py), on a
pour tout b € Tg, :
Pr(3a™ € ¢, (@™, b") € Tons)
< 2—n(RC—R)+o(n)

(24)

siR< R,
=1—exp[— 2"(R_R“>+"(")] si R > R, et si les suites
de C™ sont i.i.d.

Remarque 4.2 Pour P; = P, on a R. = I(A;B). Pour
Pi = Unif(X), ona R, =log |A| — H(A|B).

Définition 4.3 (Matrices génératrices, coset) Supposons |A|
premier, on munit A ~ Z/|A|Z d’une structure de corps. Pour
tout n, k € N\ {0}, une matrice génératrice n x k est un élé-
ment G € M, ;,(A). Une matrice de contréle associée a G
est une matrice H € M,,_y, ,(A) telle que Im G = Ker H. Le
syndrome d’une suite o' € A" est Ha". Le coset associé au
syndrome Ha" est Ker H+ o™ = {a" € A™ |Ha" = Ha"}.

Lemme 2 (Partition en cosets) Supposons |A| premier. Soient
keN Qap € Ap(AxB), R. = log|A| — Hg(A|B) et
R < R, tels que kR/log|A| € N. Pour tout n € kN, soit
G ¢ M, R/ 10g 1.4 (A) une matrice aléatoire dont les coef-
ficients sont des variables aléatoires i.i.d. de loi Unif( A). Alors
on a pour tout (a™,b") € T, , -

Pr (Hd" €ImG™ +a"\ {a"}, (a",b") € TQA,B)
< 2—n(RC—R)+o(n).

(25)

4.3 Preuve de la borne intérieure

4.3.1 Algorithme d’encodage

Codebook Cyy (1ére étiquette) : v
Codebook Cy (2eme étiquette) : v
Qw|u- et Qw|v-enveloppes des suites u™, v™ : —
Qu,v,x,y|w-enveloppes des suites de Cyy : - -

TQW,U TQX TQY TQW,V
Q Q
™ y"
(w™,u™) E ; O O
(wn’ /U/,L)

Coset de z" : ¢ Cosetde y" : ¢
Qu,w|x- et Qv,w|y-enveloppes des suites de cosets : —

FIGURE 2 — Une illustration de 1’algorithme d’encodage.

Nous allons construire des fonctions d’encodage et décodage
atteignant a & pres les débits de (5) a (8), avec § arbitrairement
petit. Fixons Py y,v,x,y et 0 > 0,etn € N\ {0}. Pour tout
type Qu,v,x,y € Ap(UXV x X x)), soit Qu,v,w,x,vy le type
de A, (UXVxWxXxY)quiaQu,v,x,y comme distribution
marginale et qui minimise D(Pyvw,xv| Quv,w.x,y), de
sorte que 1’on ait QU,V,W.,X,Y njoo PU,V,W,X,Y-

A présent, pour un type fixé Qu,v,w, x,v, partitionnons T¢
(resp. TQy) en 27LHQ(X|U,W)+n5 (resp. 2nHQ(Y\V,W)+n5) co-
sets, a I’aide de matrices génératrices et de contrdle adéquates
Gx et Hy (resp. Gy et Hy), cf. Lemme 2. Cela est possible
car | X| et || peuvent étre supposés premiers sans perte de gé-
néralité en étendant () avec des zéros si nécessaire.

Soit Cyy un ensemble formé de 2n{e UV X.YsW)4ns qiteg
aléatoires tirées de W™ indépendamment suivant la loi Q.
Soit Z fini tel que |Z| = |Cyy|/2" ™nUUiW).Io(ViW))—ns
— 9nlq (U,V,X,)Y;W)—nmin(Iq(U;W),Iq (V;W))+2n6.

Partition en classes aléatoire : une étiquette B(w™) tirée uni-
formément dans Z est assignée a chaque suite W™ € Cy,
de sorte que 2" ™inUQ(UsW),Io(ViW))—ndto(n) gyjtes portent
la méme étiquette (avec grande probabilité). On note C&f(“’n)]
I’ensemble des suites de Cyy portant 1’étiquette B(w™).

A présent, soit (u", v™, z™, y™) une réalisation de la source,
soit Qu,v,x,v leur type, et Qu,v,w,x,v le type complété par
la méthode ci-dessus. L’encodeur détermine une suite w™ €
Towvv.x.y (W 0", 2", y")NCy (en suivant les pointillés sur



la Figure 2) et son étiquette B(w™). L’encodeur envoie :

fxl (UTL’,U’H,)J)H’ ZU") = b(HXxn>7 (26)
fxz (un7vn7$n’yn) =4 27
fy(unvvn,zn’yn :b(Hyyn), (28)
fo(un7,un7xn,yn) (29)

E,z" y" siE=1

=b B(w™ B .

Quvw,x,y, B(w"), 3 GE—0)

ol b(-) est ’expression en binaire, et ¢ dénote 1’index de z™

dans (Ker Hx + z™) N anec[vg(mnﬂ TQxw (@").

Le bitd’erreur E' est a 1 ssi il y a une ambiguité au décodage,

i.e. I'un des évenements suivants est réalisé. Ils correspondent
a un echec des partitions en classes/cosets aléatoires :

& = {Pw" € Cw, tq. (W™, ", w", 2", ¥") € T vy }»
&= {30" #w", 0" € C ™ N T (W)},

& = {30" £ w", @" e g™ N oy, (™)},

Ey={3i" #£a", 3" € Tox v (", w™) N (Ker Hx +z")},
Es = {Elﬂ” £y", gt e TQY‘V’W(U",w") N (Ker Hy + y")}

4.3.2 Algorithme de décodage et propriété zéro-erreur

S’il y a une ambiguité, tous les décodeurs ont leur suite de
source via le canal fj. Sinon, ils procédent comme suit.

Le décodeur x; obtient B(w™) avec le canal fy (car £ =
w™ est défini), et avec la ST w", il recherche dans la V' -envelope
TQu v (u") les suites dont Iétiquette est B(w"), et en déduit
w" (£ = w™ est retrouvée par le décodeur x;). Le coset
(Ker Hx + z™) est alors extrait du canal fy,, le décodeur x;
détermine I’ensemble 7, ., (v, w") N (Ker Hx + 2) et
retrouve z" (Ef = & est retrouvé avec zéro-erreur). Ces opé-
rations sont représentées par les traits pleins sur la Figure 2.

Le décodeur y procede symétriquement et retrouve y™ avec
I’aide de v™ car les événements &1, &3, &5 ne sont pas réalisés.

Le décodeur xo détermine d’abord I’ensemble (Ker Hx +
x™)N Um"ec[v’j“””” TQxw (") en utilisant le syndrome Hy z"
transmis dans le canal fy,, et Quv,w x,y, B(w™) transmis
dans le canal fj. Alors en utilisant I’index envoyé sur le canal
fxq» le décodeur xo retrouve x™ avec zéro-erreur.

4.3.3 Probabilité d’une ambiguité au décodage

Bornons Pr(&;). On a Pr(&;) < 27"%+°(") par le Lemme 1,
avec A=W, B=UXxV XX x), QA,B = QW,(U,V,X,Y) et
Pj; = Qw. A présent, bornons Pr(&;). L'ensemble clB™l \
{w™} est composé de 2" min(Iq (UsW). To (VW) —nd-+oln) suites
de loi Q. On utilise alors le Lemme 1 avec A = W, B = U,
Qap=Qwyu and Py = Qw :

PI'(EQ) < 2nmin(lQ(U;W),IQ(V;W))fnﬁntQ(U;W)Jro(n) (30)
(€29)

De méme Pr(€3) < 2-"9+°(") Enfin, on utilise le Lemme 2
avec A=X,B=UxW,Qa5=Qx ww):
Pr(£4) < 27008 1 X|=Ho(X|UW)~6—log | X|+ Ho (X|UW))+o(n)

< 2—n5+o(n). (32)
De méme Pr(&;) < 270" dou Pr(E = 1) < 5.270nFo(n),

< 27n5+o(n) )

4.3.4 Analyse des débits

Soit S =U XV xW x X x ), le débit sur le canal f s’écrit :
RV — log |Z] +log [An(S)| + 1+ Pr(E = 1)nlog (|X]|V])

n
<Ig(U,V,X,Y;W) — min (IQ(U; W), Ig(V; W)) + 26
+ 5log (|X|[Y])27"TM) 4 (1 +1og |AL(S)]) /n (33)
— I(U,V,X,Y;W) —min (I(U; W), I(V;W)) + 26.

Les débits suivants sont les exposants du nombre de cosets :
R = Llog (2nHa(XIUW)+nd) —y [(X|U, W) + 6, et sy-
métriquement, R§") — H(Y|V,W)+4. Le débit R)((Z) s’écrit :

% log ’(Ker Hx +2")N U'TQX‘W(E”)'

wn

(34)

|Ker Hx + z"|
X

= % log U UTQX\W(EH)

wr

} +o(1)  (35)

1 Blw" 1 n
< ~log|eyy |+ ~log [T (w")

+ (log |X| — Ho(X|U,W) — ) —log |X| +o(1)  (36)
=min(Io(U; W), Ig(V; W) = 6 + Ho(X|W)
— Ho(X|U W) -6+ o0(1) (37)

=min(Io(U; W), Ig(V; W) + Ig(X; U|W) — 26 + o(1)
(38)

— min(I({U; W), I(V;W)) + [(X;U|W) — 24, 39)

ol les unions sont prises sur C%,g(w )], et ou (35) vient de I’in-
dépendance des suites de Cyy et des coefficients de G x.
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