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Résumé
Dans ce travail, nous proposons un algorithme de complétion de données dans le cas de l’équation
de Helmholtz. Plus précisément, notre objectif consiste à reconstruire les données manquantes sur
une partie inaccessible du bord du domaine tout en connaissant les mesures des données de Cauchy
sur la partie accessible. L’algorithme proposé est basé sur la représentation intégrale de l’opérateur
de Stecklov-Poincaré, qui nous ramène à la fin à la résolution d’un système linéaire singulier.
Pour remédier à ce caractère mal posé, l’algorithme GMRES [2] est utilisé. La performance de
l’algorithme est montrée à travers des tests numériques menés dans le cas 3D qui nous donnent
une reconstruction avec une grande précision pour différents niveaux de bruits rajoutés.
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I INTRODUCTION

Nous nous intéressons dans cet article à la résolution du problème de Cauchy associé à l’équa-
tion de Helmholtz. Notre objectif est de récupérer les données manquantes sur une partie de la
frontière d’un domaine borné à partir de données surdéterminées sur la partie accessible de la
frontière. Le problème de Cauchy considéré est connu d’être mal posé au sens de Hadamard,
ce qui est dû à la dépendance continue aux données de sa solution qui ne peut pas être toujours
garantie. De plus, le problème de complétion des données est hautement instable. Il existe une
large littérature qui traite du problème inverse considéré [3], [4], [5], [6], [7], [8], [10], [14].
Nous nous intéressons à la formulation du problème de Cauchy en une équation d’interface sur
la partie inaccessible de la frontière. cette méthode est introduite par [9] et elle a été étendue
au cas de l’équation de Helmholtz par [11]. Dans ce travail, nous présentons une combinai-
son de l’algorithme GMRES proposé par [11] et de la représentation intégrale de l’opérateur
Stecklov-Poincarré en s’inspirant de [13]. Quelques résultats numériques sont ensuite fournis
pour montrer l’efficacité de la méthode pour différentes valeurs du nombre d’onde et différents
niveaux de bruit.
Cet article est organisé comme suit. Dans la section 2, nous présentons le problème inverse et
nous le formulons sous forme d’une équation définie sur la partie de la frontière où les données
sont manquantes. Dans la section 3, nous écrivons l’opérateur de Stecklov-Poincaré en utili-
sant l’équation intégrale de frontière. La section 4 est consacrée à la description de l’algorithme
GMRES. La dernière partie est consacrée à la conclusion .
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II LE PROBLÈME DE CAUCHY-HELMHOLTZ

Soit Ω ⊂ R3 un domaine borné lipschitzien de bord Γ. On note par ν le vecteur normal exté-
rieure à Γ et on suppose que Γ = Γc ∪ Γi pourrait se décomposer en deux parties disjointes Γc

et Γi, tel que Γc

⋂
Γi = ∅. Connaissant la mesure du flux φ et du potentiel f sur la frontière

accessible Γc, notre problème de complétion des données peut être exprimé comme le problème
de Cauchy suivant : pour un nombre d’onde fixe k, trouver u ∈ H1(Ω) tel que


∆u+ k2u = 0 dans Ω
∂νu = φ sur Γc

u = f sur Γc.
(1)

Ce problème est bien connu d’être mal posé au sens de HADAMARD [1] puisque la dépendance
continue de la solution par rapport aux données ne peut être toujours garantie. L’unicité de
la solution pourrait être démontrée par une application direct du théorème de Holmgren [12].
Cependant, l’existence de la solution de ce problème n’est assurée que pour les données com-
patibles (φ, f).
Plusieurs approches de régularisation ont été proposées dans la littérature pour résoudre ce ca-
ractère mal posé du problème de Cauchy (1). Dans ce travail, nous nous sommes inspirés des
outils de décomposition de domaines pour pouvoir écrire le problème de complétion de don-
nées sous forme d’une équation surfacique sur l’interface inaccessible. Ainsi, le problème (1)
pourrait être décomposé en deux problèmes sous-jacents ayant la même donnée de Dirichlet
sur Γi égale à λ, L’idée est alors de considérer λ comme l’inconnue de notre problème afin de
compléter les données sur la partie inaccessible du bord et trouver, par la suite, la solution de
(1).
Par conséquent, chercher la solution u de (1) revient à trouver λ qui fait coïncider v et w, où v
et w sont respectivement les solutions des systèmes linéaires suivants :

(Pv)


∆v + k2v = 0 dans Ω

v = f sur Γc

v = λ sur Γi

(Pw)


∆w + k2w = 0 dans Ω

∂νw = φ sur Γc

w = λ sur Γi.

En utilisant le fait que v|Γi
= w|Γi

= λ, et en appliquant le théorème d’unicité de Holmgren ,
nous avons alors v = w n’est satisfait que si nous avons

∂νv = ∂νw sur Γi. (2)

On pose v = v1 + v2 et w = w1 + w2,, où v1, v2, w1 et w2 sont, respectivement, solutions des
systèmes suivants :

(Pv1)


∆v1 + k2v1 = 0 dans Ω

v1 = 0 sur Γc

v1 = λ sur Γi

(Pv2)


∆v2 + k2v2 = 0 dans Ω

v2 = f sur Γc

v2 = 0 sur Γi

(Pw1)


∆w1 + k2w1 = 0 dans Ω

∂νw1 = 0 sur Γc

w1 = λ sur Γi

(Pw2)


∆w2 + k2w2 = 0 dans Ω

∂νw2 = φ sur Γc

w2 = 0 sur Γi.
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Afin d’écrire l’équation surfacique satisfaite par l’inconnue λ, nous désignons par v1 et w1 les
prolongements de λ définis par Hv(λ) = v1 et Hw(λ) = w1. Nous désignons par v2 et w2 les
extensions de f et φ de Γi dans Ω définies par Rv(f) = v2 et Rw(φ) = w2.
Par conséquent, nous pouvons, en utilisant (2), résoudre le système (1) en résolvant le problème
de Stecklov-Poincaré défini sur la frontière inconnue comme suit :

Sλ = χ sur Γi,

ou χ = ∂νRw(φ)− ∂νRv(f) et Sλ = Sv(λ)− Sw(λ) avec

Sv(λ) = ∂νHv(λ) = ∂νv1|Γi
et Sw(λ) = ∂νHw(λ) = ∂νw1|Γi

(3)

III UNE FORMULATION DE L’OPÉRATEUR DE STECKLOV-POINCARÉ PAR DES
ÉQUATIONS INTÉGRALES

Dans le but de donner une expression de l’opérateur de Stecklov-Poincaré par les équations
intégrales de frontière, nous commençons par présenter le potentiel simple et double couche
définis respectivement, comme suit :

SLΓl
φ(x) =

∫
Γl

φ(y)G(x, y) ds, et DLΓl
ψ(x) =

∫
Γl

ψ(y)
∂G(x, y)

∂νy
ds, ∀x ∈ R3\Γl, l = i, c.

où G est la fonction de Green associée à l’équation de Helmholtz donnée par

G(x, y) =
1

2π

eik|x−y|

| x− y |
; ∀x, y ∈ R3, x ̸= y.

Il est clair que toute solution de l’équation de Helmholtz pourrait être représentée comme com-
binaison de potentiel de simple couche et de double couche. Ainsi, une représentation intégrale
de v1 et w1 sera définie par :

v1(x) = SLΓc(
∂v1
∂ν

|Γc)−DLΓc(v1|Γi
) +DLΓi

(v1|Γi
)− SLΓi

(
∂v1
∂ν

|Γi
), (4)

et

w1(x) = SLΓc(
∂w1

∂ν
|Γc)−DLΓc(w1|Γc) +DLΓi

(w1|Γi
)− SLΓi

(
∂w1

∂ν
|Γi
). (5)

En utilisant le fait que la trace de v1 et w1 sur Γi est λ, de même la trace de v1 et la trace normale
de w1 sont nulles sur Γc, nous pouvons écrire (4) et (5) comme suit

v1(x) = SLΓc(
∂v1
∂ν

|Γc) +DLΓi
(λ)− SLΓi

(
∂v1
∂ν

|Γi
),

et
w1(x) = DLΓi

(λ)− SLΓi
(
∂w1

∂ν
|Γi
)−DLΓc(w1|Γc).

En prenant la trace normale de v1 et w1 sur Γi et en utilisant les propriétés de trace des potentiels
de double couche et simple couche, nous obtenons

∂v1
∂ν

|Γi
= K ′

Γc→Γi
(
∂v1
∂ν

|Γc) + TΓi→Γi
(λ)− (K ′

Γi→Γi
− I

2
)(
∂v1
∂ν

|Γi
), (6)
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∂w1

∂ν
|Γi

= TΓi→Γi
(λ)− (K ′

Γi→Γi
− I

2
)(
∂w1

∂ν
|Γi
)− TΓc→Γi

(w1|Γc), (7)

avec

K ′
Γl→Γi

: H− 1
2 (Γl) → H− 1

2 (Γi)

φ(x) 7→
∫
Γl

φ(y)
∂G(x, y)

∂νx
ds(y),

TΓi→Γi
: H− 1

2 (Γl) → H− 1
2 (Γi)

ψ(x) 7→ lim
ε−→0

∂

∂νx

∫
Γi,|x−y|>ε

ψ(y)
∂G(x, y)

∂νy
ds(y)

et

TΓc→Γi
: H− 1

2 (Γc) → H− 1
2 (Γi)

ψ(x) 7→ ∂

∂νx

∫
Γc

ψ(y)
∂G(x, y)

∂νy
ds(y).

En substituant (6) à (7), on obtient(
K ′

Γi→Γi
+
I

2

)
S(λ) = TΓc→Γi

(w1|Γc) +K ′
Γc→Γi

(
∂v1
∂ν

|Γc).

L’opérateur K ′
Γi→Γi

est compact puisque c’est un opérateur intégral avec un noyau. Il est facile
de montrer que (K ′

Γi→Γi
+ I

2
) est inversible en utilisant l’alternative de Fredholm. Par consé-

quent, l’opérateur de Stecklov-Poincaré peut être écrit à l’aide d’équations intégrales comme
suit

S(λ) =

(
K ′

Γi→Γi
+
I

2

)−1(
TΓc→Γi

(w1|Γc) +K ′
Γc→Γi

(
∂v1
∂ν

|Γc)

)
. (8)

IV APPLICATION DE LA GMRES ET RÉSULTATS NUMÉRIQUES

4.1 Application de la GMRES

Il est clair que l’opérateur Stecklov-Poincaré défini par (8) est un opérateur compact, ce qui
nous ramène à la fin à la résolution d’un système linéaire singulier. Pour remédier à ce caractère
mal posé, la méthode GMRES préconditionnée par Sw a été appliquée. Nous rappelons que
l’opérateur Sw est défini par (3) et en utilisant (7) une représentation intégrale pourrait être
donnée par : Sw(λ) = (K ′

Γi→Γi
+
I

2
)−1(TΓi→Γi

(λ)− TΓc→Γi
(w1|Γc

))

Ainsi, la nouvelle équation à résoudre est la suivante :

S−1
w Sλ = S−1

w χ. (9)
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La solution approchée λm que nous cherchons est de la forme λm ∈ λ0 + zm, où λ0 est une
estimation initiale de la solution λ, et zm est un élément du sous-espace de Krylov

Km(S
−1
w S, r0) = {r0, S−1

w Sr0, .., (S
−1
w S)m−1r0}.

avec ro = S−1
w χ− S−1

w Sλ0.
Afin de construire une base orthonormale l2 du sous-espace de Krylov Km(S

−1
w S, r0), la mé-

thode d’Arnoldi a été appliquée, ce qui nous permet d’avoir après k étapes un système ortho-
normal Vk+1 et une matrice de Hessenberg H̃kde taille (k + 1) × k qui satisfait la relation
suivante :

H̃k = V T
k+1S

−1
w SVk.

Par conséquent, nous pouvons définir zm = Vkyk où yk = H−1
k r0e1 (e1 est le vecteur unitaire)

et par la suite la solution approchée est donnée par :

λm = λ0 + Vky.

Par conséquent, afin de résoudre le système préconditionné (9), nous avons appliqué une com-
binaison de la méthode GMRES proposée dans [11] et de la représentation intégrale de fron-
tière utilisant les opérateurs considérés décrits ci-dessus. Il est à noter que l’algorithme GMRES
s’exécute jusqu’à ce que la norme du résidu soit suffisamment petite, ce qui est une conséquence
de la projection sur le sous-espace de Krylov.

4.2 Résultats numériques

Pour la mise en oeuvre numérique, nous avons utilisé la bibliothèque Gypsilab [15] qui offre
une interface simple pour la résolution des équations intégrales de frontière en dimension 3.
Nous considérons Γi = S(O,r1) et Γc = S(O,r2) les sphères centrées à l’origine O = (0, 0) avec
un rayon r1 = 1 et r2 = 1, 5 respectivement. Nous utilisons 1000 points de discrétisassions sur
chaque frontière Γc et Γi. où Γc est la limite accessible et Γi est la limite intérieure, comme le
montre la Fig.1.
Nous avons comparé les résultats reconstruits par la GMRES dans le cas où la solution exacte
est une onde incidente à point source G(x, x0), ou x0 = (0, 0, 20) et avec un nombre d’onde
fixé k = 1.

Γi

ΓcΩ

FIGURE 1 – Représentation de la géometrie du domaine.

La Fig.2 montre que l’algorithme GMRES préconditionné par S−1
w donne une bonne recons-

truction de la solution sur la frontière interne Γi avec des précisions élevées.
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 2 – Reconstruction de la solution par l’algorithme GMRES : la partie imaginaire de
la solution reconstruite sur Γi (a), la partie imaginaire de la solution exacte sur Γi (b), la partie
réelle de la solution reconstruite Γi (c) et (d) la partie réelle de la solution exacte sur Γi (c).

FIGURE 3 – Convergence de l’algorithme
GMRES precondionné par Sw.

% de
bruit
rajouté

Nombre
d’itéra-
tions

∥uexa−ucal∥L2(Γi)

∥uexa∥L2(Γi)

∥uexa−ucal∥L∞(Γi)

∥uexa∥L∞(Γi)

0 % 10 1.7 10−3 4.9 10−3

2.5 % 9 3.3 10−3 8.4 10−3

5 % 5 5.6 10−3 1.58 10−2

10 % 4 1.23 10−2 2.55 10−2

TABLE 1 – Influence du bruit sur le nombre d’itérations néces-
saires pour avoir convergence.

Dans la Fig.3, nous présentons l’évolution du log de la norme résiduelle pour valider la conver-
gence rapide de notre algorithme (la norme résiduelle est de l’ordre de 10−3 en moins de 10
itérations).
Pour tester la précision de cet algorithme, nous présentons dans le tableau 1 les résultats obte-
nus pour différents niveaux de bruits ajoutés, en précisant le nombre d’itérations nécessaires à
la convergence et les erreurs relatives associées. Les résultats montrent la dépendance linéaire
de l’erreur relative par rapport au niveau de bruit rajouté et la performance de notre algorithme,
en effet l’erreur est du même ordre de grandeur que le bruit.

V CONCLUSION

Dans le présent travail, l’algorithme GMRES est appliqué à une équation surfacique satisfaite
par l’opérateur Stecklov-Poincaré, définie uniquement sur la partie inaccessible du bord du do-
maine, dans le but de reconstruire les données de Chauchy manquantes associées à l’équation de
Helmholtz. Les résultats numériques sont très satisfaisants et la méthode utilisée se révèle être
efficace pour les problèmes de complétion de données dans le cadre de l’équation de Helmholtz.
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