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Résumé

Dans ce travail, on propose une procédure de régularisation et d’approximation numérique pour
une classe d’équations intégrales de Fredholm de premiére espece, basée sur la méthode LSQ
projetée, ol le sous-espace de projection est formé par les fonctions d’ondes sphéroidales. Pour
le parametre de régularisation on adopte un choix a posteriori basé sur la méthode de Morozov
cubique amortie. L’ étude est justifiée par une analyse théorique détaillée (convergence, estimations
d’erreur) sous certaines hypotheses de régularité imposées sur le noyau et les données du probleme
en question.

Mots-Clés
Equations de Frédholm de premiere espece, Méthode LSQ projetée, Méthode de Morozov cubique
amortie, PSWFs.

I INTRODUCTION
Pour s € N, on note par H*(]a, b[, R) I’espace de Sobolev usuel.

On considere 1’équation intégrale de Fredholm de premiere espece :

[ k05w = g(s) 5 € 0.6 M

ou k(.,.) € L*([a,b] x [a,b],R) est le noyau, g € H = L*(Ja,b[,R) est la donnée et f est
I’inconnu recherché dans I’espace H.

L’équation (1) peut étre écrite sous la forme : K :H — H, Kf = g, ou I’opérateur K est donné
par

Wﬁ@z/k@WWMSGM% @)

est un opérateur compact d’image R(K) non fermée, le noyau k(., .) est supposé non dégénéré,
alors dans ce cas, I’équation intégrale (1) décrit une situation d’un probleme mal posé.


mailto:

On suppose dans ce paragraphe que le probleme (1) admet une solution généralisée, i.e., une
solution LRN (Least Residual Norm solution) de norme minimale f, donnée par I'inverse gé-
néralisé K+ de I’opérateur K : f = K ¢. Sous ces conditions 1’opérateur K™ n’est pas continu
(car R(K) n’est pas fermé) et doit étre régularisé pour qu’on puisse le calculer.

Dans cette étude, on propose une méthode de filtrage spectral appartenant a la famille des mé-
thodes de projection-régularisée [Bechouat2021], ot la projection considérée dans cette inves-
tigation est de type Kantorovich (elle est appelée aussi projection de Ritz). Cette démarche nous
ramene a 1’étude d’une procédure de régularisation en dimension finie. Dans notre approche,
on étudie une variante de la méthode de Projection-régularisée de type Tikhonov basée sur les
PSWFs (prolate spheroidal wave functions).

II FONCTIONS D’ONDES SPHEROIDALES

Dans cette Section, on rappelle plusieurs propriétés importantes liées aux fonctions d’ondes
sphéroidales (en anglais : Prolate spheroidal wave functions), qui seront utiles par la suite. Le
lecteur peut trouver un exposé exhaustif sur ce sujet dans la référence [Osipov2013].

D’apres 1’étude théorique et numérique élaborée par Boyd [Boyd], les fonctions d’ondes sphé-
roidales d’ordre zéro sont des généralisations des polynomes de Legendre, lorsque ¢ > 0, qui
oscillent plus uniformément sur I’intervalle [—1, 1] que les polyndmes de Chebyshev ou de Le-
gendre. Cette propriété donne une résolution spatiale plus uniforme, qui se traduit par la qualité
de I’approximation par ces fonctions.

Soit B, I’espace de Paley-Wiener (espace des fonctions a bande limitée) défini par

B.={f € L*R) : support F(f) C [—c,d]},
ol ¢ > 0 est un nombre réel, appelé largeur de la bande et F(f) désigne la transformée de
Fourier de f.

Soit f : R — R une fonction a bande limitée de taille ¢ > 0. On sait bien que cette fonction
admet I’écriture suivante : pour tout ¢ dans R, il existe une fonction o € L?(—1, 1) telle que

£(t) = /_ o (s) explicst)ds. 3)

1

En d’autres termes, f est une fonction a bande limitée de taille c, si le support de la transformée
de Fourier de f est dans I’intervalle [—c¢, ].

On note par 1/(.), j > 0, les fonctions d’ondes sphéroidales (PSWFs), qui sont les fonctions
propres de I’opérateur de Sturm-Liouville L, ', défini par

2

L)) = —(1 = ) S0 () + 2050() + (),

Ces fonctions (PSWFs) possedent les propriétés suivantes :

P1. Elles forment un systéme orthogonal de 1’espace L*(RR).

1. Opérateur différentiel de Legendre perturbé. Pour le cas particulier ¢ = 0, Lo correspond a I’opérateur de
Legendre classique.



P2. Elles forment une base orthonormée de L?(—1, 1), c’est-a-dire,

Vi 2 0|0 o yy = 1 Vi £ 5 (0, 00 =0,

P3. Elles forment une base orthogonale de I’espace B..

Soit f une fonction dans I’espace B,. Pour tout ¢t € [—1, 1], le développement de Fourier de la
fonction f(t) dans la base PSWFs est donné par la formule :

ZW )

olla; = / FOWI(t)

Les résultats démontrés dans le travail(cf. [Bonami2017]) nous donnent un outil de mesure
sur I’approximation spectrale par les fonctions PSWFs dans les fonctions qui appartiennent a
I’espace de Sobolev Hj(I) = H (1), I = [—1,1].

Notation. Pour ¢ > 0, on note par (1), >0 la base propre engendrée par les fonctions propres
de I’opérateur intégral (compact) :
1

F(f)(x) = / C (N dy, P = 1.

-1

Cet ensemble de fonctions propres forme une base orthonormale dans L?(—1,1). Il est bien
. . . 7z C
connu aussi que ces fonctions (¢! ),,>o sont des fonctions propres de ’opérateur Q). = —F.' F,.

2m
qui est auto-adjoint, compact et positif :

Soit (A, = An(¢))n>0 les valeurs propres de 1’opérateur (). associées aux fonctions pourpres
<¢n,c)n20- On a

1> Xo(e) > Ai(e) > ... u(c) >...>0, A,(¢c) — 0, n — +o0.

Théoréme 1:
Soit ¢ un nombre réel positif. Supposons que f € H*(I), pour certain s > 0. Alors, pour tout

entier N > 1,0ona
1f =P fll 2y < coll+ )72 Fllgge + cov/An () £ |2y ©)

=

ol ¢y est une constante ne dépendant que de s et Py f = Z a; Pl (t)

Corollaire 1: P
Soient ¢ > 1, s > 0 et f € H*(I). Il existe des constantes M > V2 et M, M,, q > 0, tel que,
lorsque N > max(cM, 3), alors

If =P fllzagy < M1+ N2 f]

ps t Mexp( gN) ||f||L2(I) : (6)

3



III  APPROXIMATION DE RANG FINI

Soient 7 un nombre entier positif et {gpﬂ b} ~o une base orthonormée dans 1’espace H =
Az

L?*(a,b). On définit les opérateurs T, par:

t
7:07;;, ‘H — Rn+1 7:071 b ) = <<f7 ng’b>H ’ <f7 SoclL,b>H LA <f7 @Z,b>H> ’ (7)

b
ol f est une fonction dans H et { f, ¢i,b>H = / f)e,dt, j=0,1,...n

L’équation originale (1) est remplacée par I’équation
Kn(f) =75, (9), (8)

ou K, := 7' K est un opérateur de H vers R"™! et ’opérateur K est défini par I’expression

(2).

Lemme 1:
Soit K,, : H — R™*! donné par la formule (8). Alors K, est un opérateur borné, et son opérateur
adjoint K* : R"*' — H est donné par :

Zuj (#l,) (), ue R, )

ou K* est I’adjoint de K.

Maintenant, on fixe la base hilbertienne et on considere les n + 1 fonctions de PSWFs {1/ }?:0
La proposition suivante, nous montre que K; K,, est une approximation de rang fini de K*K, ot

K" = 7:/171,—1,1K = mK

Proposition 1:
On suppose que R(K) C H® pour certains s > 0 et soit I’opérateur K,, = 7' K défini par la
formule (8), ou {¢g }?:0 sont les n + 1 fonctions PSWFs, pour certains ¢ > 1. Alors, il existe

des constantes M > /2 et M\, ]\/4\8, q > 0, tel que, pour tout n > max(cM, 3), on a
|(Kr Ky, — K*K) fllg < v(f)e(n,s) = 0sin — oo, (10)

ol 7(f) = 2||K[|* max( M || fllyyer M || fllsg) et e(n, s) = (14 n*) = + exp(—qn).

Supposons que g € R(K)C H? et ¢° € H tels que
g —9°|| < 6. (11)

ot d € (0,1) est le niveau de bruit.

Proposition 2:

Soit g € R(K)C H* et ¢° € H. Supposons que 1’inégalité (11) est satisfaite pour le niveau de
bruit 4, alors le niveau d’erreur du vecteur 7 ¢° = ¢™° a partir du vecteur T,g == g" peut
étre estimé comme suit :

lg* = g"[l, <o (12)



IV REGULARISATION DE TIKHONOV EN DIMENSION FINIE

Considérons le systeme linéaire (8) obtenu a partir de la projection de 1I’équation (2) via I’opé-
rateur 7"

Puisque le probleme en question est mal posé, il est naturel que la solution généralisée f" :=
Krg" € N(K,)*" = R(K?) du probléme (8) serait instable (ot K™ désigne 1’inverse généralisé
de Moore-Penrose de K,,). Pour stabiliser cette solution, on fait appel a la méthode de Tikhonov.
Le probleme régularisé en dimension finie s’écrit donc sous la forme :

(K*K —|—Oé|)fn6 K* n5 (13)

ol > 0 est le paramétre de régularisation, et § est le niveau d’erreur, tel que I’inégalité (12)
est satisfaite. Il est bien connu que, si le parametre de régularisation « est choisi en fonction du
niveau de bruit J tel que

lima (§) =0 et lim =0, alors lim || f3* — f"|[,; =0

6—0 6—0 o ((5)
Remarque 1:
L’expression K (u Z uj K* W ) ol u € R™™!, nous permet de conclure que
R(K:) = span{K*y!, 7 =0,1,...,n}. (14)

Puisque dim(R(K})) < n + 1, alors H se décompose comme suit :

H=R(K?) + R(K:)* = R(K}) + N(K,).

Clairement, la solution régularisée f"-° appartient a I’space R(K:K,,) = R(K?), ce qui implique
que

0= K, (15)
=0

ou d;(i =0,1,...,n) sont des constantes inconnues a déterminer pour calculer explicitement la
solution régularisée f™°.

Remarque 2:
On suppose que 1’opérateur K* est injectif, alors les vecteurs K*y?, i = 0, 1, ..., n sont linéaire-
ment indépendants, et par conséquent dim(R(K?)) = n + 1.

En remplagant I’expansion (15) dans ’équation (13), on obtient I’équation suivante

n

> lad +Zd (KL, Kb ) Kl (¢) Z<g U Ki(t), t € [-1,1].  (16)

7=0



On peut écrire 1’équation (16) sous la forme
K s + 3 (KL KDy — (g 02) JU0) = 0.t € [~1,1].
=0 =0
Puisque I’opérateur K* est injectif, alors
i[adj + i di (K%, Kl = (9%, ) Jwd () = 0, ¢ € [-1,1].
j=0 i=0

Les PSWFs forment un systeme orthogonal dans H (elles sont donc linéairement indépen-
dantes), on obtient donc I’équation suivante

adj‘i‘zdiBji':g;%avjzoalv'“ﬂn? a7
1=0
ou
' 1,1 pl ' ‘
B; - / / / k(sa T)k<t7 T)wé(s)wg@)d‘gdth’ Z’j - O’ 1’ T
—1J-1J-1
et

1
ﬂﬁz/sﬂ@www&jzaann

1

[’équation (17) peut étre écrite comme un systeme d’équations linéaires
5
A, d=g, (18)
o A, = ol + B, I est la matrice d’identité dans R TVx(+1) B — [Bﬂ?jzo e R(+Dx(n+1)
est une matrice, d = (do, dy, ..., d,,)" € R"™ et g° sont des vecteurs dans R" "',

Théoréme 2:
Le systéme (18) admet une solution unique dans R™**,

V CONVERGENCE DE LA METHODE ET ESTIMATIONS D’ERREUR

Dans la régularisation de Tikhonov, les conditions (lsir% a(9) = 0, lim = (), sont suf-
_>

=0 /oy (5)
fisantes (et essentiellement nécessaires) pour la convergence. Il est bien connu que le taux de
convergence (cf. [Engl1996]) dépend de la régularité de la solution exacte. Si f € R((K*K)?),
v €]0,1] et sia := a(d) = cx6¥***! ot ¢y > 0, alors

|75

— 2v/2v+1
=0,

Dans ce qui suit, on suppose que la solution généralisée f de I’équation (1) satisfait la condition

de source f := KTg € R((K*K)") ot v €]0, 1]. Le lemme suivant nous donne une estimation
pour la norme [|(K}K,,)" — (K*K)"|| ;5.



Lemme 2: R

Soit g € R(K) C H* pour certain s > 0. Si f € R((K*K)") ot v €]0, 1]. Alors, il existe des
constantes M > V2 et M, My, et ¢ > 0, tels que que, lorsque n > max(cM, 3) avec ¢ > 1,
alors

~ 4
|(KaK)"F = (KK ]| <~ (), (19)
ot y(f) et (n, s) sont définies dans la proposition 1.

Théoréme 3: R
Soit g € R(K) C H® pour un certain s > 0. Si f € R((K*K)") o v €]0, 1], alors pour tout
n > max(cM,3) avec ¢ > 1,on a

‘H < al(e(n,s))’ +a’ + i}, (20)

|7 g NG

o [0 = (KXK,, 4+ al)"'K* g™, M > /2 et la constante ¢, ne dépend pas de «, § et n.

Par conséquent, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 4: R
Soient g € R(K) C H® pour un certain s > O et f € R((K*K)”) ot v €]0,1]. Si v := «(J) =
O(6*?°+1), alors pour tout n > max(cM, 3, 6;(a), wy()) avec ¢ > 1, on a

|7 g

‘H S 0(52v/2v+1)’ (21)

ot M > V2, 0)(a) = (1/(1a)** — 1) etwi(a) = —In((1 — 1)a) /g (0 < | < 1).

VI CHOIX A POSTERIORI DU PARAMETRE DE REGULARISATION

Dans la pratique, le choix a priori du paramétre de régularisation « (0) dans le Théoreme 4
rarement utilisé parce que il est basé sur la régularité de la solution qui est inconnue. L’une des
stratégies a posteriori la plus utilisée est basée sur le principe d’écart de Morozov " Discrepancy
Principle ". Dans la méthode de Morozov, le parametre « (§) est choisi selon le critere :

|o =], =2 @

Dans cette Section, on s’intéresse a éstimer le parametre « (9) par le principe général de Moro-
zov, donné par

n,0
o7 =

oun € [1,+oc]. De toute évidence, le principe classique de Morozov (22) est un cas particulier
du cas général (23).

@ || = s 23
SO, =2 @9

Wang et Xiao [Wang2001], proposent un algorithme de convergence cubique pour choisir le
bon parametre de régularisation. Cet algorithme se résument comme suit :

7



Algorithme 1:
Step 1. Input ag > 0, > 0, € > 0, eyax, sSet e = 03

2
n,0 an d n,0 .
ee ST g2 tee

d

Step 2. Compute ™, —

°da

Step 3. Compute ¢(c.), ¢'(a.) and ¢" () from formulas (24), (29) and (30);
Step 4. Solve for . from iterative formula (25);

Step 5. If |ver1 — | < € 0r € = eyax, STOP; otherwise, set e = e + 1, GOTO step 2.

N

ou
o) = [|g" = Kfmo ||+ o [ £ = 62 (24)

et

2¢(ae) .
¢ () + \/¢/(ae)2 —2¢(ae)¢" ()

(25)

Qey1 = Qe —

Maintenant, on présente une méthode pratique pour calculer les quantités ¢'(«) et ¢”(«) dans
I’ Algorithme 1.

Soit G(«) la fonction donnée par

Gla) = ||g® — K200 +a || 20 (26)

La premiere dérivée de G(«) est donnée dans [Kunisch1998] par

d

~G(a) = €(a), @)

ou ¢(a) = ||l
En utilisant (26) et (27), on a

d

d
da lle* = KA = —ag-gla). (28)

A partir de (28), la premiere et la deuxieme dérivée de ¢(«r) sont donnés par les formules

6(0) = (a7 — ) 7-E(a) + 7 E(), 9)
i = (a” i omant — 1) a2 30
50(0) = (0 = @) 756(0) + (200" 1) 2-g(a) +nln + D' E@), (G0)

2

d d d? d? d
el —9( = n,0 fn,o t —— —9 6 rnd 2| — n,0
o) =2( Gt e e =2 (G ) w2 S



Dans notre cas, pour les solutions approchées f§’5, on donne I’écriture exacte de ces expressions

d d?
d—f”’5 et ﬁf;"‘s dans I’ Algorithme 1. D’apres la formule (15), on a
a a

«

d " d ,
— =N ——d(a)K*yl = (dV(a), ), pour VI >0, (31)
[/ 177 c
do = do 2
ol
(0 d' d' d t 0 1 t
dV(a) = (—daldo(a), —daldl(a), s —daldn(a)) et U = (K., K, ..., K.

l

En vertu du Lemme suivant, on donne 1’écriture de la dérivé de(oz) pour! > 1,0<j5<n
«
et pour tous o > 0.

Lemme 3: 1

Soit d(«) la solution du systeme (18) et soit [ > 1, alors la dérivé Fd («) est la solution unique
a
du systeme

dl dlfl

ou la matrice A,, est définie dans le systéme (18).

Remarque 3:

Dans I’ Algorithme 1, on calcule o £, £™9 par la résolution des systemes (32) (Lemme

3), pour [ = 1,2, et la formule (15).

da?

Conclusion. Le présent travail est une variante améliorée de la méthode (LSQ)-projection. Cette
procédure de régularisation avec deux parametres o et N (« le parametre de régularisation, /N
la dimension du sous-espace de projection) nous permet d’améliorer la qualité de la solution
approchée régularisée : le parametre N participe dans la troncature spectrale pour éliminer les
hautes fréquences, et le parametre o comme un coefficient correcteur.
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