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Chapitre 1

Introduction

L’étude de populations dont les caractéristiques sont régies par certaines équations est un vaste
domaine de recherche mathématique. On peut mentionner par exemple les modeéles proie-prédateur
(Lokta-Volterra), le modeéle SIR et le modele logistique ([7]). Nous avons effectué ce parcours re-
cherche autour des processus dits de fragmentation-diffusions. Ces processus ont pour but de
modéliser un systéme de particules qui se meuvent (diffusion) et peuvent se casser (fragmenta-
tion) en d’autres particules plus petites. Notre but est, étant donné la loi de la durée de vie des
particules et la facon dont elle se cassent, de savoir a tout instant le nombre de particules d’'une
masse et d’une position donné.

Un des premiers modeles utilisé pour décrire ce type de comportement est le modele F-KPP qui
vit le jour dans un article de 1947 [2]. Dans cet article, les particules bougent mais les auteurs
considérent que toutes les particules ont la méme masse.

D’autres modeles tiennent compte de la masse. Par exemple, dans [9, 4, 1], on considere des
particules qui peuvent grossir et qui se cassent au bout d’un certain temps. Ceci méne a étudier
une EDP dont les dérivées sont d’ordre 1 en temps et en espace. Cependant, cette équation ne
prend pas en compte le mouvement des particules.

Aussi, certains auteurs considerent une diffusion portant sur la masse des particules [10]. Nous
attirons I’attention du lecteur sur le fait que la diffusion porte sur la variable spatiale alors que
d’autres modeles aussi appelés dits de diffusion-fragmentation, appliquent la diffusion et la frag-
mentation sur la méme caractéristique. Notre motivation vient de la modélisation de phénomeénes
tels les avalanches.

Une grande partie de notre travail a porté sur deux themes. Le premier est I'étude de 'existence
d’une solution par méthode de point fixe [8] et le deuxiéme porte sur la modélisation de 1’étude
démographique de la population. Pour parvenir a cette étude, il a été nécessaire de s’approprier
des éléments mathématiques théoriques tels que les processus de Galton-Watson et le mouvement
brownien (étudiés dans [11] et [3]).



Chapitre 2

Préliminaires mathématiques

2.1 Processus de Galton-Watson

Introduction

Les processus de Galton-Watson vont servir a modéliser I’évolution d’une population ou chaque
individu donne naissance a un nombre aléatoire d’enfants et ou ce nombre suit la méme loi de
probabilité d’un individu a I’autre. On supposera de plus que les individus sont indépendants.

2.1.1 Notations et interprétations

* un seul individu a la premiére génération,
* chaque individu a un nombre d’enfants suivant la m éme loi de probabilité,

* les individus sont indépendants entre eux.

On se place dans (€2, F,P) un espace probabilisé et (E,£) un espace mesurable ou (F,E) =
(N, P(N)).

— Pour (k,n) € N* x N, on définit X ,5”) des variables aléatoires discrétes i.i.d. définies sur
(€, F,P). Pour i € N, on notera p; = P(X™ = i).

— On définit (Z,,),en une suite de variables aléatoires discrétes telle que :

{ Zo=1
Zpt1 = Zizznl X}gn)'

5
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On appelera (Z,),cn processus de Galton-Watson ou processus de branchement.

— On notera ¢ la fonction génératrice des X ,ﬁ”) et, pour toutn > 1, ¢, la fonction génératrice

de Z,,.
— Comme les X ,ﬁ”) sont i.i.d., on notera X une variable aléatoire ayant la méme loi que les
X ,En) et on supposera que X est intégrable. On notera alors m = E(X).

2.1.2 Quelques propriétés

La question de ’extinction ou de la survie d'une population est une question clef. Définissons la
probabilité que la lignée s’éteigne.

Définition 2.1.1: Probabilité d’extinction
On définit 7 := inf {n € N|Z,, = 0} (fini ou pas) appelé instant d’extinction et :
£ :=P(1 < ).

On appelle ainsi £ probabilité d’extinction.

La probabilité que la lignée s’éteigne est £. Ainsi, c’est la probabilité qu’a partir d’'un certain rang
n, Z, = 0. C’est donc également la probabilité que nh_)rgo Zn = 0.

La probabilité d’extinction vérifie [’égalité suivante :

¢ = lim P(Z, =0).

n—oo

Démonstration :

Soit n € N. Siil n’y a plus d’individus a une génération, il n’y aura plus a la prochaine.
Ainsi,ona {Z, = 0} = {Z,;1 = 0}. La suite ({Z,, = 0}),en est une suite croissante
d’événements. Ainsi, on a :

oo

{lim Z, =0} = | J{Z, = 0}.

n—00
n=0

Par le théoréme de la limite croissante, il vient :

P( fj {Z, =0}) = lim P(Z, = 0).

Or, par la définition, ona § = P(lim Z, = 0) et donc § = lim P(Z, =0).

Gaetano AGAZZOTTI 6
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Duia(t) = Du(O(1).
Il vient immédiatement que ®,, = ®" ou ®" est la composée n fois de la fonction

Démonstration :

Soientn € Nett € [0, 1].
Par définition de la fonction génératrice on a :

n (n)
O (t) =E(t7+) =E (tml . ) '
En conditionnant, il vient :

Bpr(t) = S B X | 2, = iYP(Z, = i)

=0
L’indépendance par rapport a la valeur de Z,, donne :

Duir(t) = Y BT 5| Z, = )P(Z, = i)

=0
= S B X YP(Z, = i),
1=0

Nous utilisons maintenant I'indépendance des (X ,2”)) ks

() = 2]}:[ E(t*)P(Z, = i)

=N E(tY)P(Z, =1).

1=0

On retrouve la définition de la fonction génératrice évaluée en E() ,

D1 (t) = q)n(E<tX)>7
et on retrouve I’énoncé :

Q1 (t) = (I)n(q)(t))-
Donc, comme la fonction génératrice de Z; et la méme que celle de X (a la premiere gé-
nération, il n’ya qu’un individu, ainsi le nombre d’enfants qu’il fait est égale a Z;). Par
récurrence immédiate, on aboutit au résultat souhaité.

Gaetano AGAZZOTTI 7
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Soitn € N, Uespérance de la taille de la n®™¢ génération est donnée par :

Démonstration :

Soient n € Nett € [0, 1]. En utlisant la Proposition 2.1.2 et la dérivée de la composée, il
vient :

i1 = (@, 0®) =9 x ) 0 P.

Par récurrence immeédiate et en uitlisant le fait (comme au-dessus) que & = ®;, on a:
¢! = (9')". L’exposant désigne ici le produit. D’apreés les propriétés sur les fonctions
génératrices, on a :

E(Zy) = @,(1) = (2(1)")" = m".

Nous avons concu un code permettant de visualiser les résultats et les arbres sur un procesus de
Gatlton-Watson (Annexe 1). Voici un exemple d’arbre obtenu avec une loi progéniture dont la
moyenne vaut m = 1, 7 et la taille de la population finale de 'ordre de la centaine. L’affichage est
réalisé avec la librairie Tkinter de Python. Dans la Figure 2.1, on voit donc la population expé-
rimentale, celle attendue et I’arbre associé. La croissance exponentielle prévue est bien vérifiée.

Evolutien de la population dans un medéle Galton-Watson

200 { = Population
754 T Espérance
150 +
125 A

100 4

FIGURE 2.1 — Population et arbre d’un processus de Galton-Watson

Sans se lancer dans de nombreux calculs, on peut déja distinguer un cas. En effet, on voit que si
m < 1, Z,, tend vers 0 (i.e. que la lignée s’éteindra). Il est logique que si chaque individu donne
naissance a moins d’un enfant en moyenne, la taille des générations diminue pour atteindre 0. On
peut méme aller plus loin, dans le cas ou m > 1, on peut donner la taille de la population totale
espérée.

Gaetano AGAZZOTTI 8
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On note N := > Z; et l'on appelle taille de la population. Si m<1, la taille moyenne de la
=0
population est :
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Démonstration :

La démonstration est directe par définition de /V :

E(N) = iOE(ZZ-) _ im” _ 1_1m

2.1.3 Distinction des cas et informations sur ¢

A présent, on va chercher a trouver des informations sur la valeur de ¢ en fonction de la valeur
de m.

La probabilité d’extinction est le plus petit point fixe de P, i.e.
¢ =inf{t € [0, 1]t = ®(¢)}.

Démonstration :

Soit n € N*. Remarquons déja que P(Z,, = 0) = $,,(0). D’ou par la Proposition 2.1.1, on
a:
£= lim P(Z,=0)= lim ®,(0)= lim ®(d,_,(0)).

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

Par propriété des séries entieéres (ou des fonction génératrices), on a que P est continue. On
peut donc écrire que :

£=®( lim_@,,(0)) = B lim_®,(0)) = 2(&)).

On a donc montré que & est un point fixe de ¢. Montrons que c’est le plus petit. Soit &’
un autre point fixe de ®. Remarquons que & est croissante (méme convexe). On a alors
®,(0) < ®,(¢) = & (en effet, si € est un point fixe de P, c’est aussi un point fixe de la

eme

n composée de ®, donc d’apres la Proposition 2.1.2, c’est aussi un point fixe de ®,,).

Gaetano AGAZZOTTI 9
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En passant a la limite dans l'inégalité ®,(0) < &', comme EIE ®,(0) = & d’apres la

Proposition 2.1.1, on a que £ < &'. £ est donc le plus petit point fixe de P.

On distingue 3 cas pour les processus de Galton-Watson :

— Sim < 1, =1 p.s. (cas sous-critique)
—Sim=1&6=0pssipy=1et& =1p.s. sip; # 1 (cas critique)
— Sim > 1,£ € [0, 1] p.s. (cas sur-critique).

Démonstration :

Cas sous-critique : La fonction ¢ est convexe, donc ® est au-dessus de ses tangentes, en
particulier, la tangente en 1 d’équation 77 : y = m(x — 1) + 1. Ainsi, on a que d(x) :=
O(x) —x > (r—1)(m—1).0rd(0) = —(m —1) > 0etd(l) = 0. Comme d est une
fonction affine, on en déduit que d(x) > 0 sur [0, 1. Donc d s’annule uniquement en 1. Par
la proposition 2.1.5,ona § = 1.

Cas critique : Nous distingons 2 cas, p; = 1 et p; # 1.

Sip; = 1, alors ®(t) = t. Or, tous les points du segment unité sont des points fixes de ®.
Par la Proposition 2.1.5, £ = 0.

Sip; # 1, comme m = 1, on a py = 0 et on sait qu’il existe un k > 2 tel que p; # 0. Ainsi,
® est strictement convexe. ¢ est donc strictement supérieure a ses tangentes, dont celle en
1. On a donc que, comme m = 1 :

Vo e [0,1[,d(x) > (x —1)(m —1) = 0.

Finalement, d s’annule donc uniquement en 1, d'ou £ = 1.

Cas sur-critique : Soit . > 0. On a d(1 — h) = d(1) — hd'(1) + O(h?). Or d'(1) =
®'(1)—1=m—1etd(l) =0,donc d(1 —h) = —h(m — 1) + O(h?). Pour h, suffisament
petit, d(1 — h) est donc négatif. Comme d(0) = py > 0 et que d est continue, d s’annule
donc sur [0, 1. Ainsi, £ € [0, 1].

Gaetano AGAZZOTTI 10
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2.1.4 Théorémes limites

Pourm < 1 et o < oo, il existe une constante C' > 0 tel que :

P(r >n) ~ Cm".

—+00

Démonstration :

Soitn € N.On a hm ®,(0) = lim P(Z, =0) = 1 d’apreés la Proposition 2.1.6. Ainsi,

n—-+oo n—-+oo
on en déduit :

1- (I)n-H( ) =1- (I)(q)n( ))
=1-0(1 - (1 -2.(0)))
=1—[®(1) — (1 - ,(0)® (1) + K] (oit K estun O((1 — ®,(0))?).

On peut utiliser un développement de Taylor a 'ordre 2 car la dérivée seconde de ¢ en 1
existe, en effet, (1) = 02 < oco. Par convexité de @, le reste d’ordre 2 est positif a partir
d’un certain rang (abrévié A.P.D.C.R.). En effet, a I'ordre 1, comme & est au-dessus de ses
tangentes, le reste d’ordre suivant (i.e. ordre 2) doit compenser pour approcher ®. K doit
donc étre positif A.P.D.C.R.. Nous avons donc :

1= ®ppp(0) =1—1+(1—d,(0)d(1) — K
= m(1 — ®,(0)) — K.

AP.D.CR. ng, il existe L > 0 tel que, pour tout n > ny :
(1 = B,(0)) — L1 — B,(0))2 < 1 — B, 1(0) < m(1— D, (0)).  (21)
Par récurrence immédiate sur la deuxiéme partie de 'inégalité, on a :
1—®,(0) <m". (2.2)
En divisant (2.1) par m(1 — ®,(0)), ona (m~! = m="*+) /m=n).

L1 = ®,(0)) _ m~ "D (1 = ©44(0)

1— <1.
m - mm(1-9,0) ~—
En combinant les inégalités (2.1) et (2.2), il résulte que :
—(n+1)(] _
1 _ Lmn—l S m (1 (bn‘i’l(())) < 1

m=(1=2,(0))  —

Gaetano AGAZZOTTI 11
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Comme m < 1, il existe ny, tel que pour tout n > max(n, ng), 1 — Lm™ ! > 0. Ainsi, on
a:

1 m~ "1 — ©,.41(0))
In(l—Lm" ) < 111( (L= ,(0)) > <0.

On pose alors u, = m~"(1 — ®,(0)), on a donc :

In(1 — Lm™") < In(“2) < 0
Unp
Comme Lm" ! tend vers 0 a I'infini, on a In(1 — Lm"~!) ~, o, Lm™! qui est le terme gé-
néral d’'une série convergente. Ainsi, par encadrement, ln(%) est le terme général d’'une
série convergente. Or, on a que In(“2:*) = In(uy,41) —In(u,) qui est le terme général d’une
série convergente (par encadrement) et téléscopique.

Par propriété sur les séries téléscopiques, il existe C” € R tel que 1_1)111 In(u,) = C'. Ainsi,
n oo

lim u, = =C >0.
n—-+00

Par définition de u,, : 1_131 m~"(1 — ®,(0)) = C. Or comme P(Z,, = 0) = $,,(0),ona
P(Z,>0)=1-P(Z,=0)=1-— ®,(0). Rappelons également que P(Z, > 0) = P(7 >

n), en effet, si il y a des individus a la génération n, c’est que dans le cas d’une extinction,
celle-ci arrivera nécessairement a une génération p > n.
Onadonc que lim m™"P(r >n) =C,ie.:

n—-+o00

P(T >n) ~ieo Cm" o C € R

Pourm < 1 et o < oo, la probabilité de survie aprés un temps n admet ’équivalent :

Démonstration :

Comme ®"(1) = 6% < o0, on peut faire un développement de Taylor & I'ordre 2 sur [0, 1].
On a donc:

vt €[0,1],®(t) = &(1) + (1 — )®'(1) +

L0 02 4 (1~ 4a(t) ot lim a(t) = 0
9 t—1 ‘

D’ou, comme ®(1) = 1 et '(1) = 1 (cas critique), on a :

Gaetano AGAZZOTTI 12
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vt e[0,1],®(t) =t + a _2”202 + (1= t)’a(t) ot lima(t) = 0
Soitt € [0,1[, ona:
1 1 1—t—1+3(1)
1-®@) 1—-t (Q—-d@)(1-1)

B(t) —t
(1—2()(1-1t)

En utilisant le développement de Taylor au numérateur et au dénominateur, puis en facto-
risant par (1 — ¢), il vient :

1 1 S5 4 (1 - )2a(t)
1-oFt) 1-t  (1-o@)(1—1
0062 4 (1 - t)a(t)
- 1— ()

0062 4 (1 - t)a(t)
1—t— 35252 (1 —1)2a(t)
0062 4 (1 —t)a(t)

T (- t)(12— 052 — (1= t)a(t)
%2 + a(t)

1- 852 (1 —t)a(t)

Comme on a 2leirrll(l - %2 (1—t)o?—(1—1t)a(t)) = 1, on peut faire un développement limité
—

du dénominateur de la derniére égalité, il vient :

1 1 Cl’2 02 ~
T—op 1-: (g T+ 5=+ A=talt)+ {1 -1at)),

ou %lﬂ'll a(t) = 0. Dans le membre de droite, le seul terme ne tendant pas vers 0 en 1 est
—

02 /2. On peut donc définir une fonction R continue avec %m} R(t) = 0, telle que :
—

1 r o?

1—-®t) 1—t 2

(

En évaluant cette équation successivement, en ®(¢) pour k& < n ou n est fixé, on a les
égalités suivantes (par la Proposition 2.1.2) :

+ R(1).

Gaetano AGAZZOTTI 13
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1 1 o?
— + R(t
—o@ 1-t 2 AW
1 1 o2
= — + R(®(¢t
=00 1-o@ 2 et

En sommant toutes ces égalités, il vient :

1 1 no? =1
1—-®,(t) 1—t 2 P

En prenant cette égalité en t = 0 et en divisant par n, on a :

1 1 1!

"= 00)) Tt PR

On avait déja vu que lir_"I_l ®,,(0) = 1 et par continuité de R, soit € > 0, il existe n tel que
n—-+0o0

pour tout n > ng : R($,,(0)) < €. Ainsi, on a:

1 n—1 1 no 1 n—1
o S R@0) = DS R@O) 4 T R(@
" i=o n i=no+1

Or, = 371 R(q)i(())) tend vers 0 car c’est une somme finie. De plus, £ > | R(®;(0)) <
n=m0e — e Ainsi, = Y7 R(®;(0)) < e a partir d’un certain rang n.

On a donc que :
1 o?

n(l—a,(0)  2°
Nous avions vu a la fin de la démonstration du cas sous-critique que P(7 > n) = 1—®,,(0).
On a donc bien que :

Gaetano AGAZZOTTI 14
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2.2 Mouvement brownien

L’étude de quelques propriétés du mouvement parait indispensable a I’étude des trajectoires des
particules. Intuitivement, une trajectoire brownienne est « une trajectoire qui a tout moment,
a la méme probabilité d’aller a droite ou a gauche ». Définissons formellement le mouvement
brownien.

Définition 2.2.1: Mouvement brownien

Soit B = (B;)tcr, un processus stochastique. Le processus B est appelé mouvement brow-
nien si:
* ses trajectoires t — B; sont p.s. continues

* pour toutn > 2,tous0 < ¢; < ... <t,, By, — By, ,,..., Bi, — By, , By, sont indépen-
dantes

x pourt > s >0, B, — By — N(0,t — s).

C’est un processus stationnaires a accroissements indépendants . On le qualifie de mouve-
ment brownien standard si By = 0.

On trouve parfois le mouvement brownien défini par la caractérisation suivante.

Soit B = (By)cr . un processus stochastique. B est un mouvement brownien si et seulement
si B est un processus stochastique gaussien, centré, avec des trajectoires continues, et de cova-
riance :

Vt,s > 0, Cov(Bs, By) = min(s, ).

Démonstration :

Le mouvement brownien a d’importantes propriétés permettant de construire des mou-
vements browniens a partir d’eux-mémes. Sens direct : Soient 0 < ¢; < ... < ¢, et
B = (Bt)er, un mouvement brownien. On a alors By, — By, |, ..., By, — By, By, des
variables gaussiennes indépendantes (par hypothése). Ainsi, (B, ..., By, ) est alors un vec-
teur gaussien comme combinaison linéaire de vecteurs gaussiens. De plus, en supposant
t > s sans perte de généralités, on a :

((Bs = E(By))((B: = E(By))
(Bs Bt) (B processus centré)
s(By

B,)) + E(B)

+ s = s (accroissements indépendants et loi normale)

E

Cov(Bs, By)

E
E(B
0

Gaetano AGAZZOTTI 15
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= min(s, ).
Ainsi, comme B a des trajectoires continues, le sens direct est montré.

Sens indirect : Soit B processus stochastique gaussien, centré, avec des trajectoires conti-
nues, et de covariance :

Vt,s > 0,Cov(Bs, B;) = min(s, ).

Soitt > s > 0.0Ona B;— B, qui suit une une loi normale de moyenne 0 (processus gaussien,
centré). De plus, sa variance vaut E((B; — B;)?) =t + s — 25 = t — s (par hypothése), ce
qui montre le troisiéme point. Ainsi, B est donc un mouvement brownien.

Soit B un mouvement brownien. Les processus stochastiques suivants, pourt > 0 :
* —By,
* Byis — Bs pours > 0,
* a_%Bat poura > 0,

sont aussi des mouvements browniens.

Démonstration :

On utilise la caractérisation ci-dessus. On montre facilement que ce sont des proces-
sus gaussiens, centrés, a trajectoires continues (composée de fonctions continues) et que
Vt, s > 0,Cov(Bs, B;) = min(s, t). Traitons la covariance du dernier cas.

Soitt > s > 0, a > 0 et B un mouvement brownien. On a alors :

Cov(a_%Bat, a_%Bas) = E(a_%Bata_%Bas)
- a_lE(BatBas>
=a tas

= s = min(s, t).

Cela achéve la démonstration.

A présent, voyons un moyen de construire un mouvement brownien. L’idée est de prendre une
marche aléatoire d’un certain pas et de faire tendre celui-ci vers 0.
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Soit (X, )nen une suite de variable aléatoire i.i.d., centrées, de variance o et de carré intégrable.
L’interpolation affine des variables !, X, converge en loi vers un mouvement brownien.
Autrement dit,

1 Loi
m ; Xl + (nt = |_ntJ )XLntJ+1 njoo B,

ou B est un mouvement brownien.

Démonstration :

On trouvera la démonstration dans I'ouvrage de William Feller [5].

Pour fixer les idées, nous avons également programmé une approximation de mouvement brow-
nien (cf. le théoréme de Donsker). On peut le voir dans la Figure 2.2.

Mouvement Brownien avec un pas de 0.01

10 4

05 A

0.0

-1.0 A

=15 4

7.0 A

FIGURE 2.2 — Mouvement brownien construit comme limite de marche aléatoire, par le théoréeme
de Donsker

2.3 Modele F-KPP

2.3.1 Modele

Grace aux processus de Galton-Watson et au mouvement brownien, il est désormais possible
d’introduire un modele de diffusion-fragmentation, ici le F-KPP [8].
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* On considére une particule a 'instant 0,

* Chaque particule a une durée de vie suivant une loi exponentielle (de parametre 1),
* Chaque particule suit une trajectoire brownienne,
* A la mort d’une particule, deux particules se créent,

* Les particules sont indépendantes entre elles.

Soit ¢ € R, on notera :

*x N (t) I'ensemble des particules en vie a I'instant ¢ et n(t) = Card/N (¢) le nombre de parti-
cules en vie,

* X;(t) la position de la particule i € N(¢),
* M(t) = mj\&}(}% X;(t), position de la particule la plus a droite.
iEN(t

2.3.2 Propriétés

La premiere propriété porte sur la croissance du nombre de particule en vie.

La population en vie croit de maniére exponentielle, autrement dit, pourt > 0 :
E(n(t)) = €.

Démonstration :

Pour prouver ce résultat, on va faire une distinction de cas selon la durée de vie de la
premiere particule que I'on notera 7. Soit ¢ > 0 :
*x siT >t onan(t) =1
% si 7 < t, la particule originelle se casse et donne naissance a deux particules in-
dépendantes. Cela revient a considérer le nombre de particules de deux processus
indépendants a t — 7. C’est a dire que E(n(t)) = 2E(n(t — 7)).
Ainsi, on a:

E(n(t)) = P(r > t) + 2E(n(t — 7))P(r < t).

Or, les particules ont une durée de vie suivant une loi exponentielle de parametre 1, d’ou
P(r >t)=etetP(r € dt) = e 'dt.
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De plus, on a, en décomposant sur toutes les fragmentations possibles :

E(n(t — 7))P(r < t) = /Ot]E(n(t _ W)P(r € du).

Ainsi, il vient :

E(n( “t 19 / n(t — u))e"du. (2.3)
On dérive I’équation (2.3),
OE(n(t)) = —¢ '+ 2B(n(t —))e " +2 | "OE(M(t — u))e"du
=—e'+2"+2 / OE(n(t — u))e “du (1 particule initialement)
~t 4 9B (n(t)) - 2/ e "E(n(t — u))du (IPP)
et avec (2.3), on a,

OE(n(t)) = 2E(n(t)) — E(n(t))

et finalement,

OE(n(t)) = E(n(t)) et E(n(0)) = 1.
On a bien E(n(t)) = €.

Le modéle F-KPP est régit par ’équation suivante :

duu(t, z) — %c’ﬁxu(t, ) = u(t,z)(1 — ult, z)).

Les solutions sont de la forme :

II f(z+Xi(#)) etu(0,2) = f(x)

iEN(t)

ou f est une fonction bornée. De plus, si f = 1g,, alors :

u(t,z) =P(M(t) > x).
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Pour la condition initiale f = 1z, ,ona:

u(t,m(t) + x) = w(x)

oum(t) = /2t — %5 log(t) + C + o(1) et 3w" + v2uw' + w(w — 1) = 0.
De plus, u(t, r) = w(x — \/2t) est donc solution de F-KPP.

Grace a une programmation en Class, nous avons aussi mis au point un algorithme pouvant simu-
ler le modele F-KPP, adaptable a 1’équation de diffusion-fragmentation. Ainsi, on peut observer
dans la Figure 2.3 les trajectoires, la population et 'histogramme des positions a l'arrivée des
particules au temps maximum fixé.

1350

1500

1250

000

=D

00

=0

it}

15000 x
]
f
1Wa00 //."
/ /
5000 /

b ] ] 5 [ 1

FIGURE 2.3 - Trajectoires, la population et I'histogramme des positions a 'arrivée des particules
dans le modele F-KPP

Pour la population, la courbe rouge est la population attendue et la bleue celle obtenue. On a bien
une croissance exponentielle.
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Chapitre 3

Equation de diffusion-fragmentation

Pour modéliser les phénomenes de diffusion-fragmentation de facon plus complexe, il faut tenir
compte de la masse des particules. Nous noterons ¢(t, x, m) le nombre de particule de masse m,
a un endroit z, 4 un instant ¢.

Dans ce chapitre, on décrira le nouveau modele, I’équation qui le régit et un résultat trouvé. On
s’attachera dans la suite du parcours recherche a étudier, 'existence, 'unicité et tester d’autres
loi de durée de vie.

Notons une nouvelle fois que le terme de diffusion-fragmentation fait référence a une
diffusion spatiale. Il n’a pas le méme sens que celui rencontré dans [9], [4] et [1].

3.1 Modele de diffusion-fragmentation

* On considéere une particule a 'instant 0 et de masse ),

* Chaque particule a une durée de vie suivant une loi (qui peut dépendre de sa masse,
de sa position),

* Chaque particule suit une trajectoire brownienne,

* A la mort d’une particule de masse m, deux particules de masse m’ et m — m’ avec
0 < m’ < m naissent avec une probabilité p(m'|m),

* Les particules sont indépendantes entre elles.

Pour trouver ’équation régissant un tel modéle, nous adopterons en premier lieu une approche
discrete en temps, masse et position. Par simplicité, nous considérerons également que les parti-
cules se meuvent uniquement selon un axe. Nos notations seront les suivantes :

21



Institut

CHAPITRE 3. EQUATION DE DIFFUSION-FRAGMENTATION \V) ZFMCARTAN
3.1. MODELE DE DIFFUSION-FRAGMENTATION ARTEM

MINESNANCY

h le pas de notre processus discret (volontairement imprécis ici)
Cijk = ]E(C(Z, j, k))
o la probabilité de se mouvoir par unité de temps

p la probabilité de se fragmenter par unité de temps en une particule de masse inférieure

b SR S D S o

p(m/|m) la probabilité que lors d’une fragmentation, une particule de masse m se scinde
en deux particules dont une est de masse m/'.

Placons-nous a un instant £ dans le plan masse-position. La probabilité de changer de position
est alors oh et celle de se scinder ph. On a alors :

oh o )
Cijk+1l = Cijk + 7(0i+1,j,k + Cz’ﬂ,j,k) + Z hp(]\l)ci,l,j — phciji — ohc; j .

I=j+1
En effet, a I'instant d’aprés on a :
* ¢;;k ce quil y avait au temps précédent,
oh . L .
* 7(02'_;,_17]‘7]9 + ¢;_1,x) les particules qui viennent de gauche ou de droite,
o
* Y hp(jll)c;y j les particules de masse supérieure qui, en se scindant, ont généré une par-
I=j+1

ticule de masse 7,
* —phc; ;. les particules les particules qui se sont scindées,

* —ohc; i les particules qui ont bougé.

Ce qui donne alors :
oh

oo
Cijk+1 — Cijk = 7(0i+1,j,k + Cic1k — 26i k) + Z hp(j|l)cii; — pheijk.
I=j+1

De plus, si h = At/(Az)? = AmAt (a3 homogénéité prés), on a :

o0
Cijkt1 = Cijk O (Ciprjk + Cim1jk — 2Cij1) ,
A = B} A2 + Z Amp(]”)ci,l,j — PAMC; j -
t r I=j+1

Sous de bonnes hypothéses, on a :

Ope(t, x,m) = gaixc(t,x, m) + /Oop(m|m’)c(t, z,m)dm’ — a(m)c(t, x,m).

On peut réécrire I’équation ci-dessus de la facon suivante :
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o o0

Oc(t, x,m) — §8§xc(t,x, m) = / p(m|m/)e(t, z,m)dm’ — a(m)c(t, z,m).
m

Cette réécriture, si anodine soit-elle, permet de mettre en évidence 2 choses : une partie diffusion

(a gauche) et une partie fragmentation (a droite). A 'instar du cas discret, 'intégrale concerne les

particules de masse supérieures qui, lors de leur fragmentation, donnent naissance a une particule

de masse m et a(x) et le taux de fragmentation des particules de masse m.

Si a est constant, le taux de fragmentation est indépendant de tout parameétre.
Définition 3.1.1: Equation de diffusion-fragmentation

L’équation régissant le nombre de particules du modéle de diffusion-fragmentation est :

Ore(t,x,m) — %55956(15, T,m) = /Oop(m|m')c(t, x,m)dm’ —a(m)c(t,z,m).  (3.1)

m

3.2 Existence d’une solution par méthode de point fixe

Le but de cette section est de prouver I'existence d’une solution par méthode de point fixe. Pour
cela, définissons tout d’abord une fonction utile, appelée noyau de la chaleur, pour x et y réels et
t positif :

1
H(t,x,y) = fm‘f—( "

L’objectif de cette partie est donc de prouver la Proposition 3.2.1

Sur |0, T[xR x R*, I"équation

Osc(t,z,m) — %85300(25, T,m) = /OO p(m|m’)e(t, x, m)dm’ — a(m)c(t, z,m)

admet une unique solution.

3.2.1 Construction d’une suite grace au principe de Picard

Le but est de construire une suite de fonctions (u,, )y convergente, dont la limite vérifie le pro-
bleme :
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{ Lu= Fu
u(0,.,.) = uo(.,.) = Som (-, -)-

Initialisons la suite avec :

u’(t,z,m) = a € R.

k+1

Puis, pour £ € N*, on définit u comme la solution au probleme :

{ Lu = FuF
u(0,.,.) = up(.,.) = dom (s )

Par la formule de Duhamel [6], on a :
T
uF Tt 2, m) = / H(t,z — 2" )ug(x', m)dx’ + / / H(t—t,x — 2"\ Fu"(t', 2/, m)dadt .
R o Jr

Cette solution est appelée solution « mild ». Elle sont construites a travers la notion de semi-
groupes que nous n’expliquerons pas ici (cf. [6]).

Le but est de montrer que cette suite ainsi définie est de Cauchy (et donc construire une norme
associée). Pour ce faire, le plan est le suivant :

Trouver une relation entre 9, et Foy,

Trouver une relation entre F oy et 0y

*

*

* Montrer que la suite est contractante

* Montrer qu’elle est uniformément bornée
*

Montrer que la suite est de Cauchy.

Dans la suite, on pose :

Opi1 i= uFtt — ok

Ainsi, pour k € N*ona:

T
Spr1(t,x,m) = /0 /RH(t —t'x—a") For(t', «',m)da'dt’.

On verra par la suite que si on trouve une norme et une constante K < 1 telles que :
10kl < K10k,

alors la suite est de Cauchy a condition que ||u' — u°|| soit fini.
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3.2.2 Construction d’une norme et relation entre ||5;.1|| et ||d||

Pour toute méthode de point fixe, il est impératif de définir une métrique. On a construit une
norme L! en temps et L? en espace et en masse.

Notation 3.2.1

On définit sur Uespace des fonctions définies sur |0, T[xR x R la norme suivante :

. 1/2
Iste.zml = (| supliteompar)

Norme et relation entre ||J; 1 || et || F ||

Lemme 3.2.1: Relation entre |01 et || ol

Pour k entier naturel,

Okr1|| et || Fox| sont liés par U'inégalité :
[0k 41l < T'[|F -

Démonstration :

Ona:

T
Ops1(t,z,m) = /0 /RH(t —t' o — ") Fop(t', ', m)dz'dt’.

En réécrivant H = v H+/ H et en utlisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

T
Opr1(t,z,m) = /o /RH(SB — 2’ t —t)For(', ¢’ ,m)da'dt!

T
:/ /\/H(a:—x’,t—t’)\/H(x—x’,t—t’)]—'ék(x’,t’,m)dx’dt’
o Jr
T 2 1/2
< H(x — 2/t —t) d'dt’
< ([ [Vt w— o )

- ) 1/2
X (/ / \/H(x—x’,t—t’) f&k(m’,t’,m)de’dt'> :
0 Jr

On utilise désormais le fait que < / H = 1) ,on a donc :
R

T 2 1/2
Spr(t,z,m) < VT (/ / \/H(a: — 't —1) fék(x’,t’,m)2dx’dt’> :
o Jr
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On majore ensuite par le sup de Fdy, on le sort de 'intégrale et on utilise a nouveau le fait

que </ H = 1).Ilvient:
R

T 2 1/2
Opar(t,z,m) < VT (/ / \/H(m —a/;t —t') sup Fop(', ¢, m)zdx'dt/>
0 R !

T 2 1/2
< ﬁ(/ sup}"ék(x',t’,m)Q/ \/H(:c—x’,t—t’) dﬁdt’)

0 af R

T 1/2
<VT (/ sup |.7-"5k(a‘;,t’,m)\2dt’> :

0 x

On prend le supremum sur m et en élevant au carré, on a :

T
Sen(ti,m) <T ( [ supiFso.r. m>|2dt') |
0 zm

On peut également prendre le supremum sur le membre de gauche,

T
sup 61 (t,z,m)> < T </ sup |]-"5k(x,t',m)|2dt'> .

x,m 0

Désormais, on integre en temps de 0 a 7" et on sépare les intégrales indépendantes :

x,m

T
/ sup Opy1(t, z,m)?dt < (/ sup |.7:5k(x,t’,m)|2dt’> dt
0 x,m

T
donc, / sup Opy1(t, z,m)?dt < (/ sup | Fog(x, t',m)| dt)/ Tdt.
0

z,m 0

Finalement, on a :

z,m

T T
/ sup 611 (¢, z,m)dt < (/ sup |Fog(x, ', m)\%lt’) T°
0 0 zxm

et par la définition de la norme :

10k 1]l < T[| F o]
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Relation entre || Fd|| et ||0x|

Lemme 3.2.2: Relation entre || F0y|| et |||

Pour k entier naturel, || Féy|| et ||x|| sont liés par I'inégalité :

1F %] < 2sup a(m)[]|ox ]

Démonstration :

Comme F est un opérateur linéaire, on peut se contenter de faire les calculs pour Fc et
pas F0y.

Calculons alors || Fc||.

Ona:

T oo 2
| Fe|® = / sup ’/ b(m,m)c(t, x,m')dm' — a(m)c(x, t,m)| dt.
0 m

x,m

De plus, comme |a — b| < |a| + |b| implique que |a — b]* < |a|* + |b]? + 2|al|b

,alors :

2

T 00
| Fel|l* < / Sup(‘/ b(m,m')e(t, x,m")dm’
0 zm m

+ 2 '/OO b(m,m')e(t, x,m")dm’

la(m)c(t, z,m)| + |a(m)c(t, z,m) |2) dt.

Et encore :

2

T oo
| Fell? §/ sup‘/ b(m,m")c(t, x,m")dm/
0

+ 2sup a(m)c(t,x,m)/ b(m, m')e(t, z, m')dm’| + sup |a(m)e(t, z, m)[*)dt.

Examinons chacun des termes du second membre.

*1°" terme :
En prenant le sup sur c a l'intérieur de I'intégrale pour l'en faire sortir, il vient :

0o 2 00
sup | b(m,m")c(t, z,m")dm' Ssup/ b(m,m) sup c(t, z, m)dm’|*
z,m  Jm z,m |Jm m/
- 2
< sup |sup c(t,x,m')/ b(m, m’)dm’
x,m | m/ m
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Ensuite, on peut utiliser I'inégalité de produit pour le supremum et élargir 'intégrale de b
en partant de 0 car b > 0. Cela donne :

2
< sup

x,m

2 - )
sup ‘/ b(m,m")dm’

zm |Jm

/OO b(m,m")dm’
0

sup ‘/OO b(m,m')e(t, x,m")dm’

x,m

sup c(t, z,m’)

m/

2 2

sup

T,m

< sup
m

sup c(t, x,m’)

ml

Or comme / b(m, m")dm' = a(m), ona:
0

2

o 2
sup‘/ b(m,m')c(t,z,m')dm’| < sup|a(m)|*sup |c(t, z, m)|?.

T,m

*2°™M¢ terme :
En utilisant I’égalité du produit pour le surpremum, prenant le supremum de c a I'intérieur
de l'intégrale pour I'en sortir, il vient :

sup |a(m)e(t, x,m) /Oo b(m, m')e(t, x,m")dm’

< sup |a(m)c(t, x,m) |sup /OO b(m, m')c(t, x,m")dm/|

z,m zm |Jm

< sup |a(m)c(t, x,m) |sup / b(m, m') sup c(t, x,m")dm’

T,m zm |Jm m
[e.e]
< sup |a(m)e(t, z, m) |sup |sup c(t,x,m/)/ b(m,m’)dm’| .
T,m zm | m/ m

En réutilisant 'inégalité du supremum pour le produit et en élargissant 'intégrale de b en
partant de 0, il vient :

sup |a(m)c(t, x,m) /Oo b(m,m")c(t, x,m")dm/|

z,m m

a(m)e(t,z, m)

/OO b(m,m’)dm’

m

sup c(t, z,m’)

m/

sup

x,m

sup ‘

z,m

sup |c(t, z, m')| sup

T,m T,m

a(m)c(t, z,m)

/OO b(m,m')dm’
0
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En utilisant ’égalité utilisé pour le ler terme et en assemblant les termes, il vient :

sup |a(m)c(t, x,m) /oo b(m,m")c(t, x,m')dm/|
a(m)e(t, x,m) sup |c(t, z, m)| sup [a(m)]

T,m z,m

< sup |a(m)|sup [c(t, x,m)|sup [c(t, x, m)|sup [a(m)]|
x,m T,m x,m
< sup|a(m)[* sup |e(t, z,m)|*

*3°m terme :
On a simplement :

sup [a(m)e(t, z,m)|* < sup [a(m)[* sup |e(t, z, m) 2
x,m

T,m T,m

En remplacant dans I'inégalité de départ, on obtient :
T
1Fell* < / 4sup |a(m)|*sup |e(t, z,m)|*dt = 4sup|a(m) || c]|*.
0 m T,m m

D’ou par linéarité de F, on a:

176]1* < 4 supa(m)[*]| ]

Conclusion

Nous pouvons des lors établir une relation entre 0541 et ;. Celle-ci est est I’élément clef pour
montrer que la suite est de Cauchy.

Pour k entier naturel, I’inégalité suivante est vérifiée

10k+1]| < K|k avec K < 1

si, et seulement si,

2sup,,, |a(m)|’
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Démonstration :

D’apres les Lemmes 3.2.1 et 3.2.2, on a :

0kl < T F0k ] et [ Fok]l < 2sup [a(m)]]|ox]

d’ou, en les combinant,

181l < K5]) avec & = 2T sup |a(m)].

1

Ainsi, K < 1 estéquivalenta 7’ < ——.
2sup,,, [a(m)|

3.2.3 Convergence de la suite J;

Pour montrer que la suite est de Cauchy, nous devons montrer que

||U1 - Uo||

est fini. Montrons un résultat plus fort que nécessaire pour montrer que la suite de Cauchy.
Lemme 3.2.3

1
Danslecasoul’ < ——— ,ona:

2sup,, |a(m)

sup ||u*|| < +oo.
k

Démonstration :

Comme u° est constante, on a que ||u°|| < +oco.
Pour k € N*, on avait :

T
uF Tt 2, m) :/H(t,x—x’)uo(x’,m)dx’+/ /H(t—t’,x—a:’)}"uk(t’,x',m)d:c’dt’.
R o Jr

On a déja montré que :

I /T/ H(t— 1, — 2\ Fub (¢, 2, m)da’dt|| < K|[u"|.
0 R
De plus,
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/ H(t,x — 2" ug(z',m)dz’ = / H(t,z — 2o p(2',m)da = H(t,2)dp (m).
R R
Or, comme ||Hdy|| := A < 00, on a pour tout k strictement positif :

[t < A+ Kfu®.

Par récurrence, il vient, pour tout £ € N* :

k
It < A0 KE 4+ K[l

i=1
Comme K < 1, A fini et ||u°|| < oo, pour tout k € N*:

|u*| < R € R.

On a donc bien || sup,, u*|| < +oo.

1
Dans le cas ou T < ————————, la suite (0 )ken est de Cauchy.
2sup,, |a(m)

Démonstration :

On a montré précédemment que :

[l — [ < KJu® — o).

D’ou,

[ — | < K lut = u?)].

Montrons que la suite est de Cauchy. Soit (p, ¢) € N2,

p—1
lu? —ut] = || Yo — )|
k=q

p—1
< 37 ||uFt — u¥|| (Inégalité triangulaire)
k=q

p—1
< Y K¥||lu' — u°|| (Proposition 2.2.2 par récurrence)
k=q
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p—1
<l — | Y K",
k=q

Ainsi, la suite est de Cauchy si ||u' — u°|| < +o00 (le second terme est le reste d’une série
convergente).
Comme ||u' — u°|| < [Ju'|] + ||u’|| et par le résultat précédent, la suite est de Cauchy.

Finalement, comme I’espace est complet, la suite converge. Ainsi, si u := lim u*, alors ||u|| < R
k
—00

et par continuité des opérateurs L et F, u vérifie le probléme et est donc solution. Nous avons
donc bien prouver I'existence et I'unicité d’'une solution a I’équation pour un temps suffisamment
petit.

3.2.4 Passage du temps court en temps long

Pour montrer que la solution existe pour 7' > 1/2sup |a(m)
en considérant de nouvelles conditions initiales u(7', ).

, on peut procéder par recollement

Or, la norme que nous utilisons sur [0, 7'] ne nous permet pas d’affirmer quelque chose sur u(7', z),
il faut faire appel a des théorémes d’analyses fins permettant de faire le lien entre les normes de
différents espaces. Nous n’avons pas eu le temps d’aborder cette partie il faudrait la traiter pour
avoir I'existence de la solution sur un temps arbitrairement grand.
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Chapitre 4

Simulation numérique pour différents
noyaux de fragmentations

Comme nous I’avons vu précédemment, un élément important de I’équation de diffusion-fragmentation
est le noyau de fragmentation. Nous en avons testé quelques uns parmi les plus classiques, a sa-
voir :

* Noyau de fragmentation d’équi-répartition
* Noyau de fragmentation aléatoire

* Noyau de fragmentation fixe.

Afin de fixer les idées idées, nous travaillerons ici avec une loi de vie exponentielle de densité :

m __my

flt) = e

mo

ou m est la masse de la particule et m( un parameétre. Rappelons que c’est la densité de probabilité
de la durée de vie d’une particule de masse m (apres ce temps, elle se fragmente).

4.1 Noyau de fragmentation d’équi-répartition

Ce noyau de fragmentation est le plus intuitif. Lors d’'une fragmentation, la particule se scinde en
deux particules de masses égales.

Ainsi, ce noyau est défini par :

Vm € R+,p($’m) = Om/2-

Nous présentons le résultat sous forme de différents graphiques évoluant au cours du temps.
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Institut

4.1. NOYAU DE FRAGMENTATION D’EQUI-REPARTITION ARTEM
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FIGURE 4.1 - De gauche a droite : Evolution du nombre de particules en fonction de la masse et
de la position, histogramme des masses, histogrammes des positions. (Pour un noyau aléatoire)

On observe ainsi sur le plan Masse-Position une « bosse » qui se déplace vers les masses plus
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4.2. NOYAU DE FRAGMENTATION ALEATOIRE ARTEM

petites (les particules se cassent en d’autres nécessairement plus petites, c’est donc attendu).

Sur la deuxiéme colonne, on peut observer la répartition des masses au cours du temps, il s’agit
d’une vue horizontale de la premiere image. La bosse n’est pas symétrique et grossit au cours du
temps.

Sur la troisieme colonne, on observe les positions qui tendent a se distribuer normalement autour
de 0 (propriétés du mouvement brownien).

On observe des stries dans les histogrammes de masses et dans le plan Masse-Position. Cela est du
au fait que ce noyau de fragmentation ne donne naissance qu’a des particules de masse puissance
entiére de 1/2. Notons également que le fait que les stries soient également réparties est du a
I’échelle logarithmique en masse.

4.2 Noyau de fragmentation aléatoire

Ce noyau décrit une situation dans laquelle, lors d’une fragmentation, une particule de masse
m se casse en deux particules de masses aléatoires (i.e. une particule de masse Um et une autre
(1 — U)m ou Usuit une loi uniforme sur [0,1]).

Mathématiquement, cela donne :

1
Vm € R+,p(x,m) = 71w<m~
s
En d’autres termes, la loi de la masse fille est une loi uniforme sur [0, me)-

On observe cette fois ci une répartition continue de la masse. Néanmoins, le comportement glo-
bal demeure le méme. Entre autre, on observe toujours cette distribution normale des positions
et cette bosse asymétrique dans la distribution des masses.

Les distributions asymptotiques tendent a étre les mémes.
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4.2. NOYAU DE FRAGMENTATION ALEATOIRE ARTEM

Institut
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FIGURE 4.2 - De gauche a droite : Evolution du nombre de particules en fonction de la masse et
de la position, histogramme des masses, histogrammes des positions. (Pour un noyau aléatoire)
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4.3. NOYAU FIXE ARTEM

4.3 Noyau fixe

L’idée est qu’a chaque fragmentation, on veut découper la particules en 2 particules différentes
mais que cette découpe soit fixe pour toutes les fragmentations.

Autrement dit, pour « €]0, 1], on veut une particule de masse am et une de masse (1 — a)m,

Vm € R+,p(x]m) = 5ozm-

On a simulé un exemple pour o = 0, 8.
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10 00
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»
o o
10 10 10 1 107 10° R 0 5 o 3
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10 00
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“ EY
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Position
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[
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200

150
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t=70
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200

150
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[}
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4.4. CONCLUSION ARTEM

=90

t=90

250

200

150

100

FIGURE 4.3 — De gauche a droite : Evolution du nombre de particules en fonction de la masse et
de la position, histogramme des masses, histogrammes des positions. (Pour un noyau fixe)

On observe ainsi exactement le méme comportement que pour le noyau aléatoire.

4.4 Conclusion

Nous n’avons mentionné ici qu’un seul type de durée de vie, néanmoins, nous n’avons constaté
de durée de vie pour laquelle le comportement asymptotique serait impacté.

Meéme si le noyau peut jouer sensiblement au début, il n’influe, d’aprés nos simulations, quasiment
pas sur le régime asymptotique du comportement.
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Chapitre 5

Simulation numérique pour différentes
durées de vie

Lors de ce parcours recherche, nous nous sommes concentrés sur un type de durée de vie en par-
ticulier, a savoir pour a > 0 et pour tout m > 0; la densité du prochain temps de fragmentation
est

fa) = (g})ae‘(%)at.

Nous avons cherché a savoir comment évoluait le groupe de particules formé en fonction de «.
Nous avons tout d’abord étudier 1’évolution de la population en fonction du temps et par la suite
observer une indépendance numérique entre la diffusion des particules et leur durée de vie.

Notons qu’avec cette durée de vie, une particule de masse m vie en moyenne un temps égal a

m
plus « est grand, plus sa durée de vie sera importante et moins la population évoluera.

«
(m) . De plus, toutes les masses sont plus petites que la masse totale M = 1. A masse égale,

5.1 Evolution de la population en fonction du temps

On note n(t) le nombre de particules a I'instant .

5.1.1 Approche heuristique pour o = 0 et pour o # 0

On se place dans le cas simplifié d’'un noyau de fragmentation binaire.
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5.1. EVOLUTION DE LA POPULATION EN FONCTION DU TEMPS ARTEM

Casa =0

Si o = 0, chaque particule a une espérance de vie indépendante de sa masse et égale a 1. Suppo-
sons que les particules vivent exactement pendant le temps indiqué par leur espérance. De cette
facon, on a:

* n(0) =1
* n(l) =2
* n(2) =4
* n(3) =8.
Plus généralement, on s’attend a :
*x n(k) = 2.

Ainsi, on s’attend ainsi a avoir un comportement de type exponentiel.

Casa # 0

e
Une particule de masse m a d’apres les propriétés d’une loi exponentielle une durée de vie <m0>
en moyenne. m
La premiére particule meurt a ¢t = (mg/m)® et créé deux autres particules de masse 1/2. Aprés
un temps (mo/(1/2))* aprés leur naissance, les deux particules meurent et ainsi de suite.

n—1
En généralisant, 2 un temps » (mg/(1/2'))* on a 2" particules. Autrement dit,

(&) ) -

En réércivant cette équation, il vient :

n=1 \
n (m8 Z 2’“) = 2"
=0
On reconnait une somme géomeétrique,

20m — 1
n(mﬁQa—l):T.

mgy
et en renommant les constantes (| 3 := 50 1)’ ona:
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5.2. RESOLUTION THEORIQUE DESCAS o = 0 ETax = 1

n (52" —1)) = 2".
Asymptotiquement, n serait donc du type :

n(t) oc (B71)Ve,

5.2 Résolution théoriquedescasa =0eta =1

Dans le cas d’un noyau fixe, I’équation de diffusion fragmentation devient :

e () - (2
Ore(x,t,m) 8mc(x,t,m)—<m0 c(x,t,2m) o c(x,t,m).

5.2.1 Equation de la population

Dans le cas du noyau d’équi-répartition, la dérivée temporelle de la variation est donnée par :
m «
on(t) = / / (—) c(x,t,m)dzdm.
R JR \ My

Démonstration :

Il suffit de remarquer que

n(t) :/R/Rc(m,t,m)dmdm

et d’intégrer par partie ’équation de la fragmentation diffusion.

Cette équation est a la base de la résolution théoriques des deux cas suivants.

52.2 Casa=0

Pour o = 0, I’évolution de la population est exponentielle, elle est donnée par :
n(t) = €.

41
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5.2. RESOLUTION THEORIQUE DESCAS o = 0 ETax = 1 ARTEM

éFﬂCARTAN

Démonstration :

Dans le cas ou a = 0, I’équation de la population devient :

on(t) :/R/Rc(a:,t,m)da:dm.

Or, on a que:

n(t) :/R/Rc(x,t,m)dxdm.

L’équation devient donc :

on(t) = n(t).

En intégrant cette EDO avec la condition initiale n(0) = 1, il vient :

n(t) = €.

On obtient avec notre algorithme la courbe suivante :

—— Mombre obtenu
20000 A Courbe théorigue

15000 A

10000 A

Population

5000 A

Emps

FIGURE 5.1 - Simulation numérique avec notre algorithme pour o = 0.
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5.2. RESOLUTION THEORIQUE DESCAS o = 0 ETax = 1 ARTEM

523 Casa=1

Dans le cas o = 1, la croissance est linéaire. Plus précisément, on a :

M
n(t) = —t+ 1.
mo

Démonstration :

L’équation de la population devient :

on(t) //—cta:mdxdm
R M

Or, avec M la masse total du systéme (conservatif), on a également :

M://mc(t,x,m)dxdm.
R JR

Dongc, il vient :

M
on(t) = —.
in(t) o
Finalement, avec n(0) = 1, on obtient :
M
n(t) = —t+ 1.
mo

En simulant la croissance avec notre algorithme, on obtient la courbe suivante :
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CHAPITRE 5. SIMULATION NUMERIQUE POUR DIFFERENTES DUREE%@{@EF@CARTAX

5.3. RESULTATS POUR D’AUTRES VALEURS DE o ARTEM

100 —— Mombre obtenu
Courbe théorigue
B0
(=]
2 g0
]
H
£ P
} -r)/_/_,—'-‘
F
r-/-'J
o{ =
0 20 40 50 B0 100

Emps

FIGURE 5.2 — Simulation numérique avec notre algorithme pour oo = 1

5.3 Reésultats pour d’autres valeurs de «

Nous avons choisi quelques valeurs de o pour mener a bien nos simulations numériques. Ici, nous
testerons o« = 0.1, 0.5, 0.8, 1.3, 1.5, 2, 3.

FIGURE 5.3 — Evolution de la population pour des valeurs de « différentes, de gauche a droite :
0.1,0.5,0.8,1.3,1.5,2 et 3.

Nous pouvons d’ores et déja remarquer le point important de ce parcours que pour les valeurs de
a > 1, la fonction n(t) est concave alors que pour les autres valeurs, elle est convexe. Il s’agira
de quantifier cela dans la partie suivante.

Notons que pour des petites valeurs de a, il est difficile de simuler le processus sur un long temps
avec le grand nombre de particules créé.

Gaetano AGAZZOTTI 44
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5.4. VALIDATION NUMERIQUE DE L’HYPOTHESE ARTEM

5.4 Validation numérique de ’hypothese

L’approche heuristique nous améne a supposer asymptotiquement que I’évolution de n(t) est de
la forme n(t) = ((2* — 1)t)s.

Pour « vérifier » ceci, nous allons tout d’abord tracer le graphique de la population en échelle
log-log. Ainsi, si, 'hypothése est correcte, nous devrions avoir :

In(n(t)) = a 'In(B) + a ' In(t).

Si asymptotiquement, nous obtenons une droite (signe que la fonction est polynomiale) alors la

pente devrait étre donnée par L.

Comme mentionné auparavant, nous avons di utiliser différentes échelles de temps pour les dif-
férentes valeurs de . Il est impossible de simuler sur des grands temps des valeurs de « petites.

En effectuant les regressions linéaires, nous obtenons ceci :

FIGURE 5.4 - Evolution de la population pour des valeurs de « différentes, de gauche a droite :
0.1,0.5,0.8,1.3,1.5,2 et 3.

Les coefficients trouvés sont trés proches de 1/«. Maintenant, tragons sur le graphe de n(t) la
fonction « attendue » (y = ((2% — 1)¢)=).
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CARTAN
5.5. INDEPENDANCE NUMERIQUE DE LA DIFFUSION, DE LA MASSE ET DE LA DUREE DE VIE ARTEM Fﬂ

1600 | — ombre obtenu
10
200

FIGURE 5.5 — Courbes théoriques et experimentales pour les mémes «

L’hypothese de 'approche heuristique est donc validée pour des o standards. Pour les tres pe-
tites valeurs de «, on voit qu’un écart important existe entre la valeur théorique et la prédiction
numérique. Nous émettons alors deux hypotheses.

Premiérement, le pas pourrait étre trop petit pour « suivre la cadence » de fragmentation réelle.
En effet, dans un pas, une particule ne peut se casser qu’une fois tandis que qu'une particule en
temps continu pourrait se casser plusieurs fois.

La seconde explication pourrait étre théorique, si la prédiction s’avére correcte, alors il existe une
discontinuité de comportement en o = 0. Cette discontinuité pourrait se manifester ainsi.

5.5 Indépendance numérique de la diffusion, de la masse et
de la durée de vie

Le mouvement des particules n’étant pas lié a leur masse, il parait « logique » que les particules,
quelle que soit leur masse, se diffusent de la méme maniere.

Nous avons testé numériquement ceci en observant la diffusion des particules en fonctions de
leur masse. Plus précisément, nous avons regardé la distribution spatiale des masses pour les
4 quartiles de masse différents. Pour avoir un nombre de particule suffisant pour construire un
histogramme, nous avons pris des valeurs de « plutét « petites ».

Voici le résultat :

Histarammes des positions pour

n
B}
w

n

F1GURE 5.6 — Diffusion des particules pour o = 0.1, 0.3, 0.5, 1 pour 7" = 30.
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5.5. INDEPENDANCE NUMERIQUE DE LA DIFFUSION, DE LA MASSE ET DE LA DUREE DE VIE ARTEM Fﬂ

On observe ainsi une distribution se rapprochant d'une normale d’autant plus que le nombre est
grand, i.e. que « est petit.

On observe donc que quelque soit «, les particules, quelle que soit leur masse, se diffusent de la
méme facon.

Gaetano AGAZZOTTI 47



Chapitre 6

Bilan et Perspectives

Pendant ce parcours, nous avons au début essayé d’assimiler les objets mathématiques mis en jeu
tels les processus de Galton-Watson, le mouvement brownien et le modéle F-KPP.

Par la suite, nous avons construit le modéle de diffusion-fragmentation et prouvé I'existence d’une
solution pour un temps suffisamment petit.

Nous avons également mis au point un algorithme permettant de simuler les processus de fragmentation-
diffusion, construit pour fournir toutes les données dont nous avons besoin. Grace a celui-ci, nous

avons pu tester différentes dépendances/indépendances entre la masse, la durée de vie, la diffu-

sion, etc...

Finalement, par la résolution de deux cas théoriques et par une approche heuristique, nous avons
émis une hypothése qui semble vérifiée numériquement dans de nombreux cas.

De nombreuses questions restent ouvertes apres cette année de parcours recherche.

Premiérement, il faudrait faire le recollement théorique de la solution pour passer de temps court
en temps long. On aurait ainsi I'existence d’une solution pour un temps arbitrairement long.

Deuxiémement, il faudrait essayer de résoudre théoriquement I’équation de la population et va-
lider (ou invalider) I’hypothese numérique et heuristique émise. De plus, si elle était vérifiée, il
faudrait étudier la différence de comportement en o = 0.

Enfin, il faudrait redémontrer les cas théoriques pour des noyaux de fragmentations quelconques.
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Chapitre 7

Annexes

7.1 Processus de Galton-Watson

Listing 7.1 — Code pour simuler le processus de Galton Watson

# -*- coding: utf-8 -*-

nmmon

Created on Sun Oct 17 21:33:17 2021

@author: gaeta

mnmmon

from random import *

import matplotlib.pyplot as plt

from tkinter import *

from numpy.polynomial import Polynomial

L=[(0.2,0),(0.3,1),(0.5,2)]
def proba(L):

alea=random()
proba_cum=0
for i in L:
if proba_cum<alea and alea<proba_cum+i[O0]:
return i[1]
proba_cum+=1[0]
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28

29

30

31 class ArbreGW():

32

33 def __init__(self,L,nmax=15):

34

35 self.loi_proba=L

36 self.sortie=[[(0,1)]]

37 self.z=[1]

38 self.gen max=nmax

39

40

41 self.h,self.1=700,1300

42 self.fen=Tk()

43 self.can=Canvas(self.fen,height=self.h,width=self.1,bg="white’)

44 self.bouton=Button(self.fen,command=self.graphique,text="Graphique’)

45 self.boutonl=Button(self.fen,command=self.simulation, text="Simulation’
)

46 self.entree=Entry(self.fen)

47 self.bouton2=Button(self.fen,command=self.OK, text="0K’)

48

49

50 self.strvar=StringVvar()

51 self.lab=Label (self.fen, textvariable=self.strvar)

52

53

54

55 self.lab.pack()

56 self.entree.pack(side=BOTTOM)

57 self .bouton.pack(side=BOTTOM)

58 self.boutonl.pack(side=BOTTOM)

59 self.bouton2.pack(side=BOTTOM)

60 self.can.pack()

61 self.fen.mainloop()

62

63

64 def simulation(self):

65 print(’b’)

66 self.sortie=[[(1,1)]]

67 self.Z=[1]

68 i=1

69 while i<self.gen_max and self.Z[-1]!=0:

70 #print(i, ’pop tot:’, self.Z)

71

72 Zn=0

73 fils=[]

74 for j in range(len(self.sortie[-1])):
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#print(’sortie’,self.sortie[-1],’j=",])
alea=proba(self.loi_proba)
Zn+=alea
if alea!=0:
for k in range(l,alea+1):
fils.append((k,j+1))
if len(fils)>0:
self.sortie+=[fils]
self.Z.append(Zn)
i+=1

def graphique(self):
self.can.delete(’all’)
k=1
r=2
a=self.h
b=self.1/(len(self.zZ)+1)
self.can.create_oval(b-r,int(a/2)-r,b+r,int(a/2)+r,fill="black’)
o=1
for i in range(1l,len(self.sortie)):
Zn=self.Z[i] #3
a_bis=int(a/(Zn+1)) #a/4
b_bis=int ((k+1)*b)
print(100* ((a/(Zn+1))-a_bis)/a_bis, ’% cart ’)
print(a_bis,a/(Zn+1))
for j in range(1,Zn+1):
self.can.create_oval(b_bis-r,j*(a_bis)-r,b_bis+r,j*(a_bis)+r,
fill="black’)
self.can.create_line(b_bis,j*a_bis,b_bis-b,self.sortie[i][]
-1][1]*(int(a/(self.Z[i-1]+1))))
k=k+1
#print (int(100*i/len(self.sortie)),’%’)

def OK(self):
self.gen_max=int(self.entree.get())
self.strvar.set(str(’Nmax="+str(self.gen_max)))

GW=ArbreGWw (L)

7.2 Modele de diffusion-fragmentation

Listing 7.2 — Code pour simuler le processus de diffusion-fragmentation

import numpy as np
from random import

*
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import matplotlib.pyplot as plt
from sklearn.linear_model import LinearRegression

def lin(start, stop, step=0.01):

nman

Like np.linspace but uses step instead of num
This is inclusive to stop, so if start=1, stop=3, step=0.5
Output is: array([1l., 1.5, 2., 2.5, 3.])

nmnnn

return np.linspace(start, stop, round((stop - start) / step + 1))

def noyau_frag(m):
a=random()
return 0.9 m,0.1*m
#return a*m, (1-a)*m

pas=0.5
tmax=50
mO=1

alpha=0.

#essayer avec 0.1 0.5 1

1

mass_init=1

class particule:

def

def

__1init__(self,pas,temps=0,x0=0,branchement=0,masse=1): #il faut mettre

temps=pas

self.t=temps#-pas

self.x=x0

self.h=pas

self.hist=[None] *round(self.t/pas)+[self.x] #rajouter temps* [None]
pour branchement

self.b=branchement #nombre de branchement subis

self.masse=masse

avance(self):

global nuage,m0,alpha #commande dessous : exponentielle de parametre m
Plus m devient grand plus esperance de vie diminue.
# A DECOMMENTER SI TENIR COMPTE DE LA MASSE
if random()<1-np.exp(-self.h* (self.masse/m0)**alpha) and len([i for i
in self.hist if i!=None])>1: #je rajoute une conition pour pas qu’
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elle ne se splite des la naissance, sinon branchement plus que

diadique

masse_mere,masse_fille=noyau_frag(self.masse)

nuage+=[particule(self.h,self.t,self.x,self.b+1,masse_fille)]

self.b+=1
self.masse=masse_mere

self.x=round(self.x+np.random.normal(0,self.h**0.5),2)

self.hist+=[self.x]
self.t=round(self.t+self.h,2)

temps=1in(0, tmax, pas)

p=particule(pas,0,0) #cr ation premi re particule

nuage=[p]

nombre=[len(nuage)] #liste qui contient n(t) pour t variant

for i in range(round(tmax/pas)): #je parcours le temps

nombre+=[len(nuage)] #evolution du nombre de particule
nuage_bis=nuage#.copy() #sinon a chaque branchement on ajoute a nuage et

ca n’en finit jamais

for j in nuage_bis:
j.avance()

if (i/round(tmax/pas)*100)%5==0: #affichage du pourcentage d’avanc e
%)

print(100*i/round(tmax/pas),’
print (nombre[-1])

#REGRESSION LINEAIRE EN LOG LOG
logt, logn=np.log(temps),np.log(nombre)

pourcentage=.1

tronc=int (pourcentage* len(temps))

reg=LinearRegression().fit(logt[tronc:].reshape(-1,1),logn[tronc:].reshape

(-1,1))
a,b=reg.coef [0][0],reg.intercept_[O0]

print(’regression a partir de :’,logt[tronc])

print(’Coefficient de la regression
exp(b))

>

,a, 0rdonn e

1\’origine

:’,b,np.
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plt.figure(figsize=(10, 10), dpi=80)

logt,logn=np.log(temps),np.log(nombre)

plt.plot(logt,logn,label="1log(population)’)

plt.axvline(logt[tronc], label="Axe partir duquel les donn es sont prises
en compte pour la RL’)

plt.plot(logt,a*logt+b,label="Regression linaire avec ’+str(100-100*
pourcentage)+’ % des donn es’)

plt.legend()

plt.xlabel(’log(temps)’)

plt.ylabel(’log(population) ’)

plt.title(’log(Population)=f(log(temps)) avec regr ssion linaire. \n
Coefficient ’+str(round(a,4)))

plt.show()

#AFFICHAGE POPULATION EXP. VS. THEORIQUE

plt.plot(temps,nombre, label="Nombre obtenu’)

print (alpha)

plt.plot(temps, [((2**alpha - 1)*i)**(1/alpha) for i in temps],label="Th orie’
)

plt.xlabel(’Temps’)

plt.ylabel(’Population’)

plt.legend()

plt.show()

#AFFICHAGE DE LA DIFFUSION DES PARTICULES EN FONCTIONS DES MASSES
masse=[i.masse for i in nuage]
quant=[0]+quantiles(masse,n=4)+[max(masse) ]
print (quant)
for i in range(len(quant)-1):
print(len([j.x for j in nuage if (j.masse<quant[i+1] and j.masse>quant[i])
1))
plt.hist([j.x for j in nuage if (j.masse<quant[i+1] and j.masse>quant[i])
],bins=np.linspace(-20,20,100) ,histtype=’"step’, label="%.5f <masse< %.5
f’%(quant[i],quant[i+1]))

plt.legend()

plt.xlabel(’Position’)

plt.title(’Histgrammes des positions pour diff rentes masses avec alpha =’+
str(alpha))

plt.savefig(’Nouveau Dossier/’+’0_1")

plt.show()
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