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SCIENCE

◦◦◦•◦◦••

Récurrence n÷thérienne pour le
raisonnement de premier ordre

Sorin Stratulat 1

La récurrence nœthérienne est un des principes les plus généraux de raisonne-
ment formel. Dans le cadre du raisonnement de premier ordre, nous présentons une
classification de ses instances pouvant être partagées en instances basées sur des
termes et des formules. Nous donnons un aperçu du raisonnement par récurrence
nœthérienne basée sur des termes et sur des formules, puis nous établissons des re-
lations entre eux. Enfin, nous présentons une méthodologie pour la certification du
raisonnement basé sur des formules à l’aide de l’assistant de preuve Coq.

Introduction

Le raisonnement par récurrence est bien adapté pour valider des propriétés sur
des structures de données non-bornées, comme les naturels et les listes, ainsi que des
spécifications basées sur des fonctions récursives (protocoles, algorithmes distribués,
etc). Sa force réside dans la possibilité d’utiliser des formules dont on n’a pas besoin
de montrer la validité, en tant qu’hypothèses de récurrence.

Un des principes les plus généraux du raisonnement par récurrence, la récurrence
nœthérienne, utilise des ordres nœthériens (ou bien fondés) pour garantir l’applica-
tion correcte des hypothèses de récurrence.
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Définition 3 (le principe de récurrence nœthérienne). Étant donné un ensemble
(potentiellement infini) E muni d’un ordre nœthérien <, le principe de récurrence
nœthérienne peut être formalisé par la formule d’ordre supérieur suivante :

(1) ∀ϕ,(∀m ∈ E ,(∀k ∈ E ,k < m ⇒ ϕ(k))⇒ ϕ(m))⇒∀p ∈ E ,ϕ(p),

où ϕ est un symbole de prédicat quantifié universellement.

Le principe de récurrence nœthérienne permet de vérifier si une propriété définie
sur les éléments de l’ensemble E est satisfaite par tous les éléments de E . Ainsi, pour
une propriété ϕ et un élément m ∈ E donnés, toute formule ϕ(k), avec k < m, peut
être utilisée dans la preuve de ϕ(m), en tant qu’hypothèse de récurrence. L’argument
de correction est donné par la propriété de l’ordre nœthérien < qui interdit toute
suite infinie strictement décroissante d’éléments de E . Ce principe se démontre sim-
plement par contradiction si on suppose qu’il y a un élément x0 ∈ E qui ne satisfait
pas ϕ , alors il existe par contraposition un élément plus petit x1 ∈ E qui ne satisfait
pas ϕ . On peut raisonner sur x1 comme on avait fait pour x0 pour déduire qu’il y a un
élément x2 de E plus petit que x1 et qui ne satisfait pas non plus ϕ , etc. On conclut
ainsi qu’il y a une suite ... < x2 < x1 < x0 strictement décroissante infinie d’éléments
de E qui ne satisfont pas ϕ . Ceci contredit le fait que < est un ordre nœthérien.

Nous nous sommes intéressés à l’application du principe de récurrence nœthé-
rienne dans le raisonnement de premier ordre. Ceci se résume à produire des ins-
tances de premier ordre de la formule (1). Dans le reste de l’article, nous allons
d’abord classifier ces instances selon une taxonomie que nous avons proposée pour
la première fois dans [35] et qui prend en considération les cas où les éléments de E
sont soit des termes, soit des formules de premier ordre. Ensuite, nous établissons des
relations entre ces deux situations, puis nous faisons un état de l’art des principes de
récurrence nœthérienne basés sur des termes et sur des formules. Enfin, nous mon-
trons comment formaliser et certifier le raisonnement basé sur des formules à l’aide
de l’assistant de preuve Coq [42], en résumant la méthodologie présentée dans [37].

Instances basées sur des termes et
sur des formules de premier ordre

Comme exemple illustratif, on va prouver par récurrence la conjecture

(2) x+0 = x, pour tout naturel x

à partir des axiomes

0+ x = x, pour tout naturel x(3)

S(x)+ y = S(x+ y), pour tout naturel x et y(4)
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qui définissent l’addition ‘+’ sur les naturels à l’aide des symboles de constructeurs
0 et S (la fonction ‘successeur’). ‘=’ est le seul symbole de prédicat et les formules
sont des égalités de la forme s = t.

Durant les preuves, on va employer un raisonnement dit équationnel qui implé-
mente le principe de Leibniz de remplacements des égaux par des égaux [2] en
utilisant les parties gauche et droite des égalités. Les variables sont implicitement
quantifiées universellement.

On va prouver n+ 0 = n pour un naturel n arbitraire qui peut être soit 0, soit le
successeur d’un autre naturel n′. Dans le premier cas, 0+0 = 0 est une instance de
l’axiome (3) lorsque x est 0. Dans le deuxième cas, S(n′)+0 = S(n′) est équivalent
à S(n′+ 0) = S(n′) si on remplace la partie gauche par la partie droite de l’égalité
S(n′)+0 = S(n′+0), qui est une instance de (4) lorsque x est n′ et y est 0. L’hypo-
thèse de récurrence n′+0 = n′ permet de remplacer S(n′+0) par S(n′) afin d’obtenir
l’identité S(n′) = S(n′) et de finir la preuve.

L’usage correct de n′ + 0 = n′ peut être justifié par deux instances différentes
du principe de récurrence nœthérienne, lorsque les éléments de l’ensemble E de la
Definition 3 sont i) des (vecteurs de) termes, ou ii) des formules de premier ordre.
Pour faire la distinction entre les ordres employés dans les deux cas, on va dénoter
< par <t pour le premier cas, et par < f pour le deuxième cas.

Récurrence nœthérienne basée sur des termes (RNT). Lorsque E est un ensemble
de vecteurs de termes, (1) devient une formule de premier ordre si ϕ est fixé à un
symbole de prédicat de premier ordre donné. L’instance de (1) obtenue ainsi est :

(5) (∀m ∈ E ,(∀k ∈ E ,k <t m ⇒ ϕ(k))⇒ ϕ(m))⇒∀p ∈ E ,ϕ(p)

où les symboles supralignés représentent des vecteurs de termes.
Un exemple de principe de RNT est celui de Peano : pour prouver une formule

P(x) pour tout naturel x, il est suffisant de la prouver pour x étant 0, puis S(x′), où
x′ est une nouvelle variable naturelle. Dans le deuxième cas, le principe de Peano
permet d’utiliser P(x′) en tant qu’hypothèse de récurrence parce que x′ <t S(x′) lors-
qu’on prend <t comme étant la relation « plus petit que » sur les naturels.

Exemple 1 (La preuve de x+0 = x par récurrence de Peano). Dans notre exemple,
on définit P(x) en tant que l’égalité x+0 = x. L’hypothèse de récurrence fournie par
le principe de Peano dans la preuve de P(S(n′)) est P(n′), i.e., n′+0 = n′. C’est ce
qui a été demandé.

D’autre part, n′+ 0 = n′ peut être aussi définie comme hypothèse de récurrence
légitimée par des principes de récurrence nœthérienne basés sur des formules,
comme c’est expliqué ci-dessous.
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Récurrence nœthérienne basée sur des formules (RNF). Cette fois-ci, les élé-
ments de E de (1) sont des formules de premier ordre. Dans ce cas, ϕ est un symbole
de prédicat de second ordre puisqu’il a des formules de premier ordre comme argu-
ments. Pour que (1) devienne une formule de premier ordre, une solution serait de
définir ϕ comme étant la relation d’identité de second ordre telle que ϕ(x) = x, pour
toute formule de premier ordre x ∈ E . L’instance de la formule (1) est dans ce cas :

(6) (∀m ∈ E ,(∀k ∈ E ,k < f m ⇒ k)⇒ m)⇒∀p ∈ E , p

Le principe de RNF ainsi obtenu dit qu’on a le droit d’utiliser une formule k dans
la preuve d’une autre formule m si k est plus petite que m.

Exemple 2. Le principe de RNF peut s’appliquer lorsque la preuve x+0 = x a été
générée en utilisant un ordre < f qui respecte les conditions suivantes 2 :

• x+0 = x < f S(x+0) = S(x), pour tout naturel x,
• S(x+0) = S(x)< f S(x)+0 = S(x), pour tout naturel x, et
• < f est nœthérien et stable par substitutions, i.e., si s < f t alors sσ < f tσ , pour

toute substitution σ qui remplace des variables par des termes.
On définit E comme étant l’ensemble de toutes les formules produites pendant la
preuve, i.e., {n+0 = n,0+0 = 0,S(n′)+0 = S(n′),S(n′+0) = S(n′),S(n′) = S(n′)}.
Dans la preuve de S(n′)+0 = S(n′), on a le droit d’utiliser en tant qu’hypothèse de
récurrence toute formule de E plus petite. Dans notre cas, ce serait n′ + 0 = n′,
i.e., un renommage de la première formule pour lequel n′+ 0 = n′ < f S(n′+ 0) =
S(n′)< f S(n′)+0 = S(n′).

Théorème 1. La relation d’identité de second ordre est la plus générale instancia-
tion de ϕ qui permettrait de faire de (1) une formule de premier ordre.

Démonstration. Soient E = {ϕ1, . . . .,ϕn, . . .} un ensemble de formules de premier
ordre, p un symbole de prédicat de second ordre et p(ϕ) une formule de premier
ordre pour tout ϕ ∈ E , et <p un ordre nœthérien tels que :

(7) ∀ϕi ∈ E ,(∀ϕ j ∈ E ,ϕ j <p ϕi ⇒ p(ϕ j))⇒ p(ϕi))⇒∀ϕ ∈ E , p(ϕ)

On définit

• le nouvel ensemble de formules E ′ = {p(ϕ) | ϕ ∈ E }, et
• l’ordre <p′ tel que p(ϕi)<p′ p(ϕ j) si ϕi <p ϕ j, pour toutes ϕi,ϕ j ∈ E .

On peut remarquer que <p′ est nœthérien et que la formule (7) implique

∀ϕi ∈ E ′,(∀ϕ j ∈ E ′,ϕ j <p′ ϕi ⇒ ϕ j)⇒ ϕi)⇒∀ϕ ∈ E ′,ϕ

qui est une instance de (6) lorsque E est E ′ et < f est <p′ . □

2. Un tel ordre peut être défini sur des égalités en tant qu’extension multi-ensemble d’un ordre multi-
ensemble sur les chemins basé sur la précédence croissante sur les symboles de fonction 0, S, et + [2].
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Principes de RNT

Les principes de RNT définissent les hypothèses de récurrence de manière ex-
plicite dans le cadre des schémas de récurrence [1], souvent issus de l’analyse des
fonctions et des structures de données récursives. Étant donné une formule ϕ , un
schéma de récurrence identifie d’abord un sous-ensemble de variables de ϕ à instan-
cier, appelées des variables de récurrence, puis définit des instances de ϕ en termes
d’hypothèses de récurrence et de conclusions de récurrence en spécifiant les hypo-
thèses qui peuvent être utilisées dans la preuve de chaque conclusion. L’ensemble de
conclusions doit être choisi de manière que sa validité implique celle de ϕ .

Un exemple de principe de récurrence basé sur des schémas de récurrences,
issus des spécifications sortées et basées sur des constructeurs, est la récurrence
structurelle [28], qui généralise le principe de Peano ainsi que les principes de
récurrence mathématiques usuels.

Définition 4 (récurrence structurelle). Soit ϕ une formule à vérifier pour tout élé-
ment d’une sorte S à l’aide d’un schéma de récurrence à n conclusions. Le principe
de la récurrence structurelle est défini par la formule :

(
∧n

i=1(∀x1, . . . , xni , ϕ(xi1)∧ . . .∧ϕ(xik)⇒ ϕ( fi(x1, . . . ,xni)))⇒∀x,ϕ(x)

où les variables xi1 , . . . ,xik sont celles parmi x1, . . . ,xni qui ont la sorte S et toute
fonction fi (i ∈ [1..n]) est d’arité ni et de codomaine S.

L’ordre de récurrence est implicite mais il existe en tant que relation « plus petite
que » sur les naturels représentant la profondeur des arbres syntaxiques associés aux
termes donnés comme arguments à ϕ .

A son tour, la récurrence structurelle est généralisée par la récurrence sur des en-
sembles couvrants [44] qui a été inspirée par l’idée proposée dans [8] selon laquelle
les schémas de récurrence sont issus des définitions récursives des fonctions qui ap-
paraissent dans la conjecture à prouver. La récurrence sur des ensembles couvrants
suppose que chaque sorte S est caractérisée, ou couverte, par un ensemble fini de
termes de sorte S appelé ensemble couvrant (de termes). La notion d’ensemble cou-
vrant peut être généralisée par un ensemble de vecteurs de termes qui couvrent un
produit de sortes S1 ×S2 × . . .

Définition 5 (récurrence sur des ensembles couvrants). Soient Ψ un ensemble cou-
vrant non-vide {t1, . . . , tm} de vecteurs de termes de sorte S et ϕ une formule à
vérifier pour tout élément de S . Le principe de la récurrence sur des ensembles
couvrants est défini par la formule :

(
∧m

i=1(
∧mi

j=1∀k j
i ∈ S ,k j

i <t ti ⇒ ϕ(k j
i ))⇒ ϕ(ti))⇒∀t ∈ S ,ϕ(t)
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Les inconvénients les plus importants des principes de récurrence basés sur des
schémas sont liés à la gestion des hypothèses de récurrence, lorsqu’elles sont i) dé-
finies mais inutilisées, et ii) nécessaires mais non incluses dans le schéma ou impos-
sibles à produire par la méthode basée sur l’analyse de la récursivité. D’autre part,
son avantage principal réside dans la définition locale de l’ordre de récurrence, qui
se passe au niveau du schéma de récurrence. Ceci permet plus de flexibilité dans la
gestion des ordres pendant le déroulement d’une preuve ; les contraintes d’ordre sont
vérifiées une seule fois, au moment de la définition des schémas de récurrence. De
plus, le raisonnement par récurrence basé sur des schémas peut être facilement inté-
gré dans les systèmes d’inférence des démonstrateurs en termes de règles d’inférence
correctes.

Un autre inconvénient serait présenté par la difficulté de traiter naturellement la
récurrence mutuelle, adaptée au raisonnement sur des spécifications basées sur des
définitions mutuellement récursives des fonctions ou des structures de données. Ceci
est dû au fait que les hypothèses et les conclusions des schémas de récurrence sont
des instances d’une même formule. Cependant, quelques solutions partielles ont été
proposées pour palier cet inconvénient. Boyer et Moore [9] construisent des schémas
de récurrence à partir d’une nouvelle fonction qui appelle les différentes fonctions
définies mutuellement en fonction de la valeur d’un argument supplémentaire. Dans
d’autres circonstances, la conjecture doit être généralisée ou des lemmes auxiliaires
sont rajoutés par les utilisateurs pour spécifier des propriétés cruciales des fonctions
mutuellement définies. Une solution plus automatique a été proposée par Kapur et
Subramaniam [23] pour gérer une classe de fonctions mutuellement récursives par
leur transformation dans des fonctions (simplement) récursives. L’idée est de déplier
les définitions des fonctions lorsque les arguments sont des ensembles couvrants
afin d’arriver aux appels simplement récursifs. Une autre idée serait de proposer des
schémas de récurrence multi-prédicats [7] en associant un prédicat à chacune des
fonctions mutuellement récursives, ce qui élimine le besoin de dépliage de fonc-
tions. Cependant, si la conjecture intègre plusieurs symboles de fonction récursive,
les schémas de récurrence doivent être combinés [8].

Principes de RNF

La technique de preuve par récurrence sans récurrence, aussi connue sous le nom
de preuve par cohérence, est la première qui intègre une implémentation du principe
de RNF. Proposée par Musser [29], elle utilise l’algorithme de complétion de Knuth-
Bendix [25] pour prouver des propriétés inductives. La méthode peut prouver qu’un
ensemble d’égalités est une conséquence d’un ensemble cohérent d’axiomes égali-
taires orientables en règles de réécriture par i) leur ajout aux axiomes, ii) leur orienta-
tion dans des règles de réécriture, et iii) par leur cohérence avec les axiomes lorsque
le processus de complétion sature, i.e, aucune nouvelle égalité n’est générée par rap-
port à un certain critère de redondance. Le processus de saturation demande que la
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stratégie de preuve soit équitable afin de garantir le traitement ultérieur de toute nou-
velle conjecture. Avec le temps, la méthode a été améliorée [20, 16, 17, 21, 22, 3, 27].
Pour un aperçu sur cette technique de preuve, le lecteur peut consulter [12, 13].

Sans utiliser la saturation, la récurrence implicite est une technique de preuve
qui sépare les axiomes des conjectures à prouver. Comme la technique de preuve
par cohérence, elle est basée sur la réécriture, ce qui permet de construire des règles
d’inférence réductives qui remplacent à chaque étape de preuve une conjecture ϕ par
un ensemble potentiellement vide de nouvelles conjectures qui sont soit trivialement
vraies (e.g. tautologies), soit plus petites par rapport à (des instances de) ϕ . Dans ce
dernier cas, les règles de réécriture utilisées doivent être issues soit des axiomes soit
des autres conjectures plus petites que ϕ . Au début de son évolution, Reddy [31] a
proposé la méthode appelée la récurrence par réécriture de termes, et mis au point
une procédure qui calcule des ensembles couvrants de formules, obtenus par l’ins-
tanciation de certaines variables d’une conjecture avec les ensembles couvrants de
termes qu’on associe aux produit de leurs sortes sous la forme de substitutions cou-
vrantes. Bachmair [3] avait montré que les ensembles couvrants de formules sont
fondamentaux pour les preuves par cohérence. Ceci reste aussi vrai pour les preuves
par récurrence implicite.

Afin de prouver des propriétés inductives, la procédure de récurrence par réécri-
ture de termes n’a pas besoin d’être réfutationnellement complète pour garantir la
détection en temps fini des conjectures fausses, comme c’est demandé dans [3], ni
des systèmes de réécriture qui soient confluents sur les termes clos 3. Kounalis et
Rusinowitch [26] sont allés plus loin et ont proposé une technique de preuve par ré-
currence basée sur des ensembles tests [22] qu’on peut définir comme des ensembles
couvrants de termes qui garantissent la réduction par réécriture des ensembles cou-
vrants de formules générés.

Définition 6 (récurrence basée sur la réécriture de termes). Soit {ϕσ1, . . . ,ϕσn} les
instances de la formule ∀x ∈ E ,ϕ(x) construites avec les substitutions couvrantes
σ1, . . . ,σn, respectivement. Le principe de la récurrence basé sur la réécriture de
termes est défini par la formule :

(
∧n

i=1(
∧mi

j=1 ϕθmi < f ϕσi ⇒ ϕθmi)⇒ ϕσi)⇒∀x ∈ E ,ϕ(x)

Comme les implémentations du principe de RNT, les implémentations du prin-
cipe de récurrence basé sur la réécriture de termes ne peut pas gérer naturellement le
raisonnement par récurrence mutuelle parce que les formules manipulées sont toutes
des instances d’une seule formule. Cet inconvénient a été écarté par la proposition de
la méthode de preuve par récurrence implicite, dont l’idée a été suggérée dans [26],
puis présentée formellement dans [10].

3. Cependant, ces propriétés sont nécessaires pour réfuter les fausses conjectures.
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Définition 7 (récurrence implicite). Soit E l’ensemble des conjectures produites par
une procédure de récurrence implicite et qui termine par un ensemble vide de conjec-
tures. Le principe de la récurrence implicite est une application immédiate du prin-
cipe de RNF où la condition (∀m∈ E ,(∀k ∈ E ,k < f m⇒ k)⇒m) de (6) est garantie
implicitement par la procédure de preuve.

Pour une formule m arbitraire, si elle est trivialement vraie on n’a pas besoin
d’hypothèses de récurrence pour sa preuve. Si par absurde m est fausse, alors on
peut construire une suite strictement décroissante infinie de fausses formules de E ,
ce qui contredit le fait que < f est nœthérien. Puisque la conjecture à prouver fait
partie de E , on conclut qu’elle est vraie.

La récurrence implicite peut être aussi mise en œuvre avec une généralisation des
ensembles couvrants de formules appelés ensembles couvrants contextuels [33]. Le
nombre de contraintes d’ordre à respecter peut également être réduit si on utilise un
système de preuves cyclique [35], où on impose des contraintes d’ordre seulement
aux conjectures qui, d’un point de vue de la théorie des modèles, dépendent mutuel-
lement les unes des autres. Des travaux plus récents [36, 38, 40], laissent penser que
la récurrence cyclique utilisée dans des cadres logiques de premier ordre autres que
la logique équationnelle, comme celui qui inclut des prédicats inductifs [11], peut
être expliquée par des principes de RNF. Quelquefois, les preuves par récurrence
implicite sont plus automatiques que celles basées sur la récurrence explicite [6],
dans d’autres cas il se produit le contraire [23]. D’autres analyses et comparaisons
ont été faites dans [18, 21, 24, 30, 12, 43].

La RNF peut mieux gérer la récurrence mutuelle puisqu’elle accepte l’usage
d’instances de différentes formules [34]. Elle permet aussi la récurrence paresseuse
où les hypothèses de récurrence sont fournies sur demande et sont connues seule-
ment au moment de leur application. En contrepartie, elle est peu utilisée par les
systèmes de preuve actuels à cause de la difficulté de l’implémenter par une seule
règle d’inférence et de gérer les dépendances d’ordre au niveau des preuves.

Relations entre les instances basées sur des termes et des formules
Nous allons maintenant étudier les rapports entre les deux types d’instances de

premier ordre du principe de récurrence nœthérienne. Le théorème suivant est im-
portant aussi bien d’un point de vue théorique que pratique.

Théorème 2. Tout principe de RNT peut être aussi représenté comme instance basée
sur des formules.

Démonstration. Soient E un ensemble non-vide de vecteurs de termes et ϕ une pro-
priété vérifiée pout tout élément de E avec le principe de RNT suivant :

(∀m ∈ E ,(∀k ∈ E ,k <t m ⇒ ϕ(k))⇒ ϕ(m))⇒∀p ∈ E ,ϕ(p)
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Soit E ′ l’ensemble {ϕ(p) | p ∈ E }, on peut définir le principe de RNF comme
suit :

(∀ϕ(m) ∈ E ′,(∀ϕ(k) ∈ E ′,ϕ(k)< f ϕ(m)⇒ ϕ(k))⇒ ϕ(m))⇒∀ϕ(p) ∈ E ′,ϕ(p)

où ϕ(k)< f ϕ(m) si k <t m. □

Corollaire 1. Toute preuve par RNT peut être reconstruite en tant que preuve par
RNF.

D’un point de vue pratique, le raisonnement par RNT peut être directement
intégré dans les systèmes de preuves qui implémentent le principe de RNF.

La traduction dans le sens inverse est aussi valable pour le cas suivant :

Théorème 3. Le principe de RNF, définit par (6), peut être aussi représenté comme
une instance basée sur des termes lorsque E est formé seulement par des instances
d’une même formule.

Démonstration. Soit le principe de RNF défini par la formule :

(∀m ∈ E ,(∀k ∈ E ,k < f m ⇒ k)⇒ m)⇒∀p ∈ E , p

où E = {ϕ(x1), . . . ,ϕ(xn), . . .}. Soit E ′ le nouvel ensemble {p | ϕ(p) ∈ E }. On peut
définir ainsi le principe de RNT :

(∀m ∈ E ′,(∀k ∈ E ′,k <t m ⇒ ϕ(k))⇒ ϕ(m))⇒∀p ∈ E ′,ϕ(p)

où k <t m si ϕ(k)< f ϕ(m). □

La validité du Théorème 3 pour le cas général reste un problème ouvert :

Conjecture 1. Tout principe de RNF peut être aussi représenté en tant qu’instance
basée sur des termes.

Une conjecture similaire a été proposée dans [11], dans le cadre de la logique de
premier ordre avec des définitions inductives, mais a été invalidée ultérieurement [4].

Certification avec Coq du raisonnement par RNF
La formalisation en Coq du principe de RNF suit des idées présentées dans [34,

41] et utilisées pour certifier automatiquement des preuves par récurrence implicite
développées avec le démonstrateur SPIKE [39]. D’abord, on associe à chaque for-
mule une mesure qui va nous permettre de comparer des formules et de définir l’ordre
de récurrence. Étant donné une liste LF de paires de la forme (ϕ, µϕ), où ϕ est une
formule et µϕ sa mesure, (6) peut être reformulée comme suit :

(∀p ∈ LF,(∀p′ ∈ LF,snd(p′)< f snd(p)⇒ f st(p′))⇒ f st(p))⇒∀ f ∈ E , f st( f ),
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où f st (resp., snd) est la fonction qui retourne la première (resp., deuxième) projec-
tion d’une paire. Dans Coq, la partie conditionnelle de l’implication la plus extérieure
peut être formalisée par le lemme suivant :

Lemma main : ∀p, In p LF → (∀p’, In p’ LF → less (snd p’) (snd p) → fst p’) → fst p.

L’ordre de récurrence, noté less, est une implémentation de < f en tant qu’exten-
sion multi-ensemble d’un ordre rpo [2] sur les termes. La mesure d’une formule peut
être représentée par un multi-ensemble de ses sous-termes. Étant donné deux paires
(ϕ1,µϕ1) et (ϕ2,µϕ2), on dit que ϕ1 est plus petit que ϕ2 si less µϕ1 µϕ2 .

Les étapes de récurrence principales pour prouver la validité d’une formule ϕ de
chaque paire de LF sont : i) la partie déductive : choisir des (instances de) formules de
LF en tant qu’hypothèses de récurrence à utiliser dans la preuve de ϕ , et ii) la partie
des contraintes d’ordre : montrer que ces hypothèses de récurrence sont plus petites
que ϕ . La partie ii) peut être omise si la partie i) ne nécessite pas de raisonnement
par récurrence.

L’ordre less a été mis en œuvre avec les représentations syntaxiques des termes
fournies par la bibliothèque COCCINELLE [14, 15] qui permet de modéliser des
notions mathématiques pour la réécriture, comme les algèbres de termes et les ordres
de récurrence, ainsi que par la bibliothèque CoLoR [5], utilisée pour implémenter la
relation « extension multi-ensemble ».

Les mesures doivent suivre les instanciations des formules. C’est pour cette raison
que la liste LF du lemme main a été adaptée pour inclure des fonctions anonymes à la
place des paires afin de pouvoir partager les variables communes entre les formules
et leurs mesures :

Definition type LF := argument sort → (Prop × (List.list term)),

où argument sort est la sorte écrite sous forme curryfiée de la plus générale version
du vecteur de variables partagées par chaque paire de LF. La définition du lemme
main dans la nouvelle mouture est :

Lemma main : ∀f, In f LF → ∀u, (∀f ’, In f ’ LF → ∀u′, less (snd (f ’ u′)) (snd (f u)) →
fst (f ’ u′)) → fst (f u).

Toute formule de la liste LF, dont les conjectures initiales, peut être certifiée si on
prouve le théorème all true. Ceci nécessite l’utilisation du lemme main et du principe
de récurrence nœthérienne (1) qui est intégré nativement dans Coq :

Theorem all true : ∀f, In f LF → ∀u : nat, fst (f u).
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Conclusions et travaux à venir
Nous avons présenté une taxonomie du raisonnement par récurrence nœthérienne

de premier ordre, ainsi qu’un survol de ses instances les plus emblématiques : basées
sur des termes et des formules. La traduction des preuves intégrant des instances
basées sur des formules → termes reste un problème ouvert. On a montré sa vali-
dité seulement pour certains cas (voir Théorème 3). Nous sommes en train d’étudier
d’autres cas, par exemple, les preuves avec des séquents dans des logiques multi-
sortées de premier ordre avec des prédicats inductifs. Nous n’avons pas discuté des
problématiques importantes de la preuve par récurrence, comme la réfutation des
fausses conjectures, le choix des variables de récurrence, l’usage des hypothèses
de récurrence, l’ajout de nouveaux lemmes, la généralisation des conjectures, ainsi
que le choix des stratégies de preuve. Le lecteur intéressé trouvera plus de détails
ailleurs [19].

La formalisation en Coq du principe de RNF nous a permis de certifier des preuves
par récurrence implicite générées automatiquement par SPIKE, concernant entre
autres des lemmes cruciaux pour valider la conformité d’un protocole de télécom-
munications [32]. On envisage d’appliquer la même méthodologie de certification
sur des preuves cycliques, comme celles produites avec E-CYCLIST [40].
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