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Résumé :

Cet article traite de la synthese de filtres H, pour les
systemes décrits par des modeles Takagi-Sugeno (T-S)
a commutations. En utilisant une approche basée sur la
redondance des descripteurs pour décrire 1’erreur dyna-
mique, de nouvelles conditions LMIs sont proposées. Ces
conditions s’appliquent dans les deux cas ou les signaux
de commutations du filtre et du systeme sont synchrones
ou asynchrones. Comparées aux résultats de la littérature,
les conditions LMIs proposées présentent I’intérét de ne
pas étre dépendantes du temps de séjour des modes, ainsi
que d’étre sont moins conservatives. Ceci est illustré au
travers d’un exemple académique en simulation, dans le
cas ou les commutations du systeme et celles du filtre sur-
gissent de maniere asynchrone.

Mots-clés :

Filtrage H.,, Systtmes Takagi-Sugeno a commuta-
tions, Modes asynchrones, Fonctions de Lyapunov mul-
tiples, LMIs.

1 Introduction

Les systtmes a commutations représentent
une classe particuliere importante de systemes
dynamiques hybrides. Ils sont adaptés pour
modéliser les systemes physiques possédant
plusieurs modes de fonctionnement ou sous-
systtmes et dont le comportement global
résultant du passage d’un mode de fonctionne-
ment a un autre est régi par une loi de com-
mutation pouvant étre décrite par une fonc-
tion constante par morceaux. C’est le cas par
exemple de nombreux systemes complexes ren-
contrés en robotique, en électronique de puis-
sance ou en informatique [30]. L’identifica-
tion, ’analyse de la stabilité, la commande et

I’estimation d’état des systemes a commuta-
tions linéaires et non-linéaires sont largement
abordées dans la littérature (voir par exemple
les références [17, 2, 13, 16, 9, 30, 8, 11]). Pour
les systtmes a commutations présentant des
comportements non-linéaires, les modeles flous
de type Takagi-Sugeno (T-S) peuvent-étre uti-
lisés afin de représenter les non-linéarités [25],
donnant naissance a la classe des systemes T-S
a commutations. L’analyse de la stabilité, la sta-
bilisation et la synthese d’observateurs de cette
classe de systemes ont également fait I’objet de
récentes €tudes, e.g. [29, 14, 1, 7, 6].

Dans cet article, on s’intéresse au probleme de
filtrage H., pour les systemes T-S a commuta-
tions. Ces filtres permettent d’estimer les sor-
ties non mesurées ou bruitées d’un systeme non
linéaire donné [5], tout en garantissant la robus-
tesse de la convergence de I’erreur d’estimation
vis-a-vis des dynamiques non-linéaires [27]. Le
filtrage H ., des systemes T-S a commutations a
été récemment traité, en considérant un temps
de séjour persistant et de commutations syn-
chrones entre le filtre et le systeme [24]. Avec
un temps de séjour minimum, le cas du fil-
trage H ., avec commutations asynchrones, plus
réaliste dans la pratique que le cas synchrone, a
quant a lui été considéré dans [12] et [18].

Notons que les travaux récents, mentionnés ci-
dessus, relatifs au filtrage H., des modeles T-
S a commutations ne s’appliquent que lors-
qu'un temps de séjour est considéré [24, 12,
18]. De ce fait, le cas des systemes T-S a
commutations arbitraires, inconnues ou non



contrOlables, nécessite d’étre examiné. Les tra-
vaux de cet article s’inscrivent dans ce cadre.
Plus précisément, 1’objectif est d’établir des
conditions de synthese LMIs, indépendantes
du temps de séjour, de filtres H,,. De plus,
afin d’obtenir des conditions de synthese
moins conservatives, nous proposons d’utili-
ser des techniques de relaxation LMI [20,
26], ainsi qu'une approche basée sur la re-
dondance des descripteurs [22, 3, 10, 23, 4,
15]. La méthodologie de synthese proposée est
illustrée en simulation au travers d’un exemple
académique. Sur la base de cet exemple, I’effi-
cacité de cette méthode, comparé aux méthodes
existantes de filtrage pour les systemes T-S a
commutations, est également soulignée.

2 Formulation du probléme

Considérons le systeme T-S a commutations
décrit par les équations suivantes :

m Tj

a(t) =22 > 0j(0)hi; (&(8)) Ay 2(t)+ Bijw(t))

J=liz=1

A =3 35 o5 (0, (6 (6) F 2(t)

j=1i;=1
y(t)= Cx(t) + Dw(t)
(1)

avec z(t) € R™ le vecteur d’état, y(t) € R™ le
vecteur des sorties mesurées, z(t) € R le vec-
teur des sorties non mesurées que 1’on souhaite
estimer, w(t) € Ly([0,400)) est un vecteur de
perturbations. Le nombre de modes du systéme
est not¢ m et le nombre de regles floues as-
sociées au 7™ mode estnoté r; (=1, ..., m),
&;(t) sont les vecteurs des variables de prémisse
(supposées mesurables) dans chaque mode.
Pour i; = 1,...,7;, hy;(&;(t)) sont les fonc-
tions d’appartenance normalisées vérifiant les
conditions de convexité h; (§;(t)) > 0 et
>oilihiy(&(t)) = 1. Les matrices constantes
A, € R, B, € RW™, C € R?*", D €
[Rv2xm Ej € RV1*"™ définissent les sommets du
systeme T-S a commutations dans chaque mode
de fonctionnement. Le signal de commutations
est 0;(t), défini tel que, si le mode j est actif a
Uinstant ¢, 0;(t) =1 et 0;(t) =0 pour tout [ # j.

Dans la suite, pour traiter le probleme de fil-
trage H,, du systeme T-S a commutations (1),
i.e. estimation des sorties non mesurées z(t),
considérons le filtre T-S a commutations asyn-
chrones suivant :
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avec Z(t) le vecteur d’état du filtre, 2(t) 'es-
timée du vecteur z(t), Af: , Bj; , FZJ; les matrices
a synthétiser, &;(t) le signal de commutations
du filtre, asynchrones par rapport a celle du
systeme (1).

Dans la suite, pour alléger les notations, la

dépendance du temps ¢ sera omise lorsqu’il

n’y a pas d’ambiguité. De plus, les somma-

tions convexes de matrices seront notées sous
m T

la forme Xy, =377, D> 257_y05(8)hi, (§(1)) X,

T
J

et Xp, => ", 5:163 (t)hi; (&;(t)) X, Enfin,

XT est la pseudo-inverse de X .

Soient e, (t) =z (t)—2(t) ete,(t) =x(t)—2(t) les
erreurs d’estimation des sorties non mesurées
et du vecteur d’état. En introduisant les vec-
teurs augmentés e(t) = (e (t) eX(t)] Tetw(t) =
(2T (t) 27(t) wT(t)]T, la dynamique de I’er-
reur de filtrage peut €tre décrite par la forme
descripteur suivante :

Eé(t)=An,e(t) + Byn, 0(t) (3)
avec I = [é 8] Ay = [Aél” _OI} Bhn, =

~B] C Ay, —A] By, —B] D
B, ~Ff. 0 '

o

Probleme : Déterminer des conditions LMIs

de synthese du filtre T-S a commutations asyn-

chrone (2), indépendantes du temps de séjour,

telles que :

i. Sous I’hypothése que w(t) = 0, la dyna-
mique (3) de I’erreur de filtrage e(t) converge
asymptotiquement vers 0.

ii.Vw(t) # 0, le transfert entre w(t) et I’er-
reur d’estimation des sorties mesurées e, (%)



soit minimisé avec un taux d’atténuation 7,
tel que :
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c’est-a-dire, selon le critere H, :

/0 T T (W (t)dt < 42 /0 Tt )

Rappelons que les résultats existants sur le fil-
trage H ., des systemes T-S a commutations ne
traitent que du cas des signaux de commuta-
tions avec un temps de séjour [12, 24, 18]. Dans
la suite, nous proposerons des conditions LMIs
de synthese du filtre indépendantes du temps de
séjour, ce qui constitue la contribution princi-
pale de ce papier. Pour établir ces conditions
LMISs, nous utiliserons les lemmes suivants.

Lemme 1 [/20] Soient N, P et () des matrices
de dimensions appropriées. L’inégalité N* P +
PTN + Q < 0 est vérifiée si :

TrT
3R 3L| [N AN <0 ©

Lemme 2 [26] Y(i,j) € {1,..,r}% soient
0; > 0 des fonctions scalaires convexes
vérifiant Z:Zl 0; = 1 et I';; des matrices
symétriques de méme taille. L’inégalité matri-
cielle 35 3751 0:0;1'i; <0 est vérifiée si :

1 1

3 Conditions de synthese LMI

Les conditions LMIs (indépendantes du temps
de séjour) proposées pour la synthese du filtre
H,, de type T-S a commutations asynchrones
(2) pour les systemes (1) sont données par le
théoréme suivant.

Théoreéme 1 V(j,5) € {1,...,m}> V(i;, k;) =
{1,..,r;}? et Vg; € {1,...,m;}, les conditions
i. et ii. du probleme défini ci-dessus pour la
synthese du filtre H., (2) sont vérifices s’il

existe un réel vy et des matrices Afh', B};, E,f
J J J

Gj-, Lk].qj, Rquj et Pj.l :PJ}T, Pf et P;’, vérifiant
le probleme d’optimisation :

min 2,
. ®)
5.¢.(9),(10) etPj >0

P =P/ +GiC+CTG; )
1 1

:Fijijqj + i(Fijqu5 + ijijqi) < O (10)
avec !

I; = (I)ﬁzjqu; 7RiijJ37R’3iq3 (=) (%)

kit~ | BT, 0 =1 (4|
Pf(j) 0 0 -

1 — AT AT 2 —
q)ijkj%- - AiijjQ; + ij‘]j-Aij’ (I)ijka3- B
p. — LI +RI' AT, P = 5o

J kjaq; kjq; <% S5 T P}2 Pf ’

6 = 01, A, = [Aow _01] et Bi,
{B({J C A —Agj Bingl;D]
F, -F] o |
Dans ce cas, la mise a jour des états du filtre se
fait suivant la relation :

= (]_Q]fl(CQ;l)TC) i ijl (CQ;I)Ty 11

. — . Vv N . nxn
avec 5 = Vj,/AjVj, on V; € R est
formée des vecteurs propres orthonormés de
le1’ et on \; € R"™" est une matrice diagonale

formée des valeurs propres de le

Preuve 1 Soit la fonction candidate multiple
quadratique de Lyapunov définie par :

Vit,et)=e(t) ETP e(t)  (12)
o EP; = P]'E, P; =3 ,6;(t)P; avec P; =
Pl 0 N
J
Lajdérivée temporelle de (12) donne :

Vit e(t)=eT(t)ET Py te(t) +eT () Py T Eé(t)

:2€T(t)P&_T(AhU€(t)+BhUh&U~)(t)> (3)



De ce fait, les assertions i. et ii. du probleme de
synthese du filtre H., sont vérifiées si :

V(t,e(t)+e () ez (8) =~ a(t) T (t)
1T TAL P74 P AL+ (%) 1[e
-la] [ i)
(14)
avec ) = [8 ?]
V[T wT] # 0, aprés congruence par [1;" O},

l’inégalité (14) est satisfaite si :

PLA] +A, Ps+PlyPs (%)
B;{o hs —2I

} <0 (15)

En appliquant le lemme 1, I’inégalité (15) est
satisfaite si ALy, p, et ARy, p, telles que :

®gm%+$wg.g@ (%)
hohohs P, (x) [ <0 (16)
Bgaha O —’}/21

= A~hu L,}I;O_ h& ‘I— th hé‘ ATU y
3 hohs = Po=Ly n, + Ri AL
@}37/0171& - _Rgghg - Rhah&

En appliquant le complément de Schur,
I’inégalité (16) est équivalente a :

1
avec Dy 4 4

e o, 0
hohohs Chohs * *
BT e o <0 0D
P3¢ 0 0 -
avec ¢ = [0 I}.

En appliquant le Lemme 2, [’inégalité (17) est
satisfaite par les LMIs (10).

En s’inspirant de [21], afin de s affranchir des
conditions de temps de séjour, il reste main-
tenant a donner les conditions permettant de
démontrer la décroissance de la fonction de
Lyapunov (en l’absence de perturbation, i.e.
w(t) = 0) aux instants de commutations du
filtre. Celle-ci est garantie si :

(J:_Q%Jr)ij;l+ (z—i1) < (gj—fj)Tle (x—2) (18)

avec 1 (t) la valeur de I’état du filtre qui est
mise a jour apres la commutation du mode j du
filtre a son mode successeur j*.

En supposant que 1" vérifie y = Ci™ et, en
I’absence de perturbation, puisque y = C'z, on
obtient C(x — &) = 0. De ce fait, pour toute
matrice G, I’égalité suivante est vérifiée :

(z—i*)" (G1C+CTG;) (w=i*) =0
(19)
Par conséquent, en imposant (9), [’inégalité
(18) devient :

(z =2 Pi(z —27) < (z —2)" P}(z — 1)
(20)

Ce qui assure la décroissance de la fonction
de Lyapunov aux instants de commutations du
filtre si les états du filtre sont convenable-
ment mis a jour a ces instants. Pour ce faire,
considérons la décomposition spectrale P} =

J
Q?Qg— avec Q; = Vg\/A_jVj,T e R 2],

Uinégalité (20) est vérifiée si :
1Q;(z —2")[ < Q;(x =) @D

Afin de calculer la valeur de mise a jour de
I’état du filtre &+ appartenant a I’hyperplan
y = C&™ et minimisant la distance ||Q;(2% —
t)||, le probléme d’optimisation suivant est
considéré :

ming+ [|Q;(2% — 2)||
{ s.c. Czt Z y (22)
En introduisant v; = Qi(i* — %), on a

Q;fc* = v; + Q;. Le probleme d’optimisation
précédemment posé devient :

ming+ ||v; |
{ s.c. C’Qfluj =y—-Ct (23)
dont la solution est donnée par :
1\ R
v=(ce) w-ci) o4

doi Q:it = Qi+ (OQ;1>T(y ~ C#)
et qui conduit a (11) apres multiplication a
gauche par Qj?l. Ce qui achéve la preuve du
Théoreme 1.



Remarque 1 Les  conditions LMIs du
Théoreme 1 sont génériques et sont a tes-
ter pour toutes séquences arbitraires de
commutations. Cependant, lorsque la séquence
de commutations est connue, c’est-a-dire en
considérant I’ensemble S; j+ des commutations
possibles du systeme T-S a commutations et
I’ensemble SYMJF des commutations possibles
du filtre T-S a commutations, on obtient moins
de conditions LMIs a tester. Par ailleurs,
pour la synthése de filtre T-S a commutations
synchrones, un cas particulier du Théoreme 1
s’applique avec j = j € {1, ...,m}.

4 Exemple illustratif

Pour montrer I’efficacité de la méthode de
synthese de filtre proposée, considérons un
modele T-S a commutations (1), inspiré de
[28, 18, 24], avec trois modes de commutations
(j € {1,2,3}) et deux regles floues par mode
(r; = 2), donné par les matrices :

5a 1 a —b
A = [—4.9 3(b+a)] A2, = {—4.2 —3} v

Ar, = {—2.3 -

0 0 1
Ay = {—5.5 _3.2| A2 = {—2.9 b—2.2} :

Viy, By, =[0 01]T,C=[1 0],D=0.2,F,=[0 1],

0 1
.4} s Az, = [zb— 05 —3.4]

et les fonctions d’appartenance définies par
hi,(z1(t)) = sin?(z1(t)) et ho, (21(t)) =
cos®(z1(t)) dans chaque mode j.

Notons que a et b sont des parametres intro-
duits dans le modele pour faire une étude com-
parative des domaines de faisabilité des condi-
tions LMIs (le cas a =0 et b = —1 correspond
au cas considéré dans [28, 18, 24]). Dans ce
contexte, en utilisant Matlab et la toolbox YAL-
MIP [19] avec le solveur SeDuMi, la Figure 4
compare le domaine de faisabilité obtenu avec
le Théoreme 1 a ceux obtenus en appliquant le
Théoreme 1 de [12], le Théoreme 3 de [24] et
le Théoreme 1 de [18]. On constate que le do-
maine de faisabilit¢ obtenu en appliquant les
conditions LMIs du Théoreme 1 (56.6%, 227

4L
]
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[} Théoreme 3 [12]

I
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

Figure 1 — Comparaison des domaines de fai-
sabilité des conditions Théoreme 1 par rapport
aux résultats de la littérature.

solutions) est proche de celui donné par le
Théoreme 1 de [18] (50.4%, 203 solutions). Ce-
pendant, notons que les conditions de [18] sont
établies sous I’hypothese de I’existence d’un
temps de séjour, ce qui n’est pas le cas des
conditions LMIs proposées dans le présent ar-
ticle. Comparé aux résultats des deux autres ar-
ticles ([12] et [24]), le domaine de faisabilité
généré a partir des conditions LMIs établies ici
contient les domaines de faisabilité obtenus en
utilisant le Théoréme 1 de [12] et le Théoréeme
3 de [24]. Les conditions LMIs du Théoréme
1 sont donc moins conservatives que celles de
[12] et [24]. Notons finalement que, bien que les
LMIs du Théoreme 1 présentent une complexité
de calcul plus grande que celles proposées dans
[12, 24, 18], elles sont résolues hors ligne et
ne présentent donc aucune difficulté en terme
d’implantation.

Dans le cas particulier ou a =0 et b= —1, le
taux minimum de performance H., obtenu en
résolvant les LMIs du Théoreme 1 est y=1.41,
avec les matrices de gain du filtre :

0.111 1.0 0.112  0.996
] [ 95,

—4.243 -3.220 —4.244 —3.220
A 0112 09947 _[0.012  0.995
2,7 | —4.245 —3.225|° 927 | —4.242 -3.225| >
af _[0113 09951 ;[ 0.112 0.994
817 |—4.244 —3.225| 937 | —4.243 —3.225| >

Bl =10 1], B]" =[0.0 05], (vi;).

Pour les résultats de simulation présentés ci-
dessous, les conditions initiales considérées
pour le systeme et le filtre sont respecti-



vement z(0) = [0.03 O.1}T et £(0) =
[0.01 —0.2] " De plus, le systeme est supposé
soumis a des perturbations de la forme w(t) =
20 cos(6t)e %4 + v(t), ol v(t) est un bruit sui-
vant une distribution normale, mis a jour a une
période de 0.0005s.

Les figures 2 a 4 présentent les résultats de si-
mulation obtenus lorsque le signal de commuta-
tions du filtre est une version retardée (retard de
125 ms) du signal de commutations du systeme
qui est supposé connu. Ce phénomene d’asyn-
chronisme modélise un retard de détection du
mode actif du systeme. La sortie non mesurée
z(t) du systéme et son estimation Z(¢) obtenue
avec le filtre proposé est représenté sur la Fi-
gure 2. Les sorties mesurables du systeme et le
signal de perturbation sont donnés par la Figure
3. La Figure 4 présente I’évolution de I’erreur
d’estimation e, (¢) ainsi que les signaux de com-
mutations du filtre et du systeme. On notera que
I’erreur quadratique moyenne de filtrage est re-
lativement faible (RM S(z — 2) = 0.0329). Ces
résultats de simulation montrent que le filtre
produit une bonne estimation des sorties non
mesurées malgré les perturbations et le délai de
détection du mode actif du systeme.

il
-0. 05

i
i
-0.1i

Sorties non mesurées

i
~0.15F i
Hi
—0.21!
20
i

i
~0.25F ¢

.
0 2 4 6 8 10 12
Temps |[s]

Figure 2 — Evolution de la sortie non mesurée
z(t) et de son estimée Z(t) states

Supposons maintenant que le signal de commu-
tations du systéme n’est pas mesuré/connu ou
estimé, mais que son évolution est donnée par
les domaines de commutations définis par les

Perturbation

Sortie mesurée

- L L L L L
0 2 4 6 8 10 12

Temps [s]

Figure 3 — Evolution de la sortie mesurée y(t)
et de la perturbation w(t)
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Figure 4 — Evolution de I’erreur d’estimation
(haut) et des modes de commutations (bas).

hyperplans suivants :
Sj’j+ = {CL’ € §Rn|8j’j+$ = 0} (25)

ou j and j* sont respectivement les modes ac-
tifs avant et apres les instants de commutations,
s12 = [-05 1], sp3 = [1 —40], s3; = [1 6],
s13=["1 1], s32=[1 10] et 51 =[4 1].

Considérons de plus le cas complexe ou les
hyperplans suivant définissant la dynamique
discrete du filtre sont propres au filtre et
différents des hyperplans associés a la dyna-
mique discrete du systeme :

S}',}'-F = {:i‘ e R"

S22 =0} (26)

avec §15=1[-0.8 1], §3=[1 —50], 531 =[3 8],
§1:3 = [_15 1]’ §3,2 = [2 15] et §271 = [4 2]



Les résultats de simulation obtenus dans ce cas
sont donnés par les figures 5 et 6.

Sorties non mesurées

Temps [s]

Figure 5 — Evolution de la sortie non mesurée
z(t) et de son estimée Z(t)

0.2 *ez(t)*

Erreur
de Filtrage

Signaux
de commutations

Temps [s]

Figure 6 — Evolution de I’erreur d’estimation
(haut) et des modes de commutations (bas).

La Figure 5 présente la sortie non mesurée
z(t) du systéme et son estimation Z(t). L’er-
reur d’estimation e,(t) ainsi que les signaux
de commutations du filtre et du systeme sont
représentés sur la Figure 6. On note, dans ce cas,
que l’erreur quadratique moyenne de filtrage
est également faible (RM S(z — 2) = 0.0348).
Ces résultats montrent clairement que 1’estima-
tion de la sortie z(t) reste correcte méme quand
la perte de synchronisme entre les signaux de
commutations du systeme et du filtre est arbi-
traire, ce qui confirme I’efficacité de la méthode
de filtrage asynchrone proposée.

5 Conlcusion

De nouvelles conditions LMIs pour la synthese
de filtres H, de type T-S a commutations asyn-
chrones pour les systemes T-S a commutations
sans hypothese de temps séjour des modes sont
proposées. Ces conditions ont été €tablies en
utilisant des fonctions de Lyapunov multiples
et une approche basée sur la redondance des
descripteurs. L’application des conditions LMIs
de synthese du filtre sur un modele académique
a montré I’efficacité de la méthode proposée
pour I’estimation des sorties non mesurées du
modele. Aussi, a travers cet exemple, une étude
comparative des domaines de faisabilité a per-
mis de prouver que les conditions LMIs de
synthese établies sont moins conservatives par
rapport a celles proposées dans la littérature
pour le filtrage H ., des systemes T-S a commu-
tations. Une généralisation des résultats de cet
article aux systemes T-S a commutations com-
portant des modes de fonctionnement instables
ou des variables de prémisses non mesurées est
envisagée dans nos futurs travaux.
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