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Préface

There are hardly any speculations in geometry more useful or
more entertaining than those which relate to maxima and

minima.

C. MacLaurin (1742). A treatise of Fluxions.

Voyager, c’est bien utile, ça fait travailler l’imagination. Tout
le reste n’est que déceptions et fatigues. Notre voyage à nous

est entièrement imaginaire. Voilà sa force.

Céline (1952). Voyage au bout de la nuit.

Je vais donc reprendre ma pauvre vie si plate et tranquille, où
les phrases sont des aventures et où je ne recueille d’autres

fleurs que des métaphores.

G. Flaubert. Correspondance.

Telle est, bien sûr, l’ambition secrète et démesurée de tout
auteur d’anthologie. S’il la commence pour lui-même, c’est pour
d’autres qu’il la termine et la publie. Choisir, dans un domaine
déterminé, tout ce qui lui paraît digne et capable de provoquer
chez le lecteur le choc de la beauté, voilà l’objet de son effort.

G. Pompidou (1961). Anthologie de la poésie française

Si vous voulez savoir ce qu’une démonstration démontre,
regardez la démonstration.

L. Wittgenstein, cité par J. Bouveresse le 17 juin 1998 dans
une conférence sur l’affaire Sokal et ses conséquences.

Cette difficulté de la science contemporaine est-elle un obstacle
à la culture ou est-elle un attrait ? Elle est, croyons-nous, la

condition même du dynamisme psychologique de la recherche.
Le travail scientifique demande précisément que le chercheur se
crée des difficultés. [...] L’orgueil de savoir réclame le mérite de

vaincre la difficulté de savoir.

G. Bachelard (1971). Épistémologie.
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iv Préface

This paper is too long . . . please add information on topics X,
Y, and Z.

B. Stroustrup (1994), raillant les commentaires
contradictoires des rapports d’arbitrage sur son papier

résumant la partie historique de son livre [574].

Il s’étonnait de souffrir autant. Profondément éloignée des
catégories chrétiennes de la rédemption et de la grâce, étrangère

à la notion même de liberté et de pardon, sa vision du monde
en acquérait quelque chose de mécanique et d’impitoyable. [...]

La nuit [il ] rêvait d’espaces abstraits, recouverts de neige.

M. Houellebecq (1998). Les particules élémentaires.

L’optimisation numérique a ceci d’amusant que toute personne ayant une forma-
tion minimale en calcul scientifique et s’initiant à la discipline s’estime rapidement
suffisamment compétente pour introduire de nouveaux algorithmes ! Il faut dire que le
problème qui se pose en optimisation numérique différentiable sans contrainte renvoie
à une image familière, celle où il s’agit de descendre au plus bas dans une vallée, et
y trouver un chemin conduisant à destination semble bien être à la portée de tous.
Prendre en compte des contraintes d’inégalité ne paraît guère plus difficile puisque
cela revient à restreindre la descente à un enclos à la frontière bien définie. Il n’est
donc pas rare de rencontrer des ingénieurs ou des chercheurs bricolant de « nouveaux »
algorithmes aux propriétés incertaines, à la convergence aléatoire, au temps de calcul
démesuré, mais qui satisfont pleinement leurs auteurs..., jusqu’au jour où ceux-ci se
rendent compte que le problème n’est peut-être pas si simple, que leur algorithme a
bien quelques faiblesses rédhibitoires et qu’il serait sage de consulter un spécialiste. Il
est donc sans doute utile de rappeler ici, qu’il existe en effet une petite communauté
de chercheurs dont c’est le métier d’étudier et d’améliorer l’algorithmique en opti-
misation, ayant leurs revues spécialisées, leurs vedettes, leurs maîtres vénérés et ne
manquant pas leurs conférences internationales régulières. Il reste probablement beau-
coup d’algorithmes à découvrir en optimisation et certainement beaucoup doivent être
mieux compris, rendus plus efficaces ou adaptés à des situations nouvelles ou particu-
lières. Ceci est d’autant plus vrai qu’aucun algorithme n’est entièrement satisfaisant,
entraînant des déceptions que l’on cherche naturellement à adoucir par de nouveaux
remèdes, ou mieux, par une nouvelle interprétation des algorithmes et de leur fonde-
ment permettant leur amélioration. L’exploration du champ des possibles est donc
souhaitable, pourvu que ceci ne conduise pas à raviver de vieilles recettes périmées.
La partie numérique de cet ouvrage rend compte des principales solutions que les
numériciens ont apportées à quelques problèmes classiques de l’optimisation différen-
tiable. Les impasses et les écueils à éviter y sont aussi décrits. Nous espérons ainsi
être utiles à ceux qui se sentent une âme d’algorithmicien.

Si un objectif important de cet ouvrage est l’algorithmique en optimisation dif-
férentiable, le chemin pour y arriver pourra paraître long à certains. Les méthodes
numériques efficaces reposent en effet sur une bonne compréhension de la structure
et des propriétés des problèmes d’optimisation qu’elles cherchent à résoudre ; c’est
une raison suffisante pour étudier ces derniers. Par ailleurs, même si la démonstration
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de la convergence d’un algorithme ne doit pas être la motivation première lors de sa
conception, les algorithmes ne sont vraiment acceptés que si l’on parvient à en décrire
les propriétés de convergence globale et locale, voire de complexité. Les numériciens
y consacrent une grande partie de leurs efforts. Ces différents aspects requièrent le
développement d’une théorie solide, ce qui explique la première partie du sous-titre
de cet ouvrage.

Ce livre est long ; il ne contient pourtant qu’une introduction aux différents sujets
qu’il aborde, que des fragments de ceux-ci. Presque tous ses chapitres, parfois de
simples sections, ont été développés en d’épaisses monographies par d’autres auteurs.
Le spécialiste sera donc parfois frustré par l’absence de certains concepts ou de leur
développement, par l’ignorance de certains algorithmes ou le côté superficiel de leur
étude ; par ailleurs, le néophyte pourra être découragé par le foisonnement des sujets
traités ou par la difficulté de certains passages. C’est donc dans la recherche d’un
équilibre, tout subjectif, entre ces deux pôles que s’est constitué cet ouvrage. Nous
avons essayé d’aborder de nombreux problèmes et algorithmes de résolution, en nous
efforçant chaque fois de les contenir dans un chapitre de quelques dizaines de pages.
Des notes de fin de chapitre invitent le lecteur à poursuivre son exploration, à enrichir
ses connaissances, le long de pistes que nous avons voulu variées.

Ce manuel a été le support de cours d’enseignements délivrés à l’ENSTA (Paris,
puis Saclay), à l’ENSAE (Paris) et aux universités Paris I, Paris VI et Paris Saclay.
Les élèves et étudiants de ces écoles et universités ont donc été directement ou indi-
rectement impliqués dans la réalisation de cet ouvrage et ont à leur manière contribué
à son amélioration. L’école d’ingénieurs ENSTA qui m’a accepté comme enseignant en
optimisation numérique durant de nombreuses années est particulièrement remerciée
pour la confiance qu’elle m’a ainsi accordée.

Le cours d’optimisation numérique de l’ENSTA avait été précédemment assuré
par Christian Saguez et Frédéric Bonnans et cet ouvrage a été dans un premier
temps fortement inspiré du style et du contenu de leur support de cours. Qu’ils soient
ici chaleureusement remerciés pour ce passage de flambeau sans lequel cet ouvrage
n’aurait pas existé. Puis, le manuscrit a évolué en fonction des intérêts de l’auteur,
des sujets rencontrés, des progrès de la discipline. Et il a aussi beaucoup enflé...

J’aimerais également remercier Paul Armand, Ibtihel Ben Gharbia, Kengy Barty,
Benoît Bonnet, Pierre Carpentier, Laurent Chauvier, Alice Chiche, François Clément,
Frédéric Delbos, Anna Désilles, Jean-Pierre Dussault, Émilien Flayac, Nidham Gaza-
gnadou, Pierre Girardeau, Frédéric Jean, Xavier Jonsson, Elizabeth Karas, Michel
Kern, Vincent Leclere, Claude Lemaréchal, Arthur Le Rhun, Eugénie Marescaux,
Joëlle Mélotte, Quentin Mérigot, Luca Nenna, Baptiste Plaquevent-Jourdain, Manuel
Ruiz, Claudia Sagastizábal, Filippo Santambrogio, Delphine Sinoquet, pour leurs re-
marques et suggestions, parfois pour leur lecture attentive du document.
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Il reste toujours au fond de moi une part de mon expérience
qui n’est pas transmissible.

Jean-Christophe Lafaille et Benoît Heimermann [371].





Partie I

Cadre
Outils théoriques

Concepts algorithmiques





1 Introduction

Quand on me contredit, on éveille mon attention, mais non ma
colère : je m’avance vers celui qui me contredit, qui m’instruit.
La cause de la vérité devrait être la cause commune de l’un et

de l’autre.

Montaigne (1572-1592). Essais, III, 8 [426].

Selon la méthode cartésienne, pour rendre raison d’un
phénomène complexe, il faut le décomposer rationnellement en
éléments plus simples, par là même plus faciles à appréhender,

et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on parvienne aux éléments
fondamentaux : c’est l’analyse. Puis, partant de ces éléments,
on remonte l’ensemble de la machine, en prenant soin de ne
faire aucun « saut », afin d’être toujours à même d’expliquer

l’opération qui suit par celles qui précèdent : c’est la synthèse.

Jean-Marc Mandosio (2010). Présentation de la Grammaire
Générale et Raisonnée d’Antoine Arnauld et Claude Lancelot,

1660 [404].

Ideally, mathematics should be seen as a thought process, rather
than just as a mass of facts to be learned and remembered,

which is so often the common view. [...] It’s the excitement of
discovering new properties and relationships—ones having the

intellectual beauty that only mathematics seems able to
bring—that keeps me going. I never get tired of it. This process

builds its own momentum. New flashes of insight stimulate
curiosity more and more.

R.T. Rockafellar sur le site Wikimization.

1.1 Définition d’un problème d’optimisation

1.1.1 Un cadre très général

Dans cet ouvrage, nous nous intéresserons à l’étude et à la résolution des problèmes
qui s’énoncent de la manière suivante :

3
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« Trouver x∗ ∈ X tel que, pour tout x ∈ X , on ait f(x∗) 6 f(x)».

Dans cet énoncé, X est un ensemble et f est une application définie sur X à valeurs
dans la droite achevée R := R ∪ {−∞,+∞}. Il s’agit donc de trouver un point x∗ de
l’ensemble X qui donne à f sa plus petite valeur sur X . C’est ce que l’on appelle un
problème d’optimisation. On notera également ce problème comme suit :

(PX)

{
inf f(x)
x ∈ X

ou encore
inf
x∈X

f(x) ou inf {f(x) : x ∈ X}.

L’optimisation est la discipline qui étudie ces problèmes. Elle traite des questions
d’existence et d’unicité de solution de ce problème, de l’établissement de ses conditions
d’optimalité, de sa dualisation, etc. Par ailleurs, une grande partie de cette discipline,
et de cet ouvrage, est consacrée aux méthodes numériques qui ont été conçues pour
résoudre les problèmes d’optimisation.

1.1.2 Vocabulaire

L’optimisation a son propre vocabulaire, dont nous allons dévoiler maintenant les
premières bribes. On dit que X est l’ensemble admissible du problème et un point
de X est dit admissible. Ces deux notions sont surtout pertinentes lorsque X est
une partie d’un autre ensemble E (souvent un espace vectoriel réel), si bien que tout
point de E n’est pas nécessairement admissible. Lorsque X est non vide, on dit que le
problème est réalisable. La fonction f est appelée critère, fonction coût ou fonction
objectif du problème. On appelle valeur optimale de (PX) la borne inférieure

val(PX) := inf{f(x) : x ∈ X}

des valeurs prises par f sur X . On dit que le problème (PX) est borné si sa valeur
optimale ne vaut pas −∞. Dans le cas contraire, on dit qu’il n’est pas borné ou qu’il
est non borné. On a alors

inf
x∈X

f(x) = −∞,

ce qui se produit s’il existe une suite {xk} ⊆ X (éventuellement stationnaire, c’est-à-
dire avec tous les xk égaux pour k grand) telle que f(xk)→ −∞. Par ailleurs

inf
x∈X

f(x) = +∞,

si f(x) = +∞ pour tout x ∈ X . Il en sera donc ainsi si X = ∅ (l’ensemble vide). On
a donc

inf
x∈∅

f(x) = +∞ et sup
x∈∅

f(x) = −∞. (1.1)

Ayant défini un problème d’optimisation, il faut maintenant préciser ce qu’en est
une solution. On dit qu’un point x∗ est une solution ou un minimum ou encore un
minimiseur du problème (PX) si

x∗ ∈ X et ∀x ∈ X, f(x∗) 6 f(x). (1.2)
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Il faut donc deux conditions : que x∗ soit admissible et qu’il donne à f une valeur qui
n’excède pas (strictement) celle donnée à f par tout autre point admissible. On dit
aussi qu’un tel x∗ est solution/minimum/minimiseur global de (PX) pour distinguer
cette notion des autres qui vont suivre. On note indifféremment par

Sol(PX) ou argmin
x∈X

f(x)

l’ensemble des solutions de (PX).

Remarque 1.1 Lorsque le problème (PX) a une solution, on écrit

min
x∈X

f(x),

donc avec l’opérateur ‘min’ plutôt que ‘inf’.

Lorsque X est inclus dans un espace topologique E, on peut définir la notion plus
faible de minimum local de (PX). Il s’agit d’un point x∗ tel qu’il existe un voisinage V
de x∗ dans E tel que

x∗ ∈ X et ∀x ∈ X ∩ V, f(x∗) 6 f(x).

Une solution globale est aussi une solution locale (on prend V = E). On parlera de
solution ou de minimum global ou local strict si f(x∗) < f(x), pour tout x ∈ X \{x∗}
ou pour tout x ∈ (X ∩ V ) \ {x∗}, respectivement.

Il est important de pouvoir prendre en compte des problèmes d’optimisation dans
lesquels le critère f peut prendre des valeurs infinies, −∞ ou +∞, parce que ces fonc-
tions sont parfois générées par des procédures qui ne leur assurent pas nécessairement
que des valeurs finies (c’est le cas de la dualité au chapitre 14, par exemple). Le do-
maine effectif (ou simplement domaine) de f est l’ensemble des points de X où elle
ne prend pas la valeur +∞ (mais elle peut y prendre la valeur −∞, pour une raison
qui sera vue au chapitre 3 sur les fonctions convexes). On le note

dom f := {x ∈ X : f(x) < +∞}.

Il est clair que les problèmes

inf
x∈X

f(x) et inf
x∈dom f

f(x) (1.3)

ont les mêmes valeurs optimales et les mêmes solutions. Si dom f = ∅, les valeurs
optimales sont +∞ (à gauche parce que f(x) = +∞ pour tout x ∈ X , à droite parce
que dom f = ∅ et que l’on a adopté la convention (1.1) qui s’avère donc essentielle
ici) ; si dom f 6= ∅, alors on ne modifie pas le problème de gauche en excluant de son
ensemble admissible les points où f prend la valeur +∞, comme on le fait à droite.
L’équivalence entre les problèmes de (1.3) sera souvent utilisée.
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1.1.3 Restrictions

In our opinion, the main fact, which should be known to any
person dealing with optimization methods, is that in general

optimization problems are unsolvable. This statement, which is
usually missing in standard optimization courses, is very

important for an understanding of optimization theory and its
development in the past and in the future.

Y. Nesterov [452].

Présenté comme ci-dessus, le problème (PX) peut être très général, mais les mé-
thodes théoriques et algorithmiques étudiées dans ce manuel ne seront efficaces que
sur un petit sous-ensemble de ces problèmes, qui contient toutefois beaucoup de ceux
qui se posent en pratique, mais en écarte aussi beaucoup d’autres. Les restrictions
présentes dans (PX) ou que nous nous imposerons, faute de pouvoir tout faire, sont
les suivantes.

L’ensemble d’arrivée de f est un espace vectoriel de dimension un, ce qui veut dire
que l’on ne cherche à minimiser qu’un seul critère. Lorsque l’espace d’arrivée est de
dimension supérieure, on parle d’optimisation multicritère. Nous n’aborderons pas
ces problèmes dans cet ouvrage, bien qu’il soit fait allusion à la notion d’optimalité
au sens de Pareto à l’exercice 3.14.

Même si cela n’apparaît pas dans la formulation générale de (PX), on éliminera
également de nos préoccupations une autre classe importante de problèmes, ceux
pour lesquels les variables sont entières : X est une partie de Nn. Ces problè-
mes d’optimisation en nombres entiers ou combinatoire sont d’une autre nature
que ceux qui peuvent être résolus par les algorithmes que nous étudierons (pour
une introduction à ces problèmes, voir par exemple [476]). Ces derniers auront
besoin d’une certaine régularité des données. Il faudra une topologie sur X et un
critère f au moins continu, si possible différentiable (éventuellement dans un sens
généralisé). Cette restriction à des classes de fonctions particulières permet aussi
d’échapper au verdict étonnant et fâcheux, selon lequel tous les algorithmes sont
équivalents, si on moyenne leur performance sur l’ensemble des fonctions [627 ;
1997], affirmation qui doit d’ailleurs être nuancée [26 ; 2007].

Dans le même ordre d’idée, les algorithmes que nous étudierons ne seront efficaces
que pour trouver des minima locaux. Trouver un minimum global d’une fonction
qui a beaucoup de minima locaux s’apparente en effet souvent à un problème com-
binatoire (par exemple lorsque l’ensemble des minima locaux est discret), lequel
a été éliminé de nos préoccupations ci-dessus. Les algorithmes locaux, c’est-à-dire
ceux trouvant des minima locaux, sont toutefois utiles, car ils sont souvent très
efficaces et sont d’ailleurs parfois utilisés dans certaine méthode d’optimisation
globale. On peut en fait souvent montrer que plus les fonctions à minimiser sont
régulières et plus rapide sera la convergence locale des itérés générés par un algo-
rithme sachant utiliser cette régularité de manière idoine.

Quand il sera question d’algorithmes, nous travaillerons toujours en dimension
finie, c’est-à-dire que l’ensemble admissible X sera une partie d’un espace vec-
toriel de dimension finie sur R (par exemple, l’espace vectoriel Rn des n-uplets
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(x1, . . . , xn) ou l’espace vectoriel Sn des matrices réelles d’ordre n symétriques).
Les composantes de x peuvent alors être vues comme des paramètres servant à
rendre optimal un système. En pratique, les problèmes de dimension infinie se ren-
contrent fréquemment, par exemple lorsqu’il s’agit de déterminer une trajectoire
optimale ou une forme optimale. Il s’agit alors de déterminer une fonction plutôt
qu’un vecteur. Lorsqu’on veut résoudre ces problèmes, il est nécessaire de passer
par une phase de discrétisation qui, en utilisant une technique adéquate, construit
un problème approché en dimension finie qui pourra être résolu sur ordinateur par
les algorithmes vus dans cet ouvrage.

1.2 Existence de solution

Si l’ensemble admissible X de (PX) est non vide, que ce problème soit borné ou
non, il existe ce que l’on appelle une suite minimisante. C’est une suite {xk} vérifiant
les propriétés suivantes :

xk ∈ X et f(xk) converge vers val(PX).

Il suffit en effet de se donner une suite de réels εk ↓ 0 (qui converge vers zéro par des
valeurs strictement positives) et d’observer que, par définition de la borne inférieure,
on peut trouver un point xk ∈ X tel que val(PX) 6 f(xk) 6 val(PX) + εk. On
peut même supposer que la suite {f(xk)} est décroissante et, lorsque f est C1,1, que
f ′(xk)→ 0 (voir le lemme 6.14).

Il faut se garder de confondre la notion d’existence de solution, existence de x∗
vérifiant (1.2), et celle de l’existence d’une borne inférieure val(PX) finie. Par exemple,
si f est la fonction définie sur X = R par f(x) = ex, le problème (PX) n’a pas de
solution alors que sa borne inférieure est nulle.

La suite de cette section est formée de variations autour du théorème de Weier-
strass ci-dessous. On rappelle que f : X → R est semi-continue inférieurement ,
s.c.i. en abrégé, si pour tout x ∈ X et toute suite {xk} convergeant vers x, on a
f(x) 6 lim infk f(xk) (voir la section A.3).

Théorème 1.2 (Weierstrass, existence d’un minimum) Si X est un com-
pact non vide et si f : X → R est semi-continue inférieurement, alors (PX) a au
moins une solution.

Démonstration. Soit {xk} une suite minimisante : xk ∈ X et f(xk) → val(PX).
Comme X est compact, on peut en extraire une sous-suite, encore notée {xk}, con-
vergente, disons vers x̄ ∈ X . Par le caractère s.c.i. de f , on a f(x̄) 6 lim inf f(xk) =
val(PX). Dès lors x̄ est solution de (PX). ✷

Comme inf f = − sup(−f) (identité rappelée à la proposition 1.5 ci-dessous), on
déduit de ce résultat qu’une fonction semi-continue supérieurement atteint sa borne
supérieure sur un compact. Une fonction continue étant à la fois semi-continue in-
férieurement et semi-continue supérieurement, elle atteint ses bornes inférieure et
supérieure sur un compact.
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En dimension finie un ensemble est compact s’il est fermé et borné. La propriété
de compacité est plus difficile à obtenir en dimension infinie, mais le théorème 1.2
est si important que l’on a été amené à affaiblir la topologie des espaces normés de
manière à avoir plus de compacts, tout en gardant suffisamment de fonctions s.c.i.
(voir [91 ; 1983]).

Supposons que X soit donné par des contraintes fonctionnelles d’égalité et d’iné-
galité au sens large, c’est-à-dire qu’il est de la forme :

X = {x ∈ E : cE(x) = 0, cI(x) 6 0},

où E est une espace topologique et cE : X → RmE et cI : X → RmI sont deux
applications (mE et mI sont deux entiers). L’inégalité cI(x) 6 0 signifie que toutes
les composantes de cI(x) ∈ RmI doivent être négatives. Alors, X est fermé si cE et cI
sont continues. On peut en effet écrire

X = c−1
E ({0})

⋂
c−1
I (RmI

− ),

où c−1
E ({0}) et c−1

I (RmI
− ) sont fermés comme images réciproques par des applications

continues des fermées {0} et RmI
− de RmE et RmI respectivement.

L’hypothèse «X compact » est souvent restrictive, en particulier, elle n’a pas lieu
pour les problèmes sans contrainte. Dans le corollaire suivant, on montre que, en
dimension finie (le résultat est faux en dimension infinie), on peut remplacer dans
l’énoncé du théorème de Weierstrass, l’hypothèse «X compact » par «X fermé et f
coercive ».

Définition 1.3 (fonction coercive) Soit E un espace vectoriel normé. Une fonction
f : E→ R est dite coercive sur une partie non bornée X de E si

lim
x∈X

‖x‖→∞
f(x) = +∞ (1.4)

ou de manière plus précise

∀ ν ∈ R, ∃ ρ > 0 : (x ∈ X et ‖x‖ > ρ) =⇒ f(x) > ν. (1.5)

Si l’on ne spécifie pas la partie X , il est sous-entendu que X = E. ✷

Insistons bien sur le fait que, lorsque X 6= E, la coercivité sur X est plus faible que le
fait de demander que f tende vers l’infini à l’infini (c’est-à-dire pour ‖x‖ → ∞). Ici on
demande que cela ne soit vrai que pour des x ∈ X . Par ailleurs, l’exercice 1.3 propose
une expression équivalente de la coercivité, à savoir que les intersections avec X des
ensembles de sous-niveau de f sont bornées :

∀ ν ∈ R, {x ∈ X : f(x) 6 ν} est borné.

L’expression de la coercivité d’une forme bilinéaire est examinée à l’exercice 1.4.



1.2. Existence de solution 9

Corollaire 1.4 Soient X est une partie fermée non vide d’un espace vectoriel de
dimension finie et f : X → R est une fonction semi-continue inférieurement et
coercive. Alors (PX) a au moins une solution.

Démonstration. Soient1 x0 ∈ X (non vide) et

X0 := {x ∈ X : f(x) 6 f(x0)}.

Cet ensemble est non vide et compact (il est fermé parce que f est semi-continue
inférieurement sur X , borné grâce à (1.4) et est une partie d’un espace vectoriel de
dimension finie). Alors, d’après le théorème, le problème

{
min f(x)
x ∈ X0,

a une solution x∗. Celle-ci est clairement solution de (PX), puisque ∀x ∈ X \X0, on
a f(x) > f(x0) > f(x∗). ✷

Les techniques de démonstration d’existence de solutions de problèmes sont nom-
breuses. Passons en revue celles qui concernent les problèmes d’optimisation et les
systèmes d’équations non linéaires et qui seront abordées dans cet ouvrage.

Les résultats d’existence de solutions de problèmes d’optimisation présentés ci-
dessus sont de nature topologique et sont fondés sur le comportement de f à l’infini
(pour clarifier ce point, il suffit de remplacer f par f + IX , où IX est la fonction
indicatrice de l’ensemble X ou de se rappeler l’hypothèse de coercivité utilisé dans
le corollaire 1.4). Cette approche sera systématisée pour les problèmes convexes par
l’utilisation de la fonction asymptotique (section 3.3.4), ce qui conduira au résultat
d’existence de la proposition 3.29 (voir son point (ii)). Elle s’utilise aussi pour les
problèmes non convexes [29], mais nous n’aborderons pas ce sujet ici. On peut
rattacher les résultats d’existence de solution d’un problème d’optimisation linéaire
(proposition 2.20) ou quadratique (théorème ??) à cette théorie asymptotique, mais
cela demande un peu de gymnastique intellectuelle.
Une autre possibilité est l’approche analytique, fondée sur les conditions d’optima-
lité qui seront établies au chapitre 4 : si l’on peut montrer l’existence d’un point
stationnaire (c’est-à-dire une solution des conditions d’optimalité) par une méthode
appropriée (pour les problèmes quadratiques sans contrainte d’inégalité, il s’agit
d’un simple système linéaire) et si le problème d’optimisation est convexe, alors ce
point stationnaire en est une solution.
Une troisième approche nous viendra de de l’analyse convexe (chapitres 2 et 3) et
de la dualité (chapitre 14). Elle consiste à montrer que le problème d’optimisation

1 Il faudrait écrire Soit au singulier [284 ; §§ 901(d) et 1045(c)], de la même manière que l’on
écrit vive les vacances et pas vivent les vacances [284 ; §§ 901(e) et 1045(c)]. Nous conti-
nuerons pourtant d’écrire avec obstination soit un objet et soient deux objets, maintenant
ainsi une tradition qui ne semble plus se perpétuer que chez les mathématiciens, mais qui
a sa logique.
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considéré est le dual d’un autre problème (section 14.1.1) dont la fonction valeur
(définition 4.71) est sous différentiable en zéro (section 3.6). Cette technique sera
par exemple utilisée pour établir le théorème 14.14.
Le lemme de Farkas (proposition 2.45) et les théorèmes de l’alternatives (exer-
cice 2.39) qui en découlent permettent d’assurer l’existence d’un point satisfai-
sant des contraintes affines ; voir la discution autour de (2.40). Lorsque des con-
ditions de qualification sont satisfaites, ce lemme permet d’assurer l’existence de
multiplicateurs optimaux (section 4.4), qui sont parfois solutions d’un problème
d’optimisation dual (chapitre 14).
Enfin pour montrer l’existence d’un zéro d’un système d’équations non linéaires,
nous verrons un résultat (le théorème 10.3 de Kantorovitch) qui est apparenté aux
théorèmes d’existence de point fixe.

1.3 Problèmes d’optimisation équivalents

Un problème d’optimisation peut se formuler de différentes manières. Certaines
formulations permettent de mieux comprendre le problème, d’autres se prêtent à une
résolution numérique plus efficace. Les codes d’optimisation tentent d’accepter des
formulations les plus générales possibles de manière à pouvoir résoudre le plus grand
nombre de problèmes avec l’algorithme implémenté. Par ailleurs, pour de multiples
raisons (simplification, mise en évidence de la structure, convention, etc), l’étude des
algorithmes se fait sur des formulations particulières qui doivent toutefois être suffi-
samment générales pour pouvoir représenter tous les problèmes d’une classe donnée.
La question de savoir si deux problèmes sont équivalents ou si une formulation par-
ticulière est représentative d’une classe donnée de problèmes se pose donc souvent.
Cette notion d’équivalence entre problèmes n’a pas de définition précise, mais on veut
souvent dire que les solutions d’une formulation peuvent se déduire aisément des solu-
tions de l’autre, si elles en ont, et que les valeurs optimales des deux formulations ont
un lien bien défini entre elles. L’équivalence entre deux problèmes d’optimisation est
parfois subtile (voir le chapitre 14 sur la dualité), mais on peut dès à présent donner
quelques règles générales élémentaires.

Sachant qu’un problème accepte souvent plusieurs formulations, il est naturel
(dans un manuel d’optimisation bien sûr) de se demander s’il n’en existe pas une
meilleure que les autres. Cela dépend du critère que l’on se donne, de l’objectif que
l’on se fixe. Si l’on s’intéresse à l’analyse du problème, les formulations les plus simples
et faisant apparaître au mieux la structure seront préférables. Si l’on s’intéresse à la
résolution numérique, il peut être utile de savoir que beaucoup de numériciens pensent
qu’il existe une espèce de loi de conservation des ennuis, selon laquelle certaines diffi-
cultés essentielles ne peuvent pas être supprimées en changeant de formulation (pour
autant que celle considérée au départ ne soit pas farfelue), comme la combinatoire, le
mauvais conditionnement, la difficulté liée aux inégalités, etc. Nous y ferons souvent
allusion (déjà dans l’exercice 1.7 de ce chapitre).

Cet ouvrage traite essentiellement de problèmes de minimisation, en particulier
parce que les problèmes de maximisation leur sont équivalents, dans un sens que
nous allons préciser. Ceci implique qu’il suffit d’étudier une seule des deux classes de
problèmes. Le choix de la minimisation s’impose alors par le fait qu’il est naturel de
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minimiser les fonctions convexes et que ces dernières sont bien étudiées en analyse
convexe (il n’y a pas d’analyse concave, car la notion d’ensemble concave n’est pas
un bon concept). Cet argument est repris dans le chapitre suivant et résumé par la
chaîne d’implications (2.1).

Proposition 1.5 (maximisation) Soient X un ensemble et f : X → R une
application. Alors les problèmes

inf
x∈X

f(x) et sup
x∈X

(
−f(x)

)

ont les mêmes solutions et des valeurs optimales qui s’opposent :

inf
x∈X

f(x) = − sup
x∈X

(
−f(x)

)
. (1.6)

Démonstration. Quel que soit x ∈ X , on a inf f 6 f(x) et −f(x) 6 sup(−f),
donc − inf f > −f(x) et f(x) > − sup(−f). On en déduit que − inf f > sup(−f) et
inf f > − sup(−f), d’où l’égalité (1.6).

D’après ce qui précède, x̄ est solution de inf f si, et seulement si, f(x̄) = inf f ou
−f(x̄) = sup(−f) ; donc si, et seulement si, x̄ est solution de sup(−f). ✷

On est souvent amener à transformer un problème d’optimisation par un change-
ment de variables, celles que l’on cherche à optimiser. Quand est-ce qu’il y a équiva-
lence entre les deux problèmes

(PX) inf
x∈X

f(x) et (PY ) inf
y∈Y

g(y)

où X et Y sont des ensembles et f : X ∈ R et g : Y → R sont des fonctions. C’est une
question très générale. La proposition suivante y donne une réponse lorsque x et y sont
liés par un changement de variables, c’est-à-dire par une fonction ϕ : X → Y : x 7→ y
surjective.

Proposition 1.6 (changement de variables) Dans le cadre défini ci-dessus,
on suppose que Y = ϕ(X) et f = g ◦ ϕ. Alors,

1) les problèmes (PX) et (PY ) ont les mêmes valeurs optimales,
2) si (x∗, y∗) ∈ X × Y et y∗ = ϕ(x∗), alors x∗ est solution de (PX) si, et

seulement si, y∗ est solution de (PY ).

Démonstration. 1) Soit ε > 0. Alors on peut trouver xε ∈ X tel que f(xε) 6

infx∈X f(x) + ε. En utilisant yε := ϕ(xε) ∈ Y , on obtient

inf
y∈Y

g(y) 6 g(yε) = (g ◦ ϕ)(xε) = f(xε) 6 inf
x∈X

f(x) + ε.

Comme ε > 0 est arbitraire, on a infy∈Y g(y) 6 infx∈X f(x).
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Inversement, toujours avec un ε > 0 arbitraire, on peut trouver yε ∈ Y tel que
g(yε) 6 infy∈Y g(y)+ε. Comme Y = ϕ(X), on peut trouver xε ∈ X tel que yε = ϕ(xε).
Alors,

inf
x∈X

f(x) 6 f(xε) = (g ◦ ϕ)(xε) = g(yε) 6 inf
y∈Y

g(y) + ε.

Comme ε > 0 est arbitraire, on a infx∈X f(x) 6 infy∈Y g(y).
2) Soit (x∗, y∗) ∈ X × Y et y∗ = ϕ(x∗).
⇒ Si x∗ est solution de (PX), on a g(y∗) = g(ϕ(x∗)) = f(x∗) = infx∈X f(x) =

infy∈Y g(y), grâce au point 1. Donc y∗ est solution de (PY ).
⇐ Si y∗ est solution de (PY ), on a f(x∗) = g(ϕ(x∗)) = g(y∗) = infy∈Y g(y) =

infx∈X f(x), grâce au point 1. Donc x∗ est solution de (PX). ✷

Remarque 1.7 (changement variables en pratique) Souvent, la proposition 1.6
s’utilise lorsqu’on doit résoudre un problème de la forme

inf
x∈X

g(ϕ(x)),

où l’objectif est une composition de fonctions (les notations sont celles de la proposi-
tion). On introduit alors la variable y := ϕ(x) et la proposition 1.6 nous dit dans quel
sens ce problème est équivalent au problème

inf
y∈Y

g(y),

où Y := ϕ(X). Il y a de nombreuses utilisation de cette technique dans cet ouvrage,
en particulier pour résoudre les exercices 1.6 et 4.12(5). ✷

Venons-en maintenant aux questions liées à la minimisation emboîtée. Si X est
une réunion d’ensembles, est-il équivalent de minimiser le critère sur chacun de ces
ensembles et de minimiser les valeurs ainsi obtenues ? La réponse est affirmative, même
s’il s’agit d’une collection non dénombrable d’ensembles, ayant éventuellement des
points communs, mais il faut bien comprendre ce que cela veut dire (la remarque 1.9
ci-dessous va le préciser).

Proposition 1.8 (minimisation emboîtée I) Soient {Xi}i∈I une famille
quelconque d’ensembles pouvant avoir des points en commun, X = ∪i∈IXi leur
union et f : X → R une application. Alors

inf
x∈X

f(x) = inf
i∈I

(
inf

x∈Xi

f(x)

)
. (1.7)

De plus, x∗ ∈ Xi∗ est solution du problème à gauche dans (1.7) si, et seulement
si, i∗ est solution du problème à droite dans (1.7) et x∗ est solution du problème
infx∈Xi∗

f(x).

Remarques 1.9 1) Il faut comprendre l’expression infi∈I (infx∈Xi f(x)) dans (1.7)
comme le problème de minimisation en i ∈ I de la fonction ϕ définie par
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ϕ(i) := inf
x∈Xi

f(x). (1.8)

Le problème de minimisation dans (1.8) est, quant à lui, appelé le problème interne
associé à i ∈ I.

2) D’après la proposition, si x∗ ∈ Xi∗ est solution du problème à gauche dans (1.7),
alors le problème infx∈Xi∗

f(x) a une solution (par exemple x∗), mais il se peut
que d’autres problèmes internes infx∈Xi f(x), avec i 6= i∗, n’en ait pas. ✷

Démonstration. Pour tout i ∈ I, on a Xi ⊆ X et donc

inf
x∈X

f(x) 6 inf
x∈Xi

f(x).

Comme le membre de gauche ne dépend pas de i ∈ I, on a

inf
x∈X

f(x) 6 inf
i∈I

inf
x∈Xi

f(x). (1.9a)

Inversement, pour tout x0 ∈ X , il existe un i0 ∈ I tel que x0 ∈ Xi0 . On en déduit que

f(x0) > inf
x∈Xi0

f(x) > inf
i∈I

inf
x∈Xi

f(x),

où la dernière inégalité est évidente. Le membre de droite est donc une borne inférieure
de f(x0), qui est indépendante de x0 ∈ X . Dès lors,

inf
x∈X

f(x) > inf
i∈I

inf
x∈Xi

f(x). (1.9b)

Grâce à (1.9a) et (1.9b), l’identité (1.7) est démontrée.
Par ailleurs, si x∗ ∈ Xi∗ est solution du problème à gauche dans (1.7), on a

f(x∗) 6 f(x) pour tout x ∈ X et donc certainement pour tout x ∈ Xi∗ , si bien
que x∗ est solution du problème interne associé à i∗ et f(x∗) = ϕ(i∗), où ϕ est définie
par (1.8). On a aussi, quel que soit i ∈ I, f(x∗) 6 f(x) pour tout x ∈ Xi, donc
ϕ(i∗) 6 ϕ(i) si bien que i∗ est solution du problème à droite dans (1.7). Inversement,
on a successivement

f(x∗) = inf
x∈Xi∗

f(x) [x∗ est solution du problème interne i∗]

= ϕ(i∗) [définition de ϕ]

= inf
i∈I

ϕ(i) [i∗ solution du problème à droite dans (1.7)]

= inf
i∈I

(
inf

x∈Xi

f(x)

)
[définition de ϕ]

= inf
x∈X

f(x) [par (1.7)].

Donc x∗ est solution du problème à gauche dans (1.7). ✷

Voici deux corollaires bien utiles de la proposition 1.8.
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Corollaire 1.10 (minimisation emboîtée II) Soient X et Y deux ensembles
et f : X × Y → R une application. Alors

inf
(x,y)∈X×Y

f(x, y) = inf
x∈X

(
inf
y∈Y

f(x, y)

)
= inf

y∈Y

(
inf
x∈X

f(x, y)

)
. (1.10)

De plus, (x∗, y∗) est solution du problème à gauche dans (1.10) si, et seulement
si, x∗ est solution du problème du milieu dans (1.10) et y∗ est solution du problème
interne infy∈Y f(x∗, y) ou encore, si, et seulement si, y∗ est solution du problème
à droite dans (1.10) et x∗ est solution du problème interne infx∈X f(x, y∗).

Démonstration. Il suffit d’écrire X × Y = ∪x∈X({x} × Y ) = ∪y∈Y (X × {y}) et
d’appliquer la proposition 1.8. ✷

Remarque 1.11 Le problème à droite dans (1.10) ne veut pas dire que pour mini-
miser f(x, y), il suffit de minimiser y 7→ f(x0, y), pour un x0 ∈ X arbitraire, dont la
solution serait ȳ (si elle existe !), et ensuite de minimiser x 7→ f(x, ȳ). Il signifie que
minimiser (x, y) 7→ f(x, y) équivaut à minimiser x 7→ ϕ(x), où ϕ(x) := infy∈Y f(x, y).
Pour chaque x, il y a donc un problème de minimisation à résoudre pour déterminer
ϕ(x).

En outre, l’identité (1.10) nous apprend que l’on peut inverser l’ordre dans lequel
sont pris deux minimisations successives (ou deux maximisations successives) sans
modifier la valeur optimale. Il en va tout autrement si une minimisation est suivie
d’une maximisation (ou inversement), comme le montrera la section 14.1 sur la dualité
min-max. ✷

Corollaire 1.12 (minimisation emboîtée III) Soient U et V deux ensem-
bles, X une partie de U × V et f : X → R. Alors

inf
x∈X

f(x) = inf
u∈U

(
inf

v∈Xu

f(u, v)

)
= inf

v∈V

(
inf

u∈Xv
f(u, v)

)
, (1.11)

où
Xu := {v ∈ V : (u, v) ∈ X} et Xv := {u ∈ U : (u, v) ∈ X}.

De plus, x∗ = (u∗, v∗) est solution du problème à gauche dans (1.11) si, et seu-
lement si, u∗ est solution du problème du milieu dans (1.11) et v∗ est solution
du problème interne infv∈Xu∗

f(u∗, v) ou encore, si, et seulement si, v∗ est so-
lution du problème à droite dans (1.11) et u∗ est solution du problème interne
infu∈Xv∗ f(u, v∗).

Démonstration. On définit f̃ : U × V → R par

f̃(x) =

{
f(x) si x ∈ X
+∞ sinon
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et on applique le corollaire 1.10 à f̃ . ✷

Certains algorithmes s’étudient sur des problèmes dont le critère est linéaire (voir,
par exemple, le chapitre 16 sur les points intérieurs). Il n’y a pas de restriction dans
ce choix si le problème admet déjà des contraintes non linéaires, car on peut toujours
faire passer un terme du critère en contrainte par l’équivalence mise en évidence dans
la proposition suivante.

Proposition 1.13 (passage d’un terme du critère en contrainte) Soient
X un ensemble et f , g : X → R ∪ {+∞} deux fonctions. Alors

inf
x∈X

f(x) + g(x) = inf
(x,γ)∈X×R

g(x)6γ

f(x) + γ. (1.12)

De plus, si x∗ est solution du problème à gauche dans (1.12) et si g(x∗) est fini,
alors (x∗, g(x∗)) est solution du problème à droite. Inversement, si (x∗, γ∗) est
solution du problème à droite dans (1.12), alors x∗ est solution du problème à
gauche et γ∗ = g(x∗).

Si f = 0, le problème à droite dans (1.12) consiste de trouver le couple (x, γ) dans
l’épigraphe de g, qui est l’ensemble

epi g := {(x, γ) ∈ X × R : g(x) 6 γ},

avec l’ordonnée γ la plus petite possible.

Démonstration. En appliquant le corollaire 1.12, on obtient l’égalité en (1.12) :

inf
(x,γ)∈X×R

g(x)6γ

f(x) + γ = inf
x∈X


 inf

γ∈R

g(x)6γ

f(x) + γ


 = inf

x∈X
f(x) + g(x). (1.13)

Soit x∗ ∈ X une solution du problème à gauche dans (1.12) telle que γ∗ := g(x∗)
soit fini. Alors (x∗, γ∗) ∈ epi g (admissibilité pour le problème à droite). De plus, pour
tout (x, γ) ∈ epi g, on a f(x∗)+ γ∗ = f(x∗) + g(x∗) 6 f(x) + g(x) [car x∗ est solution
du problème de gauche] 6 f(x)+ γ. Donc (x∗, γ∗) est solution du problème de droite.

Inversement, soit (x∗, γ∗) une solution du problème à droite dans (1.12), c’est-
à-dire du problème à gauche dans (1.13). D’après le corollaire 1.12, x∗ est solution
du problème du milieu dans (1.13) (c’est-à-dire solution du problème à gauche dans
(1.12)) et γ∗ est solution du problème interne avec x = x∗ (c’est-à-dire γ∗ = g(x∗)).

✷

Notes

Auslender et Teboulle [29 ; 2003] dérivent des résultats d’existence de solution
de problèmes d’optimisation (convexes ou non) en utilisant une notion de fonction
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asymptotique qui étend celle que nous verrons pour les fonctions convexes au chapi-
tre 3. Ils énoncent en particulier des conditions nécessaires et suffisantes d’existence
de solution pour des fonctions propres et s.c.i. [29 ; théorème 3.4.1], bien que celles-ci
ne soient pas toujours très simples à utiliser. On peut aussi s’intéresser à des résultats
d’existence de solution généraux sur des espaces de Banach (de dimension infinie) ou
des espaces métriques complets [91, 640].

Malgré l’étendue du corpus de l’optimisation numérique, on peut trouver des syn-
thèses plus ou moins courtes et détaillées donnant une vue d’ensemble de la disci-
pline ; mentionnons [272, 239]. On en apprendra davantage dans les ouvrages généraux
d’optimisation numérique, que nous citons par ordre chronologique : le livre de Fiacco
et McCormick [207 ; 1968] a connu une renaissance au moment de l’émergence des
méthodes de points intérieurs (chapitres 16, 18 et 20) ; Ortega et Rheinboldt [463 ;
1970] ont écrit un ouvrage très classique qui se concentre sur les méthodes itératives
de résolution de systèmes d’équations non linéaires, en ayant toutefois une section
consacrée à l’optimisation sans contrainte ; Gill, Murray et Wright [251 ; 1981] ; Ci-
arlet [126 ; 1982] ; McCormick [415 ; 1983] ; Fletcher [212 ; 1987] ; Culioli [148 ; 1994] ;
Nazareth [450 ; 1994] ; Bertsekas [54 ; 1995] ; Kelley [348 ; 1995] ; Gauvin [233 ; 1995] ;
Hiriart-Urruty [315 ; 1996] ; Polak [482 ; 1997] ; Kelley [349 ; 1999] ; Conn, Gould et
Toint [138 ; 2000] sur les régions de confiance ; Biegler et coll. [58 ; 2003] présen-
tent une série de travaux sur l’optimisation de systèmes gouvernés par des équations
aux dérivées partielles ; Boyd et Vandenberghe [86 ; 2004] donnent une introduction
bien imagée et très abordable de l’optimisation convexe avec de nombreuses appli-
cations intéressantes, sans entrer dans la démonstration des résultats les plus fins ;
Nesterov [452 ; 2004] ; Nocedal et Wright [460 ; 2006] ; Bonnans, Gilbert, Lemaréchal
et Sagastizábal [73 ; 2006] sur l’optimisation sans contrainte, l’optimisation non dif-
férentiable, la programmation quadratique successive et les points intérieurs ; Ito et
Kunisch [328 ; 2008] présentent la théorie et les algorithmes de l’optimisation en di-
mension infinie, Bertsekas [56 ; 2015].

Voici pour terminer cette introduction quelques sites de la Toile qu’il pourra être
intéressant de visiter. Les sites

http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/SoftwareGuide et
http://plato.asu.edu/guide.html

proposent des guides de codes d’optimisation. Le site de l’Inria

http://www-rocq.inria.fr/estime/modulopt/index.html

contient quelques codes spécialisés qui peuvent s’avérer utiles pour résoudre certains
problèmes difficiles ou de très grande taille. À l’adresse

http://plato.la.asu.edu/bench.html,

on trouvera un répertoire de bancs d’essai (collection de problèmes-tests) pour les
codes d’optimisation. Sur cette question, l’environnement Libopt qui propose une
plate-forme permettant de coupler des solveurs a différentes collections de problèmes-
tests pourra s’avérer utile :

http://www-rocq.inria.fr/estime/modulopt/libopt/libopt.html.

En optimisation non linéaire, signalons les collections de problèmes-tests cutest et
cops :

http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/SoftwareGuide
http://plato.asu.edu/guide.html
http://www-rocq.inria.fr/estime/modulopt/index.html
http://plato.la.asu.edu/bench.html
http://www-rocq.inria.fr/estime/modulopt/libopt/libopt.html
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http://ccpforge.cse.rl.ac.uk/gf/project/cutest/wiki,
http://www-unix.mcs.anl.gov/~more/cops.

Pour d’autres codes d’analyse numérique et de mathématiques en général, on pourra
consulter :

http://gams.nist.gov,
http://gams.nist.gov/serve.cgi,
http://www.netlib.org.

Exercices

1.1. Inclusion et adhérence d’ensembles admissibles.
1) Soit X0 une partie non vide d’un ensemble X et f : X → R une fonction. Alors

inf
x∈X

f(x) 6 inf
x0∈X0

f(x0).

2) Soient X une partie non vide d’un espace topologique et f : X̄ → R une applica-
tion semi-continue supérieurement. Alors

inf
x∈X̄

f(x) = inf
x∈X

f(x).

1.2. Minimisation et maximisation d’une somme de fonctions. Soient X un ensemble et f
et g : X → R deux applications. Montrez que

(i) infx∈X f(x) + infx∈X g(x) 6 infx∈X(f(x) + g(x)),
(ii) supx∈X f(x) + supx∈X g(x) > supx∈X(f(x) + g(x)).

1.3. Deux notions de coercivité équivalentes. Soient E un espace vectoriel normé, X une
partie de E et f : E → R une fonction. Montrez que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) f est coercive (au sens de la définition 1.3),
(ii) ∀ ν ∈ R, l’ensemble {x ∈ X : f(x) 6 ν} est borné.

1.4. Coercivité d’une forme bilinéaire. Soient E un espace vectoriel normé et a : E×E → R
une forme bilinéaire. Montrez que a est coercive si, et seulement si,

∃α > 0, ∀ x ∈ E : a(x, x) > α‖x‖2. (1.14)

1.5. Optimisation globale par l’optimisation linéaire sur l’espace des mesures [375]. Soient
X une partie mesurable d’un espace vectoriel E, M(X) l’ensemble des mesures sur X
et f : X → R une fonction. Alors l’infimum de f sur X est donné par la valeur
optimale d’un problème d’optimisation linéaire sur M(X), à savoir

inf
x∈X

f(x) = inf
µ∈M(X)
µ(X)=1

µ>0

∫

X

f dµ. (1.15)

Remarque. On transforme ainsi le problème potentiellement non convexe de gauche
(a priori difficile à résoudre numériquement) en un problème, celui de droite, à la
structure très simple (il est linéaire) mais de dimension infinie.

http://ccpforge.cse.rl.ac.uk/gf/project/cutest/wiki
http://www-unix.mcs.anl.gov/~more/cops
http://gams.nist.gov
http://gams.nist.gov/serve.cgi
http://www.netlib.org
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1.6. Norme de l’inverse d’une matrice par minimisation ([185] et sans doute beaucoup
d’autres articles). Soit A ∈ Rn×n une matrice carrée inversible et ‖·‖ une norme ma-
tricielle subordonnée à une norme vectorielle, également notée ‖ · ‖. On sait que ‖A‖
peut se calculer en résolvant le problème de maximisation (B.4). Montrez l’identité
suivante

min
‖x‖=1

‖Ax‖ = ‖A−1‖−1, (1.16a)

qui permet de calculer ‖A−1‖ en résolvant le problème de minimisation. Montrez
également que x∗ résout le problème dans le membre de gauche de (1.16a) si, et
seulement si, y∗ := ‖A−1‖Ax∗ résout le problème dans le membre de gauche de

max
‖y‖=1

‖A−1y‖ = ‖A−1‖. (1.16b)

1.7. Problèmes d’optimisation équivalents. Soient X un ensemble et fi : X → R des
applications (pour i dans un ensemble d’indices quelconque I). Montrez que les
problèmes ci-dessous ont les mêmes solutions x∗ ∈ X :

min
x∈X

sup
i∈I

fi(x) et







min α
fi(x) 6 α, ∀i ∈ I
x ∈ X, α ∈ R.

Remarque. Lorsque les fi sont différentiables, on a remplacé le problème à gauche,
qui est en général non différentiable mais n’a pas de contrainte fonctionnelle, par le
problème à droite, qui est différentiable mais présente des contraintes fonctionnelles
d’inégalité. On a remplacé la difficulté liée à la non-différentiabilité par celle liée à
la présence de contraintes d’inégalité. C’est un exemple où la loi de conservation des
ennuis se manifeste.

1.8. Récritures différentiables. Récrire sous une forme différentiable les problèmes d’op-
timisation suivants dans lesquels f : Rn → R et F : Rn → Rm sont des fonctions
différentiables, X est une partie de Rn (définie par des fonctions différentiables) et
une non-différentiabilité est présente du fait de l’utilisation des normes ℓ1, notée ‖·‖1,
ou ℓ∞, notée ‖ · ‖∞ :

1) infx {f(x) + ‖F (x)‖1 : x ∈ X},
2) infx {f(x) + ‖F (x)‖∞ : x ∈ X}.
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Convexity is a large subject which can hardly be addressed here,
but much of the impetus for its growth in recent decades has
come from applications in optimization. [...] In fact the great

watershed in optimization isn’t between linearity and
nonlinearity, but convexity and nonconvexity. Even for

problems that aren’t themselves of convex type, convexity may
enter, for instance, in setting up subproblems as part of an

iterative numerical scheme.

R.T. Rockafellar [526 ; 1993].

We now take for granted that convex analysis is a good subject
with worthwhile ideas, yet it was not always that way. There
was actually a lot of resistance to it in the early days, from

individuals who preferred a geometric presentation to one
targeting concepts of analysis. Even on the practical plane, it’s

fair to say that little respect was paid to convex analysis in
numerical optimization until around 1990, say.

R.T. Rockafellar sur le site Wikimization.

Les chapitres 2 et 3 présentent les éléments d’analyse convexe qui nous seront
utiles pour étudier les problèmes d’optimisation et les algorithmes qui les résolvent.
Le chapitre 2 s’intéresse aux ensembles convexes ; le chapitre 3 aux fonctions con-
vexes. L’analyse convexe est une théorie située entre l’algèbre linéaire et l’analyse non
linéaire, dans laquelle les objets étudiés, ensembles et fonctions, bien que non linéaires,
sont contraints de vérifier une condition particulière qui leur confère des propriétés re-
marquables. C’est une théorie assez récente ; certains voient la naissance de sa version
« moderne », celle renforçant le rôle de l’analyse, dans l’invention du sous-différentiel
(section 3.6), de l’application proximale (section 3.7.1) et de l’inf-convolution (sec-
tion 3.4.4) dans les années 1962-63 [132].

Cette théorie et ses concepts interviennent en optimisation pour de nombreuses
raisons. Par exemple, l’écriture des conditions d’optimalité passe par le linéarisé de
l’ensemble admissible, qui est un cône ; un objet qui n’appartient pas à l’algèbre
linéaire mais à l’analyse convexe. Autre exemple : dans les problèmes d’optimisation
convexe (c’est-à-dire avec un critère convexe et un ensemble admissible convexe), tous
les points stationnaires sont des minima globaux, ce qui simplifie singulièrement le

19
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problème1. Si l’analyse convexe joue un rôle prépondérant en optimisation, la phrase
de R.T. Rockafellar donnée en épigraphe parlant de ligne de partage des eaux (water-
shed), nous semble devoir être relativisée ; on sait en effet qu’il existe des problèmes
d’optimisation convexe qui sont NP-ardus (l’optimisation copositive [447, 69]) et donc
aujourd’hui très difficiles à résoudre lorsque leur dimension est grande.

L’analyse convexe est une théorie très riche et d’une évidente élégance. C’est donc
avec regret que nous avons cherché à en dire le moins possible, en ne développant
que les concepts et les propriétés qui sont nécessaires à l’étude des quelques problè-
mes d’optimisation et méthodes de résolution que nous verrons dans cet ouvrage. Le
lecteur intéressé pourra approfondir ses connaissances en s’immergeant dans les ou-
vrages spécialisés cités dans les notes à la fin du chapitre 3. Nous espérons toutefois
que l’étude de ces deux chapitres apportera au lecteur une aisance suffisante dans cet
univers merveilleux. Si la théorie est parfois difficile, elle contient aussi beaucoup de
résultats simples à démontrer pourvu que l’on maîtrise la technique ; leur démonstra-
tion est alors proposée en exercice. Mais l’analyse convexe a aussi des affirmations
simples à énoncer, qui semblent très naturelles, mais que l’on ne sait pas démontrer.
On y prendra garde !

Le fait que l’Analyse convexe existe en tant que discipline des mathématiques,
et pas l’Analyse concave, tient au fait que l’on définit aisément la notion d’ensemble
convexe, alors que celle d’ensemble concave est moins naturelle, voire pratiquement
inexistante. On définit alors les fonctions convexes comme celles ayant un épigraphe
convexe (les fonctions concaves ont, elles, un hypographe convexe...). Il est normal
de minimiser les fonctions convexes, pas de les maximiser, si bien que l’optimisation
s’intéressera tout naturellement à la minimisation de fonctions et pas à leur maximi-
sation. La chaîne logique des concepts est donc la suivante :

ensemble convexe −→ fonction convexe −→ minimisation. (2.1)

Mais, on l’a vu (proposition 1.5), les problèmes de maximisation se ramènent aisément
à des problèmes de minimisation.

Dans ce chapitre nous introduisons la notion d’ensemble convexe, donnons quelques
exemples d’ensembles convexes (en particulier une description assez précise des polyè-
dres convexes), démontrons leurs principales propriétés (géométriques et topologiques)
et décrivons quelques opérations sur les ensembles convexes (projection, séparation,
prise du dual). En chemin, nous serons amenés à démontrer un résultat d’existence de
solution pour les problèmes d’optimisation linéaire (proposition 2.20) qui nous sera
aussi utile au chapitre 17.

Comme c’est le cas dans tout cet ouvrage, l’espace vectoriel sur lequel on travaille,
noté E, est supposé défini sur le corps des réels R et de dimension finie ; cela ne sera pas
toujours précisé dans l’énoncé des résultats. Il n’y a alors pas de restriction à supposer
qu’il est euclidien, c’est-à-dire muni d’un produit scalaire que l’on notera 〈·, ·〉.
1 Les problèmes d’optimisation à données polynomiales présentent aussi des propriétés

remarquables, qui contraignent les possibilités d’une autre manière, mais c’est alors
la géométrie algébrique plutôt que l’analyse convexe qui y joue un rôle clé. Nous
n’aborderons pas ce domaine qui connaît un essor important depuis le début du XXIe
siècle [376, 65, 377].
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2.1 Définition et premières propriétés

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur R et x, y ∈ E. On appelle
segment de E, un ensemble noté et défini comme suit

[x, y] := {(1−t)x+ ty : t ∈ [0, 1]}.

Lorsque x 6= y, on définit les segments [x, y[, ]x, y] et ]x, y[, en remplaçant dans la
formule ci-dessus, l’intervalle [0, 1] respectivement par les intervalles [0, 1[, ]0, 1] et
]0, 1[. Lorsque x = y, les segments [x, y[, ]x, y] et ]x, y[ sont vides, par définition.

On dit qu’une partie C de E est convexe si pour tout x, y ∈ C, le segment [x, y]
est contenu dans C. On dit aussi que C est « un convexe ». La figure 2.1 illustre cette

x

yx
y

convexe non convexe

yx

non convexeconvexe

Fig. 2.1. Définition d’un ensemble convexe

notion. L’ensemble de gauche est convexe car il contient tous les segments [x, y] avec
des points x et y lui appartenant. Le second ne l’est pas car une partie du segment
[x, y] qui y est représenté n’est pas dans l’ensemble. Le cas des deux carrés à droite est
plus délicat car la question se joue sur la frontière (la partie de celle-ci appartenant
à l’ensemble est marquée d’un trait continu). Le carré de gauche est convexe, bien
qu’il ne contienne pas toute sa frontière. Celui de droite ne l’est pas, car le segment
]x, y[ ne lui appartient pas, alors que x et y sont supposés appartenir à l’ensemble.
Cet exemple du carré n’est pas anodin, mais est destiné à faire prendre conscience au
lecteur du fait que la validité d’une propriété (comme la convexité, la semi-continuité
d’une fonction, sa sous-différentiabilité, etc) dépend souvent de ce qui se passe sur la
frontière d’un ensemble ; on devra donc toujours traiter avec soin et précision ce qui
peut apparaître comme un détail au premier abord.

Exemples et propriétés immédiates

Ci-dessous, E, E1, E2 et F sont des espaces vectoriels ou euclidiens. Les affirmations
se démontrent tous sans difficulté, soit en utilisant la définition de la convexité d’un
ensemble, soit à partir des exemples et propriétés énoncés précédemment.

1) Un hyperplan d’un espace euclidien (E, 〈·, ·〉) est un ensemble de la forme

H(ξ, α) := {x ∈ E : 〈ξ, x〉 = α},

où ξ ∈ E est non nul et α ∈ R. C’est clairement un convexe de E.
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2) Un demi-espace fermé de E est un ensemble de l’une des deux formes suivantes

H−(ξ, α) := {x ∈ E : 〈ξ, x〉 6 α}, (2.2a)

H+(ξ, α) := {x ∈ E : 〈ξ, x〉 > α}, (2.2b)

où ξ ∈ E est non nul et α ∈ R. On dit que les demi-espaces sont ouverts si
l’on utilise des inégalités strictes en (2.2a) et (2.2b). Ce sont aussi clairement des
convexes de E.

3) La partie de Rn définie par Rn
+ := {x ∈ Rn : x > 0} est un convexe appelé orthant

positif. La notation x > 0 veut dire que xi > 0 pour tout indice i ∈ [1 :n].

4) La somme (de Minkowski) C1 +C2 := {x1 + x2 : x1 ∈ C1, x2 ∈ C2} de deux con-
vexes C1 et C2 de E est un convexe. Le produit αC := {αx : x ∈ C} d’un scalaire
α ∈ R par un convexe C est un convexe (voir aussi le point 1 de l’exercice 2.1).

5) Si {Ci}i∈I est une famille quelconque de convexes de E, alors leur intersection
∩i∈ICi est un convexe (mais pas leur union !).

6) Soit A : E → F une application linéaire. L’image directe A(C) (resp. l’image
réciproque A−1(C)) d’un convexe C de E (resp. de F) par A est un convexe.

7) Soient C1 ⊆ E1 et C2 ⊆ E2. Alors C1×C2 est convexe dans E1×E2 si, et seulement
si, C1 et C2 sont convexes.

8) On appelle polyèdre convexe de E un ensemble de la forme {x ∈ E : Ax 6 b}, où
A : E → Rm est une application linéaire, b ∈ Rm et l’inégalité Ax 6 b se com-
prend composante par composante : (Ax)i 6 bi, pour tout i ∈ [1 :m]. C’est donc
l’intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés. D’après ce qui précède,
c’est un convexe.

9) On appelle simplexe unitaire de Rn l’ensemble défini par

∆n :=
{
x ∈ Rn : eTx = 1, x > 0

}
,

∆3
0

où e = (1, . . . , 1) ∈ Rn. C’est un convexe (intersection de deux convexes : un
sous-espace affine et l’orthant positif).

10) On note Sn l’espace vectoriel des matrices d’ordre n symétriques. Il est de di-
mension n(n+ 1)/2. Les ensembles

Sn+ := {A ∈ Sn : A est semi-définie positive}
Sn++ := {A ∈ Sn : A est définie positive}

sont convexes. En effet, si A et B ∈ Sn+, alors pour tout t ∈ [0, 1] et tout vecteur
v ∈ Rn, on a vT((1−t)A + tB)v = (1−t)vTAv + tvTBv > 0, ce qui montre que
(1−t)A+ tB ∈ Sn+. On raisonne de même pour Sn++.

11) Si A est un sous-espace affine de Sn, alors
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Sn+ ∩ A

est évidemment un ensemble convexe (intersection de deux convexes). Beaucoup
d’ensembles convexes peuvent se ramener à une telle description, au prix de
quelques transformations algébriques. Souvent, le sous-espace affine est vu comme
le noyau translaté d’une application linéaire L : Sn → Rm :

A = {X ∈ Sn : L(X) = b},

où b est fixé dans Rm. On peut aussi voir A comme l’image d’une application affine
Rm → Sn :

A = {A0 +
∑m

i=1 αiAi : α ∈ Rm},
où les matricesAi sont fixées dans Sn. Dans le premier ou le second cas,X ∈ Sn+∩A
si, et seulement si, X vérifie les conditions suivantes

L(X) = b, X < 0 ou X = A0 +
m∑

i=1

αiAi, X < 0.

C’est ce qu’on appelle des inégalités matricielles linéaires (IML en abrégé, on
devrait dire affine plutôt que linéaire).

2.2 Aspects géométriques

En algèbre linéaire, il est naturel de considérer le plus petit sous-espace vectoriel
contenant un ensemble donné P de E, ainsi que de son enveloppe affine qui est le
plus petit sous-espace affine contenant cet ensemble (section 2.2.1). L’analyse convexe
associe à P de nouveaux ensembles : son enveloppe convexe qui est le plus petit convexe
contenant P (section 2.2.2), son enveloppe convexe fermée qui est le plus petit convexe
fermé contenant P (section 2.5.4), son enveloppe conique qui est le plus petit cône
convexe contenant P (section 2.2.3) et, lorsque P est convexe, son cône asymptotique
(section 2.2.4) et ses faces (section 2.2.5).

2.2.1 Enveloppe affine

Soit P une partie d’un espace vectoriel E. L’intersection de sous-espaces affines
étant un sous-espace affine (exercice A.8), on peut parler du plus petit sous-espace
affine contenant P , qui est donc l’intersection de tous les sous-espaces affines de E
contenant P . C’est ce que l’on appelle l’enveloppe affine de P . On la note

aff P :=
⋂
{A : A est un sous-espace affine de E contenant P}.

On appelle combinaison affine de E, un élément x de E de la forme

x =

m∑

i=1

tixi,

où m ∈ N∗, t = (t1, . . . , tm) ∈ Rm vérifie eTt = 1 et les vecteurs xi ∈ E.
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Proposition 2.1 1) Un ensemble est un sous-espace affine si, et seulement si,
il contient toutes les combinaisons affines de ses éléments.

2) Si P ⊆ E, alors aff P est l’ensemble des combinaisons affines des éléments
de P :

aff P =

{
m∑

i=1

tixi : m ∈ N∗, t ∈ Rm, eTt = 1, xi ∈ P
}
. (2.3)

Démonstration. 1) Soit A un sous-espace affine. Presque par définition (voir l’exer-
cice A.7), A contient les combinaisons affines formées de deux de ses éléments. On
raisonne ensuite par récurrence en supposant qu’un sous-espace affine A contient les
combinaisons affines formées de m de ses éléments, avec un certain m > 2. Soient
alors m+ 1 éléments xi ∈ A et des ti ∈ R vérifiant

∑m+1
i=1 ti = 1. Il y a au moins un

des ti 6= 1. Supposons que ce soit t1. On écrit :

m+1∑

i=1

tixi = t1x1 + (1−t1)
(

m+1∑

i=2

ti
1−t1

xi

)
.

Cet élément est dans A car les facteurs de t1 et de 1−t1 sont dans A (par récur-
rence pour le second). Réciproquement, on savait déjà qu’un ensemble contenant les
combinaisons formées de deux de ses éléments est un sous-espace affine.

2) Soit X l’ensemble à droite dans (2.3). On vérifie facilement que cet ensemble
contient P (prendre m = 1) et est affine, donc aff P ⊆ X . Inversement, X est contenu
dans l’ensemble défini comme à droite dans (2.3), mais avec des xi pris dans aff P
plutôt que dans P . D’après la première partie de la proposition, ce dernier ensemble
est aff P . Donc X ⊆ aff P . ✷

On dit que les vecteurs x0, x1, . . . , xp de E sont affinement indépendants si p = 0
ou si l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(A1)
∑p

i=0 αixi = 0 et
∑p

i=0 αi = 0 =⇒ tous les αi sont nuls,
(A2) les vecteurs {xi − x0 : i ∈ [1 : p]} sont linéairement indépendants,
(A3) quel que soit j ∈ [0 : p], les vecteurs {xi − xj : i ∈ [0 : p], i 6= j} sont linéaire-

ment indépendants.

On parle parfois de la dimension d’un ensemble convexe C : c’est la dimension de son
enveloppe affine aff(C). Si dimC = p, C contient au moins et au plus p+ 1 vecteurs
affinement indépendants.

2.2.2 Enveloppe convexe

Soit P une partie d’un espace vectoriel E. L’intersection de convexes étant convexe,
on peut parler du plus petit convexe contenant P , qui est donc l’intersection de tous
les convexes contenant P . C’est ce que l’on appelle l’enveloppe convexe de P . On la
note
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coP :=
⋂
{C : C est un convexe contenant P}.

On appelle combinaison convexe de E, un élément x de E de la forme

x =

m∑

i=1

tixi,

où m ∈ N∗, t = (t1, . . . , tm) ∈ ∆m (simplexe unitaire de Rm, c’est-à-dire t > 0 et∑m
i=1 ti = 1) et les vecteurs xi ∈ E.

Proposition 2.2 1) Un ensemble est convexe si, et seulement si, il contient
toutes les combinaisons convexes de ses éléments.

2) Si P ⊆ E, alors coP est l’ensemble des combinaisons convexes des éléments
de P :

coP =

{
m∑

i=1

tixi : m ∈ N∗, t ∈ ∆m, xi ∈ P
}
. (2.4)

Démonstration. 1) Soit C un convexe. Par définition, C contient les combinaisons
convexes formées à partir de deux éléments de C (m = 2). On raisonne ensuite par
récurrence en supposant que C contient les combinaisons convexes formées de m
éléments de C (m > 2). Alors pour une combinaison convexe de m + 1 éléments de
C, on écrit (on peut supposer que t1 6= 1, sinon le résultat est évident) :

m+1∑

i=1

tixi = t1x1 + (1− t1)
(

m+1∑

i=2

ti
1− t1

xi

)
.

Cet élément est dans C car les facteurs de t1 et de 1− t1 sont dans C (par récurrence
pour le second). Réciproquement, si C contient toutes les combinaisons convexes de
ses éléments, il contient les combinaisons convexes formées de deux éléments. Donc C
est convexe.

2) Il est facile de voir que l’ensemble des combinaisons convexes des éléments de
P est un convexe. Il contient donc coP qui est le plus petit convexe contenant P .
Inversement, par la première partie, coP étant un convexe, il contient toutes les
combinaisons convexes des éléments de coP donc de P . ✷

À droite dans (2.4), on ne peut pas se contenter de prendre m = 2. Par exemple,
si P est formé des trois sommets d’un triangle non dégénéré, cet ensemble serait alors
la frontière du triangle, qui n’est pas convexe. Cependant, si P = C1 ∪ · · · ∪ Cm

est l’union de m convexes Ci, coP est l’ensemble des combinaisons convexes de m
points xi, chacun des xi étant pris dans un convexe Ci différent (voir l’exercice 2.5).
Le théorème de Carathéodory ci-dessous s’inscrit dans le même esprit, celui de limiter
le nombre de termes à prendre dans la somme de (2.4). Il affirme qu’en dimension n,
il suffit de prendre m = n + 1 dans (2.4). Ce majorant sur le nombre d’éléments à
prendre dans la somme à droite dans (2.4) est utile pour passer à la limite dans des
combinaisons convexes, comme le montre le corollaire qui suit.
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Théorème 2.3 (Carathéodory [106 ; 1907]) Soit P une partie d’un espace
vectoriel E de dimension n. Alors tout élément de coP peut s’écrire comme une
combinaison convexe de n+ 1 éléments de P .

Démonstration. Supposons que x ∈ coP s’écrive comme combinaison convexe de
m > n+ 1 éléments xi de P : x =

∑m
i=1 tixi, avec t := (t1, . . . , tm) ∈ ∆m. Il suffit de

montrer que l’on peut écrire x comme combinaison convexe de m− 1 des xi. On peut
supposer que tous les ti > 0 (sinon le travail est fait).

En nombre m > n + 1, les xi sont affinement dépendants, si bien que l’on peut
trouver α := (α1, . . . , αm) 6= 0, tel que

m∑

i=1

αixi = 0 et
m∑

i=1

αi = 0.

Comme α 6= 0, il existe un indice k tel que αk > 0 (cet indice k sera mieux choisi par
la suite). On peut donc écrire

xk = −
∑

16i6m
i6=k

αi

αk
xi et x =

∑

16i6m
i6=k

(
ti − tk

αi

αk

)
xi.

On voit que
∑

16i6m, i6=k (ti − tkαi/αk) = 1, si bien que le résultat sera démontré si
ti − tkαi/αk > 0 pour tout i 6= k. Ceci s’écrit encore (on se rappelle que les ti et αk

sont > 0) :
αk

tk
>
αi

ti
, pour tout i 6= k.

Cette condition spécifie comment choisir l’indice k ∈ argmax{αi/ti : 1 6 i 6 m}, qui
fournit bien un αk > 0. ✷

Corollaire 2.4 L’enveloppe convexe d’une partie compacte d’un espace vectoriel
de dimension finie est compacte.

Démonstration. Il est clair que coP est borné (on utilise la proposition 2.2) ; il
reste donc à montrer qu’il est fermé. Soit {xk} ⊆ coP , avec xk → x et montrons que
x ∈ coP . D’après le théorème de Carathéodory,

xk =

n+1∑

i=1

tk,i xk,i, (2.5)

avec (tk,1, . . . , tk,n+1) ∈ ∆n+1 et xk,i ∈ P . Comme ∆n+1 et P sont compacts, on
peut extraire de {tk,i}k et de {xk,i}k des sous-suites convergentes, dont les limites
sont dans ∆n+1 et P respectivement. En passant à la limite dans (2.5), on voit que
x ∈ coP . ✷
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La démonstration de la proposition suivante est proposée à l’exercice 2.4.

Proposition 2.5 (calcul d’enveloppe convexe) Soient E et F deux espaces
vectoriels.
1) Si P ⊆ E et a : E→ F est affine, alors co(a(P )) = a(coP ).
2) Si P et Q ⊆ E, alors co(P +Q) = coP + coQ.
3) Si P ⊆ E et Q ⊆ F, alors co(P ×Q) = (coP )× (coQ).

2.2.3 Enveloppe conique

On note

R+ := {t ∈ R : t > 0} et R++ := {t ∈ R : t > 0}.

On dit qu’une partie K d’un espace vectoriel E est un cône si R++K ⊆ K, c’est-
à-dire si tx ∈ K chaque fois que t > 0 et x ∈ K. On dit qu’un cône K est

saillant si K ∩ (−K) ⊆ {0}, ce qui revient à dire qu’il ne contient pas de droite
(sous-espace affine de dimension 1),
pointé si 0 ∈ K (et épointé dans le cas contraire).

On a pris soin de ne pas imposer qu’un cône contienne l’origine (on ne demande pas
que R+K ⊆ K), de manière à pouvoir parler de cônes ouverts, tels que Sn++.

Soit P une partie de E. L’intersection de cônes convexes étant un cône convexe,
on peut parler du plus petit cône convexe contenant P , qui est donc l’intersection
de tous les cônes convexes contenant P . C’est ce que l’on appelle l’enveloppe conique
de P (on devrait dire son enveloppe conique convexe). On la note

coneP :=
⋂
{K : K est un cône convexe contenant P}.

On appelle combinaison conique de E, un élément x de E de la forme

x =
m∑

i=1

tixi,

où m ∈ N∗, les ti ∈ R avec ti > 0 et les vecteurs xi ∈ E. La démonstration de la
proposition suivante est proposée à l’exercice 2.8.

Proposition 2.6 1) Un ensemble est un cône convexe si, et seulement si, il
contient toutes les combinaisons coniques de ses éléments.

2) Si P ⊆ E, alors coneP est l’ensemble des combinaisons coniques des éléments
de P :

coneP =

{
m∑

i=1

tixi : m ∈ N∗, ti ∈ R avec ti > 0, xi ∈ P
}
. (2.6)
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2.2.4 Cône asymptotique

Soit C un ensemble convexe fermé non vide d’un espace vectoriel E de dimension
finie. Le cône asymptotique de C est l’ensemble défini par

C∞ := {d ∈ E : C + R+d ⊆ C} = {d ∈ E : C + d ⊆ C}.

Un élément de C∞ est appelé une direction asymptotique2. De façon imagée et à une
translation près, le cône asymptotique est l’apparence que prend C lorsqu’on le voit
d’infiniment loin. Il apparaît alors comme un cône, réduit éventuellement à zéro (si,
et seulement si, il est borné ; c’est ce que nous allons montrer).

La proposition 2.7 ci-dessous donne dans son point (i) une autre expression du
cône asymptotique, qui sert parfois à étendre ce concept à des ensembles C non
convexes [29], et montre dans son point (ii) que le cône asymptotique peut aussi
s’écrire

C∞(x) := {d ∈ E : x+ R+d ⊆ C} =
⋂

t>0

C − x
t

,

quel que soit le point x choisi dans C (le caractère fermé de C est essentiel pour avoir
cette propriété). Dans l’expression ci-dessus, (C − x)/t = {(y − x)/t : y ∈ C}.

Proposition 2.7 (autres expressions du cône asymptotique) Soit C un
ensemble convexe fermé non vide. Alors C∞ est un cône convexe fermé contenant
zéro. De plus
(i) C∞ = {d ∈ E : il existe {xk} ⊆ C et {tk} → ∞ tels que xk/tk → d},
(ii) C∞ = C∞(x), quel que soit x ∈ C.

Démonstration. Pour tout t > 0, (C − x)/t est un convexe fermé. Il en est donc de
même de C∞(x) et donc de C∞ = ∩x∈CC

∞(x). D’autre part, il est clair que C∞ est
un cône (d ∈ C∞ et t > 0 impliquent que td ∈ C∞) et qu’il contient zéro.

Désignons par K l’ensemble dans le membre de droite de (i). Soit x ∈ C. Pour
démontrer (i) et (ii), il suffit de montrer que C∞(x) = K.

Soit d ∈ C∞(x). Avec {tk} → ∞ et xk = x+ tkd, on a xk ∈ C et xk/tk → d. Donc
d ∈ K. Inversement, soient {xk} ⊆ C et {tk} → ∞ tels que xk/tk → d. Fixons t > 0.
Dès que tk > t,

x+
t

tk
(xk − x) ∈ C

et ce point converge vers x+ td ∈ C (fermé). Donc d ∈ C∞(x). ✷

Si C n’est pas fermé, C∞(x) peut dépendre de x. Par exemple, si C = {x ∈ R2 :
x > 0} ∪ {(0, 0)}, C∞(x) est l’orthant positif si x 6= 0, mais C∞(0) = C.

2 Certains auteurs [517 ; page 61] préfèrent utiliser les appellations cône de récession (alors
noté 0+C, en évitant le signe ∞) et direction de récession à cône asymptotique et direc-
tion asymptotique, parce que la notion n’a pas de rapport direct avec celle d’asymptote.
Le qualificatif asymptotique est en réalité utilisé ici comme dans les locutions comporte-
ment asymptotique et développement asymptotique, comme un substitut de l’expression
« à l’infini ».



2.2. Aspects géométriques 29

D’après le point (i) de la proposition précédente, C∞ ⊆ adh(R+C), mais on n’a pas
l’égalité en général. Par exemple si C = {1} ⊆ R, C∞ = {0} alors que adhR+C = R+.

Le corollaire suivant exprime à sa manière qu’un ensemble convexe fermé est borné
si, et seulement si, il ne contient pas de demi-droite, c’est-à-dire d’ensemble de la forme
x+ R+d, où x ∈ E et d ∈ E \ {0}.

Corollaire 2.8 (cône asymptotique d’un convexe borné) Soit C un en-
semble convexe fermé non vide. Alors C est borné si, et seulement si, C∞ = {0}.

Démonstration. D’après la proposition 2.7 (i), si C est borné, C∞ = {0}. In-
versement, si C n’est pas borné, il existe une suite de points {xk} ⊆ C telle que
tk := ‖xk‖ → ∞ et xk/‖xk‖ → d 6= 0. D’après la proposition 2.7 (i), d ∈ C∞. ✷

D’autres propriétés du cône asymptotique sont données dans la proposition ci-
dessous, dont la démonstration est proposée à l’exercice 2.9 ; pour d’autres propriétés,
voir les exercices 2.20 et 2.21 (cas d’un polyèdre convexe).

Proposition 2.9 (calcul de cône asymptotique)

1) (cône) K est une cône convexe fermé si, et seulement si, K∞ = K.
2) (inclusion) Si C1 et C2 sont deux convexes fermés non vides, on a

C1 ⊆ C2 =⇒ C∞
1 ⊆ C∞

2 .

3) (intersection) Si {Ci}i∈I est une famille quelconque d’ensembles convexes
fermés, d’intersection non vide, on a

(∩i∈ICi)
∞ = ∩i∈IC

∞
i . (2.7)

4) (produit cartésien) Si C1 (resp. C2) est un convexe fermé non vide d’un
espace vectoriel E1 (resp. E2), alors C1 × C2 est un convexe fermé non vide
de E1 × E2 et

(C1 × C2)
∞ = C∞

1 × C∞
2 .

5) (préimage linéaire) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie,
A : E → F une application linéaire et C un convexe fermé non vide de F
tel que R(A) ∩ C 6= ∅. Alors l’image réciproque A−1(C) de C par A est un
convexe fermé de E et

[A−1(C)]∞ = A−1(C∞).

6) (image linéaire) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie,
A : E → F une application linéaire et C un convexe fermé non vide de E.
Alors A(C) est convexe et

adh(A(C∞)) ⊆ (adhA(C))∞.
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Si, de plus, N (A)∩C∞ est un sous-espace vectoriel, alors A(C) est fermé et

A(C∞) = A(C)∞. (2.8)

2.2.5 Faces et points extrêmes

Définitions 2.10 (face, arête) Soit C un convexe. On dit que F ⊆ C est une face
de C si F est convexe et si tout segment [x, y] de C tel que ]x, y[ intersecte F est
entièrement dans F . On dit qu’une face de C est propre si elle est différente de C.
Une face de C dont l’enveloppe affine est de dimension un est appelée une arête. ✷

Une partie convexe F d’un convexe C sera donc une face de C si l’on peut écrire

∀x, y ∈ C, ∀ t ∈ ]0, 1[ : (1−t)x+ ty ∈ F =⇒ x, y ∈ F. (2.9)

On peut aussi ne considérer que le cas t = 1
2 :

∀x, y ∈ C :
1

2
(x+ y) ∈ F =⇒ x, y ∈ F. (2.10)

Une intersection quelconque de faces étant une face, on peut parler de la plus
petite face de C contenant une partie A ⊆ C, que l’on appelle la face engendrée
par A. C’est donc l’intersection de toutes les faces de C contenant A. On la note

F (A) :=
⋂
{F : F est une face de C contenant A}.

On notera F (x) la face engendrée par le singleton {x} ⊆ C.

Définition 2.11 (point extrême) Un point extrême d’un convexe C est une face
de C réduite à un seul point. L’ensemble des points extrêmes de C est noté

ext(C). ✷

Un point extrême est donc caractérisé par le fait qu’il ne peut pas s’écrire comme
la demi-somme de deux points distincts de C ou encore par le fait que C \ {x} est
encore convexe.

Nécessairement ext(C) ⊆ ∂C (la frontière de C). Par ailleurs, l’ensemble des points
extrêmes n’est pas nécessairement un fermé comme le montre l’exemple suivant :

P := {x ∈ R3 : x21 + x22 = 1, x3 = 0}
∪ {(0, 1, 1)} ∪ {(0, 1,−1)},

C := coP.
e1

e3

e2

ce point
n’est pas
extrême

En effet, ext(C) = P \ {(0, 1, 0)}, qui n’est pas fermé.
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Tout ensemble convexe fermé non vide n’a pas nécessairement un point extrême
(l’espace E lui-même, qui est convexe, n’en a pas). En réalité, un ensemble convexe a un
point extrême si, et seulement si, il ne contient pas de droite, c’est-à-dire d’ensemble de
la forme x+Rd, où x ∈ E et d ∈ E\{0} ; nous verrons cela plus loin (proposition 2.35).

Voici quelques propriétés permettant de calculer ext(C), dont la démonstration
est proposée à l’exercice 2.10.

Proposition 2.12 (calcul de points extrêmes)

1) (produit cartésien) Si C1 (resp. C2) est un convexe non vide d’un espace vec-
toriel E1 (resp. E2), alors

ext(C1 × C2) = (extC1)× (extC2).

2) (image linéaire) Soient E et F deux espaces vectoriels, A : E → F une appli-
cation linéaire injective, C un convexe non vide de E et x ∈ C. Alors

x ∈ ext(C) ⇐⇒ Ax ∈ ext(A(C)).

Sous l’hypothèse d’injectivité de A, cette équivalence est identique à l’identité
A(ext(C)) = ext(A(C)).

On notera qu’aucune des implications du point 2 n’est vraie en l’absence d’injectivité
de A. Ainsi, l’implication “⇒” n’a pas lieu si C est la boule unité fermée de R2 pour
la norme ℓ1, A est le projecteur orthogonal sur la première coordonnée et x = (0, 1)
(0 n’est pas un point extrême de [−1, 1]). L’implication “⇐” n’a pas lieu si C = R
et A : R → R est l’application nulle (0 est un point extrême du singleton {0} mais
aucun point de C n’est extrême).

2.3 Aspects topologiques

Soit P une partie d’un espace vectoriel E. En analyse convexe, on rencontre sou-
vent des ensembles convexes dont l’intérieur dans E est vide : c’est le cas des faces
d’un polyèdre convexe (celles différentes du polyèdre lui-même). Il est donc utile
d’introduire la notion d’intérieur relatif d’un ensemble P (non nécessairement con-
vexe), qui est son intérieur dans son enveloppe affine aff P , munie de la topologie
induite de celle de E. On le note3 P−◦ ou intrP . On a

P−◦ ≡ intrP = {x ∈ P : il existe r > 0 tel que (B(x, r) ∩ aff P ) ⊆ P}.
3 La notation P−◦ nous est propre. Elle est formée du symbole ◦ qui rappelle qu’il s’agit d’un

intérieur (dans la notation française) et de − qui évoque l’enveloppe affine (plate) dans
lequel celui-ci est pris. La notation anglo-saxonne est riP , mais « ri » (relative interior)
n’est pas très évocateur en français, si bien que nous avons préféré intrP comme expression
littérale.
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On dit qu’une partie P de E est un ouvert relatif de E ou est relativement ouverte
dans E si P−◦ = P .

La frontière relative d’un ensemble P ⊆ E est l’ensemble des points de son adhé-
rence P qui ne sont pas dans son intérieur relatif P−◦. On la note

∂relP = P \ P−◦, (2.11)

où P désigne l’adhérence de P (dans E ou aff P ; c’est la même chose, car aff P est
un fermé ; il n’y a donc pas de notion d’adhérence relative).

Si P est réduit à un point, aff P = P et donc P−◦ = P , puis ∂relP = ∅. Par ailleurs,
on gardera à l’esprit que l’opération (·)−◦ ne préserve pas l’inclusion, même pour des
ensembles convexes :

C1, C2 convexes et C1 ⊆ C2 6=⇒ C−◦
1 ⊆ C−◦

2 .

Par exemple, C1 := {0} ⊆ C2 := [0, 1] ⊆ R, mais C−◦
1 = {0} 6⊆ C−◦

2 = ]0, 1[. Toutefois,
pour des parties P1 et P2 ayant la même enveloppe affine, on a bien sûr :

P1 ⊆ P2

aff P1 = aff P2

}
=⇒ P−◦

1 ⊆ P−◦
2 . (2.12)

Proposition 2.13 (intérieur relatif non vide) Soit C un convexe non vide.
Alors son intérieur relatif C−◦ est non vide et aff(C−◦) = aff C.

Démonstration. Soit n := dim(aff C). On peut supposer que n > 1, car le résultat
est évident pour n = 0 (C est un singleton). On peut trouver n+1 points x0, x1, . . . ,
xn de C qui sont affinement indépendants. Alors tout point x ∈ aff C peut s’écrire

x = x0 +
n∑

i=1

αi(xi − x0),

avec des coefficients α1, . . . , αn ∈ R déterminés de manière unique. L’application

ϕ : α = (α1, . . . , αn) 7→ x =
n∑

i=0

αixi, avec α0 := 1−∑n
i=1 αi

est un homéomorphisme de Rn → aff C. Dès lors, l’image par ϕ de l’ouvert

Ωn :=

{
α ∈ Rn :

n∑

i=1

αi < 1, αi > 0 pour tout i

}

est un ouvert dans aff C. Il suffit maintenant de constater que l’ouvert ϕ(Ωn) de aff C
est inclus dans C (car ϕ(α) est une combinaison convexe des points x0, . . . , xn de C
lorsque α ∈ Ωn), pour conclure que l’intérieur relatif de C est non vide.

Les incllusions ϕ(Ωn) ⊆ C−◦ ⊆ C conduisent à aff ϕ(Ωn) ⊆ aff C−◦ ⊆ aff C. On
obtient alors aff ϕ(Ωn) = aff C−◦ en notant que aff ϕ(Ωn) = aff C parce que ϕ(Ωn) est
un ouvert dans aff C. ✷
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Le lemme suivant est souvent utile pour traiter des questions d’intériorité relative
des ensembles convexes.

Lemme 2.14 (critères d’intériorité relative) Soit C un convexe non vide.
Alors

x ∈ C−◦ et y ∈ C =⇒ [x, y[ ⊆ C−◦.

Dès lors, pour un point x ∈ E, on a

x ∈ C−◦ ⇐⇒ ∀x0 ∈ C, ∃ t > 1 : (1−t)x0 + tx ∈ C. (2.13)

Démonstration. Considérons la première partie lorsque x 6= y (sinon [x, y[ = ∅ et il
n’y a rien à démontrer). On peut aussi supposer que aff C = E. Soient t ∈ [0, 1[ et B
la boule-unité ouverte. Il faut montrer que zt = (1− t)x+ ty ∈ C−◦ ou que zt+εB ∈ C
pour un ε > 0 assez petit. Comme y ∈ C, quel que soit ε > 0, y ∈ C + εB. Alors

zt + εB = (1− t)x+ ty + εB

⊆ (1− t)x+ t(C + εB) + εB [y ∈ C + εB]

= tC + (1− t)
(
x+

1 + t

1− t εB
)

⊆ tC + (1− t)C [pour ε > 0 assez petit] (2.14)

= C [C convexe].

En (2.14), on a utilisé le fait que x ∈ C−◦.
Venons-en à la démonstration de (2.13). Si x ∈ C−◦, il existe un ε > 0 tel que

B(x, ε) ∩ aff C ⊆ C. Alors, pour un t > 1 proche de 1, z := (1 − t)y + tx ∈ B(x, ε),
quel que soit y ∈ E. Comme z ∈ aff C lorsque y ∈ aff C, on en déduit que z ∈ C.

Réciproquement, comme C est non vide, il en est de même de C−◦ et on peut choisir
y ∈ C−◦. De deux choses l’une. Soit y = x, auquel cas x ∈ C−◦ et c’est terminé. Soit
y 6= x. Dans ce cas, par hypothèse, il existe un t > 1 tel que z := (1 − t)y + tx ∈ C.
Alors x ∈ [y, z[, si bien que par la première partie du lemme, x ∈ C−◦. ✷

Nous avons écrit la résultat précédent comme une équivalence facilement mémorisa-
ble. En réalité, la preuve a montré que l’on avait en fait les implications plus fortes
suivantes :

x ∈ C−◦ =⇒ ∀x0 ∈ aff C, ∃ t > 1 : (1−t)x0 + tx ∈ C,
x ∈ C−◦ ⇐= ∃x0 ∈ C−◦, ∃ t > 1 : (1−t)x0 + tx ∈ C. (2.15)

Parfois, on ne connait pas C−◦, mais on cherche à le spécifier ; dans ce cas, l’implication
droite-gauche du critère (2.13) est plus utile que (2.15).

On pourra s’entraîner à utiliser ce lemme en démontrant le corollaire suivant et en
faisant les exercices 2.12 et 2.13 (ceux-ci utilisent la proposition 2.16 qui est également
fondamentale).

On dit que x est un point absorbant de C si pour tout d ∈ E, il existe un t > 0 tel
que x+td ∈ C. La troisième propriété ci-dessous fait le lien avec le cône des directions
admissibles.



34 2. Ensembles convexes

Corollaire 2.15 (convexe avec point absorbant) Soit C un convexe non
vide d’un espace vectoriel E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) x ∈ C◦,
(ii) x est un point absorbant de C,
(iii) E = R+(C − x).

Proposition 2.16 Soit C un convexe non vide d’un espace vectoriel E. Alors
1) son intérieur relatif C−◦ est convexe,
2) son adhérence C est un convexe non vide et aff C = aff C.
3) C−◦ = C et (C)−◦ = C−◦.
4) Les ensembles C−◦, C et C ont la même enveloppe affine, le même intérieur

relatif, la même adhérence et la même frontière relative.

Démonstration. 1) Si x, y ∈ C−◦, [x, y] ⊆ C−◦ d’après le lemme 2.14 ; donc C−◦ est
convexe.

2) Soient x, y ∈ C et t ∈ [0, 1] ; il faut montrer que (1−t)x+ ty ∈ C. Il existe alors
des suites {xk} → x et {yk} → y avec xk et yk ∈ C. Le point (1−t)xk + tyk ∈ C (par
convexité de C) et converge vers (1−t)x+ ty, qui appartient donc à C.

Certainement aff C ⊆ aff C (car C ⊆ C). Réciproquement, C ⊆ aff C (car aff C
est un fermé contenant C), donc aff C ⊆ aff C.

La démonstration des autres propriétés est proposée à l’exercice 2.13. ✷

On trouvera à l’exercice 2.13 d’autres informations sur la topologie des ensembles
convexes, qui sont déduites des résultats ci-dessus. Voici pour terminer cette section
quelques règles de calcul d’intérieurs relatifs et d’adhérences. Ces règles sont fonda-
mentales. En particulier, les conditions pour avoir l’égalité joueront un rôle essentiel en
optimisation convexe où elles prennent le nom de conditions de qualification, lesquels
permettent d’écrirent des conditions d’optimalité de problèmes d’optimisation (cha-
pitre 4).

Proposition 2.17 (calcul d’intérieurs relatifs et d’adhérences) Soient E,
E1, E2 et F des espaces vectoriels et A : E→ F une application linéaire.
1) (produit cartésien) Si C1 ⊆ E1 et C2 ⊆ E2 sont deux convexes, alors

(C1 × C2)
−◦ = C−◦

1 × C−◦
2 et C1 × C2 = C1 × C2.

2) (intersection) Si (Ci)i∈I est une famille de convexes de E telle que ∩i∈I C
−◦
i 6=

∅, alors
(∩i∈ICi)

−◦ ⊆ ∩i∈IC
−◦
i et ∩i∈ICi = ∩i∈ICi, (2.16)

avec égalité à gauche si I est fini.
3) (image linéaire) Si C ⊆ E est convexe, alors
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(A(C))−◦ = A(C−◦) et A(C) ⊇ A(C), (2.17)

avec égalité à droite si A(C) est fermé.
4) (préimage linéaire) Si C ⊆ F est convexe et si l’image réciproque A−1(C−◦) 6=

∅, alors

(A−1(C))−◦ = A−1(C−◦) et A−1(C) = A−1(C).

5) (multiplication) Si C ⊆ E est convexe et α ∈ R, alors

(αC)−◦ = αC−◦ et αC = αC.

6) (somme) Si C1 ⊆ E et C2 ⊆ E sont deux convexes, alors

(C1 + C2)
−◦ = C−◦

1 + C−◦
2 et C1 + C2 ⊇ C1 + C2,

avec égalité à droite si C1 + C2 est fermé.

Démonstration. Nous utiliserons les résultats énoncés à l’exercice 2.13.
1) La proposition 2.1 montre que aff(C1×C2) = (aff C1)× (aff C2). Par définition

de l’intérieur relatif et de la topologie produit, (x1, x2) ∈ (C1 ×C2)
−◦ si, et seulement

si, il existe des ouverts θi ∈ Ei contenant xi (i = 1, 2), tels que

C1 × C2 ⊇ (θ1 × θ2) ∩ aff(C1 × C2)

= (θ1 × θ2) ∩ (aff C1 × aff C2)

= (θ1 ∩ aff C1)× (θ2 ∩ aff C2).

Ceci revient à dire que (θi∩aff Ci) ⊆ Ci ou encore que xi ∈ C−◦
i . La relation adh(C1×

C2) = (adhC1)× (adhC2) est vraie, même si les Ci ne sont pas convexes.
2) Soit x ∈ ∩i∈ICi. Comme il existe un x0 ∈ ∩i∈IC

−◦
i , xt := (1−t)x0 + tx ∈ C−◦

i ,
pour tout t ∈ [0, 1[ et tout i ∈ I (lemme 2.14). Alors xt ∈ ∩i∈IC

−◦
i pour tout t ∈ [0, 1[.

À la limite en t ↑ 1, on trouve que x = x1 est dans l’adhérence de ∩i∈IC
−◦
i . Enfin,

puisqu’une intersection de fermés est fermée, on trouve finalement

∩i∈ICi ⊆ ∩i∈IC
−◦
i ⊆ ∩i∈ICi ⊆ ∩i∈ICi.

On a donc égalité partout, ce qui démontre l’identité sur les adhérences. On en déduit
aussi que ∩i∈IC

−◦
i et ∩i∈ICi ont la même adhérence et donc le même intérieur relatif

(point 4 de l’exercice 2.13), ce qui conduit à l’inclusion sur les intérieurs relatifs :

(∩i∈ICi)
−◦ = (∩i∈IC

−◦
i )

−◦ ⊆ ∩i∈IC
−◦
i .

Supposons à présent que I est fini et que x ∈ ∩i∈IC
−◦
i . Soit y ∈ ∩i∈IC

−◦
i . Pour tout

i ∈ I, on peut trouver un ti > 1 tel que yti = (1−t)y + tx ∈ Ci. Comme I est fini, il
existe un t > 1 tel que yt ∈ ∩i∈ICi. Ceci montre que x ∈ (∩i∈ICi)

−◦ (lemme 2.14).
3) L’inclusion A(C) ⊇ A(C) découle de la continuité de A et a lieu même sans la

convexité de C et sans la linéarité de A. De même pour le cas où il y a égalité. Pour
démontrer l’identité sur les intérieurs relatifs, on observe d’abord que
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A(C−◦) ⊇ A(C−◦) = A(C) ⊇ A(C) ⊇ A(C−◦).

On en déduit que A(C) et A(C−◦) ont la même adhérence, si bien qu’ils ont aussi le
même intérieur relatif (exercice 2.13) : (A(C))−◦ = (A(C−◦))−◦ ⊆ A(C−◦). Pour montrer
l’inclusion inverse, on utilise le lemme 2.14. Soient y ∈ A(C−◦) et y0 ∈ (A(C))−◦ ⊆
A(C). Alors il existe x ∈ C−◦ et x0 ∈ C tels que y = Ax et y0 = Ax0. Il existe aussi
un t > 1 tel que (1−t)x0 + tx ∈ C. En appliquant A : (1−t)y0 + ty ∈ A(C). On en
déduit que y ∈ (A(C))−◦.

4) On introduit deux ensembles dans E× F :

X := E× C et L := {(x,Ax) : x ∈ E}.

Par hypothèse, il existe un x ∈ E tel que Ax ∈ C−◦. Comme X−◦ = E×C−◦, ceci s’écrit
X−◦∩L 6= ∅. On note aussi PE : E×F→ E : (x, y) 7→ x le projecteur sur E. Observons
que

A−1(C) = {x ∈ E : Ax ∈ C} = PE(X ∩ L)
A−1(C−◦) = {x ∈ E : Ax ∈ C−◦} = PE((E× C−◦) ∩ L) = PE((X ∩ L)−◦)
A−1(C) = {x ∈ E : Ax ∈ C} = PE((E× C) ∩ L) = PE(X ∩ L).

Comme PE est une application linéaire, on en déduit que (A−1(C))−◦ = A−1(C−◦)
et que adh(A−1(C)) ⊇ A−1(adhC). L’égalité a lieu dans la dernière relation, car
adh(A−1(C)) ⊆ A−1(adhC), par continuité de A.

5) Les identités sont claires si α = 0. Si α 6= 0, l’application x 7→ αx est linéaire
bijective et les identités sont des conséquences du point 3 (pour l’adhérence on utilise
αC ⊇ αC et αC = α (αC)/α ⊇ αC).

6) On applique le point 3 avec C = C1 × C2 ⊆ E2 et A : E2 → E définie par
A(x1, x2) = x1 + x2 ; puis le point 1. ✷

Les identités de la proposition 2.17 sont fondamentales et les hypothèses qu’elles re-
quièrent se retrouveront sous des formes diverses dans d’autres résultats d’analyse con-
vexe. Pour s’imprégner des raisons de leur présence, voici quelques contre-exemples,
tous très simples.

Point 2. L’identité de gauche est fausse pour les ensembles [0, 1] et [1, 2] dans
R : on trouve {1} 6⊆ ∅. Elle n’a pas lieu avec égalité pour la collection infinie
d’intervalles Ci = [0, 1+1/i] avec i entier non nul : on a (∩i Ci)

−◦ = [0, 1]−◦ = ]0, 1[,
tandis que ∩i C−◦

i = ]0, 1]. L’identité de droite est fausse pour les ensembles ]0, 1[
et ]1, 2[ dans R : on trouve ∅ 6= {1}.
Point 3. L’exercice 2.23 donne un exemple d’image de cône convexe fermé par
une application linéaire, qui n’est pas fermée. On peut donc ne pas avoir égalité
à droite. Cependant on a toujours

A(C) = A(C). (2.18)

Point 4. On considère l’application linéaire A : R → R : x 7→ 0. L’identité de
gauche n’a pas lieu si C = [0, 1] : on trouve (A−1(C))−◦ = R et A−1(C−◦) = ∅.
Celle de droite n’a pas lieu si C = ]0, 1] : on trouve adhA−1(C) = ∅ tandis que
A−1(adhC) = R.
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Point 6. La somme des convexes fermés C1 = R+ × {0} ⊆ R2 et C2 = {(x1, x2) :
x2 > exp(x1)} ⊆ R2 est l’ensemble R× R++, qui n’est pas un fermé.

Il ne faut pas manquer de contempler la beauté de l’identité (C1+C2)
−◦ = C−◦

1 +C−◦
2

(point 6), qui n’a plus lieu si l’on remplace les intérieurs relatifs par des intérieurs
(par exemple dans le cas où C1 = [0, 1] × {0} ⊆ R2 et C2 = {0} × [0, 1] ⊆ R2).
Cette sympathique relation devrait contribuer à convaincre de l’utilité du concept
d’intériorité relative.

2.4 Polyèdre convexe

2.4.1 Représentations primale et duale

On rappelle qu’un polyèdre convexe d’un espace vectoriel E est un ensemble P de
la forme

P = {x ∈ E : Ax 6 b}, (2.19)

où A : E → Rm est une application linéaire (m ∈ N ; si m = 0, P = E), b ∈ Rm

et l’inégalité Ax 6 b se lit composante par composante dans Rm : (Ax)i 6 bi, pour
tout i ∈ [1 :m]. Si l’ensemble se présente avec des égalités linéaires Cx = d, on pourra
se ramener à la forme (2.19) en les remplaçant par deux inégalités opposées Cx 6 d
et −Cx 6 −d. Géométriquement, un polyèdre convexe est donc l’intersection d’un
nombre fini de demi-espaces fermés de E.

Un polytope est un polyèdre convexe borné.
Si E est de dimensions finie, il n’y a pas de restriction à supposer que E = Rn et

que A est une matrice m× n (il suffit de se donner une base de E). Par ailleurs, dans
certaines circonstances (par exemple en optimisation linéaire, voir le chapitre 17), il
est avantageux de représenter un polyèdre de Rn sous la forme dite standard suivante :

P = {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0}. (2.20)

Il n’y a aucune perte de généralité dans cette représentation. Tout polyèdre de la
forme (2.19) se représente sous la forme (2.20) en introduisant des variables d’écart
s ∈ Rm et en décomposant x = u− v, avec u, v ∈ Rn

+ :

{(u, v, s) ∈ Rn × Rn × Rm : (A −A I)(uT vT sT)T = b, (u, v, s) > 0}.

Il faut toutefois noter qu’il faut alors travailler dans un espace de dimension plus
grande. D’autre part, un polyèdre de la forme (2.20) s’écrit comme en (2.19) en
remplaçant Ax = b par les deux inégalités Ax 6 b et −Ax 6 −b.

Les représentations (2.19) et (2.20) d’un polyèdre sont dites duales , car elles font
intervenir des applications linéaires (éléments du dual de E). Dans la représentation
primale d’un polyèdre convexe, on écrit celui-ci comme une somme de combinaisons
convexe et conique d’éléments de E. Si on se donne x1, . . . , xp ∈ E et y1, . . . , yq ∈ E
(on peut prendre les yj = 0), l’ensemble

P = co{x1, . . . , xp}+ cone{y1, . . . , yq} (2.21)
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est un polyèdre convexe. C’est ce qu’affirme la proposition 2.23, que nous ne démon-
trerons qu’à la fin de cette section. Le choix de la représentation dépendra du type
de résultat que l’on veut obtenir (voir les exercices 2.20 et 2.21).

Des caractérisations primale et duale de la bornitude ou de la réduction à un point
d’un polyèdre décrit par (2.19) sont données à la section 2.5.5.

2.4.2 Image linéaire

Cette section s’intéresse à la description de l’image d’un polyèdre convexe par
une application linéaire. Nous allons montrer que si le polyèdre convexe est écrit
sous forme duale (2.19), son image par une application linéaire est également un un
polyèdre convexe écrit sous forme duale (2.19). Cette affirmation serait plus simple à
démontrer si l’on savait déjà qu’un ensemble de la forme (2.21) avec des x1, . . . , xp ∈ E
et des y1, . . . , yq ∈ E, est un polyèdre convexe (cette démonstration est proposée à
l’exercice 2.21), mais nous utiliserons précisément le résultat de la proposition 2.18
ci-dessous pour établir ce fait !

La démonstration que nous proposons repose sur l’élimination de Fourier [219 ;
1827] : trouver x ∈ Rn tel que

Ax 6 b. (2.22)

Elle s’apparente à l’élimination gaussienne dans le sens où à chaque étape elle trans-
forme le système d’inégalités affines courant en un système d’inégalités affines équiv-
alent, mais avec une inconnue de moins. Cependant, contrairement à l’élimination
gaussienne, qui, à chaque étape, enlève une équation, l’élimination de Fourier ajoute
de nombreuses inégalités, si bien que cette dernière n’est guère exploitable en pratique
car le nombre d’opérations, peut croître très rapidement au cours des éliminations.

Voyons comment la méthode de Fourier élimine xn ; elle procède de la même
manière pour les autres variables. On note aij l’élément (i, j) de A. Le vecteur x =
(x1, . . . , xn) est solution du système d’inégalités (2.22) si, et seulement si,

pour tout i1 tel que ai1n > 0, on a xn 6
1

ai1n


bi1 −

n−1∑

j=1

ai1jxj


 ,

pour tout i2 tel que ai2n < 0, on a xn >
1

ai2n


bi2 −

n−1∑

j=1

ai2jxj


 ,

pour tout i3 tel que ai3n = 0, on a 0 6 bi3 −
n−1∑

j=1

ai3jxj .

On peut à présent éliminer xn : x est solution de (2.22) si, et seulement si, pour
tout i1 tel que ai1n > 0, pour tout i2 tel que ai2n < 0 et pour tout i3 tel que ai3n = 0,
x̃ := (x1, . . . , xn−1) vérifie
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1

ai2n


bi2 −

n−1∑

j=1

ai2jxj


 6

1

ai1n


bi1 −

n−1∑

j=1

ai1jxj


 (2.23a)

0 6 bi3 −
n−1∑

j=1

ai3jxj . (2.23b)

et xn est choisi dans l’intervalle défini par le jeu d’inégalités dans (2.23a) (la borne
inférieure de l’intervalle est le maximum des quantités à gauche des inégalités pour les
i2 tels que ai2n < 0 et la borne droite de l’intervalle est le minimum des quantités à
droite des inégalités pour les i1 tels que ai1n > 0 ; la borne gauche est bien inférieure
à la borne droite, car le premier jeu d’inégalités dans (2.23a) doit être vérifié pour
tous les indices i1 et i2 désignés précédemment). On obtient ainsi un nouveau système
d’inégalités affines ne portant plus que sur x̃. On peut ensuite éliminer xn−1 jusqu’à x2,
pour finalement obtenir un dernier jeu d’inégalités ne portant que sur x1. Le nombre
d’inégalités croît rapidement puisqu’après la première élimination, on peut en avoir
jusqu’à (⌊m/2⌋)2, après la seconde jusqu’à (⌊(⌊m/2⌋)2/2⌋)2, etc.

L’opération permettant de passer de x vérifiant (2.22) à x̃ vérifiant (2.23a) est une
projection cartésienne, puisque x̃ = (x1, . . . , xn−1) vérifie (2.23a) si, et seulement si,
il existe un xn tel que x = (x1, . . . , xn−1, xn) vérifie (2.22). Dès lors, si l’on introduit
le projecteur

Φn : Rn → Rn−1 : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1),

l’ensemble défini par le jeu d’inégalités (2.23a) n’est autre que Φn(P ), où P est le
polyèdre convexe défini par le jeu d’inégalités (2.22). On vient donc de démontrer que
Φn(P ) est un polyèdre convexe. La proposition suivante utilise ce fait pour aller un
peu plus loin.

Proposition 2.18 (image d’un polyèdre convexe par une application
linéaire) Soient E et F deux espaces vectoriels, T : E → F une application
linéaire et P un polyèdre convexe de E. Alors T (P ) est un polyèdre convexe de F.

Démonstration. On peut supposer que E et F sont les espaces vectoriels Rn et Rp.
Nous donnons ci-dessous une démonstration dans le cas où P est de la forme {x ∈ Rn :
Ax 6 b}, avec une matrice A de type m × n et b ∈ Rm. Le fait que le résultat est
aussi valable pour des polyèdres convexes sous représentation primale (2.21) sera une
conséquence de la proposition 2.23, qui n’utilisera que le résultat démontré ci-dessous.

Observons d’abord que le projecteur Πp,p+n : (y, x) ∈ Rp × Rn 7→ y ∈ Rp peut
s’écrire

Πp,p+n = Φp+1 ◦ · · · ◦ Φp+n.

où les Φk réalisent l’élimination de Fourier de la k-ième variable. Ensuite, il suffit
d’observer que

T (P ) = {Tx : Ax 6 b}
= {y : y = Tx et Ax 6 b}
= Πp,p+n{(y, x) : y = Tx et Ax 6 b}
= (Φp+1 ◦ · · · ◦ Φp+n){(y, x) : y = Tx et Ax 6 b}.
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Comme l’ensemble {(y, x) : y = Tx et Ax 6 b} est un polyèdre convexe et comme
chaque élimination de Fourier transforme un polyèdre convexe en un autre, on voit
que T (P ) est un polyèdre convexe. ✷

Remarque 2.19 La proposition précédente a un corollaire que nous utiliserons
quelque fois : pour une matrice A et des vecteurs x de dimensions appropriées,

{Ax : x > 0} est un cône convexe fermé. (2.24)

Le fait que ce soit un cône convexe peut se vérifier facilement en utilisant les défini-
tions. Le caractère fermé résulte du fait que l’orthant positif est un polyèdre convexe ;
donc, par la proposition précédente, il en est de même de {Ax : x > 0} qui, comme
polyèdre convexe, est fermé. On notera, qu’en général, l’image par une application
linéaire d’un cône convexe fermé quelconque n’est pas nécessairement fermée (exer-
cice 2.23). D’autre part, il faut se garder de confondre (2.24) avec le fait, trivial lui, que
l’ensemble {x : Ax > 0} est un cône convexe fermé non vide (il est fermé parce qu’il
est l’image réciproque de l’orthant positif par l’application continue A). L’affirmation
(2.24) peut se voir avec un point de vue plus géométrique : l’enveloppe conique d’un
nombre fini de vecteurs (les colonnes de A) est un fermé. De ce point de vue, la
seconde partie de la proposition 2.23 est un peu plus riche. ✷

2.4.3 Optimisation linéaire

Voici une conséquence importante de la proposition 2.18, qui concerne l’existence
de solution d’un problème d’optimisation linéaire, c’est-à-dire d’un problème qui con-
siste à minimiser une fonction linéaire sur un polyèdre convexe P d’un espace euclidien
(E, 〈·, ·〉). La fonction linéaire peut s’écrire x ∈ E 7→ 〈c, x〉 ∈ R, où c ∈ E. Dès lors, un
problème d’optimisation linéaire est de la forme

(PL) inf
x∈P
〈c, x〉.

Proposition 2.20 (existence de solution de (PL)) Le problème (PL) ci-
dessus a une solution si, et seulement si, sa valeur optimale est finie.

Démonstration. [⇒] Si x̄ est solution de (PL), la valeur optimale du problème
s’écrit 〈c, x̄〉 et est donc finie (c’est un élément de R).

[⇐] Par la proposition 2.18, l’ensemble I := {〈c, x〉 : x ∈ P} est un polyèdre
convexe de R, donc un intervalle fermé.

Si la valeur optimale val(PL) de (PL) est finie, P 6= ∅ (voir (1.1)) et on peut
trouver une suite minimisante du problème, c’est-à-dire une suite {xk} ⊆ P telle que
〈c, xk〉 → val(PL) (par définition de l’infimum). Clairement, 〈c, xk〉 ∈ I. Comme I est
fermé et 〈c, xk〉 → val(PL) ∈ R, on a nécessairement que val(PL) ∈ I, ce qui veut dire
qu’il existe un point x̄ ∈ P tel que val(PL) = 〈c, x̄〉. Ce point x̄ est manifestement
une solution de (PL). ✷
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Une autre manière, sans doute plus expressive, d’exprimer le résultat de la propo-
sition 2.20 est de dire que le problème (PL) a une solution si, et seulement si, il est
réalisable (sa valeur optimale n’est pas +∞, voir (1.1)) et borné (sa valeur optimale
n’est pas −∞).

2.4.4 Faces et sommets

On rappelle qu’une arête d’un convexe est une face de dimension 1 et qu’un point
extrême est une face de dimension 0. Un point extrême d’un polyèdre convexe P est
aussi appelé un sommet. On note ext(P ) l’ensemble des sommets de P . La figure 2.2
illustre les différents types de faces d’un polyèdre convexe dans R2.

face de dimension 0 (sommet)

face de dimension 1 (arête)

face de dimension 2

Fig. 2.2. Faces d’un polyèdre convexe

Si P est donné dans la représentation primale (2.21),

ext(P ) ⊆ {x1, . . . , xp},

sans que l’on ait nécessairement l’égalité (exercice 2.21). La représentation duale (2.20)
fournit une description plus précise des sommets d’un polyèdre. Pour x ∈ Rn, on note

I+(x) := {i : xi > 0} et I0(x) := {i : xi = 0}.

Proposition 2.21 (faces et sommets d’un polyèdre convexe) Considé-
rons un polyèdre P représenté par (2.20) et un point x ∈ P , dont on note F (x)
la face qu’il engendre. Alors

dimF (x) = dimN
(
A :I+(x)

)
,

où A :I+(x) est la matrice formée des colonnes Aj de A avec indices j ∈ I+(x).
En particulier, x ∈ P est un sommet de P si, et seulement si, les colonnes
{Aj : xj > 0} de A sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Simplifions les écritures en notant B := I+(x) et N := I0(x). On
note alors A :B (resp. A :N ) la matrice extraite de A formée de ses colonnes avec indices
dans B (resp. N). On fait de même pour les vecteurs de Rn, si bien que xB > 0 et
xN = 0. Le résultat découle des équivalences suivantes, dans lesquelles k > 1 :
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dimN (A :B) > k,

⇐⇒ on peut trouver des directions d1, . . . , dk linéairement indépendantes
telles que, pour tout i, Adi = 0 et diN = 0,

⇐⇒ on peut trouver des directions d1, . . . , dk linéairement indépendantes
telles que, pour tout α = (α1, . . . , αk) ∈ Rk voisin de zéro, on a x +∑k

i=1 αid
i ∈ P ,

⇒ on a A(x+
∑

i αid
i) = b, (x+

∑
i αid

i)N = 0 et (x+
∑

i αid
i)B =

xB +
∑

i αid
i
B > 0 pour α petit (car xB > 0),

⇐ en prenant α = (0, . . . , 0, αi, 0, . . . , 0) avec |αi| petit non nul, la
relation A(x +

∑
i αid

i) = b implique que Adi = 0 ; d’autre part, la
relation (x+

∑
i αid

i)N > 0 implique que αid
i
N > 0 pour |αi| petit, ou

encore que diN = 0,

⇐⇒ dimF (x) > k.

On en déduit que dimN (A :B) = dimF (x). ✷

Corollaire 2.22 Un polyèdre non vide représenté par (2.20) a au plus
(
n
r

)
som-

mets, où r est le rang de A.

Démonstration. Soit

B := {B : A :B est injective et R(A :B) = R(A)}.

Observons que les A :B avec B ∈ B sont des sous-matrices extraites de A, de type
m×r, si bien que |B| 6

(
n
r

)
. D’autre part, si l’on introduit l’application ϕ : B → Rn qui

à B ∈ B fait correspondre l’unique x ∈ Rn tel que Ax = b et xi = 0 pour i /∈ B, on voit
que tout sommet est de la forme ϕ(B), avec B ∈ B (proposition 2.21 et théorème B.1
de la base incomplète). Le nombre de sommets est donc 6 |ϕ(B)| 6 |B| 6

(
n
r

)
. ✷

Le nombre de sommets d’un polyèdre convexe représenté sous forme standard peut
augmenter exponentiellement avec n. Par exemple, le polyèdre convexe de R2n écrit
sous forme standard (on note e un vecteur dont toutes les composantes valent 1)

{(x, y) ∈ R2n : x+ y = e, x > 0, y > 0} a 2n sommets.

En effet, ce polyèdre P est une récriture sous forme standard du polyèdre P0 =
{x ∈ Rn : 0 6 x 6 e}. On voit facilement que (x, y) est un sommet de P si, et
seulement si, x est un sommet de P0 et y = e − x, si bien que P et P0 ont le même
nombre de sommets. Comme P0 = 1

2 (B∞ + 1) est un translaté-contracté de la boule
unité de Rn pour la norme ℓ∞, il a 2n sommets (exercice 2.17) ; il en est donc de
même de P .

Un cône polyédrique convexe est un cône qui est aussi un polyèdre convexe. Comme
polyèdre convexe, il peut s’écrire sous la forme standard (2.20) et pour que celui-ci
soit un cône, il faut que b = 0 (prendre un point de la forme tx avec t ↓ 0). Sous sa
forme standard, un cône polyédrique convexe s’écrit donc comme suit :
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K = {x ∈ Rn : Ax = 0, x > 0}. (2.25)

Ce cône est d’ailleurs le cône asymptotique du polyèdre convexe (2.20) : K = P∞

(exercice 2.20). Évidemment 0 est un sommet de K et on démontre facilement qu’il
n’y en a pas d’autre. Quant aux arêtes de K, nécessairement de la forme R+x avec
x 6= 0, elles sont repérées par le fait que dimN (A :I+(x)) = 1 (proposition 2.21).

2.4.5 Équivalence des représentations

Proposition 2.23 (résolution d’un polyèdre convexe) Un polyèdre con-
vexe P écrit sous la forme standard (2.20) peut aussi s’écrire

P = co{x1, . . . , xp}+ cone{y1, . . . , yq}, (2.26)

où les vecteurs x1, . . . , xp (p > 1) sont les sommets de P et les demi-droites
R+y

1, . . . , R+y
q (q > 1) associées à des yj non nuls sont les arêtes de P∞ ; en

particulier, un polyèdre convexe écrit sous la forme standard (2.20) a au moins un
sommet. Inversement, tout ensemble de la forme (2.26) est un polyèdre convexe.

Démonstration. 1) Montrons qu’un polynôme convexe P écrit sous forme standard
(2.20) peut s’écrire sous la forme (2.26).

[⊇] Soient des xi ∈ P (c’est-à-dire Axi = b et xi > 0), des yj ∈ P∞ (c’est-
à-dire Ayj = 0 et yj > 0), des αi > 0 vérifiant

∑
i αi = 1 et des βj > 0. Alors

x =
∑

i αix
i +
∑

j βjy
j est clairement dans P (c’est-à-dire Ax = b et x > 0).

[⊆] Commençons par montrer que P ⊆ co{x1, . . . , xp} + P∞, où les xi sont
les sommets de P , en nombre p > 1. Soit x ∈ P . On procède par récurrence sur
dimN (A :I+(x)).

Si dimN (A :I+(x)) = 0, x est un sommet (proposition 2.21) et le résultat est
clairement démontré.
Supposons que le résultat soit démontré pour les x ∈ P tels que dimN (A :I+(x)) =
0, . . . , k − 1, avec k > 1, et démontrons le lorsque x vérifie dimN (A :I+(x)) = k.
Comme k > 1, on peut trouver une direction d telle que

d 6= 0, dI0(x) = 0 et Ad = 0.

On envisage trois cas, selon le signe des composantes de d, illustrés à la figure 2.3.

◦ Cas 1 : d 6 0. Prenons le plus grand α′ > 0 tel que x′ := x + α′d > 0. Alors
x′ ∈ P et I+(x′) $ I+(x). Remarquons que

N (A :I+(x′))× 0I+(x)\I+(x′) ⊆ N (AI+(x))

dI+(x) ∈ N (A :I+(x)), mais dI+(x) /∈ N (A :I+(x′))× 0I+(x)\I+(x′).

La dernière non-appartenance vient du fait que d a nécessairement une com-
posante non nulle avec indice i ∈ I+(x) \ I+(x′) (un indice i ∈ I+(x) tel
que x′i = 0, alors que xi > 0). Dès lors dimN (A :I+(x′)) = dimN (A :I+(x′))×
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Cas 1 Cas 3

x′

x′

x′′

x

d

x

d

Fig. 2.3. Deux cas de la démonstration de la proposition 2.23

0I+(x)\I+(x′) 6 dimN (A :I+(x))−1. Par récurrence, on a x′ ∈ co{x1, . . . , xp}+
P∞. Comme d’autre part, −d ∈ P∞, le résultat est démontré pour x =
x′ + α′(−d) qui est alors aussi dans co{x1, . . . , xp}+ P∞.

◦ Cas 2 : d > 0. On s’y prend de la même manière, avec α′′ > 0 le plus grand
possible tel que x′′ := x− α′′d > 0.

◦ Cas 3 : d 
 0 et d � 0. On définit x′ := x+ α′d et x′′ := x− α′′d, avec α′ > 0
et α′′ > 0 les plus grands possibles tels que x′ > 0 et x′′ > 0. On a

x =
α′′

α′ + α′′ x
′ +

α′

α′ + α′′ x
′′.

Comme ci-dessus, x′ et x′′ ∈ co{x1, . . . , xp}+ P∞, et donc il en est de même
de x qui est une combinaison convexe de x′ et de x′′.

Il reste à montrer que P∞ ⊆ cone{y1, . . . , yq}, où les yj non nuls engendrent les
arêtes de P∞. Ce résultat est clair si P∞ = {0}. Dans le cas contraire, on considère le
polyèdre convexe P1 := {y : Ay = 0, eTy = 1, y > 0}, qui est obtenu en normalisant
les éléments de P∞ (e est un vecteur dont les éléments valent tous 1) et qui est non
vide. Clairement P∞

1 = {0} et donc P1 est borné (corollaire 2.8). Par ce que l’on
vient de démontrer, P1 = co{y1, . . . , yq}, où les yj sont les sommets de P1. Alors
P∞ = R+P1 = cone{y1, . . . , yq}. Il reste à montrer que les yj engendrent les arêtes
de P∞ ou encore, d’après la proposition 2.21, que dimN (A :I+(yj)) = 1. D’une part
dimN (A :I+(yj)) > 1 car (yj)I+(yj) est non nul et dans N (A :I+(yj)) (du fait que
eTyj = 1 et Ayj = 0). D’autre part, comme yj est un sommet de P1,

N
(
A :I+(yj)

eTI+(yj)

)
= {0}.

Ceci implique que dimN (A :I+(yj)) 6 1 (exercice B.2).
2) Montrons la réciproque. Un ensemble P de la forme (2.26) peut aussi s’écrire

T (Q), où

Q =

{
(α, β) ∈ Rp × Rq : α > 0,

p∑

i=1

αi = 1, β > 0

}

et T : Rp × Rq : (α, β) 7→ ∑p
i αix

i +
∑

j βjy
j. Clairement, l’ensemble Q est un

polyèdre convexe (écrit sous forme standard) et T est une application linéaire. Par la
proposition 2.18 (démontrée pour les polyèdres convexes écrits sous forme standard),
P = T (Q) est un polyèdre convexe. ✷
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Le passage d’une représentation (primale ou duale) à l’autre est une opération
difficile. Un algorithme a été proposé par Motzkin et al. [445] et redécouvert par
Chernikova [119, 120, 121]. La complexité pire cas de ces transformations est expo-
nentielle en la dimension [32, 88], ce qui les rend inutilisables dès que les dimensions
ne sont pas très petites.

2.5 Opérations

2.5.1 Projection

Soit E un espace vectoriel euclidien, dont le produit scalaire est noté 〈·, ·〉 et la
norme associée ‖ · ‖. On sait bien ce qu’est le projeté d’un point x de E sur un sous-
espace vectoriel F de E : c’est le point x̄ ∈ F tel que x− x̄ est orthogonal à tout vecteur
de F ; mais c’est aussi le point x̄ ∈ F le plus proche de x. Cette dernière caractérisation
peut être utilisée pour définir le projeté d’un point sur certaines parties de E qui ne
sont pas des sous-espaces vectoriels.

On appelle projection orthogonale sur une partie C de E, l’opération qui à un
point x ∈ E associe toute solution éventuelle des problèmes équivalents (ils ont les
mêmes solutions) suivants :

dC(x) := inf
y∈C
‖y − x‖ et eC(x) := inf

y∈C

1

2
‖y − x‖2. (2.27)

La valeur optimale dC(x) du premier problème est la distance de x à C et eC(x) =
1
2 [dC(x)]

2. Toute solution de ces problèmes est appelée projeté de x sur C. Claire-
ment, x est le projeté de x si x ∈ C. La proposition 2.25 ci-dessous nous montrera
que ces problèmes ont une solution et une seule si C est un convexe fermé non vide
le résultat ne serait pas vrai pour une norme arbitraire, qui n’est pas associée à un
produit scalaire ; le qualificatif orthogonal est là pour rappeler cette propriété de la
norme utilisée dans la projection. On note alors PC(x) cette solution et l’opérateur
PC : E→ C est alors appelé le projecteur orthogonal sur C.

Donnons en premier lieu des propriétés qui caractérisent un projeté orthogonal. La
première, (2.28a), est la plus souvent utilisée ; elle le sera déjà dans la démonstration
du résultat d’existence et d’unicité de la proposition 2.25.

x

PC(x)

y

C

Fig. 2.4. Illustration de la proposition 2.24



46 2. Ensembles convexes

Proposition 2.24 (caractérisation d’un projeté orthogonal) Soit C un
convexe non vide de E. Un point x̄ ∈ C est un projeté de x ∈ E sur C si, et
seulement si, l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

∀y ∈ C, 〈y − x̄, x̄− x〉 > 0, (2.28a)

∀y ∈ C, 〈y − x̄, y − x〉 > 0, (2.28b)

∀y ∈ C, 〈y − x, x̄− x〉 > ‖x̄− x‖2. (2.28c)

Démonstration. [x̄ est caractérisé par (2.28a)] Soit y ∈ C. Par convexité de C,
zt = x̄+ t(y−x̄) ∈ C pour tout t ∈ [0, 1]. Comme x̄ est solution de (2.27), on a

‖x̄−x‖2 6 ‖zt−x‖2 = ‖x̄−x‖2 + 2t〈x̄−x, y−x̄〉+ t2‖y−x̄‖2.

Après retranchement de ‖x̄−x‖2, division par t > 0 et passage à la limite lorsque t ↓ 0,
on obtient (2.28a). Inversement, en écrivant y − x = (y−x̄) + (x̄−x) et en utilisant
(2.28a), on obtient

‖y − x‖2 = ‖y − x̄‖2 + 2〈y − x̄, x̄− x〉+ ‖x̄− x‖2 > ‖x̄− x‖2.

Donc x̄ est solution de (2.27).
[(2.28a) ⇔ (2.28b)] Si (2.28a) est vérifiée, on a pour y ∈ C :

〈y − x̄, y − x〉 = ‖y − x̄‖2 + 〈y − x̄, x̄− x〉 > 0,

c’est-à-dire (2.28b). Inversement, si y ∈ C et t ∈ ]0, 1], on a zt := x̄ + t(y − x̄) ∈ C.
Donc, d’après (2.28b) :

0 6 〈zt − x̄, zt − x〉
= t〈y − x̄, (x̄−x) + t(y−x̄)〉
= t〈y − x̄, x̄− x〉+ t2‖y − x̄‖2.

En divisant par t > 0, puis en faisant tendre t vers 0, on trouve (2.28a).
[(2.28a) ⇔ (2.28c)] L’équivalence s’obtient en observant que 〈y − x, x̄ − x〉 =

〈y − x̄, x̄− x〉+ ‖x̄− x‖2. ✷

Avec l’apport du chapitre 4, on comprendra que (2.28a) n’est autre que la condition
nécessaire et suffisante d’optimalité (4.13). Ce point de vue permettrait de simplifier
la démonstration.

Proposition 2.25 (existence et unicité du projeté orthogonal) Soient C
une partie convexe fermée non vide d’un espace euclidien E et x un point de E.
Alors il existe un unique élément x̄ ∈ C tel que



2.5. Opérations 47

∀y ∈ C, ‖x̄− x‖ 6 ‖y − x‖.

Démonstration. Il s’agit de montrer que le problème (2.27) a une solution et une
seule.

Existence : elle découle du corollaire 1.4 ; C est un fermé non vide et le critère de
(2.27) est coercif.

Unicité : soient x̄1 et x̄2 deux projetés de x sur C ; par (2.28a), on a

〈x̄2 − x̄1, x̄1 − x〉 > 0 et 〈x̄1 − x̄2, x̄2 − x〉 > 0 ;

en sommant ces deux inégalités, on trouve que x̄1 = x̄2. ✷

Proposition 2.26 (propriétés de la projection) Le projecteur orthogonal PC

sur un convexe fermé non vide C est fortement monotone dans le sens suivant

∀x1, x2 ∈ E : 〈PC(x2)−PC(x1), x2−x1〉 > ‖PC(x2)−PC(x1)‖2 (2.29a)

et contractant dans le sens suivant

∀x1, x2 ∈ E : ‖PC(x1)−PC(x2)‖ 6 ‖x1−x2‖. (2.29b)

Démonstration. 1) D’après la caractérisation (2.28a) du projeté, on a

〈PC(x2)− PC(x1),PC(x1)− x1〉 > 0,

〈PC(x1)− PC(x2),PC(x2)− x2〉 > 0.

En sommant ces inégalités, on trouve

〈PC(x2)− PC(x1), x2 − x1 − (PC(x2)− PC(x1))〉 > 0.

On en déduit (2.29a).
2) On a ensuite

‖PC(x2)− PC(x1)‖2 6 〈PC(x2)− PC(x1), x2 − x1〉 [(2.29a)]

6 ‖PC(x2)− PC(x1)‖ ‖x2 − x1‖ [Cauchy-Schwarz].

On en déduit (2.29b). ✷

Si la projection PC est lipschitzienne par (2.29), elle n’est généralement pas dif-
férentiable. Elle a toutefois des dérivées directionnelles en un point de C, mais pas
nécessairement en un point n’appartenant pas à C (voir Kruskal [366 ; 1969] pour un
contre-exemple dans R3 et Shapiro [547 ; 1994] pour un contre-exemple simple dans
R2).
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2.5.2 Cône normal et hyperplan d’appui

Normale

Définition 2.27 Soient (E, 〈·, ·〉) un espace euclidien et C ⊆ E un ensemble convexe
fermé. Le cône normal à C en un point x ∈ C est l’ensemble noté et défini par

NxC ≡ NC(x) := {ν ∈ E : 〈ν, y − x〉 6 0, ∀y ∈ C}.

Par convention, NC(x) = ∅ si x /∈ C. Les éléments de NC(x) sont appelés des nor-
males à C en x. ✷

Proposition 2.28 Soient C un convexe fermé non vide d’un espace euclidien E.
Alors NcC est un cône convexe fermé non vide.

Démonstration. Le cône normal peut en effet s’écrire comme une intersection de
demi-espaces fermés (des convexes) :

NxC =
⋂

y∈C

{ν ∈ E : 〈ν, y − x〉 6 0}.
✷

Il est clair que l’orthogonal E⊥
0 du sous-espace vectoriel E0 parallèle à aff C est

dans NC(x) ; ce dernier contient donc un élément non nul si aff C 6= E. Par ailleurs, il
est également clair que 0 ∈ NC(x) ∩ E0. La proposition suivante en dit un peu plus :
si x ∈ ∂relC, la frontière relative de C, NC(x) ∩E0 n’est pas réduit à l’élément nul. Il
y a une hypothèse implicite dans le fait que ∂relC 6= ∅, à savoir que C n’est ni réduit
à un point (auquel cas, E0 = {0}, C n’a pas de frontière, le cône normal en ce point
est E, mais NC(x)∩E0 est réduit à {0}), ni E tout entier (auquel cas, le cône normal
en tout point est réduit à {0}).

Proposition 2.29 (existence d’une normale non nulle) Soient C un con-
vexe fermé non vide d’un espace euclidien E, E0 le sous-espace vectoriel parallèle
à aff C et x ∈ ∂relC. Alors NC(x) ∩ E0 contient un élément non nul.

Démonstration. On peut supposer que aff C = E. Si x est sur la frontière de C, alors
C 6= E et il existe une suite {xk}k>1 ⊆ E \ C qui converge vers x. Soit yk = PC(xk).
Comme yk 6= xk, on peut définir la vecteur unitaire νk := (xk − yk)/‖xk − yk‖. Par
caractérisation (2.28a) du projeté, on a

∀ y ∈ C : 〈y − yk, νk〉 6 0.

La suite {yk} → x, par la propriété de contraction (2.29) de la projection : ‖yk−x‖ 6
‖xk − x‖ → 0. Par ailleurs, la suite {νk} étant bornée, on peut en extraire une sous-
suite convergente, encore notée {νk} → ν, avec ν de norme un. En passant à la limite
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dans l’inégalité ci-dessus, on obtient quel que soit y ∈ C : 〈y− x, ν〉 6 0. Ceci montre
que ν est une normale non nulle. ✷

La démonstration des quelques règles de calcul de cônes normaux données ci-
dessous est proposée à l’exercice 2.41 (la démonstration de l’égalité dans (2.30) est
difficile à démontrer) et celle de la proposition 2.31 est proposée à l’exercice 2.42.

Proposition 2.30 (calcul de cône normal)
1) (intersection) Si C1 et C2 sont deux ensembles convexes fermés et x ∈ C1∩C2,

alors
Nx(C1 ∩ C2) ⊇ NxC1 +NxC2, (2.30)

avec égalité si 0 ∈ (C1 − C2)
−◦ ou si C−◦

1 ∩ C−◦
2 6= ∅.

2) (produit cartésien) Si C1 (resp. C2) est un convexe fermé non vide d’un espace
vectoriel E1 (resp. E2), alors C1 × C2 := {(x1, x2) : x1 ∈ C1, x2 ∈ C2} est un
convexe fermé non vide de E1 × E2 et en (x1, x2) ∈ C1 × C2, on a

N(x1,x2)(C1 × C2) = Nx1C1 ×Nx2C2.

Proposition 2.31 (semi-continuité supérieure) Soit S := {x ∈ E : ‖x‖ =
1} la sphère unité de E et NC : E ⊸ E : x 7→ NC(x) la multifonction cône normal.
Alors la multifonction NC ∩ S est semi-continue supérieurement.

Hyperplan d’appui

Une notion étroitement reliée à celle de normale est celle d’hyperplan d’appui. Le
résultat d’existence de la proposition 2.33 se déduit d’ailleurs directement de celui sur
l’existence d’une normale non nulle (proposition 2.29).

Définition 2.32 Soient (E, 〈·, ·〉) un espace euclidien et C ⊆ E un ensemble convexe.
Un hyperplan d’appui de C est un hyperplan contenant C dans un de ses demi-espaces
fermés et contenant un point de la frontière de C. C’est donc un ensemble qui doit
pouvoir s’écrire H(ξ, α) := {x ∈ E : 〈ξ, x〉 = α} avec ξ ∈ E \ {0} et α ∈ R et vérifie
C ⊆ H−(ξ, α) et C ∩H(ξ, α) 6= ∅.

Un hyperplan d’appui de C en x ∈ C est un hyperplan d’appui de C qui contient x.
✷

Si aff C 6= E, alors aff C est un hyperplan d’appui trivial, mais rarement intéres-
sant. La proposition suivante donne dans ce cas un hyperplan d’appui souvent plus
utile, pourvu que sa frontière relative ∂relC soit non vide.
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Proposition 2.33 (existence d’un hyperplan d’appui) Soient C un con-
vexe non vide d’un espace euclidien E, E0 le sous-espace vectoriel parallèle à
aff C et x ∈ ∂relC. Alors il existe un hyperplan d’appui H(ξ, α) de C en x tel que
ξ ∈ E0.

Démonstration. Comme aff C = aff C et (C)−◦ = C−◦ (proposition 2.16), E0 est
aussi l’espace vectorel parallèle au convexe fermé non vide C et x ∈ ∂relC = ∂relC.
Soit ξ ∈ NC(x)∩E0 la normale au convexe fermé non vide C en x, dont l’existence est
assurée par la proposition 2.29. Alors 〈ξ, y − x〉 6 0 pour tout y ∈ C, ce qui montre
que C ⊆ H−(ξ, α) avec α = 〈ξ, x〉. De plus x ∈ H(ξ, α)∩ ∂relC ⊆ H(ξ, α)∩ ∂C. Donc
H(ξ, α) est un hyperplan d’appui de C en x, avec ξ ∈ E0. ✷

Existence de point extrême

Tout ensemble convexe fermé non vide n’a pas nécessairement un point extrême.
On peut démontrer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi
(proposition 2.35) en se fondant sur le lemme suivant.

Lemme 2.34 Soient C un ensemble convexe et H un hyperplan d’appui de C.
Alors tout point extrême de C ∩H est aussi un point extrême de C.

Démonstration. Soit z un point extrême de C ∩H et supposons qu’il s’écrive z =
(1 − t)x+ ty avec t ∈ ]0, 1[ et x, y ∈ C. Il s’agit de montrer que x = y = z.

Il suffit en réalité de montrer que x, y ∈ H , car alors x, y ∈ C∩H et z ∈ ext(C∩H)
impliquent que x = y = z. Soit H ≡ H(ξ, α) une représentation de H telle que
C ⊆ H−(ξ, α). On a 〈ξ, x〉 6 α ou 〈ξ, y〉 6 α, parce que x, y ∈ C ⊆ H−(ξ, α). Mais,
on doit avoir 〈ξ, x〉 = α et 〈ξ, y〉 = α, sinon 〈ξ, x〉 = (1−t)〈ξ, x〉+t〈ξ, y〉 < α (t ∈ ]0, 1[)
et z n’appartiendrait pas à H . On a démontré que x, y ∈ H , comme souhaité. ✷

On appelle droite, un sous-espace affine de dimension un. C’est donc un ensemble
de la forme x+ Rd, où x ∈ E et d ∈ E \ {0}.

Proposition 2.35 (CNS d’existence de point extrême) Un ensemble con-
vexe fermé non vide a un point extrême si, et seulement si, il ne contient pas de
droite.

Démonstration. Soit C le convexe fermé non vide considéré.
[⇒] On raisonne par l’absurde en supposant que C contient la droite x0 + Rd

avec d 6= 0. Nécessairement x0 ∈ C et d et −d ∈ C∞. Alors pour tout x ∈ C, on a
x+Rd ∈ C (proposition 2.7(ii)). Comme x = 1

2 ((x+ d) + (x− d)), avec deux points
(x + d) et (x̂ − d) distincts de C, on en déduit que x /∈ ext(C). Donc C n’a pas de
point extrême.
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[⇐] On raisonne par récurrence sur la dimension de aff C (ou dimension de C),
quel que soit la dimension de E. La propriété est vraie si dim(aff C) = 1 car alors
C := {x + td: t ∈ I} où x ∈ E, d ∈ E \ {0} et I est un intervalle fermé différent
de R, donc de la forme [a, b] ou [a,+∞[ ou ]−∞, a]. Clairement, x+ ad est un point
extrême de E.

Supposons maintenant que l’implication soit vraie lorsque dim(aff C) 6 m < dimE
et démontrons la lorsque dim(aff C) = m+1. Si C ne contient pas de droite, on peut
trouver un point x ∈ ∂relC (on prend un x0 ∈ C, une direction d 6= 0 et x0 + Rd
rencontre ∂relC). Par la proposition 2.33, on peut trouver un hyperplan d’appui H
de C en x. Alors C ∩H est un convexe fermé de dimension 6 m, qui ne contient pas
de droite. Par récurrence, C ∩H a un point extrême et, par le lemme 2.34, ce point
extrême de C ∩H est aussi un point extrême de C. ✷

2.5.3 Séparation

Dans cette section, on suppose que l’espace vectoriel E est de dimension finie, muni
d’un produit scalaire, noté 〈·, ·〉.

Une notion essentielle d’analyse convexe est celle de la séparation des ensembles
convexes. La séparation des deux convexes se fait géométriquement dans E en utilisant
un hyperplan H(ξ, α). On dit que cet hyperplan sépare deux convexes C1 et C2, ou
que ceux-ci sont séparables par cet hyperplan, si l’on a

∀x1 ∈ C1, ∀x2 ∈ C2 : 〈ξ, x1〉 6 α 6 〈ξ, x2〉,

ce qui est équivalent à l’existence d’un vecteur ξ non nul dans E tel que

sup
x1∈C1

〈ξ, x1〉 6 inf
x2∈C2

〈ξ, x2〉. (2.31)

On dit que cet hyperplan sépare strictement ces deux convexes, ou que ceux-ci sont
strictement séparables par cet hyperplan, s’il existe deux scalaires α1 et α2 tels que
α1 < α2 et

∀x1 ∈ C1, ∀x2 ∈ C2 : 〈ξ, x1〉 6 α1 < α2 6 〈ξ, x2〉,
ce qui est équivalent à l’existence d’un vecteur ξ (nécessairement non nul) dans E tel
que

sup
x1∈C1

〈ξ, x1〉 < inf
x2∈C2

〈ξ, x2〉. (2.32)

La figure 2.5 illustre ces notions de séparation. On y a utilisé le produit scalaire

C1

C2

0

ξ
{x ∈ Rn : 〈ξ, x〉 = α}

ξ

0
C1

C2

{x ∈ Rn : 〈ξ, x〉 = α}

Fig. 2.5. séparation de deux convexes : non stricte à gauche et stricte à droite
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euclidien sur R2. L’hyperplan {x ∈ R2 : 〈ξ, x〉 = α} sépare les convexes C1 et C2,
non strictement à gauche et strictement à droite. Cet hyperplan est déterminé par un
vecteur ξ qui lui est orthogonal et un scalaire α.

Nous donnons ci-dessous deux résultats de séparation. Le premier (théorème 2.36)
énonce des conditions équivalentes à la séparation stricte de C1 et C2 en termes de
C1 − C2 et de la distance de C1 à C2. Son corollaire 2.37 énonce un certain nombre
de cas où cette séparation stricte peut être réalisée. Signalons le cas où les convexes
disjoints sont l’un fermé et l’autre compact, qui est utilisé lorsqu’on veut montrer
qu’un ensemble convexe fermé est inclus dans un autre ensemble convexe fermé (en
raisonnant par l’absurde). Le second (théorème 2.38) exprime que l’on peut séparer
(non strictement cette fois) deux ensembles convexes quelconques (en dimension finie).

Théorème 2.36 (séparation stricte de convexes) Soient C1 et C2 deux con-
vexes non vides d’un espace euclidien E. Alors les propriétés suivantes sont équi-
valentes :
(i) on peut séparer C1 et C2 strictement,
(ii) 0 /∈ adh(C1 − C2),
(iii) inf{‖x1 − x2‖ : x1 ∈ C1, x2 ∈ C2} > 0.

Démonstration. [(i)⇒ (ii)] Il existe donc ξ ∈ E tel que l’on ait (2.32). Alors

0 < inf
x1∈C1
x2∈C2

〈ξ, x1 − x2〉 = inf
x∈C1−C2

〈ξ, x〉 = inf
x∈adh(C1−C2)

〈ξ, x〉.

Donc 0 /∈ adh(C1 − C2).
[(ii) ⇒ (iii)] Le problème dans (iii) s’écrit inf{‖x‖ : x ∈ C1 − C2} = inf{‖x‖ :

x ∈ adh(C1 − C2)} > 0 grâce à (ii).
[(iii) ⇒ (i)] Comme le convexe fermé non vide C := adh(C1 − C2) ne contient

pas zéro, le projeté ξ de zéro sur C est non nulle et, d’après (2.28a), vérifie pour tout
x ∈ C : 0 6 〈ξ, x − ξ〉. Alors pour tout xi ∈ Ci, 0 < ‖ξ‖2 6 〈ξ, x1 − x2〉 ou encore

∀x1 ∈ C1, ∀x2 ∈ C2 : 〈ξ, x2〉+ ‖ξ‖2 6 〈ξ, x1〉.

On en déduit (i). ✷

Corollaire 2.37 (séparation stricte de convexes) On peut séparer stricte-
ment deux convexes fermés non vides disjoints C1 et C2 d’un espace euclidien E
dans chacune des situations suivantes :
1) C1 − C2 est fermé,
2) C∞

1 ∩ C∞
2 = {0},

3) C1 ou C2 est compact,
4) C1 et C2 sont polyédriques.

Démonstration. 1) Il suffit d’utiliser l’implication (ii)⇒ (i) de la proposition 2.36,
après avoir constaté que 0 /∈ C1 − C2, car C1 et C2 sont disjoints.
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2) D’après le point 1, il suffit de montrer que C := C1 − C2 est fermé. Soit
x1k − x2k → x, avec {xik} ⊆ Ci, i = 1, 2. Les suites {xik} sont bornées (en effet, si
{x1k} n’est pas bornée, alors, avec tk := ‖x1k‖, on aurait une sous-suite de x1k/tk qui
convergerait vers un d ∈ C∞

1 non nul et pour la même sous-suite x2k/tk → d ; donc
d ∈ C∞

1 ∩C∞
2 = {0}, ce qui contredirait le fait que d 6= 0). En extrayant des sous-suites

convergentes des {xik}, on voit que x ∈ C. Donc C est fermé.
3) Si C1 est compact, C∞

1 = {0} (corollaire 2.8) et le résultat se déduit du point 2.
4) Si les Ci sont polyédriques, C1 − C2 est polyédrique (exercice 2.20 ou 2.21),

donc fermé. On applique alors le point 1. ✷

On ne peut pas se libérer de la condition C∞
1 ∩C∞

2 = {0} du point 2 du corollaire
précédent sans en modifier la conclusion. Par exemple, les deux convexes fermés C1 =
{(x, y) ∈ R2 : y > ex} et C2 = {(x, y) ∈ R2 : y 6 0} sont disjoints dans R2, mais ne
peuvent pas être séparés strictement (observons que dans ce cas C∞

1 ∩C∞
2 = R−×{0}).

Le point 3 du corollaire précédent s’utilise souvent pour montrer qu’un point x
appartient à un convexe fermé non vide C. On raisonne par l’absurde en suppossant
que ce n’est pas le cas. Alors {x} et C sont deux convexes fermés disjoints, dont l’un
est fermé et l’autre (le singleton {x}) est compact. On les sépare et on démontre que
cela conduit à une contradiction. Cet argument est utilisé dans la démontration des
propositions 2.40 et 2.45.

Le point 3 du corollaire précédent reste vrai en dimension infinie. On peut
l’obtenir à partir d’un résultat de prolongement d’application linéaire continue et
c’est l’existence d’un projeté qui s’en déduit [91 ; 1983].

En dimension infinie, il y a un autre résultat permettant de séparer deux convexes,
non strictement cette fois. Il faut pour cela que l’un des deux soit d’intérieur non vide.
En dimension finie, cette hypothèse n’est pas nécessaire : on peut toujours séparer
deux convexes quelconques disjoints par un hyperplan. C’est ce qu’affirme le théorème
suivant.

Théorème 2.38 (séparation de convexes) On peut séparer deux convexes
non vides disjoints d’un espace euclidien.

Démonstration. On considère C := C2 − C1, qui est convexe (car C1 et C2 sont
convexes), non vide (car C1 et C2 sont non vides) et ne contient pas zéro (car C1

et C2 sont disjoints). Montrons que l’on peut trouver un vecteur non nul ξ ∈ E tel
que

∀ (x1, x2) ∈ C1 × C2 : 〈x2 − x1, ξ〉 > 0, (2.33)

relation qui implique immédiatement que l’on peut séparer C1 et C2.

Si 0 /∈ C, on prend pour ξ le projecté de zéro sur C, qui vérifie par (2.28a) :
〈(x2 − x1)− ξ, ξ − 0〉 > 0, quels que soient xi ∈ Ci. On en déduit (2.33).
Dans le cas contraire, 0 /∈ C \C ⊆ ∂relC et on prend pour ξ l’opposé d’une normale
non nulle à C en zéro (proposition 2.29), qui satisfait 〈(x2−x1)−0,−ξ〉 6 0, quels
que soient xi ∈ Ci. On en déduit (2.33). ✷
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2.5.4 Enveloppe convexe fermée

L’enveloppe convexe d’un ouvert relatif est un ouvert relatif (exercice 2.32) ; l’en-
veloppe convexe d’un compact est un compact (corollaire 2.4) ; mais l’enveloppe con-
vexe d’un fermé n’est pas nécessairement fermée. C’est le cas par exemple de la partie
fermée de R2 union de l’origine et de {x ∈ R2 : x1x2 > 1}, dont l’enveloppe convexe
{(0, 0)} ∪ {x ∈ R2 : x1 > 0, x2 > 0} n’est pas fermée (voir la figure 2.6). La notion
suivante a donc tout son sens.

coPP coP

Fig. 2.6. Un ensemble P dont l’enveloppe convexe coP diffère de l’enveloppe convexe fer-
mée coP

Soit P une partie de E. L’intersection de convexes fermés étant un convexe fermé,
on peut parler du plus petit convexe fermé contenant P , qui est donc l’intersection de
tous les convexes fermés contenant P . C’est ce que l’on appelle l’enveloppe convexe
fermée de P . On la note

coP :=
⋂
{C : C est un convexe fermé contenant P}. (2.34)

Évidemment, si C est un convexe fermé, coC = C. La proposition suivante donne,
en particulier, une autre manière de définir l’enveloppe convexe fermée : c’est aussi
l’adhérence de l’enveloppe convexe, mais nous avons préféré la définition (2.34) du
fait de l’idée de minimalité qu’elle contient.

Proposition 2.39 On a

P1 ⊆ P2 =⇒ coP1 ⊆ coP2,

P ⊆ coP ⊆ coP ⊆ coP = coP = coP .

Démonstration. 1) Évidemment, P1 ⊆ P2 ⊆ coP2. Donc, coP2 est un convexe fermé
contenant P1, si bien que coP1 ⊆ coP2.

2) Les deux premières inclusions sont claires. En notant que P est contenu dans
tout convexe fermé contenant P , on a P ⊆ coP (par définition de coP ) et donc aussi
coP ⊆ coP (car coP est convexe). L’égalité coP = coP se déduit des observations sui-
vantes : P ⊆ P implique coP ⊆ coP (première partie de la proposition) ; inversement
P ⊆ coP (coP est fermé), donc coP ⊆ coP . Pour montrer coP = coP , on observe
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d’abord que coP ⊆ coP , parce que ce dernier ensemble est un convexe fermé con-
tenant P (proposition 2.16). Inversement, coP ⊆ coP et comme ce dernier ensemble
est fermé, on a coP ⊆ coP . ✷

Voici une autre manière de décrire l’enveloppe convexe fermée. La proposition sui-
vante exprime le fait qu’à droite dans (2.34), on peut ne sélectionner que les demi-es-
paces fermés.

Proposition 2.40 (description externe d’un convexe fermé) L’enveloppe
convexe fermée d’une partie P ⊆ E est l’intersection de tous les demi-espaces
fermés contenant P .

Démonstration. Soit C l’intersection de tous les demi-espaces fermés contenant P .
Comme C est un convexe fermé, on a certainement co(P ) ⊆ C. Inversement, si x0 ∈
C \ co(P ), on peut séparer strictement le convexe compact {x0} et le convexe fermé
co(P ) (point 3 du corollaire 2.37) : il existe ξ ∈ E et α ∈ R tels que

∀x ∈ co(P ), 〈ξ, x〉 6 α < 〈ξ, x0〉.

On en déduit deux conséquances contradictoires :

par les inégalités de gauche, P ⊆ H−(ξ, α), c.-à-d., H−(ξ, α) est un demi-espace
fermé contenant P ; alors x0 ∈ H−(ξ, α) (car x0 est dans C et donc dans tous les
demi-espaces fermés contenant P ) ;
par l’inégalité de droite, x0 /∈ H−(ξ, α).

On a démontré que C ⊆ co(P ). ✷

Corollaire 2.41 Soit C un ensemble convexe. L’intersection de tous les demi-es-
paces fermés contenant C est C.

Corollaire 2.42 C est un convexe fermé si, et seulement si, il est l’intersection
de tous les demi-espaces fermés contenant C.

2.5.5 Cône dual

Définition

Soient E un espace vectoriel euclidien, dont le produit scalaire est noté 〈·, ·〉, et P
une partie de E. On appelle cône dual de P l’ensemble P+ défini par

P+ := {x ∈ E : 〈x, y〉 > 0, ∀y ∈ P}.

La notion de cône dual est illustrée à la figure 2.7, dans laquelle on a utilisé le produit
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0 P+

P

Fig. 2.7. Cône dual P+ d’un ensemble P de R2 pour le produit scalaire euclidien (les demi-
droites formant le bord du cône P+ sont orthogonales aux demi-droites en trait discontinu
qui délimitent le secteur angulaire contenant l’ensemble P )

scalaire euclidien de R2. Le cône bidual P++ de P est l’ensemble (P+)+, le dual du
dual. On définit aussi le cône dual négatif P− de P comme l’opposé de son cône dual,
c’est-à-dire

P− := {d ∈ E : 〈d, x〉 6 0, ∀x ∈ P} = −P+.

Enfin, un cône K de E est dit autodual si K+ = K ; on en trouvera des exemples à
l’exercice 2.35.

Proposition 2.43 (premières propriétés) Soient E un espace euclidien, P ,
P1 et P2 des parties non vides de E et (Pi)i∈I une famille quelconque de parties Pi

non vides de E. Alors
1) P+ est un cône convexe fermé non vide,
2) P1 ⊆ P2 =⇒ P+

1 ⊇ P+
2 et P++

1 ⊆ P++
2 ,

3) P+ = (R+P )
+, P+ = (coP )+, P+ = (adhP )+,

4) P++ = co(R+P ), en particulier P ⊆ P++,
5) P++ = P si, et seulement si, P est un cône convexe fermé,
6) (P1 + P2)

+ ⊇ P+
1 ∩ P+

2 , avec égalité si 0 ∈ adh(P1) ∩ adh(P2),
7) (∪i∈IPi)

+ = ∩i∈IP
+
i .

8) (Q1 × Q2)
+ ⊇ Q+

1 × Q+
2 , si ∅ 6= Q1 ⊆ E1 et ∅ 6= Q2 ⊆ E2, (E1, 〈·, ·〉1)

et (E2, 〈·, ·〉2) sont deux espaces euclidiens et E1 × E2 est muni du produit
scalaire 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = 〈x1, y1〉1+〈x2, y2〉2, avec égalité si 0 ∈ adh(Q1)∩
adh(Q2).

Démonstration. 1) P+ est clairement non vide (il contient 0). D’autre part, on
peut écrire P+ comme une intersection de cônes convexes fermés :

P+ =
⋂

y∈P

{x ∈ E : 〈x, y〉 > 0}.

2) Évident.
3) Par le point 2, P+ ⊇ (adhP )+. Inversement, si d ∈ P+ et x ∈ adhP , il existe

une suite {xk} ⊆ P telle que xk → x. En passant à la limite dans 〈d, xk〉 > 0, on
trouve 〈d, x〉 > 0. Donc d ∈ (adhP )+. Les autres identités se démontrent aisément.
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4) D’après la proposition 2.40, co(R+P ) est l’intersection de tous les demi-espaces
fermés H−(ξ, α) contenant R+P . De par la structure de R+P , H−(ξ, α) ⊇ R+P
implique que H−(ξ, α) ⊇ H−(ξ, 0) ⊇ R+P , si bien que co(R+P ) est l’intersection de
tous les demi-espaces fermés H−(ξ, 0) = {−ξ}+ contenant R+P ou P . Mais {−ξ}+
contient P revient à dire que −ξ ∈ P+. Dès lors co(R+P ) = ∩−ξ∈P+{−ξ}+ = {x ∈
E : 〈d, x〉 > 0, pour tout d ∈ P+} = P++.

5) Conséquence directe du point 4.
6) [⊇] Soient d ∈ P+

1 ∩ P+
2 , x1 ∈ P1 et x2 ∈ P2. Alors 〈d, x1 + x2〉 > 0, car les

〈d, xi〉 > 0. Donc d ∈ (P1 + P2)
+. [⊆] Soient d ∈ (P1 + P2)

+, x ∈ P1 et {x′k} ⊆ P2

avec x′k → 0 (0 adhère à P2). Alors x + x′k ∈ P1 + P2 et donc 〈d, x + x′k〉 > 0. À la
limite lorsque k →∞, on trouve 〈d, x〉 > 0, ce qui montre que d ∈ P+

1 .
7) d ∈ ∩i∈IP

+
i ⇐⇒ ∀i ∈ I : d ∈ P+

i ⇐⇒ ∀i ∈ I, ∀x ∈ Pi : 〈d, x〉 > 0 ⇐⇒
∀x ∈ ∪i∈IPi : 〈d, x〉 > 0 ⇐⇒ d ∈ (∪i∈IPi)

+.
8) L’inclusion ⊇ est immédiate. On a l’égalité lorsque 0 ∈ Q1∩Q2, car si (d1, d2) ∈

E1×E2 vérifie 〈(d1, d2), (x1, x2)〉 > 0 pour tout xi ∈ Ei, on obtient d1 ∈ Q+
1 en prenant

{xk2}k ⊆ Q2 avec xk2 → 0 (de même pour d2 ∈ Q+
2 ). ✷

La démonstration du corollaire suivant est proposée à l’exercice 2.36.

Corollaire 2.44 (dual d’une somme et d’une intersection de cônes)
1) Si K1 et K2 sont des cônes non vides, alors

(K1 +K2)
+ = K+

1 ∩K+
2 .

2) Si K1 et K2 sont des cônes convexes fermés non vides, alors

(K1 ∩K2)
+ = K+

1 +K+
2 . (2.35)

Le lemme de Farkas et ses conséquences

La notion de cône dual généralise celle de sous-espace vectoriel orthogonal, puisque
si P est un sous-espace vectoriel, P+ = P⊥. On connaît bien la relation N (AT)⊥ =
R(A), rappelée en (A.6), qui nous apprend ce qu’est le cône dual d’un ensemble défini
par des équations linéaires homogènes. Une question naturelle est alors de se demander
ce qu’est le cône dual d’un ensemble donné par des inégalités linéaires homogènes.
La réponse à cette question sera un corollaire du résultat plus général suivant. Dans
celui-ci, on note A∗ : F → E l’application linéaire adjointe de l’application linéaire
A : E → F et A(K) := {Ax : x ∈ K} l’image du cône K par A. On notera que le
cône K de la proposition ne doit pas être fermé.

Proposition 2.45 (Farkas généralisé) Soient E et F deux espaces euclidiens,
A : E→ F une application linéaire et K un cône convexe non vide de E. Alors
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{y ∈ F : A∗y ∈ K+}+ = A(K). (2.36)

Démonstration. On note D := {y ∈ F : A∗y ∈ K+}.
[⊇] Comme D+ est fermé, il suffit de montrer que A(K) ⊆ D+. Soit x ∈ K et

montrons que Ax ∈ D+. Pour cela on prend y ∈ D et on constate que

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 > 0,

car x ∈ K et A∗y ∈ K+.
[⊆ (par l’absurde)] Supposons qu’il existe un vecteur b ∈ D+ \ A(K). On peut

alors séparer strictement le convexe compact {b} et le convexe fermé A(K) (point 3
du corollaire 2.37) : il existe y0 ∈ F et α ∈ R, tels que

∀x ∈ K : 〈y0, b〉 < α 6 〈y0, Ax〉. (2.37)

Exploitons cela pour mettre en évidence une contradiction. En prenant x → 0, on
trouve

〈y0, b〉 < 0. (2.38)

Par ailleurs, on peut prendre x de la forme tx avec t > 0 et x ∈ K dans (2.37). En
divisant l’inégalité de droite par t et en passant à la limite lorsque t→∞, on trouve
〈y0, Ax〉 > 0 ou 〈A∗y0, x〉 > 0 ou A∗y0 ∈ K+ (car x est arbitraire dans K). Dès lors
y0 ∈ D et, comme b ∈ D+, on obtient 〈y0, b〉 > 0, ce qui contredit (2.38). ✷

Comme un cône dual est fermé (point 1 de la proposition 2.43), on pourra ôter
l’adhérence dans (2.36) si, et seulement si, A(K) est fermé.

L’identité (2.36) peut s’interpréter géométriquement comme suit (voir la fi-
gure 2.8). Elle signifie qu’un vecteur b /∈ A(K) si, et seulement si, b /∈ {y ∈ F :

{y ∈ F : 〈y0, y〉 = 〈y0, b〉/2}
y0

A(K)

{b}
0

Fig. 2.8. Illustration du lemme de Farkas généralisé (proposition 2.45)

A∗y ∈ K+}+, ce qui revient à dire qu’il existe un vecteur y0 ∈ F tel que 〈y0, b〉 < 0
et A∗y0 ∈ K+ (ou 〈y0, Ax〉 > 0 pour tout x ∈ K). Cette propriété exprime donc
le fait que l’hyperplan {y ∈ F : 〈y0, y〉 = 〈y0, b〉/2} sépare strictement le singleton
{b} de l’adhérence du cône A(K). C’est d’ailleurs cet argument de séparation de ces
ensembles qui a été utilisé dans la démonstration de la proposition 2.45.
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Observons que {y ∈ F : A∗y ∈ K+} = (A∗)−1(K+) est l’image réciproque par
l’application linéaire (continue) A∗ du cône convexe fermé K+ ; il s’agit donc d’un
cône convexe fermé. D’après le point 5 de la proposition 2.43, il est égal à son bidual.
Dès lors, par le lemme de Farkas généralisé :

(A(K))+ = {y ∈ F : A∗y ∈ K+}, (2.39)

sans que l’on ait besoin de prendre d’adhérence à gauche (point 3 de la proposi-
tion 2.43).

L’identité (2.36) permet de donner une condition nécessaire pour que le système
linéaire Ax = b ait une solution x dans K. Il faut en effet que b ∈ A(K) ⊆ A(K) et
donc que

pour tout y tel que A∗y ∈ K+ on ait 〈y, b〉 > 0. (2.40)

Si A(K) est fermé, cette condition sur A et b est aussi suffisante. Si A(K) n’est pas
fermé, on peut trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour que b ∈ A(K),
qui renforcent (2.40), voir [374]. Lorsque K est l’orthant positif de Rn, A(K) est
fermé (remarque 2.19) et le résultat, exprimé sous une forme différente, est alors
connu sous le nom de théorème de l’alternative. Diverses variantes sont considérées à
l’exercice 2.39.

Voici un corollaire de la proposition 2.45, plus proche de la contribution originale
de Farkas.

Corollaire 2.46 (Farkas) Soient A1 et A2 deux matrices ayant le même nom-
bre de lignes. Alors

{y : AT

1 y = 0, AT

2 y > 0}+ = {A1x1 +A2x2 : x1 quelconque, x2 > 0},

où {·}+ désigne le cône dual pour le produit scalaire euclidien.

Démonstration. Supposons que Ai (i = 1, 2) soit de type m × ni. On applique la
proposition 2.45 avec E = Rn1 × Rn2 , F = Rm, tous deux munis du produit scalaire
euclidien, A = (A1 A2), K = Rn1 × Rn2

+ . On calcule aisément

A∗ =

(
AT

1

AT

2

)
et K+ = {0} × Rn2

+ .

La proposition 2.45 conduit alors au résultat puisque {A1x1 + A2x2 : x2 > 0} =
{A1x

′
1 − A1x

′′
1 +A2x2 : x′1 > 0, x′′1 > 0, x2 > 0} est un fermé (remarque 2.19). ✷

Terminons cette section par d’autres propriétés des cônes duaux et quelques règles
de calcul.

Corollaire 2.47 (polyédricité d’un cône dual) Soit P un polyèdre convexe
d’un espace euclidien E. Alors P+ est un polyèdre convexe.
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Démonstration. Par le point 3 de la proposition 2.43, P+ = K+, où K = coneP .
Par le point 4 de l’exercice 2.21, K est un cône polyédrique, qui est donc de la forme
K = {x ∈ E : Ax > 0}, où A : E → Rm est linéaire. Par la proposition 2.45, son
dual s’écrit K+ = A∗(Rm

+ ). Comme image par A∗ du cône polyédrique Rm
+ , K+ est

un cône polyédrique (proposition 2.18). ✷

Lemme 2.48 (somme fermée de cônes duaux)
1) P+

1 + · · · + P+
m est un polyèdre convexe (donc un fermé), si les Pi sont des

polyèdres convexes,
2) K+

1 + · · ·+K+
m est fermé, si les Ki sont des cônes convexes et si K−◦

1 ∩ · · · ∩
K−◦

m 6= ∅.

Démonstration. 1) Si les Pi sont polyédriques, les P+
i sont aussi polyédriques

(corollaire 2.47) et donc aussi leur somme P+
1 + · · ·+ P+

m (exercice 2.20 ou 2.21), qui
est donc fermée.

2) Supposons à présent qu’il existe un point x̌ ∈ K−◦
1 ∩ · · · ∩ K−◦

m et que, pour
i ∈ [1 :m], on ait des suites {dik} ⊆ K+

i telles que d1k + · · · + dmk → d. Il s’agit de
montrer que d ∈ K+

1 + · · ·+K+
m.

On note Pi est le projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel Ei := vectKi

et Qi := I − Pi le projecteur orthogonal sur E⊥
i . Montrons d’abord que les suites

{Pi d
i
k} sont bornées. Par hypothèse, il existe un ε > 0 tel que B̄(x̌, ε) ∩ (vectKi) ⊆

Ki. Alors 〈dik, x̌ − εPi d
i
k/‖Pi d

i
k‖〉 > 0, d’où l’on déduit que 〈dik, x̌〉 > ε‖Pi d

i
k‖ et

〈∑i d
i
k, x̌〉 > ε

∑
i ‖Pi d

i
k‖. Comme

∑
i d

i
k → d, on voit que les {Pi d

i
k} sont bornées.

On peut alors trouver une sous-suite d’indices K ⊆ N telle que chaque {Pi d
i
k}k∈K

converge vers un d̄i ∈ Ei. Comme pour tout x ∈ Ki, on a 0 6 〈dik, x〉 = 〈Pi d
i
k, x〉 →

〈d̄i, x〉, il vient que d̄i ∈ K+
i .

On déduit de ce qui précède que {∑i Qi d
i
k}k∈K converge vers d −∑i d̄

i dans le
sous-espace vectoriel

∑
i E

⊥
i , qui est un fermé. Dès lors d−∑i d̄

i ∈∑i E
⊥
i et on peut

trouver des d̂i ∈ E⊥
i tel que d−∑i d̄

i =
∑

i d̂
i. Observons maintenant que pour tout

x ∈ Ki, on a 〈d̂ik, x〉 = 0.
On a donc montré que d̄i + d̂i ∈ K+

i et donc que d =
∑

i(d̄
i + d̂i) ∈∑iK

+
i . ✷

Corollaire 2.49 (dual d’une intersection) Si Ki, i ∈ [1 :m], sont des cônes
convexes fermés d’un espace euclidien E, alors

(K1 ∩ · · · ∩Km)+ = K+
1 + · · ·+K+

m.

On peut enlever l’adhérence si les Ki sont polyédriques ou si K−◦
1 ∩ · · · ∩K−◦

m 6= ∅.

Démonstration. Soient A : Em → E : (x1, . . . , xm) 7→ x1 + · · · + xm et K =
K+

1 × · · · ×K+
m. On vérifie aisément que A∗ : E→ Em : x 7→ (x, . . . , x), que K est un

cône convexe fermé et que K+ = K1× · · · ×Km. L’identité se déduit alors du lemme
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de Farkas généralisé (proposition 2.45). Par le lemme 2.48, K+
1 + · · ·+K+

m est fermé
si les Ki sont polyédriques ou si K−◦

1 ∩ · · · ∩K−◦
m 6= ∅. ✷

On ne peut pas se passer de l’adhérence dans le résultat précédent, même si K1 ∩
K−◦

2 ∩ · · · ∩ K−◦
m 6= ∅. Par exemple, dans R3, si m = 2, K1 = R3

▽ et K2 = {x ∈
R3 : x2 = x3}, on a K+

1 = R3
▽ (autodualité du cornet), K+

2 = {d ∈ R3 : d1 = 0,
d2 + d3 = 0}, K1 ∩K−◦

2 = K1 ∩K2 = {x ∈ R3 : x1 = 0, x2 = x3 > 0} 6= ∅, alors que
K+

2 +K+
3 = {d : d2 + d3 > 0} ∪ {d ∈ R3 : d1 = 0, d2 + d3 = 0} n’est pas fermé.

Polyèdre borné et singleton

La caractérisation de la bornitude du polyèdre P donné par (2.19) s’obtient aisé-
ment par l’examen de son cône asymptotique P∞. Les caractérisations obtenues mon-
trent que la propriété de bornitude ne dépend pas de b (mais pour certains b, P pourra
être vide, ce qui ne contredit pas sa bornitude).

Proposition 2.50 (polyèdre borné) Soient A ∈ Rm×n, b ∈ Rm et P := {x ∈
Rn : Ax 6 b}. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) P est borné,
(ii) tout vecteur d ∈ Rn vérifiant Ad 6 0 est nul,
(iii) AT(Rm

+ ) = Rn.

Démonstration. [(i)⇔ (ii)] D’après la proposition 2.8, P est borné si, et seulement
si, P∞ = {0}. L’équivalence se déduit alors du fait que P∞ = {d : Ad 6 0}.

[(ii) ⇔ (iii)] (ii) ⇔ {d : Ad 6 0} = {0} ⇔ Rn = {d : Ad 6 0}+ = AT(Rm
− )

(lemme de Farkas [proposition 2.45], (Rm
− )+ = Rm

− [point 1 de l’exercice 2.35] et
AT(Rm

− ) fermé [(2.24)]) ⇔ (iii). ✷

Lorsqu’on considère le système linéaire Ax = b, avec A ∈ Rn×n et b ∈ Rn, il
est naturel de se demander si celui-ci a une solution x unique. On sait qu’il en sera
ainsi, quel que soit b ∈ Rn, si, et seulement si, A est inversible. On cherche ici des
conditions similaires pour que le système d’inégalités affines Ax 6 b ait une unique
solution x, autrement dit, pour que le polyèdre convexe P défini par (2.19) soit un
singleton. Pour ce cas, une condition nécessaire et suffisante ne peut s’exprimer qu’en
terme de la matrice A, car si b devient « grand », le polyèdre P est « grand » aussi.
Pour pouvoir utiliser les conditions nécessaires et suffisantes du résultat suivant, il
faut aussi connaître un point du polyèdre convexe.

Proposition 2.51 (polyèdre singleton) Soient A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, x ∈ Rn

vérifiant Ax 6 b, I := {i ∈ [1 :m] : (Ax−b)i = 0}, mI := |I| et AI la sous-matrice
de A formée de ses lignes avec indices dans I. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) x est l’unique solution de Ax 6 b,
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(ii) tout vecteur d ∈ Rn vérifiant AId 6 0 est nul,
(iii) AT

I (R
mI
+ ) = Rn.

Démonstration. [(i)⇒ (ii)] Avec un vecteur d vérifiant les conditions données, on
peut trouver t > 0 tel que x′ = x+ td vérifie Ax′ 6 b. En effet, si (Ax− b)i < 0, on a
(Ax′)i = (Ax)i+t(Ad)i 6 bi si t > 0 est assez petit car (Ax)i < bi (et il y a un nombre
fini de tels indices i) ; si (Ax−b)i = 0, on a (Ax′)i = (Ax)i+t(Ad)i = bi+t(Ad)i 6 bi,
car (Ad)i 6 0 par hypothèse. L’unicité de x implique que x′ = x, donc d = 0.

[(ii) ⇒ (i)] Soit x′ tel que Ax′ 6 b. On pose d := x′ − x. Si (Ax − b)i = 0, on a
(Ad)i = (Ax′)i − (Ax)i = (Ax′)i − bi 6 0. Par (ii), d = 0 et donc x′ = x.

[(ii) ⇔ (iii)] Voir la démonstration de l’équivalence (ii) ⇔ (iii) de la proposi-
tion 2.50. ✷

La condition (ii) (resp. (iii)) de la proposition 2.51 est plus forte (moins souvent
vérifiée) que la condition (ii) (resp. (iii)) de la proposition 2.50, ce qui est consistant
avec le fait qu’un singleton est borné !

2.5.6 Cône tangent

Soit E est un espace vectoriel de dimension finie et C est un convexe non vide de E,
que l’on ne suppose pas nécessairement fermé.

Définitions 2.52 On dit que d ∈ E est une direction admissible de C en x ∈ E si
x + td ∈ C pour tout t > 0 petit. L’ensemble des directions directions admissibles
forme un cône, noté

Ta
xC := {d ∈ E : x+ td ∈ C pour tout t > 0 petit},

que l’on appelle le cône des directions admissibles. ✷

La conicité de Ta
xC ne fait aucun doute. Par ailleurs, la définition montre que

x /∈ C =⇒ Ta
xC = ∅. (2.41)

Enfin, par la convexité de C, on voit que

x ∈ C =⇒ Ta
xC = {d ∈ E : x+ td ∈ C pour un t > 0}, (2.42)

=
⋃

t>0

C − x
t

, (2.43)

= R++(C − x), (2.44)

= R+(C − x). (2.45)

Le cas où x ∈ C \ C est moins aisé à décrire, si bien que certains auteurs préfèrent
supposer d’emblée que C est fermé [317]. On notera que Ta

xC n’est pas nécessairement
fermé, même si C est fermé et x ∈ C ; ainsi pour le disque C := {x ∈ R2 : x21 +
(x2−1)2 6 1} et le point x = 0 puisque l’on a Ta

xC = {x ∈ R2 : x2 > 0} ∪ {0}. La
définition suivante a donc bien un sens.
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Définition 2.53 On appelle cône tangent à C en x ∈ E l’adhérence de Ta
xC. On le

note
Tx C := Ta

xC. ✷

On déduit de (2.41), (2.44) et (2.45) que

x /∈ C =⇒ TxC = ∅,

x ∈ C =⇒ TxC = R++(C − x) = R+(C − x). (2.46)

Le cas où x ∈ C \ C ne posera pas de difficulté d’expression du cône tangent, grâce
aux formulations en termes de suites données dans la proposition suivante.

Proposition 2.54 (autres expressions du cône tangent) Si C est une par-
tie convexe d’un espace vectoriel de dimension finie E et x ∈ C, alors

Tx C =

{
d ∈ E : ∃{xk} ⊆ C, ∃{tk} ↓ 0 telles que

xk − x
tk

→ d

}

=

{
d ∈ E : ∃{xk} ⊆ C−◦, ∃{tk} ↓ 0 telles que

xk − x
tk

→ d

}
.

Démonstration. Désignons par T′
xC la première nouvelle expression du cône tan-

gent et par T′′
x C la seconde.

[Tx C ⊆ T′
x C] Soit d ∈ TxC. Par la définition 2.53, il existe une suite {dk} ⊆ Ta

xC
telle que dk → d. Par conséquent, pour tout k, on peut trouver un tk > 0 tel que
xk := x + tkdk ∈ C. Comme les tk peuvent être pris arbitrairement petits, on peut
s’arranger pour que tk → 0. Alors (xk − x)/tk = dk → d montre que d ∈ T′

x C.
[T′

x C ⊆ T′′
x C] Soit d ∈ T′

x C, si bien qu’il existe des suites {xk} ⊆ C et {tk} ⊆
R++ telles que tk → 0 et (xk − x)/tk → d. Soit x̌ ∈ C−◦ qui est non vide (point 1 de
la proposition 2.16). On peut supposer que tk 6 1. Alors x′k = (1− t2k)xk + t2kx̌ ∈ C−◦

par le lemme 2.14. Comme (x′k − x)/tk = (1 − t2k)(xk − x)/tk + tk(x̌ − x) → d, on a
montré que d ∈ T′′

x C comme limite d’éléments de Ta
xC.

[T′′
x C ⊆ TxC] Soit d ∈ T′′

x C, si bien qu’il existe des suites {xk} ⊆ C−◦ et
{tk} ⊆ R++ telles que tk → 0 et dk := (xk − x)/tk → d. Par le lemme 2.14, x+ tdk =
(1 − (t/tk))x + (t/tk)xk ∈ C−◦ ⊆ C pour tout t ∈ ]0, tk], si bien que dk ∈ Ta

xC. Donc
d ∈ Tx C. ✷

Comme C et C ont les mêmes intérieurs relatifs (point 3 de l’exercice 2.13), on
déduit de la seconde expression du cône tangent dans la proprosition précédente que,
quel que soit x ∈ E :

Tx C = TxC. (2.47)

Si x /∈ C les deux cônes ci-dessus sont vides.
La démonstration de la proposition suivante est proposée à l’exercice 2.34.
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Proposition 2.55 (propriétés des cônes Ta
xC et Tx C) Si C est une partie

convexe d’un espace vectoriel de dimension finie E et x ∈ C, alors

1) Ta
xC est un cône convexe pointé et Tx C est un cône convexe fermé pointé,

2) aff(Tx C) = aff(Ta
xC) = (aff C)− x,

3) (Tx C)
−◦ = (Ta

xC)
−◦ = R++(C

−◦ − x),
4) TxC = (NxC)

− et NxC = (TxC)
−.

Proposition 2.56 (calcul de cône tangent) Soient E1 et E2 des espaces
vectoriels.
1) Si C1 ⊆ E1 et C2 ⊆ E2 sont deux convexes, alors

T(x1,x2)(C1 × C2) = Tx1 C1 × Tx2 C2.

2) Si {Ci}i∈I est une famille de parties convexes fermées de E et x ∈ ∩i∈ICi,
alors

Ta
x(∩i∈ICi) ⊆ ∩i∈I(T

a
xCi), avec égalité si I est fini,

Tx(∩i∈ICi) ⊆ ∩i∈I(Tx Ci), avec égalité si I est fini et si ∩i∈I C
−◦
i 6= ∅.

Démonstration. 1) On a successivement

T(x1,x2)(C1 × C2) = adh(R+(C1 × C2 − (x1, x2))

= adh(R+((C1 − x1)× (C2 − x2)))
= adh(R+(C1 − x1)× R+(C2 − x2)) (2.48)

= adh(R+(C1 − x1))× adh(R+(C2 − x2)) (2.49)

= Tx1 C1 × Tx2 C2.

L’inclusion ⊆ en (2.48) ne pose pas de difficulté et l’inclusion réciproque repose sur
l’identité

(
t1(x

′
1 − x1), t2(x′2 − x2)

)
= t2

(
(1 − t1/t2)x1 + (t1/t2)x

′
1 − x1, x′2 − x2

)
,

qui permet de conclure lorsque 0 6 t1 6 t2 (non restrictif) et les x′i sont arbitraires
dans les Ci. Pour (2.49), on utilise le fait que adh(P1 × P2) = (adhP1) × (adhP2),
quels que soient les ensembles Pi ⊆ Ei.

2) On a Ta
x(∩i∈ICi) = R+((∩i∈ICi)−x) = R+(∩i∈I(Ci−x)) ⊆ ∩i∈I(R+(Ci−x))

= ∩i∈I(T
a
xCi).

Si I = [1 :m] est fini, la dernière inclusion devient une égalité. En effet, si un
point y ∈ ∩i(R+(Ci − x)), il peut s’écrire y = ti(xi − x) avec ti > 0 et xi ∈ Ci, quel
que soit i ∈ [1 :m]. On peut supposer que tm = maxi ti. Si tm = 0, alors y = 0 qui
est clairement dans R+((∩i∈ICi) − x). Si tm > 0, on introduit x̄ := x + y/tm. On a
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x̄ = x + (ti/tm)(xi − x) = (1 − ti/tm)x + (ti/tm)xi ∈ Ci, par convexité de Ci. Donc
x̄ ∈ ∩iCi. Alors y = tm(x̄− x) est dans R+((∩i∈ICi)− x).

La seconde inclusion s’obtient en prenant l’adhérence des deux membres de la
première inclusion, car adh(∩iPi) ⊆ ∩i(adhPi).

Si I = [1 :m] est fini, la première identité du point 2 nous apprend que

Ta
x(∩i∈ICi) = ∩i∈I(T

a
xCi) et Ta

x(∩i∈IC
−◦
i ) = ∩i∈I(T

a
x(C

−◦
i )). (2.50)

Maintenant, si ∩i∈I C
−◦
i 6= ∅, on peut y trouver un point x0. Clairement, x0 − x ∈

Ta
x(∩i∈IC

−◦
i ), si bien que ∩i∈I(T

a
x(C

−◦
i )) 6= ∅ par (2.50)2.

En prenant l’adhérence des deux membres de cette identité, on obtient Tx(∩i∈ICi) =
∩i∈I(Tx Ci), grâce au point 2 de la proposition 2.17 et à l’hypothèse de qualification
∩i∈I C

−◦
i 6= ∅. ✷

Notes

Hermann Minkowski (1864-1909) fut l’un des premiers à avoir étudié systémati-
quement les ensembles convexes [421 ; 1896]. Au départ, ce fut dans le but de résoudre
des problèmes en théorie des nombres, alors que notre présentation est davantage de
nature qualitative, orientée vers l’analyse. On lui doit par exemple la proposition 2.23
sur la « résolution » d’un polyèdre convexe.

L’élimination de Fourier [219 ; 1827] a été redécouverte plus d’un siècle plus tard
par Motzkin [444 ; 1936]. Celle-ci a été reconsidérée à maintes reprises en vue de son
amélioration [381, 380, 324, 339, 113], mais l’obtention d’une description explicite du
projeté d’un polytope est un problème NP-ardu [588 ; 2008].

La proposition 2.18 a été étendue à des cas beaucoup plus généraux. Ainsi, on peut
montrer que l’image par une application linéaire d’un ensemble de la forme c−1(0), où
c : Rn → Rm a ses composantes convexes et « als » (asymptotically level stable), est
fermée [29 ; corollaire 3.7.1]. Cette classe de fonctions ci inclut celles qui sont convexes
et quadratiques par morceaux (leur domaine est une union finie de polyèdres convexes,
sur chacun desquels la fonction est quadratique [29 ; proposition 3.3.3]).

Le lemme de Farkas a été énoncé la première fois dans [202 ; 1902] .

Exercices

2.1. Ensembles convexes. On note E un espace vectoriel ou euclidien au besoin.
1) Soient Λ un intervalle non vide de R+ et C un convexe de E. Alors ΛC := {λx :

λ ∈ Λ, x ∈ C} est convexe.
2) Si C ⊆ E est un convexe, alors C + C = 2C.
3) Si K ⊆ E est un cône, alors K est convexe si, et seulement si, K +K = K.
4) Diagramme de Voronoï. Soient p un point de E et Q une partie arbitraire et non

vide de E. On note dP la distance à un ensemble P de E. Alors Vp,Q := {x ∈ E :
d{p}(x) 6 dQ(x)} est convexe.

2.2. Calcul d’enveloppe affine. Soient P et Q des parties d’un espace vectoriel E et C une
partie convexe.
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1) P ⊆ Q =⇒ aff P ⊆ aff Q.
2) aff(P ∩Q) ⊆ (aff P ) ∩ (aff Q).
3) aff(P +Q) = (aff P ) + (aff Q).
4) aff P = aff P .
5) 0 ∈ P =⇒ aff P = aff(R++P ) = aff(R+P ) = vectP .
6) aff(coneP ) = vectP .
7) C convexe =⇒ aff C = {tx+(1−t)y : t ∈ R, x, y ∈ C} (comparez avec (2.3)).

Si P et Q sont des parties des espaces vectoriels E et F respectivement, alors
8) aff(P ×Q) = (aff P )× (aff Q).

2.3. Maximum d’une combinaison convexe de valeurs. Soient {vi}i∈[1 : p] ⊆ R∪ {+∞} un
nombre fini p de valeurs et ∆p le simplexe unité de Rp. Alors

max
α∈∆p







∑

i∈[1 : p]
αi 6=0

αivi







= max
i∈[1 : p]

vi.

2.4. Calcul d’enveloppe convexe. Démontrez la proposition 2.5.

2.5. Enveloppe convexe d’un nombre fini de convexes. Si P = C1 ∪ · · · ∪ Cm, où les Ci

sont convexes, alors coP = {∑m
i=1 tixi : (t1, . . . , tm) ∈ ∆m, xi ∈ Ci pour tout i}

(comparez avec la proposition 2.2).

2.6. Exemples d’enveloppes convexes.
1) Soient X = {x1, . . . , xn} une partie d’un espace vectoriel E formée de n points

et k ∈ [1 :n]. Alors co{xi1 + · · ·+ xik : 1 6 i1 6 · · · 6 ik 6 n} = k (coX).
2) Soient X = {x1, . . . , xn} une partie d’un espace vectoriel E formée de n points

et k ∈ [1 :n]. Alors co{xi1 + · · · + xik : 1 6 i1 < · · · < ik 6 n} = {∑n
i=1 tixi :

ti ∈ [0, 1] pour tout i et
∑n

i=1 ti = k}.
2.7. Enveloppe conique d’une somme. Soient P et Q deux ensembles d’un même espace

vectoriel. Montrez que

cone(P +Q) ⊆ coneP + coneQ ⊆ cone(R+P + R+Q).

En déduire que si P et Q sont des cônes convexes, alors P +Q est un cône convexe.

2.8. Enveloppe conique. Démontrez la proposition 2.6.

2.9. Calcul de cône asymptotique. Démontrez la proposition 2.9. De plus, donnez un
exemple dans lequel (2.7) n’a pas lieu parce que l’intersection des Ci est vide. Donnez
également un exemple dans lequel (2.8) n’a pas lieu parce que N (A)∩C∞ n’est pas
un sous-espace vectoriel.

2.10. Calcul de points extrêmes. Démontrez la proposition 2.12.

2.11. Face exposée d’un convexe. Soit C un convexe d’un espace euclidien E. On dit qu’une
partie E de C est exposée s’il existe ξ ∈ E tel que E = argmin {〈ξ, x〉 : x ∈ C}.
Montrez que toute partie exposée d’un convexe est une face, mais que la réciproque
n’est pas nécessairement vraie (elle est vraie dans le cas d’un polyèdre convexe, voir
l’exercice 2.20).

2.12. Autour du lemme 2.14 d’intériorité relative. Soit E un espace vectoriel.
1) Démontrez le corollaire 2.15.
2) Si C1 et C2 sont deux convexes de E tels que C1∩C−◦

2 6= ∅, alors (C1∩aff C2)
−◦∩

C−◦
2 6= ∅.

3) Ensemble convexe dense. Si C est un convexe dense de E, alors C = E.



2.5. Opérations 67

2.13. Topologie des ensembles convexes. Soit P une partie d’un espace vectoriel E. On note
F (x) la face d’un convexe C engendrée par un point x ∈ C.
1) aff P−◦ ⊆ aff P , avec égalité si P−◦ 6= ∅ (c’est le cas si P est convexe).
2) A affine et C−◦ ⊆ A ⊆ C impliquent que C = A.
3) P−◦ ⊆ P et P−◦ ⊆ (P )−◦, avec des égalités si P est convexe.
4) Si C est convexe, alors C−◦, C et C ont la même enveloppe affine, le même

intérieur relatif, la même adhérence et la même frontière relative.
5) Deux convexes ont le même intérieur relatif si, et seulement si, ils ont la même

adhérence.
6) Pour tout x ∈ C, x ∈ F (x)−◦.

2.14. Propriété topologique des cônes. Soit K un cône. Alors son adhérence K et son
intérieur relatif K−◦ sont également des cônes.

2.15. Conditions de qualification équivalentes. Si C1 et C2 sont deux convexes, alors

0 ∈ (C1 −C2)
−◦ ⇐⇒ C−◦

1 ∩ C−◦
2 6= ∅.

2.16. Face d’un convexe. Soient C un convexe et F une face non vide de C.
1) Si F0 est une face de F , alors F0 est une face de C.
2) ext(F ) ⊆ ext(C).
3) Si C est fermé, alors ext(F ) 6= ∅ ⇔ ext(C) 6= ∅.

2.17. Points extrêmes des boules unités ℓ1 et ℓ∞. Dans Rn, la boule-unité pour la norme
ℓ1 a 2n points extrêmes et la boule-unité pour la norme ℓ∞ en a 2n.

2.18. Théorème de Birkhoff [60, 364]. On dit qu’une matrice G est doublement stochastique
si ses éléments sont positifs (Gij > 0 pour tout i et j) et si la somme des éléments
de chaque ligne et de chaque colonne vaut 1 (

∑

iGij = 1 pour tout j et
∑

j Gij = 1
pour tout i). On note Gn l’ensemble des matrices d’ordre n doublement stochastiques.
Calculez ext(Gn).

2.19. Cônes convexes. Soit K un cône d’un espace vectoriel E.
1) K est convexe ssi pour tout ∀x, y ∈ K et ∀α, β ∈ R+, on a αx+ βy ∈ K.
2) Si K est convexe, x ∈ K−◦, y ∈ K, α > 0 et β > 0, alors αx+ βy ∈ K−◦.
3) Si K = cone{x1, . . . , xp}, alors affK = vect{x1, . . . , xp} et K−◦ = {∑p

i=1 αixi :
αi > 0 pour tout i}.

2.20. Polyèdre convexe sous représentation duale. Soit P := {x ∈ Rn : Ax = a, Bx 6 b}
un polyèdre convexe de Rn (on suppose les dimensions consistantes).
1) L’ensemble F est une face de P si, et seulement si, il existe un ensemble d’indices

I tel que F = {x ∈ P : (Bx− b)I = 0}.
2) Toute face de P est une partie exposée (on sait que la réciproque est vraie pour

un convexe quelconque : toute partie exposée d’un convexe est une face, voir
l’exercice 2.11).

3) Le point x ∈ P est un sommet de P si, et seulement si, la matrice (AT BT

I )
T

formée de la matrice A et des lignes de B d’indices dans I := {i : (Bx− b)i = 0}
est injective.

4) P∞ = {d ∈ Rn : Ad = 0, Bd 6 0}.
5) Si I est l’ensemble des indices i tels que {x ∈ P : Bix < bi} 6= ∅ et Ic son

complémentaire, alors aff P = {x ∈ Rn : Ax = a, BIcx = bIc} et P−◦ = {x ∈ P :
BIx < bI} (= P si I = ∅).

6) La somme de deux polyèdres convexes est un polyèdre convexe (donnez la re-
présentation duale de cette somme).
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7) L’image réciproque d’un polyèdre convexe par une application linéaire est un
polyèdre convexe.

8) Le produit cartésien de deux polyèdres convexes est un polyèdre convexe.

2.21. Polyèdre convexe sous représentation primale. Soit P un polyèdre convexe d’un es-
pace vectoriel E, donné sous la forme P = co{x1, . . . , xp} + cone{y1, . . . , yq}, avec
des xi et des yj ∈ E.
1) ext(P ) ⊆ {x1, . . . , xp} sans que l’on ait nécessairement l’égalité.
2) P∞ = cone{y1, . . . , yq}.
3) P−◦ = {∑i αixi +

∑

j βjyj :
∑

i αi = 1, α > 0, β > 0}.
4) coneP = cone{x1, . . . , xp, y1, . . . , yq}, qui est donc un cône polyédrique.
5) La somme de deux polyèdres convexes est un polyèdre convexe (donnez la re-

présentation primale de cette somme).
6) L’image d’un polyèdre convexe par une application linéaire est un polyèdre con-

vexe.

2.22. Projeté d’un polyèdre convexe. On considère le polyèdre convexe P := {(x1, x2) ∈
Rn1 × Rn2 : A1x1 + A2x2 6 b}, où les matrices Ai sont de type m × ni et b ∈ Rm.
Montrez que le projeté de P sur Rn1 , qui est l’ensemble {x1 ∈ Rn1 : il existe un x2 ∈
Rn2 tel que (x1, x2) ∈ P}, est le polyèdre convexe P1 := {x1 ∈ Rn1 : yTA1x1 6 yTb,
pour tout y ∈ Rm

+ ∩ N (AT

2)}.
2.23. Image d’un cône convexe fermé par une application linéaire. On considère le cône

convexe fermé K := {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 6 x2
3, x3 > 0} (voir l’exercice 2.35) et

l’application linéaire A : x ∈ R3 → R2 : x 7→ (x1, x2 + x3). Montrez que le cône
{Ax : x ∈ K} n’est pas fermé dans R2.
Conséquence. L’image par une application linéaire d’un cône convexe fermé n’est pas
nécessairement fermée.

2.24. Somme d’un cône convexe fermé et d’un sous-espace vectoriel . Montrez que la somme
d’un cône convexe fermé et d’un sous-espace vectoriel n’est pas nécessairement fer-
mée.

2.25. Propriétés variationnelles de la projection. Soit E un espace vectoriel euclidien (pro-
duit scalaire 〈·, ·〉 et norme associée ‖ · ‖). Soient C une partie convexe fermée non
vide de E et x un point de E. On note x̄ le projeté de x sur C. Montrez que

∀ y ∈ C : 〈y − x, x̄− x〉 > 0 et ‖y − x̄‖ 6 ‖y − x‖.
Montrez par un exemple qu’aucune de ces propriétés ne caractérise le projeté x̄.

2.26. Projection sur un cône convexe fermé. polyedre convexe@polyèdre convexe!projection
d’un – Soit E un espace vectoriel euclidien (produit scalaire 〈·, ·〉). Soient K un cône
convexe fermé non vide de E et x ∈ E. Montrez que x̄ ∈ K est le projeté de x sur K
si, et seulement si,

〈x̄− x, x̄〉 = 0 et ∀y ∈ K : 〈x̄− x, y〉 > 0. (2.51)

2.27. Décomposition de Moreau [441]. Soient E un espace euclidien (produit scalaire 〈·, ·〉),
K un cône convexe fermé de E et K− son cône dual négatif. On note PK et PK− les
projecteurs orthogonaux sur K et K− respectivement. Montrez que, pour x, y et z
donnés dans E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) z = x+ y, x ∈ K, y ∈ K− et 〈x, y〉 = 0,
(ii) x = PK(z) et y = PK−(z).

En déduire que
PK(z) = 0 ⇐⇒ z ∈ K−. (2.52)

La décomposition de z en x+y comme en (i) est appelée la décomposition de Moreau.
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2.28. Projection sur Sn
+. Soit A = V ΛV T la factorisation spectrale d’une matrice A ∈ Sn

(Λ = Diag(λ1, . . . , λn) est la matrice diagonale des valeurs propres λi de A). Montrez
que le projeté de A sur le cône Sn

+ des matrices semi-définies positives est la matrice
V Λ+V T, où Λ+ = Diag(λ+

1 , . . . , λ
+
n ) et λ+

i = max(0, λi).

2.29. Projection sur une somme de sous-espaces affines. Soient A1 et A2 deux sous-espaces
affines d’un espace euclidien E. Si x̄ est le projeté d’un point x ∈ E sur A1+A2, alors
x− x̄ est orthogonal aux sous-espaces vectoriels parallèles aux sous-espaces affines.

2.30. Projection en deux temps. Soit E un espace euclidien, A un sous-espace affine de E
et C un convexe fermé non vide de E contenu dans A. On note PC (resp. PA) le
projecteur orthogonal sur C (resp. sur A). Montrez que PC = PC ◦PA.

2.31. Réalisation de la distance entre deux ensembles. Soient P1 et P2 deux ensembles non
vides d’un espace euclidien E tels que P1 − P2 soit un convexe fermé. Alors il existe
des points x̄1 ∈ P1 et x̄2 ∈ P1 réalisant la distance entre P1 et P2, c’est-à-dire tels
que

‖x̄1 − x̄2‖ = inf
x1∈P1
x2∈P2

‖x1 − x2‖.

2.32. L’enveloppe convexe ouverte. L’enveloppe convexe d’une partie relativement ouverte
est relativement ouverte.

2.33. Minimisation d’une fonction linéaire sur une enveloppe convexe fermée. Soient E un
espace euclidien, c ∈ E et X ⊆ E. Alors

inf
x∈X

〈c, x〉 = inf
x∈coX

〈c, x〉 (2.53)

et

co

(

argmin
x∈X

〈c, x〉
)

⊆ argmin
x∈coX

〈c, x〉, (2.54)

avec égalité en (2.54) si X est compact, mais pas nécessairement autrement.

2.34. Propriétés des cônes Ta
xC et TxC. Démontrez la proposition 2.55.

2.35. Exemples de cônes duaux.
1) Rn

+ (orthant positif de Rn) est autodual pour le produit scalaire euclidien de Rn.
2) Le cornet ou cône du second ordre ou cône de Lorentz

Rn+1
▽ := {(x, z) ∈ Rn × R : ‖x‖2 6 z}

est autodual pour le produit scalaire euclidien de Rn+1.
3) L’ensemble des matrices d’ordre n symétriques semi-définies positives

Sn
+ := {A ∈ Sn : xTAx > 0 pour tout x ∈ Rn}

est autodual pour le produit scalaire 〈A,B〉 = trAB de Sn.
4) Le simplexe ordonné de Rn, défini par

Rn
6 := {x ∈ Rn : x1 6 · · · 6 xn},

a pour cône dual

(Rn
6)

+ = {d ∈ Rn :
∑j

i=1 di 6 0, pour j = 1, . . . , n− 1, et
∑n

i=1 di = 0}.
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5) L’ensemble des matrices symétriques copositives Cn et l’ensemble des matrices
complètement positives Cn+, définis par

Cn := {A ∈ Sn : xTAx > 0 pour tout x > 0},
Cn+ := {A ∈ Sn : A = BBT, B > 0},

où B > 0 signifie que B est positive (c’est-à-dire que tous ses éléments Bij sont
positifs), sont des cônes convexes fermés non vides, duaux l’un de l’autre, et on a

Cn+ ⊆ Sn
+ ⊆ Cn.

2.36. Dual d’une somme et d’une intersection de cônes. Démontrez le corollaire 2.44.

2.37. Intérieur et intérieur relatif du cône dual. Soient E un espace euclidien (produit
scalaire et norme associés notés 〈·, ·〉 et ‖ · ‖ respectivement), P ⊆ E et P(aff(P+)) le
projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel aff(P+), qui est l’enveloppe affine
du cône dual P+ de P . Montrez que

d ∈ int(P+) ⇐⇒ ∃ ε > 0, ∀ x ∈ P , on a 〈d, x〉 > ε‖x‖. (2.55)

d ∈ intr(P+) ⇐⇒ ∃ ε > 0, ∀ x ∈ P , on a 〈d, x〉 > ε‖P(aff P+) x‖. (2.56)

2.38. Autour du lemme de Farkas.
1) Ajout d’un cône convexe à l’image. Soient E et F deux espaces euclidiens, A :

E → F une application linéaire, K un cône convexe non vide de E et L un cône
convexe non vide de F. Alors {y ∈ L+ : A∗y ∈ K+}+ = A(K) + L.

2) Effet d’une translation. Quel que soit x0, on a Ax0 + {y : ATy > 0}+ = {Ax :
x > x0}.

2.39. Théorèmes de l’alternative. Voir aussi l’exercice 17.9.
1) Théorème de l’alternative de Farkas [202 ; 1902]. Soient A ∈ Rm×n et b ∈ Rm.

Alors, des deux affirmations suivantes, une et une seule est vraie :
(i) ∃ x ∈ Rn

+ : Ax = b,
(ii) ∃ y ∈ Rm : ATy > 0 et bTy < 0.

2) Théorème de l’alternative de Motzkin homogène (1936). Soient A ∈ RmA×n,
B ∈ RmB×n et C ∈ RmC×n des matrices ayant un même nombre de colonnes.
Alors, des deux affirmations suivantes, une et une seule est vraie :
(i) ∃ x ∈ Rn : Ax = 0, Bx 6 0 et Cx < 0,
(ii) ∃ (α, β, γ) ∈ RmA × RmB

+ × RmC
+ : ATα+BTβ + CTγ = 0 et γ 6= 0.

Remarque. Cette alternative peut s’utiliser sans les matrices A et B (on obtient
alors l’alternative de Gordan [270 ; 1873]), mais pas sans la matrice C (dans
ce dernier cas, (i) et (ii) sont tous les deux trivialement vrais). Elle permet
d’avoir des conditions duales exprimant la compatibilité d’égalités et d’inégalités
linéaires (strictes et non strictes) homogènes.

3) Théorème de l’alternative de Motzkin non-homogène [295 ; théorème 3.17]. Soient
A ∈ RmA×n, B ∈ RmB×n et C ∈ RmC×n des matrices ayant un même nombre
de colonnes et a ∈ RmA , b ∈ RmB et c ∈ RmC des vecteurs. Alors, des deux
affirmations suivantes, une et une seule est vraie :
(i) ∃ x ∈ Rn : Ax = a, Bx 6 b et Cx < c,
(ii) ∃ (α, β, γ, γ0) ∈ RmA × RmB

+ × RmC
+ × R+ : ATα+BTβ + CTγ = 0, aTα+

bTβ + cTγ + γ0 = 0 et (γ0, γ) 6= 0.
4) Théorème de l’alternative de Ville [609 ; 1938]. Soit A ∈ Rm×n. Alors, des deux

affirmations suivantes, une et une seule est vraie :
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(i) ∃ x ∈ Rn
+ \ {0} : Ax 6 0,

(ii) ∃ y ∈ Rm
+ : ATy > 0.

5) Variations.
a) Il existe un x ∈ Rn tel que Ax 6 b si, et seulement si, bTy > 0 pour tout

y ∈ Rm
+ tel que ATy = 0.

b) Il existe un x ∈ Rn tel que a 6 Ax 6 b si, et seulement si, aTy 6 bTz pour
tout (y, z) ∈ Rm

+ × Rm
+ tel que ATy = ATz.

2.40. Sous-système d’inégalités affines incompatibles [125]. Soit A une matrice de type
m × n. Si le système d’inégalités affines Ax 6 b n’a pas de solution, alors il existe
un sous-ensemble d’indices I ⊆ {1, . . . ,m} tel que |I | 6 n + 1 et AIx 6 bI n’a pas
non plus de solution (on a noté AI la sous-matrice de A formée des lignes d’indices
dans I , de même pour bI).

2.41. Calcul de cônes normaux. Démontrez la proposition 2.30.

2.42. Semi-continuité supérieure du cône normal unitaire. Démontrez la proposition 2.31.

2.43. Cône tangent à un polyèdre convexe. Soient P := {x ∈ Rn : Ax 6 b} un polyèdre
convexe de Rn (A est de type m × n, b ∈ Rm et Rn est muni du produit scalaire
euclidien) et x ∈ P . Alors le cône tangent et le cône des directions admissibles sont
identiques :

Tx P = Ta
x P.

Par ailleurs, si on note I := {i ∈ [1 :m] : (Ax− b)i = 0}, on a

Tx P = {d ∈ Rn : (Ad)I 6 0} et NxP = cone{AT

i : i ∈ I},

où les Ai désignent les lignes de A, ce qui montre en particulier que Tx P et NxP
sont des cônes polyédriques.

2.44. Cônes tangent et normal à Sn
+. Montrez que les cônes tangent et normal à Sn

+ en
S ∈ Sn

+ s’écrivent

TS Sn
+ = {D ∈ Sn : vTDv > 0, pour tout v ∈ N (S)} (2.57)

NSSn
+ = {N ∈ Sn

− : 〈S,N〉 = 0}. (2.58)





3 Fonctions convexes

The fundamental idea to be understood is that the convex
functions on Rn can be identified with certain convex subsets of

Rn+1 (their epigraphs), while the convex sets in Rn can be
identified with certain convex functions on Rn (their

indicators). These identifications make it easy to pass back and
forth between a geometric approach and an analytic approach.

R.T. Rockafellar (1970). Convex Analysis [517].

Moreau and I independently in those days at first, but soon in
close exchanges with each other, made the crucial changes in

outlook which, I believe, created convex analysis out of
convexity. For instance, he and I passed from the basic objects
in Fenchel’s work, which were pairs consisting of a convex set

and a finite convex function on that set, to extended-real-valued
functions implicitly having effective domains, for which we

moreover introduced set-valued subgradient mappings.

R.T. Rockafellar sur le site Wikimization.

3.1 Définition

Soit E un espace vectoriel sur R. On note R := R ∪ {−∞,+∞} la droite achevée.
En analyse convexe et en optimisation, il est parfois intéressant de pouvoir considérer
des fonctions pouvant prendre des valeurs infinies. En analyse convexe, plutôt que
de définir une fonction convexe comme un couple formé d’un ensemble convexe C et
d’une fonction f définie sur C ayant une propriété bien particulière (une approche
que l’on rencontre encore parfois), il est préférable de dire que cette fonction prend
des valeurs infinies en dehors de C. On évite ainsi de devoir décrire C avant de dé-
finir f , en particulier lorsque f est construite par une des opérations non triviales
que nous verrons dans lesquels il est compliqué de déterminer l’ensemble C. C’est ce
à quoi fait allusion la seconde épigraphe de ce chapitre. De même, il peut être utile
de représenter un problème d’optimisation avec contrainte min{f(x) : x ∈ X}, où X
est une partie de E, par le problème sans contrainte équivalent min{f̃(x) : x ∈ E},
où f̃ prend les mêmes valeurs que f sur X et vaut +∞ sur le complémentaire de X .

73

http://www.convexoptimization.com/wikimization/index.php/R._Tyrrell_Rockafellar
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Cette astuce conduit à un cadre théorique permettant de traiter en même temps les
problèmes avec et sans contraintes ; nous l’utiliserons souvent.

On rappelle que le domaine effectif (ou simplement domaine) d’une fonction f :
E→ R est l’ensemble des points où elle ne prend pas la valeur +∞. On le note

dom f := {x ∈ E : f(x) < +∞}.

On accepte que f prenne la valeur −∞ sur son domaine pour que celui-ci soit convexe
lorsque f est convexe (proposition 3.2, ci-dessous), mais nous considérerons le plus
souvent des fonctions ne prenant pas la valeur −∞. On rappelle que l’épigraphe de f
est la partie de l’espace produit E× R qui est au-dessus de son graphe :

epi f := {(x, α) ∈ E× R : f(x) 6 α}.

Quant à l’épigraphe stricte, il est obtenu en prenant l’inégalité stricte ci-dessus. On
le note

epis f := {(x, α) ∈ E× R : f(x) < α}. (3.1)

Comme le montre le point 3 de l’exercice 3.1, cet épigraphe stricte est généralement
différent de l’intérieur relatif de l’épigraphe.

Définitions 3.1 On dit qu’une fonction f : E→ R est convexe si son épigraphe (ou
son épigraphe stricte) est convexe dans E × R. On dit que f : E → R est concave si
−f est convexe. ✷

Le fait qu’il soit équivalent de prendre l’épigraphe ou l’épigraphe stricte dans cette
définition est le sujet du point 2 de l’exercice 3.1.

Proposition 3.2 (charactérisation de la convexité d’une fonction) Le do-
maine d’une fonction convexe est convexe. Une fonction f : E → R est convexe
si, et seulement si, pour tout x, y ∈ dom f et tout t ∈ ]0, 1[, on a

f
(
(1−t)x+ ty

)
6 (1−t)f(x) + tf(y). (3.2)

Avant de donner la démonstration de la proposition, observons que le membre de
droite de (3.2) n’est pas ambigu, car les coefficients (1 − t) et t sont strictement
positifs. Donc les produits ne sont pas indéterminés (comme le produit de −∞ par
zéro), même si f(x) ou f(y) valent −∞. Par ailleurs, f(x) ou f(y) ne peuvent pas
prendre la valeur +∞ (x et y ∈ dom f) et donc on n’a jamais l’indétermination∞−∞.

Démonstration. Supposons que f soit convexe. Soient x, y ∈ dom f , t ∈ ]0, 1[ et
α, β ∈ R tels que α > f(x) et β > f(y) (de tels α et β existent car x et y ∈
dom f). Comme (x, α) et (y, β) sont dans l’épigraphe de f , qui est convexe, il en est
de même de (1−t)(x, α) + t(y, β) = ((1−t)x + ty, (1−t)α+ tβ), ce qui se traduit par
f((1−t)x + ty) 6 (1−t)α + tβ. Comme α > f(x) et β > f(y) sont arbitraires, on
obtient (3.2). En particulier, ((1−t)x+ ty) ∈ dom f ; donc dom f est convexe.

Supposons à présent que f : E → R ∪ {+∞} vérifie (3.2) pour tout x, y ∈ dom f
et tout t ∈ ]0, 1[. Soient (x, α) et (y, β) ∈ epi f ; donc x et y ∈ dom f . D’après (3.2),
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on a pour t ∈ ]0, 1[ : f((1−t)x + ty) 6 (1−t)α + tβ. Donc (1−t)(x, α) + t(y, β) =
((1−t)x+ ty, (1−t)α+ tβ) ∈ epi f , si bien que epi f est convexe. ✷

La signification géométrique de l’inégalité de convexité (3.2) est claire (voir la
figure 3.1) : pour être convexe, il faut que, sur tout segment [x, y] ⊆ dom f , f reste
en-dessous de la fonction affine valant f(x) en x et f(y) en y.

y

y
x

+∞
epi f epi f

x

non convexeconvexe

Fig. 3.1. Définition d’une fonction convexe

Définition 3.3 On dit que f : E→ R ∪ {+∞} est strictement convexe si pour tout
x, y ∈ dom f avec x 6= y et pour tout t ∈ ]0, 1[ on a

f
(
(1−t)x+ ty

)
< (1−t)f(x) + tf(y).

Sur un espace normé E, on dit que f : E → R ∪ {+∞} est fortement convexe de
module α > 0, si pour tout x, y ∈ dom f et tout t ∈ [0, 1], on a

f
(
(1−t)x+ ty

)
6 (1−t)f(x) + tf(y)− α

2
t(1−t)‖x− y‖2.

Si la norme dérive d’un produit scalaire, cette propriété qui revient à affirmer que
f − (α/2)‖ · ‖2 est convexe. ✷

Une fonction fortement convexe est donc strictement convexe avec une inégalité de
convexité renforcée par un terme quadratique lui donnant une « courbure » au moins
égale à α.

Une fonction identiquement égale à +∞ est convexe (son épigraphe est vide), mais
présente peu d’intérêt. Par ailleurs, une fonction convexe prenant la valeur −∞ est
très particulière (exercice 3.3).

Définition 3.4 (fonction propre) Une fonction définie sur un ensemble à valeurs
dans R est dite propre si elle ne prend pas la valeur −∞ et n’est pas identiquement
égale à +∞. Dans le cas contraire, elle est dite impropre. ✷

On note
Conv(E)

l’ensemble des fonctions de E → R qui sont convexes et propres. Ce n’est pas un
espace vectoriel (la différence de deux fonctions convexes n’est généralement pas con-
vexe !), ni même un cône convexe (à moins que l’on ne suppose les fonctions à valeurs
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réelles, car deux fonctions de Conv(E) peuvent avoir des domaines qui ne s’intersectent
pas, auquel cas leur somme est impropre). Si f ∈ Conv(E), son épigraphe n’est pas
vide ; donc l’intérieur relatif de celui-ci non plus (proposition 2.16). Le point 3 de
l’exercice 3.1 en donne une expression explicite :

(epi f)−◦ = {(x, α) : x ∈ (dom f)−◦, f(x) < α}. (3.3)

Il s’agit donc d’une partie de l’épigraphe stricte de f .
On rappelle qu’une une fonction f : E → R est dite fermée si son épigraphe est

fermé (il revient au même de dire que f est s.c.i.). La figure 3.2 représente à gauche

epi f epi f

x x

f ∈ Conv(R) f 6∈ Conv(R)

f(x)
f(x)

Fig. 3.2. Fonctions convexes fermée (à gauche) et non fermée (à droite)

une fonction convexe fermée et à droite une fonction convexe non fermée, ne différant
de la première que par sa valeur en x. On note

Conv(E)

la partie de Conv(E) formée des fonctions fermées.
Considérons le problème d’optimisation suivant :

(PX)

{
min f(x)
x ∈ X,

dans lequel on cherche à minimiser une fonction f définie sur un espace topologique X
à valeurs dans R∪{+∞} (voir la section 1.1). Le résultat suivant donne des conditions
simples assurant l’unicité de la solution de (PX).

Théorème 3.5 (unicité de solution) Si X est une partie convexe d’un espace
vectoriel E et si f est strictement convexe sur X, alors (PX) a au plus une
solution.

Démonstration. On raisonne par l’absurde. Soient x1 ∈ X et x2 ∈ X deux solutions
distinctes, vérifiant donc

f(x1) = f(x2) = min f.

Comme X est convexe et f est strictement convexe sur X , on a

f

(
x1 + x2

2

)
<

1

2
f(x1) +

1

2
f(x2) = min f.
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On aurait donc un point x = x1+x2

2 appartenant à X (car cet ensemble est convexe)
et tel que f(x) < f(x1). Ceci contredirait l’optimalité de x1 et x2. ✷

3.2 Exemples

3.2.1 Indicatrice

On appelle fonction indicatrice d’une partie P ⊆ E, ou simplement indicatrice
de P , la fonction IP : E→ R définie par

IP (x) =
{
0 si x ∈ P
+∞ sinon.

La démonstration du résultat suivant est proposée au point 1 de l’exercice 3.28.

Proposition 3.6 (fonction indicatrice) Si P est une partie non vide de E,
alors IP ∈ Conv(E) (resp. IP ∈ Conv(E)) si, et seulement si, P est convexe
(resp. convexe fermé).

3.2.2 Fonction affine et minorante affine

Une fonction a : E → R est dite affine si elle vérifie pour tout x, y ∈ E et tout
t ∈ R :

a((1−t)x+ ty) = (1−t)a(x) + ta(y).

Ceci revient à dire que la fonction x ∈ E 7→ a(x)−a(0) est linéaire. Il s’agit évidemment
d’une fonction convexe, puisque (3.2) est vérifiée avec égalité sans condition sur t ∈ R.

En dimension finie, il n’y a pas de restriction à supposer que E est muni d’un
produit scalaire 〈·, ·〉. Une fonction affine est alors donnée par un élément x∗ ∈ E et
une scalaire α ∈ R et s’écrit

a : x ∈ E 7→ a(x) = 〈x∗, x〉 − α.

L’élément x∗, qui représente l’application linéaire x 7→ a(x)− a(0) dans E, est appelé
la pente de a. On voit que, si l’on munit l’espace produit E × R du produit scalaire
〈(x, α), (y, β)〉 = 〈x, y〉+ αβ, l’épigraphe de a s’écrit

epia = {(x, t) ∈ E× R : 〈x∗, x〉 − α 6 t}
= {(x, t) ∈ E× R : 〈(x∗,−1), (x, t)〉 6 α},

qui n’est autre que le demi-espace fermé H−((x∗,−1), α) de E×R (notation (2.2a)).
On appelle minorante affine d’une fonction f : E → R ∪ {+∞}, une fonction

affine a qui minore f sur E : pour tout x ∈ E, f(x) > a(x). L’épigraphe d’une mi-
norante affine de f est donc un demi-espace fermé de E× R qui contient l’épigraphe
de f . Forcément, si f a une minorante affine, elle ne peut pas prendre la valeur −∞.
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On dit qu’une minorante affine a de f est exacte en x0 si a(x0) = f(x0). Dans ce cas,
elle s’écrit

a(x) = f(x0) + 〈x∗, x− x0〉.
Une fonction convexe et propre a une minorante affine et celle-ci peut être choisie
exacte en un point donné de (dom f)−◦, c’est ce qu’affirme la proposition suivante.

Proposition 3.7 (existence de minorante affine) Si f ∈ Conv(E) et x ∈
(dom f)−◦, alors il existe x∗ dans le sous-espace vectoriel parallèle à aff(dom f)
tel que

∀ y ∈ E : f(y) > f(x) + 〈x∗, y − x〉.

Démonstration. Observons d’abord que (x, f(x)) est sur la frontière relative de
l’ensemble convexe fermé C := adh(epi f). En effet, (x, f(x)) est sur la fron-
tière relative de l’épigraphe de f (un convexe non nécessairement fermé), puisque
(x, f(x)) ∈ epi f et que (x, α) ∈ (aff(epi f)) \ (epi f) pour tout α < f(x). Donc
(x, f(x)) /∈ (epi f)−◦. Mais ce dernier ensemble est aussi C−◦ (point 3 de la proposi-
tion 2.16). Comme (x, f(x)) appartient à C mais pas à C−◦, il est sur la frontière
relative de C.

minorante affine
de f exacte en x

epi f

(x∗
0, ν)

(x, f(x))

La proposition 2.29 nous assure alors qu’il existe une
normale non nulle (x∗0, ν) à C en (x, f(x)) qui est dans
l’espace vectoriel parallèle à aff(epi f) = aff(dom f) × R
(point 1 de l’exercice 3.1) qui est E0×R, où E0 est l’espace
vectoriel parallèle à aff(dom f). Pour tout (y, α) ∈ epi f ,
on a donc 〈(y, α)− (x, f(x)), (x∗0 , ν)〉 6 0 ou, si l’on munit
E× R du produit scalaire produit (A.10) :

∀ (y, α) ∈ epi f : 〈x∗0, y − x〉+ ν(α− f(x)) 6 0.

Exploitons cette inégalité :

on peut prendre α ↑ ∞ dans cette inégalité, car (α, f(x)) reste alors dans
l’épigraphe de f , ce qui montre que ν 6 0 ;
on ne peut avoir ν = 0 (normale horizontale), car y = x+ tx∗0 ∈ dom f pour t > 0
petit (car x ∈ (dom f)−◦ et x∗0 ∈ E0), si bien que l’inégalité ci-dessus impliquerait
t‖x∗0‖2 6 0 et donc x∗0 serait aussi nul, contredisant le fait que (x∗0, ν) 6= 0.

Alors, en définissant x∗ = −x∗0/ν et en prenant α = f(y) dans l’inégalité exposée
ci-dessus, on obtient l’inégalité de l’énoncé. ✷

Comme souvent, on a obtenu des résultats confortables en des points qui ne sont
pas sur la frontière relative des ensembles convexes considérés. Dans le cas présent, si x
est sur la frontière relative du domaine de f , le résultat de la proposition précédente
ne tient plus nécessairement. Ceci est illustré par la fonction d’une variable x ∈ R
suivante, qui a un graphe en demi-cercle :
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f(x) =

{
1−
√
1− x2 si x ∈ [−1, 1]

+∞ sinon.

1

Cette fonction convexe a évidemment une minorante affine (par exemple la fonction
nulle), mais n’a pas de minorante affine exacte en x = 1 (la tangente y est verticale
et celle-ci n’est pas le graphe d’une fonction affine ; ν = 0 dans la démonstration
précédente).

3.2.3 Fonction convexe polyédrique

On dit qu’une fonction f : E → R est (convexe) polyédrique si son épigraphe est
un polyèdre convexe. Une fonction polyédrique est donc nécessairement convexe et
fermée (elle peut ne pas être propre cependant).

(x4, α4)

(y2, β2)

(x3, α3)

(x5, α5)

(ξ1, τ1)

(y1, β1)

(x1, α1)

(x2, α2)

(ξ2, τ2)

(ξ3, τ3)

(ξ4, τ4)

Fig. 3.3. Représentation primale (à gauche) et duale (à droite) d’une fonction polyédrique

Selon la représentation choisie du polyèdre convexe de E × R qu’est l’épigraphe
d’un fonction polyédrique f (voir la section 2.4), on obtient une représentation primale
ou duale de f . Dans la représentation primale (figure 3.3, à gauche), epi f s’écrit

epi f = co{(x1, α1), . . . , (xp, αp)}+ cone{(y1, βq), . . . , (yq, βq)},

où les xi et les yj sont donnés dans E et les αi et βj sont donnés dans R. Alors

f(x) = inf




∑

16i6p

tiαi +
∑

16j6q

sjβj :
∑

16i6p

tixi +
∑

16j6q

sjyj = x,

∑

16i6p

ti = 1, ti > 0, sj > 0



 . (3.4)

Dans la représentation duale (figure 3.3, à droite), epi f est vu comme une inter-
section d’un nombre fini de demi-espaces fermés de E×R, qui sont des ensembles de
la forme

{(x, α) ∈ E× R : 〈ξi, x〉+ τiα 6 ti},
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où ξi ∈ E, τi ∈ R et ti ∈ R. Puisque le polyèdre convexe ainsi obtenu doit être
un épigraphe de fonction, α peut y être pris aussi grand que l’on veut, si bien que
les τi 6 0. Si τi < 0, le demi-espace fermé est l’épigraphe de la fonction affine ai :
x 7→ −〈ξi/τi, x〉 + ti/τi. Si τi = 0, le demi-espace fermé est vertical et la condition
〈ξi, x〉 6 ti impose à x d’appartenir à un demi-espace fermé de E : le domaine de f
est donc un polyèdre convexe P de E. De ce point de vue, f s’écrit

f = max
16i6k

ai + IP . (3.5)

Cette représentation permet de voir que la somme de deux fonctions convexes polyé-
driques est une fonction convexe polyédrique (exercice 3.15).

3.2.4 Fonction sous-linéaire

Définition 3.8 On dit qu’une fonction σ : E→ R∪{+∞} est sous-linéaire si elle est
convexe et positivement homogène de degré 1 (c’est-à-dire : pour tout t > 0 et tout
x ∈ E, on a σ(tx) = tσ(x)). ✷

Un exemple de fonction sous-linéaire est l’application d 7→ f ′(x; d), dérivée direc-
tionnelle d’une fonction convexe en un point x. Nous verrons cela plus loin.

L’appellation « sous-linéaire » vient de la propriété (iii) de la proposition ci-
dessous. Elle est semblable à la condition de convexité (3.2), mais doit avoir lieu
ici, même si t1 + t2 6= 1.

Proposition 3.9 (sous-linéarité) Soit σ : E → R ∪ {+∞} une fonction avec
domaine non vide. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) σ est sous-linéaire ;
(ii) epiσ est un cône convexe de E× R ;
(iii) ∀ (x1, x2) ∈ (domσ)2 et ∀ (t1, t2) ∈ R2

+, on a σ(t1x1 + t2x2) 6 t1σ(x1) +
t2σ(x2).

Démonstration. [(i)⇐⇒ (ii)] Par définition même, la convexité de σ est équivalente
à la convexité de son épigraphe. Si σ est sous-linéaire et si (x, r) ∈ epiσ, on a σ(x) 6 r,
puis σ(tx) = tσ(x) 6 tr pour t > 0, donc (tx, tr) ∈ epiσ, qui montre que epiσ est un
cône. Inversement, si epiσ est un cône, (tx, tσ(x)) ∈ epiσ pour tout t > 0, c’est-à-dire
σ(tx) 6 tσ(x) pour tout t > 0, donc aussi σ(x) 6 1

tσ(tx) ; on en déduit σ(tx) = tσ(x)
et l’homogénéité positive de σ.

[(i) ⇐⇒ (iii)] Supposons que σ soit sous-linéaire. Soient (x1, x2) ∈ (domσ)2 et
(t1, t2) ∈ R2

+. Alors pour t = t1 + t2 6= 0, on a grâce à l’homogénéité positive et la
convexité de σ :

σ(t1x1 + t2x2) = tσ( t1t x1 +
t2
t x2) 6 t1σ(x1) + t2σ(x2).

Inversement la condition (iii) implique la convexité de σ (proposition 3.2) ainsi que,
pour tout t > 0, σ(tx) = σ( t

2x+ t
2x) = tσ(x). ✷

En prenant x1 = −x2 = x et t1 = t2 = 1 dans le point (iii) de la proposition
précédente, on voit qu’une fonction sous-linéaire σ vérifie
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∀x ∈ domσ : σ(x) + σ(−x) > 0.

Pour que σ devienne linéaire sur un sous-espace vectoriel, il suffit que l’on ait égalité
dans cette relation pour des vecteurs engendrant ce sous-espace.

Proposition 3.10 (sous-linéarité et linéarité) Soit σ : E→ R ∪ {+∞} une
fonction sous-linéaire telle que, pour des points x1, . . . , xm ∈ dom σ, on ait

σ(xi) + σ(−xi) = 0. (3.6)

Alors σ est linéaire sur le sous-espace vectoriel engendré par x1, . . . , xm.

Démonstration. Par (3.6), les −xi ∈ dom σ. Par ailleurs si x =
∑m

i=1 tixi avec des
ti ∈ R, on a

σ(x) =
m∑

i=1

σ
(
|ti| (sgn ti)xi

)

6

m∑

i=1

|ti|σ
(
(sgn ti)xi

)
[sous-linéarité]

=

m∑

i=1

ti σ(xi) [(3.6)].

Donc aussi

−σ(x) 6 σ(−x) 6
m∑

i=1

ti σ(−xi) = −
m∑

i=1

ti σ(xi).

On en déduit σ(x) =
∑m

i=1 ti σ(xi), c’est-à-dire la linéarité de σ. ✷

3.2.5 Fonction d’appui

Soit E un espace euclidien (produit scalaire 〈·, ·〉). La fonction d’appui d’une partie
non vide P ⊆ E est la fonction σP : E→ R ∪ {+∞} définie par

σP (d) := sup
x∈P
〈d, x〉. (3.7)

Elle donne donc la valeur optimale du problème de maximisation de la fonction linéaire
x ∈ E 7→ 〈d, x〉 sur P .

Proposition 3.11 Soient P , P1 et P2 des parties non vides de E. Alors
1) σP est sous-linéaire et fermée,
2) σP1 6 σP2 ⇐⇒ coP1 ⊆ coP2,
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3) σP1 = σP2 ⇐⇒ coP1 = coP2,
4) σP = σcoP = σP = σcoP ,
5) domσP ⊆ ((coP )∞)−, domσP = (P∞)− si P est un polyèdre convexe.

Démonstration. 1) Il s’agit de l’enveloppe supérieure de fonctions linéaires ; celles-ci
étant convexes et fermées, la fonction d’appui est convexe et fermée (proposition 3.34).
L’homogénéité positive est immédiate.

2) ⇒ Il suffit de montrer que P1 ⊆ coP2. Si ce n’est pas le cas, il existe un point
x̂ ∈ P1 \ coP2. On sépare strictement le compact {x̂} du fermé coP2 : il existe d ∈ E
et α ∈ R tels que

∀x ∈ coP2, 〈d, x〉 6 α < 〈d, x̂〉.
On en déduirait que σP2(d) < σP1(d), une contradiction.
⇐ Réciproquement, supposons qu’il existe d ∈ E tel que σP2(d) 6 α < σP1(d).

Alors P2 est contenu dans le demi-espace fermé H−(d, α) := {x ∈ E : 〈d, x〉 6 α},
mais celui-ci ne contient pas un point de x̂ ∈ P1. Alors coP2 ⊆ H−(d, α) et on aurait
P1 6⊆ coP2.

3) C’est une conséquence immédiate du point 2.
4) C’est une conséquence du point 3 puisque coP = co(coP ) = coP = co(coP ).
5) On note C := coP . Si d /∈ (C∞)−, il existe une direction p ∈ C∞ telle que 2α :=

〈d, p〉 > 0. Le fait que p ∈ C∞ implique à son tour qu’il existe des suites {xk} ⊆ C et
{tk} → ∞ telles que xk/tk → p (point 1 de la proposition 2.7). Dès lors, pour k assez
grand, on a 〈d, xk〉 > tkα, ce qui implique que σC(d) > supk〈d, xk〉 = +∞. Comme
σC = σP (point 4), l’inclusion domσP ⊆ (C∞)− est démontrée.

Si P est un polyèdre convexe, il peut s’écrire P = {x ∈ E : Ax 6 b} pour une
application linéaire A : E→ Rm et b ∈ Rm. On sait qu’alors P∞ = {p ∈ E : Ap 6 0}
(point 4 de l’exercice 2.20). Soit d ∈ (P∞)−. Par le lemme de Farkas (proposition 2.45),
on peut écrire d = A∗v avec v > 0 dans Rm. Alors pour tout x ∈ P , on a 〈d, x〉 =
vT(Ax) 6 vTb (var v > 0 et Ax 6 b), ce qui montre que σP (d) 6 vTb < +∞,
c’est-à-dire que d ∈ domσP . ✷

On remarquera que l’on peut avoir domσC 6= (C∞)−, si C est un convexe fermé
non vide, non polyédrique. C’est le cas si C = {x ∈ R2 : x2 > x21}, puisqu’alors
C∞ = R+e

2, e1 ∈ (C∞)−, mais que σC(e1) > supk(e
1)T(k2, k2) = supk k =∞.

Proposition 3.12 (calcul de fonctions d’appui) 1) Pour i ∈ {1, . . . ,m}, on
suppose donnés des parties non vides Pi de E et des scalaires αi > 0. Alors

σ
(
∑m

i=1
αiPi)

=
∑m

i=1 αi σPi
.

2) Soient F un espace euclidien, A : E→ F une fonction linéaire, A∗ son adjointe
et P une partie non vide de E. Alors, pour tout h ∈ F :

σA(P )(h) = σP (A
∗h).
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Démonstration. 1) Soit d ∈ E. On a

σ
(
∑m

i=1
αiPi)

(d) = sup
xi∈Pi

〈d,∑m
i=1 αixi〉 = sup

xi∈Pi

(∑m
i=1 αi〈d, xi〉

)
.

Ci-dessus, le supremum est pris sur chaque terme séparément, si bien que l’on peut
sortir la somme du sup, ce qui conduit au résultat.

2) On a σP (A∗h) = sup{〈A∗h, x〉 : x ∈ P} = sup{〈h,Ax〉 : x ∈ P} = σA(P )(h).
✷

3.3 Régularité

3.3.1 Continuité lipschitzienne

Les fonctions convexes sont régulières sur leur domaine ; plus précisément elles
sont lipschitziennes sur tout convexe compact contenu dans l’intérieur relatif de leur
domaine. C’est ce que nous allons montrer à la proposition 3.14 ci-dessous. Dès
lors, les accidents ne peuvent arriver que sur la frontière (relative) du domaine. Ce
sont ces accidents-frontière qui peuvent rendre la fonction non fermée ou non sous-
différentiable. Il faudra donc à l’avenir se concentrer sur le comportement de f sur la
frontière relative de son domaine.

Lemme 3.13 Si f ∈ Conv(E) est bornée (supérieurement et inférieurement)
sur un voisinage de E, alors f est localement lipschitzienne sur l’intérieur de ce
voisinage (tout point de ce voisinage est contenu dans un voisinage sur lequel f
est lipschitzienne).

Démonstration. Par hypothèse, il existe un voisinage V et une constante C > 0
tels que |f(x)| 6 C lorsque x ∈ V . Fixons x ∈ int(V ) et δ > 0 tels que B̄(x, δ) ⊆ V
et montrons que f est lipschitzienne de module 4C

δ sur U := B̄(x, δ2 ).
Soient y, y′ ∈ U , y 6= y′, et posons ∆ := ‖y − y′‖ ∈ ]0, δ]. Avec

y′′ := y′ +
δ

2∆
(y′ − y) ∈ B̄(x, δ)

on a

y′ =
2∆

2∆+ δ
y′′ +

δ

2∆+ δ
y.

Par convexité de f et sa bornitude sur B̄(x, δ), on obtient alors

f(y′) 6
2∆

2∆+δ
f(y′′)+

δ

2∆+δ
f(y) = f(y)+

2∆

2∆+δ
(f(y′′)−f(y)) 6 f(y)+

4C

δ
‖y−y′‖.

On obtient le résultat en inversant le rôle de y et y′ dans l’inégalité ci-dessus. ✷

Les voisinages U sur lesquels f est lipschitzienne sont éventuellement plus petits
que le voisinage V sur lequel elle est bornée et la constante de Lipschitz sur U pourra
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être d’autant plus grande que U entoure un point proche du bord de V . C’est le cas
par exemple pour la fonction convexe définie par

{
− logx si x > 0
+∞ si x 6 0.

Cette fonction n’est pas lipschitzienne sur ]0,∞[, mais l’est sur ]ε,∞[, quel que soit
ε > 0 (le module de Lipschitz peut y être pris égal à 1/ε).

Proposition 3.14 (continuité lipschitzienne) Si f ∈ Conv(E), alors f est
lipschitzienne sur tout convexe compact inclus dans (dom f)−◦.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que le domaine de f est
d’intérieur non vide (dans le cas contraire, on travaille sur aff(dom f), comme dans
la démonstration de la proposition 3.7). Soient n = dimE et K un convexe compact
non vide de (dom f)◦.

Montrons, en utilisant le lemme 3.13, que pour tout x0 ∈ K, il existe un ε0 > 0 et
une constante L > 0 tels que B(x0, ε0) ⊆ (dom f)◦ et f est lipschitzienne de module L
sur B(x0, ε0). Soit x0 ∈ K. Comme dans la démonstration de la proposition 2.16, on
peut construire un simplexe

∆ = co{z0, z1, . . . , zn} ⊆ dom f, avec x0 ∈ ∆◦.

Dès lors, il existe ε′0 > 0 tel que B(x0, ε
′
0) ⊆ ∆. Alors f est majorée par une cons-

tante M sur cette boule, car tout x ∈ ∆ s’écrit x =
∑n

i=0 αizi avec (α0, . . . , αn) ∈
∆n+1, si bien que, par convexité de f , on a

f(x) 6

n∑

i=0

αif(zi) =:M.

Par ailleurs, f est aussi minorée inférieurement sur B(x0, ε
′
0), car elle a une minorante

affine (proposition 3.7). Par le lemme 3.13, il existe un ε0 ∈ ]0, ε′0] tel que f est
lipschitzienne sur B(x0, ε0).

En utilisant la propriété de Heine-Borel pour le compact K, on peut déter-
miner des points x1, . . . , xp ∈ K, tels qu’avec les εi déterminés comme ci-dessus,
les boules B(x0, εi) recouvrent K et f est Li-lipschitzienne sur B(x0, εi). En prenant
L = max(L1, . . . , Lp), on voit que f est L-lipschitzienne sur K. En effet, un segment
[x, y] ⊆ K sera divisé par ces boules en au plus p sous-segments ([x, y] intersecte
chaque boule en un unique sous-segment) sur chacun desquels f est L-lipschitzienne ;
en ordonnant ces sous-segments de [x, y], on trouve que |f(y)− f(x)| 6 L‖y−x‖. ✷

3.3.2 Différentiabilité

En tout point où elle prend une valeur finie, une fonction convexe admet des
dérivées directionnelles suivant toutes directions (on se rappelle que l’on n’a pas besoin
de topologie sur E pour que cette notion de différentiabilité ait un sens). C’est ce que
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l’on montre avec la proposition suivante. Dans cette affirmation, la notion de dérivée
directionnelle est prise dans un sens élargi : on accepte les valeurs −∞ ou +∞. Ceci
revient à dire que la limite dans

f ′(x; d) = lim
t↓0

f(x+ td)− f(x)
t

,

qui est normalement prise dans R pour les fonctions réelles, est prise ici dans R.

Proposition 3.15 (différentiabilité directionnelle) Soient E un espace vec-
toriel, f : E → R une fonction convexe, x ∈ E un point tel que f(x) est fini et
d ∈ E. Alors
(i) la fonction

t ∈ R++ 7→
f(x+ td)− f(x)

t
∈ R

est croissante ;
(ii) f ′(x; d) existe dans R (elle vaut éventuellement −∞ ou +∞) ;
(iii) f ′(x; d) vaut +∞ si, et seulement si, x+ td /∈ dom f pour tout t > 0 ;
(iv) on a

f ′(x; d) > −f ′(x;−d) ; (3.8)

en particulier, si l’une des deux dérivées directionnelles f ′(x; d) ou f ′(x;−d)
vaut −∞ l’autre vaut +∞.

Démonstration. [(i)] Soient 0 < t1 < t2. Si x + t2d /∈ dom f , la croissance du
quotient dans (i) est claire. Si x + t2d ∈ dom f , alors x + t1d ∈ dom f (convexité
de dom f et x ∈ dom f) et par la convexité de f , on a

f(x+ t1d) = f

((
1− t1

t2

)
x+

t1
t2
(x+ t2d)

)

6

(
1− t1

t2

)
f(x) +

t1
t2
f(x+ t2d).

Comme f(x) ∈ R, on en déduit

f(x+ t1d)− f(x)
t1

6
f(x+ t2d)− f(x)

t2
.

[(ii) et (iii)] Donc, lorsque t ↓ 0 de façon monotone, la fonction ξ définie en (i)
décroît. Si x+ td /∈ dom f pour tout t > 0, alors ξ(t) = +∞ et f ′(x; d) = +∞. Dans
le cas contraire, la limite ξ(0+) existe comme limite d’une suite décroissante (et vaut
éventuellement −∞).

[(iv)] Si f ′(x; d) ou f ′(x;−d) = +∞, il n’y a rien à démontrer. Dans le cas
contraire, x− td et x+ td ∈ dom f pour t > 0 assez petit. Pour ces t > 0, la convexité
de f implique que

f(x) = f

(
x+ td

2
+
x− td

2

)
6

1

2
f(x+ td) +

1

2
f(x− td).
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On en déduit (iv) par passage à la limite lorsque t ↓ 0, après avoir retranché f(x) aux
deux membres. ✷

Voici deux remarques sur ce résultat.

D’après le point (iii), on n’aura f ′(x; d) = +∞ que si f(x+ td) = +∞ pour tout
t > 0. Mais on peut très bien avoir f ′(x; d) = −∞, alors que f(x + td) > −∞
pour tout t > 0. C’est le cas en x = 0 pour la fonction convexe définie par

f(x) =

{
−√x si x > 0
+∞ sinon

0

−√x (3.9)

et la direction d = 1.

Le point (iv) montre que l’on peut comparer f ′(x; d) et f ′(x;−d) lorsque la fonc-
tion f est convexe. Si f n’est pas dérivable en x, en général f ′(x; d) 6= −f ′(x;−d).
Par exemple, si f(x) = |x|, x ∈ R, on a f ′(0; 1) = f ′(0;−1) = 1.

Par ailleurs, la fonction (3.9) donne un exemple d’application de la formule (3.8)
avec des valeurs infinies : f ′(0; 1) = −∞ implique que f ′(0;−1) = +∞.

Pour x fixé tel que f(x) ∈ R, la proposition suivante étudie les propriétés de
l’application dérivée directionnelle

δx : d ∈ E 7→ δx(d) = f ′(x; d) ∈ R. (3.10)

Proposition 3.16 (application dérivée directionnelle) Soient E un espace
normé, f : E→ R une fonction convexe et x ∈ E un point tel que f(x) soit fini.
Alors l’application dérivée directionnelle (3.10) vérifie les propriétés suivantes :
1) δx est sous-linéaire,
2) si x ∈ (dom f)−◦, alors

a) dom δx est le sous-espace vectoriel E0 de E parallèle à aff(dom f),
b) δx ∈ Conv(E),
c) δx est lipschitzienne sur E0.

Démonstration. 1) Montrons d’abord la convexité de δx. Soient d1, d2 ∈ dom δx et
α ∈ [0, 1]. Alors x + td1 et x + td2 ∈ dom f pour t > 0 assez petit (proposition 3.15,
point (iii)). Par convexité de f , on a

δx((1−α)d1 + αd2) = lim
t↓0

1

t

{
f
(
x+ t[(1−α)d1 + αd2]︸ ︷︷ ︸
=(1−α)[x+td1]+α[x+td2]
∈ dom f pour t > 0 petit

)
− f(x)

}

6 lim
t↓0

1

t

{
(1−α)f(x+td1) + αf(x+td2)− f(x)

}

= lim
t↓0

1

t

{
(1−α)

(
f(x+td1)− f(x)

)
+ α

(
f(x+td2)− f(x)

)}

= (1−α)δx(d1) + αδx(d2).
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Montrons à présent l’homogénéité positive de degré 1 de δx. Soient d ∈ E et α > 0.
On a

δx(αd) = lim
t↓0

α
f(x+ tαd)− f(x)

αt
= α lim

τ↓0
f(x+ τd)− f(x)

τ
= αδx(d).

2) On suppose à présent que x ∈ (dom f)−◦ (donc f est propre, voir l’exercice 3.3)
et on note E0 le sous-espace vectoriel parallèle à aff(dom f).

2.a) Si d /∈ E0, x + td /∈ dom f pour tout t > 0, si bien que δx(d) = +∞ et
d /∈ dom δx. Par ailleurs, si d ∈ E0, x + td ∈ dom f pour tout t > 0 petit (car
x ∈ (dom f)−◦, si bien que δx(d) < +∞ et d ∈ dom δx.

2.b) La fonction δx est convexe (point 1) et propre (car son domaine est un sous-
espace vectoriel et que δx(0) = 0, donc elle ne peut pas prendre la valeur −∞ sur
son domaine). Elle est donc localement lipschitzienne sur E0 (proposition 3.14), donc
certainement s.c.i. sur E0.

2.c) D’après la proposition 3.14, f est localement lipschitzienne sur (dom f)−◦.
Comme x ∈ (dom f)−◦, il existe r > 0 tel que f soit lipschitzienne sur B(x, r) ∩
aff(dom f), disons de module L > 0, Alors pour d ∈ E0 et t > 0 assez petit, |f(x +
td) − f(x)| 6 Lt‖d‖. En divisant par t > 0 en passant à la limite lorsque t ↓ 0, on
trouve

∀ d ∈ E0, |δx(d)| 6 L‖d‖. (3.11)

Soient d1 et d2 ∈ E0. Dès que t > 1, la monotonie du quotient différentiel de la fonc-
tion convexe δx (proposition 3.15) et l’homogénéité positive de cette même fonction
assurent que

δx(d2)− δx(d1) 6
δx(d1 + t(d2 − d1))− δx(d1)

t

= δx

(
1

t
d1 + d2 − d1

)
− δx

(
1

t
d1

)
.

Comme δx est continue sur E0, lorsque t → ∞, le membre de droite converge vers
δx(d2 − d1) qui, par (3.11), est majoré par L‖d2 − d1‖. En inversant le rôle de d1 et
d2, on obtient |δx(d2)− δx(d1)| 6 L‖d2 − d1‖. ✷

Intéressons-nous à présent à des propriétés de différentiabilité plus forte que la
différentiabilité directionnelle, qui est toujours vérifiée par les fonctions convexes,
comme nous l’avons vu à la proposition 3.15. La proposition 3.18 ci-dessous montre
que les trois notions de différentiabilité suivantes coïncident pour une fonction convexe
f : E → R en un point x ∈ E où elle prend une valeur finie (la situation est plus
complexe en dimension infinie [480 ; 1993]).

On dit que f a une dérivée partielle en x suivant un vecteur d ∈ E si la fonction
t ∈ R 7→ f(x+ td) est différentiable en t = 0.
On dit que f est Gâteaux-différentiable en x si la dérivée directionnelle f ′(x; d)
existe et est finie pour tout d ∈ E et si d ∈ E 7→ f ′(x; d) est linéaire.
On dit que f est Fréchet-différentiable en x s’il existe un vecteur D ∈ E tel que

lim
d→0
d 6=0

f(x+ d)− f(x)− 〈D, d〉
‖d‖ = 0. (3.12)
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Dans ce cas, le vecteur D est appelé le gradient de f en x et est noté ∇f(x).
D’après la définition, si f est Fréchet-différentiable en x, f prend des valeurs
finies dans un voisinage de x.

Commençons par un lemme qui montre que la dérivée directionnelle en un point
(non nécessairement linéaire par rapport à la direction de dérivation) est une appro-
ximation au premier ordre de f en ce point. On pourra rapprocher (3.13) de (3.12).
Cette propriété est essentiellement due à la lipschitzianité de f et de f ′(x; ·).

Lemme 3.17 (développement au premier ordre) Soient E un espace vec-
toriel de dimension finie, f ∈ Conv(E) et x ∈ (dom f)◦. Alors

lim
d→0
d 6=0

f(x+ d)− f(x)− f ′(x; d)
‖d‖ = 0. (3.13)

Démonstration. Si (3.13) n’a pas lieu, il existe un ε > 0 et une suite de directions
non nulles {dk} convergeant vers zéro, tels que

∀ k > 1 : |f(x+ dk)− f(x)− f ′(x; dk)| > ε‖dk‖.

En extrayant une sous-suite au besoin, on peut supposer qu’avec tk := ‖dk‖, la suite
bornée {dk/tk} converge vers un d ∈ E. Alors

ε 6
1

tk
|f(x+ dk)− f(x+ tkd)|

+
1

tk
|f(x+ tkd)− f(x)− f ′(x; tkd)|

+
1

tk
|f ′(x; tkd)− f ′(x; dk)|.

Comme x ∈ (dom f)◦, f est lipschitzienne dans un voisinage de x (proposition 3.14)
et f ′(x; ·) est lipschitzienne sur E (proposition 3.16), disons de même constante L > 0.
Dès lors, les premier et troisième termes du membre de droite ci-dessus sont majorés
par L‖dk/tk−d‖ → 0. Quant au second terme, il tend aussi vers zéro, par la définition
et la positive homogénéité de la dérivée directionnelle. On aboutit donc bien à une
contradiction puisque ε > 0. ✷

Proposition 3.18 (différentiabilité) Soient E un espace vectoriel de dimen-
sion n, f ∈ Conv(E) et x ∈ (domf)◦. Alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
(i) f a des dérivées partielles en x suivant n directions linéairement indépen-

dantes,
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(ii) f est Gâteaux-différentiable en x,
(iii) f est Fréchet-différentiable en x.

Démonstration. [(i)⇒ (ii)] Comme f ′(x; ·) est sous-linéaire (point 1 de la propo-
sition 3.16) et linéaire suivant n directions linéairement indépendantes (hypothèse),
elle est linéaire sur l’espace vectoriel engendré par ces directions (proposition 3.10),
c’est-à-dire sur E.

[(ii)⇒ (iii)] La linéarité supposée de f ′(x; ·) et (3.13) montrent que f est Fréchet
différentiable en x.

[(iii)⇒ (i)] Vrai quelle que soit la fonction f . ✷

3.3.3 Reconnaître une fonction convexe par ses dérivées

Les résultats de cette section donnent des critères (souvent même des caractérisa-
tions, c’est-à-dire des conditions nécessaires et suffisantes) de convexité d’une fonction
au moyen de ses dérivées. Ces critères sont souvent le moyen le plus rapide de vérifier
qu’une fonction régulière est convexe.

Pour étudier la convexité d’une fonction on est amené à examiner ses valeurs le long
des segments [x, y], pour tout x, y ∈ E. C’est la définition qui l’impose. Chaque fois que
l’on se fixe les points x et y, on se ramène à l’étude d’une fonction réelle d’une variable
réelle. Les premières caractérisations (propositions 3.19, 3.21 et 3.24) n’utilisent que
ces fonctions « réduites » aux segments [x, y]. Au contraire, les corollaires 3.20 et 3.22
et la proposition 3.26 utilisent les valeurs de la fonction sur des voisinages. On a alors
besoin d’une topologie sur E et d’avoir une fonction f dont le domaine contienne un
ouvert. Si ce n’est pas le cas, le domaine de f est toutefois d’intérieur relatif non vide.
Lorsqu’on peut représenter ce sous-espace comme l’image d’une application linéaire
continue bijective L : E0 → aff(dom f), il est possible d’étudier la convexité de f à
partir de celle de f ◦ L sur un ouvert de l’espace normé E0.

Utilisation des dérivées premières

Convexité

La proposition suivante montre que l’on peut caractériser la convexité d’une
fonction f par le fait que celle-ci est au-dessus des fonctions affines obtenues par
linéarisation de f (point (ii)) ou encore en exprimant que ses dérivées direction-
nelles sont monotones (point (iii)). Ceci est illustré à la figure 3.4. La fonction f
qui y est représentée est convexe. On voit qu’elle est au-dessus de la fonction affine

y 7→ f(x)+f ′(x; y−x) et que f ′
(
y; y−x

‖y−x‖

)
> f ′

(
x; y−x

‖y−x‖

)
. On rappelle qu’une fonc-

tion convexe admet des dérivées directionnelles (pouvant valoir −∞ ou +∞) en tout
point de son domaine (proposition 3.15).
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f(y)

f(x) + f ′(x; y − x)
y

x

f(x)

f

pente = f ′
(
x; y−x

‖y−x‖

)

pente = −f ′
(
x; x−y

‖x−y‖

)
pente = f ′

(
y; y−x

‖y−x‖

)

Fig. 3.4. Caractérisations de la convexité

Proposition 3.19 (convexité et dérivées premières) Soient E un espace
normé et f : E→ R∪ {+∞} une fonction non identiquement égale à +∞, ayant
un domaine convexe et admettant des dérivées directionnelles en tout point de son
domaine (celles-ci pouvant valoir −∞ ou +∞). Alors, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) f est convexe ;
(ii) ∀x, y ∈ dom f , x 6= y : f est continue sur ]x, y[ et f(y) > f(x)+f ′(x; y−x) ;
(iii) ∀x, y ∈ dom f , x 6= y : f est continue sur ]x, y[ et f ′(y; y−x) > f ′(x; y−x).
Ces propriétés impliquent que

(iv) ∀x, y ∈ dom f : f ′(x; y − x) + f ′(y;x− y) 6 0.

Démonstration. [(i) ⇒ (ii)] Soient x, y ∈ dom f , x 6= y. Si f ′(x; y − x) = −∞,
l’inégalité dans (ii) est trivialement vérifiée. Sinon f ′(x; y−x) a une valeur finie (par la
proposition 3.15 : f est convexe et x, y ∈ dom f , donc f ′(x; y−x) < +∞) et l’inégalité
dans (ii) s’obtient grâce à la convexité de f par

f ′(x; y − x) = lim
t↓0

1

t

(
f(x+ t(y − x)) − f(x)

)

= lim
t↓0

1

t

(
f((1−t)x + ty)− f(x)

)

6 lim
t↓0

1

t

(
(1−t)f(x) + tf(y)− f(x)

)

= f(y)− f(x).

D’autre part, l’application ξ : [0, 1] → R : t 7→ f((1−t)x + ty) est convexe et bornée
supérieurement par max(f(x), f(y)). Elle est aussi bornée inférieurement. Pour mon-
trer cela, prenons par exemple le point milieu z = x+y

2 . Alors f ′(z;x−z) et f ′(z; y−z)
sont toutes les deux finies (elles ne valent pas +∞ car f est convexe et x, y, z ∈ dom f
et ne peuvent alors pas prendre la valeur −∞ par la proposition 3.15 (iv)). Alors ξ
est bornée inférieurement par inf(f(z), f(z) + f ′(z;x− z), f(z) + f ′(z; y− z)). On en
déduit que ξ est continue sur ]0, 1[ par le lemme 3.13.
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[(ii) ⇒ (i)] Si f n’est pas convexe, il existe x, y ∈ dom f , x 6= y, et t̂ ∈ ]0, 1[ tel
que ẑ := (1−t̂)x+ t̂y vérifie

f(ẑ) > (1−t̂)f(x) + t̂f(y).

Soit t1 := inf{t̄ ∈ [0, t̂] : f((1−t)x+ty) > (1−t)f(x)+tf(y), ∀ t ∈ ]t̄, t̂]}. Par continuité
de f sur ]x, y[, un tel t1 existe. D’autre part, soit parce que t1 = 0, soit par continuité
de f sur ]x, y[, on a avec z1 := (1−t1)x+ t1y

f(z1) = (1−t1)f(x) + t1f(y).

Remarquons que f est continue sur [z1, ẑ]. En effet, f étant continue sur ]x, y[ par
hypothèse, il reste à montrer la continuité de f en z1 lorsque t1 = 0. Mais si t1 = 0,
lim inft↓0 f((1−t)x + ty) > f(x). Or lim supt→0+ f((1−t)x + ty) ne peut être > f(x)
sinon f ′(x; y−x), qui est supposé exister, vaudrait +∞, ce qui contredirait l’inégalité
de (ii) (f(x) et f(y) sont finis). Donc f est continue sur [z1, ẑ] et on peut appliquer
la version généralisée du théorème de Rolle (corollaire C.11) : il existe t2 ∈ ]t1, t̂[ tel
que z2 := (1−t2)x+ t2y vérifie

f ′
(
z2;

y − z2
‖y − z2‖

)
>
f(ẑ)− f(z1)
‖ẑ − z1‖

.

On peut alors conclure comme suit :

f(z2) + f ′(z2; y − z2) > (1−t2)f(x) + t2f(y)

+
1− t2
t̂− t1

(
(1−t̂)f(x) + t̂f(y)− (1−t1)f(x) − t1f(y)

)

= (1−t2)f(x) + t2f(y) + (1− t2)(f(y)− f(x))
= f(y),

ce qui contredit l’inégalité de (ii).
[(ii)⇒ (iv)] Soient x, y ∈ dom f . L’inégalité est triviale si x = y. Sinon, on utilise

l’inégalité de (ii) en intervertissant le rôle de x et de y

f(y) > f(x) + f ′(x; y − x)
f(x) > f(y) + f ′(y;x− y).

En sommant, on obtient (iv).
[(i), (ii) ⇒ (iii)] Soient x, y ∈ dom f , x 6= y. Si f ′(y; y − x) = +∞, (iii) est

trivialement vérifiée. Sinon, d’après la proposition 3.15 (iv), f ′(y; y−x) est fini (dans
le cas contraire, on devrait avoir f ′(y;x−y) = +∞, ce qui contredirait le fait que x, y ∈
dom f) et f ′(y;x−y) > −f ′(y; y−x). En utilisant cette inégalité et en intervertissant
les rôles de x et y dans l’inégalité de (ii), on obtient

f(y) > f(x) + f ′(x; y − x)
f(x) > f(y)− f ′(y; y − x).

En sommant, on obtient (iii).
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[(iii)⇒ (i)] Si f n’est pas convexe, il existe x, y ∈ dom f , x 6= y, et t̂ ∈ ]0, 1[ tels
que ẑ := (1−t̂)x+ t̂y vérifie

f(ẑ) > (1−t̂)f(x) + t̂f(y).

On peut trouver t̂1 ∈ [0, t̂] tel que ẑ1 := (1−t̂1)x + t̂1y vérifie

f(ẑ1) = (1−t̂1)f(x) + t̂1f(y)

et tel que f soit continue sur [ẑ1, ẑ]. On peut s’y prendre, par exemple, comme dans
la détermination de t1 dans la démonstration de l’implication (ii) ⇒ (i) ; ici, si t̂1 =
0, on ne peut pas avoir lim supt↓0 f((1−t)x + ty) > f(x) car cela impliquerait que
f ′(x; y − x) = +∞, ce qui est en contradiction avec l’hypothèse de monotonie des
dérivées directionnelles et le fait qu’il y a des points z entre x et y où f ′(z; y− x) est
finie. Pour les mêmes raisons, on peut trouver t̂2 ∈ [t̂, 1] tel que ẑ2 := (1−t̂2)x + t̂2y
vérifie

f(ẑ2) = (1−t̂2)f(x) + t̂2f(y)

et tel que f soit continue sur [ẑ, ẑ2]. On peut alors appliquer la variante du théorème
de Rolle donnée au corollaire C.11 : il existe t1 ∈ ]t̂1, t̂[ et t2 ∈ ]t̂, t̂2[ tels que z1 :=
(1−t1)x+ t1y et z2 := (1−t2)x+ t2y vérifient

f ′(z1; y − x) >
f(ẑ)− f(ẑ1)

t̂− t̂1
et f ′(z2; y − x) 6

f(ẑ2)− f(ẑ)
t̂2 − t̂

.

On en déduit que f ′(z2; y−x) < f(y)−f(x) < f ′(z1; y−x), ce qui contredit l’hypothèse
de monotonie des dérivées directionnelles dans (iii). ✷

Sans la continuité de f sur les segments ]x, y[, l’inégalité de (ii) peut très bien être
vérifiée par une fonction non convexe. En voici un exemple sur R : f(x) = 0, si x 6= 0,
et f(0) = 1 (on a f ′(x;±1) = 0, si x 6= 0, et f ′(0;±1) = −∞).

La démonstration de la proposition précédente est longue parce que nous avons
fait des hypothèses minimales sur la régularité de f . Si l’on suppose que le domaine
de f est un ouvert convexe d’un espace normé E et que f est dérivable sur cet ouvert,
on a un résultat plus simple à mémoriser et à démontrer. Nous le donnons sous forme
de corollaire.

Corollaire 3.20 Soient E un espace normé, Ω un ouvert convexe de E et f :
Ω → R une fonction dérivable. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est convexe sur Ω ;
(ii) ∀x, y ∈ Ω : f(y) > f(x) + f ′(x) · (y − x) ;
(iii) ∀x, y ∈ Ω : (f ′(y)− f ′(x)) · (y − x) > 0.

Convexité stricte

On a un résultat analogue à celui de la proposition 3.19 pour les fonctions stricte-
ment convexes.
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Proposition 3.21 (stricte convexité et dérivées premières I) Soient E un
espace normé et f : E → R ∪ {+∞} une fonction non identiquement égale à
+∞, ayant un domaine convexe et admettant des dérivées directionnelles en tout
point de son domaine (celles-ci pouvant valoir −∞ ou +∞). Alors, les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) f est strictement convexe ;
(ii) ∀x, y ∈ dom f , x 6= y : f est continue sur ]x, y[ et f(y) > f(x)+f ′(x; y−x) ;
(iii) ∀x, y ∈ dom f , x 6= y : f est continue sur ]x, y[ et f ′(y; y−x) > f ′(x; y−x).

Démonstration. [(i) ⇒ (ii)] Supposons que f soit strictement convexe et soient
x, y ∈ dom f , x 6= y. La continuité de f sur ]x, y[ découle de la proposition 3.19. Pour
démontrer l’inégalité stricte de (ii), on ne peut plus utiliser le même raisonnement
que dans la démonstration de la proposition 3.19, car le passage à la limite détruirait
l’inégalité stricte que l’on a pour les fonctions strictement convexes. On s’y prend
alors comme suit. Pour t ∈ ]0, 1], on a

f ′(x; y − x) = 1

t
f ′(x; t(y − x)) 6 1

t

(
f(x+ t(y − x))− f(x)

)
< f(y)− f(x),

où pour la première inégalité on a utilisé la proposition 3.19 (ii) et pour la seconde
on a utilisé la stricte convexité de f .

[(ii)⇒ (iii)] Si (iii) n’a pas lieu, il existe x, y ∈ dom f , x 6= y, tels que f ′(y; y −
x) 6 f ′(x; y − x). Par la proposition 3.19, on a f ′(z; y − x) = f ′(x; y − x) pour tout
z ∈ [x, y] et cette valeur est finie. On en déduit (par exemple par le corollaire C.10,
en y prenant ϕ(t) = ±(f((1−t)x + ty) − tf ′(x; y − x)) pour t ∈ [0, 1]) que f(y) =
f(x) + f ′(x; y − x), ce qui contredit (ii).

[(iii) ⇒ (i)] Si f n’est pas strictement convexe, il existe x, y ∈ dom f , x 6= y, et
t̂ ∈ ]0, 1[ tels que ẑ := (1−t̂)x+ t̂y vérifie

f(ẑ) > (1−t̂)f(x) + t̂f(y).

Comme f est convexe (proposition 3.19) ceci ne peut avoir lieu que si f est affine
entre x et y. Mais alors, la stricte monotonie des dérivées directionnelles dans (iii) ne
serait pas vérifiée. ✷

Énonçons également sous forme de corollaire, le résultat que donne la proposi-
tion 3.21 lorsque f est dérivable.

Corollaire 3.22 Soient E un espace normé, Ω un ouvert convexe de E et f :
Ω → R une fonction dérivable. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est strictement convexe sur Ω ;
(ii) ∀x, y ∈ Ω, x 6= y : f(y) > f(x) + f ′(x) · (y − x) ;
(iii) ∀x, y ∈ Ω, x 6= y : (f ′(y)− f ′(x)) · (y − x) > 0.

Pour une fonction strictement convexe, contnûment différentiable, définie sur un
espace de dimension finie, les inégalités de la proposition 3.21 et de son corollaire 3.22
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peuvent être renforcées [252 ; lemmes 1.1 et 1.2, pages 61 et 63]. Les inégalités (3.14)
et (3.15) qui sont établies dans la proposition suivante seront à nouveau renforcées
pour les fonction fortement convexes (proposition 3.24).

Proposition 3.23 (stricte convexité et dérivées premières II) Soient E
un espace vectoriel de dimension finie, f : E → R une fonction de classe C1 et
t ∈ ]0, 1[. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est strictement convexe,
(ii) pour tout β > 0, il existe une fonction gβ : [0, 2β] → R+ continue, stricte-

ment croissante, vérifiant gβ(0) = 0 et

∀x, y ∈ βB̄ : f(y)− f(x) > f ′(x) · (y − x) + (1− t)gβ(t‖y − x‖), (3.14)

(iii) pour tout β > 0, il existe une fonction gβ : [0, 2β] → R+ continue, stricte-
ment croissante, vérifiant gβ(0) = 0 et

∀x, y ∈ βB̄ : (f ′(y)− f ′(x)) · (y − x) > gβ(‖y − x‖). (3.15)

Démonstration. [(i)⇒ (iii)] Soit β > 0. Au vu de la propriété désirée (3.15), il est
naturel d’introduire la fonction g0β : [0, 2β]→ R+ définie en α ∈ [0, 2β] par

g0β(α) := inf
‖y−x‖=α
x,y∈βB̄

(
f ′(y)− f ′(x)

)
· (y − x).

Cette fonction a toutes les propriétés requises par le point (ii), hormis la continuité.
Montrons cela.

1. g0β(0) = 0, clairement.

2. g0β > 0 sur ]0, 2β], grâce à la stricte convexité de f et au point (iii) de la propo-
sition 3.21.

3. g0β est strictement croissante sur [0, 2β]. En effet, soient 0 < α1 < α2 6 2β.
Remarquons d’abord que l’infimum dans la définition de g0β est atteint, car
{(x, y) ∈ βB̄ × βB̄ : ‖y − x‖ = α} est compact (E est de dimension finie)
et (x, y) 7→ (f ′(y) − f ′(x)) · (y − x) est continue (f est continûment différen-
tiable), puis on utilise alors le théorème de Weierstrass. Il existe donc des points
(x2, y2) ∈ βB̄ × βB̄ tels que ‖y2 − x2‖ = α2 et

g0β(α2) =
(
f ′(y2)− f ′(x2)

)
· (y2 − x2).

En introduisant y := x2+(α1/α2)(y2−x2), on a grâce à la stricte convexité de f
et 0 < α1 < α2 :

(
f ′(y2)− f ′(x2)

)
· (y2 − x2) >

(
f ′(y)− f ′(x2)

)
· (y2 − x2).

En combinant ces deux relations, on obtient
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g0β(α2) >
(
f ′(y)− f ′(x2)

)
· (y2 − x2)

=
α2

α1

(
f ′(y)− f ′(x2)

)
· (y − x2) [définition de y]

>
(
f ′(y)− f ′(x2)

)
· (y − x2) [α2 > α1 et y 6= x2]

> g0β(α1) [‖y − x2‖ = α1].

D’où la croissance stricte de g0β .

4. Par définition même de g0β , (3.15) a lieu avec gβ = g0β .

Pour ontenir une fonction continue gβ , on utilise une technique de dérivation
intégration. Soient x et y ∈ βB̄. Comme ci-dessus, en intégrant la dérivée de
s 7→ f(x+ s(y − x)), on obtient

f(y)− f(x) =
∫ 1

0

f ′(x+ s(y − x)) · (y − x) ds.

Mais x+ s(y − x) ∈ βB̄ (convexité de βB̄) et (3.15) a lieu avec gβ = g0β , si bien que

(
f ′(x + s(y − x))− f ′(x)

)
· (y − x) > 1

s
g0β(s‖y − x‖).

qui, avec l’identité précédente donne

f(y)− f(x) > f ′(x) · (y − x) +
∫ 1

0

1

s
g0β(s‖y − x‖) ds.

En échangeant x et y et en additionnant, on obtient

(
f ′(y)− f ′(x)

)
· (y − x) >

∫ 1

0

2

s
g0β(s‖y − x‖) ds =

∫ ‖y−x‖

0

2

r
g0β(r) dr.

On obtient alors (3.15) en définissant gβ : [0, 2β]→ R+ en s ∈ [0, 2β] par

gβ(s) =

∫ s

0

2

r
g0β(r) dr.

Par ailleurs, il est clair que gβ est continue, strictement croissante et vérifie gβ(0) = 0.
[(iii)⇒ (ii)] Il s’agit de montrer que (3.15) implique (3.14). Comme ci-dessus, en

intégrant la dérivée de s 7→ f(x+ s(y − x)), on obtient

f(y)− f(x) =

∫ 1

0

f ′(x+ s(y − x)) · (y − x) ds

> f ′(x) · (y − x) +
∫ 1

0

1

s
gβ(s‖y − x‖) ds [(3.15)]

> f ′(x) · (y − x) +
∫ 1

t

1

s
gβ(s‖y − x‖) ds [gβ > 0]

> f ′(x) · (y − x) + (1− t) gβ(t‖y − x‖),
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car pour s ∈ [t, 1], gβ(s‖y − x‖) > gβ(t‖y − x‖) (croissance de gβ) et s 6 1, si bien
que gβ(s‖y − x‖)/s > gβ(t‖y − x‖).

[(ii) ⇒ (i)] Soient x et y deux points distincts de E. On prend β := ‖y − x‖,
qui est strictement positif. Par (3.14) avec t = 1

2 , on a f(y) − f(x) > f ′(x) · (y −
x) + 1

2gβ(
1
2‖y − x‖) > f ′(x) · (y − x), car gβ(12‖y − x‖) > 0. Donc f est strictement

convexe. ✷

Convexité forte

On a aussi des caractérisations de la forte convexité au moyen d’inégalités renfor-
cées. La démonstration du résultat est proposée à l’exercice 3.11.

Proposition 3.24 (forte convexité et dérivées premières) Soient E un
espace vectoriel euclidien (produit scalaire 〈·, ·〉 et norme associée ‖ · ‖), α > 0
et f : E → R ∪ {+∞} une fonction non identiquement égale à +∞, ayant un
domaine convexe et admettant des dérivées directionnelles en tout point de son
domaine (celles-ci pouvant valoir −∞ ou +∞). Alors, les propriétés suivantes
sont équivalentes :
(i) f est fortement convexe de module α ;
(ii) pour tout x, y ∈ dom f , x 6= y : f est continue sur ]x, y[ et

f(y) > f(x) + f ′(x; y − x) + α
2 ‖y − x‖2 ;

(iii) pour tout x, y ∈ dom f , x 6= y : f est continue sur ]x, y[ et
f ′(y; y − x) > f ′(x; y − x) + α‖y − x‖2.

Ce résultat s’énonce plus simplement lorsque la fonction est différentiable.

Corollaire 3.25 Soient E un espace euclidien, Ω un ouvert convexe de E et f :
Ω → R une fonction dérivable. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est fortement convexe sur Ω ;
(ii) ∀x, y ∈ Ω : f(y) > f(x) + f ′(x) · (y − x) + α

2 ‖y − x‖2 ;
(iii) ∀x, y ∈ Ω : (f ′(y)− f ′(x)) · (y − x) > α‖y − x‖2.

Utilisation des dérivées secondes

On peut également donner une caractérisation de convexité d’une fonction (mais
pas de sa stricte convexité) au moyen de ses dérivées secondes.

Proposition 3.26 (convexité et dérivées secondes) Soient E un espace nor-
mé, Ω un ouvert convexe de E et f : Ω → R une fonction deux fois dérivable.
Alors f est convexe sur Ω si, et seulement si,
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∀x ∈ Ω, ∀ d ∈ E : f ′′(x) · d2 > 0. (3.16)

D’autre part, si

∀x ∈ Ω, ∀ d ∈ E \ {0} : f ′′(x) · d2 > 0, (3.17)

alors f est strictement convexe sur Ω.

Démonstration. Si f est convexe sur Ω, on a pour tout x ∈ Ω et tout d ∈ E (en
utilisant les propositions C.17 et 3.19) :

f ′′(x) · d2 = lim
t↓0

1

t
(f ′(x+ td) · d− f ′(x) · d) > 0.

Inversement, supposons que (3.16) ait lieu. Si x, y ∈ Ω, le théorème C.19 donne

f(y) = f(x) + f ′(x) · (y − x) + 1

2
f ′′(x + θ(y − x)) · (y − x)2,

où θ ∈ ]0, 1[. Comme le dernier terme est positif ou nul, on voit par la proposition
3.19 que f est convexe. Le cas où (3.17) a lieu se démontre de la même manière. ✷

Remarquons que la condition (3.17) n’est pas nécessairement vérifiée pour une
fonction strictement convexe comme le montre la fonction x ∈ R 7→ f(x) = x4.
Bien que celle-ci soit strictement convexe, on a f ′′(0) = 0. Par contre, pour une
fonction quadratique, (3.17) est une condition nécessaire et suffisante de convexité
stricte (point 2 de l’exercice 3.8).

Lorsque E est un espace de Hilbert, on peut traduire le résultat de la propo-
sition 3.26 en utilisant la hessienne de f : (i) f est convexe si, et seulement si, sa
hessienne ∇2f(x) est semi-définie positive et (ii) si ∇2f(x) est défini positif, alors f
est strictement convexe.

3.3.4 Fonction asymptotique

L’épigraphe d’une fonction f ∈ Conv(E) est un convexe fermé non vide. On peut
donc considérer son cône asymptotique (epi f)∞. Celui-ci a des propriétés intéres-
santes.

Proposition 3.27 (définition de f∞) Soit f ∈ Conv(E). Alors
(i) (epi f)∞ est l’épigraphe d’une fonction f∞ : E → R ∪ {+∞}: (epi f)∞ =

epi f∞,
(ii) ∀x ∈ dom f , ∀ d ∈ E:

f∞(d) = lim
t→+∞

f(x+ td)− f(x)
t

, (3.18)
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(iii) dom f∞ ⊆ (dom f)∞,
(iv) f∞ ∈ Conv(E) et est sous-linéaire.

Démonstration. Commençons par une caractérisation de l’appartenance à (epi f)∞.
Soit x ∈ dom f (qui est non vide) ; donc f(x) est fini et (x, f(x)) ∈ epi f . Alors

(d, δ) ∈ (epi f)∞ ⇐⇒ (x, f(x)) + t(d, δ) ∈ epi f, ∀ t > 0

⇐⇒ f(x+ td) 6 f(x) + tδ, ∀ t > 0. (3.19)

[(i)] Si (d, δ) ∈ (epi f)∞ et δ′ > δ, (d, δ′) ∈ (epi f)∞, grâce à (3.19). Fixons à
présent d ∈ E et posons

δ0 := inf{δ : (d, δ) ∈ (epi f)∞}.

Il faut montrer que (d, δ0) ∈ (epi f)∞. D’après (3.19)

δ0 = sup
t>0

f(x+ td)− f(x)
t

.

On en déduit que f(x + td) 6 f(x) + tδ0, ∀ t > 0, et donc (d, δ0) ∈ (epi f)∞ (par
(3.19)).

[(ii)] Soit f∞ la fonction dont (epi f)∞ est l’épigraphe. On a f∞(d) = δ0, ou
encore (3.18), car le quotient ci-dessus est croissant avec t (de fait de la convexité
de f).

[(iii)] D’après (3.19), si d ∈ dom f∞, (d, f∞(d)) ∈ (epi f)∞ et f(x + td) 6 α +
tf∞(d), qui est fini quel que soit t > 0. Donc d ∈ (dom f)∞.

[(iv)] D’une part, f∞ est convexe fermée et non identiquement égale à +∞, parce
que son épigraphe est le convexe fermé non vide (epi f)∞. D’autre part, f∞ ne prend
pas la valeur −∞ car sa valeur est obtenue comme limite d’une suite croissante (voir
(3.18)). Enfin f est sous-linéaire, car son épigraphe est un cône convexe (proposi-
tion 3.9). ✷

Définition 3.28 On appelle fonction asymptotique (ou fonction de récession) de f ∈
Conv(E) la fonction f∞ ∈ Conv(E) introduite dans la proposition 3.27. ✷

Quelques remarques sur la proposition 3.27.

D’après la proposition 3.15, on sait que, lorsque x ∈ dom f , le quotient de la
formule (3.18) croît avec t ; il converge vers f∞(d) si t → +∞ et vers f ′(x; d) si
t ↓ 0.
Comme f(x) ∈ R, la formule du point (3.18) s’écrit aussi

f∞(d) = lim
t→+∞

f(x+ td)

t
, (3.20)

avec un quotient f(x + td)/t qui, contrairement au quotient différentiel dans
(3.18), n’est pas nécessairement monotone en t.
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L’utilisation de la formule (3.20) est souvent le moyen le plus rapide de calculer
la valeur de la fonction asymptotique en une direction d. Insistons sur le fait que
la limite dans (3.20) ne dépend pas du point x choisi dans le domaine de f .
La formule (3.20) montre que si la fonction t 7→ f(x + td) a une asymptote à
droite, f∞(d) en est sa pente ; sinon f∞(d) = +∞.
Si x ∈ dom f et f(x + td) = +∞ pour un t > 0, alors d /∈ (dom f)∞ et donc
d /∈ dom f∞ par (iii), c’est-à-dire f∞(d) = +∞.
On n’a pas nécessairement égalité au point (iii). En effet, si f : R → R est
l’exponentielle, on a f∞(1) = +∞. Donc 1 /∈ dom f∞, alors que 1 ∈ (dom f)∞ =
(R)∞ = R.

La notion de fonction asymptotique est illustrée à la figure 3.5.

f1
f2

f3

f∞
1

f∞
2

f∞
3

Fig. 3.5. Exemples de fonctions convexes (en haut) et de leur fonction asymptotique (en
bas) ; de gauche à droite : f1(x) = (x2 + 10)1/2, f2(x) = − log x et f3(x) = x+ ex

On note l’ensemble de sous-niveau ν ∈ R d’une fonction f : E→ R de la manière
suivante :

Nν(f) := {x ∈ E : f(x) 6 ν}.
C’est un ensemble convexe, lorsque f est convexe. La notion de fonction asympto-
tique est très utile, du fait du résultat suivant, qui montre que pour les fonctions
de Conv(E) ces ensembles de sous-niveau ont tous le même cône asymptotique (s’ils
sont non vides). En particulier, si l’un d’eux est borné non vide, ils sont tous bornés
(éventuellement vides). Un de ces ensembles de sous-niveau est l’ensemble de ses min-
imiseurs :

argmin f := {x ∈ E : f(x) 6 f(x′), ∀x′ ∈ E} = Ninf f (f).

La fonction asymptotique permet alors de donner des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que l’ensemble des minimiseurs soit non vide et compact. D’autres con-
ditions, ne faisant pas intervenir f∞ et valables pour les fonctions de Conv(E), sont
données à l’exercice 3.39.
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Proposition 3.29 (ensembles de sous-niveau d’une fonction conve-
xe) Soit f ∈ Conv(E). Alors, pour tout ν ∈ R tel que Nν(f) 6= ∅, on a

(Nν(f))
∞ = {d ∈ E : f∞(d) 6 0}. (3.21)

En particulier, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) ∃ ν ∈ R tel que Nν(f) est non vide et compact,
(ii) ∀ ν ∈ R, Nν(f) est compact,
(iii) argmin f est non vide et compact,
(iv) ∀ d ∈ E \ {0}, f∞(d) > 0.

Démonstration. Soient ν ∈ R et x ∈ Nν(f) supposé non vide. Alors

d ∈ (Nν(f))
∞ ⇐⇒ f(x+ td) 6 ν, ∀ t > 0.

Donc si d ∈ (Nν(f))
∞, f∞(d) 6 0 par passage à la limite ci-dessus (après avoir divisé

par t > 0). Inversement, si f∞(d) 6 0, f(x+ td) 6 f(x), pour tout t > 0 (le quotient
dans (3.18) est croissant et borné par 0). Alors x ∈ Nν(f) implique que x+td ∈ Nν(f),
pour tout t > 0 ; donc d ∈ (Nν(f))

∞.
L’équivalence des propriétés (i)-(iv) se déduit facilement de (3.21). ✷

En pratique, pour montrer que f a un ensemble non vide et borné de minimiseurs
(point (iii)), on utilise le point (iv) : quelle que soit la direction non nulle d, f∞(d) > 0.
Comme souvent en analyse convexe, on obtient une propriété globale (la bornitude
de l’ensemble des minimiseurs) à partir de propriétés unidirectionnelles (la stricte
positivité de la fonction asymptotique dans toutes les directions non nulles).

Dans le reste de cette section, nous énonçons quelques règles de calcul de fonctions
asymptotiques. La démonstration de la première règle est proposée à l’exercice 3.5.

Proposition 3.30 (pré-composition par une fonction affine) Soient E et F
deux espaces vectoriels, A : E → F une fonction linéaire, b ∈ F et a : x ∈ E →
Ax + b ∈ F l’application affine associée et f ∈ Conv(E) telle que (dom f) ∩
R(a) 6= ∅. Alors, pour tout d ∈ F,

(f ◦ a)∞(d) = f∞(Ad).

Voici maintenant un résultat permettant de calculer, dans certains cas, la fonction
asymptotique d’une post-composition d’une fonction convexe par une fonction convexe
croissante [27]. La formule (3.22) rappelle celle de la dérivation en chaîne.
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Proposition 3.31 (post-composition par une fonction convexe croissan-
te) Supposons données deux fonctions f ∈ Conv(E) et g ∈ Conv(R) telles que
(dom g) ∩ f(E) 6= ∅. On suppose que g est croissante et vérifie g∞(1) > 0. Alors
(g ◦ f) ∈ Conv(E) et pour tout d ∈ E, on a

(g ◦ f)∞(d) = g∞(f∞(d)). (3.22)

Dans ce résultat, on a adopté les conventions suivantes : g(f(x)) = +∞ si x /∈
dom f et g∞(f∞(d)) = +∞ si d /∈ dom f∞.

Démonstration. D’après [317 ; proposition IV.2.1.8], (g ◦ f) ∈ Conv(E). Montrons
que

δ < f∞(d) =⇒ g∞(δ) 6 (g ◦ f)∞(d). (3.23)

Si δ < f∞(d), alors pour t assez grand et x ∈ dom f tel que f(x) ∈ dom g, on a
δ < (f(x+ td)− f(x))/t ou encore f(x) + tδ < f(x+ td). Comme g est croissante et
f(x) ∈ dom g, on en déduit

g(f(x) + tδ)− g(f(x))
t

6
(g ◦ f)(x+ td)− (g ◦ f)(x)

t
, pour t grand.

Comme f(x) ∈ dom g, la limite dans cette relation conduit à (3.23).
Si d /∈ dom f∞, on peut prendre δ →∞ dans (3.23), et comme limδ→∞ g∞(δ) =∞

(car g∞(1) > 0), on en déduit que (g ◦ f)∞(d) =∞.
Si d ∈ dom f∞, on prend δ ↓ f∞(d) dans (3.23). Comme g∞ est fermée, on obtient

g∞(f∞(d)) 6 lim inf
δ↓f∞(d)

g∞(δ) 6 (g ◦ f)∞(d).

Pour montrer l’inégalité inverse, on prend x ∈ dom f tel que f(x) ∈ dom g. Alors,
quel que soit t > 0, f(x+ td) 6 f(x) + tf∞(d) et comme g est croissante :

(g ◦ f)(x+ td) 6 g(f(x) + tf∞(d)).

On divise par t > 0 et on passe à la limite pour t → ∞. Ceci donne (g ◦ f)∞(d) 6

g∞(f∞(d)). ✷

3.4 Opérations

J’ai seul la clef de cette parade sauvage.

A. Rimbaud, Parade, Illuminations (1873-1875).

3.4.1 Composition

La fonction composée de deux fonctions f et g, dont l’ensemble d’arrivée de f est
l’ensemble de définition de g, est la fonction notée g ◦ f et définie en x par
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(g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Si f et g sont convexes, la fonction composée g ◦ f n’est généralement pas convexe.
Relevons toutefois deux exceptions heureuses que l’on rencontre fréquemment, celle
où f est affine et celle où g est convexe croissante. Nous les examinons l’une après
l’autre.

Proposition 3.32 (pré-composition par une fonction affine) Soient E
et F deux espaces vectoriels, a : E → F une application affine et g : F → R
une fonction telle que R(a) ∩ dom g 6= ∅.
1) Si g ∈ Conv(F), alors g ◦ a ∈ Conv(E).
2) Si g ∈ Conv(F), alors g ◦ a ∈ Conv(E).
3) Si g est convexe polyédrique, alors g ◦ a est convexe polyédrique.

Démonstration. 1) Clairement g ◦ a ∈ Conv(E) lorsque g ∈ Conv(F) et que R(a) ∩
dom g 6= ∅.

2) Introduisons l’application affine

ã : E× R→ F× R : (x, α) 7→ (a(x), α).

Alors, (x, α) ∈ epi(g ◦ a) si, et seulement si, (a(x), α) ∈ epi g, ce qui s’écrit

epi(g ◦ a) = ã−1(epi g).

Si g ∈ Conv(F), epi g est fermé, donc aussi ã−1(epi g) = epi(g ◦ a), ce qui montre que
g ◦ a ∈ Conv(E).

3) Si g est convexe polyédrique, epi g est un polyèdre convexe, donc aussi ã−1(epi g) =
epi(g ◦ a) (exercice 2.20), ce qui montre que g ◦ a est convexe polyédrique. ✷

Le second cas où la convexité est préservée par composition se situe dans le cadre
suivant. Soient E un espace vectoriel, F : E→ (R∪{+∞})m une première fonction et
g : Rm → R une seconde fonction. Avec F pouvant prendre la valeur +∞, la fonction
composée (g ◦ F ) : E→ R est définie en x ∈ E par

(g ◦ F )(x) =
{
g(F (x)) si F (x) ∈ Rm

+∞ sinon.

On munit Rm de l’ordre habituel (c.-à-d., [x 6 y] ⇔ [xi 6 yi pour tout i = 1, . . . ,m])
et on dit que g est croissante si g(x) 6 g(y) chaque fois que x 6 y dans Rm.

Proposition 3.33 (post-composition par une fonction convexe croissan-
te) Dans le cadre défini ci-dessus, si F est convexe composante par composante
et si g est convexe et croissante, alors g ◦ F est convexe.

Démonstration. Soient x, y ∈ dom(g ◦ F ) et t ∈ ]0, 1[. Alors F (x) et F (y) ∈ Rm et
la convexité composante par composante de F conduit à



3.4. Opérations 103

F ((1− t)x+ ty) 6 (1− t)F (x) + tF (y) (inégalité dans Rm).

Ensuite

(g ◦ F )
(
(1− t)x + ty

)
6 g

(
(1− t)F (x) + tF (y)

)
[croissance de g]

6 (1− t)(g ◦ F )(x) + t(g ◦ F )(y) [convexité de g].

C’est l’inégalité recherchée. ✷

3.4.2 Enveloppes supérieure et inférieure

L’enveloppe supérieure d’une famille de fonctions est la fonction dont la valeur en
un point est le supremum (ou borne supérieure) des valeurs prises par ces fonctions
en ce point. Soyons plus précis.

Soient E un premier ensemble utilisé comme espace de définition de fonctions et I
un second ensemble utilisé comme ensemble (quelconque) d’indices. Pour tout i ∈ I,
on suppose donnée une fonction fi : E→ R. On peut alors introduire la fonction

f = sup
i∈I

fi : E→ R,

définie pour x ∈ E par

f(x) = sup
i∈I

(
fi(x)

)
.

Cette fonction est appelée l’enveloppe supérieure des fonctions fi. On définit de
manière similaire, l’enveloppe inférieure des fonctions fi :

inf
i∈I

fi : E→ R : x 7→
(
inf
i∈I

fi

)
(x) := inf

i∈I

(
fi(x)

)
.

De manière plus abstraite, on peut dire que l’enveloppe supérieure de la famille
{fi}i∈I n’est autre que le supremum (ou borne supérieure) de cette famille dans
l’ensemble ordonné réticulé des fonctions définies sur E à valeurs dans R (ou treilli,
c.-à-d., l’ordre [f 6 g] ⇔ [pour tout x ∈ E, f(x) 6 g(x)] est tel que tout couple de
fonctions a une borne supérieure et une borne inférieure). Ceci justifie la notation
supi∈I fi [83 ; 1971, p. IV.21].

Proposition 3.34 (épigraphe d’une enveloppe supérieure) Soit {fi}i∈I

une famille quelconque de fonctions. Alors

epi

(
sup
i∈I

fi

)
=
⋂

i∈I

(epi fi) .

On en déduit que :
1) supi∈I fi est convexe si E est un espace vectoriel et les fi sont convexes,
2) supi∈I fi est fermée si E est un espace topologique et les fi sont fermées.
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Démonstration. En effet (x, α) ∈ epi(supi∈I fi) ⇐⇒ α > fi(x), pour tout i ∈ I
⇐⇒ (x, α) ∈ epi fi, pour tout i ∈ I ⇐⇒ (x, α) ∈ ∩i∈I(epi fi). On utilise ensuite le
fait qu’une intersection de convexes [resp. fermés] est convexe [resp. fermée]. ✷

Il se peut cependant que l’enveloppe supérieure de fonctions convexes soit identique-
ment égale à +∞, même si les fi ∈ Conv(E) (par exemple l’enveloppe supérieure des
fonctions constantes).

Le point 2 de la proposition précédente met en évidence l’importance du concept de
fonction fermée (ou s.c.i.) en optimisation : cette propriété est stable pour l’enveloppe
supérieure, une opération souvent rencontrée dans cette discipline. On notera qu’à
l’inverse la continuité des fonctions n’est pas conservée par l’enveloppe supérieure,
comme le montre l’exemple où les fonctions fi : R→ R, pour i ∈ R+, sont définies en
x ∈ R par

fi(x) = −eix.

L’enveloppe supérieure de ces fonctions continues est nulle sur R∗
− et vaut −1 sur R+ ;

elle n’est donc pas continue. Bien sûr, une fonction continue étant s.c.i., l’enveloppe
supérieure de fonctions continues est s.c.i.. Dans l’exemple ci-dessus, la valeur de
l’enveloppe supérieure en zéro est −1, pas zéro ou tout autre valeur > −1.

Le fait que l’enveloppe supérieure de fonctions convexes soit convexe se montre
aussi aisément en utilisant l’inégalité de convexité (3.2), grâce au fait que l’enveloppe
supérieure d’une somme est inférieure à la somme des enveloppes supérieures. Seule
la convexité des fonctions x 7→ fi(x), à i ∈ I fixé, joue dans l’obtention de ce résultat
(il n’y a d’ailleurs pas de structure sur l’ensemble I). La situation est bien différente
pour l’enveloppe inférieure, qui ne bénéficie pas des deux propriétés numérotées de la
proposition précédente. On peut toutefois avoir la convexité de l’enveloppe inférieure
si l’on a une structure vectorielle sur I et si (x, i) ∈ E× I 7→ fi(x) est convexe. Cela
conduit à la notion de fonction marginale de la section suivante.

3.4.3 Fonction marginale

Soient E et F deux espaces vectoriels et ϕ : E× F→ R une fonction. On associe à
cette dernière la fonction marginale f : E→ R définie par :

f(x) = inf
y∈F

ϕ(x, y). (3.24)

Proposition 3.35 1) f est convexe, si ϕ est convexe.
2) f ∈ Conv(E), si ϕ ∈ Conv(E× F) et si f ne prend pas la valeur −∞.

Démonstration. 1) L’épigraphe stricte epis f est la projection sur E×R de epis ϕ ⊆
(E×F)×R. Comme epis est convexe (convexité de ϕ) et que l’image par une application
linéaire d’un convexe est convexe (section 2.1), on en déduit que epis f est convexe ;
donc f est convexe.
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2) Il reste à montrer que f 6≡ +∞. Mais si ϕ est propre, il existe un (x, y) tel que
ϕ(x, y) <∞, donc f(x) <∞. ✷

La fonction marginale est une enveloppe inférieure de fonctions convexes x 7→
ϕ(x, y), paramétrées par y ∈ F. On pourrait donc, à juste titre, s’étonner de sa
convexité. C’est évidemment la convexité conjointe sur E×F qui permet d’avoir cette
propriété. En comparaison, dans la proposition 3.34, on ne fait aucune hypothèse sur
la structure de l’ensemble I, ni sur la manière dont fi(x) dépend de i.

3.4.4 Inf-convolution

Soient f et g deux fonctions E → R ∪ {+∞}, définies sur un espace vectoriel E.
Leur inf-convolution est la fonction (f ⊎ g) : E→ R définie par1

(f ⊎ g)(x) = inf
y∈E

(
f(y) + g(x−y)

)
= inf{f(y) + g(z) : y + z = x}. (3.25)

Voilà une opération bien singulière ! Observons d’abord qu’il s’agit de la fonction
marginale associée à la fonction définie sur E2 par ϕ(x, y) = f(y) + g(x−y), si bien
qu’elle hérite des propriétés des fonctions marginales. D’autre part, si la définition
de l’inf-convolution donnée ci-dessus peut paraître obscure, son expression en termes
d’épigraphe est particulièrement simple (la démonstration de la proposition ci-dessous
est proposée à l’exercice 3.6).

Proposition 3.36 Soient f et g deux fonctions E→ R ∪ {+∞}. Alors

epis(f ⊎ g) = epis f + epis g. (3.26)

En particulier :
1) dom(f ⊎ g) = dom f + dom g,
2) commutativité : f ⊎ g = g ⊎ f ,
3) associativité : (f ⊎ g) ⊎ h = f ⊎ (g ⊎ h),
4) f ⊎ g est convexe si f et g sont convexes,
5) f ⊎ g ∈ Conv(E) si f et g ∈ Conv(E) et ont une minorante affine commune.

L’identité (3.26) portant sur les épigraphes strictes n’a pas lieu si l’on utilise les
épigraphes, bien que l’on ait toujours

epi(f ⊎ g) ⊇ epi f + epi g.

Le problème vient du fait que la somme de deux fermés n’est pas nécessairement
un fermé, si bien que epi f + epi g n’est pas nécessairement un épigraphe ; il peut ne

1 La notation f ⊎ g nous est propre, mais les autres notations ne sont guère stabilisées : on
trouve f ✷ g chez Rockafellar [517], f +

∨ g chez Hiriart-Urruty et Lemaréchal [317] et f ⊙ g
chez Borwein et Lewis [78]. Avec un peu de bonne volonté, le lecteur verra dans le symbole
⊎ le fait que l’épigraphe (symbole ∪) stricte de f ⊎ g est obtenu en sommant (symbole +)
ceux de f et g (proposition 3.36).
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pas contenir sa « frontière inférieure », comme dans l’exemple suivant : si f = I[0,1[ et
g = Id+I[0,+∞[, alors (x, α) ∈ epi f+epi g si, et seulement si, x > 0, α > 0 et α > x−1,
si bien que epi f + epi g n’est pas l’épigraphe d’une fonction. Cependant, en prenant
α := f(y) + g(z) dans la définition (3.25) de f ⊎ g, on a (x, α) = (y, f(y)) + (z.g(z)),
si bien que

(f ⊎ g)(x) = inf{α : (x, α) ∈ epi f + epi g}. (3.27)

r = 0.1

r = 0.2

r = 0.5

r = 1
r = 2

L’inf-convolution d’une fonction f (éventuellement
non convexe) avec la fonction quadratique q = 1

2‖ · ‖2
a un effet régularisant sur certains points de non-diffé-
rentiabilité de f . La figure ci-joint considère le cas de la
fonction non convexe et non différentiable

f : x ∈ R 7→ |x+ 1| − 3

2
x+ + (x − 1)+ ∈ R,

qui y est représentée par la courbe en trait plein. Les courbes en tirets sont les inf-
convolutions

x 7→
(
f ⊎ r

2
q
)
(x) = inf

y∈R

f(y) +
r

2
‖y − x‖2

pour les valeurs de r = 0.1, r = 0.2, r = 0.5, r = 1 et r = 2. On voit en prenant
y = x dans l’infimum ci-dessus, que (f ⊎ r

2 q)(x) ∈ [inf f, f(x)], lorsque r > 0 ; on
verra aussi au point 3 de la proposition 13.2 que (f ⊎ r

2 q)(x) croît avec r > 0 ; ces
propriétés peuvent s’observer dans la figure. Cet effet régularisant sera examiné dans
le cas d’une fonction convexe f à la section 3.7.2.

3.4.5 Inf-image sous une application linéaire

Soient f : E→ R une fonction et A : E→ F une application linéaire. L’inf-image
de f sous A est la fonction (f ⊻A) : F→ R définie par2

(f ⊻A)(y) = inf{f(x) : x ∈ E, Ax = y}. (3.28)

Il s’agit donc de la valeur minimale de f sur les sous-espaces affines {x ∈ E : Ax = y}
paramétrés par y. On appellera aussi cette fonction la fonction valeur associée au
problème d’optimisation inf{f(x) : Ax = b}, où b est donné dans F. C’est un des
intérêts de cette opération.

En fait, la fonction marginale et l’inf-convolution peuvent être vues comme des
l’inf-images :

la fonction marginale de ϕ : E × F → R n’est autre que ϕ ⊻ A, où A est la
projection de E× F sur E,

2 L’appellation « inf-image de f sous A » et la notation f ⊻ A nous sont propres. Rockafel-
lar [517] et Hiriart-Urruty et Lemaréchal [317] appellent simplement cette fonction l’image
de f sous A, donc sans faire mention de l’opération de minimalité qui intervient dans la
définition, ce qui nous a paru dommage. D’autre part, leur notation «Af » nous semble
être trop proche d’une composition (chez Rockafellar [517], « fA » est la composition f ◦A,
alors que «Af » désigne l’inf-image de f sous A). La singularité de cette opération nous
a semblé mériter une notation particulière suggérant l’opération de minimalité (symbole
∨) sur des sous-espaces affines (symbole ).
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si f1 et f2 : E→ R, alors
f1 ⊎ f2 = f ⊻A, (3.29)

avec f : E× E→ R : et A : E× E→ E définies par

f(x1, x2) = f1(x1) + f2(x2) et A(x1, x2) = x1 + x2. (3.30)

Par ailleurs, l’inf-image apparaît dans la conjuguée de la pré-composition d’une fonc-
tion convexe avec une application linéaire (proposition 3.52).

Des conditions assurant la convexité de f ⊻ A sont données dans la proposition
suivante. La polyédricité de f ⊻ A est étudiée à la proposition 3.38. Des conditions
pour que f ⊻A soit propre et fermée seront données à la proposition 3.50.

Proposition 3.37 Soient f : E → R une fonction convexe et A : E → F une
application linéaire. Alors f ⊻A est convexe.

Démonstration. Soit B : E×R→ F×R l’application linéaire définie par B(x, α) =
(Ax, α). Montrons que

B(epis f) = epis(f ⊻A).

En effet, (y, α) ∈ B(epis f) si, et seulement si, il existe un x ∈ E tel que y = Ax et
f(x) < α, ce qui revient à dire que (f ⊻A)(y) < α ou encore que (y, α) ∈ epis(f ⊻A).
Alors la convexité de epis f entraîne celle de epis(f ⊻ A) et donc la convexité de
f ⊻ A. ✷

Proposition 3.38 (inf-image d’une fonction convexe polyédrique sous
une application linéaire) Soient f : E → R une fonction convexe polyédrique
et A : E → F une application linéaire. Alors f ⊻ A est convexe polyédrique et
l’infimum dans (3.28) est atteint lorsqu’il est fini.

Démonstration. On utilise l’application linéaire B : E × R → F × R de la démon-
stration de la proposition 3.37, définie par B(x, α) = (Ax, α). Montrons que

B(epi f) = epi(f ⊻A).

En effet,

(y, α) ∈ B(epi f)

⇐⇒ il existe un x ∈ E tel que y = Ax et f(x) 6 α,
⇐⇒ (f ⊻A)(y) 6 α,

⇒ clair,

⇐ le problème inf{f(x) : Ax = y} définissant (f ⊻ A)(y) s’écrit aussi
inf{t : Ax = y, f(x) 6 t} ; ce dernier consiste à minimiser une fonc-
tion linéaire sur un polyèdre convexe non vide (polyédricité de f et
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(f ⊻ A)(y) < +∞) ; soit il est non borné, soit il a une solution (propo-
sition 2.20) ; dans chaque cas l’implication est claire ; le même raison-
nement montre que l’infimum dans la définition de l’inf-image est atteint
lorsqu’il est fini,

⇐⇒ (y, α) ∈ epi(f ⊻A).

La polyédricité de f ⊻A résulte maintenant du fait que epi f est convexe polyédrique,
donc aussi B(epi f) = epi(f ⊻A) (proposition 2.18). ✷

3.4.6 Adhérence

On peut construire d’autres fonctions à partir de l’épigraphe d’une fonction f :
E → R non nécessairement convexe, par exemple en prenant son adhérence. Comme
le montre la proposition suivante, par cette opération on obtient l’épigraphe d’une
fonction notée

f̄ : E→ R.

Cette fonction est appelée l’adhérence de f .

Proposition 3.39 (définition de l’adhérence) Soit f : E→ R une fonction
(non nécessairement convexe). Alors adh(epi f) est l’épigraphe d’une fonction
f̄ : E→ R :

epi f̄ = epi f.

Démonstration. Il faut d’abord montrer que si (x, α) ∈ adh(epi f) et β > α, alors
(x, β) ∈ adh(epi f). Si (x, α) ∈ adh(epi f), il existe une suite de couples (xk, αk) ∈
epi f convergeant vers (x, α). Alors, pour k assez grand, αk 6 β et donc (xk, β) ∈ epi f .
En passant à la limite, on trouve que (x, β) ∈ adh(epi f).

Il faut ensuite montrer que si (x, αk) ∈ adh(epi f) et αk ↓ α, on a (x, α) ∈
adh(epi f). Ceci se déduit directement du fait que adh(epi f) est fermé. ✷

Proposition 3.40 (propriétés de l’adhérence) Soit f : E→ R une fonction
(non nécessairement convexe) et f̄ son adhérence. Alors

(i) f̄ est fermée et f̄ 6 f ,
(ii) pour tout x ∈ dom f̄ ,

f̄(x) = lim inf
y→x

f(y) := lim
ε↓0

inf
y∈B(x,ε)

f(y), (3.31)

(iii) en x ∈ dom f , f(x) = f̄(x) si, et seulement si, f est s.c.i. en x.

Démonstration. [(i)] L’épigraphe de f̄ étant fermé, f̄ est fermée. Par ailleurs f̄ 6 f
car epi f̄ ⊇ epi f .
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[(ii)] Comme f̄ est fermée et f̄ 6 f , f̄(x) = lim infy→x f̄(y) 6 lim infy→x f(y).
Inversement, il existe une suite de couples (xk, αk) ∈ epi f convergeant vers (x, f̄(x)).
Comme f(xk) 6 αk, f̄(x) = limk αk > lim infk f(xk) > lim infy→x f(y).

[(iii)] Si f(x) = f̄(x), on voit par (3.31) que f est s.c.i. en x. Inversement, si f
est s.c.i. en x, f(x) 6 lim infy→x f(y) = f̄(x) [par (3.31)] 6 f(x) [car f̄ 6 f ], donc
f(x) = f̄(x). ✷

Proposition 3.41 (enveloppe supérieure de minorantes affines) Soit f ∈
Conv(E). Alors f̄ est l’enveloppe supérieure des minorantes affines de f .

Démonstration. Soit {ai}i∈I la famille des minorantes affines de f . On cherche à
montrer que f̄ = supi∈I ai ou en termes d’épigraphe :

epi f̄ =
⋂

i∈I

epiai.

L’épigraphe de f étant un convexe, le corollaire 2.41 nous apprend que epi f̄ =
adh(epi f) est l’intersection de tous les demi-espaces fermés de E × R contenant
epi f . Comme l’épigraphe d’un ai est un demi-espace fermé contenant epi f , on a
déjà l’inclusion epi f̄ ⊆ ∩i∈I epi ai. Pour montrer l’inclusion inverse, il s’agit d’écrire
les demi-espaces fermés contenant epi f au moyen des épigraphes des ai.

Un demi-espace fermé de E× R est défini par un triplet (ξ, τ, t) ∈ E × R× R ; on
le note H−(ξ, τ, t) := {(x, α) : 〈ξ, x〉+ τα 6 t}. S’il contient epi f il faut que l’on ait

∀ (x, α) ∈ epi f : 〈ξ, x〉+ τα 6 t.

On a nécessairement τ 6 0 (on peut prendre α aussi grand que l’on veut dans
l’inégalité ci-dessus). Si τ < 0, H−(ξ, τ, t) est l’épigraphe de la minorante affine de f
suivante x 7→ 〈−ξ/τ, x〉+ t/τ (prendre α = f(x) ci-dessus).

Que faire des demi-espaces fermés de la forme H−(ξ, 0, t) ? Par hypothèse, f ∈
Conv(E) ; elle a donc une minorante affine (proposition 3.7), dont l’épigraphe est un
certain H−(ξ0, τ0, t0), avec τ0 < 0. Si l’on établit que

H−(ξ, 0, t) ∩H−(ξ0, τ0, t0) =
⋂

ρ>0

H−(ξ0 + ρξ, τ0, t0 + ρt),

on aura terminé la démonstration, puisque l’on aura exprimé l’intersection des
demi-espaces fermés contenant epi f comme l’intersection des epi ai. Cette identité
résulte en fait de l’équivalence triviale

〈ξ, x〉 6 t et 〈ξ0, x〉+ τ0α 6 t0

⇐⇒ ∀ ρ > 0 : 〈ξ0 + ρξ, x〉 + τ0α 6 t0 + ρt.
✷
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3.5 Conjugaison

Soit f : E→ R une fonction, non nécessairement convexe. Nous allons dans cette
section lui associer une autre fonction f∗ : E → R, appelée conjuguée de Fenchel
de f . Elle est construite explicitement à partir de f . Cette construction peut paraître
abstraite et arbitraire au premier abord, mais elle est utile à plus d’un titre :

nous verrons à la section 3.5.2 qu’en réitérant le processus de conjugaison, on
dispose d’un moyen analytique de convexifier f ,
la conjuguée de Fenchel peut aussi être utilisée comme outil intermédiaire dans
le calcul de sous-gradient, un concept généralisant la notion de gradient pour les
fonctions convexes non différentiables, que nous verrons à la section 3.6,
enfin la conjuguée de Fenchel permet aussi d’introduire un problème d’optimisa-
tion dual d’un autre problème d’optimisation (section 14.2).

On supposera dans cette section que E est un espace euclidien, dont le produit scalaire
est noté 〈·, ·〉.

3.5.1 Conjuguée

Comme nous le signalions ci-dessus, la notion de fonction conjuguée intervient dans
la définition du sous-différentiel d’une fonction convexe f et c’est par cette notion de
sous-différentiel que nous allons motiver l’introduction de la fonction conjuguée.

On verra que le sous-différentiel ∂f(x) de f en x est l’ensemble des pentes x∗ des
minorantes affines de f exactes en x. Il définit une multifonction

∂f : x ∈ E 7→ ∂f(x) ⊆ E.

Il n’est pas toujours aisé d’expliciter cette application car, pour x ∈ E, il n’est pas
nécessairement simple de déterminer toutes les minorantes affines de f exactes en x.
Que l’on songe par exemple à la fonction valeur-propre-maximale λmax qui à une
matrice A ∈ Sn fait correspondre sa valeur propre maximale λmax(A). Cette fonction
est convexe (exercice 3.34), mais quelles sont les minorantes affines de λmax qui sont
exactes en une matrice A ∈ Sn donnée ? Il est parfois plus facile de déterminer la
multifonction réciproque de ∂f , à savoir

∂f−1 : x∗ ∈ E 7→ {x ∈ E : x∗ ∈ ∂f(x)}.

De ce point de vue, pour une pente x∗ ∈ E donnée, on cherche les points x ∈ E
tels que f a une minorante affine de pente x∗ qui est exacte en x. Pour déterminer
ces points x, on s’y prend de la manière suivante ; c’est dans ce calcul qu’apparaît la
fonction conjuguée.

Une fonction affine de pente x∗ est une application de la forme

ax∗,α : E→ R : x 7→ ax∗,α(x) = 〈x∗, x〉 − α,

où α ∈ R est l’opposé de sa valeur en zéro. Pour que cette fonction affine minore f et
soit exacte en certains points, on cherche à prendre α le plus petit possible (donc −α
le plus grand possible) tout en conservant l’inégalité de minoration ax∗,α 6 f . Les
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R

E0 x

f

−f∗(x∗) pente x∗

minorante affine maximale
de pente x∗, exacte en x

Fig. 3.6. Interprétation de f∗(x∗)

points où f et cette minorante affine maximale ax∗,α prennent les mêmes valeurs
sont les points x ∈ ∂f−1(x∗) recherchés. La démarche est illustrée à la figure 3.6. De
manière plus explicite, on cherche le plus petit α ∈ R tel que

ax∗,α 6 f ou
(
∀x ∈ E : 〈x∗, x〉 − α 6 f(x)

)
(3.32)

ou
(
∀x ∈ E : 〈x∗, x〉 − f(x) 6 α

)
.

On voit clairement que la plus petite valeur de α est donnée par

f∗(x∗) := sup
x∈E

(
〈x∗, x〉 − f(x)

)
. (3.33)

C’est la valeur de la conjuguée de f en x∗.

Définition 3.42 Soit f : E → R une fonction (non nécessairement convexe). Sa
fonction conjuguée f∗ : E→ R est la fonction prenant en x∗ ∈ E la valeur donnée par
(3.33). L’application f 7→ f∗ est appelée transformation de Legendre-Fenchel. ✷

Revenons au problème que nous nous posions au début de ce paragraphe : si x est
solution du problème en (3.33), alors

∀ y ∈ E : 〈x∗, x〉 − f(x) > 〈x∗, y〉 − f(y) (3.34)

ou encore (on vérifiera l’équivalence même lorsque f peut prendre des valeurs infinies)

∀ y ∈ E : f(y) > f(x) + 〈x∗, y − x〉, (3.35)

ce qui montre que y 7→ f(x) + 〈x∗, y − x〉 est une minorante affine de f , exacte
en x. Dès lors, les sous-différentiels de f aux points-solutions du problème en (3.33)
contiennent x∗.

L’expression (3.33) de la conjuguée et (3.32) montrent que l’on a une relation très
simple entre les minorantes affines de f et les éléments de l’épigraphe de f∗ :

ax∗,α est une minorante affine de f ⇐⇒ (x∗, α) ∈ epi f∗. (3.36)
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Comme une fonction est entièrement spécifiée par son épigraphe, on peut dire que la
conjuguée f∗ de f est la fonction qui décrit toutes les minorantes affines de f .

La convexité de f∗ mise en évidence par la proposition ci-dessous est remarquable ;
on se rappelle en effet que f n’est, elle, pas nécessairement convexe. On note f 6≡ −∞
(resp. f 6≡ +∞) pour signifier que f n’est pas identiquement égale à −∞ (resp. +∞)
et on note f > −∞ (resp. f < +∞) pour exprimer le fait que f ne prend pas la
valeur −∞ (resp. +∞).

Proposition 3.43 (conjuguée convexe fermée) La fonction conjuguée f∗

d’une fonction f : E→ R est convexe et fermée. Par ailleurs, on a les équivalences
suivantes

f 6≡ +∞ ⇐⇒ f∗ > −∞ ⇐⇒ f∗ 6≡ −∞, (3.37)

f a une minorante affine ⇐⇒ f∗ 6≡ +∞, (3.38)

f propre avec minorante affine ⇐⇒ f∗ propre ⇐⇒ f∗ ∈ Conv(E).
(3.39)

Démonstration. Certains arguments seront donnés plusieurs fois, de manière à
garder une démonstrstion structurée.

[f∗ est convexe fermée] Il y a trois cas possibles.

Si f prend la valeur −∞, alors f∗ ≡ +∞ (par la définition de f∗), une fonction
convexe et fermée (l’épigraphe de f∗ est vide, donc convexe et fermé).
Si f ≡ +∞, alors f∗ ≡ −∞ (par la définition de f∗), une fonction convexe et
fermée (l’épigraphe de f∗ est égal à E× R, donc convexe et fermé).
Si f est propre, f∗ s’écrit comme le supremum de la famille indicée par x ∈ dom f
(non vide) des fonctions affines (donc convexes et fermées) x∗ 7→ 〈x∗, x〉 − f(x).
On en déduit que f∗ est elle-même convexe et fermée (proposition 3.34).

[(3.37)] Si f 6≡ +∞, il existe un x0 ∈ E tel que f(x0) < +∞ ; dans ce cas, quel
que soit x∗ ∈ E, f∗(x∗) > 〈x∗, x0〉−f(x0) > −∞, si bien que f∗ > −∞. Évidemment,
f∗ > −∞ implique que f∗ 6≡ −∞. Enfin, si f ≡ +∞, alors f∗ ≡ −∞.

[(3.38)] Soit x 7→ 〈x∗0, x〉 + α0 une minorante affine de f , avec x∗0 ∈ E et α0 ∈ R ;
alors, pour tout x ∈ E, f(x) > 〈x∗0, x〉 + α0 ; on en déduit que −α0 > sup{〈x∗0, x〉 −
f(x) : x ∈ E} = f∗(x∗0) et donc que f∗ 6≡ +∞. La réciproque est obtenue par le
raisonnement inverse : si f∗ 6≡ +∞, il existe x∗0 ∈ E et α0 ∈ R tels que f∗(x∗0) 6 −α0 ;
alors, pour tout x ∈ E, 〈x∗0, x〉 − f(x) 6 −α0, si bien que x 7→ 〈x∗0, x〉 + α0 est une
minorante affine de f .

[(3.39)] Par (3.37) et (3.38), f est propre et a une minorante affine si, et seulement
si, f∗ est propre. Enfin, il revient au même de dire que f∗ est propre et que f∗ ∈
Conv(E), parce que f∗ est toujours convexe et fermée. ✷

3.5.2 Biconjuguée

On peut bien sûr appliquer la transformation de Legendre-Fenchel à la fonction
conjuguée f∗ : E→ R ; on obtient ainsi la biconjuguée de f , notée f∗∗.
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Définition 3.44 Soit f : E → R une fonction (non nécessairement convexe) et f∗ :
E→ R sa conjuguée. La fonction biconjuguée de f est la fonction f∗∗ : E→ R définie
en x ∈ E par

f∗∗(x) = sup
x∗∈E

(
〈x∗, x〉 − f∗(x∗)

)
.

✷

Proposition 3.45 (biconjuguée convexe fermée) La fonction biconjuguée
f∗∗ d’une fonction f : E→ R est convexe et fermée. De plus

f est propre et a une minorante affine ⇐⇒ f∗∗ ∈ Conv(E). (3.40)

Démonstration. La biconjuguée est convexe et fermée en tant que conjuguée (propo-
sition 3.43).

Si f est propre et a une minorante affine, alors f∗ est propre par (3.39). Mais f∗

a aussi une minorante affine puisque, avec x0 ∈ dom f 6= ∅, on a

∀x∗ ∈ E : f∗(x∗) > 〈x∗, x0〉 − f(x0).

Dès lors, f∗∗ ∈ Conv(E) par (3.39) appliqué à f∗ au lieu de f .
Réciproquement, si f∗∗ ∈ Conv(E), alors f∗ est propre par (3.39) appliqué à f∗.

On en déduit que f est propre et a une minorante affine, à nouveau par (3.39). ✷

Si l’argument x∗ de f∗ est une forme linéaire (identifiée à un élément de E au
moyen du produit scalaire 〈·, ·〉), l’argument x de f∗∗ est dans l’espace de départ E.
On peut alors se demander s’il y a un lien entre f et f∗∗. La proposition suivante
examine cette question.

Proposition 3.46 (enveloppe convexe fermée) Soit f : E→ R une fonction
propre ayant une minorante affine. Alors
1) f∗∗ est l’enveloppe supérieure des minorantes affines de f ,
2) f ∈ Conv(E) =⇒ f∗∗ = f̄ (l’adhérence de f),
3) f ∈ Conv(E) ⇐⇒ f∗∗ = f ,
4) la transformation de Legendre-Fenchel f 7→ f∗ est une bijection sur l’ensem-

ble Conv(E).

Démonstration. 1) Soit x ∈ E. La valeur en x de l’enveloppe supérieure des mino-
rantes affines de f s’écrit
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sup
x∗∈E, α∈R

〈x∗,y〉−α6f(y), ∀ y∈E

(
〈x∗, x〉 − α

)
= sup

x∗∈E

sup
α∈R

〈x∗,y〉−α6f(y), ∀ y∈E

(
〈x∗, x〉 − α

)

= sup
x∗∈E

sup
α=f∗(x∗)

(
〈x∗, x〉 − α

)

= sup
x∗∈E

(
〈x∗, x〉 − f∗(x∗)

)

= f∗∗(x).

2) Si f ∈ Conv(E), f̄ est l’enveloppe supérieure des minorante affines de f (propo-
sition 3.41), c’est-à-dire f∗∗ d’après le point 1.

3) Si f ∈ Conv(E), epi f = adh(epi f) [car epi f est fermé] = epi f̄ [par définition
de f̄ ] = epi f∗∗ [par le point 2, donc f = f∗∗. Inversement, l’égalité f∗∗ = f implique
que f est convexe et fermée (car f∗∗ ∈ Conv(E)).

4) D’après la proposition 3.43, la transformation de conjugaison C : f 7→ f∗ est bien
définie sur Conv(E) et est de toute façon à valeurs dans Conv(E). Elle est injective,
car si f1 et f2 ∈ Conv(E) sont telles que f∗

1 = f∗
2 , on a f∗∗

1 = f∗∗
2 et donc f1 = f2

d’après le point 3. Elle est surjective, car si g ∈ Conv(E), on a C(g∗) = g∗∗ = g d’après
le point 3 ; donc g est l’image de g∗ par C. ✷

Ce résultat permet de comparer les valeurs de f∗∗ et de f .

Corollaire 3.47 (comparaison de f∗∗ et f) Quelle que soit f : E→ R, on a

f∗∗ 6 f.

Si f ∈ Conv(E) et x ∈ dom f , alors

f∗∗(x) = f(x) ⇐⇒ f est s.c.i. en x.

Démonstration. Si f ≡ +∞, on a certainement f∗∗ 6 f . Si f n’a pas de minorante
affine, f∗ ≡ +∞ par (3.38), puis f∗∗ ≡ −∞ 6 f . Dans les autres cas, f∗∗ est
l’enveloppe supérieure des minorantes affines de f (point 1 de la proposition 3.46), si
bien que f∗∗ 6 f (quel que soit x ∈ E, f∗∗(x) est le supremum de valeurs plus petites
que f(x)).

D’après la proposition 3.40, lorsque x ∈ dom f , on a f(x) = f̄(x) si, et seulement
si, f est s.c.i. en x. Le résultat est alors une conséquence du fait que f̄ = f∗∗ lorsque
f ∈ Conv(E) (point 2 de la proposition 3.46). ✷

D’après la proposition 3.46, il est naturel d’appeler aussi la biconjuguée f∗∗,
l’enveloppe convexe fermée de f . La figure 3.7 donne la biconjuguée de la fonction
représentée à la figure 3.6.

La proposition suivante montre qu’il ne sert à rien de réitérer le processus de
conjugaison au-delà du second ordre : la tri-conjuguée se confond avec la conjuguée.
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R

E0

f

f∗∗

Fig. 3.7. Fonction biconjuguée f∗∗ (en trait plein) de la fonction f de la figure 3.6 (en tirets)

Proposition 3.48 (triconjuguée) Soit f : E→ R∪{+∞} une fonction propre
ayant une minorante affine. Alors (f∗∗)∗ = f∗.

Démonstration. D’après le corollaire 3.47, f∗∗ 6 f et donc (f∗∗)∗ > f∗ (exer-
cice 3.16-(3)). Inversement, pour x∗ fixé, f∗∗(x) > 〈x∗, x〉 − f∗(x∗) pour tout x ∈ E,
et donc

(f∗∗)∗(x∗) = sup
x∈E

(
〈x∗, x〉 − f∗∗(x)

)
6 f∗(x∗).

✷

3.5.3 Règles de calcul

Inf-image sous une application linéaire

Rappelons la définition de l’inf-image f ⊻A d’une fonction f sous une application
linéaire A, introduite à la section 3.2. On se donne deux espaces euclidiens E et F (on
aura besoin ici d’un produit scalaire sur E et F, alors que cette structure n’est pas
nécessaire dans la définition de f ⊻ A), une fonction f : E → R et une application
linéaire A : E→ F. Alors f ⊻A : F→ R est définie en y ∈ F par

(f ⊻A)(y) = inf
x∈E

Ax=y

f(x). (3.41)

Nous donnons à la proposition 3.49 l’expression de la conjuguée de f ⊻ A. La propo-
sition 3.50 énonce des conditions assurant que f ⊻A est dans Conv(F) ou Conv(F).

Proposition 3.49 (conjuguée de f ⊻A) Dans les conditions définies ci-des-
sus, on a

(f ⊻A)∗ = f∗ ◦A∗. (3.42)
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De plus, si f est propre et a une minorante affine et si l’application linéaire A
vérifie

R(A∗) ∩ dom f∗ 6= ∅,

alors f ⊻A est propre et a une minorante affine.

Démonstration. Pour y∗ ∈ F, on trouve

(f ⊻A)∗(y∗) = sup
y∈F


〈y∗, y〉 − inf

x∈E

Ax=y

f(x)




= sup
(x,y)∈E×F

Ax=y

(
〈y∗, y〉 − f(x)

)

= sup
x∈E

(
〈y∗, Ax〉 − f(x)

)

= sup
x∈E

(
〈A∗y∗, x〉 − f(x)

)

= f∗(A∗y∗).

Supposons à présent que f est propre et a une minorante affine et que R(A∗) ∩
dom f∗ 6= ∅. Alors, clairement, f ⊻A 6≡ +∞ (elle prend une valeur finie sur A(dom f),
qui n’est pas vide). D’autre part, par hypothèse, il existe un x∗0 := A∗y∗0 ∈ dom f∗.
Alors l’inégalité +∞ > f∗(x∗0) > 〈x∗0, x〉 − f(x) valable pour tout x ∈ E conduit à

+∞ > f(x) > 〈y∗0 , Ax〉 − (f∗ ◦A∗)(y∗0), pour tout x ∈ dom f.

Évidemment (f ⊻ A)(y) = +∞ si y /∈ A(dom f). Soit à présent y ∈ A(dom f). En
prenant l’infimum ci-dessus pour les x ∈ dom f vérifiant Ax = y, on trouve

(f ⊻A)(y) > 〈y∗0 , y〉 − (f∗ ◦A∗)(y∗0), pour tout y ∈ F.

Dès lors f ⊻A a une minorante affine.

Proposition 3.50 (régularité de f⊻A) Soient E et F deux espaces euclidiens,
f : E→ R une fonction et A : E→ F une application linéaire.
1) Si f ∈ Conv(E) et si A vérifie R(A∗)∩ dom f∗ 6= ∅, alors f ⊻A ∈ Conv(F).
2) Si f ∈ Conv(E) et si A vérifie R(A∗)∩(dom f∗)−◦ 6= ∅, alors f⊻A ∈ Conv(F).

De plus, l’infimum dans (3.41) est atteint lorsqu’il est fini.

Démonstration. 1) Comme f ∈ Conv(E), f ⊻ A est convexe (proposition 3.37).
D’autre part, comme f : E→ R∪{+∞} est propre avec une minorante affine (propo-
sition 3.7) et que R(A∗)∩dom f∗ 6= ∅, f ⊻A est également propre avec une minorante
affine (proposition 3.49). Donc f ⊻A ∈ Conv(F).

2) Pour montrer que f ⊻A est fermée, on suppose que l’on a des suites {yk} ⊆ F
et {αk} ⊆ R telles que
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(f ⊻A)(yk) 6 αk, yk → y et αk → α.

Il suffit de montrer que (f ⊻A)(y) 6 α. D’après la définition de f ⊻A, on peut trouver
une suite {εk} ↓ 0 et une suite {xk} ⊆ E telles que

f(xk) 6 αk + εk, Axk = yk, yk → y et αk → α.

Il s’agit de passer à la limite dans ces relations.
La suite {xk} n’étant pas nécessairement bornée, on cherche à construire une

autre suite {x̄k} ⊆ E, bornée elle, qui laisse inchangés f et A. Si l’on se donne
x∗1 ∈ R(A∗) ∩ dom f∗, qui est non vide par hypothèse, il revient au même d’imposer

f(x̄k)− 〈x∗1, x̄k〉 = f(xk)− 〈x∗1, xk〉 et Ax̄k = Axk,

puisqu’alors f(x̄k) = f(xk) (en effet x∗1 ∈ R(A∗) et Ax̄k = Axk impliquent que
〈x∗1, x̄k〉 = 〈x∗1, xk〉). Remarquons que f(·) − 〈x∗1, ·〉 = f∗∗(·) − 〈x∗1, ·〉 n’est autre
que la conjuguée ϕ∗ de la fonction ϕ ∈ Conv(E) définie par ϕ(x∗) := f∗(x∗ + x∗1).
Comme 0 ∈ domϕ, E0 := aff domϕ est un sous-espace vectoriel. Soit x̄k la projection
orthogonale de xk sur E0 − R(A∗). D’une part, xk − x̄k ∈ R(A∗)⊥ = N (A), si bien
que A(xk) = A(x̄k). D’autre part, xk − x̄k ∈ E⊥

0 , si bien que

ϕ∗(xk) = sup
x∗∈E0

〈x∗, xk〉 − ϕ(x∗) = sup
x∗∈E0

〈x∗, x̄k〉 − ϕ(x∗) = ϕ∗(x̄k).

On a donc

f(x̄k) 6 αk + εk, Ax̄k = yk, yk → y et αk → α.

Si {x̄k} est bornée, on peut en extraire une sous-suite convergente, disons vers x̄. Par
la semi-continuité inférieure de f , on a f(x̄) 6 lim inf f(x̄k). En passant à la limite
ci-dessus, on a

f(x̄) 6 α et Ax̄ = y.

Donc (f ⊻A)(y) 6 α et (f ⊻A) est fermée.
Remarquons que si l’on prend ci-dessus yk = y et αk = (f ⊻A)(y), pour tout k, la

suite {xk} devient une suite minimisante du problème de minimisation dans (3.41).
Le raisonnement ci-dessus montre alors que ce problème a une solution.

Il reste donc à montrer que {x̄k} est bornée. Observons que x̄k ∈ E1 := E0 −
R(A∗) = vect(domϕ−R(A∗)). Dès lors, pour montrer que {x̄k} est bornée, il suffit
de monter que, quel que soit z ∈ E1, {〈z, x̄k〉} est bornée (par l’absurde : on prend
pour z, un point d’adhérence de {x̄k/‖x̄k‖}). Soit donc z ∈ E1. Par hypothèse, 0 ∈
(dom f∗)−◦ − R(A∗) = (dom f∗ − R(A∗))−◦ = (domϕ − R(A∗))−◦, puisque dom f∗ =
domϕ − x∗1 et que x∗1 ∈ R(A∗). Donc tz ∈ domϕ − R(A∗) pour t > 0 assez petit :
il existe x∗ ∈ domϕ et y∗ ∈ F tels que tz = x∗ − A∗y∗. En introduisant v∗ tel que
x∗1 = A∗v∗, on trouve

t〈z, x̄k〉 = 〈x∗, x̄k〉 − 〈A∗y∗, x̄k〉
6 ϕ(x∗) + ϕ∗(x̄k)− 〈y∗, Ax̄k〉
= ϕ(x∗) + ϕ∗(xk)− 〈y∗, Axk〉
= ϕ(x∗) + f(xk)− 〈y∗ + v∗, Axk〉
6 ϕ(x∗) + αk + εk − 〈y∗ + v∗, yk〉,

dont le membre de droite est borné (il converge vers ϕ(x∗)+α−〈y∗+v∗, y〉 ∈ R). ✷
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Pré-composition avec une application linéaire

D’après la proposition 3.32, si A : E → F est une application linéaire et si g ∈
Conv(F) vérifie R(A)∩dom g 6= ∅, alors g◦A ∈ Conv(E), si bien que (g◦A)∗∗ = g◦A.
On s’intéresse ci-dessous au calcul de la biconjuguée (g ◦ A)∗∗ lorsque la fonction
g ∈ Conv(F) n’est pas nécessairement fermée, mais vérifie une condition plus forte
que la condition minimale R(A) ∩ dom g 6= ∅ assurant la propreté de g ◦A.

Proposition 3.51 (biconjuguée de g ◦ A) Soient E et F deux espaces vecto-
riels, A : E → F une application linéaire et g ∈ Conv(F) une fonction vérifiant
R(A) ∩ (dom g)−◦ 6= ∅. Alors g ◦A ∈ Conv(E) et

(g ◦A)∗∗ = g∗∗ ◦A.

Démonstration. On a déjà vu que g ◦A ∈ Conv(E). Comme dans la démonstration
de la proposition 3.32, on introduit l’application linéaire

B : E× R→ F× R : (x, α) 7→ (Ax, α)

qui permet d’écrire epi(h ◦ A) = B−1(epih), quelle que soit la fonction h : F → R.
D’après (3.3) et grâce à la condition de propreté renforcée R(A) ∩ (dom g)−◦ 6= ∅ :

B−1((epi g)−◦) = B−1
(
{(y, α) : y ∈ (dom g)−◦, g(y) < α}

)

= {(x, α) : Ax ∈ (dom g)−◦, g(Ax) < α}
6= ∅.

Ensuite

epi((g ◦A)∗∗) = epi(g ◦A), [proposition 3.46, point 2]

= B−1(epi g)

= B−1(epi g), [proposition 2.17 et B−1((epi g)−◦) 6= ∅]

= B−1(epi g∗∗)

= epi(g∗∗ ◦A).

On a donc bien établi que (g ◦A)∗∗ = g∗∗ ◦A. ✷

Proposition 3.52 (conjuguée de g◦A) Soient E et F deux espaces euclidiens,
A : E→ F une application linéaire et g ∈ Conv(F).
1) Si g ∈ Conv(F) et si R(A) ∩ dom g 6= ∅, alors g ◦A ∈ Conv(E) et

(g ◦A)∗ = (g∗ ⊻A∗)∗∗. (3.43)
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2) Si g est convexe polyédrique et si R(A) ∩ dom g 6= ∅, alors

(g ◦A)∗ = g∗ ⊻A∗. (3.44)

De plus, l’infimum dans la définition de (g∗ ⊻A∗)(x∗) est atteint s’il est fini.
3) Si g ∈ Conv(F) et si R(A) ∩ (dom g)−◦ 6= ∅, alors g ◦A ∈ Conv(E) et (3.44)

a lieu. De plus, l’infimum dans la définition de (g∗ ⊻ A∗)(x∗) est atteint s’il
est fini.

Démonstration. 1) D’après la proposition 3.32, g ◦ A ∈ Conv(E). On applique
alors la proposition 3.49 avec f := g∗ et A := A∗ (ses hypothèses sont vérifiées, car
g∗∗ = g) : (3.42) donne (g∗ ⊻A∗)∗ = g ◦A, qui par conjugaison conduit à (3.43).

2) Si g est convexe polyédrique et si R(A) ∩ dom g 6= ∅, alors, d’après le point 1,
on a (3.43). Mais g∗ est convexe polyédrique (exercice 3.15) et donc aussi g∗ ⊻ A∗

(proposition 3.38), qui est donc fermée. Alors (3.43) donne (3.44). La proposition 3.38
nous apprend aussi que l’infimum dans la définition de (g∗ ⊻ A∗)(x∗) est atteint s’il
est fini.

3) D’après la proposition 3.32, g ◦A ∈ Conv(E). On peut appliquer le point 1 avec
g := g∗∗ ∈ Conv(F), car R(A) ∩ dom g∗∗ ⊇ R(A) ∩ (dom g∗∗)−◦ = R(A) ∩ (dom g)−◦

[selon l’exercice 3.18 (2)] 6= ∅ [par hypothèse]. Ceci donne

(g∗∗ ◦A)∗ = (g∗ ⊻ A∗)∗∗.

D’après la proposition 3.51 et grâce à l’hypothèse R(A) ∩ (dom g)−◦ 6= ∅, g∗∗ ◦ A =
(g◦A)∗∗, si bien que (g∗∗◦A)∗ = (g◦A)∗. D’autre part, d’après la proposition 3.50 (2)
avec f := g∗ et A := A∗ et grâce au fait vu ci-dessus que R(A) ∩ dom g∗∗ 6= ∅, on
voit que g∗ ⊻A∗ est fermée (donc (g∗ ⊻A∗)∗∗ = g∗ ⊻A∗) et que l’infimum définissant
g∗ ⊻A∗ est atteint lorsqu’il est fini. ✷

Inf-convolution

Une inf-convolution peut se voir comme une inf-image sous une application linéaire,
voir (3.29)–(3.30). En appliquant la proposition 3.49 à cette inf-image, on obtient le
résultat suivant.

Proposition 3.53 (conjuguée de l’inf-convolution) Soient f1, . . . , fp : E→
R ∪ {+∞} des fonctions propres telles que

⋂

16i6p

dom f∗
i 6= ∅.

Alors f1 ⊎ · · · ⊎ fp est propre avec une minorante affine et

(f1 ⊎ · · · ⊎ fp)∗ = f∗
1 + · · ·+ f∗

p .
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Démonstration. On applique donc la proposition 3.49. On sait que f1 ⊎ · · · ⊎ fp =
f ⊻ A, avec f : Ep → R ∪ {+∞} et A : Ep → E définies par

f(x1, . . . , xp) = f1(x1) + · · ·+ fp(xp) et A(x1, . . . , xp) = x1 + · · ·+ xp.

Exiger la propreté de f revient à demander celle des fi. D’autre part, f a une mino-
rante affine si, et seulement si, les fi ont une minorante affine. On peut alors calculer
f∗ et A∗ (la somme des f∗

i (x
∗
i ) ci-dessous peut valoir +∞, mais on est sûr de ne pas

additionner +∞ et −∞) :

f∗(x∗1, . . . , x
∗
p) = f∗

1 (x
∗
1) + · · ·+ f∗

p (x
∗
p) et A∗(x∗) = (x∗, . . . , x∗).

Enfin la condition R(A∗) ∩ dom f∗ 6= ∅ s’écrit ∩i dom f∗
i 6= ∅. En conclusion, f1 ⊎

· · ·⊎fp est propre avec une minorante affine et (f1⊎· · · ⊎fp)∗ = (f ⊻A)∗ = f∗ ◦A∗ =
f∗
1 + · · ·+ f∗

p . ✷

Somme

Proposition 3.54 (conjuguée d’une somme) Soient f1, . . . , fp : E → R ∪
{+∞} des fonctions.
1) Si les fi ∈ Conv(E) et ∩i dom fi 6= ∅, alors f1 + · · · + fp ∈ Conv(E),

f∗
1 ⊎ · · · ⊎ f∗

p ∈ Conv(E) et

(f1 + · · ·+ fp)
∗ = (f∗

1 ⊎ · · · ⊎ f∗
p )

∗∗. (3.45)

2) Si les fi ∈ Conv(E) et ∩i (dom fi)
−◦ 6= ∅ (on peut remplacer (dom fi)

−◦ par
dom fi dans cette condition si fi est polyédrique), alors f1 + · · · + fp ∈
Conv(E), f∗

1 ⊎ · · · ⊎ f∗
p ∈ Conv(E) et

(f1 + · · ·+ fp)
∗ = f∗

1 ⊎ · · · ⊎ f∗
p . (3.46)

De plus, l’infimum dans la définition de (f∗
1 ⊎· · ·⊎f∗

p )(x
∗) est atteint lorsqu’il

est fini.

Démonstration. 1) Supposons que les fi ∈ Conv(E) et que ∩i dom fi 6= ∅. Les
fonctions f∗

i vérifient bien les hypothèses demandées sur les fi dans la proposition 3.53.
On en déduit que f∗

1 ⊎ · · · ⊎ f∗
p est propre avec une minorante affine et que (f∗

1 ⊎
· · · ⊎ f∗

p )
∗ = f1 + · · · + fp. Donc f1 + · · · + fp ∈ Conv(E) (proposition 3.43) et

f∗
1 ⊎ · · · ⊎ f∗

p ∈ Conv(E) (f∗
1 ⊎ · · · ⊎ f∗

p est aussi convexe par la proposition 3.36). En
prenant la conjuguée de la dernière identité, on obtient (3.45).

2a) Si toutes les fonctions fi sont convexes polyédriques et que l’on a seulement
∩i dom fi 6= ∅, le point 1 et l’exercice 3.15 donnent le résultat énoncé au point 2.
En effet, dans ce cas, les fi ∈ Conv(E) comme fonctions convexes polyédriques, les
f∗
i ∈ Conv(E) comme conjuguées de fonctions convexes polyédriques et f∗

1 ⊎· · ·⊎f∗
p ∈

Conv(E) comme inf-convolution de fonctions convexes polyédriques. De plus l’infimum
dans la définition de (f∗

1 ⊎ · · · ⊎ f∗
p )(x

∗) est atteint lorsqu’il est fini.
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2b) Supposons à présent que les fi ∈ Conv(E) et que ∩i (dom fi)
−◦ 6= ∅. On

se ramène à la proposition 3.52 (point 2) en écrivant f1 + · · · + fp = g ◦ A, avec
g ∈ Conv(Ep) et A : E→ Ep linéaire, définies par

g(x1, . . . , xp) = f1(x1) + · · ·+ fp(xp) et A(x) = (x, . . . , x).

Il faut vérifier que R(A) ∩ (dom g)−◦ 6= ∅. On a R(A) = {(x, . . . , x) : x ∈ E} et
(dom g)−◦ = (dom f1×· · ·×dom fp)

−◦ = (dom f1)
−◦×· · ·×(dom fp)

−◦ (proposition 2.17),
si bien que R(A) ∩ (dom g)−◦ = {(x, . . . , x) : x ∈ (dom f1)

−◦ ∩ · · · ∩ (dom fp)
−◦}, qui est

non vide par hypothèse. Dès lors f1 + · · ·+ fp ∈ Conv(E) et

(f1 + · · ·+ fp)
∗(x∗) = (g ◦A)∗(x∗) = (g∗ ⊻ A∗)(x∗) = inf

x∗
1 ,...,x

∗
p∈E

A∗(x∗
1,...,x

∗
p)=x∗

g∗(x∗1, . . . , x
∗
p).

De plus, l’infimum ci-dessus est atteint lorsqu’il est fini. On vérifie aisément que
g∗(x∗1, . . . , x

∗
p) = f∗

1 (x
∗
1) + · · ·+ f∗

p (x
∗
p) et que A∗(x∗1, . . . , x

∗
p) = x∗1 + · · · + x∗p, ce qui

permet de conclure.
2c) Considérons à présent le cas mixte où les fi ∈ Conv(E), où f1, . . . , fk sont

polyédriques (0 < k < p) et où (∩16i6k dom fi)∩ (∩k+16i6p (dom fi)
−◦) 6= ∅. On note

g1 = f1 + · · ·+ fk et g2 = fk+1 + · · ·+ fp.

D’après les points 2a et 2b, on a

g∗1(y
∗
1) = inf {f∗

1 (x
∗
1) + · · ·+ f∗

k (x
∗
k) : x

∗
1 + · · ·+ x∗k = y∗1}

g∗2(y
∗
2) = inf {f∗

k+1(x
∗
k+1) + · · ·+ f∗

p (x
∗
p) : x

∗
k+1 + · · ·+ x∗p = y∗2},

avec des bornes inférieures atteintes lorsqu’elles sont finies. Il suffit donc de montrer
que

(g1 + g2)
∗(x∗) = inf {g∗1(y∗1) + g∗2(y

∗
2) : y

∗
1 + y∗2 = x∗} (3.47)

et que la borne inférieure est atteinte si elle est finie, car alors

(f1 + · · ·+ fp)
∗(x∗) = (g1 + g1)

∗(x∗)

= inf
y∗
1+y∗

2=x∗

(
g∗1(y

∗
1) + g∗2(y

∗
2)
)

(3.48)

= inf
y∗
1+y∗

2=x∗

(
inf

x∗
1+···+x∗

k=y∗
1

(
f∗
1 (x

∗
1) + · · ·+ f∗

k (x
∗
k)
)

+ inf
x∗
k+1+···+x∗

p=y∗
2

(
f∗
k+1(x

∗
k+1) + · · ·+ f∗

p (x
∗
p)
))

= inf
x∗
1+···+x∗

p=x∗

(
f∗
1 (x

∗
1) + · · ·+ f∗

p (x
∗
p)
)
.

De plus, si (f1+ · · ·+fp)∗(x∗) est fini, l’infimum en (3.48) est atteint par des y∗i (c’est
ce que l’on démontrera), si bien que les gi(y∗i ) sont finis et les autres bornes inférieures
sont également atteintes. Montrons donc (3.47) et l’affirmation qui suit.

On note A2 := aff dom g2. Clairement, dom g1 = ∩16i6k dom fi et (dom g2)
−◦ =

(∩k+16i6p dom fi)
−◦ = ∩k+16i6p (dom fi)

−◦, car cette dernière intersection est sup-
posée non vide (proposition 2.17). Alors (dom g1)∩ (dom g2)

−◦ 6= ∅, par hypothèse. Il
en découle (voir l’exercice 2.12)
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(A2 ∩ dom g1)
−◦ ∩ (dom g2)

−◦ 6= ∅.

On voit que l’on peut appliquer le point 2b aux fonctions

h1 = g1 + IA2 ∈ Conv(E)

et g2, qui ont un point commun dans l’intérieur relatif de leur domaine. Comme
g1 + g2 = h1 + g2, on trouve

(g1 + g2)
∗(x∗) = (h1 + g2)

∗(x∗) = inf
z∗
1+z∗

2=x∗

(
h∗1(z

∗
1) + g∗2(z

∗
2)
)
,

avec un infimum atteint s’il est fini. On peut aussi calculer h∗1 par le point 2a, car g1
et IA2 sont polyédriques (exercice 3.15) et ont des domaines qui s’intersectent :

h∗1(z
∗
1) = inf

y∗
1+z∗=z∗

1

(
g∗1(y

∗
1) + I∗A2

(z∗)
)
,

avec un infimum atteint s’il est fini. En injectant ci-dessus, on trouve

(g1 + g2)
∗(x∗) = inf

y∗
1+z∗+z∗

2=x∗

(
g∗1(y

∗
1) + I∗A2

(z∗) + g∗2(z
∗
2)
)
,

avec un infimum atteint s’il est fini. On peut maintenant regrouper les deux derniers
termes, car IA2 ∈ Conv(E) et g2 ∈ Conv(E) ont un point commun dans l’intérieur
relatif de leur domaine ((dom IA2)

−◦ = A2 ⊇ (dom g2)
−◦) :

g∗2(y
∗
2) = (IA2 + g2)

∗(y∗2) = inf
z∗+z∗

2=y∗
2

(
I∗A2

(z∗) + g∗2(z
∗
2)
)
,

avec un infimum atteint s’il est fini. On conclut

(g1 + g2)
∗(x∗) = inf

y∗
1+y∗

2=x∗

(
g∗1(y

∗
1) + inf

z∗+z∗
2=y∗

2

(
I∗A2

(z∗) + g∗2(z
∗
2)
))

= inf
y∗
1+y∗

2=x∗

(
g∗1(y

∗
1) + g∗2(y

∗
2)
)
,

avec un infimum atteint s’il est fini. ✷

3.6 Sous-différentiabilité

La notion de dérivée est fondamentale en analyse car elle permet d’approcher
localement des fonctions par des modèles linéaires, plus simples à étudier. Ces modèles
fournissent des renseignements sur les fonctions qu’ils approchent, si bien que de
nombreuses questions d’analyse passent par l’étude des fonctions linéarisées (stabilité,
inversibilité locale, optimalité, etc). On rencontre beaucoup de fonctions convexes qui
ne sont pas différentiables au sens classique (voir l’annexe C pour un rappel sur le
calcul différentiel), en particulier lorsque celles-ci résultent de constructions qui n’ont
rien pour assurer la différentiabilité des fonctions qu’elles produisent. Il en est ainsi
de la fonction duale associée à un problème d’optimisation sous contraintes, pour en
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citer un exemple emblématique. Pour ces fonctions, on dispose toutefois de la notion
de sous-différentiel qui peut jouer un rôle similaire à celui de la dérivée des fonctions
plus régulières, plus lisses. Nous la développons dans cette section.

Le sous-différentiel est un substitut de la notion de gradient pour les fonctions
convexes non différentiables (section 3.6.1). Ce n’est plus un vecteur de E comme le
gradient, mais un sous-ensemble de E qui n’est réduit à un point qu’en cas de différen-
tiabilité (proposition 3.68). Nous l’introduirons de trois manières différentes : à partir
des dérivées directionnelles, dont on sait qu’elles existent toujours pour les fonctions
convexes (proposition 3.15), en utilisant les minorantes affines de f (section 3.2.2) et
en faisant usage de la conjuguée f∗ (section 3.5).

Une fonction convexe est sous-différentiable si son sous-différentiel est non vide
(définition 3.56). La propriété de sous-différentiabilité s’exprime donc sous la forme
de résultat d’existence. Appliqué à la fonction valeur d’un problème d’optimisation
cela impliquera l’existence de multiplicateurs optimaux (section 4.6.1) et donc de
solutions d’un autre problème d’optimisation, le problème dual (chapitre 14). On
dispose donc là d’une méthode originale pour montrer qu’un problème d’optimisation
a une solution : il suffit de montrer qu’il est le dual d’un problème dont la fonction
valeur est sous-différentiable en zéro (cette technique sera par exemple utilisée pour
établir le théorème 14.14).

Dans cette section, on suppose que l’on travaille sur un espace euclidien E, dont
le produit scalaire est noté 〈·, ·〉.

3.6.1 Définitions

Dans cette section, on se donne une fonction f : E → R ∪ {+∞} convexe avec
domaine non vide, c’est-à-dire

f ∈ Conv(E).

On rappelle que ces fonctions ont aussi une minorante affine et donc f∗ ∈ Conv(E)
(proposition 3.43). On rappelle également, qu’en tout point de son domaine, une
fonction convexe admet une dérivée directionnelle suivant toute direction, celle-ci
pouvant éventuellement prendre les valeurs −∞ ou +∞ (proposition 3.15).

La notion de sous-différentiabilité est fondée sur la proposition suivante, dont la
longueur de démonstration est inversement proportionnelle à l’importance, qui est
grande.

Proposition 3.55 (définitions du sous-différentiel) Soient f ∈ Conv(E),
x ∈ dom f et x∗ ∈ E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ∀ d ∈ E : f ′(x; d) > 〈x∗, d〉,
(ii) ∀ y ∈ E : f(y) > f(x) + 〈x∗, y − x〉,
(iii) x ∈ argminy∈E

(
f(y)− 〈x∗, y〉

)
= argmaxy∈E

(
〈x∗, y〉 − f(y)

)
,

(iv) f(x) + f∗(x∗) 6 〈x∗, x〉,
(v) f(x) + f∗(x∗) = 〈x∗, x〉.

Démonstration. [(i)⇒ (ii)] Par convexité de f et (i) avec d = y−x, on obtient (ii) :

∀ y ∈ E : f(y) > f(x) + f ′(x; y − x) > f(x) + 〈x∗, y − x〉.
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[(ii) ⇒ (iii)] On récrit (ii) comme suit :

∀ y ∈ E : f(y)− 〈x∗, y〉 > f(x)− 〈x∗, x〉. (3.49)

C’est (iii).
[(iii) ⇒ (iv)] On récrit (3.49) comme suit :

∀ y ∈ E : 〈x∗, x〉 − f(x) > 〈x∗, y〉 − f(y). (3.50)

En prenant le supremum en y ∈ E à droite, on obtient (iv).
[(iv)⇒ (v)] Par définition de la conjuguée, on a toujours f(x)+ f∗(x∗) > 〈x∗, x〉.
[(v) ⇒ (i)] Par (v), on a certainement (3.50), qui avec y = x+ td devient

f(x+ td)− f(x) > 〈x∗, td〉.

Après division par t > 0 et passage à la limite lorsque t ↓ 0, on obtient (i). ✷

Définitions 3.56 On dit qu’une fonction f ∈ Conv(E) est sous-différentiable en un
point x ∈ dom f s’il existe x∗ ∈ E vérifiant les propriétés équivalentes (i)-(v) de la
proposition 3.55. Ces éléments x∗ sont appelés les sous-gradients de f en x. L’ensemble
des sous-gradients de f en x est appelé le sous-différentiel de f en x. Cet ensemble
est noté ∂f(x). Par convention, ∂f(x) = ∅ si x /∈ dom f . ✷

Chacune des cinq conditions équivalentes (i)-(v) de la proposition 3.55 reflète un
aspect particulier des sous-gradients, permettant en particulier de les calculer.

1) La condition (i) nous apprend qu’un sous-gradient est la pente d’une minorante
linéaire de δx(·) = f ′(x; ·), forcément exacte en 0 (les deux fonctions s’annulent
en zéro). Ce point de vue conduit à la méthode de calcul de ∂f(x) suivante. On
calcule d’abord la dérivée directionnelle f ′(x; ·) de f en x et on en détermine
toutes les minorantes linéaires ; ses pentes forment ∂f(x).

2) Selon la condition (ii), dont l’inégalité porte le nom d’inégalité du sous-gradient,
un sous-gradient est la pente d’une minorante affine de f , exacte en x. On utilise
parfois cette approche pour montrer qu’une pente particulière s ∈ E est un
sous-gradient. Elle est par exemple utilisée dans la démonstration de la proposi-
tion 14.34.

3) La condition (iii) nous informe aussi que x∗ est un sous-gradient de f en x si
f(·)−〈x∗, ·〉 atteint son minimum en x. Ce point de vue conduit à la méthode de
calcul de ∂f(x) suivante. On se donne d’abord x∗ et on calcule les minimiseurs
de x 7→ f(x) − 〈x∗, x〉 ; un tel minimiseur x est tel que x∗ ∈ ∂f(x).

4) Les conditions (iv)-(v) nous disent que x∗ est un sous-gradient de f en x si
la plus haute minorante affine de f de pente x∗, qui est l’application y ∈ E 7→
〈x∗, y〉−f∗(x∗) (voir la discussion au début de la section 3.5.1), est exacte en x. Ce
point de vue conduit à la méthode de calcul de ∂f(x) suivante. On commence par
calculer la fonction conjuguée f∗ puis on utilise la relation (v). Cette approche est
souvent la plus aisée lorsque f∗ ne prend que les valeurs 0 ou +∞ ; des exemples
sont donnés aux exercices 3.30, 3.31, 3.34 et 3.36.
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Nous donnerons à la section 3.6.3 des règles de calcul du sous-différentiel qui per-
mettent souvent de ne pas devoir recourir aux méthodes de calcul de base décrites
ci-dessus.

La figure 3.8 illustre la définition du sous-différentiel.

1

1

1

1

2

f

∂f

x1

x1 + ∂f(x1)

x2

x2 + ∂f(x2)

x3 x3 + ∂f(x3)

Fig. 3.8. Représentations du sous-différentiel. À gauche : la fonction x ∈ R 7→ f(x) =
max(x, x2) et la multifonction ∂f . À droite : quelques sous-différentiels dans R2 de x ∈ R2 7→
max(q1(x), q2(x), q3(x)), où les qi sont quadratiques convexes.

À gauche, on a représenté la fonction f : R → R définie par f(x) = max(x, x2)
(en haut) et l’application multivoque x ∈ R 7→ ∂f(x) ∈ P(R) (en bas). Comme
on le verra à la proposition 3.68, ∂f(x) ne se distingue de ∇f(x), le gradient de f
en x, qu’en des points de non-différentiabilité, c’est-à-dire ici aux points x = 0 et
x = 1. D’après le point (ii) de la proposition 3.55, en un tel point x, ∂f(x) est
l’ensemble des pentes x∗ telles que y 7→ f(x) + 〈x∗, y−x〉 minore f sur R. Ainsi
∂f(0) = [0, 1] et ∂f(1) = [1, 2]. On observe le caractère monotone maximal de la
multifonction x 7→ ∂f(x) (proposition 3.67).

À droite sont représentées les courbes de niveau d’une fonction f : R2 → R, qui
est le maximum de trois fonctions quadratiques convexes. Les courbes en tirets
sont les lieux de non différentiabilité, que l’on repère par les coins qu’y font les
courbes de niveau. On les appelle les plis de f . Au point x1, la fonction est
différentiable et le sous-différentiel ∂f(x1) se confond avec le vecteur gradient
∇f(x1) (proposition 3.68), que l’on a représenté ici après avoir translaté l’origine
en x1. En x2 et x3 la fonction n’est pas différentiable. Les sous-différentiels en
ces points sont alors les enveloppes convexes des vecteurs gradients des fonctions
quadratiques « actives » en ces points (proposition 3.78) : ∂f(x2) est un segment
et ∂f(x3) est un triangle. Les sous-différentiels représentés à la figure 3.8 sont
polyédriques, mais ceci est dû à la nature de la fonction considérée (une enveloppe
supérieure d’un nombre fini de fonctions convexes différentiables). Il n’en est pas
toujours ainsi ; par exemple, le sous-différentiel en zéro de la norme ℓ2 dans Rn

est la boule unité associée à cette norme (point 3 de l’exercice 3.30).
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Voici quelques corollaires de la proposition 3.55.

Corollaire 3.57 (sous-différentiel de la dérivée directionnelle) Soit x ∈
dom f et δx l’application dérivée directionnelle définie en (3.10). Alors

∂f(x) = ∂δx(0).

Démonstration. Comme δx(0) = 0, cette relation se déduit de l’équivalence entre
les points (i) et (ii) de la proposition 3.55. ✷

Les sous-différentiels de f et de sa conjuguée f∗ jouissent d’une belle règle de
réciprocité, parfois appelée règle de bascule [316].

Corollaire 3.58 (règle de bascule)
1) Si f ∈ Conv(E), alors x∗ ∈ ∂f(x) =⇒ x ∈ ∂f∗(x∗).
2) Si f ∈ Conv(E), alors x∗ ∈ ∂f(x)⇐⇒ x ∈ ∂f∗(x∗).

Démonstration. 1) Si x∗ ∈ ∂f(x), on a f(x) + f∗(x∗) = 〈x∗, x〉 (point (v) de la
proposition 3.55). Comme f∗∗ 6 f (corollaire 3.47), on a aussi, f∗∗(x) + f∗(x∗) 6

〈x∗, x〉, ce qui exprime le fait que x ∈ ∂f∗(x∗) (point (iv) de la proposition 3.55).
2) On a cette fois

x∗ ∈ ∂f(x) ⇐⇒ f(x) + f∗(x∗) = 〈x∗, x〉 [proposition 3.55 (v)]

⇐⇒ f∗∗(x) + f∗(x∗) = 〈x∗, x〉 [proposition 3.46]

⇐⇒ x ∈ ∂f∗(x∗) [proposition 3.55 (v) appliquée à f∗],

ce qui montre l’équivalence. ✷

La réciproque n’a pas lieu au point 1, pour la fonction f ∈ Conv(R) ci-dessous

f(x) =





0 si x < 0
1 si x = 0
+∞ si x > 0

donc f∗(x∗) =

{
+∞ si x∗ < 0
0 si x∗ > 0,

puisque l’on a 0 /∈ ∂f(0) = ∅, alors que 0 ∈ ∂f∗(0) = ]−∞, 0].

Corollaire 3.59 (sous-différentiel et f∗) Si f ∈ Conv(E), alors

∂f(x) = argmax
x∗∈E

(
〈x∗, x〉 − f∗(x∗)

)
. (3.51)

Démonstration. Cela se déduit des équivalences suivantes :
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x∗ ∈ ∂f(x) ⇐⇒ x ∈ ∂f∗(x∗) [règle de bascule]

⇐⇒ x∗ ∈ argmax
(
〈·, x〉 − f∗(·)

)
,

par le point (iii) de la proposition 3.55, appliqué à f∗ ∈ Conv(E) au lieu de f . ✷

Corollaire 3.60 (sous-différentiels de f et f∗∗) Soient f ∈ Conv(E) et x ∈
dom f . Alors
1) ∂f(x) ⊆ ∂f∗∗(x),
2) ∂f(x) 6= ∅ =⇒ f(x) = f∗∗(x),
3) f(x) = f∗∗(x) =⇒ ∂f(x) = ∂f∗∗(x).

Démonstration. 1) Si x∗ ∈ ∂f(x), alors f(x) + f∗(x∗) = 〈x∗, x〉 (point (v) de la
proposition 3.55), donc f∗∗(x) + (f∗∗)∗(x∗) 6 〈x∗, x〉 car f∗∗ 6 f (corollaire 3.47) et
(f∗∗)∗ = f∗ (proposition 3.48), si bien que x∗ ∈ ∂f∗∗(x) (point (iv) de la proposi-
tion 3.55).

2) On a toujours f∗∗(x) 6 f(x) (corollaire 3.47). D’autre part, si x∗ ∈ ∂f(x), on
a par définition de f∗∗ et par le point (v) de la proposition 3.55 :

f∗∗(x) > 〈x∗, x〉 − f∗(x∗) = f(x).

3) D’après le point 1, il reste à montrer l’inclusion ∂f∗∗(x) ⊆ ∂f(x). Si x∗ ∈
∂f∗∗(x), on a f∗∗(x) + (f∗∗)∗(x∗) = 〈x∗, x〉. En utilisant l’hypothèse f(x) = f∗∗(x)
et la propriété (f∗∗)∗(x∗) = f∗(x∗), on obtient f(x) + f∗(x∗) = 〈x∗, x〉, c’est-à-dire
x∗ ∈ ∂f(x). ✷

Corollaire 3.61 (optimalité I)
1) inf f = −f∗(0).
2) Si f ∈ Conv(E), alors x̄ ∈ argmin f si, et seulement si, 0 ∈ ∂f(x̄).
3) Si f ∈ Conv(E), alors argmin f = ∂f∗(0).

Démonstration. 1) f∗(0) = supx〈0, x〉 − f(x) = − infx f(x).
2) C’est une conséquence immédiate du point (ii) de la proposition 3.55 : si x

minimise f , on peut prendre x∗ = 0 dans (ii), donc 0 ∈ ∂f(x) ; inversement, si
0 ∈ ∂f(x), x∗ = 0 dans (ii) montre que x minimise f .

3) On a x̄ ∈ argmin f si, et seulement si, 0 ∈ ∂f(x̄) (point 2) si, et seulement si,
x̄ ∈ ∂f∗(0) (règle de bascule). ✷

D’après le point 1 du corollaire, trouver un minimiseur de f sur E revient à trouver
les « zéros » de la fonction multivoque ∂f(·). On rapprochera ce fait du résultat selon
lequel, lorsque f est convexe différentiable, les minimiseurs de f sont les zéros de son
application gradient ∇f(·).
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3.6.2 Quelques propriétés

Une fonction f ∈ Conv(E) n’est pas nécessairement sous-différentiable en tout
point de son domaine. Comme nous allons le montrer, la difficulté vient essentiellement
du fait que la fonction dérivée directionnelle en x peut prendre la valeur −∞. Le fait
que f ′(x; d) = −∞ empêche que f soit sous-différentiable en x se voit clairement par
le point (i) de la proposition 3.55. La réciproque est le sujet de la proposition 3.62
ci-dessous. Une telle situation se présente pour la fonction convexe f définie par (3.9),
l’opposée de la racine carrée [441]. Cette fonction n’est pas sous-différentiable en 0,
parce que f ′(0; 1) = −∞. Évidemment, si f ′(x; d) = −∞, alors f ′(x;−d) = +∞ par
(3.8), mais ce n’est pas la valeur +∞ de la dérivée directionnelle qui empêche f d’être
sous-différentiable en x. C’est ce que montre l’exemple suivant de fonction convexe f ,
dont le sous-différentiel en 0 vaut [1,+∞[ :

f(x) =

{
ex si x 6 0
+∞ sinon. 0

ex

Comme nous l’avons mentionné au début de cette section, la mise en évidence de
conditions suffisantes de sous-différentiabilité est importante, car ces conditions de-
viennent alors un moyen de montrer que certains problèmes d’optimisation ont des
solutions. C’est le but de la proposition suivante.

Proposition 3.62 (sous-différentiabilité) Si f ∈ Conv(E) et x ∈ dom f , les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ∂f(x) 6= ∅,
(ii) il existe y ∈ (dom f)−◦ tel que f ′(x; y − x) > −∞,
(iii) f ′(x; ·) est propre (ou ne prend pas la valeur −∞).

Ces propriétés sont vérifiées si x ∈ (dom f)−◦.

Démonstration. [(i) ⇒ (ii)] Soit y un point quelconque de (dom f)−◦, qui est
non vide. Alors f ′(x; y − x) > −∞ sinon ∂f(x) serait vide (par le point (i) de la
proposition 3.55).

[(ii) ⇒ (iii)] Comme f ′(x; 0) = 0, il suffit de montrer que f ′(x; ·) ne prend pas
la valeur −∞. On raisonne par l’absurde. Soit d1 := y − x (qui peut être nul, si
x ∈ (dom f)−◦) et supposons qu’il existe d0 ∈ E tel que f ′(x; d0) = −∞. On pose
dt := (1−t)d0+ td1. Par convexité de f ′(x; ·) (point 1 de la proposition 3.16), f ′(x; dt)
vaut −∞ pour t ∈ [0, 1[ et vaut +∞ pour t > 1. Mais, pour α ∈ ]0, 1] suffisamment
petit, x + αd0 ∈ dom f (sinon la dérivée directionnelle suivant d0 ne vaudrait pas
−∞). Alors, par convexité de dom f ,

x+ αdt = (1−t)[x+ αd0] + t[x+ αd1] ∈ dom f

pour t ∈ [0, 1] et même pour t > 1 proche de 1 (car x + αd1 ∈ (dom f)−◦ par le
lemme 2.14). Mais alors, on ne peut avoir f ′(x; dt) = +∞ pour ces t > 1 (le quotient
différentiel est monotone), comme affirmé précédemment.
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[(iii) ⇒ (i)] Si f ′(x; ·) est propre, cette fonction convexe a une minorante affine
(proposition 3.7) : ∃x∗ ∈ E et α ∈ R tels que pour tout d ∈ E on a

f ′(x; d) > 〈x∗, d〉+ α.

En remplaçant d par td avec t ↑ ∞, on voit que l’on peut prendre α = 0. Par le
point (i) de la proposition 3.55, ce x∗ ∈ ∂f(x) qui est donc non vide.

Finalement, si x ∈ (dom f)−◦, la propriété (ii) est vérifiée en prenant y = x. ✷

On trouvera une autre condition nécessaire et suffisante de sous-différentiabilité à
l’exercice 3.26, qui est dans le même esprit que la proposition précédente : il faut et il
suffit que f soit « sous-lipschitzienne ».

Corollaire 3.63 (optimalité II) Si f ∈ Conv(E) et 0 ∈ (dom f∗)−◦, alors
argmin f est non vide.

Démonstration. Lorsque f ∈ Conv(E), argmin f = ∂f∗(0) (corollaire 3.61).
D’après la proposition, lorsque 0 ∈ (dom f∗)−◦, f∗ est sous-différentiable en zéro,
donc argmin f 6= ∅. ✷

Proposition 3.64 (propriétés géométrique et topologique du sous-diffé-
rentiel) Soient f ∈ Conv(E), E0 le sous-espace vectoriel parallèle à aff(dom f),
PE0 le projecteur orthogonal sur E0 et x ∈ dom f . On note f |x+E0 la restriction
de f à x+ E0 = aff(dom f). Alors
1) ∂f(x) = ∂f |x+E0(x) + E⊥

0 , en particulier PE0 ∂f(x) = ∂f |x+E0(x),
2) ∂f(x) est convexe et fermé (éventuellement vide),
3) x ∈ (dom f)−◦ ⇐⇒ PE0 ∂f(x) est non vide et borné,
4) x ∈ (dom f)◦ ⇐⇒ ∂f(x) est non vide et borné.

Démonstration. 1) On note f0 : y ∈ E0 7→ f(x + y) la restriction de f à x + E0.
Soit x∗ ∈ ∂f(x). On peut écrire x∗ = x∗0 + h, avec x∗0 = PE0 x

∗ et h = x∗ − x∗0 ∈ E⊥
0 .

Il reste à montrer que x∗0 ∈ ∂f0(0). Par définition de x∗, f ′(x; d) > 〈x∗, d〉, pour tout
d ∈ E. Mais, pour tout d ∈ E0 : f ′(x; d) = f ′

0(0; d) et 〈x∗, d〉 = 〈x∗0, d〉, si bien que
f ′
0(0; d) > 〈x∗0, d〉. On a montré que x∗0 ∈ ∂f0(0). Réciproquement, soient x∗0 ∈ ∂f0(0)

et h ∈ E⊥
0 . Alors, pour tout d ∈ E0 : f ′

0(0; d) > 〈x∗0, d〉, f ′
0(0; d) = f ′(x; d) et 〈h, d〉 = 0,

si bien que f ′(x; d) > 〈x∗0 + h, d〉. Comme f ′(x; d) = +∞ si d /∈ E0, on a certainement
aussi f ′(x; d) > 〈x∗0 + h, d〉, pour tout d ∈ E. Donc x∗0 + h ∈ ∂f(x).

2) Comme on a toujours f(x)+ f∗(x∗) > 〈x∗, x〉, le sous-différentiel est donné par

∂f(x) = {x∗ : f∗(x∗)− 〈x∗, x〉 6 −f(x)}.

Mais x∗ 7→ f∗(x∗) − 〈x∗, x〉 est dans Conv(E) (proposition 3.43). Comme ensemble
de sous-niveau de cette fonction, ∂f(x) est donc convexe et fermé.

3) Notons d’abord que ∂f(x) est non vide lorsque x ∈ (dom f)−◦ (proposition 3.62),
donc PE0 ∂f(x) 6= ∅. Montrons à présent que cet ensemble est borné. Pour un ε > 0
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assez petit, on note L > 0 le module de Lipschitz de f sur B(x, 2ε) ∩ (dom f)−◦

(proposition 3.14). Soit x∗ un élément non nul de ∂f(x) (si le sous-différentiel est
réduit à {0}, il n’y a plus rien à démontrer). En prenant y = x + εx∗/‖x∗‖ au
point (ii) de la proposition 3.55, on obtient ε‖x∗‖ 6 f(x + εx∗/‖x∗‖) − f(x) 6 Lε.
Donc ‖x∗‖ 6 L.

On démontre l’implication inverse par l’absurde. Supposons que x ∈ (dom f) \
(dom f)−◦ et que x∗ ∈ ∂f(x) qui est supposé non vide (si le sous-différentiel est vide,
il n’y a plus rien à démontrer). Il faut montrer que PE0 ∂f(x) est non borné. Par
définition de x∗, on a f(y) > f(x) + 〈x∗, y − x〉 pour tout y ∈ E. Soit ν ∈ E0 une
normale non nulle à dom f en x (elle existe par la proposition 2.29), qui vérifie donc
〈ν, y − x〉 6 0 pour tout y ∈ dom f . Alors, on a f(y) > f(x) + 〈x∗ + tν, y − x〉, pour
tout y ∈ E et pour tout t > 0. Dès lors x∗ + tν ∈ E0 ∩ ∂f(x) pour tout t > 0, ce qui
démontre que cet ensemble est non borné.

4) Si x ∈ (dom f)◦, E0 = E et le point 3 montre que ∂f(x) est non vide et borné.
Réciproquement, si ∂f(x) est non vide et borné, E0 = E par le point 1. Alors

(dom f)−◦ = (dom f)◦ et on voit que x ∈ (dom f)◦ par le point 3. ✷

Corollaire 3.65 (optimalité III) Si f ∈ Conv(E) et 0 ∈ (dom f∗)◦, alors
argmin f est non vide et compact.

Démonstration. Lorsque f ∈ Conv(E), argmin f = ∂f∗(0) (corollaire 3.61).
D’après les points 2 et 4 de la proposition, lorsque 0 ∈ (dom f∗)◦, ∂f∗(0) est non
vide et compact. ✷

Nous avons défini le sous-différentiel à partir de la dérivée directionnelle. La propo-
sition suivante montre que l’on peut retrouver les dérivées directionnelles à partir du
sous-différentiel : f ′(x; ·) est la fonction d’appui de ∂f(x).

Proposition 3.66 (formule du max) Si f ∈ Conv(E) et x ∈ (dom f)−◦, alors,
pour tout d ∈ E, on a

f ′(x; d) = sup
x∗∈∂f(x)

〈x∗, d〉. (3.52)

Le supremum est atteint si f ′(x; d) < +∞.

Démonstration. En tant qu’élément de Conv(E) (proposition 3.16), f ′(x; ·) est l’en-
veloppe supérieure de ses minorantes affines (point 1 de la proposition 3.46). Comme
f ′(x; ·) est positivement homogène de degré 1 (proposition 3.16), toute minorante
affine est majorée par une minorante linéaire, si bien que f ′(x; ·) est aussi l’enveloppe
supérieure de ses minorantes linéaires : pour tout d ∈ E,

f ′(x; d) = sup
x∗∈E

〈x∗,h〉6f ′(x;h), ∀h∈E

〈x∗, d〉 = sup
x∗∈∂f(x)

〈x∗, d〉.
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Montrons que l’on peut remplacer le supremum par un maximum, lorsque d ∈ E0 :=
dom f ′(x; ·), qui est un sous-espace vectoriel lorsque x ∈ (dom f)−◦ (proposition 3.16).
On a en effet

f ′(x; d) = sup
x∗∈∂f(x)

〈PE0x
∗, d〉 = sup

x∗∈PE0
∂f(x)

〈x∗, d〉,

parce que PE0∂f(x) ⊆ ∂f(x) (point 1 de la proposition 3.64). On utilise alors le fait
que PE0∂f(x) est compact lorsque x ∈ (dom f)−◦ (points 2 et 3 de la proposition 3.64).

✷

Le résultat précédent ne tient plus si x est sur la frontière relative du domaine
de f . Voici un contre-exemple : f est l’indicatrice de la boule-unité fermée de R2, pour
la norme euclidienne, et x = (−1, 0). Alors f ′(x; 0) = 0 et si d 6= 0 :

f ′(x; d) =

{
0 si d1 > 0

+∞ si d1 6 0.

Comme la fonction δx : d 7→ f ′(x; d) n’est pas fermée, elle ne peut être la fonction
d’appui d’un ensemble (point 1 de la proposition 3.11) et donc certainement pas du
sous-différentiel. D’ailleurs, ce dernier s’écrit ∂f(x) = {x∗ ∈ R2 : x∗1 6 0, x∗2 = 0} et

σ∂f(x)(d) =

{
0 si d1 > 0

+∞ si d1 < 0

est l’enveloppe convexe fermée de δx. Cette propriété est tout à fait générale pour les
fonctions de Conv(E) (voir l’exercice 3.19).

On peut voir ∂f : E ⊸ E : x 7→ ∂f(x) comme la multifonction qui à un élément
de E fait correspondre le sous-différentiel ∂f(x), qui est une partie de E. En voici
quelques propriétés.

Proposition 3.67 (la multifonction ∂f) Si f ∈ Conv(E), alors

(i) (dom f)−◦ ⊆ dom ∂f ⊆ dom f ,
(ii) R(∂f) ⊆ dom f∗,
(iii) G(∂f) est fermé,
(iv) la multifonction ∂f est monotone.

Si f ∈ Conv(E), alors

(v) (dom f∗)−◦ ⊆ R(∂f),
(vi) (∂f)−1 = ∂f∗,
(vii) la multifonction ∂f est monotone maximale.

Démonstration. [(i)] C’est une conséquence de la proposition 3.62 et de la défini-
tion 3.56 du sous-différentiel.

[(ii)] Si x∗ ∈ ∂f(x), alors x ∈ dom f (par convention) et f∗(x∗) = 〈x∗, x〉−f(x) ∈
R (par le point (v) de la proposition 3.55).

[(iii)] Soit {xk, x∗k} ⊆ G(∂f), avec xk → x et x∗k → x∗. Il faut montrer que
(x, x∗) ∈ G(∂f). Il suffit en fait de passer à la limite dans
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∀ y ∈ E : f(y) > f(xk) + 〈x∗k, y − xk〉.

[(iv)] Soient x∗1 ∈ ∂f(x1) et x∗2 ∈ ∂f(x2). En additionnant les deux inégalités
f(x2) > f(x1) + 〈x∗1, x2 − x1〉 et f(x1) > f(x2) + 〈x∗2, x1 − x2〉, on obtient 〈x∗2 −
x∗1, x2 − x1〉 > 0, ce qui montre la monotonie de ∂f .

[(v)] Si x∗ ∈ (dom f∗)−◦, alors x∗ ∈ dom ∂f∗ (par le point (i)), si bien qu’il existe
un x ∈ ∂f∗(x∗) et par le point 2 du corollaire 3.58 (c’est ici que l’on a besoin d’avoir
f ∈ Conv(E)), x∗ ∈ ∂f(x).

[(vi)] C’est le point 2 de la proposition 3.58.
[(vii)] Soit (y, y∗) ∈ E2 tel que

〈y∗ − x∗, y − x〉 > 0, ∀ (x, x∗) ∈ G(∂f). (3.53)

Il suffit de montrer que (y, y∗) ∈ G(∂f). Le problème

min
x∈E

(
f(x) +

1

2
‖x− (y∗ + y)‖2

)

a une unique solution x̄ (en effet, le critère tend vers l’infini à l’infini car f a une
minorante affine ; il est aussi s.c.i. et strictement convexe). Celle-ci vérifie y∗+y− x̄ ∈
∂f(x̄). En prenant (x, x∗) = (x̄, y∗ + y − x̄) dans (3.53), on trouve que y = x̄ et donc
que y∗ ∈ ∂f(x̄) = ∂f(y). ✷

On note que l’on peut très bien avoir R(∂f) 6= dom f∗ : pour la fonction x 7→
f(x) = ex, R(∂f) = ]0,+∞[, alors que dom f∗ = [0,+∞[.

C’est le caractère fermé de f qui rend ∂f monotone maximale. La théorie des
inéquations variationnelles étudie les opérateurs (éventuellement multivoques) qui
ne « dérivent pas d’un potentiel » (T n’est pas de la forme ∂f , pour une fonc-
tion f ∈ Conv(E)). Cette théorie englobe donc l’optimisation. Lorsque les opéra-
teurs considérés sont monotones, c’est leur caractère maximal qui leur donne une
chance d’être surjectif, comme le caractère fermé de f donne une chance au problème
infx(f(x) − 〈u, x〉), équivalent à u ∈ ∂f(x), d’avoir une solution. On voit que cela
ne suffit pas et qu’une hypothèse de coercivité (équivalente à la croissance de f vers
l’infini à l’infini) peut être bien utile.

La proposition suivante établit un lien entre la sous-différentiabilité et la diffé-
rentiabilité. Par différentiabilité, on entend soit la Gâteaux-différentiabilité, soit la
Fréchet-différentiabilité, deux notions identiques pour une fonction convexe (propo-
sition 3.18). Ce résultat peut être utilisé pour montrer qu’un fonction convexe est
différentiable ; il suffit de montrer que son sous-différentiel est un singleton.

Proposition 3.68 (lien avec la différentiabilité) Soient f ∈ Conv(E) et
x ∈ (dom f)◦. Si f est différentiable en x, alors f est sous-différentiable en x
et ∂f(x) = {∇f(x)}. Inversement, si ∂f(x) est le singleton {x∗}, alors f est
différentiable en x et ∇f(x) = x∗.

Démonstration. Si f est différentiable en x, le point (ii) de la proposition 3.55 est
vérifiée avec x∗ = ∇f(x) ; donc ∇f(x) ∈ ∂f(x) et f est sous-différentiable. D’autre
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part, si x∗0 ∈ ∂f(x), le point (i) de la proposition 3.55 montre que f ′(x) · d > 〈x∗0, d〉,
∀ d ∈ E. La linéarité de f ′(x) implique que f ′(x) · d = 〈x∗0, d〉, ∀ d ∈ E et donc que
x∗0 = ∇f(x). On en déduit que ∂f(x) = {∇f(x)}.

Si ∂f(x) est le singleton {x∗}, la formule du max (3.52) donne pour tout d ∈ E :
f ′(x; d) = 〈x∗, d〉. Donc f est (Gâteaux-)différentiable en x et ∇f(x) = x∗. ✷

Soit f une fonction convexe différentiable. Alors f ′ est lipschitzienne si, et seule-
ment si, f∗ est fortement convexe. C’est ce que montre la proposition suivante [317],
qui nous sera utile dans l’analyse des algorithmes quasi-newtoniens (chapitre 11).

Proposition 3.69 (fonction convexe avec gradient lipschitzien) Soit f :
E→ R une fonction convexe et C1,1. On note ∇f le gradient de f pour le produit
scalaire 〈·, ·〉 et L > 0 la constante de Lipschitz de ∇f pour la norme ‖·‖ associée
à ce produit scalaire. Alors, pour tout x, y ∈ E, on a

〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 > 1

L
‖∇f(y)−∇f(x)‖2.

Démonstration. Soient x, y ∈ E. On note x∗ = ∇f(x) et y∗ = ∇f(y). Alors x ∈
∂f∗(x∗) et y ∈ ∂f∗(y∗). Il suffit de montrer la forte convexité de f∗ (proposition 3.24),
c’est-à-dire

f∗(y∗) > f∗(x∗) + 〈y∗ − x∗, x〉+ 1

2L
‖y∗ − x∗‖2.

Par définition de f∗, on a

f∗(y∗) = sup
y∈E

(
〈y∗, y〉 − f(y)

)
,

si bien que pour obtenir l’inégalité ci-dessus, il est utile de trouver une majoration
de f(y). En utilisant le développement de Taylor avec reste intégral, la constante de
Lipschitz de ∇f et le point (v) de la proposition 3.55, on obtient

f(y) = f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+
∫ 1

0

〈∇f(x+ t(y − x)) −∇f(x), y − x〉dt

6 f(x) + 〈x∗, y − x〉+ L

2
‖y − x‖2

= − f∗(x∗) + 〈x∗, y〉+ L

2
‖y − x‖2.

Alors

f∗(y∗) > f∗(x∗) + sup
y∈E

(
〈y∗ − x∗, y〉 − L

2
‖y − x‖2

)
.

La borne supérieure du membre de droite est atteinte pour y = x+ 1
L (y

∗−x∗). Après
substitution, on obtient l’inégalité recherchée. ✷
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3.6.3 Règles de calcul

Quelques règles du calcul sous-différentiel sont données dans les propositions sui-
vantes (on en trouvera d’autres dans [317 ; 1993 ; section VI.4]). Les fonctions consid-
érées sont parfois supposées ne prendre que des valeurs finies, mais on trouvera au
corollaire 14.15 une extension de certaines règles de calcul au cas de fonctions pouvant
prendre la valeur +∞.

Combinaison conique

Proposition 3.70 (multiplication par un scalaire positif) Soit α > 0,
f ∈ Conv(E) et x ∈ E. Alors

∂(αf)(x) = α∂f(x). (3.54)

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la définition du sous-différen-
tiel. ✷

Proposition 3.71 (somme) Soient f1, . . . , fp ∈ Conv(E) et x ∈ E. Alors

∂(f1 + · · ·+ fp)(x) ⊇ ∂f1(x) + · · ·+ ∂fp(x). (3.55)

L’égalité a lieu ci-dessus si
⋂

16i6p

(dom fi)
−◦ 6= ∅. (3.56)

Dans la condition (3.56), on peut remplacer (dom fi)
−◦ par dom fi si fi est poly-

édrique.

Démonstration. On note f = f1 + · · ·+ fp.
L’inclusion (3.55) se déduit directement de la définition du sous-différentiel: si

x∗i ∈ ∂fi(x) pour i = 1, . . . , p, alors x ∈ ∩i(dom fi) = dom f et, pour tout h ∈ E,
f ′(x;h) = f ′

1(x;h)+ · · ·+f ′
p(x;h) > 〈x∗1+ · · ·+x∗p, h〉, si bien que x∗1+ · · ·+x∗p ∈ ∂f(x).

Supposons maintenant que (3.56) a lieu et que x∗ ∈ ∂f(x) ; donc x ∈ dom f . Il
s’agit de décomposer x∗ en des sous-gradients des fi. On passe par la conjuguée de f
donnée par la proposition 3.54, point 2 : puisque f∗(x∗) est fini, on peut écrire

f∗(x∗) = (f∗
1 ⊎ · · · ⊎ f∗

p )(x
∗) = f∗

1 (x
∗
1) + · · ·+ f∗

p (x
∗
p), avec x∗ = x∗1 + · · ·+ x∗p.

Alors, d’après la définition du sous-différentiel (point (v) de la proposition 3.55):

〈x∗1 + · · ·+ x∗2, x〉 = f1(x) + · · ·+ fp(x) + f∗
1 (x

∗
1) + · · ·+ f∗

p (x
∗
p).
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Mais on a toujours f2(x) + · · ·+ fp(x) + f∗
2 (x

∗
2) + · · ·+ f∗

p (x
∗
p) > 〈x∗2 + · · ·+ x∗p, x〉, si

bien que l’identité ci-dessus donne 〈x∗1, x〉 > f1(x)+f
∗
1 (x

∗
1). Comme l’inégalité inverse

a toujours lieu, on obtient 〈x∗1, x〉 = f1(x) + f∗
1 (x

∗
1), c’est-à-dire que x∗1 ∈ ∂f1(x1). De

même pour les autres indices : x∗i ∈ ∂fi(xi), pour tout i. Donc x∗ ∈ ∂f1(x) + · · · +
∂fp(x). ✷

On ne peut pas se passer de la condition (3.56) pour avoir égalité en (3.55). Par
exemple, si f1 est la fonction−√x définie en (3.9) et f2 = I]−∞,0], la somme f = f1+f2
a son domaine réduit à {0} et ∂f(0) = R, alors que ∂f1(0) + ∂f2(0) = ∅, parce que
∂f1(0) = ∅.

Composition

Le cadre est le suivant. On dispose d’une fonction affine a : E → F entre deux
espaces euclidiens E et F. Celle-ci est supposée être définie en x ∈ E par

a(x) = Ax+ b,

où A : E → F est linéaire et b ∈ F. On note A∗ l’application linéaire adjointe de A
pour les produits scalaires que l’on s’est donné sur E et F. L’application affine a est
composée avec une application g : F→ R.

Proposition 3.72 (pré-composition par une fonction affine) Dans le cadre
défini ci-dessus, si g ∈ Conv(F), alors pour tout x ∈ E :

∂(g ◦ a)(x) ⊇ A∗
(
∂g(a(x))

)
, (3.57)

avec égalité si l’une des conditions suivantes est vérifiée :
R(a) ∩ (dom g)−◦ 6= ∅,
R(a) ∩ dom g 6= ∅ et g est aussi polyédrique.

Démonstration. Démontrons (3.57). Soit y∗ ∈ ∂g(a(x)), supposé non vide. Alors,
pour tout x′ ∈ E, on a (g ◦a)(x′) = g(a(x′)) > g(a(x))+ 〈y∗, A(x′−x)〉 = (g ◦a)(x)+
〈A∗y∗, x′ − x〉, ce qui montre que A∗y∗ ∈ ∂(g ◦ a)(x).

Démontrons l’égalité en (3.57) lorsque R(A) ∩ (dom g)−◦ 6= ∅ [resp. lorsque g est
convexe polyédrique et R(A) ∩ (dom g) 6= ∅]. Dans ce cas, g ◦ a ∈ Conv(E) (proposi-
tion 3.32). Soit x∗ ∈ ∂(g ◦ a)(x) avec x ∈ dom(g ◦ a), ce qui s’écrit (proposition 3.55)

(g ◦ a)∗(x∗) + (g ◦ a)(x) = 〈x∗, x〉.

En introduisant g0 ∈ Conv(F) par g0(y) = g(y + b), on peut écrire g ◦ a = g0 ◦A. La
relation ci-dessus implique que (g0◦A)∗(x∗) est fini. D’autre part,R(A)∩(dom g0)

−◦ =
(R(a) − b) ∩ (dom g − b)−◦ = (R(a) ∩ (dom g)−◦)− b, qui est donc non vide [on trouve
que R(A)∩ dom g0 est non vide dans le cas polyédrique]. D’après la proposition 3.52,
il existe alors un y∗ ∈ F tel que A∗y∗ = x∗ et (g0 ◦ A)∗(x∗) = g∗0(y

∗). On en déduit
que (g ◦ a)∗(x∗) = g∗0(y

∗) = g∗(y∗)− 〈y∗, b〉. La relation ci-dessus devient

g∗(y∗) + g(a(x)) = 〈A∗y∗, x〉+ 〈y∗, b〉 = 〈y∗, a(x)〉.
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Elle exprime que y∗ ∈ ∂g(a(x)) (proposition 3.55) ; donc x∗ ∈ A∗(∂g(a(x))). ✷

La démonstration du corollaire suivant est proposée à l’exercice 3.27. Le résultat
doit être différencié du point 1 du théorème 3.64.

Corollaire 3.73 (restriction à un sous-espace affine) Soient E0 un sous-
espace vectoriel de E, PE0 le projecteur orthogonal de E sur E0, x0 ∈ E et f ∈
Conv(E). On note f |x0+E0 : x ∈ E0 7→ f(x0 + x) la restriction de f à x0 + E0.
Alors en x ∈ E0, on a

∂(f |x0+E0)(x) ⊇ PE0

(
∂f(x0 + x)

)
, (3.58)

avec égalité si l’une des conditions suivantes est vérifiée :
(x0 + E0) ∩ (dom f)−◦ 6= ∅,
(x0 + E0) ∩ (dom f) 6= ∅ et f est aussi polyédrique.

Replaçons-nous dans le cadre défini à la section 3.4.1. Soient E un espace vectoriel,
F : E → (R ∪ {+∞})m une fonction convexe (composante par composante) et g :
Rm → R une fonction convexe croissante (pour l’ordre habituel de Rm). On sait
qu’alors la fonction composée (g ◦ F ) définie en x ∈ E par

(g ◦ F )(x) =
{
g(F (x)) si F (x) ∈ Rm

+∞ sinon.

est convexe (proposition 3.33). On s’intéresse ici à sa sous-différentiabilité. Pour rendre
les notations plus compactes, on écrira

∂F (x) := ∂F1(x)× · · · × ∂Fm(x) ⊆ Em.

Rappelons que si F et g sont à valeurs finies et différentiables, on a

(g ◦ F )′(x) = g′(x) ◦ F ′(x).

Le résultat suivant généralise cette identité.

Proposition 3.74 (post-composition par une fonction convexe croissan-
te) Dans le cadre défini ci-dessus, le sous-différentiel de g◦F en x ∈ E est donné
par

∂(g ◦ F )(x) =
{

m∑

i=1

γix
∗
i : γ ∈ ∂g(F (x)), x∗i ∈ ∂Fi(x), for i ∈ [1 :n]

}
.

Démonstration. ✷

Ce résultat a de nombreuses conséquences pratiques. On en déduit par exemple
que le carré (ou la puissance p > 2) d’une fonction convexe positive est convexe.
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Fonction marginale

Rappelons le cadre introduit à la section 3.4.3. On dispose de deux espaces eu-
clidiens E et F et d’une fonction ϕ : E × F → R. La fonction marginale f : E → R
associée à ϕ est définie en x ∈ E par

f(x) = inf
y∈F

ϕ(x, y). (3.59)

Le sous-différentiel de f dépend de celui de ϕ qui est supposé calculé pour le produit
scalaire produit (A.10) sur E× F.

Proposition 3.75 (fonction marginale) Dans le cadre défini ci-dessus, sup-
posons que ϕ ∈ Conv(E×F) et que f ∈ Conv(E). Si x ∈ dom f et f(x) = ϕ(x, yx)
pour un certain yx ∈ F (i.e., l’infimum en (3.59) est atteint en yx), alors

∂f(x) = {x∗ : (x∗, 0) ∈ ∂ϕ(x, yx)}.

Démonstration. On a les équivalences suivantes :

x∗ ∈ ∂f(x)
⇐⇒ f(x′) > f(x) + 〈x∗, x′ − x〉, ∀x′ ∈ E [proposition 3.55 (ii)]

⇐⇒ ϕ(x′, y′) > ϕ(x, yx) + 〈(x∗, 0), (x′, y′)− (x, yx)〉, ∀ (x′, y′) ∈ E× F (3.60)

⇐⇒ (x∗, 0) ∈ ∂ϕ(x, yx) [proposition 3.55 (ii)].

L’implication directe ⇒ dans (3.60) vient de l’inégalité f(x′) 6 ϕ(x′, y′) qui est
vérifiée pour tout y′ ∈ F et de l’égalité f(x) = ϕ(x, yx). L’implication réciproque ⇐
dans (3.60) vient de ce que le membre de droite est indépendant de y′, si bien que l’on
peut donc prendre la borne inférieure en y′ dans le membre de gauche sans modifier
l’inégalité. ✷

Remarques 3.76 1) Il faut bien noter que, si la borne inférieure infy ϕ(x, y) est
atteinte en plusieurs yx, {x∗ : (x∗, 0) ∈ ∂ϕ(x, yx)} ne dépend pas du minimiseur yx
choisi. C’est une conséquence de la démonstration.

On a un autre éclairage sur cette indépendance par rapport à yx en observant
que ϕ est constante sur l’ensemble M(x) := {(x, yx) : yx minimise ϕ(x, ·)}, si
bien que ∂ϕ est aussi constant sur l’intérieur relatif de M(x) (exercice 3.38).
Cependant ∂ϕ(x, yx) peut varier lorsque (x, yx) passe de l’intérieur relatif de M(x)
à sa frontière relative. C’est le cas de la fonction définie par ϕ(x, y) = max(0, |y|−1),
dont la fonction marginale est nulle :

M(x) = {x} × [−1, 1] et ∂ϕ(x, yx) =




{0} × [−1, 0] si y = −1
{(0, 0)} si −1 < y < 1
{0} × [0, 1] si y = 1.

Malgré cela, quel que soit le yx choisi dans [−1, 1], le sous différentiel de f en x est
toujours réduit à {0}.
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2) D’autre part, si ϕ est différentiable en (x, yx), où yx est un minimiseur quelconque
de ϕ(x, ·), alors f est également différentiable en x (car son sous-différentiel est un
singleton) et on a

∇f(x) = ∇xϕ(x, yx).

C’est comme s’il y avait un minimiseur unique yx := η(x), fonction différentiable
de x, que l’on écrivait f(x) = ϕ(x, η(x)) et que l’on calculait ∇f(x) par une
dérivation en chaîne :

∇f(x) = ∇xϕ(x, η(x)) + η′(x)∗∇yϕ(x, η(x)).

On retrouverait le résultat ci-dessus en observant que ∇yϕ(x, η(x)) = 0 car η(x)
minimise ϕ(x, ·).

3) Le fait que ϕ(x, ·) ait un minimum unique n’implique nullement la différentiabilité
de la fonction marginale en x. Par exemple, f est la fonction marginale de ϕ définie
par ϕ(x, yx) = f(x) + y2x. Cette dernière a un minimum yx = 0 unique en y quel
que soit x, alors que f peut ne pas être différentiable.

Enveloppe supérieure

Considérons à présent le cas de l’enveloppe supérieure

f := sup
i∈I

fi

de fonctions convexes fi : E → R, pour i dans un ensemble quelconque I, dont les
éléments sont appelés indices ci-dessous. Rappelons de la section 3.4.2, qu’elle est
définie en x ∈ E par

f(x) = sup
i∈I

(
fi(x)

)
.

On aura besoin de désigner l’ensemble des indices des fonctions fi valant f(x) en
x ∈ E :

I0(x) := {i ∈ I : f(x) = fi(x)}.

Proposition 3.77 (enveloppe supérieure I) Dans le cadre défini ci-dessus,
si les fi sont convexes et f ∈ Conv(E), alors pour tout x ∈ dom f , on a

∂f(x) ⊇ co


 ⋃

i∈I0(x)

∂fi(x)


 . (3.61)

Démonstration. Soient x ∈ dom f , i ∈ I0(x) et x∗i ∈ ∂fi(x). Comme un sous-
différentiel est un ensemble convexe fermé (proposition 3.64), il suffit de montrer que
x∗i ∈ ∂f(x). Quel que soit y ∈ E, on a
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f(y) > fi(y) [par définition de f ]

> fi(x) + 〈x∗i , y − x〉 [car x∗i ∈ ∂fi(x)]
= f(x) + 〈x∗i , y − x〉 [car i ∈ I0(x)].

Ceci montre que x∗i ∈ ∂f(x) (point (ii) de la proposition 3.55). ✷

La proposition 3.77 montre en particulier, que ∂f(x) 6= ∅, si l’un des ∂fi(x) 6= ∅,
avec i ∈ I0(x). Il se pourrait cependant que I0(x) = ∅ ou que ∂fi(x) = ∅ pour tout
i ∈ I0(x), auxquels cas cette proposition ne donne pas d’information. Ce dernier cas
se présente, par exemple, lorsque les fonctions fi sont obtenues en divisant par i ∈ N∗

(ou en mulitpliant par i ∈ ]0, 1]) la fonction définie en (3.9) (l’opposée de la racine
carrée) : I0(0) = N∗, mais tous les ∂fi(0) = ∅, alors que f est l’indicatrice de R+ et
a donc un sous-différentiel ∂f(0) = ]−∞, 0[ non vide.

L’identification de conditions pour avoir l’égalité en (3.61) est un problème délicat.
Un des résultats les plus simples est le suivant. Pour des résultats plus fins, on pourra
consulter la section VI.4.4 dans [317 ; 1993].

Proposition 3.78 (enveloppe supérieure II) Dans le cadre défini ci-dessus,
supposons que

les fi sont convexes,
I est compact,
∀x ∈ dom f , i 7→ fi(x) est semi-continue supérieurement,

alors pour tout x ∈ (dom f)◦ :

∂f(x) = co


 ⋃

i∈I0(x)

∂fi(x)


 . (3.62)

Démonstration. ✷

3.7 Proximalité

3.7.1 Opérateur proximal

Soient E un espace euclidien (produit scalaire 〈·, ·〉 et norme associée ‖ · ‖) et
f ∈ Conv(E). Pour x donné dans E, on considère le problème

inf
y∈E

(
f(y) +

1

2
‖y − x‖2

)
. (3.63)

Il s’agit donc de l’inf-convolution de f et 1
2‖ · ‖2, mais il n’est pas très important de

le savoir. Il sera utile d’introduire une notation pour le critère de ce problème, qui
dépend de x ∈ E :
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ϕx(y) := f(y) +
1

2
‖y − x‖2.

D’après la proposition 3.7, f a une minorante affine, si bien que ϕx(y)→ ∞ lorsque
‖y‖ → ∞ ; de plus ϕx est s.c.i. et strictement convexe. Dès lors le problème ci-dessus
a une solution unique. On la note

xp solution unique de (3.80)

et on l’appelle le point proximal de x (celui-ci dépend de f et du produit scalaire
utilisé). Il est clair que le point proximal xp ∈ dom f . On appelle opérateur proximal,
l’application

Pf : E→ E : x 7→ xp.

Le point proximal est caractérisé par la condition d’optimalité de (3.80) : 0 ∈
∂ϕx(xp) = ∂f(xp) + xp − x. Dès lors

x̃ = Pf (x) ⇐⇒ ∃ g̃ ∈ ∂f(x̃) : x̃ = x− g̃. (3.64)

On note que l’unicité de xp implique celle de

gp := x− xp. (3.65)

On verra à la proposition 3.79 que ce sous-gradient n’est autre que Pf∗(x). L’algo-
rithme qui, en x considéré comme l’itéré courant, choisit xp comme itéré suivant est
appelé l’algorithme proximal. Nous l’étudierons à la section 7.2.

On trouvera à la figure 3.9 une illustration du concept de point proximal dans

ϕx

ff

xpxp xx

f(x) = |x|f(x) = |x|

Fig. 3.9. Deux points de vue sur le point proximal associé à la fonction f = | · |

le cas où E = R et f est la valeur absolue. Le graphique de gauche représente une
première manière de trouver le point proximal xp, vu comme solution de (3.80). On
y voit la fonction f et la fonction ϕx (en tirets) obtenue en ajoutant à f une fonc-
tion quadratique. Le point xp minimise ϕx. La seconde manière de trouver le point
proximal de x utilise l’équation d’optimalité (3.64) : la fonction quadratique concave
y 7→ f(xp) +

1
2‖xp − x‖2 − 1

2‖y − x‖2, représentée en tirets, minore f et a en y = xp
la même valeur que f et un gradient valant x−xp, qui est donc égal au sous-gradient
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gp de f en xp. Les deux graphes sont donc tangents et xp est l’abscisse de l’unique
point de contact entre ces deux graphes [54].

On vérifie facilement que si f est l’indicatrice IX d’une partie convexe fermée non
vide X de E, Pf est la projection sur X . On peut donc voir l’opérateur proximal
comme une généralisation de ce concept. Comme le montre la proposition suivante,
il a d’ailleurs des propriétés analogues à celle d’une projection (comparez avec la
proposition 2.26) : Pf est monotone et contractante. La proposition affirme aussi la
contractilité de l’opérateur

Rf = Pf − Pf∗ .

Proposition 3.79 (opérateur proximal) Pour une fonction f ∈ Conv(E),
les propriétés suivantes ont lieu :
(i) I − Pf = Pf∗ ,
(ii) pour tout x et y ∈ E,

〈Pf (y)−Pf (x), y−x〉 > ‖Pf (y)−Pf (x)‖2, (3.66)

‖Pf (y)− Pf (x)‖2 + ‖Pf∗(y)− Pf∗(x)‖2 6 ‖y − x‖2, (3.67)

‖Rf (y)−Rf (x)‖ 6 ‖y − x‖. (3.68)

Démonstration. [(i)] On a (I − Pf )(x) = x − xp = gp, avec gp ∈ ∂f(xp). D’après
le corollaire 3.58 et f ∈ Conv(E), on a xp ∈ ∂f∗(gp). Alors, l’égalité gp = x− xp et la
caractérisation (3.64) montrent que gp = Pf∗(x).

[(ii)-(3.66)] On a xp = x−gxp , avec gxp ∈ ∂f(xp), et yp = y−gyp , avec gyp ∈ ∂f(yp).
En retranchant

y − x = yp − xp + (gyp − gxp ). (3.69)

En multipliant scalairement cette identité par (yp − xp) et en utilisant la monotonie
du sous-différentiel (proposition 3.67), on trouve

〈yp − xp, y − x〉 = ‖yp − xp‖2 + 〈gyp − gxp , yp − xp〉︸ ︷︷ ︸
>0

> ‖yp − xp‖2.

[(ii)-(3.67)] L’inégalité s’obtient en élevant (3.69) au carré et en tenant compte
de la monotonie du sous-différentiel.

[(ii)-(3.68)] En utilisant à nouveau la monotonie du sous-différentiel, on a

‖Rf (y)−Rf (x)‖2 = ‖(yp − gyp)− (xp − gxp )‖2

= ‖yp − xp‖2 − 2 〈gyp − gxp , yp − xp〉︸ ︷︷ ︸
>0

+‖gyp − gxp‖2

6 ‖yp − xp‖2 + ‖gyp − gxp‖2

6 ‖y − x‖2 [(3.67)]. ✷
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On peut appliquer le résultat précédent en prenant f∗ ∈ Conv(E) au lieu de f . Le
résultat (ii) s’écrit alors avec gxp = Pf∗(x) ∈ ∂f(xp) et gyp = Pf∗(y) ∈ ∂f(yp) :

〈gyp−gxp , y−x〉 > ‖gyp−gxp‖2,

qui n’est pas sans rappeler la proposition 3.69. Il y a deux différences toutefois : il n’y
a pas de facteur 1/L et gxp n’est pas un sous-gradient en x mais en xp.

3.7.2 Régularisée de Moreau-Yosida

Soient toujours E un espace euclidien (produit scalaire 〈·, ·〉 et norme associée
‖ · ‖) et f ∈ Conv(E). La régularisée de Moreau-Yosida de f est la fonction f̃ : E→ R
définie par

f̃(x) = inf
y∈E

(
f(y) +

1

2
‖y − x‖2

)
= f(xp) +

1

2
‖xp − x‖2, (3.70)

où xp est le point proximal de x. On observe que f̃ est bien à valeurs réelles car
xp ∈ dom f et f(xp) > −∞ (f ne prend pas la valeur −∞).

Cette notion est illustrée en dimension 1 à la figure 3.10 lorsque f est la valeur

ϕx

f

f̃

−1 xp x

f(x) = |x|
f̃(x)

Fig. 3.10. Régularisée de Moreau-Yosida f̃ de f : x 7→ |x|

absolue et ‖ · ‖ = | · |. La ligne en tirets représente la fonction ϕx dont on calcule le
minimum pour obtenir f̃(x).

La proposition suivante donne quelques propriétés intéressantes de la régularisée
de Moreau-Yosida. En particulier, elle montre que f̃ est toujours C1,1 et régularise
donc f si celle-ci n’est pas différentiable. Cette régularisation se fait sans changer les
minima de f , ni sa valeur minimale.

Proposition 3.80 (régularisée de Moreau-Yosida) Soit f ∈ Conv(E).
Alors
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(i) f ◦ Pf 6 f̃ 6 f .
(ii) inf f̃ = inf f .
(iii) argmin f̃ = argmin f = {x ∈ E : f̃(x) = f(x)} = {x ∈ E : x = xp}.
(iv) f̃ ∈ Conv(E) et f̃ est C1,1 avec ∇f̃(x) = x− xp.

Démonstration. [(i)] La première inégalité se déduit du fait que f̃(x) = f(xp) +
1
2‖xp − x‖2 > f(xp). Pour la seconde, on prend y = x comme argument de l’infimum
définissant f̃ .

[(ii)] Du point (i), on a inf f̃ 6 inf f . Par le même point (i), on a f̃(x) > f(xp) >

inf f ; donc inf f̃ > inf f .
[(iii)] Montrons d’abord les équivalences :

f(x) = f̃(x) ⇐⇒ x = xp ⇐⇒ x ∈ argmin f. (3.71)

Si f(x) = f̃(x), l’infimum dans la définition de f̃ est atteint pour y = x, donc
xp = x ; réciproquement, si xp = x, l’expression (3.70) de f̃ montre que f(x) = f̃(x).
Considérons à présent la seconde équivalence. Si xp = x, gp = x− xp = 0 et donc 0 ∈
∂f(x) (équivalence (3.64)), ce signifie que x ∈ argmin f ; réciproquement, 0 ∈ ∂f(x)
et x = x− 0 impliquent que xp = x (par l’équivalence (3.64)).

Il reste à montrer que
argmin f = argmin f̃ .

Si x ∈ argmin f , on a par (3.71) puis le point (ii) que f̃(x) = f(x) = inf f = inf f̃ ,
donc x ∈ argmin f̃ . Inversement, si x ∈ argmin f̃ , on a par les points (i) et (ii) :
f(xp) 6 f̃(x) = inf f̃ = inf f 6 f(xp), si bien que l’on a en fait égalité partout. Alors
f̃(x) = f(xp) implique que xp = x (voir la formule de f̃) et donc x ∈ argmin f par
3.71.

[(iv)] La régularisée f̃ est la fonction marginale de (x, y) 7→ f(y)+ 1
2‖x− y‖2, qui

est dans Conv(E × E). Cette dernière est bornée inférieurement en y à x fixé ; donc
la régularisée est dans Conv(E) (proposition 3.35) et même dans Conv(E) car elle est
partout finie (proposition 3.14). D’après la proposition 3.75 :

s ∈ ∂f̃(x) ⇐⇒
(
s
0

)
=

(
x− xp

gp + xp − x

)
,

pour un gp ∈ ∂f(xp). Dès lors, ∂f̃(x) est le singleton {x − xp}, ce qui implique la
différentiabilité de f̃ , avec ∇f̃(x) = x − xp (proposition 3.68). Comme x − xp =

Pf∗(x), la caractère lipschitzien de ∇f̃ se déduit de celui de Pf∗ (proposition 3.79,
formule (3.67)). ✷
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3.8 Point-selle et convexité-concavité

3.8.1 Point-selle

La notion de point-selle (n dit aussi point-col) est très générale, comme l’est celle
d’un minimum d’une fonction. Elle est attachée à des fonctions définies sur un produit
d’ensembles n’ayant, a priori, pas de structure particulière.

Définitions 3.81 Soient X et Y deux ensembles et ϕ : X × Y → R. On dit que
(x̄, ȳ) ∈ X × Y est un point-selle de ϕ sur X × Y si

∀(x, y) ∈ X × Y : ϕ(x̄, y) 6 ϕ(x̄, ȳ) 6 ϕ(x, ȳ). (3.72)

Dans les conditions ci-dessus, ϕ(x̄, ȳ) est appelée la valeur-selle de ϕ. ✷

Autrement dit, (x̄, ȳ) est un point-selle de ϕ si, et seulement si, x 7→ ϕ(x, ȳ) atteint un
minimum en x̄ et y 7→ ϕ(x̄, y) atteint un maximum en ȳ. Rien n’est requis en dehors
de la « croix » ({x̄}×Y )∪(X×{ȳ}), si bien l’image de la selle ou du col à laquelle fait
réfeerence l’appellation peut être trompeuse comme lorsque ϕ : R2 → R est définie
par ϕ(x, y) = x2y2 (tous les points de l’axe des ordonnées sont des points-selles).
Enfin, on pourra souvent se ramener à la définition précédente par un changement
variable. Par exemple, le point (0, 0) ∈ R2 n’est pas un point-selle de la fonction
(x, y) ∈ R2 7→ xy + (x3 + y3), au sens de la définition ci-dessus, mais le devient
localement après le changement de variables (x, y) y (x̃, ỹ) avec x̃ := x+y et ỹ := x−y
(voir le tracé de droite à la figure 3.11).

La définition est illustrée à la figure 3.11 dans le cas où X = Y = R. On y a

x̄

ȳ

x̄

ȳ

x̄

ȳ

Fig. 3.11. Courbes de niveau de fonctions ϕ avec point-selle (x̄, ȳ) = (0, 0) : ϕ(x, y) = x2−y2
à gauche, ϕ(x, y) = xy au milieu et ϕ(x, y) = (x+ y)(x− y) + (x+ y)3 + (x− y)3 à droite.

tracé les courbes de niveaux de trois fonctions ϕ. Le tracé de gauche correspond à la
fonction ϕ(x, y) = x2 − y2 dont le graphe se présente comme une selle, strictement
convexe suivant l’axe des abscisses et strictement concave suivant l’axe des ordonnées :
il y a un unique point-selle (x̄, ȳ) = (0, 0). Le tracé du millieu est un peu moins lié à
l’idée que l’on peut se faire de point-selle et correspond à la fonction ϕ(x, y) = xy : on
a toujours le même unique point-selle (x̄, ȳ) = (0, 0). Le tracé de droite correspond à
une fonction non quadratique et le point-selle (x̄, ȳ) = (0, 0) n’est que local en x.

La notion de point-selle joue un rôle important en dualité min-max (section 14.1) ;
en particulier par le résultat énoncé au téorème 14.3.
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Notes

Bien que long, ces deux premiers chapitres ne donnent qu’un aperçu, utile à l’opti-
misation, de l’immense théorie qu’est l’Analyse Convexe. On en apprendra davantage
en travaillant les monographies de Rockafellar [517 ; 1970], d’Hiriart-Urruty et Lema-
réchal [317 ; 1993] et de Borwein et Lewis [78 ; 2000]. Elles traitent toutes les trois
de la théorie en dimension finie et sont orientées vers l’optimisation. Elles ont été
nos trois sources d’information principales. L’ouvrage de Rockafellar est très complet,
mais difficile. On trouve chez Hiriart-Urruty et Lemaréchal à peu près tout ce dont
on a besoin d’analyse convexe en optimisation et on y apprend à manier chaque
notion avec de multiples points de vue. Le livre de Borwein et Lewis se concentre sur
l’essentiel et laisse au lecteur la possibilité de mettre à l’épreuve ses connaissances et
sa maîtrise du sujet sur de nombreux exercices instructifs et stimulants. Mentionnons
aussi la monographie d’Auslender et Teboulle [29] consacrée à l’extension des notions
de cônes et fonctions asymptotiques à l’optimisation non convexe et à l’étude des
inéquations variationnelles.

Les livres d’Ekeland et Temam [191 ; 1974] et de Barbu et Precupanu [36 ; 1975]
sont des classiques de la dimension infinie. Pour des traitements plus récents, on pourra
consulter Aubin et Ekeland [25 ; 1984], Phelps [480 ; 1993] qui synthétise les questions
touchant aux liens entre la différentiabilité des fonctions convexes et la structure des
espaces de Banach sur lesquels elles sont définies (espaces d’Asplund en particulier)
Bonnans et Shapiro [74 ; 2000] et Borwein et Vanderwerff [79 ; 2010].

La notion de fonction conjuguée fut introduite par Mandelbrojt [403 ; 1939] pour
une fonction d’une seule variable réelle ; il montre la relation f∗∗ = f pour une fonc-
tion convexe ne prenant que des valeurs finies. L’opération de conjugaison est pré-
cisée et améliorée par Fenchel [203 ; 1949], qui l’étend aux fonctions convexes dépen-
dant d’un nombre fini de variables et qui introduit la notation f∗. La conjugaison
généralise une transformation de fonction introduite bien plus tôt par Legendre [385 ;
1787]. L’extension aux espaces vectoriels topologiques est due à Brondsted [93 ; 1964],
Moreau [442 ; 1967] et Rockafellar.

L’expression « règle de bascule » (corollaire 3.58) a été empruntée à Hiriart-Ur-
ruty [316] et celle « formule du max » (proposition 3.66) à Borwein et Lewis [78]. Le
caractère monotone maximal du sous-différentiel a été mis en évidence par Minty [423 ;
1964] et Moreau [441 ; 1965].

Le lecteur trouvera des compléments sur la régularisée de Moreau-Yosida dans
le très bel article de Moreau [441], sur lequel nous nous sommes en partie fondés.
Cette notion s’étend aux opérateurs monotones maximaux (voir par exemple [90, 91]).
On peut aussi prendre des pénalisations autres que la pénalisation quadratique pour
construire cette régularisée [576, 186 ; 1992-93].

Exercices

3.1. Épigraphe d’une fonction. Soit f : E → R. Alors
1) aff(epi f) = (aff(dom f))× R,
2) f est convexe si, et seulement si, son épigraphe stricte est convexe,
3) si f est convexe, alors (epi f)−◦ = {(x, α) : x ∈ (dom f)−◦, f(x) < α}.
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3.2. Autre définition d’une fonction convexe. Soit f : E → R∪{+∞} une fonction. Alors f
est convexe si, et seulement si,

∀x, y ∈ dom f, ∀ t /∈ [0, 1] : f((1− t)x+ ty) > (1− t)f(x) + tf(y). (3.73)

3.3. Fonction convexe propre. Soient E un espace vectoriel et f : E → R une fonction
convexe. S’il existe x ∈ (dom f)−◦ tel que f(x) > −∞, alors f est propre.

3.4. Inégalités de convexité. Soient E un espace vectoriel (de dimension finie).
1) Inégalité de Jensen [335, 336]. Une fonction f : E → R est convexe si, et seu-

lement si, pour tout m-uplet (t1, . . . , tm) ∈ ∆m et pour tout (x1, . . . , xm) ∈
(dom f)m, on a

f
(∑m

i=1 tixi

)
6
∑m

i=1 tif(xi). (3.74)

2) Inégalité de Jensen, version intégrale. Une fonction f : E → R ∪ {+∞} est
convexe si, et seulement si, pour tout espace de probabilité (Ω,A, µ) et toute
fonction (A, µ)-intégrable F : Ω → E telle que

∫

Ω
F dµ ∈ dom f , on a

f
(∫

Ω
F dµ

)
6
∫

Ω
(f ◦ F ) dµ. (3.75)

3) On suppose que f est convexe et on se donne x0, x1 ∈ dom f et t > 1 tels que
(1−t)x0 + tx1 ∈ dom f . Alors f((1−t)x0 + tx1) > (1−t)f(x0) + tf(x1).

4) Inégalité géométrico-arithmétique. La moyenne géométrique est inférieure à la
moyenne arithmétique : si {ai}ni=1 sont n nombres positifs, on a

(
∏n

i=1 ai)
1/n 6 1

n

∑n
i=1 ai. (3.76)

Remarque. Pour retenir le sens de cette inégalité, il suffit de constater que
l’inégalité inverse n’a pas lieu si un des ai est nul et un autre ne l’est pas.

5) Soient p et p′ ∈ ]0, 1[ reliés par 1
p
+ 1

p′
= 1 (nombres conjugués). Pour tout a,

b ∈ R+, on a
ab 6 1

p
ap + 1

p′
bp

′

, (3.77)

avec égalité si, et seulement si, ap = bp
′

.

3.5. Fonction asymptotique d’une pré-composition par une fonction affine. Démontrez la
proposition 3.30.

3.6. Inf-convolution. Démontrez la proposition 3.36 sur l’inf-convolution, ainsi que les
propriétés suivantes :
1) f 6 g =⇒ f ⊎ h 6 g ⊎ h,
2) f ⊎ I{0} = f ,
3) IA ⊎ IB = IA+B .

3.7. Courbes de niveau d’une fonction convexe. Chaque dessin A, B et C de la figure 3.12
représente 3 courbes de niveau (iso-valeurs) d’une fonction f définie sur R2 à valeurs
dans R. De manière plus précise, la courbe étiquetée « i» (i = 1, 2, 3) représente
l’ensemble {x ∈ R2 : f(x) = i}. Ces fonctions peuvent-elles être convexes ?

3.8. Fonction quadratique convexe. On considère la fonction réelle définie sur Rn par
f(x) = gTx+ 1

2
xTHx, où g ∈ Rn et H est une matrice d’ordre n symétrique.

1) Montrez que f est convexe si, et seulement si, H < 0.
2) Montrez que f est strictement convexe si, et seulement si, H ≻ 0.
3) Calculez le cône asymptotique commun aux ensembles de sous-niveau non vides

de f lorsque H < 0 (voir la proposition 3.29).
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A B

2 311 2 3

C

1 2

Fig. 3.12. Courbes de niveau d’une fonction convexe ?

3.9. Exemples d’inf-convolution. Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints sur un
espace euclidien E. On note x 7→ f(x) = 〈Ax,x〉 et x 7→ g(x) = 〈Bx, x〉 les formes
quadratiques associées. Calculez f ⊎ g.

3.10. Dérivée directionnelle de la fonction max. Pour i ∈ [1 :m], on suppose données des
fonctions fi : E → R qui en x ∈ E sont continues et ont des dérivées directionnelles.
On note fmax : R → R la fonction max, définie par fmax(x) = max16i6m fi(x), et
I(x) := {i ∈ [[1, m]] : fi(x) = fmax(x)}. Alors

f ′
max(x; d) = max

i∈I(x)
f ′
i(x;d).

3.11. Caractérisation de la forte convexité d’une fonction. Démontrez la proposition 3.24.

3.12. Problème d’optimisation sans solution. Soient F : Rn → Rm, X ⊆ Rn et ‖ · ‖ une
norme sur Rm. On considère le problème min{‖F (x)‖ : x ∈ X}. On suppose que
0 /∈ F (X) et que F (X) est un ouvert. Montrez que :
1) ce problème n’a pas de solution,
2) si F est continue et {xk} est une suite minimisante, ou bien ‖xk‖ → ∞, ou bien

lim inf dXc(xk) = 0 (dXc(xk) est la distance de xk au complémentaire de X,
supposée infinie si X = Rn).

Remarque. Ce résultat s’applique par exemple au problème min{ex : x ∈ R}.
3.13. Minimisation concave. Supposons qu’un problème de minimisation d’une fonction

concave f sur un ensemble convexe C ait une solution x∗. Alors f prend sa valeur
minimale f(x∗) sur la face de C engendrée par x∗. En particulier, si C est fermé et
a un point extrême, le problème a un minimum en un point extrême de C.

3.14. Optimisation multicritère, Pareto optimalité [332]. Soient X un ensemble et f : X →
Rm une fonction. On considère les composantes de f comme m critères à minimiser
(on parle d’optimisation multicritère). On dit que x∗ ∈ X est Pareto optimal s’il
n’existe pas de x ∈ X vérifiant fi(x) < fi(x∗) pour tout i, ce qui s’écrit aussi

∀ x ∈ X, max
16i6m

(

fi(x)− fi(x∗)
)

> 0.

On dit que x∗ ∈ X est moyennement optimal s’il existe un r ∈ Rm
+ , non nul, tel que

x∗ minimise x 7→ rTf(x) sur X.
1) Montrez que x∗ est Pareto optimal si, et seulement si, (f(x∗)−Rm

++)∩f(X) = ∅.
2) On a représenté à la figure 3.13, dans le cas où m = 2, un exemple d’ensem-

ble f(X). Déterminez dans celui-ci l’image par f des points Pareto optimaux et
l’image par f des points moyennement optimaux.

3) Montrez qu’un point moyennement optimal est Pareto optimal.
4) Montrez que, lorsque f(X)+Rm

+ est convexe (a fortiori lorsque f(X) est convexe),
un point Pareto optimal est moyennement optimal.
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f(X)

f1

f2

Fig. 3.13. Un ensemble f(X) dans R2

5) Montrez que f(X) + Rm
+ est convexe si X est convexe et si les fonctions fi sont

convexes ; alors que f(X) ne l’est pas nécessairement.

3.15. Propriétés particulières aux fonctions convexes polyédriques. Soient f , f1 et f2 des
fonctions convexes polyédriques. Alors
1) f1 + f2 est polyédrique,
2) f1⊎f2 est polyédrique, epi f1⊎f2 = epi f1+epi f2 et l’infimum dans la définition

de (f1 ⊎ f2)(x) est atteint pour tout x ∈ dom(f1 ⊎ f2) = dom f1 + dom f2,
3) f∗ est polyédrique.

3.16. Calcul de fonctions conjuguées. On note 〈·, ·〉 le produit scalaire utilisé pour définir
la conjuguée.
1) Fonction quadratique strictement convexe. Soient Q une matrice auto-adjointe

définie positive (pour le produit scalaire 〈·, ·〉), q ∈ Rn et f : Rn → R la fonction
quadratique définie par

f(x) =
1

2
〈Qx,x〉+ 〈q, x〉.

Alors, pour tout x∗ ∈ Rn,

f∗(x∗) =
1

2
〈Q−1(x∗−q), (x∗−q)〉.

Si Q est seulement semi-définie positive, on a f∗(Qx+q) = 1
2
〈Qx,x〉 pour tout

x ∈ Rn et f∗(x∗) = +∞ si x∗ /∈ R(Q) + q.

2) Si g(x) = f(x) + α, alors g∗(x∗) = f∗(x∗)− α.

3) Monotonie. Si f , g : E → R ∪ {+∞} sont propres avec une minorante affine et
f 6 g, alors f∗ > g∗.

4) Enveloppe inférieure. Soient I un ensemble d’indices quelconque et, pour i ∈ I ,
des fonctions fi : E → R ∪ {+∞} propres ayant une minorante affine commune,
c.-à-d., ∃ x∗

0 ∈ E tel que supi∈I f
∗
i (x

∗
0) < +∞. Alors leur enveloppe inférieure

finf : E → R ∪ {+∞} définie en x par

finf(x) = inf
i∈I

fi(x)

est propre avec une minorante affine et on a
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f∗
inf = sup

i∈I
f∗
i .

5) Enveloppe supérieure. Soient I un ensemble d’indices quelconque et, pour i ∈ I ,
des fonctions fi ∈ Conv(E) telles que leur enveloppe supérieure fsup : E →
R ∪ {+∞} définie en x par

fsup(x) = sup
i∈I

fi(x)

ait un domaine non vide. Alors fsup ∈ Conv(E) et on a

f∗
sup =

(

inf
i∈I

f∗
i

)∗∗
.

3.17. Minimum de f et f∗∗. Soient E un espace euclidien et f : E → R une fonction non
nécessairement convexe. Montrez que
1) inf f = inf f∗∗,
2) co(argmin f) ⊆ argmin f∗∗ (l’égalité n’a pas nécessairement lieu),
3) si f est propre et fermée, si argmin f 6= ∅ et si argmin f∗∗ est borné, alors

co(argmin f) = argmin f∗∗.

3.18. Enveloppe convexe fermée de fonctions convexes. Soient f , f1 et f2 ∈ Conv(E).
1) Si x0 ∈ (dom f)−◦ et x ∈ E, alors f∗∗(x) = limt↑1 f((1−t)x0 + tx).
2) aff dom f = aff dom f∗∗, (dom f)−◦ = (dom f∗∗)−◦ et adh dom f = adh dom f∗∗.
3) Si f1 et f2 ∈ Conv(E) et (dom f1) ∩ (dom f2) 6= ∅, alors f1 + f2 ∈ Conv(E).

Si f1 et f2 ∈ Conv(E) et (dom f1)
−◦∩(dom f2)

−◦ 6= ∅, alors (f1+f2)∗∗ = f∗∗
1 +f∗∗

2 .

3.19. Fonction d’appui du sous-différentiel. Soient f ∈ Conv(E) et x ∈ E tel que ∂f(x)
soit non vide. Alors la fonction d’appui de ∂f(x) est l’enveloppe convexe fermée de
δx(·) = f ′(x; ·) : σ∂f(x) = δ∗∗x 6 δx.

3.20. Allure du sous-différentiel. Soit f ∈ Conv(E).
1) Soient x̄ ∈ (dom f)−◦ et ε > 0. Montrez que B̄(0, ε) ⊆ ∂f(x̄) si, et seulement si,

f ′(x̄;h) > ε‖h‖ pour tout h ∈ E.

2) Supposons que f soit sous-différentiable en x ∈ E et que t ∈ R 7→ f(x+ th) soit
différentiable en 0. Alors ∂f(x) ⊆ f ′(x;h)h/‖h‖2 + h⊥.

3.21. Représentation du sous-différentiel. Soit f : R2 → R une fonction convexe, dont on
note ∂f(x) le sous-différentiel en x pour le produit scalaire euclidien. La figure 3.14
donne quatre dessins : A, B, C et D. Dans chacun d’eux, on a noté x un point de R2,
C une partie d’une courbe de niveau de f (c.-à-d., f est constante sur une courbe
contenant C) et S un ensemble. Pour chacun de ces dessins :
(a) dites si S peut être l’ensemble x+ ∂f(x),
(b) dans l’affirmative en (a) et si S = x+ ∂f(x), dites si x est un minimiseur de f ,
(c) dans l’affirmative en (a) et (b), et si S = x + ∂f(x), dites si x est l’unique

minimiseur de f .

3.22. Sous-différentiel de fonction fortement convexe [523 ; 1976, proposition 6]. Soient E
un espace euclidien dont le produit scalaire est noté 〈·, ·〉, f ∈ Conv(E) et α > 0.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) la fonction f est fortement convexe de module α,
(ii) la multifonction ∂f est fortement monotone de module α,
(iii) ∀x ∈ dom f , ∀ x∗ ∈ ∂f(x), ∀ y ∈ E, on a f(y) > f(x)+ 〈x∗, y−x〉+(α/2)‖y−

x‖2.
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Fig. 3.14. Représentation du sous-différentiel d’une fonction convexe ?

3.23. Sous-différentiel d’une fonction définie sur un espace produit . Soient E1 et E2 deux
espaces euclidiens, E1×E2 muni du produit scalaire produit (A.10) et f ∈ Conv(E1×
E2). On introduit les fonctions partielles f1

x2
(·) = f(·, x2) et f2

x1
(·) = f(x1, ·). Alors

∂f(x1, x2) ⊆ ∂f1
x2
(x1)× ∂f2

x1
(x2).

Donnez un exemple de fonction pour laquelle l’égalité n’a pas lieu.

3.24. Minimum saillant [484 ; § 5.2.3]. Soient E un espace euclidien dont la norme est notée
‖ · ‖, f ∈ Conv(E), B̄ la boule unité fermée de E, x̄ ∈ dom f et α > 0 (un réel).
Montrez que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ∀x ∈ E : f(x) > f(x̄) + α‖x− x̄‖,
(ii) ∀ d ∈ E : f ′(x̄; d) > α‖d‖,
(iii) αB̄ ⊆ ∂f(x̄).

On dit qu’un point x̄ vérifiant ces propriétés est un minimum saillant de f ∈
Conv(E).

3.25. Ensemble saillant de minimiseurs. Soient E un espace euclidien de produit scalaire
noté 〈·, ·〉 (norme associée ‖ · ‖), B̄ := {x ∈ E : ‖x‖ 6 1} la boule unité fermée de E,
f ∈ Conv(E) et fmin := inf{f(x) : x ∈ E}. On suppose que fmin est fini et que f a
un ensemble de minimiseurs S := {x ∈ E : f(x) = fmin} non vide.

1) Montrez que, quel que soit x ∈ E, le problème inf{‖x−y‖ : y ∈ S} a une solution
et une seule. On la note PS(x).

On note dist(x,S) := ‖x− PS(x)‖ la distance de x à S, pour la norme ‖ · ‖. On dit
que l’ensemble des minimiseurs S est saillant s’il existe α > 0 tel que

∀x ∈ E : f(x) > fmin + α dist(x, S). (3.78)

Dans une première partie, on se propose de montrer que cette propriété est équiva-
lente à l’inclusion suivante (pour le même α > 0)

S + αB̄ ⊆
⋃

x∈S

(

x+ ∂f(x)
)

, (3.79)

où le sous-différentiel ∂f(x) de f en x ∈ E est calculé pour le produit scalaire 〈·, ·〉.
Supposons dans un premier temps que (3.78) ait lieu et l’on se donne pour objectif
de démontrer (3.79). Soient x̄0 ∈ S, u ∈ B̄ et x̄ := PS(x̄0 + αu). On introduit
g := x̄0 + αu− x̄.

2) Montrez que ‖g‖ 6 α.
3) Montrez que ∀x ∈ E, f(x) > f(x̄) + 〈g, x− x̄〉.
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4) Montrez que (3.79) est vérifiée.

Supposons à présent que (3.79) ait lieu et l’on se donne pour objectif de démontrer
(3.78). Soient x ∈ E\S et x̄ := PS(x).

5) Montrez qu’il existe un x̄1 ∈ S et g1 ∈ ∂f(x̄1) tels que

x̄+ α
x− x̄

‖x− x̄‖ = x̄1 + g1.

6) Montrez que f(x) > fmin + 〈g1, x− x̄1〉 et en déduire (3.78).

Dans une seconde partie, on considère l’algorithme de minimisation de f , qui calcule
en x ∈ E le nouvel itéré x+ comme solution de

inf
y∈E

(

f(y) +
1

2
‖y − x‖2

)

. (3.80)

7) Sachant que les fonctions de Conv(E) ont une minorante affine, montrez que le
problème (3.80) a une solution et une seule.

8) Supposons que f ait un ensemble saillant de minimiseurs. Montrez que si x est
suffisamment proche de S, alors x+ ∈ S.

3.26. Sous-différentiabilité et sous-lipschitzianité [236 ; lemme 2]. Soit f ∈ Conv(E) et
x ∈ dom f . Montrez que ∂f(x) 6= ∅ si, et seulement si, il existe une constante L > 0
telle que

∀ y ∈ E : f(y) > f(x)− L‖y − x‖.

3.27. Démontrez le corollaire 3.73.

3.28. Fonction indicatrice. Soient P une partie non vide d’un espace vectoriel E et IP son
indicatrice.
1) Convexité : démontrez la proposition 3.6.

Supposons à présent que E soit un espace euclidien, que C soit un convexe non vide
de E, que x ∈ C et que K est un cône non vide de E.
2) Dérivée directionnelle : I′

X(x;d) = ITa
C(x)(d).

3) Conjuguée : I∗
P = σP et I∗

K = IK− .
4) Sous-différentiel : ∂IC(x) = NC(x).

3.29. Fonction d’appui . Soit C un convexe fermé non vide d’un espace euclidien (E, 〈·, ·〉).
On rappelle la définition (3.7) de la fonction d’appui σC : E → R ∪ {+∞}, qui est
une fonction convexe propre et fermée.
1) Conjuguée : σ∗

C = IC .
2) Sous-différentiel : ∂σC(x

∗) = argmax{〈x∗, x〉 : x ∈ C}.
3.30. Norme. Soient E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté 〈·, ·〉 et f(·) :=

‖·‖ une norme (pas nécessairement celle associée au produit scalaire). On note ‖·‖d la
norme duale de ‖·‖ par rapport à ce produit scalaire (voir (A.8)) et B̄d la boule-unité
fermée pour la norme duale.
1) La norme ‖·‖ est une fonction convexe propre fermée, avec une minorante affine.
2) f∗ = Id.
3) Soit ‖ · ‖dd la norme biduale de ‖ · ‖, c’est-à-dire la norme duale de ‖ · ‖d par

rapport au produit scalaire donné :

‖u‖dd := sup
‖v‖d61

〈v, u〉.



152 3. Fonctions convexes

Montrez que ‖ · ‖dd = ‖ · ‖ et que

∀x ∈ E, ∃ x∗ ∈ E : ‖x∗‖d = 1 et 〈x, x∗〉 = ‖x‖. (3.81)

4) Le sous-différentiel de la norme s’écrit

∂f(x) = argmax
‖y‖d61

〈y, x〉 = {x∗ ∈ E : ‖x∗‖d 6 1 et 〈x∗, x〉 = ‖x‖}. (3.82)

En particulier :
∂f(0) = B̄D,
‖x∗‖d = 1 si x∗ ∈ ∂f(x) et x 6= 0,
si E = Rn, 〈·, ·〉 est le produit scalaire euclidien, x 6= 0 et p ∈ ]1,∞[, on a

∂(‖ · ‖1)(x) = {x∗ ∈ Rn : x∗
i = −1 si xi < 0,

x∗
i ∈ [−1,+1] si xi = 0,

x∗
i = +1 si xi > 0}, (3.83a)

∇(‖ · ‖p)(x) = {sgn(xi)(|xi|/‖x‖p)p−1}i∈[1 :n], (3.83b)

∂(‖ · ‖∞)(x) = co{sgn(xi)e
i : i ∈ I}, (3.83c)

où ei est le i-ième vecteur de base de Rn et I := {i ∈ [1 :n] : |xi| = ‖x‖∞}.
5) On déduit de la formule du max (3.52) que la dérivée directionnelle de la norme

en x ∈ E dans la direction h ∈ E s’écrit

(‖ · ‖)′(x;h) = max
x∗∈B̄D

〈x∗,x〉=‖x‖

〈x∗, h〉. (3.84)

Démontrez :
(3.84) en utilisant directement la définition (C.1) de la dérivée directionnelle,
(‖ · ‖)′(0;h) = ‖h‖,
si E = Rn, 〈·, ·〉 est le produit scalaire euclidien, x 6= 0 et p ∈ ]1,∞[, on a

(‖ · ‖1)′(x;h) = (3.85a)

(‖ · ‖p)′(x;h) = (3.85b)

(‖ · ‖∞)′(x;h) = max
i: |xi|=‖x‖∞

(sgn xi)hi, (3.85c)

3.31. Puissance de norme. Soient E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté
〈·, ·〉 et ‖ · ‖ une norme (pas nécessairement celle associée au produit scalaire). On
note ‖ · ‖d la norme duale de ‖ · ‖ par rapport à ce produit scalaire (voir (A.8)) et
on considère la fonction f : E → R définie en x ∈ E par

f(x) =
1

p
‖x‖p,

où p > 1 est un réel. On note p′ = p/(p− 1) le nombre conjugué de p.
1) La fonction f est convexe propre et fermée.

2) La conjuguée f∗ : E → R de f prend en s ∈ E la valeur

f∗(s) =
1

p′
‖s‖p′

d
.

Le sous-différentiel de f en x ∈ E s’écrit (pour le sous-différentiel de la norme,
voir l’exercice 3.30) :

∂f(x) = {s ∈ E : 〈s, x〉 = ‖x‖p = ‖s‖p′
d
} = ‖x‖p−1 ∂(‖ · ‖)(x).

Remarque : la dernière expression du sous-différentiel ∂f(x) rappelle la dériva-
tion en chaîne de la composition de x ∈ E 7→ ‖x‖ et de t ∈ R 7→ tp/p.
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3.32. Compteur de composante non nulle. On note ‖ · ‖0 le compteur de composante non
nulle d’un vecteur (donc ‖x‖0 est le nombre de composantes non nulles du vecteur
x ∈ Rn, voir aussi la section 19.4). On note également ‖x‖p la norme ℓp de x ∈ Rn

(p = 1 ou ∞) et B̄1 := {x ∈ Rn : ‖x‖1 6 1} la boule unité fermée de Rn pour la
norme ℓ1. On considère la fonction f : Rn → R définie en x ∈ Rn par

f(x) = ‖x‖0 + IB̄1
(x),

où IB̄1
est l’indicatrice de B̄1 (IB̄1

(x) = 0 si x ∈ B̄1 et IB̄1
(x) = +∞ si x /∈ B̄1).

Montrez que sa conjuguée f∗ et la biconjuguée f∗∗ prennent les valeurs suivantes :

f∗(x∗) = (‖x∗‖∞ − 1)+. (3.86)

f∗∗(x) = ‖x‖1 + IB̄1
(x). (3.87)

Remarque : : on a montré que, sur la boule unité de la norme ℓ1, ‖ · ‖1 est la plus
grande fonction convexe qui minore la fonction non convexe ‖ · ‖0 (alors que sur Rn

cette plus grande fonction convexe est nulle).

3.33. Fonction maximale. On suppose que Rn est muni du produit scalaire euclidien et
on considère la fonction maximale f : Rn → R définie en x ∈ Rn par f(x) =
max16i6n xi.
1) f ∈ Conv(Rn).

2) La conjuguée f∗ de f prend en x∗ ∈ Rn la valeur

f∗(x∗) =

{
0 si x∗ > 0 et

∑n
i=1 x

∗
i = 1,

+∞ sinon.

3) Le sous-différentiel ∂f(x) de f en x ∈ Rn s’écrit

∂f(x) = co{ei : i ∈ I},

où ei est le i-ième vecteur de base de Rn et I = {j ∈ [1 :n] : xj = maxi xi}.
4) La fonction f est différentiable en x si, et seulement si, le maximum des xi est

atteint pour un seul indice i. Dans ce cas, ∇f(x) = ei.

3.34. Valeur propre maximale. On note Sn [resp. Sn
+] l’ensemble des matrices d’ordre n

symétriques [resp. symétriques semi-définies positives], que l’on munit du produit
scalaire 〈A,B〉 = trAB. On note λmax : Sn → R l’application valeur propre maxi-
male.
1) La fonction λmax est convexe.
2) La conjuguée de λmax est donnée par

λ∗
max(A

∗) =

{
0 si A∗ ∈ Sn

+ et trA∗ = 1
+∞ sinon.

3) Le sous-différentiel de λmax est le compact donné par

∂λmax(A) = co{vvT : ‖v‖2 = 1, Av = λmax(A)v}.

4) Déduire de la formule du sous-différentiel que
a) λmax(·) est différentiable en A si λmax(A) est simple, et que dans ce cas

∇λmax(A) = vvT, où ±v sont les uniques vecteurs propres unitaires cor-
respondants à la valeur propre maximale ; retrouvez ce dernier résultat en
utilisant le théorème des fonctions implicites (théorème C.14) ;
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b) ∂λmax(0) = {S ∈ Sn
+ : trS = 1} ;

c) la dérivée directionnelle de λmax en A ∈ Sn dans la direction D ∈ Sn s’écrit

λ′
max(A;D) = λmax(V

TDV ),

où V est une matrice dont les colonnes forment une base orthonormale de
l’espace propre associé à λmax(A).

3.35. Valeur propre maximale d’une matrice hermitienne. On note Hn [resp. Hn
+] l’ensemble

des matrices d’ordre n hermitiennes [resp. hermitiennes semi-définies positives], que
l’on munit du produit scalaire 〈A,B〉 = trAB. L’écriture A < 0 signifie que A ∈ Hn

+.
On note λmax : Hn → R l’application valeur propre maximale, qui est bien définie
car les valeurs propres d’une matrice hermitenne sont réelles. Les résultats ci-dessous
s’appliquent bien sûr aux matrices réelles symétriques, qui sont des matrices hermi-
tiennes avec une partie imaginaire nulle.
1) Démontrez (B.18) et en déduire que la fonction λmax est convexe.
2) La conjuguée de λmax est donnée par

λ∗
max(A

∗) =

{
0 si A∗ < 0 et trA∗ = 1
+∞ sinon.

(3.88)

3) Le sous-différentiel de λmax est le compact donné par

∂λmax(A) = co{vvH : ‖v‖ = 1, Av = λmax(A)v}. (3.89)

3.36. Distance à un convexe. Soient E un espace vectoriel normé (norme notée ‖ · ‖) et C
un ensemble convexe fermé non vide de E. On considère la fonction dC : E → R, la
distance à C, définie par dC(x) = infy∈C ‖x− y‖.
1) dC est convexe.

On suppose dorénavant que E est un espace euclidien (produit scalaire noté 〈·, ·〉,
mais la norme ‖ · ‖ n’est pas nécessairement celle associée à ce produit scalaire).
On note B̄D la boule-unité fermée pour la norme duale, NC(x) le cône normal à C
en x et x̄ une projection d’un point x sur C (c’est-à-dire une solution du problème
inf{‖x−y‖ : y ∈ C}, qui n’est pas nécessairement unique car la norme n’est pas
nécessairement associée à un produit scalaire).

2) d∞
C = ‖P(C∞)−(·)‖

3) d∗
C = IB̄D

+ σC .
4) ∂ dC(x) =

{
x∗ ∈ B̄D ∩NC(x̄) : 〈x∗, x− x̄〉 = ‖x− x̄‖

}
.

On suppose à présent que la norme ‖ · ‖ est celle associée au produit scalaire 〈·, ·〉.
5) Si x /∈ C, alors dC est différentiable en x et ∇ dC(x) = (x−x̄)/‖x−x̄‖ ;

si x ∈ C◦ (l’intérieur de C), alors dC est différentiable en x et ∇ dC(x) = 0 ;
si x ∈ ∂C = C \ C◦ (la frontière de C), alors ∂ dC(x) = B̄ ∩ NC(x).

6) Montrez par un contre-exemple que si P ⊆ E n’est pas convexe, dP n’est pas
nécessairement différentiable sur le complémentaire de P .

3.37. Carré de la distance euclidienne à un convexe. Soit E un espace euclidien dont la
norme associée au produit scalaire est notée ‖ · ‖, C un convexe fermé non vide de E
et PC le projecteur orthognal sur C. On note eC : E → R la moitié de la distance à
C au carré, qui est donc définie en x ∈ E par

eC(x) = inf
z∈C

1
2
‖z − x‖2 = 1

2
‖PC(x)− x‖2.
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Montrez que

1) la fonction eC est convexe,
2) pour tout (x, h) ∈ E2, 0 6 〈PC(x)− x,PC(x+ h)− PC(x)〉 6 ‖h‖2,
3) la fonction eC est différentiable en tout point x ∈ E et ∇ eC(x) = x− PC(x),
4) le projecteur PC est le gradient d’une fonction dérivable.

3.38. Constance du sous-différentiel. Soit f : E → R une fonction convexe et supposons
que f soit constante sur un ensemble A. Alors ∂f est constant sur A−◦ et ce sous-
différentiel commun est inclus dans celui de tout point de A.

3.39. Ensembles de sous-niveau bornés. Soient E un espace euclidien de dimension finie et
f : E → R ∪ {+∞} une application dont on considère les propriétés suivantes :

(i) f vérifie la condition de croissance positive à l’infini suivante

lim inf
‖x‖→∞

f(x)

‖x‖ := lim
r→∞

inf
x/∈Br

f(x)

‖x‖ > 0,

(ii) les ensembles de sous-niveau de f sont bornés,
(iii) f∗ est continue en 0,
(iv) ∪x∈E∂f(x) est un voisinage de 0.

Montrez que
1) (i) =⇒ (ii), mais que la réciproque n’est pas nécessairement vraie,
2) si f ∈ Conv(E), alors (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii),
3) si f ∈ Conv(E), alors (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii) ⇐⇒ (iv).

3.40. Proximité d’une solution et petitesse d’un sous-gradient. Soient E un espace euclidien
de dimension finie et f ∈ Conv(E). On suppose que l’ensemble S des minimiseurs de
f est non vide et borné. Montrez que, quel que soit r > 0, il existe un voisinage V
de 0 ∈ E tel que dS(x) 6 r lorsque x∗ ∈ ∂f(x) ∩ V . Montrez par un contre-exemple
que ce résultat ne tient plus si S n’est pas borné.
Remarque. Il n’y a pas de réciproque : x peut être proche de S sans qu’il y ait un
petit sous-gradient en x. La valeur absolue f = | · | sur R en est un contre-exemple :
|f ′(x)| = 1 quel que soit x 6= 0.

3.41. Croissance quadratique locale (adapté de [523, 524]). Soient E et F deux espaces
normés. On dit qu’une multifonction T : E ⊸ F est localement radialement lipschit-
zienne de module L > 0 en un point x0 ∈ E s’il existe un voisinage V de x0 tel que,
pour tout x ∈ V et pour tout y ∈ T (x), on a dT (x0)(y) 6 L‖x − x0‖. On considère
à présent, un espace euclidien E de dimension finie et une fonction f ∈ Conv(E)
ayant un ensemble de minimiseurs S non vide et borné. Montrez que les propriétés
suivantes sont équivalentes (L > 0).

(i) ∂f−1 est localement radialement lipschitzienne de module L en 0,
(ii) il existe un voisinage V de 0 ∈ E tel que dS(x) 6 L‖x∗‖ lorsque x∗ ∈ ∂f(x)∩V ,
(iii) il existe une constante α > 0 et un rayon r > 0 tels que pour tout x ∈ S+ B̄r,

on a f(x) > inf f + α(dS(x))
2.

Si (i) ou (ii) a lieu et s’il y a un minimum unique, on peut prendre α = 1/(2L) dans
(iii). Si (iii) a lieu, on peut prendre L = 1/α dans (i) ou (ii).

3.42. Point proximal limite. Soient E un espace euclidien de dimension finie, f ∈ Conv(E)
et r > 0. On note xp(r) le point proximal de x ∈ E, défini comme l’unique solution
de

inf
y∈E

(

f(y) +
1

2r
‖y − x‖2

)

.
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Montrez que lorsque r ↑ ∞ :
(i) ‖xp(r)− x‖ croît,
(ii) f(xp(r)) décroît,
(iii) si argmin f 6= ∅, xp(r) converge vers la projection de x sur argmin f .

3.43. Proximalité pondérée. Cet exercice propose d’étendre la notion de point proximal au
cas d’une pénalisation quadratique générale. Soient E un espace euclidien (produit
scalaire 〈·, ·〉 et norme associée ‖ · ‖) et f ∈ Conv(E). On se donne un opérateur
auto-adjoint défini positif M auquel on associe un produit scalaire 〈·, ·〉M = 〈M ·, ·〉
et une norme ‖ · ‖M = 〈·, ·〉1/2M . Pour x donné dans E, le point proximal, toujours
noté xp, est ici défini comme l’unique solution de

inf
y∈E

(

f(y) +
1

2
‖y − x‖2M

)

. (3.90)

On note Pf,M : E → E : x 7→ xp l’application proximale pondérée par M . Le sous-
différentiel ∂f est calculé par rapport au produit scalaire non pondéré 〈·, ·〉. Montrez
que

(i) x̃ = Pf,M (x) ⇐⇒ ∃ g̃ ∈ ∂f(x̃) : x̃ = x−M−1g̃,
(ii) I − Pf,M =M−1 ◦ Pf∗,M−1 ◦M ,
(iii) pour tout x et y ∈ E, 〈yp−xp, y−x〉M > ‖yp−xp‖2M ,
(iv) pour tout x et y ∈ E, ‖yp−xp‖2M + ‖gyp−gxp‖2M−1 6 ‖y−x‖2M , où gxp = M−1

(x−xp) et gyp =M−1(y−yp).
3.44. Régularisée de Moreau-Yosida d’une fonction quadratique convexe. On suppose que

f : x ∈ E 7→ f(x) = 1
2
〈Ax,x〉 − 〈b, x〉 avec A symétrique définie positive et on

considère sa régularisée de Moreau-Yosida

x ∈ E 7→ f̃(x) = inf
y∈E

(

f(y) +
1

2
‖y − x‖2M

)

,

où ‖ · ‖M = 〈M ·, ·〉1/2 et M est une matrice symétrique définie positive. Montrez que
f̃ est quadratique et que sa hessienne s’écrit ∇2f̃ = (A−1 +M−1)−1.
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[Cette méthode] ne trompe jamais et peut s’étendre à des
questions très belles.

P. de Fermat (1601-1665).

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les
méthodes que j’y expose ne demandent ni constructions, ni

raisonnements géométriques ou méchaniques, mais seulement
des opérations algébriques, assujetties à une marche régulière et

uniforme. Ceux qui aiment l’Analyse verront avec plaisir la
Méchanique en devenir une nouvelle branche, et me sauront gré

d’en avoir étendu ainsi le domaine.

J.-L. de la Grange. Méchanique Analytique. [372 ; 1788,
pages XI-XII]

Considérons le problème d’optimisation sous forme générale

(PX)

{
min f(x)
x ∈ X,

dans lequel on minimise une fonction f : X → R définie sur une partie X d’un espace
euclidien E. On note 〈·, ·〉 le produit scalaire de cet espace vectoriel et

n := dimE

sa dimension (finie).
Rappelons quelques notions relatives au problème (PX), qui ont été introduites

aux sections 1.1 et 1.2 et qui seront continuellement utilisées dans ce chapitre. L’en-
semble X sur lequel on minimise f est appelé l’ensemble admissible du problème. Un
minimum (global) de ce problème est un point x∗ ∈ X tel que

∀x ∈ X : f(x∗) 6 f(x). (4.1)

On dit que x∗ ∈ X est un minimum local de (PX) s’il existe un voisinage V de x∗ tel
que

∀x ∈ X ∩ V : f(x∗) 6 f(x). (4.2)

On parle de minimum global (resp. local) strict si l’on a inégalité stricte dans l’ex-
pression (4.1) (resp. (4.2)), lorsque x 6= x∗.
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Les conditions d’optimalité sont des équations, des inéquations ou des propriétés
que vérifient les solutions de (PX) (conditions nécessaires, CN) ou qui assurent à
un point d’être solution de (PX) (conditions suffisantes, CS). Elles traduisent ainsi
l’expression (4.2) de l’optimalité locale en une forme analytique plus directement
utilisable. Ces conditions sont utiles pour de nombreuses raisons, par exemple :

pour vérifier l’optimalité éventuelle d’un point x ∈ X , voir si c’est un minimum,
un maximum ou un point stationnaire (voir plus loin pour la définition de ce
terme),
pour calculer analytiquement des solutions de (PX),
pour mettre en œuvre des méthodes numériques permettant de trouver des solu-
tions (PX),
pour définir des tests d’arrêt des itérations dans les algorithmes de résolution
de (PX).

On parlera de conditions du premier ordre (notées CN1 ou CS1, selon qu’il s’agit
de conditions nécessaires ou suffisantes) lorsque celles-ci ne font intervenir que les
dérivées premières de f et des fonctions définissant l’ensemble admissible. Quant aux
conditions du second ordre (notées CN2 ou CS2), elles ne font intervenir que les
dérivées premières et secondes de ces fonctions.

Nous commencerons par une condition nécessaire d’optimalité du premier ordre
très générale puisqu’elle concerne le problème (PX) ; elle est de nature géométrique
(section 4.1). C’est cette condition qui sera ensuite traduite en une forme analy-
tique pour les problèmes sans contrainte (section 4.2), les problèmes avec contraintes
d’égalité (section 4.3), les problèmes avec contraintes d’égalité et d’inégalité (sec-
tion 4.4) et enfin les problèmes avec contraintes générales (section 4.5). Dans ces deux
dernières sections, c’est le lemme de Farkas qui permet de faire cette traduction. Les
résultats obtenus dans ce dernier cas permettent de retrouver les résultats précédents.
Dès lors, le lecteur pressé et courageux pourra passer directement de la section 4.1 à la
section 4.5. Rien ne sera perdu quant au contenu, mais on gagnera en compréhension
en se penchant sur les situations plus simples décrites aux sections 4.2, 4.3 et 4.4.

Connaissances supposées. Notion de cône dual et lemme de Farkas. Les conditions
du deuxième ordre pour le problème avec contraintes d’égalité et d’inégalité (sec-
tion 4.4.4) requièrent la connaissance de la dualité linéaire, qui ne sera vue qu’au
chapitre 17 ! Cette dernière section peut être passée en première lecture.

4.1 Une condition nécessaire d’optimalité géométrique

Ce sont les conditions nécessaires d’optimalité qui sont les plus difficiles à établir.
Ceci est dû au fait que l’on procède par linéarisation de l’ensemble admissible, ce
qui conduit au cône tangent (section 4.1.1) – jusqu’ici tout va bien – mais que ce
cône tangent est approché par le cône linéarisant, obtenu en linéarisant les fonctions
qui décrivent l’ensemble admissible. Cette approximation bien utile n’est pas toujours
adéquate et il faut ce que l’on appellera des conditions de qualification pour que cette
démarche puisse aboutir.

Les conditions suffisantes d’optimalité s’obtiennent, quant à elles, généralement
sans difficulté ; soit à partir des conditions nécessaires du premier ordre, lorsque le
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problème est convexe (il faudra spécifier ce que l’on entend par là), soit en renforçant
légèrement les conditions nécessaires du second ordre dans le cas général.

4.1.1 Cônes tangent et normal

Dans cette section, on suppose que E désigne un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie. Sa norme est notée ‖ · ‖.

Le cône tangent est un concept essentiel qui aide à l’écriture des conditions d’op-
timalité. Il sert à linéariser l’ensemble admissible au point optimal x∗, comme on le
fait avec le critère en optimisation sans contrainte pour exprimer l’optimalité de x∗
par l’équation f ′(x∗) = 0. Comme nous le verrons (proposition 4.3), la notion de
cône tangent définie ci-après étend aux ensembles quelconques celle introduite pour
les ensembles convexes à la section 2.5.6. Nous utiliserons essentiellement la notion de
tangence suivante. On note

R++ := {t ∈ R : t > 0}.

Définitions 4.1 (cône tangent) Soient X ⊆ E et x ∈ E. On dit que le vecteur
d ∈ E est tangent à X en x s’il existe une suite {dk} ⊆ E et une suite {tk} ⊆ R++

telles que
dk → d, tk ↓ 0, x+ tkdk ∈ X. (4.3)

On note TxX ou TX(x) l’ensemble des vecteurs tangents à X en x et on l’appelle le
cône tangent. ✷

Pour le distinguer d’autres notions de cône tangent, celui de la définition précédente
est parfois appelé le cône contingent [74 ; § 2.2.4].

La définition précédente a une interprétation géométrique simple : pour que la
direction d soit tangente à X en x, il faut qu’elle soit limite de directions dk, telles
que x + R++dk rencontre X en un point qui se rapproche de x lorsque k → ∞. Le
passage à la limite est essentiel, sous peine d’appauvrir radicalement TxX et de le
rendre ainsi inutilisable. Il ne suffirait pas en effet de prendre comme cône tangent,
ce que l’on nomme le cône des directions admissibles en x, qui est défini et noté

Ta
xX := {d ∈ E : x+ td ∈ X pour tout t > 0 petit}. (4.4)

Si ce cône nous a servi de concept de départ pour définir le cône tangent à un ensemble
convexe (définition 2.52), il est de peu d’utilité ici. Par exemple, si X est la sphère
unité de Rn et x un point de celle-ci, Ta

xX = ∅ alors que TxX est un sous-espace
vectoriel de dimension n− 1. En l’absence de convexité, le cône tangent diffère donc
en général de Ta

xX ou de son adhérence.
La définition 4.1 d’une direction tangente est facile à interpréter, mais elle n’est

pas la plus souvent utilisée. Il s’avérera plus commode de faire jouer le rôle principal
à la suite {xk} définie par xk = x+ tkdk, plutôt qu’à la suite {dk}. On voit aisément
que

d ∈ TxX ⇐⇒ ∃{xk} ⊆ X, ∃ {tk} ↓ 0 :
xk − x
tk

→ d. (4.5)
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Forcément, xk → x. Voici un premier exemple d’utilisation de cette définition équiv-
alente.

Proposition 4.2 (cône tangent fermé) Le cône tangent est un fermé.

Démonstration. Soit {dk} ⊆ TxX , avec dk → d. Il faut montrer que d ∈ TxX .
Pour tout k > 1, il existe une suite {xk,j}j ⊆ X et une suite {tk,j}j ↓ 0 telles que
(xk,j − x)/tk,j → dk lorsque j →∞. On construit à présent des suites par le procédé
diagonal. Pour tout i > 1, on détermine d’abord ki tel que ‖dki − d‖ 6 1

i et ensuite ji
tel que ‖(xki,ji −x)/tki,ji − dki‖ 6 1

i et tki,ji 6
1
i . Clairement {xki,ji}i ⊆ X , tki,ji ↓ 0

et (xki,ji − x)/tki,ji → d lorsque i→∞, si bien que d ∈ TxX . ✷

La proposition suivante montre que la notion de cône tangent introduite ici
généralise aux ensembles quelconques celle introduite à la section 2.5.6 pour les en-
sembles convexes.

Proposition 4.3 (cône tangent à un convexe) On a

TxX ⊆ R+(X − x), (4.6)

avec égalité si X est un ensemble convexe et x ∈ X, auquel cas TxX est convexe.

Démonstration. L’inclusion est claire, car une direction tangente est limite d’élé-
ments de la forme (xk − x)/tk ∈ R++(X − x).

Supposons à présent que X soit convexe et que x ∈ X . Comme le cône tangent est
fermé (proposition 4.2), l’égalité sera prouvée en (4.6) si l’on montre que R+(X−x) ⊆
TxX . Soient y ∈ X et α > 0 ; il s’agit de montrer que α(y − x) ∈ TxX . On prend
une suite {tk} ↓ 0 formée de scalaires inférieurs à 1/α (à +∞ si α = 0). Alors
xk := x+ tkα(y−x) = (1− tkα)x+ tkαy ∈ X parce que x et y ∈ X , ensemble supposé
convexe. Il reste à observer que (xk − x)/tk est le vecteur constant α(y − x), si bien
que celui-ci est dans TxX .

La convexité de TxX lorsque X est convexe et x ∈ X se déduit de celle de
R+(X − x). ✷

La proposition précédente montre que la définition 4.1 du cône tangent coïncide
avec la définition 2.53 lorsque X est convexe et x ∈ X . Cependant, si X n’est pas
convexe, TxX n’est pas nécessairement convexe. Voici un exemple.

Exemple 4.4 (Tx X non convexe) L’ensemble non convexeX := {(x1, x2) ∈ R2 :
|x1| 6 |x2|} a son cône tangent en (0, 0) qui s’écrit T(0,0)X = {d ∈ R2 : |d1| 6 |d2|},
Celui-ci n’est pas convexe. ✷

On vérifie que

x /∈ X =⇒ TxX = ∅,

x ∈ intX =⇒ TxX = E,

x ∈ intrX =⇒ TxX = (affX)− (affX).
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Les cas non triviaux se présentent donc lorsque x est sur la frontière de X . On a
représenté à la figure 4.1 quelques exemples de cônes tangents.

x3

Nx3X3

X1

Nx1X1

Tx1X1

x1

x2

X2

X3

Nx2X2

0
0

Tx3X3

Tx2X20

Fig. 4.1. Cônes tangent (en bleu clair) et normal (en rose) à quelques ensembles (en haut)

On verra que si X est donné par des contraintes fonctionnelles d’égalité et
d’inégalité et si des conditions de qualification de contraintes sont vérifiées, le cône
tangent se calcule aisément en utilisant les gradients des contraintes fonctionnelles
actives en x (voir la section 4.4.2).

On note que TxX ne dépend de X que dans un voisinage de x : si l’on modifie X
en dehors d’un voisinage de x, on ne change pas TxX (il suffit de ne retenir dans la
propriété (4.5) que les xk qui sont dans ce voisinage). D’autre part, TxX ne dépend
pas de la manière utilisée pour définir X . En particulier, si X est défini par des
contraintes fonctionnelles (voir plus loin), le cône tangent ne dépend pas du choix des
fonctions utilisées pour le définir.

Définitions 4.5 (cône normal) Soient E un espace euclidien (produit scalaire noté
〈·, ·〉), X ⊆ E et x ∈ E. On dit que p ∈ E est normal à X en x si

∀d ∈ TxX : 〈p, d〉 6 0. (4.7)

On note NxX l’ensemble des vecteurs normaux à X en x et on l’appelle le cône
normal . ✷

Cette définition du cône normal est simple mais un peu restrictive selon Rockafellar
[526 ; 1993 ; p. 193], qui l’appelle cône normal régulier ; elle suffira pour notre propos.

Clairement, le cône normal est le dual négatif du cône tangent :

NxX = (TxX)− = −(TxX)+ (4.8)

et, contrairement à TxX , NxX est donc toujours convexe (point 1 de la proposi-
tion 2.43). D’après le point 5 de la proposition 2.43, un cône est contenu dans son
bidual et donc

TxX ⊆ (NxX)−. (4.9)
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On montre que (voir l’exercice 2.34)

X convexe =⇒ TxX = (NxX)−.

Si X n’est pas convexe, TxX peut ne pas être convexe (exemple 4.4) ; donc l’égalité
ci-dessus peut ne pas avoir lieu car (NxX)− est toujours convexe (point 1 de la
proposition 2.43). Remarquons aussi que, lorsque X est convexe, on retrouve le cône
normal défini à la section 2.5.2 (voir l’exercice 4.2).

4.1.2 Condition nécessaire de Peano-Kantorovitch

Commençons donc par considérer le problème général

(PX)

{
min f(x)
x ∈ X, (4.10)

où X est une partie de l’espace vectoriel E. La condition nécessaire d’optimalité
du premier ordre suivante met en évidence l’utilité des notions de cônes tangent et
normal .

Théorème 4.6 (CN1 de Peano-Kantorovitch) Si x∗ est un minimum local
de (PX) et si f est dérivable en x∗, on a

∀d ∈ Tx∗ X : f ′(x∗) · d > 0. (4.11)

Ceci s’écrit aussi

∇f(x∗) ∈ (Tx∗ X)+ ou ∇f(x∗) + Nx∗X ∋ 0, (4.12)

où ∇f(x∗) est le gradient de f en x∗ pour le produit scalaire de E, (·)+ désigne
le dual pour ce même produit scalaire et Nx∗X est le cône normal à X en x∗.

Démonstration. Soit d ∈ Tx∗ X non nul (la relation (4.11) est triviale si d = 0).
Alors il existe des suites {xk} ⊆ X et {tk} ↓ 0 telles que dk := xk−x∗

tk
→ d. Pour k

grand, xk = x∗ + tkdk ∈ X est voisin de x∗, si bien que par l’optimalité locale,

pour k grand : f(x∗ + tkdk) > f(x∗).

Si f est dérivable en x∗, f(x∗ + tkdk) = f(x∗) + f ′(x∗) · (tkdk) + o(‖tkdk‖), donc

0 6 f ′(x∗) · dk +
o(‖tkdk‖)

tk
= f ′(x∗) · dk +

o(‖tkdk‖)
‖tkdk‖

‖dk‖.

En passant à la limite quand k →∞, on obtient (4.11). Le reste s’en déduit. ✷

La démarche qui sera suivie dans ce chapitre pour obtenir des conditions néces-
saires d’optimalité dans le cas où X est donné par des contraintes fonctionnelles sera
de trouver une expression de (4.12) plus accessible au calcul. Dans chaque cas, nous
aurons à calculer le cône normal Nx∗X et donc le cône tangent Tx∗ X .
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4.1.3 Problème avec convexité

Lorsque l’ensemble admissible est convexe, on peut écrire une condition d’op-
timalité du premier ordre sans utiliser la notion de cône tangent ; c’est ce que nous
faisons dans cette section. Cette condition ressemble très fort à la CN1 générale (4.11),
quoique plus simple à écrire et à démontrer. Elle ne fait pas intervenir le cône tangent,
comme nous l’annoncions, mais le cône des directions admissibles défini par (4.4). Bien
que ce dernier soit plus petit que Tx∗ X , il n’y a pas de perte d’information lorsque f
est dérivable en x∗, parce que son adhérence est Tx∗ X (voir la définition 2.53) et que
d 7→ f ′(x∗) · d est continue.

Proposition 4.7 (CN1 et CS1 en présence de convexité) Supposons que X
soit convexe et que f ait des dérivées directionnelles en un point x∗ ∈ X. Si x∗
est un minimum local de (PX), on a

∀x ∈ X : f ′(x∗;x− x∗) > 0. (4.13)

Inversement, si f est convexe sur le convexe X et si (4.13) a lieu, alors x∗ est
un minimum global de (PX).

Démonstration. Pour t > 0 petit et x ∈ X , x∗ + t(x− x∗) ∈ X (convexité de X) et
si x∗ est un minimum local de (PX), on a

f(x∗ + t(x− x∗))− f(x∗)
t

> 0.

En passant à la limite lorsque t ↓ 0, on obtient (4.13).
Si f est convexe sur X , on a pour tout x ∈ X (proposition 3.19) :

f(x) > f(x∗) + f ′(x∗;x− x∗).

Si (4.13) est vérifiée, on a alors f(x) > f(x∗), ce qui montre que x∗ est un minimum
global de f sur X . ✷

La discussion et le résultat de cette section conduisent naturellement à la définition
suivante de problème (PX) convexe.

Définition 4.8 ((PX) convexe) On dit qu’un problème d’optimisation de la for-
me (PX), défini en (4.10), est convexe si son ensemble admissible X est une partie
convexe de l’espace vectoriel E et si son critère f est convexe sur X . ✷

4.2 Problème sans contrainte

Le problème considéré dans cette section ne présente pas de contrainte. On l’écrit

min
x∈E

f(x), (4.14)

où f : E→ R est supposée définie sur une espace euclidien E.
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4.2.1 Condition de Fermat

Pour le problème sans contrainte (4.14), l’ensemble admissible X = E est con-
vexe. On déduit alors immédiatement de la proposition 4.7 une condition nécessaire
d’optimalité du premier ordre et, pour les problèmes convexes, une condition suffisante
d’optimalité du premier ordre.

Théorème 4.9 (CN1 de Fermat, CS1) Supposons que f : E → R soit déri-
vable en x∗ ∈ E. Si f a un minimum local en x∗, alors

f ′(x∗) = 0 ou ∇f(x∗) = 0. (4.15)

Inversement, si f est convexe et si (4.15) a lieu, alors x∗ est un minimum global
de f sur E.

4.2.2 Conditions d’optimalité du second ordre

Les deux résultats suivants donnent des conditions nécessaires puis des condi-
tions suffisantes du second ordre. Dans ces propositions, la hessienne ∇2f(x∗) et sa
(semi-)définie positivité sont associées au produit scalaire que l’on s’est donné sur E.
Une solution x∗ vérifiant les conditions suffisantes d’optimalité du second ordre de la
proposition 4.11 est appelé un minimum fort du problème (4.14).

Proposition 4.10 (CN2) Supposons que x∗ soit un minimum local de f sur E
et que f soit dérivable dans un voisinage de x∗ et deux fois dérivable en x∗. Alors

∇f(x∗) = 0 et ∇2f(x∗) est semi-définie positive.

Démonstration. Soient d ∈ E, {tk} ⊆ R une suite telle que tk ↓ 0 et xk := x∗ + tkd.
Avec la régularité supposée de f on a (voir le théorème C.18)

f(xk) = f(x∗) + f ′(x∗) · (xk − x∗) +
1

2
f ′′(x∗) · (xk − x∗)2 + o(‖xk − x∗‖2). (4.16)

Comme f ′(x∗) = 0 et que f(xk) > f(x∗) pour k suffisamment grand, on voit que

0 6
1

2
f ′′(x∗) · (tkd)2 + o(‖tkd‖2), pour k grand.

En divisant par t2k > 0 et en faisant tendre k →∞, on en déduit que 0 6 1
2f

′′(x∗)·d2 =
〈∇2f(x∗)d, d〉. Donc ∇2f(x∗) est semi-définie positive. ✷
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Proposition 4.11 (CS2) Si f est dérivable dans le voisinage d’un point x∗ et
deux fois dérivable en x∗ et si

∇f(x∗) = 0 et ∇2f(x∗) est définie positive,

alors x∗ est un minimum local strict de f .

Démonstration. On raisonne par l’absurde. Si le résultat n’est pas vrai, il existe
une suite {xk} ⊆ E telle que xk → x∗, xk 6= x∗ et f(xk) 6 f(x∗). En extrayant une
sous-suite au besoin, on peut supposer qu’avec tk := ‖xk − x∗‖ 6= 0,

xk − x∗
tk

→ d.

Clairement, d 6= 0.
De (4.16) et ∇f(x∗) = 0, on déduit que

0 >
1

2
f ′′(x∗) · (xk − x∗)2 + o(‖xk − x∗‖2).

En divisant par t2k et en passant à la limite, on obtient 0 > f ′′(x∗)·d2 = 〈∇2f(x∗)d, d〉.
Comme d 6= 0, ceci est en contradiction avec la définie positivité supposée de ∇2f(x∗).

✷

On peut donner une démonstration plus courte du résultat précédent. L’avantage
de celle que nous avons utilisée est d’encore fonctionner pour les problèmes avec
contraintes. Ce fut donc un bon entraînement.

On peut donner une condition suffisante d’optimalité diffuse (voir l’exercice 4.4
pour un énoncé précis) : si ∇f(x∗) = 0 et ∇2f(x) est semi-définie positive pour x
voisin de x∗, alors x∗ est un minimum local de (4.14). On peut donc relaxer l’hypothèse
de définie positivité de ∇2f(x∗) pourvu que l’on ait la semi-définie positivité de la
hessienne dans un voisinage de x∗. Sous ces hypothèses, x∗ n’est plus nécessairement
un minimum local strict, comme le montre le cas d’un fonction constante.

4.3 Problème avec contraintes d’égalité

On considère dans cette section un problème d’optimisation dans lequel l’ensemble
admissible n’est pas l’espace E tout entier mais une partie XE de celui-ci, définie par
un nombre fini de contraintes d’égalité :

XE

x∗ XE := {x ∈ E : c(x) = 0}.

Ces contraintes sont donc spécifiées au moyen d’une fonction
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c : E→ F,

où F est également un espace euclidien (de dimension finie) dont le produit scalaire
est aussi noté 〈·, ·〉. Les dimensions des espaces sont notées

n := dimE et m := dimF.

Il sera souvent approprié de supposer qu’en la solution x∗ recherchée, la jacobienne
c′(x∗) de la contrainte vérifie

c′(x∗) est surjective.

Ceci requiert certainement d’avoir m 6 n, c’est-à-dire d’avoir moins de contraintes
que de variables à optimiser. Lorsque cette hypothèse est vérifiée, XE est, dans un
voisinage de x∗, une variété (concept de base de la géométrie différentielle que l’on
peut voir comme une surface ayant des propriétés de représentation particulières) de
dimension n − m et l’image qui en est donnée dans la figure ci-dessus en est une
idéalisation acceptable lorsque n = 3 et m = 1. Le problème d’optimisation est quant
à lui noté

(PE)

{
min f(x)
c(x) = 0,

où f : E→ R en est le critère.
L’adaptation au problème (PE) de la définition 4.8 de problème (PX) convexe

conduit à la définition suivante.

Définition 4.12 ((PE) convexe) On dit que le problème (PE) est convexe si son
ensemble admissible XE est convexe et si son critère f est convexe sur XE. ✷

Il est plus courant cependant de requérir l’affinité de XE pour que le problème (PE)
soit convexe, ce que n’assure pas la définition précédente. Comme le montre la propo-
sition suivante, c’est ce qui se produit lorsque cE est affine.

Proposition 4.13 (convexité de XE) Si c est affine, alors XE est un sous-
espace affine (donc un convexe).

Démonstration. Soient x0 et x1 ∈ XE et t ∈ R. Il s’agit de montrer que (1− t)x0 +
tx1 ∈ XE , c’est-à-dire que c((1 − t)x0 + tx1) = 0. On a

c((1 − t)x0 + tx1) = (1 − t)c(x0) + tc(x1) [affinité de c]

= 0 [c(x0) = 0 et c(x1) = 0]. ✷

Mais XE peut être un sous-espace affine sans que c soit affine. C’est le cas, par
exemple, de XE = {0} ⊆ R défini par la contrainte c : x ∈ R 7→ x+ x3 ∈ R.
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4.3.1 Conditions de Lagrange

Pour expliciter la condition d’optimalité (4.12) au cas du problème (PE), il faut
calculer le cône tangent à son ensemble admissible XE .

Proposition 4.14 (cône tangent à XE) Supposons que c : E→ F soit dériv-
able en x ∈ XE. Alors

TxXE ⊆ N (c′(x)). (4.17)

Si, de plus, c′(x) est surjective et si c est C1 dans un voisinage de x, alors l’égalité
a lieu en (4.17).

Démonstration. Soit d ∈ TxXE . Alors il existe des suites {xk} ⊆ XE et {tk} ⊆ R++

telles que l’on ait (4.5). Comme c est dérivable en x ∈ XE , on a

0 = c(xk) = c′(x) · (xk − x) + o(‖xk − x‖).

En divisant par tk et en passant à la limite lorsque tk ↓ 0, on trouve que d ∈ N (c′(x)).
Supposons à présent que c′(x) soit surjective et que c soit C1 dans un voisinage

de x. Soit d ∈ N (c′(x)). Pour montrer que d ∈ TxXE, il faut construire des suites
{xk} ⊆ XE et {tk} ⊆ R vérifiant (4.5). La suite {xk} s’obtiendra en échantillonnant
un chemin ξ : t 7→ ξ(t) de XE passant par x et admettant d comme tangente en x.
Soit A := c′(x) la jacobienne de c en x. Comme A est surjective, il existe un espace
vectoriel G et une application linéaire Z : E→ G, tels que

(
A
Z

)
: E→ F×G soit bijective. (4.18)

On peut, par exemple, prendre pour Z le projecteur orthogonal de E sur G = N (A).
Observons que N (A) et N (Z) sont alors deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.
On détermine ξ(t) dansXE , qui vérifie donc c(ξ(t)) = 0, en l’écrivant comme la somme
de x+ td ∈ x+N (A) et d’un déplacement dans N (Z), donc Z(ξ(t)−x− td) = 0 ; voir
la figure ci-dessous. Ceci justifie le fait de vouloir annuler la fonction F : E×R→ F×G
définie par

ξ(t)

X

d

x

x+N (Z)
x+ td

F (ξ, t) =

(
c(ξ)

Z(ξ − x− td)

)
.

Clairement F (x, 0) = 0. Par ailleurs, F est de classe C1 dans un voisinage de (x, 0) et
F ′
ξ(x, 0) est l’application linéaire de (4.18), qui est inversible. On peut alors appliquer

le théorème des fonctions implicites (théorème C.14) : il existe une fonction t ∈ R 7→
ξ(t) ∈ E définie dans un voisinage de 0, de classe C1, telle que
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{
F (ξ(t), t) = 0, pour tout t voisin de 0
ξ(0) = x.

En dérivant F (ξ(t), t) = 0 en t = 0 (théorèmes C.5 et C.6), on trouve
(
A
Z

)
ξ′(0) =

(
0
Zd

)
=

(
A
Z

)
d,

car Ad = 0. L’inversibilité de la matrice de (4.18) permet d’en déduire que ξ′(0) = d,
une propriété que l’on recherchait. On peut alors construire les suites désirées :

tk ↓ 0, xk := ξ(tk) ∈ XE → x,
xk − x
tk

=
ξ(tk)− ξ(0)

tk
→ ξ′(0) = d.

Donc d ∈ TxXE . ✷

Avoir l’égalité en (4.17) est souhaitable, comme le montrera l’établissement des
conditions d’optimalité dans le théorème 4.17 ci-dessous. Ceci motive l’introduction
de la notion suivante.

Définition 4.15 On dit que la contrainte c est qualifiée en x ∈ XE pour représen-
ter XE si c est dérivable en x et si

TxXE = N (c′(x)). (4.19)

✷

Remarques 4.16 1) D’après la proposition 4.14, la surjectivité de c′(x) est une con-
dition suffisante de qualification de la contrainte de (PE). D’autres conditions suf-
fisantes seront données à la section 4.4.2.

2) Insistons sur la signification de (4.19). Dans son membre de gauche on trouve un
ensemble qui ne dépend que de XE , pas de la contrainte c qui a été utilisée pour le
décrire. C’est l’inverse dans le membre de droite, qui fait directement intervenir c.
L’ensemble admissibleXE = {x ∈ E : c(x) = 0} peut être représenté par différentes
fonctions c. On peut donc voir la condition de qualification (4.19) comme un critère
permettant de sélectionner les fonctions c qui représentent correctement XE .

3) Par exemple, au lieu d’utiliser c, on pourrait utiliser

c̃ : E→ R, définie par c̃(x) =
1

2
‖c(x)‖2,

puisque c̃(x) = 0 si, et seulement si, c(x) = 0. Ceci paraît attrayant puisque l’on
a remplacé toutes les contraintes d’égalité, en nombre potentiellement grand, par
une seule contrainte. Cependant, la contrainte c̃ a encore moins de chance d’être
qualifiée que c puisque ∇c̃(x) = c′(x)∗c(x) = 0 en un point x ∈ XE et donc
N (c̃′(x)) = E, qui est le plus souvent trop grand.

4) Il y a en fait un lien subtil entre la condition suffisante de qualification de la
contrainte c, qu’est la surjectivité de sa jacobienne c′(x), et la stabilité de XE

par rapport à de petites perturbations de c. Ainsi, avec la fonction c̃ définie au
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point 3, si XE 6= ∅, XE,ε := {x ∈ E : c̃(x) = ε} a des chances d’être non vide si
ε > 0, alors que XE,ε = ∅ si ε < 0, si bien que l’on peut dire que c̃ ne fournit
pas une représentation stable de XE . Plus généralement, si c est de classe C1,
l’hypothèse de surjectivité de la jacobienne c′(x) assure que, pour des p ∈ RmE

voisins de zéro, l’ensemble perturbé {x : Rn : c(x)+p = 0} n’est pas vide (c’est une
conséquence du théorème des fonctions implicites, le théorème C.14). On dit alors
que l’ensemble XE est stable par rapport à des perturbations de la contrainte c.

5) La non-surjectivité de c′(x) peut avoir diverses origines. Cela peut provenir de
contraintes redondandes, superflues, qui peuvent parfois être éliminées, mais qui
n’empêchent pas pour autant la qualification de la contrainte. Par exemple, si
une contrainte c : E → F est qualifiée pour représenter XE et si on la double
en c̃ := (c, c) : E → F × F, la contrainte c̃(x) = 0 est encore qualifiée pour
représenter XE puisque N (c̃′(x)) = N (c′(x)) = TxXE , alors que c̃′(x) n’est pas
surjective.

Plus malencontreux est le cas où le terme linéaire de c est nul, comme au point 3
ci-dessus ou, plus simplement, comme lorsque l’ensemble admissible XE = {0R}
est défini par c(x) = 0 avec c(x) = x2. Cette contrainte c n’est tout simplement
pas qualifiée en x = 0 : T0XE = {0} 6= N (c′(0)) = R. ✷

Nous avons à présent établi tout ce qu’il faut pour traduire l’expression géométri-
que de l’optimalité, celle donnée par (4.12), en des conditions nécessaires d’optimalité
du premier ordre plus aisément utilisables, ce que l’on peut voir comme une expression
analytique de l’optimalité.

Théorème 4.17 (CN1 de Lagrange) Soit x∗ une solution locale de (PE). Sup-
posons que f et c soient dérivables en x∗ et que la contrainte c soit qualifiée en x∗
au sens de la définition 4.15. Alors, il existe un vecteur λ∗ ∈ F tel que

∇f(x∗) + c′(x∗)
∗λ∗ = 0, (4.20)

où ∇f(x∗) est le gradient de f en x∗ et c′(x∗)∗ : F→ E est l’opérateur adjoint de
la jacobienne c′(x∗) pour les produits scalaires donnés sur E et F. Le vecteur λ∗
vérifiant (4.20) est unique si c′(x∗) est surjective.

Démonstration. On a successivement

∇f(x∗) ∈ (Tx∗ XE)
+ [(4.12)]

= N (c′(x∗))
+ [qualification des contraintes en x∗]

= N (c′(x∗))
⊥ [N (c′(x∗)) est un sous-espace vectoriel]

= R(c′(x∗)∗) [(A.6) ou la proposition 2.45].

Il existe donc un vecteur λ∗ ∈ F tel que l’on ait (4.20). Lorsque c′(x∗) est surjective,
c′(x∗)∗ est injective et il ne peut y avoir deux λ∗ différents vérifiant (4.20). ✷

Le vecteur λ∗ est appelé le multiplicateur de Lagrange et la formule (4.20) porte le
nom de règle du multiplicateur de Lagrange. On notera bien que le multiplicateur est
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un élément de F, l’espace d’arrivée de c (en dimension infinie, λ appartiendrait au dual
de F, qui est ici identifié à F lui-même grâce au produit scalaire dont il est muni). On
dit aussi que λ∗ est la solution duale du problème (PE). Alors x∗ est appelée solution
primale et (x∗, λ∗) solution primale-duale. On appelle point stationnaire du problème
(PE) un point x∗ vérifiant ses conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre :

{
∇f(x∗) + c′(x∗)∗λ∗ = 0
c(x∗) = 0,

(4.21)

pour un certain multiplicateur λ∗ ∈ F. La valeur f(x∗) du critère en un point station-
naire x∗ est appelée une valeur critique du problème.

En pratique, il est souvent commode de retrouver le système d’optimalité (4.21)
en introduisant le lagrangien du problème qui est la fonction

ℓ : E× F→ R

définie par
ℓ(x, λ) := f(x) + 〈λ, c(x)〉.

Le nom de multiplicateur attribué à λ vient d’ailleurs du fait qu’il multiplie les con-
traintes dans le lagrangien (par l’intermédiaire du produit scalaire de F). Cette fonc-
tion jouera un rôle essentiel dans tout cet ouvrage, et par conséquent il en sera de
même du multiplicateur de Lagrange. Les conditions nécessaires d’optimalité du pre-
mier ordre s’écrivent alors

{
∇xℓ(x∗, λ∗) = 0
c(x∗) = 0

ou ∇(x,λ)ℓ(x∗, λ∗) = 0. (4.22)

Il est utile de spécifier ces conditions d’optimalité lorsque E = Rn, F = Rm et que
l’on munit ces espaces du produit scalaire euclidien 〈u, v〉 = uTv =

∑
i uivi. Il y a

alors n variables x1, . . . , xn à optimiser et les m contraintes du problème (PE) sont
données explicitement au moyen de m fonctions ci : Rn → R :

c1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , cm(x1, . . . , xn) = 0.

Le lagrangien du problème s’écrit

ℓ(x, λ) = f(x) + λTc(x) = f(x) +

m∑

i=1

λici(x).

Observons que le multiplicateur de Lagrange λ ∈ Rm a autant de composantes qu’il
y a de contraintes ; chacune des composantes λi étant associée à une contrainte ci ;
on dit d’ailleurs que le multiplicateur λi est associé à la contrainte ci. Si l’on note
A∗ := c′(x∗) la jacobienne de c en x∗, qui est la matrice m× n définie par

(A∗)ij :=
∂ci(x)

∂xj
, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n,

et ∇ϕ(x) le gradient de ϕ (ϕ = f ou ci) pour le produit scalaire euclidien, c’est-à-dire
le vecteur de ses dérivées partielles, les conditions d’optimalité (4.22) s’écrivent
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{
∇f(x∗) +AT

∗λ∗ = 0
c(x∗) = 0

ou
{
∇f(x∗) +

∑m
i=1(λ∗)i∇ci(x∗) = 0

c(x∗) = 0.
(4.23)

Les multiplicateurs de Lagrange sont modifiés par un changement du produit
scalaire de F, mais pas par un changement du produit scalaire de E. En effet, supposons
que l’on prenne sur E et F les produits scalaires suivants

(x, x′) ∈ E× E 7→ 〈〈x, x′〉〉E = 〈SEx, x
′〉E,

(y, y′) ∈ F× F 7→ 〈〈y, y′〉〉F = 〈SFy, y
′〉F,

où SE : E → E [resp. SF : F → F] est un opérateur auto-adjoint et défini positif
pour le produit scalaire 〈·, ·〉E [resp. 〈·, ·〉F]. Le gradient de f en x∗ dans (4.20) devient
S−1
E
∇f(x∗) par (C.7) et l’adjoint de la jacobienne de c en x∗ devient S−1

E
c′(x∗)∗SF

par (A.11), si bien que les multiplicateurs λ∗ sont modifiés par ces changements de
produits scalaires comme suit

S−1
F
λ∗.

Les multiplicateurs sont donc modifiés par un changement de produit scalaire sur F
comme le sont les gradients d’une fonction définie sur F (voir (C.7)), ce qui anticipe
l’interprétation marginaliste des multiplicateurs optimaux qui sera donnée à la sec-
tion 4.6.1.

Remarques 4.18 1) L’hypothèse (4.19) de qualification des contraintes se retrou-
vera plus loin sous des versions adaptées à des ensembles admissibles différem-
ment définis. On ne peut pas s’en passer, comme le montre l’exemple illustré
à la figure 4.2, dans lequel l’ensemble admissible est réduit à l’unique point

x∗ +N (c′(x∗))

c2(·) = 0

c1(·) = 0 ∇f(x∗)∇c2(x∗)

∇c1(x∗)

XE = {x∗}

Fig. 4.2. Contraintes d’égalité non qualifiées

d’intersection de deux cercles tangents. Le problème de minimiser une fonction
sur un tel ensemble admissible a évidemment une solution (c’est l’unique point
admissible), mais la contrainte n’est pas qualifiée, car Tx∗ XE = {0}, alors que
N (c′(x∗)) = N (∇c1(x∗)T) ∩ N (∇c2(x∗)T) est un sous-espace vectoriel de dimen-
sion un.

Par ailleurs, si le critère a en x∗ un gradient ∇f(x∗) comme celui représenté dans
la figure, ce gradient n’est pas combinaison linéaire des gradients des contraintes
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(ceux-ci n’engendrent pas R2 tout entier car ils sont colinéaires). Dans ce cas, on
ne peut pas trouver un multiplicateur λ∗ ∈ R2 qui vérifie la première équation du
système de droite dans (4.23). Dès lors, il n’y a pas de système d’optimalité.

Les problèmes d’optimisation sans système d’optimalité sont difficiles à résoudre
et la plupart des algorithmes se fourvoient en s’y attaquant. Nous avons dit que
ce manque de qualification n’est pas intrinsèquement lié à l’ensemble admissible,
mais à la façon de le décrire par la contrainte c. Quand on se trouve en face d’un
problème à la contrainte non qualifiée, il faut donc essayer d’en trouver une autre
équivalente et qui soit qualifiée.

Dans l’exemple trivial de la figure 4.2, il suffirait évidemment de prendre la con-
trainte c̃(x) = x − x∗, qui est qualifiée puisque N (c̃′(x∗)) = N (I) = {0}. La con-
trainte c̃(x) = 0, équivalente à x = x∗, manifesterait alors clairement la trivialité
de ce problème.

2) On peut retrouver la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre des pro-
blèmes sans contrainte en utilisant le théorème 4.17 pour le problème équivalent

{
min f(x) + xn+1

xn+1 = 0.

3) Comme on l’a vu dans la démonstration du théorème 4.17, en présence de qualifi-
cation, l’expression géométrique (4.12) de l’optimalité s’exprime par

x∗

XE = {x : c(x) = 0}

{x : f(x) = f(x∗)}

x∗ +N (c′(x∗))
∇f(x∗)

∇f(x∗) ∈ N (c′(x∗))
⊥.

Autrement dit, le gradient de f en x∗ pour le produit scalaire de E est orthogo-
nal (au sens du même produit scalaire) à l’espace tangent à l’ensemble admissible
XE = {x ∈ E : c(x) = 0} en x∗. On peut aussi dire que l’espace tangent en x∗
à la variété {x ∈ E : f(x) = f(x∗)} (qui en est bien une si ∇f(x∗) 6= 0) con-
tient l’espace tangent en x∗ à l’ensemble admissible {x ∈ E : c(x) = 0}. Cette
expression géométrique se traduit directement dans l’expression analytique (4.20)
de l’optimalité, grâce à la relation d’algèbre linéaire

N (A)⊥ = R(A∗),

où A est un opérateur linéaire (voir (A.6), que l’on peut d’ailleurs déduire du
lemme de Farkas – proposition 2.45). ✷

L’ensemble des multiplicateurs optimaux λ∗ associés à un point stationnaire x∗
est l’ensemble noté et défini par

Λ∗ := {λ∗ ∈ F : ∇f(x∗) + c′(x∗)
∗λ∗ = 0}.

Il s’agit donc d’un sous-espace affine (non vide par définition de la stationnarité).
Celui-ci est réduit à un singleton (unicité du multiplicateur optimal associé à x∗) si,
et seulement si, c′(x∗) est surjective.
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Proposition 4.19 (unicité du multiplicateur optimal) Soit x∗ un point sta-
tionnaire du probleme (PE), dont on note Λ∗ l’ensemble des multiplicateurs opti-
maux associés. Alors Λ∗ est un singleton si, et seulement si, c′(x∗) est surjective.

Comme dans le cas sans contrainte, on obtient facilement une condition suffisante
d’optimalité si le problème (PE) est convexe.

Proposition 4.20 (CS1 pour problème convexe) Supposons que le problème
(PE) soit convexe au sens de la définition 4.12, que x∗ ∈ E vérifie la contrainte
de (PE), que f soit dérivable en x∗ et qu’il existe un multiplicateur λ∗ ∈ F tel
que (x∗, λ∗) vérifie (4.21). Alors, x∗ est un minimum global de (PE).

Démonstration. Comme f est convexe et l’ensemble admissible de (PE) est convexe,
il suffit, d’après la proposition 4.7, de montrer que

∀x ∈ XE : 〈∇f(x∗), x− x∗〉 > 0.

En utilisant, la première condition d’optimalité de (4.21), cela revient à montrer que

∀x ∈ XE : 〈λ∗, c′(x∗)(x− x∗)〉 6 0.

On conclut en observant que, pour x ∈ XE :

c′(x∗)(x − x∗) = lim
t↓0

1

t
[c(x∗ + t(x− x∗))− c(x∗)] = 0,

car c(x∗) = 0 (parce que x∗ ∈ XE) et c(x∗+ t(x−x∗)) = 0 (parce que x∗+ t(x−x∗) =
(1−t)x∗+tx ∈ XE pour t ∈ ]0, 1], par la convexité supposée deXE, x et x∗ ∈ XE). ✷

4.3.2 Conditions d’optimalité du second ordre

Commençons par donner des conditions nécessaires d’optimalité du second or-
dre, lorsque l’on suppose l’existence de multiplicateurs. Si x∗ est un minimum local
de (PE), on note

Λ∗ := {λ∗ ∈ F : (x∗, λ∗) vérifie (4.20)}
l’ensemble des multiplicateurs optimaux associés a x∗ et, pour λ∗ ∈ Λ∗, on note

L∗ := ∇2
xxℓ(x∗, λ∗),

la hessienne du lagrangien en (x∗, λ∗) par rapport à x (le couple optimal (x∗, λ∗)
utilisé dans la définition de L∗ est alors spécifié dans le contexte).
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Théorème 4.21 (CN2) Soit x∗ ∈ E un minimum local de (PE). Supposons
que f et c soient dérivables dans un voisinage de x∗ et deux fois dérivables en
x∗. On suppose également que Λ∗ 6= ∅. Alors

∀d ∈ Tx∗ XE , ∀λ∗ ∈ Λ∗ : 〈L∗d, d〉 > 0. (4.24)

Démonstration. Soient d ∈ Tx∗ XE et λ∗ ∈ Λ∗. Comme d est une direction tangente
à X en x∗, par définition, il existe des suites {xk} ⊆ E et {tk} ⊆ R++ telles que

xk ∈ XE , tk ↓ 0 et
xk − x
tk

→ d.

D’après la régularité de f et c et (4.20), on a

ℓ(xk, λ∗) = ℓ(x∗, λ∗) +
1

2
ℓ′′xx(x∗, λ∗) · (xk − x∗)2 + o(‖xk − x∗‖2).

Mais ℓ(x∗, λ∗) = f(x∗) et ℓ(xk, λ∗) = f(xk) > f(x∗), pour k assez grand, si bien que
pour k grand :

0 6
1

2
ℓ′′xx(x∗, λ∗) · (xk − x∗)2 + o(‖xk − x∗‖2).

En divisant par t2k et en passant à la limite lorsque k → ∞, on trouve l’inégalité
recherchée : ℓ′′xx(x∗, λ∗) · d2 > 0 ou 〈L∗d, d〉 > 0. ✷

Contre-exemple 4.22 (CN2 sans qualification) L’inégalité dans (4.24) ne tient
plus nécessairement pour des d ∈ N (c′(x∗)) \ Tx∗ XE (donc sans qualification de la
contrainte en x∗), même si la condition de Lagrange (4.20) est vérifiée pour un certain
λ∗ ∈ F. Ce cas se présente si E = F = R, f(x) = −x2 et c(x) = x2 (l’unique point
admissible est x∗ = 0, qui est donc solution). La condition de Lagrange est vérifiée
avec le multiplicateur λ∗ = 0 (en particulier), mais, pour ce choix, L∗ = −2 n’est pas
semi-définie positive sur N (c′(x∗)) = R, mais bien sur Tx∗ XE = {0}. ✷

La condition (4.24) n’est pas très utile si l’on ne dispose pas d’une forme explicite
de Tx∗ XE . On peut en obtenir une en ajoutant l’hypothèse de qualification de la
contrainte (4.19). Dans ce cas, l’existence du multiplicateur est assurée et cela conduit
au résultat suivant, qui est celui qui est le plus souvent utilisé. Évidemment cette
hypothèse supplémentaire est satisfaite si c′(x∗) est surjective (proposition 4.14).

Corollaire 4.23 Soit x∗ ∈ E un minimum local de (PE). Supposons que f et c
soient dérivables dans un voisinage de x∗ et deux fois dérivables en x∗. On suppose
également que la contrainte c est qualifiée en x∗ au sens de la définition 4.15, ce
qui implique que Λ∗ 6= ∅. Alors
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∀d ∈ N (c′(x∗)), ∀λ∗ ∈ Λ∗ : 〈L∗d, d〉 > 0. (4.25)

Les conditions nécessaires du second ordre du corrolaire précédent présentent deux
éléments nouveaux par rapport à celles de la proposition 4.10, relatives aux problèmes
sans contrainte :

d’une part, ce n’est pas la hessienne de f qui y intervient, mais celle du lagrangien,
d’autre part, cette hessienne n’est pas « semi-définie positive dans tout l’espace »,
mais seulement « semi-définie positive dans un sous-espace vectoriel », à savoir le
noyau de c′(x∗).

Comme l’a montré la démonstration du théorème 4.21, ceci est dû, d’une part, au fait
que c’est ∇xℓ(x∗, λ∗) qui s’annule et pas ∇f(x∗) (si bien que c’est sur ∇2

xxℓ(x∗, λ∗)
que l’on peut avoir de l’information et pas sur ∇2f(x∗)) et, d’autre part, au fait que
l’on n’a de l’information sur la minimalité de f que pour des points proches de x∗
dans l’ensemble admissible (si bien que la semi-définie positivité n’a lieu que dans le
cône tangent à la contrainte, pas dans l’espace entier).

Le résultat suivant donne des conditions suffisantes d’optimalité du second ordre
pour le problème (PE), qui sont à peine plus fortes que les CN2 : le lien entre les CN2 et
les CS2 rappelle celui que l’on avait en optimisation sans contrainte (comparez avec les
propositions 4.10 et 4.11). On peut donc dire que les CN2 obtenues au théorème 4.21
ne sont pas trop faibles ; il n’y en a pas trop peu.

Une solution x∗ vérifiant les CS2 du théorème 4.24 est parfois appelée un minimum
fort du problème (PE).

Théorème 4.24 (CS2) Supposons que f et c soient dérivables dans un voi-
sinage de x∗ ∈ E et deux fois dérivables en x∗. Supposons que c(x∗) = 0, que
Λ∗ 6= ∅ et que

∀d ∈ Tx∗ XE \ {0}, ∃λ∗ ∈ Λ∗ : 〈L∗d, d〉 > 0. (4.26)

Alors x∗ est un minimum local strict de (PE).

Démonstration. On raisonne par l’absurde. Si le résultat est faux, il existe une suite
{xk} ⊆ XE telle que xk → x∗, xk 6= x∗ et f(xk) 6 f(x∗). En extrayant une sous-suite
au besoin, on peut supposer qu’avec tk := ‖xk − x∗‖ 6= 0, on a

xk − x∗
tk

→ d.

Donc d ∈ Tx∗ XE \ {0}. Soit alors λ∗ ∈ Λ∗ associé à ce d par les hypothèses de la
proposition.

Comme dans la démonstration du théorème 4.21, on peut écrire

f(xk) = f(x∗) +
1

2
ℓ′′xx(x∗, λ∗) · (xk − x∗)2 + o(‖xk − x∗‖2).
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L’inégalité f(xk) 6 f(x∗) implique alors que

0 >
1

2
ℓ′′xx(x∗, λ∗) · (xk − x∗)2 + o(‖xk − x∗‖2).

En passant à la limite dans l’inégalité ci-dessus, après avoir divisé par t2k, on trouve

〈L∗d, d〉 6 0,

ce qui contredit (4.26). ✷

Remarques 4.25 1) Le jeu des quantificateurs dans (4.26) peut paraître plus per-
missif que dans (4.24) ou (4.25). Il n’est rien, car si, dans les conditions du
théorème 4.24, (4.26) a lieu, alors on a aussi

∀d ∈ Tx∗ XE \ {0}, ∀λ∗ ∈ Λ∗ : 〈L∗d, d〉 > 0. (4.27)

En réalité, 〈L(x∗, λ∗)d, d〉 ne dépend pas du multiplicateur λ∗ choisi dans Λ∗.
En effet, Λ∗ est un sous espacce affine et λ∗ 7→ 〈L(x∗, λ∗)d, d〉 est linéaire. Par
conséquent, si 〈L(x∗, λ1∗)d, d〉 6= 〈L(x∗, λ2∗)d, d〉 pour deux multiplicateurs opti-
maux λ1∗ et λ2∗ ∈ Λ∗, on pourrait trouver λ∗ ∈ Λ∗ (combinaison affine de λ1∗ et λ2∗)
tel que 〈L(x∗, λ∗)d, d〉 < 0. Ceci est une contradiction avec le fait que (4.26) im-
plique que x∗ est une minimum local de (PE) et donc, par le théorème 4.21, que
〈L(x∗, λ∗)d, d〉 > 0, quel que soit λ∗ ∈ Λ∗.

2) Bien sûr, la conclusion du théorème 4.24 reste vraie si l’on remplace (4.26) par la
condition plus forte

∀d ∈ N (c′(x∗)) \ {0} : ∃λ∗ ∈ Λ∗ : 〈L∗d, d〉 > 0. (4.28)

C’est principalement cette condition plus forte qui est utilisée. D’après la première
remarque, il est équivalent de mettre ∃λ∗ ∈ Λ∗ ou ∀λ∗ ∈ Λ∗ dans (4.28), car
〈L∗d, d〉 ne dépend pas du multiplicateur λ∗ choisi dans Λ∗.

3) On peut donner une forme matricielle compacte de (4.28) en introduisant une base
de E, que l’on peut alors identifier à Rn, telle que le produit scalaire induit sur Rn

soit le produit scalaire euclidien et se donnant une matrice Z−
∗ dont les colonnes

forment une base de N (c′(x∗)) (cette matrice sera de type n × (n −m), si c′(x∗)
est surjective). Alors (4.28) revient à dire que la matrice

Z−T

∗ L∗Z
−
∗ ≻ 0.

La matrice Z−T

∗ L∗Z−
∗ est appelée la hessienne réduite du lagrangien. ✷

4.3.3 Calcul pratique des solutions de (PE)

Le théorème 4.17 nous apprend que, sous certaines conditions, une solution locale
de (PE) est un point stationnaire de ce problème. Pour calculer les solutions de (PE),
on pourra donc, dans un premier temps, calculer les solutions du système d’optimalité
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(4.21). On notera que ce système est formé de (n+m) équations aux (n+m) inconnues
(x∗, λ∗) et qu’il y a donc un sens à en calculer les solutions.

Grâce aux conditions d’optimalité, on a transformé le problème d’optimisation
(PE) en un problème de résolution d’un système d’équations non linéaires, ce qui
nous est plus familier. Dans certain cas (par exemple lorsque le problème est de petite
taille), on pourra chercher à le résoudre analytiquement, mais le plus souvent, il faudra
utiliser des algorithmes spécifiques qui tiennent compte de la structure de (4.21). C’est
ce que fait par exemple la méthode newtonienne du chapitre 15.

Cependant, toutes les solutions de (4.21) ne sont pas solutions de (PE). Par défini-
tion, ce ne sont que des points stationnaires. Pour déterminer si un point stationnaire
est solution de (PE), on utilisera les conditions d’optimalité du second ordre, de la
manière suivante :

si la condition nécessaire (4.25) n’est pas vérifiée au point stationnaire, alors celui-
ci n’est pas une solution locale de (PE) (ou une autre hypothèse du corollaire 4.23
n’est pas vérifiée) ;
si la condition suffisante (4.26) ou (4.28) est vérifiée au point stationnaire (ainsi
que les autres hypothèses du théorème 4.24), alors celui-ci est un minimum local
strict de (PE).

Ces deux cas recouvrent un grand nombre de situations, mais pas toutes, car les
conditions (4.25) et (4.26) ne sont pas identiques. Le cas est indéterminé lorsqu’en
un point stationnaire on a (4.25), mais pas (4.26). Alors les résultats vus ci-dessus ne
sont pas suffisants et il faudra recourir à des conditions d’optimalité d’ordre supérieur
pour pouvoir dire si le point stationnaire est solution de (PE).

L’approche décrite ci-dessus est systématique (voir l’épigraphe de Lagrange en
début de ce chapitre) et donc très souvent utilisée en pratique. Cependant, il ne
faudra pas négliger d’utiliser l’intuition ou la familiarité avec un problème particulier
pour en déterminer les solutions de manière plus rapide, plus astucieuse.

4.4 Problème avec contraintes d’égalité et d’inégalité

Dans cette section, on considère le problème

(PEI)





min f(x)
ci(x) = 0, i ∈ E
ci(x) 6 0, i ∈ I,

où f et les ci sont des fonctions définies sur un espace euclidien E (produit scalaire noté
〈·, ·〉) à valeurs dans R et où E et I forment une partition de {1, . . . ,m} (E∪I = [1 :m]
et E ∩ I = ∅). On note

mE := |E| et mI := |I|

le cardinal des ensembles E et I (donc m = mE+mI). Les contraintes sont donc don-
nées par une fonction c : E→ Rm. On supposera que Rm est muni du produit scalaire
euclidien. On ne prend pas un espace euclidien arbitraire pour l’espace d’arrivée de c



178 4. Conditions d’optimalité

car il faudrait donner un sens à l’inégalité de (PEI), ce qui compliquerait singulière-
ment l’analyse. Si v ∈ Rm, on note vE (resp. vI) le vecteur de RmE (resp. RmI ) formé
des composantes vi de v avec i ∈ E (resp. i ∈ I). De même on notera cE et cI les
fonctions définissant les contraintes d’égalité et d’inégalité, respectivement.

Dans cette section, on note

XEI

x∗ XEI := {x ∈ E : cE(x) = 0, cI(x) 6 0} (4.29)

l’ensemble admissible de (PEI). Si en un point admissible x∗, c′(x∗) est surjective, cet
ensemble se présente autour de x∗ comme une partie de la variété {x ∈ E : cE(x) = 0}
formée des points qui vérifient aussi l’inégalité cI(x) 6 0. Une image idéalisée de cet
ensemble pourrait être celle donnée dans la figure ci-dessus, qui correspond à n = 3,
mE = 1 et mI = 3. Notons que rien n’impose que la solution soit sur la frontière
de XEI comme dans la figure, mais c’est dans ce cas que le problème est le plus
complexe à analyser.

L’adaptation au problème (PEI) de la définition 4.8 de problème (PX) convexe
conduit à la définition suivante.

Définition 4.26 ((PEI) convexe) On dit que le problème (PEI) est convexe si son
ensemble admissible XEI est convexe et si son critère f est convexe sur XEI . ✷

Proposition 4.27 (convexité de XEI) Si la contrainte d’égalité cE est affine,
si les contraintes d’inégalité ci (i ∈ I) sont convexes, alors XEI est convexe.

Démonstration. L’ensemble admissible s’écrit comme une intersection de convexes
(il est donc convexe). En effet,

XEI = {x ∈ E : cE(x) = 0} ∩ {x ∈ E : cI(x) 6 0}.

Le premier est un sous-espace affine par l’affinité de cE (proposition 4.13), donc un
convexe. Le second est l’intersection des ensembles {x ∈ E : ci(x) 6 0}, pour i ∈ I,
qui sont convexes comme ensembles de sous-niveau de fonctions convexes. ✷

Mais XEI peut être convexe sans que cE soit affine et les {ci}i∈I soient convexes. Par
exemple {x ∈ R : x+ x3 6 0} est convexe, alors que x 7→ x+ x3 n’est pas convexe.

Définition 4.28 On dit que ci est active en x si ci(x) = 0. On note

I0(x) := {i ∈ I : ci(x) = 0}

l’ensemble des indices des contraintes d’inégalité actives en x. On adopte les notations
simplifiées I0x := I0(x) et I0∗ := I0(x∗). ✷
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Les problèmes d’optimisation avec contraintes d’inégalité sont considérablement
plus difficiles à analyser et à résoudre numériquement qu’un problème avec contrain-
tes d’égalité. Un calcul analytique, sur papier, est rarement possible et d’ailleurs
souvent difficile lui aussi. Lorsqu’il n’y a que des contraintes d’égalité, la compréhen-
sion du problème repose sur l’analyse mathématique classique, en particulier, nous
l’avons vu, sur le théorème des fonctions implicites (théorème C.14), alors que la
présence d’inégalité requiert l’utilisation d’outils spécifiques, essentiellement, nous le
verrons, ceux de l’analyse convexe. Par ailleurs, numériquement, la difficulté principale
provient du fait que, d’une manière ou d’une autre, le calcul de la solution détermine
forcément les contraintes qui y sont actives. Si celles-ci étaient connues, on pourrait
se ramener au cas des problèmes avec seulement des contraintes d’égalité lisses. Or il
y a 2mI manières de rendre les mI contraintes d’inégalité actives. C’est à ce nombre
exponentiel que l’on fait allusion lorsque l’on parle de la combinatoire des problèmes
avec contraintes d’inégalité. Celle-ci est redoutable et en rapport direct avec la con-
jecture P = NP, puisqu’un problème d’optimisation quadratique non convexe (c.-à-d.,
un problème avec un critère quadratique non convexe et des contraintes affines) est
NP-ardu (section 5.2.3). On est donc en présence d’un problème pour lequel il est
vraisemblable que le principe de conservation des ennuis s’applique ; on veut dire par
là que la difficulté du problème ne peut être éliminée en lui trouvant une autre formu-
lation équivalente. Ainsi, on pourrait penser simplifier le problème en reformulant les
contraintes d’inégalité par l’une des contraintes d’égalité apparemment plus simples
et équivalentes suivantes

max(0, cI(x)) = 0 ou ‖max(0, cI(x))‖2 = 0.

Cependant le première contrainte est non lisse et la seconde, bien qu’une fois dif-
férentiable, n’est en général pas qualifiée dans un sens discuté ci-dessus (après la
définition 4.15).

4.4.1 Conditions de Karush, Kuhn et Tucker

Pour particulariser la condition nécessaire d’optimalité du théorème 4.6 et sa for-
mule ∇f(x∗) ∈ (TxXEI)

+ au cas où l’ensemble admissible XEI est donné par des
contraintes fonctionnelles d’égalité et d’inégalité, on doit préciser comment s’écrit le
cône tangent

TxXEI

à partir des fonctions cE et cI définissant les contraintes. La proposition 4.29 montre
que TxXEI est inclus dans le cône obtenu par linéarisation des contraintes actives
en x, appelé cône linéarisant et noté

T′
xXEI := {d ∈ E : c′E(x) · d = 0, c′I0

x
(x) · d 6 0}.
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Proposition 4.29 (cône tangent à XEI) Supposons que cE∪I0
x

soit dérivable
en x ∈ XEI . Alors

TxXEI ⊆ T′
xXEI . (4.30)

Démonstration. Soit d ∈ TxXEI . Alors il existe des suites {xk} ⊆ XEI et {tk} ↓ 0
telles que

xk − x
tk

→ d.

Pour i ∈ E ∪ I0x, on a ci(x) = 0 et donc

ci(xk) = c′i(x) · (xk − x) + o(‖xk − x‖).

Pour i ∈ E, ci(xk) = 0 et donc

c′i(x) ·
(xk − x)

tk
=
o(‖xk − x‖)

tk
.

À la limite, on trouve c′E(x) · d = 0. De la même manière, pour i ∈ I0x, en utilisant le
fait que ci(xk) 6 0, on trouve : c′i(x) · d 6 0. ✷

En général, on n’a pas égalité en (4.30). Ceci avait déjà été observé lorsqu’il
n’y avait que des contraintes d’égalité (voir les commentaires sur la figure 4.2).
La figure 4.3 donne un exemple avec des contraintes d’inégalité seulement : on y a

0 0

T ′
0X

T0X

X X

Fig. 4.3. Cône tangent TxX (gauche) et cône linéarisant T′
xX (droite)

représenté l’ensemble X = {x ∈ R2 : 0 6 x2 6 x31} et les deux cônes TxX et T′
xX

en x = (0, 0). Le vecteur d = (−1, 0) est dans T′
(0,0)X mais pas dans T(0,0)X . Le

cas se présente également lorsque X = {x ∈ R2 : x21 6 x22} (exemple 4.4), puisque
T(0,0)X = {d ∈ R2 : |d1| 6 |d2|} alors que T′

(0,0)X = R2. On notera d’ailleurs que
T′

xX est convexe (c’est un polyèdre convexe), tandis que TxX ne l’est pas néces-
sairement.

Par ailleurs, l’égalité TxXEI = T′
xXEI est souhaitable car, comme on le verra, le

calcul de (T′
xXEI)

+ est aisé alors qu’en toute généralité celui de (TxXEI)
+ ne l’est
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pas. Comme c’est ce dernier qui intervient dans la condition d’optimalité (4.12) que
l’on veut exprimer en termes plus faciles à utiliser, on a tout intérêt à ce que l’égalité
Tx∗ XEI = T′

x∗
XEI ait lieu. Ceci conduit à la notion suivante.

Définition 4.30 (qualification de contrainte) On dit que la contrainte c est
qualifiée en x ∈ XEI pour représenter XEI si cE∪I0

x
est dérivable en x et si

(QC) TxXEI = T′
xXEI , (4.31)

c’est-à-dire si le cône tangent TxXEI à l’ensemble admissible XEI en x est égal au
cône T′

xXEI , défini en (4.30), obtenu par linéarisation des contraintes actives en x.
✷

Remarques 4.31 On peut adapter à cette définition les remarques 4.16 faites à
propos de la qualification des contraintes d’égalité et en ajouter d’autres.

1) Comme le membre de gauche de 4.31 ne dépend que de XEI , pas de c, et que le
membre de droite dépend de XEI par l’intermédiaire de c, il faut voir la condi-
tion (4.31) comme un moyen de sélectionner les bonnes fonctions c représentant
l’ensemble admissible XEI .

2) Par exemple, on ne change pas l’ensemble admissible de (PEI) en remplaçant ses
contraintes par une contrainte d’égalité

c̃ : E→ R, définie par c̃(x) =
1

2
‖cE(x)‖22 +

1

2
‖cI(x)+‖22,

puisque x ∈ XEI si, et seulement si, c̃(x) = 0 (on a noté v+ le vecteur dont la i-
ième composante est max(0, vi)). Si cela paraît attrayant de prime abord, puisque
l’on a remplacé des contraintes d’égalité cE(x) = 0 et d’inégalité cI(x) 6 0, en
nombre potentiellement grand, par une unique contrainte d’égalité c̃(x) = 0, cette
dernière contrainte a l’inconvénient de n’être presque jamais qualifiée. On a en
effet ∇c̃(x) = c′E(x)

∗cE(x) + c′I(x)
∗cI(x)+, qui est nul en tout point admissible.

Dès lors, pour cette contrainte c̃, le membre de droite de (4.31) vaut E, qui est
presque toujours trop grand.

3) Comme autre exemple de transformation à ne pas faire, mentionnons celle qui con-
siste à remplacer les inégalités c(x) 6 0 par des égalités c̃(x, s) = 0, en introduisant
des écarts en carrés:

c̃ : E× Rm → Rm, définie par c̃(x, s) = c(x) + s · s,

où l’on a utilisé le produit de Hadamard ((s ·s)i = s2i ). L’ensemble admissible X :=
{x ∈ E : c(x) 6 0} est alors la projection canonique sur E de l’ensemble admissible
X̃ := {(x, s) ∈ E × Rm : c̃(x, s) = 0}. Cette pratique, parfois encore rencontrée,
parrait attrayante parce que l’on s’est débarrassé des contraintes d’inégalité à la
combinatoire importante. Cependant, la nouvelle contrainte c̃ ne vérifie pas la
condition suffisante de qualification, qu’est sa surjectivité (voir la proposition 4.14)
en un point (x, s) ∈ X̃ pour lequel les gradients ∇ci(x) des contraintes actives ne
sont pas linéairement indépendants (une hypothèse très forte comme on le verra à
la section 4.4.2), ce qui conduit alors à une représentation par c̃ instable [513].
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4) La plupart des algorithmes se fourvoient lorsqu’ils doivent trouver la solution d’un
problème dont les contraintes ne sont pas qualifiées en la solution. Il est donc
préférable, dans ce cas, de changer la description de l’ensemble admissible en uti-
lisant d’autres fonctions, avant de chercher à résoudre le problème.

5) Il y a en fait un lien subtil entre la qualification de la contrainte c et la stabilité
de XEI par rapport à de petites perturbations de c. On montrera en effet (propo-
sition 4.78) que les conditions de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) énoncées plus
loin, qui qualifient la contrainte c représentantXEI , assurent que, pour des p ∈ Rm

et des t ∈ R voisins de zéro, l’ensemble perturbé Xtp
EI := {x : Rn : cE(x)+ tpE = 0,

cI(x) + tpI 6 0} n’est pas vide. On dit alors que l’ensemble XEI est stable par
rapport à des perturbations de la contrainte c. ✷

Nous verrons à la section 4.4.2 des conditions suffisantes de qualification des contrain-
tes, plus faciles à vérifier que l’égalité TxXEI = T′

xXEI .
Venons-en à présent à l’un des résultats les plus importants de ce chapitre, celui

énonçant les conditions d’optimalité du première ordre du problème d’optimisation
différentiable avec contraintes. Nous introduisons avec lui la notation

0 6 u ⊥ v 6 0, (4.32)

pour signifier que les composantes d’un vecteur u ∈ Rp doivent être positives, que
celles d’un vecteur v ∈ Rp doivent être négatives et que ces deux vecteurs doivent
être orthogonaux pour le produit scalaire euclidien : uTv = 0. Cette notation est
communément utilisée pour exprimer les problèmes de complémentarité [141, 142].

Théorème 4.32 (CN1 de Karush-Kuhn-Tucker) Soit x∗ un minimum local
de (PEI). Supposons que f et cE∪I0

∗
soient dérivables en x∗ et que les contraintes

soient qualifiées en x∗ au sens de la définition 4.30. Alors, il existe λ∗ ∈ Rm tel
que l’on ait

(KKT)





(a) ∇f(x∗) + c′(x∗)∗λ∗ = 0
(b) cE(x∗) = 0
(c) 0 6 (λ∗)I ⊥ cI(x∗) 6 0,

(4.33)

où ∇f(x∗) est le gradient de f en x∗ et c′(x∗)∗ : Rm → E est l’opérateur adjoint
de la jacobienne c′(x∗) pour le produit scalaire donné sur E.

Démonstration. On a successivement

∇f(x∗) ∈ (Tx∗ XEI)
+ [par (4.12)]

= (T′
x∗
XEI)

+ [qualification des contraintes en x∗]

= {−c′E(x∗)∗y − c′I0
∗
(x∗)

∗z : y ∈ RmE , z ∈ R|I0
∗ |

+ } [corollaire 2.46].

Il existe donc des vecteurs y ∈ RmE et z ∈ R|I0
∗ |

+ tels que

∇f(x∗) = −c′E(x∗)∗y − c′I0
∗
(x∗)

∗z.
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On obtient le résultat en introduisant λ∗ ∈ Rm défini par

(λ∗)i :=





yi si i ∈ E
zi si i ∈ I0∗
0 si i ∈ I \ I0∗ . ✷

Les conditions d’optimalité (4.33) sont appelées conditions de Karush-Kuhn-
Tucker et le vecteur λ∗ est encore appelé multiplicateur de Lagrange associé aux
contraintes c et à la solution x∗. Un couple (x∗, λ∗) vérifiant (4.33) est appelé solution
primale-duale de (PEI) : x∗ est la solution primale et λ∗ est la solution duale (on
comprendra l’origine de cette appellation au chapitre 14 sur la dualité). Un point x∗
pour lequel il existe un multiplicateur λ∗ ∈ Rm tel que (4.33) soit vérifiée est qualifié
de stationnaire. La valeur f(x∗) du critère en un point stationnaire x∗ est appelée
une valeur critique du problème.

Comme pour les problèmes avec contraintes d’égalité, le lagrangien associé au
problème (PEI) est la fonction

ℓ : E× Rm → R

définie en (x, λ) ∈ E× Rm par

ℓ(x, λ) := f(x) + λTc(x) = f(x) +

m∑

i=1

λici(x). (4.34)

Le multiplicateur λ a autant de composantes qu’il y a de contraintes, chacune de ses
composantes multipliant la contrainte à laquelle elle est associée dans le lagrangien.
La première équation d’optimalité du système (4.33) est alors le gradient de ℓ en
(x∗, λ∗) par rapport à x :

∇xℓ(x∗, λ∗) = 0 ou ∇f(x∗) +
m∑

i=1

(λ∗)i∇ci(x∗) = 0,

les gradients de f et des ci étant ceux associés au produit scalaire de E.
Si E = Rn et si l’on choisit le produit scalaire euclidien sur cet espace, le gradient

∇f(x∗) et la matrice jacobienne c′(x∗) ont leurs composantes données par les dérivées
partielles

(∇f(x∗))i =
∂f

∂xi
(x∗) et (c′(x∗))ij =

∂ci
∂xj

(x∗)

et l’adjointe de c′(x∗) devient sa transposée. La première équation de (4.33) peut donc
alors s’écrire

∇f(x∗) + c′(x∗)
Tλ∗ = 0.

Compte tenu du signe de (λ∗)I et de cI(x∗), chaque terme du produit scalaire
dans (λ∗)TI cI(x∗) = 0, équation dérivant de (4.33)-(c) est négatif, si bien que cette
condition revient à exprimer que chacun de ces termes est nul :

∀i ∈ I : (λ∗)i ci(x∗) = 0.
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Ces relations portent le nom de conditions de complémentarité : soit (λ∗)i = 0, soit
ci(x∗) = 0. Étant donné le signe de (λ∗)I , on peut les écrire de manière équivalente
comme suit :

∀i ∈ I :
(
ci(x∗) < 0 =⇒ (λ∗)i = 0

)
, (4.35)

ce qui peut s’exprimer en disant qu’un multiplicateur associé à une contrainte
d’inégalité inactive (ci(x∗) < 0) est nul. On peut aussi dire que les relations de com-
plémentarité dans (4.33)-(c) sont l’expression analytique du fait que les contraintes
inactives en x∗ ne sont pas utiles pour exprimer l’optimalité locale d’une solution. On
dit qu’il y a complémentarité stricte si

∀i ∈ I :
(
ci(x∗) < 0 ⇐⇒ (λ∗)i = 0

)
. (4.36)

Comme les multiplicateurs ne sont pas nécessairement déterminés de manière unique,
on peut avoir complémentarité stricte pour un jeu de multiplicateur et ne pas avoir
cette propriété pour un autre jeu. Une solution x∗ sans complémentarité stricte se
manifeste par le fait qu’une contrainte d’inégalité active en x∗ ne joue pas de rôle
dans le lagrangien et donc dans le système d’optimalité (KKT). Par conséquent, on
peut enlever cette contrainte sans changer l’optimalité de x∗ (au premier ordre).
Géométriquement, cela peut se voir à partir des courbes de niveau de f dans le
voisinage de x∗, comme dans le problème trivial en x ∈ R2 suivant

{
min ‖x‖22
x1 > 0.

X

x∗

f = constante

La solution est x∗ = 0 et le multiplicateur optimal est nul, bien que la contrainte soit
active en la solution. Par ailleurs, on peut manifestement enlever la contrainte, sans
changer la solution du problème.

La condition (4.33)-(c) peut se résumer par diverses équations (non différentiables).
La plus simple utilise la fonction «min », composante par composante :

min(λI ,−cI(x)) = 0.

L’équivalence vient du fait que pour des réels a et b, l’équation min(a, b) = 0 revient
à dire que a > 0, b > 0 et ab = 0.

Remarques

1. Le signe des multiplicateurs correspondant aux contraintes d’inégalité peut chan-
ger si le problème n’est pas écrit sous la forme canonique qui est celle de (PEI).
Ainsi le signe change si au lieu de minimiser on maximise, ou si à la place
des contraintes de négativité (ci(x) 6 0) on trouve des contraintes de positivi-
té (ci(x) > 0), ou bien sûr si l’on remplace le signe + par le signe − dans le
lagrangien, comme le font certains auteurs.
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2. La présence de conditions de qualification des contraintes dans les hypothèses du
théorème 4.32 gène parfois au premier abord. Il arrive que l’on pose la question
suivante. Comment peut-on savoir si les contraintes sont qualifiées en x∗, alors
que l’on ne connaît pas x∗ et que, pour le calculer, on va utiliser (4.33), qui
suppose précisément que les contraintes sont qualifiées en x∗ ? Il semble que le
raisonnement tourne en rond. Voilà ce que l’on peut dire à ce sujet.

On peut très bien connaître un point stationnaire x∗ du problème (PEI) sans
le calculer par le système (4.33). Dans ce cas, la question toute théorique
de savoir s’il existe des multiplicateurs tels que l’on ait (4.33) a tout son
sens. On s’intéresse alors à l’existence de multiplicateurs pour d’autres raisons
que le calcul d’une solution ; par exemple pour une analyse au second ordre
(section 4.4.4) ou une analyse de sensibilité (section 4.6).

D’autre part, si l’on ne connaît pas x∗, on peut très bien essayer de chercher
une solution primale-duale (x∗, λ∗) de (4.33). Si l’on en trouve une, tant mieux,
on aura forcément l’existence de multiplicateurs ! Si l’on n’en trouve pas, on
pourra chercher à savoir pourquoi. L’absence de qualification des contraintes
peut en être la cause, mais cela peut aussi venir du fait que l’autre hypothèse
du théorème 4.32 n’est pas vérifiée : les fonctions f et c ne sont pas régulières
en x∗. De ce point de vue, la qualification des contraintes en x∗ n’est pas plus
étrange que la régularité de f et c en x∗.

Finalement, il arrive parfois que l’on ait qualification des contraintes en tout
point de l’ensemble admissible XEI , comme on peut avoir régularité de f et
c sur XEI . L’existence de multiplicateurs est alors assurée.

3. On peut retrouver dans les conditions de KKT, l’expression géométrique de
l’optimalité dont on est parti pour les obtenir, à savoir ∇f(x∗) ∈ (Tx∗ XEI)

+.
Supposons, pour simplifier l’illustration, que E = ∅. En tenant compte des con-
ditions de complémentarité dans (4.33)-(c), la relation (4.33)-(a) s’écrit

∇f(x∗) =
∑

i∈I0
∗

(λ∗)i︸ ︷︷ ︸
>0

(−∇ci(x∗)).

Regardons ce que cette expression exprime dans la figure 4.4, où l’on a représenté

−∇ci(x∗)

x∗ {x : ci(x) = 0}

X = {x : cI(x) 6 0}
cône où se trouve ∇f(x∗)

Fig. 4.4. Conditions d’optimalité de KKT

une partie de l’ensemble admissible XEI et supposé qu’une solution locale x∗ se
trouve sur le bord de XEI . Observons d’abord que l’opposé du gradient de ci
en x∗, −∇ci(x∗), est bien orienté comme dans la figure (tous les vecteurs ont été
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translatés de x∗), car ci(x) est nul sur la frontière de XEI et négatif dans XEI . La
relation ci-dessus exprime que le gradient ∇f(x∗) est dans le cône engendré par
ces −∇ci(x∗), avec i ∈ I0∗ (on ne considère donc que les contraintes actives). On
se convaincra sans peine que ce cône est bien le dual du cône tangent Tx∗ XEI , si
bien que l’on retrouve le résultat attendu.

4. La figure 4.4 montre à l’évidence que l’optimisation différentiable repose sur l’a-
nalyse convexe, pas seulement sur l’algèbre linéaire (un cône n’est pas un objet
de cette dernière).

La proposition suivante montre que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (4.33)
sont des conditions suffisantes d’optimalité lorsque le problème (PEI) est convexe. On
peut en conclure, qu’il n’y a dans le système d’optimalité (4.33), compliqué, ni trop,
ni trop peu de relations.

Proposition 4.33 (CS1 pour problème convexe) Considérons le problème
(PEI), que l’on suppose convexe au sens de la définition 4.26. Soit x∗ un point
vérifiant les contraintes de (PEI). Si f et c sont dérivables en x∗ et s’il existe
λ∗ ∈ Rm tel que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (4.33) soient vérifiées,
alors x∗ est un minimum global de (PEI).

Démonstration. Comme f est convexe, comme l’ensemble admissible de (PEI) est
convexe et comme x∗ ∈ XEI , il suffit, d’après la proposition 4.7, de montrer que

∀x ∈ XEI : 〈∇f(x∗), x− x∗〉 > 0.

En utilisant (4.33)-(a), cela revient à montrer que

∀x ∈ XEI : (λ∗)
T (c′(x∗)(x− x∗)) 6 0.

On a vu à la démonstration de la proposition 4.20 que l’admissibilité de x et x∗
impliquait que c′E(x∗)(x − x∗) = 0. Comme (λ∗)I > 0 et (λ∗)I\I0

∗
= 0 par (4.33)-(c),

il suffit de montrer que c′i(x∗)(x− x∗) 6 0 pour i ∈ I0∗ . Pour ces i ∈ I0∗ , on a en effet

c′i(x∗)(x− x∗) = lim
t↓0

1

t
[ci(x∗ + t(x− x∗))− ci(x∗)] 6 0,

car ci(x∗) = 0 (parce que i ∈ I0∗ ) et ci(x∗ + t(x − x∗)) = ci((1 − t)x∗ + tx) 6 0 pour
t ∈ ]0, 1] (parce que (1 − t)x∗ + tx ∈ XEI par la convexité supposée de XEI , x et
x∗ ∈ XEI). ✷

4.4.2 Qualification des contraintes

S’il n’y a qu’une contrainte fonctionnelle d’égalité c, la proposition 4.14 donne une
condition suffisante pour que cette contrainte c définissant XE soit qualifiée en x :
il suffit que c soit C1 dans un voisinage de x et que c′(x) soit surjective. Le but de
cette section est d’établir des conditions similaires lorsque l’ensemble admissible est
défini au moyen de contraintes d’égalité et d’inégalité. Les conditions suffisantes de
qualification les plus utilisées sont celles désignées par (QC-A), (QC-S), (QC-IL) ou
(QC-MF) ci-dessous.
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Affinité locale (QC-A)

Définition 4.34 (QC-A) La contrainte c définissant XEI vérifie (QC-A) en x ∈
XEI si
(i) cI\I0

x
est continue en x,

(ii) cE∪I0
x

est affine dans un voisinage de x. ✷

On s’en doute, cette condition est utilisée lorsque l’ensemble admissible XEI est défini
par des contraintes affines. Il en est ainsi en optimisation linéaire (chapitre 17) ou,
plus généralement, en optimisation quadratique (chapitre ??). Dans ces disciplines,
on ne parle jamais de qualification de contraintes, car celles-ci le sont nécessairement,
comme le montre le résutat suivant.

Proposition 4.35 ((QC-A) est une CS de qualification) Si la contrainte c
définissant XEI vérifie les hypothèses (QC-A) de la définition 4.34 en x ∈ XEI ,
alors c est qualifiée en x au sens de la définition 4.30.

Démonstration. D’après la proposition 4.29, il suffit de montrer que T′
xXEI ⊆

TxXEI . Soit d ∈ T′
xXEI . On introduit une suite {xk} par xk := x+ tkd, avec tk ↓ 0.

Il suffit de montrer que xk ∈ XEI pour k grand. Comme les contraintes actives sont
affines dans un voisinage de x, on a pour k grand :

ci(xk) = ci(x) + tkc
′
i(x) · d, pour i ∈ E ∪ I0x .

D’après les propriétés de d, on en déduit que pour k grand : cE(xk) = 0 et cI0
x
(xk) 6 0.

D’autre part, comme cI\I0
x

est continue en x, cI\I0
x
(xk) < 0 pour k grand. Ceci montre

que xk ∈ XEI pour k grand. ✷

Notons encore que, s’il n’y a que des contraintes d’égalité, la condition (QC-A) est
nouvelle ; elle n’avait pas en effet été mentionnée à la section 4.3 comme une condition
suffisante de qualification de la contrainte définissant XE .

Slater (QC-S)

Les conditions de qualification de Slater (QC-S) énoncées ci-dessous sont typique-
ment utilisées en optimisation convexe. L’hypothèse la plus singulière (iii) repose sur
les contraintes d’inégalité actives en x car, par leur continuité, les autres ne jouent
pas de rôle localement.

Définition 4.36 (QC-S) La contrainte c définissant XEI vérifie les conditions de
Slater (QC-S) en x ∈ XEI si

(i) cE est affine,
(ii) cI\I0

x
est continue en x et cI0

x
est dérivable en x,

(iii) les composantes de cI0
x

sont convexes et on peut trouver un point x̂ ∈ XEI tel
que cI0

x
(x̂) < 0. ✷

Parfois, toutes les composantes de cI sont convexes et (iii) se simplifie en
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(iii′) les composantes de cI sont convexes et on peut trouver un point x̂′ tel que
cE(x̂

′) = 0 et cI(x̂′) < 0.
C’est souvent sous cette forme que l’hypothèse est présentée. Il semble que, même
lorsque toutes les composantes de cI sont convexes, l’hypothèse (iii) soit plus générale
car on n’y demande pas que cI\I0

x
(x̂) < 0. Ce n’est pas le cas, car si (iii) a lieu, le

point x̂′ = (x + x̂)/2 ∈ XEI vérifie (iii′) grâce à la convexité des composantes de cI
puisque cI\I0

x
(x) < 0 et cI0

x
(x̂) < 0, si bien que cI(x̂′) 6 (cI(x)+cI(x̂))/2 < 0. Dès lors

l’intérêt de (iii) par rapport à (iii′) est de ne requérir que la convexité des contraintes
actives en x.

Proposition 4.37 ((QC-S) est une CS de qualification) Si la contrainte c
définissant XEI vérifie les hypothèses (QC-S) de la définition 4.36 en x ∈ XEI ,
alors c est qualifiée en x au sens de la définition 4.30.

Démonstration. D’après la proposition 4.29, il suffit de montrer que T′
xXEI ⊆

TxXEI . Soit d ∈ T′
xXEI . On définit

dk := (1− 1
k ) d+

1
k (x̂− x),

où x̂ est donné par (QC-S).

Pour i ∈ I0x et k > 1, il vient de la linéarité de l’opérateur dérivée c′i(x) et de la
convexité de ci :

c′i(x) · dk = (1− 1
k ) c

′
i(x) · d︸ ︷︷ ︸

60

+ 1
k c

′
i(x) · (x̂ − x)︸ ︷︷ ︸
6ci(x̂)−ci(x)<0

< 0,

car c′i(x) · d 6 0 (d ∈ T′
xXEI), ci(x) = 0 (x ∈ XEI) et ci(x̂) < 0. Dès lors, il existe

un réel tk ∈ ]0, 1k ] tel que, pour tout i ∈ I0x : ci(x + tkdk) 6 ci(x) = 0. On définit
xk := x+ tkdk qui forme une suite convergeant vers x.
Pour i ∈ I \I0x, la continuité de ci implique que ci(xk) 6 0 pour tout k assez grand.
Pour i ∈ E, l’affinité de ci implique que c′i(x) · (x̂− x) = ci(x̂)− ci(x) = 0, si bien
que c′i(x) · dk = c′i(x) · d = 0 (d ∈ T′

xXEI) et ci(xk) = ci(x) + tk c
′
i(x) · dk = 0.

Dès lors, xk ∈ XEI pour tout k assez grand. Par ailleurs, lorsque k → ∞, tk ↓ 0 et
(xk − x)/tk = dk → d. Donc d ∈ TxXEI . ✷

Indépendance linéaire (QC-IL)

Définition 4.38 (QC-IL) La contrainte c définissant XEI vérifie les conditions
(QC-IL) en x ∈ XEI si

(i) cE∪I0
x

est C1 dans un voisinage de x et cI\I0
x

est continue en x,
(ii) les gradients des contraintes actives en x, à savoir les ∇ci(x) pour i ∈ E ∪ I0x,

sont linéairement indépendants, ce qui s’écrit
∑

i∈E∪I0
x

αi∇ci(x) = 0 =⇒ αi = 0 pour tout i ∈ E ∪ I0x.
✷
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Commençons par donner des formulations équivalentes évidentes de la condi-
tion (ii) de la définition précédente.

Proposition 4.39 (autres formulations de (QC-IL)) Supposons que cE∪I0
x

soit dérivable en x. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) les gradients ∇ci(x), pour i ∈ E ∪ I0x, sont linéairement indépendants,
(ii) c′E∪I0

x
(x) est surjective,

(iii) pour tout g ∈ E, l’ensemble

{λ ∈ Rm : g + c′E∪I0
x
(x)∗λE∪I0

x
, λI\I0

x
= 0}

est soit vide soit un singleton.

Démonstration. La condition (i) exprime l’injectivité de c′E∪I0
x
(x)∗, car

∑

i∈E∪I0
x

αi∇ci(x) = 0 ⇐⇒
∑

i∈E∪I0
x

αi〈∇ci(x), d〉 = 0, ∀ d ∈ E

⇐⇒ αT

E∪I0
x

(
c′E∪I0

x
(x) · d

)
= 0, ∀ d ∈ E

⇐⇒ 〈c′E∪I0
x
(x)∗αE∪I0

x
, d〉 = 0, ∀ d ∈ E

⇐⇒ c′E∪I0
x
(x)∗αE∪I0

x
= 0.

Cette injectivité est bien sûr équivalente à (ii). Par ailleurs, (iii) exprime, de manière
compliquée, que c′E∪I0

x
(x)∗ est injective. ✷

La condition (iii) n’est mentionnée que pour faciliter la comparaison avec une condi-
tion similaire exprimant (QC-MF) ci-dessous. La condition (ii) montre que (QC-IL)
étend aux inégalités, de manière un peu excessive comme nous allons le voir, la con-
dition suffisante de qualification de contraintes d’égalité de la proposition 4.14. Le
fait qu’il s’agisse d’une condition suffisante de qualification se démontre d’ailleurs
directement en utilisant la proposition 4.14, comme on va le voir ci-dessous.

Proposition 4.40 ((QC-IL) est une CS de qualification) Si la contrainte c
définissant XEI vérifie les hypothèses (QC-IL) de la définition 4.38 en x ∈ XEI ,
alors c est qualifiée en x au sens de la définition 4.30.

Démonstration. D’après la proposition 4.29, il suffit de montrer que T′
xXEI ⊆

TxXEI . Soit d ∈ T′
xXEI . On note J ⊆ I0x tel que

c′J(x) · d = 0 et c′I0
x\J(x) · d < 0.

Comme c′J(x) est surjective, par le même argument que celui utilisé dans la démon-
stration de la proposition 4.14, on peut trouver des suites {xk} ⊆ E et {tk} ⊆ R++

telles que cE∪J(xk) = 0, tk ↓ 0 et (xk − x)/tk → d. Forcément, xk → x. Alors,

par cI0
x\J(x) = 0 et c′I0

x\J (x) · d < 0, on voit que cI0
x\J (xk) 6 0 pour k assez grand,
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par la continuité de cI\I0
x

et cI\I0
x
(x) < 0, cI\I0

x
(xk) 6 0 pour k assez grand.

Dès lors {xk} ⊆ XEI pour k assez grand et donc d ∈ TxXEI . ✷

Mangasarian-Fromovitz (QC-MF)

Définition 4.41 (QC-MF) La contrainte c définissant XEI vérifie les conditions de
Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) en x ∈ XEI si

(i) cE∪I0
x

est dérivable en x et cI\I0
x

est continue en x,
(ii) les gradients des contraintes actives en x, à savoir les ∇ci(x) pour i ∈ E ∪ I0x,

vérifient
∑

i∈E∪I0
x

αi∇ci(x) = 0 et αI0
x
> 0 =⇒ αE∪I0

x
= 0.

✷

Les conditions de qualifications (QC-IL) et (QC-MF) méritent d’être comparées.

La différence entre (QC-IL) et (QC-MF) provient essentiellement des condi-
tions (ii) dans les définitions 4.38 et 4.41. Après examen, on voit clairement
que (QC-MF) est plus faible, plus souvent vérifiée, que (QC-IL), puisque qu’avec
(QC-MF) la combinaison linéaire ne sera pas nécessairement trivialement nulle
si ses coefficients αi, avec i ∈ I0x, ne sont pas positifs. On peut résumer cette
observation par l’implication

(QC-IL) =⇒ (QC-MF). (4.37)

Les deux conditions sont illustrées à la figure 4.5, dans laquelle l’ensemble ad-

c1(·) = 0

c2(·) = 0c2(·) = 0

c1(·) = 0 ∇f(x∗)

XEI

XEI = {x∗}

∇c2(x∗)

∇c1(x∗)

x∗

∇c1(x∗)
∇c2(x∗)

∇f(x∗)

Fig. 4.5. Comparaison des conditions de qualification (QC-IL) et (QC-MF)

missible est défini par deux contraintes : c1(x) 6 0 et c2(x) 6 0. On a repris à
gauche le cas déjà discuté de la figure 4.2 : aucune des deux conditions (QC-IL)
et (QC-MF) n’y est vérifiée et l’existence de multiplicateurs n’est pas assurée,



4.4. Problème avec contraintes d’égalité et d’inégalité 191

bien que le problème d’optimisation ait une solution (l’ensemble admissible est
réduit à un seul point). À droite, (QC-MF) est vérifiée, mais pas (QC-IL). D’après
la proposition 4.43 ci-dessous, les contraintes sont alors qualifiées et, d’après le
théorème 4.32, il existe des multiplicateurs de Lagrange tel que l’on ait (4.33).
Dans le cas présent, ceci implique que ∇f(x∗) doit être colinéaire et opposé à
∇c1(x∗) et ∇c2(x∗).
On peut aussi dire que (QC-IL) traduit en particulier le fait que les sous-espaces
vectoriels R(c′E(x)∗) et R(c′I0(x)(x)

∗) ne peuvent se rencontrer qu’en 0, alors que
(QC-MF) implique que le sous-espace vectoriel R(c′E(x)∗) ne rencontre le cône
cone{∇ci(x) : i ∈ I0(x)} qu’en 0. Dans ce sens, (QC-IL) est une condition qui
ne fait intervenir que des objets de l’algèbre linéaire, alors que (QC-MF) requiert
des concepts d’analyse convexe.

Ces remarques montrent clairement l’intérêt de la condition de qualification (QC-MF).
Malgré sa complexité supplémentaire, il faudra faire l’effort de la comprendre, de
l’assimiler, de l’utiliser.

Une bonne manière de vérifier que (QC-MF) n’est pas vérifiée est de montrer que
l’ensemble admissible n’est pas stable pour de petites perturbations. On veut dire par
là que l’ensemble Xp

EI := {x ∈ R : cE(x) + pE = 0, cI(x) + pI 6 0} peut être vide
pour certaines perturbations p ∈ Rm aussi petites que l’on veut (dans le cas contraire,
l’on dit que la description de XEI par c est stable) ; dans ce cas donc (QC-MF) n’est
pas vérifié. On montrera en effet, dans un cadre plus général (corollaire 4.60), que si
(QC-MF) a lieu, alors sa description par c est stable. Ainsi, toujours à la figure 4.5, on
voit qu’il n’y a pas de stabilité dans le tracé de gauche (l’ensemble admissible est vide
pour des perturbations p, vérifiant p1 = p2 > 0), alors qu’il est stable à droite. On
comprend que numériquement, cette propriété de stabilité de l’ensemble admissible
est importante et donc qu’il importe que (QC-MF) soit vérifié lorsqu’on cherche à
résoudre le problème numériquement. Notons enfin que l’implication ne va que dans
un sens : on peut très bien avoir une description de l’ensemble admissible qui est stable
alors que (QC-MF) n’est pas vérifié. C’est le cas de l’ensemble

{x ∈ R2 : −x31 6 x2 6 x31},
0

∇c1(0)

∇c2(0)

(4.38)

qui reste non vide, quel que soit la perturbation des contraintes, alors que (QC-MF)
n’a pas lieu en x = 0 (car les gradients des contraintes c1(x) := −x31 − x2 et c2(x) :=
−x31 + x2 y sont colinéaires et opposés).

Avant de montrer que (QC-MF) implique la qualification de c en x pour représen-
ter XEI , donnons des conditions équivalentes à (QC-MF) qui nous seront utiles. Elles
sont à rapprocher de celles énoncées pour (QC-IL) à la proposition 4.39.

Comparons d’abord les conditions (ii) des propositions 4.39 et 4.42. Si la con-
dition (QC-IL) peut s’exprimer par la surjectivité de la jacobienne c′E∪I0

x
(x), la

condition de Mangasarian-Fromovitz, plus faible que (QC-IL), peut se voir comme
une propriété de surjectivité faible de c′E∪I0

x
(x). Le qualificatif faible vient du fait

que l’on n’a pas nécessairement mieux que l’inégalité pour les indices dans I0x.
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On peut aussi comparer les conditions (iii) de la proposition 4.39 et (iv) de la
proposition 4.42. L’ensemble considéré au point (iii) de la proposition 4.39 est
un sous-espace affine (éventuellement vide) contenant au plus un point, tandis
que celui considéré au point (iv) de la proposition 4.42 est un polyèdre convexe
(éventuellement vide), pouvant contenir plus d’un point, mais borné. Ce dernier
résultat permet de montrer aisément que l’ensemble des multiplicateurs optimaux
d’un problème d’optimisation est borné si ses contraintes sont qualifiées au sens
de Mangasarian-Fromovitz (proposition 4.45).

Proposition 4.42 (autres formulations de (QC-MF)) Soit x ∈ XEI et sup-
posons que la fonction cE∪I0

x
: Rn → R|E∪I0

x| soit dérivable en x. Alors les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :
(i) (QC-MF) a lieu en x,
(ii) ∀v ∈ Rm, ∃ d ∈ E tel que l’on ait c′E(x) · d = vE et c′I0

x
(x) · d 6 vI0

x
,

(iii) c′E(x) est surjective et il existe d ∈ E tel que c′E(x) · d = 0 et c′I0
x
(x) · d < 0,

(iv) pour tout g ∈ E, le polyèdre convexe

{λ ∈ Rm : g + c′E(x)
∗λE + c′I0

x
(x)∗λI0

x
= 0, λI0

x
> 0, λI\I0

x
= 0}

est soit vide soit borné.

On peut inverser les inégalités dans (ii) et (iii), en jouant avec l’opposé de d et de v.

Démonstration. [(i)⇒ (ii)] D’après (QC-MF) :

{(λ, µ) : c′E(x)∗λ+ c′I0
x
(x)∗µ = 0, µ > 0} = {(0, 0)}.

En prenant le dual de ces ensembles, on obtient grâce à la proposition 2.45 (lemme
de Farkas généralisé)

{(
c′E(x)
c′I0

x
(x)

)
d+

(
0
I

)
h : d ∈ Rn, h ∈ R|I0

x|
+

}
= RmE × R|I0

x|.

On en déduit que, quel que soit v ∈ RmE ×R|I0
x|, on peut trouver d ∈ Rn et h ∈ R|I0

x|
+

tels que c′E(x) · d = vE et c′I0
x
(x) · d+ h = vI0

x
, ce qui n’est autre que (ii).

[(ii) ⇒ (iii)] La surjectivité de c′E(x) découle immédiatement de (ii). D’autre
part, en prenant v ∈ RmE × R|I0

x| dans (ii) tel que vE = 0 et vI0
x
= −(1, . . . , 1), on

obtient la deuxième condition de (iii).
[(iii)⇒ (i)] Soit (λ, µ) ∈ RmE × R|I0

x| vérifiant

c′E(x)
∗λ+ c′I0

x
(x)∗µ = 0 et µ > 0.

En multipliant scalairement cette identité par le vecteur d donné au point (iii), on
trouve

µTc′I0
x
(x)d = 0.

Comme µ > 0 et c′I0
x
(x)d < 0, ceci implique que µ = 0. Alors la surjectivité de c′E(x)

et c′E(x)
∗λ = 0 impliquent que λ = 0.
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[(i) ⇔ (iv)] Désignons par Λ le polyèdre convexe de (iv), que l’on suppose non
vide, sinon l’implication (i) ⇒ (iv) est triviale et l’implication réciproque n’apporte
rien. Alors, selon le corollaire 2.8, Λ est borné si, et seulement si, son cône asympto-
tique Λ∞ est réduit à {0}. D’après l’exercice 2.20, on a

Λ∞ = {µ ∈ Rm : c′E(x)
∗µE + c′I0

x
(x)∗µI0

x
= 0, µI0

x
> 0, µI\I0

x
= 0},

si bien que ces propriétés sont équivalentes à (QC-MF). ✷

La proposition 4.42 explicite un aspect algébrique des conditions de Mangasarian-
Fromovitz (QC-MF). Celles-ci renferment également un aspect topologique que nous
allons préciser. On sait que si A est une matrice surjective m × n et v ∈ Rm, on
peut trouver d ∈ Rn tel que Ad = v (par définition même de la surjectivité, bien
sûr). La proposition précédente généralise cela pour des inégalités : si AE et AJ sont
des matrices mE × n et mJ × n, vérifiant la condition de régularité (αE ∈ RmE et
αJ ∈ RmJ )

AT

EαE +AT

JαJ = 0, αJ > 0 =⇒ (αE , αJ) = 0, (4.39)

alors, quel que soit v ∈ RmE+mJ , on peut trouver d ∈ Rn tel que AEd = vE et
AJd 6 vJ . Ces deux résultats ne disent rien sur la grandeur de d et on peut se
demander si lorsque v tend vers 0, il en de même de d. Ce n’est certainement pas le
cas pour une solution d arbitraire car, dans le premier cas, celle-ci n’est définie qu’à
un élément du noyau de A près et, si celui-ci n’est pas réduit à {0}, on pourra vérifier
Ad = v avec des d arbitrairement grands. On peut montrer cependant que l’on peut
choisir d tel qu’il en soit ainsi : si AE et AJ vérifient la condition (4.39), il existe
une constante C telle que pour tout v ∈ RmE+mJ , on peut trouver d ∈ Rn tel que
AEd = vE, AJd 6 vJ et ‖d‖ 6 C‖v‖. Le résultat est évident s’il n’y a que des égalités
à vérifier : il suffit de choisir d = AT(AAT)−1v (AAT est inversible si A est surjective !).
Le cas où il y a également des inégalités à vérifier est proposé à l’exercice 4.17.

Montrons à présent que si l’une des conditions (QC-IL) ou (QC-MF) est vérifiée
alors les contraintes sont qualifiées en x.

Proposition 4.43 (conditions suffisantes de qualification des contrain-
tes) Soit x vérifiant les contraintes de (PEI) et supposons que les hypothèses ??
soient vérifiées. Alors les contraintes de (PEI) sont qualifiées en x au sens de la
définition 4.30, si l’une des conditions (QC-IL) ou (QC-MF) est satisfaite. Plus
précisément, on a le diagramme suivant :

(QC-MF) ⇐= (QC-IL)
⇓

(QC)

De plus, si cE est affine et les composantes de cI0
x

sont convexes, alors

(QC-S) ⇐= (QC-MF).
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Démonstration. 2) Montrons à présent que (QC-S) implique le point (iii) de la
proposition 4.42 et donc que (QC-MF) a lieu. Soient x̂ le point admissible donné dans
(QC-S) et d := x̂ − x. Du fait que cE est affine et que cE(x) = cE(x̂) = 0, on a
c′E(x) · d = 0. Ensuite, pour i ∈ I0x, grâce à la convexité de ci :

c′i(x) · d 6 ci(x̂)− ci(x) = ci(x̂) < 0.

Montrons la réciproque lorsque cE est affine (dernière partie de la proposition). Avec
la direction d donnée par le point (iii) de la proposition 4.42, on voit que le point
x̂ = x+ td vérifie cE(x̂) = 0, cI0

x
(x̂) < 0 et cI\I0

x
(x̂) 6 0, si t est pris assez petit.

3) On a déjà fait remarquer que (QC-IL) implique (QC-MF) et donc le fait dé-
montré ci-dessous que (QC-MF) implique la qualification des contraintes en x suffit à
montrer qu’il en est de même avec (QC-IL). On peut toutefois en donner une preuve
directe rapide. Soit d ∈ T′

xXEI . Puisque c′E∪I0
x
(x) est surjective, on peut comme dans

la démonstration de la proposition 4.14 construire un chemin t 7→ ξ(t), défini pour t
voisin de 0 ∈ R, tel que

cE∪I0
x
(ξ(t)) = 0 pour t voisin de 0, ξ(0) = x et ξ′(0) = d.

Alors la suite {xk} définie par xk = ξ(tk), avec tk ↓ 0, est la suite recherchée. Elle
vérifie en effet cE∪I0

x
(xk) = 0 et cI\I0

x
(xk) 6 0 (parce que cI\I0

x
(x) < 0 et cI\I0

x
est

continue en x). Donc xk ∈ XEI et comme (xk−x)/tk = (ξ(tk)−x)/tk → d, on a bien
d ∈ TxXEI .

4) Il reste à démontrer que (QC-MF) implique la qualification des contraintes en x.
Soit d ∈ T′

xXEI , vérifiant donc c′E(x) · d = 0 et c′I0
x
(x) · d 6 0. Il faut montrer que

d ∈ TxXEI . Soit

D(x) := {d : c′E(x) · d = 0, c′I0
x
(x) · d < 0} ⊆ T′

xXEI .

Montrons que D(x) = T′
xXEI . Comme T′

xXEI est fermé, on a D(x) ⊆ T′
xXEI .

Inversement, soit d0 ∈ D(x), qui est non vide lorsque (QC-MF) a lieu (proposition
4.42). Si d ∈ T′

xXEI , la suite {dk} définie par dk = d+ 1
kd0 est dans D(x) et converge

vers d.
Montrons que D(x) ⊆ TxXEI . Soit d0 ∈ D(x). Comme c′E(x) · d0 = 0 et c′E(x)

est surjective, d0 est tangent à {x̃ ∈ E : cE(x̃) = 0} en x (proposition 4.14). Donc il
existe des suites {xk} ⊆ E et {tk} ↓ 0 telles que

cE(xk) = 0 et
xk − x
tk

→ d0.

Pour conclure, il suffit de montrer que cI(xk) 6 0 pour k assez grand. Si i ∈ I0x, on a

ci(xk) = c′i(x) · (xk − x) + o(‖xk − x‖).

En divisant par tk et en notant que c′i(x) · d0 < 0, on voit que ci(xk) < 0 pour k assez
grand. Si i ∈ I \ I0x, ci(x) < 0 et comme xk → x, ci(xk) < 0 pour k assez grand.

On peut à présent conclure puisque d’après ce qui précède et la proposition 4.29,

D(x) ⊆ TxXEI ⊆ T′
xXEI .



4.4. Problème avec contraintes d’égalité et d’inégalité 195

En prenant l’adhérence et en se rappelant que D(x) = T′
xXEI et que TxXEI est

fermé, on obtient TxXEI = T′
xXEI . ✷

La démonstration du point 4 (reprise de [315 ; 1996]) peut aussi se faire par une
approche semblable à celle utilisée au point 3, mais elle demande plus de régularité
sur f et c. Elle consiste à construire un chemin t 7→ ξ(t) dans XEI pour t > 0
petit qui accepte d comme tangente en t = 0 (cette construction sera faite dans la
démonstration du lemme 4.47 qui conduit aux conditions nécessaires du deuxième
ordre).

Notons pour conclure, que les conditions de Mangasarian-Fromovitz ne sont pas
nécessaires pour avoir la qualification des contraintes. Un contre-exemple est donné à
l’exercice 4.15.

4.4.3 Ensemble des multiplicateurs optimaux

Soit λ∗ ∈ Rm un multiplicateur optimal (ou solution duale) associé à une solution
x∗ ∈ E du problème (PEI). Il sera utile d’introduire les ensembles d’indices suivants :

I0+∗ := {i ∈ I0∗ : (λ∗)i > 0} et I00∗ := {i ∈ I0∗ : (λ∗)i = 0}. (4.40)

Ce sont donc des ensembles d’indices qui dépendent à la fois de x∗ et λ∗. Les contrain-
tes d’indices i ∈ I0+∗ sont dites fortement actives et celles d’indices i ∈ I00∗ sont dites
faiblement actives. Ces dernières, bien qu’actives (ci(x∗) = 0), peuvent être ôtées du
problème sans modifier la stationnarité de x∗ ((λ∗)i = 0).

Il peut y avoir plus d’une solution duale λ∗ associée à une solution primale x∗.
L’ensemble des multiplicateurs associés à x∗ est noté

Λ∗ := Λ(x∗) := {λ∗ ∈ Rm : (x∗, λ∗) est solution primale-duale de (PEI)}.

La solution x∗ étant fixée, les conditions d’optimalité (4.33) montrent que Λ∗ est un
polyèdre convexe de Rm :

Λ∗ = {λ ∈ Rm : ∇f(x∗) + c′(x∗)
∗λ = 0, λI0

∗
> 0, λI\I0

∗
= 0}.

En particulier, Λ∗ est fermé. Il est non vide si les contraintes sont qualifiées en x∗
(théorème 4.32). En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 2.21,
on voit que λ∗ ∈ Λ∗ est un sommet de Λ∗ si c′

E∪I0+
∗

(x∗) est surjective. En particulier,
Λ∗ n’a pas de sommet si c′E(x∗) n’est pas surjective.

Cet ensemble Λ∗ est clairement réduit à un seul multiplicateur si les conditions
de qualification (QC-IL) (indépendance linéaire des gradients des contraintes actives)
sont vérifiées en x∗. En effet, (KKT)(a) s’écrit aussi

∇f(x∗) + c′E∪I0
∗
(x∗)

∗(λ∗)E∪I0
∗
= 0,

puisque (λ∗)I\I0
∗
= 0. Par (QC-IL), c′E∪I0

∗
(x∗)∗ est injective et il n’existe donc qu’un

seul (λ∗)E∪I0
∗

vérifiant (KKT)(a).
L’unicité du multiplicateur optimal a lieu, en fait, sous une condition plus faible

que (QC-IL), mais plus forte que (QC-MF), que donne le résultat suivant [370]. Cette



196 4. Conditions d’optimalité

condition est aussi nécessaire et suffisante. La condition (4.41) est parfois appelée la
condition de qualification de Mangasarian-Fromovitz stricte (QC-MFS).

Proposition 4.44 (unicité du multiplicateur) Soit x∗ un point stationnaire
de (PEI) (donc f et cE∪I0

∗
sont différentiables en x∗ et Λ∗ 6= ∅). Alors Λ∗ = {λ∗}

si, et seulement si,
∑

i∈E∪I0
∗

αi∇ci(x∗) = 0

αi > 0 pour tout i ∈ I00∗



 =⇒ αE∪I0

∗
= 0. (4.41)

Démonstration. [⇒] On montre la contraposée. Supposons qu’il existe des coeffi-
cients αi non tous nuls tels que

∑
i∈E∪I0

∗
αi∇ci(x∗) = 0 et αi > 0 pour tout i ∈ I00∗

(c’est par cet ensemble d’indices que λ∗ intervient). On pose αi = 0 pour i ∈ I \ I0∗ .
Alors λ∗+εα ∈ Λ∗ pour ε > 0 petit et Λ∗ ne serait pas réduit à un seul multiplicateur.

[⇐] Soit λ′∗ ∈ Λ∗ et α := λ′∗ − λ∗. Il suffit de montrer que α = 0. Clairement :∑
i∈E∪I0

∗
αi∇ci(x∗) = 0 et, pour i ∈ I00∗ , on a αi = (λ′∗)i > 0. D’après (4.41), α = 0.

✷

Mais en toute généralité, Λ∗ peut ne pas être réduit à un point. En ce qui concerne
son caractère borné, on a le résultat suivant [231].

Proposition 4.45 (bornitude des multiplicateurs) Soient (x∗, λ∗) un cou-
ple vérifiant les conditions de KKT (4.33) et Λ∗ l’ensemble convexe fermé non
vide des multiplicateurs optimaux associés à x∗. Alors Λ∗ est borné si, et seule-
ment si, les conditions de qualification de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) ont
lieu en x∗.

Démonstration. C’est une conséquence de l’équivalence (i) ⇔ (iv) de la proposi-
tion 4.42. ✷

4.4.4 Conditions d’optimalité du second ordre

Les conditions d’optimalité du second ordre en présence de contraintes d’inégalité
ne s’obtiennent ni ne s’écrivent aussi aisément que lorsqu’il n’y a que des contraintes
d’égalité. D’abord, ce n’est pas le cône tangent qui se manifeste dans ces conditions
comme dans le théorème 4.21, mais un cône plus petit que l’on appelle le cône critique.
Par ailleurs, le multiplicateur optimal qui intervient dans la hessienne du lagrangien
doit être déterminé en fonction de la direction choisie dans le cône critique. Nous com-
mencerons l’étude des conditions du deuxième ordre par deux sous-sections donnant
un premier éclairage sur ces changements importants. Ensuite viendront les conditions
nécessaires puis les conditions suffisantes du second ordre.
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L’approche suivie ici pour établir les conditions nécessaires d’optimalité du second
ordre supposera d’emblée la qualification de Mangasarian-Fromovitz. La condition
nécessaire d’optimalité du théorème 4.48 reste pourtant valable et peut même être
renforcée si les contraintes sont localement affines (elle l’est clairement si (QC-IL) a
lieu, car (QC-MF) en découle). Cela peut se voir par la même approche que celle
utilisée dans la démonstration du théorème 4.21. L’exercice 4.21 montre ainsi que si
la condition de qualification (QC-A) ou (QC-IL) est vérifiée, on a des conditions du
second ordre fortes (voir plus loin pour la définition de cette expression).

Le cône critique

Il est tentant d’essayer de généraliser le théorème 4.21 au problème (PEI), en
cherchant à montrer qu’en une solution primale-duale (x∗, λ∗), on doit avoir 〈L∗d, d〉
positif pour toute direction tangente d ∈ Tx∗ XEI ; on a noté L∗ := ∇2

xxℓ(x∗, λ∗) la
hessienne du lagrangien au point stationnaire considéré. Ce résultat n’est pas correct,
car le cône tangent Tx∗ XEI n’est pas celui qui convient, comme le montre le problème
suivant

min {−1/(x+ 1) : x ∈ R+}.
R+

f(x)=−1/(x+1) (4.42)

Ce problème a pour unique solution primale-duale (x∗, λ∗) = (0, 1) et le cône tangent
en la solution s’écrit Tx∗ XEI = R+ si bien que l’on peut prendre d = 1 comme
direction tangente, mais 〈L∗d, d〉 = −2 n’est pas positif. Nous verrons que 〈L∗d, d〉
est positif, mais pour des directions d dans un cône plus petit que le cône tangent.

À la recherche d’un cône plus petit, on peut observer que, comme toute solution x∗
du problème (PEI) minimise aussi f localement sur

X=
EI := {x ∈ E : cE∪I0

∗
(x) = 0, cI\I0

∗
(x) < 0},

inclus dans XEI , le théorème 4.21 nous apprend que 〈L∗d, d〉 est positif pour toute
direction d ∈ Tx∗ X

=
EI et toute solution duale λ∗ ∈ Λ∗ (celles-ci sont aussi solutions

duales du problème minimisant f sur X=
EI). Nous verrons cependant que le cône

Tx∗ X
=
EI est trop petit, dans le sens où il ne permet pas d’établir des conditions

suffisantes d’optimalité du second ordre. Considérons en effet le problème

min {−x2 : x ∈ R+}.
R+

f(x)=−x2 (4.43)

Si x∗ = 0, X=
EI = {0}, si bien que Tx∗ X

=
EI = {0} et la hessienne du lagrangien

L∗ = −2 est bien définie positive sur Tx∗ X
=
EI \ {0} = ∅, mais x∗ n’est pas un

minimum local du problème.
Le bon cône s’avérera être le cône linéarisant T′

x∗
XEI,f de l’ensemble

XEI,f := {x ∈ XEI : f(x) 6 f(x∗)}, (4.44)

sur lequel f est également minimisée en une solution x∗ de (PEI). Ce cône est plus petit
que le cône tangent à l’ensemble admissible en x∗, mais suffisamment grand pour per-
mettre d’avoir des conditions suffisantes d’optimalité du second ordre (théorème 4.49).
On l’appelle le cône critique du problème.



198 4. Conditions d’optimalité

Définition 4.46 On appelle cône critique du problème (PEI) en un point admissible
x ∈ XEI , l’ensemble noté et défini par

C(x) := {d ∈ E : c′E(x) · d = 0, c′I0
∗
(x) · d 6 0, f ′(x) · d 6 0}. (4.45a)

Une direction d ∈ C(x) est appelée direction critique en x. On utilise la notation
simplifiée C∗ := C(x∗). ✷

Dans l’exemple (4.42), C∗ = {0} est plus petit que le cône tangent Tx∗ XEI = R+.
Dans l’exemple (4.43), C∗ = R+ est plus grand que le cône tangent Tx∗ X

=
EI = {0}.

Il est remarquable que l’optimalité au second ordre puisse être synthétisée au moyen
de l’unique cône critique, alors que les deux problèmes précédents recouvrent des
situations très différentes.

En un point stationnaire x∗, de multiplicateur λ∗, le cône critique en x∗ s’écrit
aussi

C∗ = {d ∈ E : c′E(x∗) · d = 0, c′I0
∗
(x∗) · d 6 0, f ′(x∗) · d = 0}, (4.45b)

= {d ∈ E : c′
E∪I0+

∗
(x∗) · d = 0, c′I00

∗
(x∗) · d 6 0}, (4.45c)

où les ensembles d’indices I0+∗ et I00∗ ont été introduits en (4.40) et dépendent du
multiplicateur λ∗. Ces expressions s’obtiennent en utilisant les conditions d’optimalité
(4.33). Observons enfin que si les conditions de complémentarité stricte (4.36) sont
satisfaites, le cône critique s’écrit simplement

C∗ = {d ∈ E : c′E∪I0
∗
(x∗) · d = 0}, (4.45d)

qui est donc le cône linéarisant T′
x∗
X=

EI (un sous-espace vectoriel). En l’absence de
complémentarité stricte, le sous-espace vectoriel (4.45d) est contenu dans C∗, lui-
même contenu dans T′

x∗
XEI .

Trois exemples instructifs

Une autre difficulté dans l’établissement des conditions d’optimalité du second
ordre du problème (PEI) provient du fait que l’on doit prendre le multiplicateur op-
timal λ∗ intervenant dans la hessienne du lagrangien L∗ := ∇2

xxℓ(x∗, λ∗) en fonction
de la direction critique choisie. Autrement dit, la démonstration du théorème 4.21,
fondée sur le développement du lagrangien ℓ(·, λ∗) pour un multiplicateur λ∗ fixé in-
dépendamment de la direction critique, ne fonctionne pas pour une solution du problè-
me (PEI) ne vérifiant que la qualification de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) (voir
l’exercice 4.21 pour les qualifications (QC-A) et (QC-IL), qui permettent d’utiliser
cette technique). Trois exemples vont nous permettre de mieux comprendre pourquoi
il en est ainsi et d’apprendre à sélectionner correctement les quantificateurs qui
s’appliquent à d ∈ C∗ et λ∗ ∈ Λ∗.

Considérons d’abord le problème à deux variables réelles

{
min x2
x2 > x21,

(4.46)
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dont l’ensemble admissible est représenté à droite ci-dessus et dont la solution est
x∗ = (0, 0). Il y a un unique multiplicateur optimal associé à la contrainte, valant
λ∗ = 1. La contrainte étant active, (x∗, λ∗) est aussi la solution primale-duale du
problème avec contrainte d’égalité x2 = x21, si bien que la hessienne du lagrangien
L∗ := ∇2

xxℓ(x∗, λ∗) = diag(2, 0) doit être semi-définie positive dans l’espace tangent
à la contrainte (corollaire 4.23) : 〈L∗d, d〉 > 0 pour toute direction d dans {d ∈ R2 :
d2 = 0}. C’est le cas le plus simple qui peut se présenter. On dira plus tard que l’on a
des conditions d’optimalité du deuxième ordre fortes : quel que soit le multiplicateur
optimal (il n’y en a qu’un seul ici), L∗ est semi-défini positif dans le cône critique.
Ces conditions sont vérifiées s’il y a un unique multiplicateur (voir la proposition 4.44
pour une condition nécessaire et suffisante pour que cette propriété ait lieu), comme
ici ou comme lorsque la qualification (QC-A) ou (QC-IL) a lieu (voir l’exercice 4.21).

Considérons à présent une variante du problème (4.46) où l’on ajoute une con-
trainte superflue





min x2
x2 > x21
x2 > − 1

2x
2
1.

(4.47)

La seconde contrainte ne modifie pas la solution primale qui est toujours x∗ = (0, 0),
mais il y a maintenant plusieurs multiplicateurs optimaux formant l’ensemble Λ∗ =
{λ ∈ R2

+ : λ1 +λ2 = 1}. En prenant comme multiplicateur λ∗ = (1, 0), un sommet de
Λ∗, on ignore la seconde contrainte (comme il se doit) et on a le résultat précédent
sur la semi-définie positivité de L∗ = diag(2, 0) dans {d ∈ R2 : d2 = 0}. Par contre,
avec λ∗ = (0, 1), l’autre sommet de Λ∗, la hessienne du lagrangien L∗ = diag(−1, 0)
est définie négative dans {d ∈ R2 : d2 = 0}. C’est normal ; le lagrangien ne voit que
la seconde contrainte, ignorant la première, et (0, 0) n’est qu’un point stationnaire du
problème min{x2 : x2 > − 1

2x
2
1}, pas un minimum local. On dira plus tard que l’on a

des conditions d’optimalité du deuxième ordre semi-fortes : il existe un multiplicateur
optimal tel que L∗ est semi-défini positif dans le cône critique.

Considérons enfin le problème à trois variables




min x3
x3 > (x1 + x2)(x1 − x2)
x3 > (x2 + 3x1)(2x2 − x1)
x3 > (2x2 + x1)(x2 − 3x1).

(4.48)

Les trois figures à droite représentent, pour chacune des trois contraintes, les coor-
données (x1, x2) qui donnent une valeur positive à leur membre de droite. On voit
que, quel que soit (x1, x2) non nul, un des membres de droite des contraintes est
strictement positif. Dès lors, l’unique solution de ce problème est x∗ = 0. D’autre
part, l’ensemble des multiplicateurs optimaux est le simplexe unitaire Λ∗ = {λ ∈ R3

+ :
λ1 + λ2 + λ3 = 1}. Enfin, la hessienne du lagrangien s’écrit

L(x, λ) =



2λ1 − 6(λ2 + λ3) 5(λ2 − λ3) 0

5(λ2 − λ3) −2λ1 + 4(λ2 + λ3) 0
0 0 0


 .
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Quelle que soit la valeur de λ∗ ∈ Λ∗, L∗ n’est pas semi-définie positive sur le cône
critique, qui est ici le sous-espace {d ∈ R3 : d3 = 0} (en effet, l’élément (1, 1) vaut
8λ1 − 6 et l’élément (2,2) vaut 4 − 6λ1, si bien qu’il faudrait que λ1 soit supérieur
à 3/4 et inférieur à 2/3). On dira plus tard que l’on a des conditions d’optimalité
du deuxième ordre faibles : pour toute direction critique d, il existe un multiplicateur
optimal λ∗ (dépendant de d) tel que 〈L∗d, d〉 > 0.

Conditions nécessaires du second ordre

Le théorème 4.48 ci-dessous énonce des conditions nécessaires d’optimalité du
deuxième ordre en supposant que les conditions de qualification de Mangasarian-
Fromovitz (QC-MF) ont lieu, ce qui n’est pas très restrictif (proposition 4.43).

Ce résultat se fonde sur l’examen de l’allure du critère f le long de chemins t 7→ ξ(t)
émanant en t = 0 de la solution considérée x∗ et restant dans l’ensemble admissi-
ble XEI pour de petites valeurs positives du paramètre t. Plus on considère de tels
chemins, plus on aura d’information. La démarche était la même dans le cas où il
n’y avait que des contraintes d’égalité, mais il s’est avéré que tous les chemins ayant
la même tangente à l’origine donnaient la même information au deuxième ordre (on
utilisait en fait que des suites associées à de telles directions tangentes). Dans le cas où
l’on a des contraintes d’inégalité, pour une direction tangente d ∈ Tx∗ XEI , il va fal-
loir distinguer les chemins ayant d = ξ′(0) comme tangente à l’origine, mais ayant des
courbures h = ξ′′(0) différentes. Tangence et courbure doivent vérifier des relations
de compatibilité de manière à ce que le chemin rentre dans l’ensemble admissible. On
cherche donc des chemins t 7→ ξ(t) tels que

ξ(0) = x∗, ξ′(0) = d, ξ′′(0) = h, ξ(t) ∈ XEI , pour t > 0 petit. (4.49)

Voyons quelles sont les conditions que doivent vérifier d et h pour que l’on puisse en
effet construire un chemin vérifiant (4.49). Des conditions nécessaires sont aisées à
obtenir, le lemme 4.47 montrera qu’elles sont presque suffisantes.

L’application ξ doit vérifier cE(ξ(t)) = 0, pour tout t > 0 petit. En dérivant par
rapport à t en t = 0, on voit qu’il faut que c′E(x∗)·d = 0. Si l’on suppose leur continuité,
les contraintes d’inégalité inactives en x∗ le resteront pour de petites valeurs de t > 0.
En ce qui concerne les contraintes d’inégalité actives en x∗, on doit avoir pour t > 0
petit :

0 > cI0
∗
(ξ(t)) = cI0

∗
(x∗) + t c′I0

∗
(x∗) · d+ o(t).

Comme cI0
∗
(x∗) = 0, un passage à la limite lorsque t ↓ 0 après division par t > 0

donne c′I0
∗
(x∗) · d 6 0. En résumé, l’analyse au premier ordre montre qu’il faut que

d appartienne au cône tangent Tx∗ XEI (sous l’hypothèse de qualification (QC-MF),
voir la proposition 4.29). C’est la seule condition qui portera sur d.

En dérivant deux fois cE(ξ(t)) = 0 par rapport à t en t = 0 (ce qui demandera
d’avoir un chemin deux fois dérivable en t = 0), on voit que l’on doit avoir

c′′E(x∗) · d2 + c′E(x∗) · h = 0. (4.50)

C’est la première condition sur h. Pour les indices i ∈ I0∗ des contraintes d’inégalité
actives, en utilisant le fait que ci(x∗) = 0 et c′i(x∗) · d 6 0, on obtient
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ci(ξ(t)) = ci(x∗) + tc′i(x∗) · d+
t2

2

(
c′′i (x∗) · d2 + c′i(x∗) · h

)
+ o(t2)

6
t2

2

(
c′′i (x∗) · d2 + c′i(x∗) · h

)
+ o(t2).

Pour que cette quantité soit négative pour t > 0 petit, on va demander la stricte
négativité des termes entre parenthèses en se donnant ǫ > 0 et en imposant

c′′I0
∗
(x∗) · d2 + c′I0

∗
(x∗) · h+ ǫ 6 0. (4.51)

C’est la deuxième condition sur h. Notons que, lorsque les conditions de qualification
de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) ont lieu, on peut toujours trouver un h vérifiant
(4.50) et (4.51) (proposition 4.42).

Lemme 4.47 (existence d’un chemin admissible sous (QC-MF)) Soit
x∗ ∈ XEI . On suppose que cE est C2 dans un voisinage de x∗, que cI0

∗
est deux

fois dérivable en x∗ et que cI\I0
∗

est continue en x∗. On se donne d ∈ Tx∗ XEI .
On suppose également que les conditions de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF)
ont lieu en x∗ et donc que pour ǫ > 0 donné, on peut trouver h ∈ E vérifiant
(4.50) et (4.51). Alors il existe un chemin t 7→ ξ(t) de classe C2, défini pour |t|
suffisamment petit, tel que l’on ait (4.49).

Démonstration. La technique de démonstration est semblable à celle utilisée dans
la démonstration de la proposition 4.14. Soit AE = c′E(x∗) la jacobienne de cE en x∗.
Celle-ci étant surjective, on peut trouver une matrice Z, (n−mE)× n, telle que

(
AE

Z

)
soit inversible.

Pour d ∈ Tx∗ XEI et h ∈ E donnés dans l’énoncé, on considère la fonction F : E×R→
Rn définie par

F (ξ, t) =

(
cE(ξ)

Z(ξ − x∗ − td− t2

2 h)

)
.

Elle est C2 dans un voisinage de (x∗, 0), F (x∗, 0) = 0 et F ′
ξ(x∗, 0) est inversible.

Par le théorème des fonctions implicites (théorème C.14), il existe alors une fonction
t 7→ ξ(t), définie pour |t| petit, de classe C2, telle que F (ξ(t), t) = 0 pour tout |t| petit
et ξ(0) = x∗. En dérivant une première fois F (ξ(t), t) = 0 en t = 0, on trouve

(
AE

Z

)
ξ′(0) =

(
0
Zd

)
=

(
AE

Z

)
d,

car AEd = 0. Donc ξ′(0) = d. En dérivant deux fois F (ξ(t), t) = 0 en t = 0, on trouve
(
AE

Z

)
ξ′′(0) =

(
−c′′E(x∗) · d2

Zh

)
=

(
AE

Z

)
h,

par (4.50). Donc ξ′′(0) = h. Enfin, ξ(t) ∈ XEI pour t > 0 petit, grâce au choix de h
vérifiant (4.50) et (4.51). ✷
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Théorème 4.48 (CN2) Soit x∗ une solution locale de (PEI). Supposons que f
et cE soient C2 dans un voisinage de x∗, que cI0

∗
soit deux fois dérivable en x∗

et que cI\I0
∗

soit continue en x∗. Supposons également que les conditions de qua-
lification de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) aient lieu en x∗. Alors

∀ d ∈ C∗ : max
λ∗∈Λ∗

〈L∗d, d〉 > 0. (4.52)

Démonstration. Soit d ∈ C∗ ⊆ Tx∗ XEI . Pour chaque choix de h ∈ E vérifiant
(4.50) et (4.51), on a un chemin t 7→ ξ(t) de classe C2 satisfaisant (4.49). Voyons
comment choisir h. Un développement de t 7→ f(ξ(t)) au deuxième ordre donne

f(ξ(t)) = f(x∗) + tf ′(x∗) · d+
t2

2

(
f ′′(x∗) · d2 + f ′(x∗) · h

)
+ o(t2).

Par optimalité f(ξ(t)) > f(x∗), pour t > 0 petit (car alors ξ(t) ∈ XEI), et f ′(x∗)·d 6 0
(car d ∈ C∗). Dès lors

0 6
t2

2

(
f ′′(x∗) · d2 + f ′(x∗) · h

)
+ o(t2). (4.53)

Pour obtenir le plus d’informations possible, on a avantage à trouver un h minimisant
les termes entre parenthèses.

Ceci nous conduit à considérer le problème linéaire en h ∈ E suivant




min
(
f ′(x∗) · h+ f ′′(x∗) · d2

)

c′i(x∗) · h+ c′′i (x∗) · d2 = 0, pour i ∈ E
c′i(x∗) · h+ c′′i (x∗) · d2 + ǫ 6 0, pour i ∈ I0∗ .

(4.54)

Il est réalisable (son ensemble admissible est non vide) grâce à la qualification de
Mangasarian-Fromovitz (proposition 4.42). Son dual est le problème linéaire en λ ∈
Rm suivant 




max
(
〈L(x∗, λ)d, d〉 + ǫ‖λI‖1

)

∇xℓ(x∗, λ) = 0
λI0

∗
> 0

λI\I0
∗
= 0,

dont l’ensemble admissible est Λ∗, également non vide par les conditions de Manga-
sarian-Fromovitz. D’après le théorème 17.11 de dualité forte, ces deux problèmes ont
alors une solution et il n’y a pas de saut de dualité : si h est une solution de (4.54),

f ′(x∗) · h+ f ′′(x∗) · d2 = max
λ∗∈Λ∗

(
〈L∗d, d〉+ ǫ‖(λ∗)I‖1

)
. (4.55)

On peut à présent conclure. Introduisons la suite {xk} définie par xk = ξ(tk), avec
tk ↓ 0. Par construction, xk ∈ XEI pour k assez grand. D’autre part, par (4.53) et
(4.55), on a
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0 6
t2k
2

(
max
λ∗∈Λ∗

〈L∗d, d〉+ ǫ‖(λ∗)I‖1
)
+ o(t2k).

En passant à la limite lorsque tk ↓ 0, après avoir diviser par t2k, on obtient

0 6 max
λ∗∈Λ∗

(
〈L∗d, d〉+ ǫ‖(λ∗)I‖1

)
.

Comme ǫ > 0 est arbitraire et que Λ∗ est borné (proposition 4.45), on obtient le
résultat. ✷

Sous (QC-MF), Λ∗ est compact, si bien que la condition (4.52) s’écrit aussi

∀ d ∈ C∗, ∃λ∗ ∈ Λ∗ : 〈L∗d, d〉 > 0. (4.56)

On dit alors que l’on a des conditions nécessaires d’optimalité du second ordre faibles .
Elles sont vérifiées sous les conditions du théorème 4.48. C’est donc le cas dans
l’exemple 4.48. Si l’on a les conditions plus fortes suivantes

∃λ∗ ∈ Λ∗, ∀ d ∈ C∗ : 〈L∗d, d〉 > 0, (4.57)

on dit que l’on a des conditions nécessaires d’optimalité du second ordre semi-fortes .
Elles sont vérifiées dans l’exemple 4.47. Si l’on a les conditions encore plus fortes
suivantes

∀λ∗ ∈ Λ∗, ∀ d ∈ C∗ : 〈L∗d, d〉 > 0, (4.58)

on dit que l’on a des conditions nécessaires d’optimalité du second ordre fortes. Elles
sont vérifiées dans l’exemple 4.46. Ces dernières conditions sont vérifiées s’il y a un
unique multiplicateur, par exemple lorsque (QC-IL) a lieu ou lorsque les conditions
de la proposition 4.44 s’appliquent. Il est montré à l’exercice 4.21, que ces conditions
fortes ont aussi lieu sous l’hypothèse de qualification (QC-A).

La vérification numérique des conditions nécessaires d’optimalité du second or-
dre n’est pas aisée. Déjà, lorsque les conditions semi-fortes (4.57) ont lieu pour un
multiplicateur optimal λ∗, il s’agit de vérifier que la forme quadratique d 7→ 〈L∗d, d〉
associée à la hessienne du lagrangien est semi-définie positive sur le cône C∗, qui est
polyédrique, c’est-à-dire que L∗ est C∗-copositive [325, 49, 318]. En toute généralité,
une telle vérification est un problème NP-ardu [447, 170]. Maintenant, s’il y a aussi
complémentarité stricte, le cône critique devient le sous-espace vectoriel (4.45d) et la
vérification de la semi-définie positivité de d 7→ 〈L∗d, d〉 sur ce sous-espace est alors
une opération simple d’algèbre linéaire.

Conditions suffisantes du second ordre

La proposition suivante donne des conditions suffisantes d’optimalité du second
ordre pour le problème (PEI). On notera qu’elles ne font pas intervenir d’hypothèse
de qualification de contrainte. Le fait que le cône critique intervienne aussi dans ces
conditions suffisantes d’optimalité est une garantie de sa pertinence. Une solution x∗
vérifiant ces conditions est appelé un minimum faible du problème (PEI). L’inégalité
(4.61) est connue sous le nom de propriété de croissance quadratique. Elle montre
que f croît au moins quadratiquement lorsque’on se déplace de x∗ vers l’« intérieur »
de XEI .
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Théorème 4.49 (CS2) Supposons que f et cE∪I0
∗

soient dérivables dans un
voisinage d’un point x∗ ∈ E et deux fois dérivables en x∗. Supposons également
que l’ensemble Λ∗ des multiplicateurs λ∗ tels que (x∗, λ∗) vérifie les conditions
d’optimalité de KKT (4.33) ne soit pas vide. Supposons enfin que

∀d ∈ C∗ \ {0}, ∃λ∗ ∈ Λ∗ : 〈L∗d, d〉 > 0, (4.59)

ou de manière équivalente (‖ · ‖ est une norme arbitraire)

∃ γ̄ > 0, ∀d ∈ C∗, ∃λ∗ ∈ Λ∗ : 〈L∗d, d〉 > γ̄‖d‖2. (4.60)

Alors, pour tout γ ∈ [0, γ̄[, il existe un voisinage V de x∗ tel que pour tout
x ∈ XEI ∩ V , différent de x∗ :

f(x) > f(x∗) +
γ

2
‖x− x∗‖2. (4.61)

En particulier, x∗ est un minimum local strict de (PEI).

Démonstration. Montrons d’abord que (4.59) et (4.60) sont équivalentes. Il est clair
que (4.60) implique (4.59). Inversement, supposons que l’on ait (4.59), mais pas (4.60).
Alors il existerait une suite {dk} ⊆ C∗ telle que ‖dk‖ = 1 et supλ∈Λ∗

〈L(x∗, λ)dk, dk〉 ↓
0. On pourrait extraire une sous-suite dk → d ∈ C∗ \ {0}, car C∗ est fermé. Si l’on
note λ∗ le multiplicateur associé à d par (4.59), on voit que cela conduirait à une
contradiction :

0← sup
λ∈Λ∗

〈L(x∗, λ)dk, dk〉 > 〈L∗dk, dk〉 → 〈L∗d, d〉 > 0.

Pour la suite, on raisonne à nouveau par l’absurde. Si le résultat n’est pas vrai,
on peut trouver un γ ∈ [0, γ̄[ et une suite {xk} ⊆ XEI telle que xk → x∗, xk 6= x∗ et
f(xk) 6 f(x∗)+

γ
2‖xk−x∗‖2. En extrayant une sous-suite au besoin, on peut supposer

qu’avec tk := ‖xk − x∗‖, on a
xk − x∗
tk

→ d.

Donc d ∈ Tx∗ XEI \ {0}. D’autre part, de f(x∗) +
γ
2 ‖xk − x∗‖2 > f(xk) = f(x∗) +

f ′(x∗) · (xk − x∗) + o(‖xk − x∗‖), on déduit f ′(x∗) · d 6 0 et donc d ∈ C∗ \ {0}.
Il reste à exhiber une contradiction, ce que l’on obtient en développant le lagrangien

ℓ(·, λ∗), où λ∗ est le multiplicateur associé à d par (4.60) :

ℓ(xk, λ∗) = ℓ(x∗, λ∗) +
1

2
ℓ′′xx(x∗, λ∗) · (xk − x∗)2 + o(‖xk − x∗‖2).

On a ℓ(x∗, λ∗) = f(x∗) et ℓ(xk, λ∗) 6 f(xk) 6 f(x∗) +
γ
2‖xk − x∗‖2. Donc

γ

2
‖xk − x∗‖2 >

1

2
〈L∗(xk − x∗), xk − x∗〉+ o(‖xk − x∗‖2).

En divisant par t2k et en passant à la limite, on trouve
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〈L∗d, d〉 6 γ‖d‖2,

ce qui contredit (4.60), puisque γ < γ̄ et d ∈ C∗ \ {0}. ✷

Le résultat de la proposition 4.49 reste vrai si dans (4.59), λ∗ peut être pris indé-
pendamment de d :

∃λ∗ ∈ Λ∗, ∀d ∈ C∗ \ {0} : 〈L∗d, d〉 > 0. (4.62)

On dit alors que des conditions suffisantes d’optimalité du second ordre semi-fortes
ont lieu. Le résultat reste a fortiori vrai si λ∗ peut être pris arbitraire :

∀λ∗ ∈ Λ∗, ∀d ∈ C∗ \ {0} : 〈L∗d, d〉 > 0. (4.63)

On parle alors de conditions suffisantes d’optimalité du second ordre fortes. On peut
montrer que si dans la proposition 4.49 on remplace (4.59) par (4.63), si les conditions
de qualification (QC-MF) ont lieu et si les fonctions f et c sont un peu plus régulières,
il n’y a pas d’autre point stationnaire que x∗ dans un voisinage de x∗: c’est un point
stationnaire isolé (voir l’exercice 4.20).

4.4.5 Calcul pratique des solutions de (PEI)

La proposition 4.32 nous dit que, sous certaines conditions, en particulier de qua-
lification des contraintes, une solution locale de (PEI) est un point stationnaire de
ce problème, ce qui veut dire qu’elle vérifie l’ensemble des relations de (4.33). Pour
calculer les solutions de (PEI), on pourra donc, dans un premier temps, calculer les
solutions du système d’optimalité (4.33). Toutefois, ce calcul est beaucoup plus diffi-
cile que lorsqu’il n’y a que des contraintes d’égalité. La difficulté vient de la présence
d’inégalités et, en particulier, des conditions de complémentarité. Comme nous allons
le voir, nous y retrouverons la combinatoire des problèmes d’optimisation avec con-
traintes d’inégalité, confirmant ainsi le principe de conservation des ennuis dont nous
avons parlé dans l’introduction de la section 4.4.

En général, il faut utiliser des algorithmes spécifiques pour résoudre ce système
d’optimalité (c’est ce à quoi est consacré une grande partie de cet ouvrage !). Dans
certains cas, cependant, en particulier pour des problèmes de petite taille ayant peu de
contraintes d’inégalité ou des problèmes structurés, on pourra chercher les solutions
analytiquement en considérant l’une après l’autre toutes les manières de satisfaire
les contraintes d’inégalité. Ainsi, dans chaque cas considéré, on suppose qu’un certain
nombre de contraintes d’inégalité sont actives et que les autres ne le sont pas. Soit J ⊆
I, l’ensemble des indices des contraintes d’inégalité supposées actives en la solution :
cE∪J(x∗) = 0 et cJc(x∗) < 0 (on a noté Jc = I \ J). Du fait de la complémentarité,
(λ∗)Jc = 0 et on est donc conduit à chercher les solutions du système de n+ |E ∪ J |
équations à n+ |E ∪ J | inconnues suivant

{
∇f(x∗) + c′E∪J(x∗)

∗(λ∗)E∪J = 0
cE∪J(x∗) = 0.

Si une solution (x∗, (λ∗)E∪J) de ce système vérifie cJc(x∗) < 0 et (λ∗)J > 0, on
satisfait les hypothèses du cas considéré et (x∗, ((λ∗)E∪J , 0Jc)) est une solution de
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(4.33). Sinon cette solution doit être écartée. En examinant ainsi tous les ensembles
J ⊆ I possibles, on peut trouver tous les points stationnaires du problème.

La méthode présentée ci-dessus est fastidieuse et n’est utilisée que dans de rares
cas. On notera en effet qu’avec mI contraintes d’inégalité, il y a 2mI cas à examiner,
et donc 2mI systèmes non linéaires à résoudre. C’est une tâche considérable dès que
mI dépasse quelques unités ! C’est ici que l’on retrouve la combinatoire des problèmes
d’optimisation. Le but des algorithmes d’optimisation pour problèmes avec contraintes
d’inégalité est précisément de trouver des solutions du système d’optimalité (4.33),
en gérant de manière efficace cette combinatoire, c’est-à-dire en évitant d’explorer
toutes les possibilités. L’algorithme du simplexe (voir le chapitre 17) en a été un des
premiers exemples.

On notera aussi que, si le calcul de points stationnaires est une tâche difficile,
potentiellement NP-ardue, la vérification de la stationnarité d’un point x∗ ∈ E est
beaucoup plus simple. Il suffit en effet de voir si l’on peut trouver un multiplicateur
λ∗ ∈ Rm tel que

∇f(x∗) + c′E∪I0
∗
(x∗)

∗(λ∗)E∪I0
∗
= 0 et (λ∗)I0

∗
> 0, (4.64)

où l’on a noté comme d’habitude I0∗ := {i ∈ I : ci(x∗) = 0}. Ce système est
linéaire en λ∗ (avec des inégalités toutefois) et l’on peut vérifier s’il a une solution
par l’optimisation linéaire (en adaptant le problème (17.20) à la situation présente si
l’on a besoin de démarrer un algorithme de résolution en un point admissible). Si le
système linéaire (4.64) en λ∗ n’a pas de solution, soit x∗ n’est pas stationnaire, soit
les contraintes ne sont pas qualifiées en x∗.

Comme pour les problèmes d’optimisation sans contrainte ou avec contraintes
d’égalité, tous les points stationnaires (les solutions de (4.33)) ne sont pas solutions
de (PEI). Pour déterminer si un point stationnaire est solution de (PEI), on pourra
utiliser les conditions d’optimalité du second ordre, de la manière suivante :

si (4.52) n’est pas vérifiée au point stationnaire, alors celui-ci n’est pas une solu-
tion locale de (PEI) (ou une autre hypothèse du théorème 4.48 n’est pas vérifiée) ;
si (4.59) est vérifiée au point stationnaire (ainsi que les autres hypothèses du
théorème 4.49), alors celui-ci est un minimum local strict de (PEI).

Ces deux cas recouvrent un grand nombre de situations, mais pas toutes, car les
conditions (4.52) et (4.59) ne sont pas identiques. Le cas est indéterminé lorsqu’un
point stationnaire vérifie (4.52), mais pas (4.59). Alors les résultats donnés ci-dessus ne
sont pas suffisants et il faudra recourir à des conditions d’optimalité d’ordre supérieur
pour pouvoir dire si le point stationnaire est solution de (PEI).

4.5 Problème avec contraintes générales

Dans cette section, on cherche à établir des conditions d’optimalité de problè-
mes d’optimisation plus généraux que (PEI), lequel a des contraintes fonctionnelles
d’égalité et d’inégalité, à savoir des problèmes qui s’écrivent de la manière suivante :

(PG)

{
min f(x)
c(x) ∈ G,
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où f : E → R et c : E → F sont des fonctions différentiables et G est un convexe
fermé non vide de F (pas nécessairement un cône). Dans cette description et dans
toute cette section, E et F sont deux espaces euclidiens dont les produits scalaires
sont tous deux notés 〈·, ·〉. L’indice G de (PG) faire référence au mot « général ». On
désigne par

XG := {x ∈ E : c(x) ∈ G} = c−1(G) (4.65)

l’ensemble admissible du problème (PG).
Le problème (PG) est bien une généralisation du problème (PEI), puisqu’on

retrouve ce dernier en prenant

F = Rm et G = {0RmE } × RmI
− . (4.66)

Le cas où l’on a en plus de la contrainte « c(x) ∈ G», une contrainte «x ∈ Q »
d’appartenance à un convexe fermé non vide Q se déduit de (PG) et est considéré à
l’exercice 4.23.

Un des intérêts de cette formulation générale est d’avoir tout son sens en dimension
infinie, ce qui n’est pas le cas de (PEI). Il est en effet malaisé de spécifier ce qu’est un
ensemble infini de contraintes d’inégalité à valeurs dans un espace de dimension infinie.
On peut donc voir la généralisation proposée dans cette section comme un premier pas
dans l’étude des problèmes d’optimisation de dimension infinie. Les résultats obtenus
sont cependant aussi utiles pour résoudre certains problèmes de dimension finie à
la structure différente de celle de (PEI), comme les problèmes d’optimisation semi-
définie positive du chapitre 20. Un autre avantage de cette abstraction est de mieux
faire ressortir la structure des objets manipulés, des conditions d’optimalité obtenues,
ainsi que celle des raisonnements employés.

La contrainte de (PG) peut aussi s’exprimer comme l’inclusion 0 ∈ T (x) où T :
E ⊸ F est la multifonction définie en x ∈ E par T (x) := c(x) − G. Ce formalisme
sera souvent utilisé et permettra d’avoir un point de vue différent sur les problèmes
considérés, permettant d’obtenir de nouveaux résultats.

Définition 4.50 (multifonction convexe) On dit qu’une multifonction T : E ⊸ F
est convexe si son graphe G(T ) := {(x, y) ∈ E×F : y ∈ T (x)} est convexe dans E×F.
Il revient au même de dire que pour tout (x0, x1) ∈ E2 et tout t ∈ [0, 1], on a

T ((1− t)x0 + tx1) ⊇ (1 − t)T (x0) + t T (x1). (4.67)

Cette propriété s’exprime plus généralement au moyen des parties de E : T est convexe
si, et seulement si, pour toutes parties P1 et P2 ⊆ E et tout t ∈ [0, 1], on a

T ((1− t)P0 + tP1) ⊇ (1 − t)T (P0) + t T (P1). (4.68)

T (x1)
T (xt)

G(T )

T (x0)

x0 x1xt

La figure ci-contre montre le graphe d’une multifonction
convexe de R ⊸ R. La convexité de son graphe implique
qu’il contient la zone ombragée représentant la réunion,
lorsque t parcourt [0, 1], des ensembles {xt} × {(1 − t)
T (x0)+ t T (x1)} = (1− t)[{x0}×T (x0)]+ t[{x1}×T (x1)]
(on y a noté xt := (1 − t)x0 + tx1). C’est ce qu’exprime
la condition (4.67). ✷
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Une multifonction convexe univoque (c’est-à-dire telle que, quel que soit x ∈ E,
T (x) est un singleton) est affine, parce que l’on a alors nécessairement l’égalité dans
(4.67). Donc si f : E → R ∪ {+∞} est une fonction convexe, x 7→ {f(x)} n’est en
général pas une multifonction convexe, mais la multifonction x 7→ [f(x),+∞[ ⊆ R est
convexe (son graphe est l’épigraphe de f , qui est convexe).

Par ailleurs, en notant que, pour C ⊆ E, T (C) := ∪x∈CT (x) est la projection
canonique de G(T ) ∩ (C × F) sur F, on voit que

T : E ⊸ F est convexe
C est convexe dans E

}
=⇒ T (C) est convexe dans F. (4.69)

L’adaptation au problème (PG) de la définition 4.8 de problème (PX) convexe
conduit à la définition suivante.

Définition 4.51 ((PG) convexe) On dit que le problème (PG) est convexe si son
ensemble admissible XG est convexe et si son critère f est convexe sur XG. ✷

Proposition 4.52 (convexité de XG) Si la multifonction x 7→ c(x) − G est
convexe, alors XG est convexe.

Démonstration. Soit T : E ⊸ F : x 7→ c(x) −G. Alors

x ∈ XG ⇐⇒ c(x) ∈ G ⇐⇒ 0 ∈ c(x)−G = T (x) ⇐⇒ (x, 0) ∈ G(T ),

si bien que XG est la projection canonique de G(T ) ∩ (E × {0}) sur E. Comme G(T )
est convexe, par hypothèse, il en est de même de XG. ✷

Dans le cas du problème (PEI), G = {0RmE } × RmI
− et la convexité de x 7→

c(x) −G revient à dire que cE est affine et cI a toutes ses composantes convexes. La
proposition 4.52 est donc une généralisation de la proposition 4.27.

4.5.1 Conditions d’optimalité du premier ordre

Des conditions d’optimalité du premier ordre du problème (PG) peuvent s’obtenir
en utilisant la même approche que pour les problèmes précédents, par l’intermédiaire
de la condition du premier ordre générale de Peano-Kantorovitch du théorème 4.6.
Cette condition requiert le calcul du cône tangent TxXG à l’ensemble admissible XG.
Comme précédemment, on cherche à exprimer ce cône tangent en « linéarisant » les
objets c et G qui définissent l’ensemble admissible. Cette linéarisation se fait en x
pour c, qui est définie sur E, et en c(x) pour G, qui est défini sur F. Cette opération
conduit au cône T′

xXG, plus grand que TxXG, que l’on appelle le cône linéarisant
de XG.
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Proposition 4.53 (cônes tangent et linéarisant) Si c est dérivable en
x ∈ XG, alors

TxXG ⊆ T′
xXG := {d ∈ E : c′(x)d ∈ Tc(x)G}. (4.70)

Démonstration. Soit d ∈ TxXG. Il existe alors une suite {xk} ⊆ XG convergeant
vers x et une suite {tk} ↓ 0 telles que dk := (xk − x)/tk → d. D’autre part, c
étant dérivable en x : c(xk) = c(x) + c′(x)(xk − x) + o(‖xk − x‖). On utilise alors
le fait que c(x) ∈ G, c(xk) ∈ G et (c(xk) − c(x))/tk → c′(x)d pour en déduire que
c′(x)d ∈ Tc(x)G. ✷

On n’a pas nécessairement l’égalité en (4.70), car T′
xXG est convexe (c’est l’image

réciproque par l’application linéaire c′(x) du cône tangent Tc(x)G, qui est convexe par
la convexité de G) alors que TxXG ne l’est pas nécessairement (on n’a pas imposé à
la fonction c définissant XG d’être affine et donc l’ensemble admissible XG n’est pas
nécessairement convexe). C’est gênant, car c’est le cône tangent TxXG qui intervient
dans la condition nécessaire d’optimalité générale de Peano-Kantorovitch (4.12) alors
que le cône linéarisant T′

xXG a l’avantage d’avoir une expression analytique que l’on
aimerait pouvoir exploiter. Comme pour le problème (PEI), la notion de qualifica-
tion des contraintes définissant XG est liée au fait d’avoir l’égalité en (4.70), mais
pas seulement. Rappelons-nous la technique de démonstration de la proposition 4.32
conduisant aux conditions d’optimalité du premier ordre de Karush, Kuhn et Tucker,
technique qui sera aussi utilisée pour démontrer la proposition 4.56 ci-dessous. Le but
est de montrer que le gradient ∇f(x∗) appartient à un cône que l’on peut expliciter.
Deux ingrédients interviennent dans cette approche :

l’égalité entre le cône tangent et le cône linéarisant, qui permet ainsi d’avoir une
expression exploitable du premier,
la polyédricité du cône linéarisant, qui permet d’éliminer la prise de l’adhérence
après application du lemme de Farkas.

Ici T′
xXG n’est pas polyédrique, parce que l’on ne veut pas imposer cette propriété

restrictive de polyédricité à G. De manière à sélectionner les problèmes non con-
vexes pour lesquels on peut utiliser l’approche proposée pour établir les conditions
d’optimalité du premier ordre, on introduit une hypothèse, dite de qualification, qui
assure précisément l’égalité entre le cône tangent et le cône linéarisant (c’est (4.71b)
ci-dessous, rien de neuf par rapport à la définition 4.30), mais aussi le caractère fermé
de l’image par c′(x)∗ du dual du cône linéarisant (c’est la condition (4.71b) ci-dessous).

Définition 4.54 (qualification de c pour représenter XG) On dit que la con-
trainte c est qualifiée pour représenter XG en x ∈ XG si c est dérivable en x et si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

TxXG = T′
xXG, (4.71a)

c′(x)∗[(Tc(x)G)
+] est fermé, (4.71b)

où c′(x)∗ : F→ E désigne l’opérateur linéaire adjoint de c′(x) : E→ F. ✷
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La vérification des conditions de qualification (4.71) est une tâche complexe. De
manière à la simplifier, on dispose d’une condition suffisante de qualification que
l’on présentera et étudiera à la section 4.5.3.

La qualification des contraintes permet, comme pour les problèmes (PE) et (PEI),
d’obtenir des conditions d’optimalité du premier ordre, celles du théorème 4.56 ci-
dessous. Lorsque G = K est un cône, on utilisera la notation de complémentarité

K− ∋ u ⊥ v ∈ K

pour exprimer de manière compacte que des vecteurs u et v de F vérifient les trois
propriétés u ∈ K−, v ∈ K et 〈u, v〉 = 0. Nous utiliserons l’équivalence suivante.

Lemme 4.55 Si K est un cône convexe d’un espace euclidien E, on a

u ∈ NvK ⇐⇒ K− ∋ u ⊥ v ∈ K. (4.72)

Démonstration. En effet, on peut supposer que v ∈ K, puisque cette propriété est
présente des deux côtés de l’équivalence (elle l’est à gauche car NvK 6= ∅). Alors

u ∈ NvK ⇐⇒ 〈u, v′ − v〉 6 0 pour tout v′ ∈ K
⇐⇒ 〈u, v〉 = 0 et 〈u, v′〉 6 0 pour tout v′ ∈ K
⇐⇒ 〈u, v〉 = 0 et u ∈ K−,

où, pour obtenir la deuxième équivalence, on a choisi v′ = v/2 et v′ = 2v (c’est ici
qu’intervient la conicité de K). ✷

Théorème 4.56 (CN1) Soit x∗ un minimum local de (PG). Supposons que f
et c soient dérivables en x∗ et que c soit qualifiée pour représenter XG en x∗, au
sens de la définition 4.54. Alors, il existe λ∗ ∈ F tel que l’on ait

∇f(x∗) + c′(x∗)
∗λ∗ = 0 (4.73a)

λ∗ ∈ Nc(x∗)G. (4.73b)

Si G = K est un cône convexe, (4.73b) se récrit

K− ∋ λ∗ ⊥ c(x∗) ∈ K. (4.73c)

Démonstration. Structurellement, la démonstration est semblable à celle du théo-
rème 4.32, dans un cadre un peu plus abstrait toutefois. On a successivement
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∇f(x∗) ∈ (Tx∗ XG)
+ [Peano-Kantorovitch (4.12)]

= (T′
x∗
XG)

+ [qualification des contraintes (4.71a) en x∗]

= {d ∈ E : c′(x∗)d ∈ Tc(x∗)G}+ [formule (4.70) de T′
x∗
XG]

= adh
[
c′(x∗)

∗((Tc(x∗)G)
+)
]

[proposition 2.45 et Tc(x∗)G est un cône convexe fermé]

= c′(x∗)
∗((Tc(x∗)G)

+)

[qualification des contraintes (4.71b) en x∗].

On a donc montré l’existence d’un λ∗ ∈ −(Tc(x∗)G)
+ = Nc(x∗)G (c’est (4.73b)) tel

que l’on ait (4.73a). La relation de complémentarité (4.73c) résulte de (4.73b) et de
l’équivalence (4.72), valable lorsque G = K est un cône convexe. ✷

Lorsque G = K est un cône convexe, les conditions d’optimalité du premier or-
dre (4.73a) et (4.73c) du problème d’optimisation (PG) ressemblent structurellement
beaucoup aux conditions d’optimalité de Karush, Kuhn et Tucker (4.33) du problème
(PEI), avec quelques différences toutefois. Les commentaires ci-dessous sont destinés à
rendre ces conditions plus naturelles pour le lecteur déjà familiarisé avec les conditions
d’optimalité vues précédemment.

1. D’abord, on reconnaît dans (4.73a) le gradient par rapport à x du lagrangien
ℓ : E× F→ R défini en (x, λ) ∈ E× F par

ℓ(x, λ) = f(x) + 〈λ, c(x)〉.

Ce lagrangien ne fait intervenir que la partie fonctionnelle de la contrainte
c(x) ∈ K. L’ensemble K est pris en compte par la seconde condition, à savoir
(4.73c).

2. Dans le cas du problème (PEI), K est le cône polyédrique {0RmE } × RmI
− , si

bien que les conditions d’optimalité du premier ordre s’expriment par (4.73a)
et (4.73c). Comme K− = RmE ×RmI

+ la complémentarité (4.73c) n’intervient que
sur les contraintes d’inégalité et requiert que 0 6 (λ∗)I ⊥ cI(x∗) 6 0. On retrouve
bien les conditions de KKT (4.33).

Le pendant de la condition suffisante du premier ordre (CS1) de la proposition 4.33
est donné ci-dessous. Comme précédemment, cette CS1 ne requiert pas de condition
de qualification de contrainte.

Proposition 4.57 (CS1 pour problème convexe) Si le problème (PG) est
convexe au sens de la définition 4.51, si f et c sont différentiables en x∗ ∈ XG

et s’il existe un multiplicateur λ∗ ∈ F tel que (x∗, λ∗) vérifie les conditions du
premier ordre (4.73a)-(4.73b), alors x∗ est un minimum global de (PG).

Démonstration. Comme f est convexe, comme l’ensemble admissible XG est con-
vexe et comme x∗ ∈ XG, il suffit, d’après la proposition 4.7, de montrer que

∀x ∈ XG : 〈∇f(x∗), x − x∗〉 > 0.
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En utilisant (4.73a), cela revient à montrer que

∀x ∈ XG : 〈λ∗, c′(x∗)(x− x∗)〉 6 0.

Par (4.73b), λ∗ ∈ Nc(x∗)G = (Tc(x∗)G)
−, si bien qu’il suffit de montrer que

c′(x∗)(x− x∗) ∈ Tc(x∗)G.

Par définition de la dérivée

c′(x∗)(x− x∗) = lim
t↓0

1

t

[
c(x∗ + t(x− x∗))− c(x∗)

]
.

Pour t ∈ [0, 1], c(x∗+ t(x−x∗)) = c((1− t)x∗+ tx) ∈ G (parce que x∗ et x sont dans le
convexe XG), si bien que le membre de droite est dans l’adhérence de R+(G− c(x∗))
qui est Tc(x∗)G. ✷

4.5.2 Condition de Robinson

La condition suffisante de qualification de contrainte au sens de la définition 4.54,
que nous allons analyser et qui étend la condition de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF)
du problème (PEI) au problème (PG), est la condition de Robinson suivante [513],
écrite ici en un point x0 ∈ E :

(QC-R)x0
0 ∈ int{c(x0) + c′(x0)E−G}. (4.74)

Cette condition peut paraître hermétique au premier abord, mais cela vaut la peine
de faire l’effort de s’y familiariser, car elle est utile à plus d’un titre. Sa clarification
passera par le résultat important suivant, qui fait le lien entre cette condition et,
comme nous le verrons, la notion de régularité métrique de la multifonction x ∈ E 7→
c(x) −G ⊆ F, associée à la contrainte de (PG).

Théorème 4.58 (qualification de Robinson et régularité métrique) Si c
est continûment différentiable dans un voisinage de x0 ∈ XG, alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) la condition de qualification de Robinson (QC-R)x0 a lieu en x0,
(ii) il existe une constante positive µ, telle que ∀ (x, y) ∈ E×F proche de (x0, 0),

on a
dist(x, c−1(y +G)) 6 µ dist(c(x), y +G). (4.75)

Avant de donner une démonstration de ce théorème, qui sera longue, nous com-
mençons par en déduire deux corollaires immédiats, qui permettront d’apporter un
premier éclairage sur sa signification.

Le premier corollaire donne une borne d’erreur pour XG. Une borne d’erreur
est une estimations de la distance à un ensemble par une quantité plus aisément
calculable. En général, XG est un ensemble plus « complexe » que G, ne fût-ce que
parce que G est convexe alors que ce n’est pas nécessairement le cas de XG := c−1(G)
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qui peut être rendu très compliqué par l’intermédiaire de la fonction c. La borne
d’erreur de Robinson (4.76) ci-dessous permet d’avoir une estimation de la distance
dist(x,XG), qui peut donc être difficile à évaluer, au moyen de la distance dist(c(x), G)
de c(x) (supposé aisément calculable) au convexe G.

Corollaire 4.59 (borne d’erreur de Robinson pour XG) Si c est continû-
ment différentiable dans un voisinage de x0 ∈ XG et si la condition de qualifica-
tion de Robinson (QC-R)x0 a lieu en x0, alors il existe une constante positive µ,
telle que pour tout x voisin de x0, on a

dist(x,XG) 6 µ dist(c(x), G). (4.76)

Démonstration. Il suffit de prendre y = 0 dans (4.75) et d’utiliser le fait que
XG = c−1(G). ✷

La borne d’erreur (4.76) jouera un rôle essentiel pour démontrer que (QC-R) est une
condition suffisante de qualification de contraintes (proposition 4.69).

Les inégalités (4.75) du théorème 4.58 forment donc une famille de bornes d’erreur
pour les ensembles c−1(y+G), avec y petit, qui sont de petites perturbations de XG.
Le théorème 4.58 affirme que cette famille de bornes d’erreur est une condition équiva-
lente à (QC-R), alors que son corollaire 4.59 nous informe que l’unique borne d’erreur
(4.76) est qu’une conséquence de (QC-R).

La distance à un ensemble vide est infinie, car une distance est définie par un
infimum sur cet ensemble (voir (A.4) et (1.1)). Comme la distance à droite dans
(4.75) est finie (parce que G est non vide), celle à gauche l’est aussi, ce qui signifie
que c−1(y+G) est non vide pour de petites perturbations y de G. C’est ce résultat de
stabilité (i.e., de non-disparition) pour de petites perturbations qu’affirme le second
corollaire, qui ne demande pas d’autre démonstration.

Corollaire 4.60 (stabilité de XG pour de petites perturbations) Si c
est continûment différentiable dans un voisinage de x0 ∈ XG et si la condition
de qualification de Robinson (QC-R)x0 a lieu en x0, alors pour toute perturba-
tion y ∈ F proche de 0, on a

{x ∈ E : c(x) ∈ y +G} 6= ∅. (4.77)

On remarquera que (4.77) ne fait pas de référence au point x0, qui pourra donc être
un point arbitraire dans XG satisfaisant (QC-R). On verra plus loin que la condition
(QC-R) est équivalente à la condition de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) pour le
problème (PEI), si bien que l’exemple 4.38 montre que la réciproque de cette propo-
sition est fausse (la stabilité n’implique pas (QC-R)) ; il en faut davantage pour avoir
la condition (i) du théorème 4.58, à savoir la régularité métrique de son point (ii).

Le reste de cette section est entièrement consacré à la démonstration du théorè-
me 4.58, dont la généralité suggère la puissance, mais présage aussi de la difficulté de
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son analyse. Le lecteur pressé ou non intéressé par la démonstration pourra passer
directement à la section 4.5.3 qui suit. Celle-ci n’utilisera de la section présente que
le corollaire 4.59.

Voici le schéma de la démonstration du théorème 4.58, qui sera donnée à la
page 223. L’analyse utilise la boîte à outils des multifonctions. On introduit les deux
multifonctions

T : E ⊸ F : x 7→ T (x) := c(x)−G, (4.78a)

T0 : E ⊸ F : x 7→ T0(x) := c(x0) + c′(x0) · (x− x0)−G. (4.78b)

On peut voir T0 comme une linéarisation de T en x0. Comme l’image de T0 est
c(x0) + c′(x0)E−G, la condition de Robinson (QC-R)x0 s’écrit

0 ∈ intR(T0),

ce qui justifie l’introduction de T0. Pour une multifonction convexe, comme l’est T0
(mais pas T !), cette dernière condition s’avère être une propriété de régularité
métrique en (x0, 0) ∈ G(T0) (théorème 4.63), ce qui veut dire qu’il existe une constante
positive µ0 telle que pour tout (x, y) voisin de (x0, 0), on a

dist(x, T−1
0 (y)) 6 µ0 dist(y, T0(x)).

Cette notion est clarifiée ci-dessous, après la définition 4.62. Lorsque x est proche
de x0, T (x) est « proche » de T0(x) (et réciproquement, dans un sens qui sera précisé),
par exemple si l’on suppose la continue différentiabilité de c dans le voisinage de x0.
On utilise alors le fait que la propriété de régularité métrique de T0 a la faculté de se
« diffuser » de T0 à T (proposition 4.67) : il existe une constante positive µ telle que
pour tout (x, y) voisin de (x0, 0), on a

dist(x, T−1(y)) 6 µ dist(y, T (x)).

Pour obtenir (4.75), il suffit maintenant d’observer que

T−1(y) = c−1(y +G) et dist(y, T (x)) = dist(c(x), y +G).

La première identité provient des équivalences x′ ∈ T−1(y) ⇔ y ∈ T (x′) = c(x′)−G
⇔ c(x′) ∈ y+G⇔ x′ ∈ c−1(y+G) ; tandis que la seconde découle de dist(y, T (x)) =
dist(y, c(x)−G) = dist(c(x), y+G). Ce schéma sera repris dans la démonstration du
théorème 4.58 en fin de section (à la page 223). Établissons maintenant les résultats
qui permettront de le mettre en œuvre.

Nous commençons par une proposition donnant des expressions équivalentes au fait
qu’un point y0 est intérieur à l’image d’une multifonction convexe. Comme expliqué
dans le schéma de démonstration ci-dessus, ce résultat sera appliqué à la multifonction
convexe T0 définie par (4.78b), pas à T définie par (4.78a) qui n’est pas convexe. Nous
aurons besoin des deux propriétés de multifonction importantes suivantes.

Définition 4.61 (multifonction ouverte en un point) On dit qu’une multifonc-
tion T : E ⊸ F est ouverte en (x0, y0) ∈ G(T ) de ratio ρ > 0, s’il existe un voisinageW
de (x0, y0) et un rayon maximal rmax > 0, tels que pour tout (x, y) ∈ W ∩ G(T ) et
tout r ∈ [0, rmax], on ait
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y + ρ r B̄F ⊆ T (x+ r B̄E). (4.79)

Le ratio ρ donne donc le rapport entre le rayon de la boule y+ρ r B̄F de F s’inscrivant
dans l’image par T de la boule x+ r B̄E de E. ✷

En prenant r = 0 dans l’inclusion (4.79), on voit que (x, y) doit nécessairement ap-
partenir au graphe de T .

Le dessin de gauche de la figure 4.6 illustre la notion de multifonction ouverte. On

pente > 1/µ

(x0, y0)

r
x x

y
G(T ) G(T )dist(y, T (x))

pente ρ

y

y + ρ(2r)B̄F

y + ρrB̄F T (x)

dist(x, T−1(y))

T (x)

T−1(y)

Fig. 4.6. Illustration des notions de multifonction ouverte de ratio ρ (à gauche) et de
régularité métrique de module µ (à droite) : les deux notions décrivent la variation de T (x)
avec x, la première le fait de l’intérieur au graphe, la seconde le fait de l’extérieur ; ce ne sont
pas des notions infinitésimales

y voit les images translatées (pour plus de lisibilité) de T (x) et des boules centrées en y
et de rayon maximal dans T (x+ rB̄E) et T (x+ 2rB̄E), pour un certain rayon r > 0.
Le taux d’accroissement du rayon de ces boules avec r fournit le ratio ρ. Ce ratio n’est
pas une notion infinitésimale ; il ne donne donc pas la variation infinitésimale de la
« taille » de T (x + rB̄E) avec r, en r = 0, mais en donne une approximation vue de
l’intérieur du graphe de T (les couples (x, y) appartiennent à celui-ci).

Si l’« ouverture » de T décrit l’évolution de T (x) avec x, en se plaçant à l’intérieur
du graphe G(T ), la notion de régularité métrique ci-dessous donne une description
similaire en se plaçant à l’extérieur du graphe.

Définition 4.62 (multifonction métriquement régulière) On dit qu’une multi-
fonction T : E ⊸ F est métriquement régulière en (x0, y0) ∈ G(T ) de module positif µ,
si pour tout (x, y) voisin de (x0, y0), on a

dist(x, T−1(y)) 6 µ dist(y, T (x)). (4.80)

Cette inégalité suppose que dist(·,∅) = +∞. ✷

Le dessin de droite de la figure 4.6 illustre la notion de régularité métrique et son
lien avec celle de multifonction ouverte. Pour que l’estimation (4.80) apporte de
l’information, il faut que (x, y) soit en dehors du graphe (dans le cas contraire les
deux distances de (4.80) sont nulles), comme dans la figure. On voit alors que le rap-
port dist(y, T (x))/ dist(x, T−1(y)) ≃ 1/µ a un lien avec le ratio de ρ de la figure de
gauche.

Il est à noter que (4.79) et (4.80) renferment des résultats d’existence. Ainsi,
lorsque (4.79) a lieu, si y′ ∈ y + ρrB̄F, alors il existe un x′ ∈ x + rB̄E tel que
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y′ ∈ T (x′) : le problème d’inclusion « étant donné y′, trouver x′ tel que y′ ∈ T (x′)» a
une solution. De même, lorsque (4.80) a lieu, dist(x, T−1(y)) est fini (car dist(y, T (x))
est toujours fini), ce qui veut dire que T−1(y) 6= ∅ ou encore qu’il existe un x′ tel
que y = T (x′). Dans la démonstration du théorème ci-dessous, nous utiliserons ces
propriétés d’ouverture et de régularité métrique de T de cette manière.

Théorème 4.63 (de la multifonction ouverte) Soient B̄E et B̄F les boules-
unités fermées de E et F respectivement, T : E ⊸ F est une multifonction convexe
et (x0, y0) ∈ G(T ). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) y0 ∈ intR(T ),
(ii) pour tout rayon r > 0, on a y0 ∈ intT (x0 + rB̄E),
(iii) T est ouverte en (x0, y0) de ratio ρ > 0,
(iv) T est métriquement régulière en (x0, y0) de module µ.

On peut prendre µ = 1/ρ au point (iv) si ρ est donné par le point (iii).

Avant de faire la démonstration de ce théorème, faisons quelques remarques sur ses
hypothèses et sa signification.

Ce théorème généralise aux multifonctions convexes (non linéaires), le théorème de
l’application ouverte sur les applications linéaires continues, bien connu en ana-
lyse fonctionnelle [91] (voir l’exercice B.3 pour la dimension finie). Ce dernier
affirme, entre autres, qu’une application linéaire (continue) est surjective si, et
seulement si, l’image de la boule unité par cette application contient une boule
centrée en zéro dans l’espace d’arrivée. On le retrouve dans l’équivalence (i)⇔ (ii)
du théorème lorsque T est cette application linéaire (univoque) et (x0, y0) = (0, 0)
puisqu’alors (i) traduit la surjectivité de T et (ii) la non-vacuité de l’intérieur
de T (BE).

La convexité de T ne peut être omise sans perdre les implications (i) ⇒ (ii) et (i)
⇒ (iii). En effet, pour la multifonction non convexe T , dont le graphe est donné
dans la figure ci-dessous, y0 ∈ intR(T ), mais T ne vérifie certainement pas (ii) et

x0

T (x0 + rB̄E)

R(T )

x0 + rB̄E

y0

G(T )

n’est certainement pas ouverte en (x0, y0).

Par son implication (i) ⇒ (iv), le théorème permet de traduire (QC-R) en une
condition de régularité métrique, ce que nous cherchions à faire.

L’équivalence entre les points (iii) et (iv) explicite le lien entre multifonction ou-
verte et métriquement régulière de manière rigoureuse. Ainsi, une grande valeur
de ρ témoigne d’une variation rapide de T (x) avec x, alors qu’une grande valeur
de µ exprime la variation lente de T (x) avec x.
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Démonstration de la proposition 4.63. [(i) ⇒ (ii)] Par la convexité de T et
(4.69), T (x0 + rB̄E) est convexe. Il suffit donc de montrer que y0 en est un point
absorbant pour qu’il lui soit intérieur (corollaire 2.15). Soit p ∈ F. Comme y0 ∈
intR(T ), on peut trouver un α > 0 tel que y0 + αp ∈ R(T ). Donc il existe dα ∈ E
tel que y0 +αp ∈ T (x0 + dα). Ce dα n’est pas nécessairement dans rB̄E. La convexité
de T intervient à nouveau ici, pour mettre à l’échelle dα. Pour t ∈ [0, 1], on a

y0 + tαp = (1− t)y0 + t(y0 + αp)

∈ (1− t)T (x0) + tT (x0 + dα) [y0 ∈ T (x0) et y0 + αp ∈ T (x0 + dα)]

⊆ T ((1− t)x0 + t(x0 + dα)) [convexité de T ]

= T (x0 + tdα).

Donc y0 + tαp ∈ T (x0 + rB̄E) pour t > 0 assez petit.
[(ii)⇒ (iii)] Par le point (ii), il existe des rayons α > 0 et β > 0 tels que

y0 + β B̄F ⊆ T (x0 + α B̄E). (4.81)

La question est maintenant de savoir si l’on garde une inclusion de ce type en des
couples (x, y) différents de (x0, y0) mais situés dans W ∩ G(T ) et pour des rayons
variables. Montrons que l’on peut prendre




W = (x0 + αB̄E)× (y0 +

β
2 B̄F)

ρ = β
4α

rmax = 2α.

En effet, si (x, y) ∈W ∩ G(T ) et t ∈ [0, 1] (un paramètre proportionnel à r), on a

y + t β
2 B̄F = (1− t)y + t(y + β

2 B̄F)

⊆ (1− t)y + t(y0 + β B̄F) [y ⊆ y0 + β
2 B̄F]

⊆ (1− t)T (x) + tT (x0 + α B̄E) [(x, y) ∈ G(T ) et (4.81)]

⊆ T ((1− t)x+ t(x0 + α B̄E)) [T convexe et (4.68)]

⊆ T (x+ 2tα B̄E) [x0 ∈ x+ α B̄E].

En faisant le changement de variable t y r = 2tα, qui est bien dans [0, rmax], on
obtient l’inclusion souhaitée puisqu’alors tβ/2 = rβ/)4α) = ρr.

[(iii)⇒ (iv)] On peut supposer que le voisinageW de (x0, y0) et le rayon maximal
rmax de la définition 4.61 vérifient les conditions ci-dessous, avec εE > 0 et εF > 0 :

W = (x0 + εEB̄E)× (y0 + εFB̄F) et rmax 6
εF
2ρ
. (4.82)

Montrons que la régularité métrique a lieu en (x0, y0) avec le module µ = 1/ρ sur le
voisinage W ′de (x0, y0) vérifiant les conditions ci-dessous :

W ′ = (x0 + ε′EB̄E)× (y0 + ε′FB̄F), avec ε′
E
6 εE et ρε′

E
+ ε′

F
6 ρ rmax. (4.83)

Clairement W ′ ⊆ W , car ε′
E
6 εE et ε′

F
6 ρ rmax 6 εF/2 6 εF. Soit donc (x, y) ∈ W ′

et montrons (et cela suffira pour démontrer l’implication) que l’inégalité (4.80) a lieu
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dist(y, T (x))

T (x)

y0
yδ

y

x

dist(x, T−1(y))

T−1(y)

x′′ x′

G(T )

W ′

x0

Fig. 4.7. Illustration de la démonstration de l’implication (iii) ⇒ (iv) du théorème 4.63

avec µ = 1/ρ pour ce couple (x, y). La suite de la démonstration est illustrée à la
figure 4.7.

Appliquons d’abord (4.79) en (x0, y0) ∈ G(T ) ∩W (premier cercle rouge dans la
figure) :

∀ r ∈ [0, rmax] : y0 + ρ r B̄F ⊆ T (x0 + r B̄E).

Comme y ∈ y0 + ρ(‖y − y0‖/ρ)B̄F et que ‖y − y0‖/ρ 6 ε′
F
/ρ 6 rmax, l’inclusion

précédente avec r := ‖y − y0‖/ρ affirme l’existence de x′ ∈ x0 + (‖y − y0‖/ρ)B̄E tel
que y = T (x′). Alors,

dist(x, T−1(y)) 6 ‖x− x′‖ [x′ ∈ T−1(y)]

6 ‖x− x0‖+ ‖x0 − x′‖
6 ‖x− x0‖+ 1

ρ‖y − y0‖ [x′ ∈ x0 + (‖y − y0‖/ρ)B̄E]

6 ε′
E
+ 1

ρε
′
F

[choix de x et y]. (4.84)

On considère deux cas disjoints.

Si ε′
E
+ ε′

F
/ρ 6 dist(y, T (x))/ρ, alors (4.84) conduit à dist(x, T−1(y)) 6 dist(x,

T (x))ρ, qui est l’inégalité souhaitée.

Si ε′
E
+ ε′

F
/ρ > dist(y, T (x))/ρ, alors, quel que soit δ > 0 assez petit, on peut

trouver yδ ∈ T (x) tel que

‖y − yδ‖ 6 dist(y, T (x)) + δ < ρε′E + ε′F 6 ρrmax 6
1

2
εF, (4.85)

où les deux dernières inégalités proviennent de (4.83) et (4.82). On cherche à ap-
pliquer (4.79) en (x, yδ) (second cercle rouge dans la figure), qui s’écrit

∀ r ∈ [0, rmax] : yδ + ρ r B̄F ⊆ T (x+ r B̄E).

◦ Montrons que c’est licite. D’abord (x, yδ) ∈ G(T ) parce que yδ ∈ T (x). Ensuite
(x, yδ) ∈ W parce que ‖x− x0‖ 6 ε′

E
6 εE par (4.83) et

‖yδ − y0‖ 6 ‖yδ − y‖+ ‖y − y0‖ 6
1

2
εF +

1

2
εF = εF,

où la dernière inégalité provient de (4.85) ainsi que de ‖y−y0‖ 6 ε′
F
6 ρ rmax 6

εF/2 par choix de y, (4.83) et (4.82).
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◦ Comme y ∈ yδ+ρ(‖y−yδ‖/ρ)B̄F et que ‖y−yδ‖/ρ 6 rmax par (4.85), l’inclusion
précédente avec r := ‖y− yδ‖/ρ affirme l’existence de x′′ ∈ x+ (‖y− yδ‖/ρ)B̄E

tel que y = T (x′′). On peut maintenant conclure

dist(x, T−1(y)) 6 ‖x− x′′‖ [x′′ ∈ T−1(y)]

6 1
ρ‖y − yδ‖ [x′′ ∈ x+ (‖y − yδ‖/ρ)B̄E]

6 1
ρ (dist(y, T (x)) + δ) [(4.85)].

Comme δ > 0 peut-être pris arbitrairement petit, on en déduit l’inégalité recher-
chée.

[(iv) ⇒ (i)] On démontre la contraposée. Si y0 /∈ intR(T ), on peut trouver un
y /∈ R(T ) aussi proche que l’on veut de y0. Pour un tel y, T−1(y) est vide, donc
dist(x0, T

−1(y)) = +∞, si bien que l’inégalité (4.80) ne peut avoir lieu pour tout
(x, y) proche de (x0, y0). ✷

Le but de la propriété 4.67 ci-dessous est de montrer que la propriété de régu-
larité métrique peut se « diffuser » d’une multifonction à l’autre, en tout cas pour
certaines multifonctions, celles de la forme qui nous intéresse, à savoir de la forme
des multifonctions T ou T0 définies en (4.78). On veut dire par là que, sous certaines
conditions exprimant la proximité de T0 et T , si T0 est métriquement régulière, T
l’est aussi (la réciproque a aussi lieu, car ce n’est pas la forme de T0 et T qui va
jouer, mais leur proximité). C’est cette propriété de diffusion qui permet d’obtenir
la régularité métrique souhaitée de T à partir de l’hypothèse de régularité métrique
de T0, cette dernière s’exprimant sous la forme de la condition de qualification de
Robinson (QC-R), grâce à l’équivalence (i) ⇔ (iv) du théorème 4.63. Le résultat ne
requiert pas la convexité des multifonctions ni la convexité de l’ensemble G.

L’idée de la démonstration proposée (il y en a d’autres !) dérive du change-
ment de perspective suivant [133]. La régularité métrique donne une majoration de
dist(x, T−1(y)). Observons que

x ∈ T−1(y) ⇐⇒ y ∈ T (x) ⇐⇒ dist(y, T (x)) = 0,

où la dernière équivalence suppose que T (x) est fermé (cette hypothèse est vérifiée si
la multifonction T est donnée par (4.78a) avec G fermé). Si l’on introduit la fonction
ϕy : E→ R+ définie en x ∈ E par

ϕy(x) := µ dist(y, T (x)), (4.86)

avec µ > 0, on voit maintenant que

T−1(y) est l’ensemble des zéros de ϕy. (4.87)

La propriété de régularité métrique peut alors s’exprimer comme suit

∀ (x, y) proche de (x0, y0) : ϕy a un zéro dans B̄(x, ϕy(x)), (4.88)

où B̄(x, r) désigne la boule fermée de centre x et de rayon r.
On est donc amené à déterminer des conditions assurant qu’une fonction à valeurs

dans R+ a un zéro qui n’est pas trop éloigné d’un point x donné. Cela se fait au moyen
de deux concepts ad hoc et d’un lemme.



220 4. Conditions d’optimalité

Définition 4.64 (fonction sous-continue) Une fonction ϕ : E → R+ est sous-
continue si pour toute suite {xk} → x telle que ϕ(xk)→ 0, on a ϕ(x) = 0. ✷

Une fonction continue est sous-continue.

Définition 4.65 (fonction r-pentue) Une fonction ϕ : E→ R+ est r-pentue, avec
r ∈ [0, 1[ en x ∈ E, si

∀x′ ∈ B̄
(
x,
ϕ(x)

1− r

)
, ∃x′′ ∈ B̄ (x′, ϕ(x′)) : ϕ(x′′) 6 r ϕ(x′).

✷

On peut exprimer cette propriété comme suit : en tout point x′ de la boule B̄(x, ϕ(x)/
(1−r)), on peut trouver un point x′′ qui n’est pas trop éloigné de x′ (x′′ ∈ B̄(x′, ϕ(x′)))
et qui fait décroître ϕ significativement (ϕ(x′′) 6 r ϕ(x′)).

Une fonction ayant ces deux propriétés a un zéro qui n’est pas trop éloigné du
point où elle est r-pentue.

Lemme 4.66 (Lyusternik) Si ϕ : E → R+ est sous-continue et r-pentue en
x ∈ domϕ, avec r ∈ [0, 1[, alors ϕ a un zéro dans B̄(x, ϕ(x)/(1 − r)).

Démonstration. On construit une suite {xk}k>0 ⊆ E avec les propriétés suivantes :

dist(xk+1, xk) 6 ϕ(xk) et 0 6 ϕ(xk+1) 6 rϕ(xk). (4.89)

On prend x0 = x. Supposons que x0, . . . , xk soient déterminés et montrons comment
calculer xk+1. On a, grâce aux propriétés ci-dessus :

dist(xk, x) 6

k−1∑

i=0

dist(xi+1, xi) 6

k−1∑

i=0

ϕ(xi) 6

(
k−1∑

i=0

ri

)
ϕ(x) 6

ϕ(x)

1− r . (4.90)

Comme ϕ est r-pentue en x, on peut alors trouver xk+1 ∈ E tel que l’on ait (4.89).
Le suite {xk} est de Cauchy, car dist(xk+1, xk) 6 rkϕ(x) par (4.89), si bien qu’elle

converge : xk → x ∈ B̄(x, ϕ(x)/(1− r)) par (4.90). Par ailleurs, en passant à la limite
dans l’inégalité ϕ(xk+1) 6 rϕ(xk), on voit que ϕ(xk) → 0. La sous-continuité de ϕ
implique alors que ϕ(x) = 0. ✷

Si c est continue et si la multifonction T est métriquement régulière, alors la
fonction ϕy définie en (4.86) est sous-continue et 0-pentue:

elle est même continue car x 7→ dist(y, T (x)) = dist(y, c(x)−G) = dist(c(x)−y,G)
est la composition des fonctions continues x 7→ c(x)− y et dist(·, G),
elle est 0-pentue par l’expression (4.88) de la régularité métrique.

Il est donc raisonnable de penser qu’une petite perturbation de T gardera ces deux
propriétés. C’est l’idée sous-jacente de la démonstration de la proposition suivante.
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Proposition 4.67 (diffusion de la régularité métrique) Soient c : E → F
une fonction continue, δ : E → F une fonction lipschitzienne de module L > 0
dans le voisinage d’un point x0 ∈ E, c̃ := c + δ et G un convexe fermé non
vide de F. Si la multifonction T : x 7→ c(x) − G est métriquement régulière en
(x0, y0) ∈ G(T ) de module µ < 1/L, alors la multifonction T̃ : x 7→ c̃(x) −G est
également métriquement régulière en (x0, y0+δ(x0)) ∈ G(T̃ ) de module µ/(1−Lµ),
c’est-à-dire que pour tout (x, y) voisin de (x0, y0 + δ(x0)), on a

dist(x, T̃−1(y)) 6
µ

1− Lµ dist(y, T̃ (x)). (4.91)

Démonstration. On peut supposer que δ(x0) = 0 car la régularité métrique est
invariante par translation du graphe G(T ) dans E × F. Les effets de la continuité se
voient mieux si l’on fait apparaître la fonction c qui est dans T pour obtenir, quel que
soit (x, y) ∈ E× F :

T−1(y) = c−1(y +G), T̃−1(y) = c̃−1(y +G), (4.92a)

dist(y, T (x)) = dist(c(x), y +G), dist(y, T̃ (x)) = dist(c̃(x), y +G). (4.92b)

L’identité (4.92a) provient des équivalences x ∈ T−1(y) ⇔ y ∈ T (x) ⇔ y ∈ c(x)−G
⇔ c(x) ∈ y + G ⇔ x ∈ c−1(y + G). L’identité (4.92b) s’obtient par dist(y, T (x)) =
dist(y, c(x)−G) = dist(c(x), y +G).

1) On considère l’application

ϕ̃y : x ∈ E 7→ ϕ̃y(x) := µ dist(y, T̃ (x)), (4.93)

qui l’on pourra comparer à celle introduite en (4.86). Montrons alors qu’il suffit de
démontrer l’affirmation suivante dans laquelle r := Lµ < 1 :

∃U voisinage de x0, ∃V voisinage de y0, ∀ (x, y) ∈ U × V ,
l’application ϕ̃y est sous-continue sur E et r-pentue en x.

(4.94)

En effet, par le lemme de Lyusternik (lemme 4.66), ϕ̃y a alors un zéro dans la boule
B̄(x, ϕ̃y(x)/(1 − r)). Or l’ensemble des zéros de ϕ̃y est T̃−1(y) (par le même raison-
nement que celui ayant conduit à (4.87) ; c’est ici que l’on utilise la fermeture de G).
Dès lors pour tout (x, y) ∈ U × V , on obtient (4.91) :

dist(x, T̃−1(y)) 6
ϕ̃y(x)

1− r =
µ

1− Lµ dist(y, T̃ (x)).

2) Il reste à démontrer (4.94).
Par la continuité de c et celle de la distance à un convexe, on voit que ϕ̃y est

continue sur E, donc sous-continue sur E.
Déterminons maintenant les voisinages U de x0 et V de y0 tels que, pour tout

(x, y) ∈ U × V , ϕ̃y soit r-pentue en x.
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Par la µ-régularité métrique de T en (x0, y0) et (4.92), on peut trouver des voisi-
nages U1 de x0 et V1 de y0 tels que pour tout (x, y) ∈ U1 × V1 on a

dist(x, c−1(y +G)) 6 µ dist(c(x), y +G). (4.95a)

On peut aussi trouver des voisinages U2 ⊆ U1 de x0 et V2 ⊆ V1 de y0 tels que pour
tout (x, y) ∈ U2 × V2, on a

B̄
(
x, µ dist(c̃(x), y +G)

)
⊆ U1 et y − δ(x) ∈ V1. (4.95b)

L’inclusion dans U1 provient de la continuité de (x, y) 7→ dist(c̃(x), y+G) et de sa
nullité en (x0, y0) ∈ G(T ) ; l’appartenance à V1 provient de la continuité (x, y) 7→
y − δ(x) et de sa valeur y0 en (x0, y0).
Finalement, on prend des voisinages U ⊆ U2 de x0 et V ⊆ V2 de y0 tels que pour
tout (x, y) ∈ U × V on a

B̄

(
x,

µ

1− r dist(c̃(x), y +G)

)
⊆ U2. (4.95c)

C’est également possible par continuité et nullité du rayon dist(c̃(x), y + G) en
(x, y) = (x0, y0) (comme ci-dessus).

Montrons que, quel que soit (x, y) ∈ U × V , ϕ̃y est r-pentue en x. On fixe donc
(x, y) ∈ U × V . Soit x′ ∈ B̄(x, ϕ̃y(x)/(1 − r)). Il faut maintenant trouver un x′′ ∈
B̄(x′, ϕ̃y(x

′)) tel que ϕ̃y(x
′′) 6 rϕ̃y(x

′).

Comme x′ ∈ B̄(x, ϕ̃y(x)/(1 − r)), on voit par la définition (4.93) de ϕ̃y et (4.95c),
que x′ ∈ U2.
Comme y ∈ V ⊆ V2, on peut appliquer (4.95b) en (x, y) y (x′, y), ce qui montre
que

B̄
(
x′, µ dist(c̃(x′), y +G)

)
⊆ U1 et y′ := y − δ(x′) ∈ V1. (4.96)

On peut donc utiliser (4.95a) en (x, y) y (x′, y′), ce qui montre que

dist(x′, c−1(y′ +G)) 6 µ dist(c(x′), y′ +G).

Comme c−1(y′ +G) est fermé, ceci implique qu’il existe

x′′ ∈ c−1(y′ +G), (4.97)

tel que

dist(x′, x′′) 6 µ dist(c(x′), y′ +G)

= µ dist(c(x′), y − δ(x′) +G) [y′ = y − δ(x′) by (4.96)]

= µ dist(c̃(x′), y +G) [c̃ = c+ δ]

= µ dist(y, T̃ (x′)) [(4.92b)]

= ϕ̃y(x
′) [(4.93)]. (4.98)

On a donc trouvé un point x′′ a bonne distance de x′. Il reste à montrer qu’il fait
bien décroître ϕ̃y.
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On utilise (4.97) qui se récrit

c(x′′) ∈ y′ +G ou c(x′′) + δ(x′) ∈ y +G. (4.99)

Alors

dist(y, T̃ (x′′)) = dist(c̃(x′′), y +G) [(4.92b)]

6 dist(c(x′′) + δ(x′′), c(x′′) + δ(x′)) [(4.99)]

= dist(δ(x′′), δ(x′))

6 L dist(x′′, x′)

6 Lϕ̃y(x
′) [(4.98)].

Si l’on multiplie les membres extrêmes par µ, on obtient grâce à (4.93) :

ϕ̃y(x
′′) 6 Lµϕ̃y(x

′) = rϕ̃y(x
′),

qui est l’inégalité recherchée. ✷

Démonstration de la proposition 4.58. Soit T0 la multifonction définie en
(4.78b). Alors

(QC-R)x0 ⇐⇒ 0 ∈ intR(T0).
La multifonction T0 est convexe, parce que x 7→ c(x0) + c′(x0) · (x − x0) est affine
et G est convexe, et (x0, 0) ∈ G(T0), parce que x0 ∈ XG. Alors on peut utiliser le
théorème 4.63, dont l’équivalence (i)⇔ (iv) conduit à

(QC-R)x0 ⇐⇒ T0 est µ0-métriquement régulière en (x0, 0).

On applique maintenant la proposition 4.67, avec T y T0, T̃ y T (la multifonction
définie en (4.78a)) et δ : E→ F définie en x ∈ E par

δ(x) = c(x) − c(x0)− c′(x0) · (x− x0).

Comme c est C1 dans un voisinage de x0, δ est lipschitzienne dans un voisinage de x0
(corollaire C.13 du théorème des accroissements finis) :

‖δ(x′′)− δ(x′)‖ = ‖c(x′′)− c(x′)− c′(x0) · (x′′ − x′)‖

6

(
sup

z∈[x′,x′′]

‖c′(z)− c′(x0)‖
)
‖x′′ − x′‖

6 L ‖x′′ − x′‖,

où L > 0 peut être pris aussi petit que l’on veut, pourvu que x′ et x′′ soient suffisam-
ment proches de x0 (c′ est continue), en particulier < 1/µ0. Alors, la proposition 4.67
montre que la régularité métrique de T0 en (x0, 0) implique celle de T en ce même
point. On peut inverser le rôle de T0 et T , car la convexité d’une des multifonctions
n’intervient pas dans la proposition 4.67 et L peut être pris arbitrairement petit en
réduisant le voisinage de x0. Dès lors la régularité métrique de T en (x0, 0) implique
celle de T0 au même point. Nous avons donc montré que
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(QC-R)x0 ⇐⇒ T est µ-métriquement régulière en (x0, 0).

Il reste à interpréter la partie droite de cette équivalence. Celle-ci signifie que pour
tout (x, y) voisin de (x0, 0), on a

dist(x, T−1(y)) 6 µ dist(y, T (x)).

Comme dist(x, T−1(y)) = dist(x, c−1(y + G)) et dist(y, T (x)) = dist(c(x), y + G),
l’équivalence de la proposition 4.58 est démontrée. ✷

4.5.3 Qualification de Robinson

Rappelons la condition de qualification de Robinson (4.100) que l’on écrit ici en
x ∈ E :

(QC-R) 0 ∈ int{c(x) + c′(x)E −G}. (4.100)

Avant de montrer que (QC-R) est une condition suffisante de qualification des con-
traintes de (PG) au sens de la définition 4.54, donnons quelques formulations équiv-
alentes de cette condition. On rappelle que, pour un convexe C et un point x ∈ C,
Ta

xC := R+(C − x) est appelé le cône des directions admissibles de C en x (son
adhérence est le cône tangent TxC).

Proposition 4.68 (autres formulations de (QC-R)) Si c est dérivable en
x ∈ XG, les propriétés suivantes sont équivalentes :

0 ∈ int{c(x) + c′(x)E−G}, (4.101a)

c′(x)E − Ta
c(x)G = F, (4.101b)

c′(x)E − Tc(x)G = F, (4.101c)

adh(c′(x)E − Tc(x)G) = F. (4.101d)

Démonstration. [(4.101a)⇒ (4.101b)] Il suffit de montrer l’inclusion “⊇”. Soit y ∈ F.
Alors, par (4.101a), y/t ∈ c′(x)E − (G − c(x)) pour t > 0 assez grand, si bien que
y ∈ c′(x)[tE] − [t(G− c(x))] ⊆ c′(x)E − Ta

c(x)G.
[(4.101b) ⇒ (4.101c) ⇒ (4.101d)] Clair, car les ensembles dans les membres de

gauche s’agrandissent.
[(4.101d) ⇒ (4.101b)] On a

c′(x)E − Tc(x)G = c′(x)E − adhTa
c(x)G [définition de Tc(x)G]

⊆ adh(c′(x)E− Ta
c(x)G) [A+B ⊆ A+B]

⊆ adh(c′(x)E− Tc(x)G) [Ta
c(x)G ⊆ Tc(x)G]

= F [(4.101d)].

En prenant l’adhérence des membres extrêmes et en utilisant (4.101d), on trouve que
adh(c′(x)E − Ta

c(x)G) = F. Comme c′(x)E − Ta
c(x)G est convexe (somme de deux

convexes), son intérieur relatif est aussi F (point 3 de la proposition 2.16), si bien que



4.5. Problème avec contraintes générales 225

F = (c′(x)E− Ta
c(x)G)

−◦ ⊆ c′(x)E − Ta
c(x)G ⊆ F,

où la dernière inclusion a été démontrée ci-dessus. On en déduit (4.101b).
[(4.101b) ⇒ (4.101a)] D’après le corollaire 2.15, il suffit de montrer que 0 est un

point absorbant de l’ensemble convexe C := c(x) + c′(x)E − G de F. Soit y ∈ F.
La condition (4.101b) implique qu’il existe d ∈ E, y1 ∈ G et α > 0 tels que y =
c′(x)d − α(y1 − c(x)). Pour t = 1/α, on a ty = c(x) + c′(x)(td) − y1 ∈ C ; donc 0 est
un point absorbant de C. ✷

Dans le cas du problème (PEI), que l’on retrouve à partir de (PG) lorsque (4.66) a
lieu, on a Tc(x)G = {0RmE }×{v ∈ RmI : vi 6 0 si i ∈ I0x} où I0x := {i ∈ I : ci(x) = 0},
si bien que (QC-R) dans sa formulation (4.101c) peut s’exprimer par

∀v ∈ Rm, ∃ d ∈ E : c′E(x)d = vE et c′I0
x
(x)d 6 vI0

x
.

C’est la formulation des conditions de qualification de Mangasarian-Fromovitz, que
l’on trouve au point (ii) de la proposition 4.42. Autrement et brièvement dit,
(QC-R) est une généralisation des conditions de Mangasarian-Fromovitz au problème
général (PG), comme nous l’affirmions au début de cette section.

Dans le cas du problème inf {f(x) : x ∈ G}, que l’on retrouve à partir de (PG), en
prenant F = E et c = IE, la formulation (4.101c) de (QC-R) s’exprime par E−E = E,
qui est toujours vérifiée. C’est normal, (QC-R) ne s’intéresse pas à l’adéquation de G,
mais à celle de c qui est ici l’identité, fonction qui ne pose donc pas de difficulté.

On peut aussi noter que (QC-R) est vérifiée si l’une des propriétés suivantes a lieu
(exercice 4.22)

c′(x) est surjective,
∃ d ∈ E tel que c′(x)d ∈ intTc(x)G.

On les rencontre parfois, mais elles sont beaucoup plus restrictives que (QC-R).
Par exemple, si c′(x) n’est pas surjective et si Tc(x)G est un espace supplémentaire
de R(c′(x)), alors (QC-R) a lieu, mais ce n’est pas le cas pour les conditions ci-dessus.

Proposition 4.69 (qualification par (QC-R)) Si c est continûment diffé-
rentiable dans le voisinage d’un point x ∈ XG et si la condition de Robinson
(QC-R) a lieu en ce point, alors la contrainte c est qualifiée pour représenter XG

en x, au sens de la définition 4.54.

Démonstration. Il faut montrer que (QC-R) entraîne les deux propriétés de (4.71).
[(4.71a)] On utilise la borne d’erreur de Robinson (4.76). D’après la proposi-

tion 4.53, il suffit de montrer l’inclusion T′
xXG ⊆ TxXG. Soit donc d ∈ T′

xXG.
Pour montrer que d ∈ TxXG, il faut construire une suite {xk} ⊆ XG (a priori une
tâche difficile ; on se rappelle de la construction de cette suite, pour le problème
(PE), au moyen du théorème des fonctions implicites) et une suite {tk} ↓ 0 telles que
(xk − x)/tk → d. La démarche suivie est illustrée à la figure 4.8 : grâce à la borne
d’erreur de Robinson (4.76), on peut créer la suite {xk} ⊆ XG := c−1(G) avec les
propriétés souhaitées, grâce à la bonne propriété de la suite {c(x+ tkd)} de F qui est
d’être asymptotiquement très proche de la suite {yk}. Voici les détails.
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c(x)

c′(x) · d ∈ Tc(x) G

x

x′
k

c(x′
k)

c(xk)

ykxk

c : E → F

G

d ∈ T′
x XG

XG := c−1(G)

Fig. 4.8. Illustration de la démonstration de (4.71a) pour établir la proposition 4.69

Comme d est dans le cône linéarisant T′
xXG, il vérifie c′(x) · d ∈ Tc(x)G, ce qui

veut dire qu’il existe une suite de {yk} ⊆ G et une suite {tk} ↓ 0 (c’est la bonne),
telles que

yk − c(x)
tk

→ c′(x) · d ou c(x) + c′(x) · (tkd)− yk = o(tk). (4.102)

On considère la suite {x′k} ⊆ E définie par

x′k := x+ tkd.

Cette suite n’est pas nécessairement dans XG et donc la suite {c(x′k)} n’est pas néces-
sairement dans G, mais elle n’est pas loin de {yk} (qui est dans G) asymptotiquement
car on a par la différentiabilité de c :

c(x′k) = c(x) + c′(x) · (tkd) + o(tk)

et donc
c(x′k) = yk + o(tk). (4.103)

On construit à présent une suite {xk} ⊆ XG grâce à la borne d’erreur de Robin-
son (4.76) en x0 y x. Celle-ci peut s’appliquer en x′k puisque ce point est proche de x
pour k assez grand (et c est C1 dans un voisinage de x). Elle nous informe donc qu’il
existe une constante µ > 0 telle que, pour k assez grand, on a

dist(x′k, XG) 6 µ dist(c(x′k), G) [(4.76)]

6 µ dist(c(x′k), yk) [yk ∈ G]
= o(tk) [(4.103)].

Ceci veut dire qu’il existe une suite {xk} ⊆ XG telle que xk = x′k + o(tk). On a
construit la suite {xk} souhaitée puisque

xk − x
tk

=
xk − x′k
tk

+
x′k − x
tk

=
o(tk)

tk
+ d→ d.

[(4.71b)] On utilise l’expression (4.101c) de (QC-R). On considère une suite con-
vergente du cône K := c′(x)∗[(Tc(x)G)

+], dont on souhaite monter le caractère fermé :

c′(x)∗λk → y, (4.104)

où {λk} ⊆ (Tc(x)G)
+. Il s’agit de montrer que y est dansK. En dimension finie, il suffit

de montrer que la suite {λk} est bornée (on extrait alors une sous-suite convergente,
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dont la limite est dans le cône fermé (Tc(x)G)
+, et on passe à la limite dans (4.104),

ce qui montre que y ∈ K). On raisonne par l’absurde. Si cette suite n’est pas bornée,
on peut extraire une sous-suite convergente de {λk/‖λk‖}, qui tend vers un vecteur
non nul, disons λ qui appartient au cône fermé (Tc(x)G)

+. On voit sur (4.104) que
cette limite vérifie

c′(x)∗λ = 0 et λ ∈ (Tc(x)G)
+.

On en déduit que

∀ (d, p) ∈ E× Tc(x)G : 〈λ, c′(x)d− p〉 = 〈c′(x)∗λ, d〉 − 〈λ, p〉 6 0.

On déduit de l’expression (4.101c) de (QC-R), que 〈λ, µ〉 6 0 pour tout µ ∈ F, donc
λ = 0, ce qui contredit sa non-nullité affirmée plus haut. ✷

Proposition 4.70 (bornitude des multiplicateurs) Supposons que f et c
soient différentiables en x∗ ∈ XG et qu’il existe un multiplicateur optimal λ∗
tel que les conditions d’optimalité (4.73a)-(4.73b) du problème (PG) aient lieu.
Alors le cône asymptotique de l’ensemble multiplicateurs optimaux Λ∗ associés
à x∗ s’écrit

Λ∞
∗ = (Nc(x∗)G) ∩ N (c′(x∗)

∗) =
[
c′(x∗)E− Tc(x∗)G

]+
. (4.105)

On en déduit que Λ∗ est borné si, et seulement si, la condition de qualification de
Robinson (QC-R) a lieu en x = x∗.

Démonstration. Au vu des conditions d’optimalité (4.73), l’ensemble des multipli-
cateurs optimaux s’écrit

Λ∗ = {λ∗ ∈ Nc(x∗)G : ∇f(x∗) + c′(x∗)
∗λ∗ = 0}.

D’après les points 1 et 3 de la proposition 2.9, son cône asymptotique est donné par la
première identité de (4.105). Ensuite, en appliquant le point 6 de la proposition 2.43,
Nc(x∗)G = (−Tc(x∗)G)

+ et N (c′(x∗)∗) = R(c′(x∗))⊥ = (c′(x∗)E)+, on obtient la
seconde identité de (4.105).

Ensuite, d’après le corollaire 2.8, Λ∗ est borné si, et seulement si, son cône asymp-
totique est réduit à {0}. Donc, il reste à montrer que

[
c′(x∗)E− Tc(x∗)G

]+
= {0} ⇐⇒ (QC-R).

L’implication “⇐” est évidente, si l’on considère la forme (4.101c) de (QC-R), c’est-
à-dire c′(x)E − Tc(x)G = F. Pour l’implication réciproque “⇒”, on introduit le cône
convexe fermé K := adh(c′(x∗)E − Tc(x∗)G). Par hypothèse et par le point 3 de la
proposition 2.43, K+ = {0}. Il résulte alors de la décomposition de Moreau (exer-
cice 2.27) que K = F et donc que la formulation (4.101d) de (QC-R) a lieu. ✷
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4.6 Analyse de sensibilité

Dans cette section, nous donnons un certain nombre de résultats concernant la
sensibilité des grandeurs optimales du problème (PEI) par rapport à des perturba-
tions. On note X l’ensemble admissible de ce problème. On suppose une perturbation
linéaire des contraintes : on se donne un vecteur p = (pi)i∈E∪I ∈ Rm et on considère
le problème perturbé

(P p
EI)





min f(x)
cE(x) + pE = 0
cI(x) + pI 6 0.

On note Xp l’ensemble admissible de (P p
EI) et Xp

∗ son ensemble de solutions.
Ce cadre est assez général. Par exemple, on ne gagne rien en généralité en consi-

dérant une perturbation non linéaire du type




min f̃(x, p)
c̃E(x, p) = 0
c̃I(x, p) 6 0,

(on suppose que f̃(·, 0) ≡ f(·), c̃E(·, 0) ≡ cE(·) et c̃I(·, 0) ≡ cI(·)) puisque celle-ci peut
être obtenue à partir d’une perturbation linéaire d’une autre formulation de (PEI),
comme ci-dessous :





min f̃(x, y)
c̃E(x, y) = 0
c̃I(x, y) 6 0
y = 0

−→





min f̃(x, y)
c̃E(x, y) = 0
c̃I(x, y) 6 0
y = p.

Définition 4.71 On appelle fonction valeur associée au problème perturbé (P p
EI),

la fonction v : p ∈ Rm → R définie par

v(p) = inf
x∈Xp

f(x), (4.106)

où Xp est l’ensemble admissible de (P p
EI) :

Xp := {x ∈ E : cE(x) + pE = 0, cI(x) + pI 6 0}.
✷

La fonction valeur décrit donc comment varie la valeur optimale du critère lorsque p
varie. Elle jouera à nouveau un rôle dans la théorie de la dualité (chapitre 14). Cette
fonction peut prendre la valeur −∞ (problème (P p

EI) non borné) ou +∞ (par con-
vention si l’ensemble admissible Xp = ∅). Observons que la fonction valeur est aussi
la fonction marginale de la fonction ϕ : Rm × E→ R, définie en (p, x) ∈ R× E par

ϕ(p, x) = f(x) + IXp(x), (4.107)

où IXp désigne l’indicatrice de Xp.
Nous commencerons par établir deux résultats simples qui donnent une significa-

tion précieuse des multiplicateurs de Lagrange, objets pour l’instant relativement abs-
traits qui semblent ne servir qu’à l’écriture des conditions d’optimalité (section 4.6.1).
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Nous montrons ensuite comment on peut introduire des chemins à valeurs dans Xtp,
dont on contrôle soit la pente initiale soit la pente et la courbure initiales (sec-
tion 4.6.2). Ceux-ci sont alors utilisés pour montrer la continuité directionnelle de la
fonction valeur (section 4.6.3). Ces chemins sont aussi utiles pour étudier le comporte-
ment des suites convergentes de solutions des problèmes perturbés (section 4.6.4).

4.6.1 Interprétation marginaliste des multiplicateurs optimaux

Cette section rassemble des résultats donnant du sens aux multiplicateurs de La-
grange ou de Karush, Kuhn et Tucker. Le premier (proposition 4.72) est donné sous
des hypothèses un peu fortes qui portent sur la régularité de la solution primale-
duale de (P p

EI), qui est supposée dépendre univoquement de p. Le second résultat
(proposition 4.76) ne suppose ni la régularité des fonctions f et c, ni l’unicité des
solutions primales-duales ; le plus souvent, cependant, il requiert la convexité du prob-
lème (PEI).

Dans certaines circonstances de régularité que nous allons préciser, le multiplica-
teur de Lagrange λ∗ du problème d’optimisation (PEI) s’interprète comme le gradient
de la fonction valeur en p = 0. Autrement dit, (λ∗)i donne la variation de la valeur
optimale de la fonction coût lorsqu’on perturbe la i-ième contrainte tout en gardant
les autres contraintes. Ceci est illustré à la figure 4.9, pour un ensemble admissible

c2(·) = 0

c1(·) = 0

∇f(x̄)

x̄(p)

X

c1(·) + p1 = 0 (p1 > 0)

x̄

Fig. 4.9. Interpretation marginaliste des multiplicateurs optimaux

défini par deux contraintes d’inégalité : X = {x ∈ R2 : c1(x) 6 0, c2(x) 6 0}. Pour
une perturbation de la première contrainte p = (p1, 0), la solution de (P p

EI) pourraît
y évoluer comme la courbe en tirets p 7→ x̄(p) (ici non différentiable). Nous allons voir
que les multiplicateurs optimaux donnent la variation au premier ordre du coût f le
long de cette courbe en p = 0.

Le cas où (λ∗)i = 0 est éclairant. Il peut se produire :

si la contrainte est inactive : on savait déjà qu’alors le multiplicateur correspondant
est nul et on comprend bien qu’une petite perturbation de la contrainte n’aura
d’incidence ni sur la solution, ni sur la valeur optimale du critère ;

si la contrainte est active (absence de complémentarité stricte) : ici aussi, on savait
que l’on pouvait éliminer la contrainte sans remettre en cause l’optimalité au pre-
mier ordre de la solution (le couple (x∗, λ∗) reste solution du système d’optimalité
(4.33) modifié) et on apprend avec le résultat ci-dessous que, bien que la solution
du problème puisse être affectée par une perturbation de la i-ième contrainte, la
valeur optimale du critère ne varie pas au premier ordre.
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Cette interprétation du multiplicateur optimal est importante pour les applications.

Proposition 4.72 Supposons que le problème (PEI) ait une solution primale-
duale unique (x∗, λ∗) et que f et c soient différentiables en x∗. On considère le
problème perturbé (P p

EI) avec p = (0, . . . , 0, pi, 0, . . . , 0), pour un indice i ∈ E ∪ I,
et on suppose que pour tout pi voisin de 0, (P p

EI) a une solution primale-duale
unique (x̄(pi), λ̄(pi)) telle que pi 7→ x̄(pi) soit différentiable en 0, pi 7→ λ̄(pi) soit
continue en 0, x̄(0) = x∗ et λ̄(0) = λ∗. Alors,

(f ◦ x̄)′(0) = (λ∗)i.

Démonstration. On note comme d’habitude ℓ(x, λ) = f(x) + λTc(x) le lagrangien
du problème non perturbé (PEI) et on note p = (0, . . . , 0, pi, 0, . . . , 0) la perturbation
des contraintes considérée. En se rappelant que (λ∗)j = 0 si j ∈ I \ I0+∗ , on a

ℓ(x̄(pi), λ∗) = f(x̄(pi)) +
∑

j∈E∪I0+
∗

(λ∗)jcj(x̄(pi)).

Si j ∈ E, on a cj(x̄(pi)) = −pj . Si j ∈ I0+∗ , (λ∗)j > 0 et par continuité, (λ̄(pi))j > 0
pour une petite perturbation pi, si bien que par complémentarité on a aussi cj(x̄(pi)) =
−pj . Dès lors

ℓ(x̄(pi), λ∗) = f(x̄(pi))−
∑

j∈E∪I0+
∗

(λ∗)jpj = f(x̄(pi))− λT∗ p.

puisque (λ∗)j = 0 si j /∈ E ∪ I0+∗ . En utilisant le fait que ∇xℓ(x∗, λ∗) = 0, on obtient

(f ◦ x̄)′(0) = ∇xℓ(x∗, λ∗)
Tx̄′(0) + (λ∗)i = (λ∗)i. ✷

En général, les solutions de (P p
EI) ne peuvent pas s’exprimer comme fonction uni-

voque régulière du paramètre de perturbation p et la fonction valeur (4.106) peut
ne pas être différentiable en p = 0. Nous clarifions ci-dessous le lien entre les multi-
plicateurs optimaux et la fonciton valeur qui ne suppose pas la différentiabilité des
fonctions définissant (PEI), mais qui a besoin de la convexité de la fonction valeur.
Cette convexité est assurée si le problème est convexe (proposition 4.75), mais peut
l’être pour d’autres raisons. Dans ce cas, nous démontrons à la proposition 4.76 le ré-
sultat apothéotique selon lequel l’ensemble des multiplicateurs optimaux n’est autre
que ∂v(0), le sous-différentiel de la fonction valeur en zéro. Cette belle identité justi-
fierait à elle seule l’introduction de la notion de sous-différentiel.

Pour y arriver, il nous faut d’abord redéfinir ce que l’on entend par multiplicateur
optimal (de Lagrange ou de KKT) si l’on ne suppose pas que les fonctions f et c
sont différentiables. Les multiplicateurs optimaux ont en effet été jusqu’à présent
définis comme formant le vecteur λ∗ permettant d’écrire les conditions d’optimalité
de Karush, Kuhn et Tucker (4.33), dans lesquelles les dérivées des fonctions f et c
interviennent (dans le gradient du lagrangien essentiellement). Il sera utile d’introduire
l’ensemble
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Λ := {λ ∈ Rm : λI > 0}
dans lequel les mutiplicateurs optimaux résident. Le concept qui va nous permettre
ici de nous libérer du besoin de différentiabilité de f et c est celui de point-selle
(définition 3.81) du lagrangien ℓ de (PEI) sur Ω × Λ, où Ω est une partie de E,
c’est-à-dire de couple (x∗, λ∗) ∈ Ω × Λ tel que

∀ (x, λ) ∈ Ω × Λ : ℓ(x∗, λ) 6 ℓ(x∗, λ∗) 6 ℓ(x, λ∗). (4.108)

Cette notion est plus forte que la stationnarité, car elle exprime aussi la minimalité
globale sur Ω (voir la proposition 4.74 ci-dessous), mais elle ne requiert pas la dif-
ferentiabilité de f et c. Par ailleurs, l’utilisation de l’ensemble Ω permet d’obtenir
une certaine localisation de la minimalité en x. Nous reviendrons plus longuement sur
cette approche utilisant la notion de point-selle au chapitre 14 sur la dualité.

Commençons par établir une expression équivalente de l’inégalité de gauche dans
(4.108). Comme f(x∗) est présent dans les deux membres de cette inégalité, elle peut
aussi s’écrire λTc(x∗) 6 λT∗ c(x∗), qui est le point (i) de la proposition ci-dessous.

Proposition 4.73 (admissibilité et maximalité de ℓ(x∗, ·)) Soit (x∗, λ∗) ∈
E× Λ. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) λTc(x∗) 6 λT∗ c(x∗) pour tout λ ∈ Λ,
(ii) cE(x∗) = 0 et 0 6 (λ∗)I ⊥ cI(x∗) 6 0.

Démonstration. [(i) ⇒ (ii)] Pour obtenir l’admissibilité de x∗, on prend d’abord
λE = (λ∗)E + cE(x∗) et λI = (λ∗)I ∈ RmI

+ , qui montre que cE(x∗) = 0, et ensuite
λI = (λ∗)I + cI(x∗)+ ∈ RmI

+ , qui montre que cI(x∗)+ = 0 ou cI(x∗) 6 0. Pour obtenir
la complémentarité, on prend λI = 0, qui donne (λ∗)IcI(x∗) > 0, puis λI = 2(λ∗)I ,
qui donne (λ∗)IcI(x∗) 6 0 (on peut aussi utiliser le fait que (λ∗)I > 0 et cI(x∗) 6 0),
d’où l’égalité (λ∗)IcI(x∗) = 0.

[(ii) ⇒ (i)] Soit λ ∈ Λ. Comme cE(x∗) = 0 par (ii), il suffit de montrer que
λIcI(x∗) 6 (λ∗)IcI(x∗). Or (λ∗)IcI(x∗) = 0 par la complémentarité dans (ii) et
λIcI(x∗) 6 0 car λI > 0 pour des λ dans Λ et cI(x∗) 6 0 par (ii). ✷

Le résultat suivant montre que la « partie primale » x∗ d’un point-selle (x∗, λ∗) du
lagrangien de (PEI) sur Ω × Λ est un minimum de f sur X ∩ Ω (rappelons que X
désigne l’ensemble admissible de (PEI)). Ce résultat est à rapprocher de la condition
suffisante CS1 de la proposition 4.33, excepté qu’il n’y a ici aucune hypothèse de
différentiabilité ou de convexité. Il est parfois utilisé pour montrer qu’un point est
solution globale d’un problème d’optimisation (voir la démonstration du théorème 9.2
et l’exercice 14.11).

Proposition 4.74 (CS0 globale par point-selle) Soient X l’ensemble as-
missible de (PEI) et Ω ⊆ E. Si (x∗, λ∗) est un point-selle du lagrangien de (PEI)
sur Ω × Λ, alors x∗ minimise f sur X ∩Ω.

Démonstration. On utilise toutes les conditions exprimant que (x∗, λ∗) est un point-
selle du lagrangien sur Ω × Λ. Observons d’abors que x∗ ∈ X (proposition 4.73) et
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que x∗ ∈ Ω (par le fait même que (x∗, λ∗) est un point-selle sur Ω ×Λ). Maintenant,
si x ∈ X ∩Ω, on a :

f(x∗) = ℓ(x∗, λ∗) [cE(x∗) et (λ∗)TI cI(x∗) = 0 (proposition 4.73)]

6 ℓ(x, λ∗) [x∗ minimise ℓ(·, λ∗) sur Ω et x ∈ Ω]

= f(x) + (λ∗)
T

I cI(x) [cE(x) = 0]

6 f(x) [(λ∗)I > 0 (proposition 4.73) et cI(x) 6 0].

Ceci montre que x∗ minimise f sur X ∩Ω. ✷

Notre but à présent est d’analyser le sous-différentiel de la fonction valeur en zéro.
Celle dont nous parlons tient compte de la localisation par Ω. Nous la noterons

vΩ : p ∈ Rm → vΩ := inf
x∈E

(
f(x) + IXp∩Ω(x)

)
∈ R. (4.109)

C’est donc la fonction marginale de la fonction

ϕΩ : (p, x) ∈ Rm × E 7→ ϕΩ(p, x) := f(x) + IXp∩Ω(x), (4.110)

Pour que le concept de sous-différentiel ait un sens il faut que la fonction valeur soit
convexe. La proposition suivante montre qu’il en est bien ainsi si le problème (PEI)
est convexe au sens de la définition 4.26 et si Ω est convexe.

Proposition 4.75 (fonction valeur convexe) Si f et les {ci}i∈I sont con-
vexes, si cE est affine et si Ω est convexe, la fonction valeur vΩ définie par
(4.109) est convexe.

Démonstration. Comme fonction marginale de la fonction ϕΩ définie par (4.110), la
fonction valeur vΩ sera convexe si l’on montre que ϕΩ est convexe (proposition 3.35).
Le premier terme de la somme définissant ϕΩ étant convexe par hypothèse, il suffit de
s’intéresser au second terme et de montrer que pour x, x′ ∈ E, p, p′ ∈ Rm et t ∈ ]0, 1[,
on a

IX(1−t)p+tp′∩Ω((1−t)x+ tx′) 6 (1−t) IXp∩Ω(x) + t IXp′∩Ω(x
′),

ou encore que

x ∈ Xp ∩Ω et x′ ∈ Xp′ ∩Ω =⇒ (1−t)x + tx′ ∈ X(1−t)p+tp′ ∩Ω.

Clairement (1−t)x+ tx′ ∈ Ω par convexité de Ω. Par ailleurs, si x ∈ Xp et x′ ∈ Xp′

,
on a

cE(x) + pE = 0, cE(x
′) + p′E = 0, cI(x) + pI 6 0 et cI(x

′) + p′I 6 0.

En utilisant l’affinité de cE et la convexité des ci (i ∈ I), on trouve

cE((1−t)x+ tx′) + (1−t)pE + tp′E = 0 et cI((1−t)x + tx′) + (1−t)pI + tp′I 6 0,

ce qui montre l’implication ci-dessus. ✷
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Venons-en maintenant au résultat décrivant ∂vΩ(0) comme l’ensemble des mul-
tiplicateurs optimaux. Le résultat ne suppose pas la convexité du problème (PEI),
ni celle de Ω, mais requiert que vΩ soir convexe. On rappelle que X est l’ensemble
admissible de (PEI).

Proposition 4.76 (sous-différentiel de vΩ en 0) Soient Ω ⊆ E et x∗ est un
minimiseur de f sur X ∩ Ω. On suppose que la fonction valeur vΩ déinie par
(4.109) est dans Conv(Rm). Alors

∂vΩ(0) = {λ∗ : (x∗, λ∗) est point-selle de ℓ sur Ω × Λ}.

En particulier, ∂vΩ(0) 6= ∅ si, et seulement si, il existe un multiplicateur λ∗ tel
que (x∗, λ∗) soit point-selle de ℓ sur Ω × Λ.

Démonstration. Comme vΩ est la fonction marginale de la fonction ϕΩ définie
en (4.110), la proposition 3.75 nous apprend que

λ∗ ∈ ∂vΩ(0) ⇐⇒ (λ∗, 0) ∈ ∂ϕΩ(0, x∗)

⇐⇒ ϕΩ(p, x) > ϕΩ(0, x∗) + λT∗p, ∀p ∈ Rm, ∀x ∈ E

⇐⇒ f(x) > f(x∗) + λT∗ p, ∀p ∈ Rm, ∀x ∈ Xp ∩Ω. (4.111)

Il reste à montrer que cette dernière condition (4.111) est équivalente au fait que
(x∗, λ∗) est un point-selle de ℓ sur Ω × Λ.

Supposons que (4.111) ait lieu. On peut prendre dans (4.111), x ∈ Ω et p = −c(x),
ce qui donne (pour obtenir la seconde inégalité, on prend x = x∗)

ℓ(x, λ∗) > f(x∗) et λT∗ c(x∗) > 0. (4.112)

On peut aussi prendre dans (4.111), p = c(x∗) et x = x∗, ce qui donne

0 > λT∗ c(x∗). (4.113)

Conclusion : pour tout x ∈ Ω et tout λ ∈ Λ, on a

ℓ(x∗, λ) 6 f(x∗) [λTc(x∗) 6 0, car x∗ ∈ X et λ ∈ Λ]
= ℓ(x∗, λ∗) [λT∗ c(x∗) = 0 par (4.112) et (4.113)]

6 ℓ(x, λ∗) [(4.112)].

Inversement, supposons que (x∗, λ∗) soit un point-selle de ℓ sur Ω×Λ. Alors pour
tout x ∈ Ω :

f(x∗) = ℓ(x∗, λ∗) [λT∗ c(x∗) = 0 par la proposition 4.73]

6 ℓ(x, λ∗) [x∗ ∈ argmin{ℓ(x, λ∗) : x ∈ Ω}]
= f(x) + λT∗ c(x).

Soient p ∈ Rm et x ∈ Xp∩Ω. On a (λ∗)TEcE(x) = −(λ∗)TEpE et (λ∗)TI cI(x) 6 −(λ∗)TI pI
(car (λ∗)I > 0 lorsque λ∗ ∈ Λ). Dès lors λT∗ c(x) 6 −λT∗p et les membres extrêmes de
la relation ci-dessus conduisent à (4.111). ✷
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Terminons cette section par un résultat assurant la non vacuité de ∂v(0), ce qui,
par la proposition 4.76, revient à affirmer l’existence d’un point-selle (x∗, λ∗) de ℓ
sur Rn × Λ. Il s’agit donc de conditions nécessaires d’optimalité du type de celles
conduisant au système d’optimalité de Karush, Kuhn et Tucker (4.33). Comme dans
le cas différentiable, l’existence de multiplicateurs optimaux n’est garantie que sous
une condition de qualification de contrainte. Nous ferons l’hypothèse de Slater, dans
une version moins restrictive que (QC-S) : on ne suppose pas la différentiabilité des
contraintes d’inégalité.

Théorème 4.77 (CN0 pour problèmes convexes) Supposons que f et les
{ci}i∈I soient convexes et que cE soit affine. On accepte un critère f : E →
R ∪ {+∞} prenant la valeur +∞, pour autant que son domaine soit non vide.
On suppose que les contraintes sont qualifiées au sens de Slater : c′E est surjective,
il existe x̂ ∈ (dom f)−◦ tel que cI(x̂) < 0 et c est continue en x̂. Si x∗ est solution
de (PEI), alors v est localement lipschitzienne dans un voisinage de 0 et il existe
un λ∗ ∈ Rm tel que (x∗, λ∗) soit un point-selle de ℓ sur Rn × Λ.

Démonstration. D’après la proposition 4.76, il suffit de montrer que ∂v(0) 6= ∅.
D’après la proposition 3.62, cette propriété de non vacuité sera vérifiée si v ∈
Conv(Rm) et 0 ∈ (dom v)−◦. On sait que v est convexe par la proposition 4.75. D’autre
part v(0) = f(x∗) ∈ R, donc 0 ∈ dom v 6= ∅. En montrant que 0 ∈ (dom v)−◦, on as-
sure du même coup que v est propre (exercice 3.3) et que ∂v(0) 6= ∅. Soit p voisin
de 0 ∈ Rm. Alors, du fait de la surjectivité de AE := c′E , h := −AT

E(AEA
T

E)
−1pE est

voisin de 0 ∈ E et cE(x̂+ h) + pE = 0 ; d’autre part, grâce à la continuité de cI et au
fait que cI(x̂) < 0, on a cI(x̂ + h) + pI 6 0. On en déduit que x̂ + h est admissible
pour (P p

EI), si bien que v(p) 6 f(x̂+ h) < +∞ (x̂ ∈ (dom f)−◦).
On notera que v est localement lipschitzienne dans un voisinage de 0 en utilisant le

lemme 3.13, qui s’applique puisque v a une minorante affine (proposition 3.7) et que
l’on vient de montrer qu’elle est bornée supérieurement dans un voisinage de 0. ✷

L’exercice 4.24 examine l’allure de la fonction valeur d’un problème sans qualifi-
cation de contraintes, dans une situation semblable à celle illustrée par le dessin de
gauche à la figure 4.5. La fonction valeur est sous-différentiable en zéro si et seulement
si le gradient est dans l’espace vectoriel de dimension un engendré par les gradients
des contraintes, qui sont colinéaires.

4.6.2 Construction de chemins réguliers dans l’ensemble perturbé

L’utilisation de chemins à valeur dans X a été utile dans l’analyse des conditions
du premier ordre (proposition 4.14) et du second ordre (lemme 4.47). Il en est de
même ici.

Soit p ∈ Rm une perturbation. Nous allons montrer comment on peut construire
un chemin ξ : t 7→ ξ(t) passant par x ∈ X en t = 0 et tel que ξ(t) ∈ Xtp pour
t > 0 petit (donc ξ(t) n’est plus nécessairement dans X). Dans un premier temps, on
ne contrôle que par la dérivée première ξ′(0) = d de ξ en 0 (proposition 4.78). On
verra quelles sont les conditions que d ∈ E doit vérifier pour que cela soit possible.
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On s’intéresse ensuite à la construction d’un chemin ξ : t 7→ ξ(t) dont on contrôle les
dérivées première ξ′(0) = d ∈ E et seconde ξ′′(0) = h ∈ E en t = 0 (proposition 4.79).
Nous verrons que d et h doivent vérifier certaines conditions pour qu’un tel chemin
puisse être tracé.

Intéressons-nous donc d’abord à la construction de ξ : t 7→ ξ(t), dont la dérivée
ξ′(0) = d en l’origine est donnée. La direction d ∈ E ne peut pas être choisie de
manière arbitraire. D’une part, on doit avoir cE(ξ(t)) + tpE = 0, pour tout |t| petit,
si bien qu’en dérivant cette identité en t = 0, on voit que d doit vérifier

c′E(x) · d+ pE = 0. (4.114)

D’autre part, pour i ∈ I, il faut que l’on ait ci(ξ(t)) + tpi 6 0, pour tout t > 0
petit. Si cI ◦ ξ est continue en x, cette inégalité sera certainement vérifiée pour les
indices i ∈ I \ I0x , car pour ceux-ci ci(x) < 0. Pour i ∈ I0x, on a en supposant ci et ξ
différentiable en x et en 0 respectivement :

ci(ξ(t)) + tpi = t(c′i(x) · d+ pi) + o(t).

Si on se limite à ce développement au premier ordre, il ne suffit pas d’imposer que
c′i(x) ·d+pi 6 0 pour assurer la négativité de ci(ξ(t))+tpi. C’est pourquoi on choisit d
tel que

c′I0
x
(x) · d+ pI0

x
6 −ǫ, (4.115)

où ǫ > 0 est fixé. Remarquons que, pour p ∈ Rm donné, on peut toujours trouver
une direction d ∈ E vérifiant (4.114) et (4.115) lorsque les conditions de Mangasarian-
Fromovitz ont lieu en x (proposition 4.42).

Proposition 4.78 Soient x un point admissible pour (PEI), p ∈ Rm une per-
turbation et ǫ > 0. On suppose que cE est C1 dans un voisinage de x, que cI0

x
est

dérivable en x et que cI\I0
x

est continue en x. On suppose également que les con-
ditions de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) ont lieu en x et donc que l’on peut
se fixer d ∈ E vérifiant (4.114) et (4.115). Alors il existe un chemin t 7→ ξ(t) ∈ E
de classe C1, défini pour |t| suffisamment petit, tel que l’on ait

ξ(0) = x, ξ′(0) = d et ξ(t) ∈ Xtp, pour t > 0 petit.

Démonstration. On s’y prend comme dans la proposition 4.14. D’après (QC-MF),
c′E(x) est surjective et on peut donc trouver une matrice Z, de type (n −mE) × n,
telle que (

c′E(x)
Z

)
soit inversible.

On considère l’application F : E× R→ E définie par

F (ξ, t) =

(
cE(ξ) + tpE
Z(ξ − x− td)

)
.

Cette fonction est de classe C1 dans un voisinage de (x, 0) et F ′
ξ(x, 0) est la ma-

trice inversible ci-dessus. On peut alors appliquer le théorème des fonctions implicites
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(théorème C.14) : il existe une fonction t ∈ R 7→ ξ(t) ∈ E définie dans un voisinage de
0, de classe C1, telle que F (ξ(t), t) = 0 pour tout |t| petit et ξ(0) = x. En dérivant
F (ξ(t), t) = 0 en t = 0, on trouve grâce à (4.114)

(
c′E(x)
Z

)
ξ′(0) =

(
−pE
Zd

)
=

(
c′E(x)
Z

)
d.

On en déduit que ξ′(0) = d.
Il reste à montrer que ξ(t) ∈ Xtp pour t > 0 petit. On a clairement cE(ξ(t))+tpE =

0 pour tout |t| petit. Pour i ∈ I \ I0x, on a ci(x) < 0 et donc ci(ξ(t)) + tpi 6 0 pour
tout |t| petit, grâce à la continuité de ci et de ξ. Pour les indices i ∈ I0x, on a grâce à
la différentiabilité de ci en x et à (4.115) :

ci(ξ(t)) + tpi = t(c′i(x) · d+ pi) + o(t) 6 −ǫt+ o(t) 6 0,

pour t > 0 petit. ✷

Ce résultat a la conséquence importante suivante : pourvu que c soit régulière et
que les conditions de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) aient lieu en x ∈ X , l’ensemble
perturbé Xtp est non vide si t > 0 est suffisamment petit :

∀p ∈ Rm, ∃ t̄ > 0, ∀t ∈ [0, t̄] : Xtp 6= ∅.

Il s’agit d’une propriété de stabilité de l’ensemble admissible de (PEI) sous l’effet de
perturbations.

Voyons maintenant comment construire ξ : t 7→ ξ(t) à valeurs dans Xtp, dont
les dérivées première ξ′(0) = d et seconde ξ′′(0) = h sont données. Les conditions à
remplir sont donc

ξ(0) = x, ξ′(0) = d, ξ′′(0) = h, ξ(t) ∈ Xtp, pour t > 0 petit. (4.116)

Nous suivons de près la démarche utilisée dans la démonstration du lemme 4.47.
Comme ci-dessus, les directions d et h ∈ E ne peuvent pas être arbitraires. D’une
part, on doit avoir cE(ξ(t)) + tpE = 0, pour tout |t| petit. En dérivant une première
fois, puis une seconde fois cette relation en t = 0, on voit qu’il faut que

c′E(x) · d+ pE = 0 (4.117)

et
c′′E(x) · d2 + c′E(x) · h = 0. (4.118)

Réaliser co(ξ(t))+ tpi 6 0 ne pose pas de difficultés pour les indices i ∈ I \ I0x, pourvu
que ci ◦ ξ soit continue en 0. Pour les indices i ∈ I0x, on a ci(x) = 0 et donc

ci(ξ(t)) + tpi = t(c′i(x) · d+ pi) +
t2

2

(
c′′i (x) · d2 + c′i(x) · h

)
+ o(t2)

qui est négatif si
c′I0

x
(x∗) · d+ pI0

x
6 0 (4.119)

et
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c′′I0
x
(x) · d2 + c′I0

x
(x) · h 6 −ǫ, (4.120)

où ǫ > 0 est fixé. Notons que (4.117)-(4.120) peuvent être vérifiées par des directions d
et h, dès lors que les conditions de qualification de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF)
ont lieu en x : on choisit d’abord d vérifiant (4.117) et (4.119), puis h vérifiant (4.118)
et (4.120).

Proposition 4.79 Soient x un point admissible pour (PEI), p ∈ Rm une per-
turbation et ǫ > 0. On suppose que cE est C2 dans un voisinage de x, que cI0

x

est deux fois dérivable en x et que cI\I0
x

est continue en x. On suppose également
que les conditions de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) ont lieu en x et donc que
l’on peut trouver d et h ∈ E vérifiant (4.117), (4.118), (4.119) et (4.120). Alors
il existe un chemin t 7→ ξ(t) ∈ E de classe C2, défini pour |t| suffisamment petit,
tel que l’on ait (4.116).

Démonstration. La technique de démonstration est semblable à celle utilisée dans
la démonstration du lemme 4.47. Soit AE := c′E(x) la matrice jacobienne de cE en x.
Celle-ci étant surjective, on peut trouver une matrice Z, (n−mE)× n, telle que

(
AE

Z

)
soit inversible.

Considérons alors la fonction F : E× R→ E définie par

F (ξ, t) =

(
cE(ξ) + tpE

Z(ξ − x− td− t2

2 h)

)
.

Elle est C2 dans un voisinage de (x, 0), F (x, 0) = 0 et F ′
ξ(x, 0) est inversible. Par le

théorème des fonctions implicites (théorème C.14), il existe alors une fonction t 7→ ξ(t),
définie pour |t| petit, de classe C2, telle que F (ξ(t), t) = 0 pour tout |t| petit et
ξ(0) = x. En dérivant une première fois F (ξ(t), t) = 0 en t = 0, on trouve grâce
(4.117) (

AE

Z

)
ξ′(0) =

(
−pE
Zd

)
=

(
AE

Z

)
d.

Donc ξ′(0) = d. En dérivant deux fois F (ξ(t), t) = 0 en t = 0, on trouve grâce à
(4.118) (

AE

Z

)
ξ′′(0) =

(
−c′′E(x) · d2

Zh

)
=

(
AE

Z

)
h.

Donc ξ′′(0) = h. Enfin, en suivant le raisonnement fait avant l’énoncé de la proposition,
ξ(t) ∈ Xtp pour t > 0 petit, grâce au choix de d et h vérifiant (4.119) et (4.120). ✷

4.6.3 Continuité directionnelle de la fonction valeur

Nous allons donner des hypothèses assurant la continuité de t ∈ R+ 7→ v(tp)
lorsque t ↓ 0, pour une perturbation p donnée. Il s’agit donc d’une propriété de
continuité directionnelle.
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Proposition 4.80 Soit x∗ une solution de (PEI). On suppose que cE est C1

dans un voisinage de x∗, que cI0
∗

est dérivable en x∗, que cI\I0
∗

est continue en
x∗ et que f est continue sur X. On suppose également que les conditions de
Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) ont lieu en x∗. On se donne p ∈ Rm et on
suppose que

il existe r > 0, tel que pour tout |t| petit, ∅ 6= Xtp
∗ ⊆ B(0, r). (4.121)

Alors t 7→ v(tp) est continue à droite en 0.

Démonstration. Soient ǫ > 0 et d ∈ E vérifiant (4.114) et (4.115). Par la propo-
sition 4.78, on peut construire un chemin t 7→ ξ(t), tel que ξ(0) = x∗ et ξ(t) ∈ Xtp

pour tout t > 0 petit. Sans utiliser (4.121), on a déjà

lim sup
t↓0

v(tp) 6 lim sup
t↓0

f(ξ(t)) = lim
t↓0

f(ξ(t)) = f(x∗) = v(0).

Montrons à présent que lim inft↓0 v(tp) > v(0). On peut trouver une suite {tk} ⊆
R++ telle que tk ↓ 0 et

lim inf
t↓0

v(tp) = lim
k→∞

v(tkp).

Par (4.121), on a un point x̄k ∈ Xtkp∗ tel que v(tkp) = f(x̄k). De plus {x̄k} ⊆ B(0, r)
est bornée et on peut donc en extraire une sous-suite convergente, disons x̄k → x̄.
En passant à la limite dans les équations définissant Xtkp, on voit que x̄ ∈ X . Par
continuité de f , on a pour des sous-suites d’indices k :

lim inf
t↓0

v(tq) = lim
k→∞

f(x̄k) = f(x̄) > v(0).

On a v(0) 6 lim inf t↓0 v(tq) 6 lim supt↓0 v(tq) 6 v(0) ; d’où le résultat. ✷

4.6.4 Étude des sous-suites convergentes de solutions

Considérons une suite de solutions {x̄k} de (P tkp
EI ) qui converge vers une solution

x∗ de (PEI), lorsque tk ↓ 0 (on a vu dans la proposition 4.80 que, sous l’hypothèse
(4.121), {x̄k} a des sous-suites qui convergent vers des solutions de (PEI)). Dans cette
section, nous allons montrer des estimations du type

x̄k − x∗ = O(
√
tk) ou x̄k − x∗ = O(tk).

Il faudra des hypothèses plus fortes pour avoir la seconde estimation (c’est bien
normal). Les points d’adhérence de {(x̄k − x∗)/

√
tk} seront des directions critiques

(proposition 4.82), ceux de {(x̄k − x∗)/tk} seront un peu plus complexes à décrire
(proposition 4.83).

Voici une illustration de la proposition 4.82 qui concerne l’estimation en O(
√
tk).
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Exemple 4.81 On considère le problème dans R2 perturbé par tk(0, 2) ∈ R2, avec
tk ↓ 0 : 




min x2
x2 > x21
x2 > −x21 + 2tk.

Clairement x∗ = 0 et x̄k = (±√tk, tk), si bien que x̄k − x∗ = O(
√
tk) seulement. On

a aussi (x̄k − x∗)/
√
tk → (±1, 0) qui sont des directions critiques.

Si au lieu de prendre x21 dans les contraintes ci-dessus, on prenait |x1|a, avec a > 0,
ont aurait x̄k = (± a

√
tk, tk) et x̄k−x∗ = O( a

√
tk). Si a > 2, ces estimations sont moins

bonnes. Si a < 2, elles sont meilleures, mais les contraintes ne sont plus de classe C2.
On voit donc que l’hypothèse de régularité de c faite dans la proposition ci-dessous
affaiblit le résultat, mais elle est nécessaire car les conditions de d’optimalité du second
ordre sont utilisées dans la démonstration. ✷

Proposition 4.82 On se donne p ∈ Rm et une suite {tk} ⊆ R++ qui converge
vers 0 lorsque k → ∞. Pour tout k, on suppose que l’on a une solution x̄k de
(P tkp

EI ) et que {x̄k} converge vers une solution x∗ de (PEI) lorsque k → ∞. On
suppose également que cE est C1 dans un voisinage de x∗ et deux fois dérivable
en x∗, que f et cI0

∗
sont dérivables dans un voisinage de x∗ et deux fois dérivable

en x∗ et que cI\I0
∗

est continue en x∗. On suppose enfin que les conditions de
Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) ont lieu en x∗, ainsi que la condition suffisante
d’optimalité du second ordre faible (4.59). Alors la suite {(x̄k − x∗)/

√
tk} est

bornée et ses points d’adhérence sont des directions critiques.

Démonstration. On ne s’intéresse ci-dessous qu’à la sous-suite des x̄k différents
de x∗. S’il n’y a pas de telle sous-suite, le résultat est trivial.

Soient ǫ > 0, d ∈ E vérifiant (4.114) et (4.115) en x = x∗, et t 7→ ξ(t) le chemin
donné par la proposition 4.78. On a f(x̄k) 6 f(ξ(tk)) et comme (f ◦ ξ)(tk) est dif-
férentiable en 0, il existe une constante C1 > 0 telle que

f(x̄k) 6 f(x∗) + C1tk. (4.122)

En développant f(x̄k) autour de x∗, cette inégalité devient

f ′(x∗) · (x̄k − x∗) + o(‖x̄k − x∗‖) 6 C1tk. (4.123)

Faisons également un développement au premier ordre de c(x̄k) autour de x∗. Les
contraintes de (P tkp

EI ) donnent alors :

c′i(x∗) · (x̄k − x∗) + o(‖x̄k − x∗‖)
{

= −tkpi, si i ∈ E
6 −tkpi, si i ∈ I0∗ .

(4.124)

Montrons à présent que {(x̄k−x∗)/
√
tk} est bornée. Si ce n’est pas le cas, on peut

trouver une sous-suite d’indices k telle que ‖x̄k−x∗‖/
√
tk →∞ et (x̄k−x∗)/‖x̄k−x∗‖

→ u ∈ E (on se rappelle que x̄k 6= x∗). En divisant (4.123) et (4.124) par ‖x̄k − x∗‖
et en passant à la limite, on voit que u est une direction critique. Montrons que cela
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contredit la CS2 faible (4.59). Soit λ∗ le multiplicateur de Lagrange associé à d = u
dans (4.59). On note ℓ est lagrangien du problème (PEI) et L∗ = ∇2

xxℓ(x∗, λ∗) sa
hessienne par rapport à x (pour le produit scalaire euclidien). On a

f(x̄k) = ℓ(x̄k, λ∗)−
∑

i∈E∪I

(λ∗)ici(x̄k).

Comme cE(x̄k) = −tkpE, cI(x̄k) 6 −tkpI et (λ∗)I > 0, la somme dans le second
membre de cette égalité est 6 −tkλT∗ p. Ensuite, en développant ℓ(x̄k, λ∗) autour de
x∗ au premier ordre et en utilisant ℓ(x∗, λ∗) = f(x∗) et ∇xℓ(x∗, λ∗) = 0, on trouve

f(x̄k) > f(x∗) + tkλ
T

∗ p+
1

2
(x̄k − x∗)TL∗(x̄k − x∗) + o(‖x̄k − x∗‖2). (4.125)

Avec (4.122), on obtient pour une constante C2 > 0

(x̄k − x∗)TL∗(x̄k − x∗) 6 C2tk + o(‖x̄k − x∗‖2). (4.126)

En divisant par ‖x̄k − x∗‖2 et en passant à la limite, on obtient uTL∗u 6 0, ce qui
contredit la CS2 (4.59), puisque u 6= 0.

Soit alors d̄ un point d’adhérence de la suite bornée {(x̄k − x∗)/
√
tk}. On divise

cette fois (4.123) et (4.124) par
√
tk et on passe à la limite dans ces équations en

tenant compte de ce que

o(‖x̄k − x∗‖)√
tk

=
o(‖x̄k − x∗‖)
‖x̄k − x∗‖

‖x̄k − x∗‖√
tk

→ 0.

On voit que d̄ est une direction critique. ✷

Si l’on essaye de suivre la même démonstration que ci-dessus pour étudier la suite
{(x̄k−x∗)/tk}, on voit qu’on peut la mener jusqu’à l’estimation (4.126), où il faudrait
que C2 soit nul. La difficulté vient de ce que la constante C1 dans (4.122) peut être
supérieure à λT∗ p. On surmonte cette difficulté en donnant une estimation plus précise
de la constante C1 dans (4.122) et en choisissant λ∗ non plus en fonction de u, mais
en fonction de p. Il faut alors que les conditions suffisantes du second ordre fortes
(4.63) aient lieu pour que l’on puisse conclure.

Proposition 4.83 On se donne p ∈ Rm et une suite {tk} ⊆ R++ qui converge
vers 0 lorsque k → ∞. Pour tout k, on suppose que l’on a une solution x̄k de
(P tkp

EI ) et que {x̄k} converge vers une solution x∗ de (PEI) lorsque k → ∞. On
suppose également que cE est C2 dans un voisinage de x∗, que f et cI0

∗
sont dériv-

ables dans un voisinage de x∗ et deux fois dérivable en x∗ et que cI\I0
∗

est continue
en x∗. On suppose enfin que les conditions de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF)
ont lieu en x∗, ainsi que la condition suffisante d’optimalité du second ordre forte
(4.63). Alors la suite {(x̄k − x∗)/tk} est bornée et ses points d’adhérence sont
solutions du problème
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min
d∈E

(
max
λ∗∈Λ∗

〈L∗d, d〉
)

∇f(x∗)Td = max
λ∗∈Λ∗

λT∗p

c′E(x∗) · d+ pE = 0

c′I0
∗
(x∗) · d+ pI0

∗
6 0.

(4.127)

Notes

La condition d’optimalité (4.15) des problèmes sans contrainte est parfois appelée
équation de Fermat pour rappeler une condition similaire trouvée, dans le cas d’un
polynôme réel d’une variable réelle, par Pierre de Fermat. Cette découverte, dont il
est fait allusion dans l’épigraphe de ce chapitre, daterait de 1629, c’est-à-dire environ
quarante ans avant l’invention officielle du calcul différentiel par Newton et Leibniz !
Elle ne fut pleinement exposée qu’en 1638 dans une lettre à Roberval. Johannes Kepler
avait déjà exprimé cela de manière qualitative en 1615 dans sa Nouvelle stéréométrie
des tonneaux de vins, en observant qu’une fonction réelle varie très peu au voisinage
d’un maximum. Ceci lui permit de résoudre quelques problèmes d’extrémum comme
celui du plus grand cylindre inscrit dans une sphère. L’emploi explicite de la dérivée
dans ces problèmes est dû à Leibniz (1684)1, qui utilise déjà les dérivées secondes pour
distinguer les minima des maxima. La généralisation au cas des fonctions de deux
variables est due à Euler. Celui-ci utilise cette condition en Calcul des Variations, où
elle porte le nom d’équation d’Euler ou d’Euler-Lagrange. [87, 6, 413]

La célèbre méthode des multiplicateurs (théorème 4.17) est attribuée à Lagrange
qui l’énonça dans sa Méchanique analytique [372 ; 1788, pages 77-112]. On en trouve
toutefois déjà des traces dans des travaux d’Euler sur les problèmes isopérimétriques
(1744). Lagrange utilisa d’abord cette méthode pour résoudre un problème de calcul
des variations sous contraintes, en dimension infinie donc ! Neuf ans plus tard, dans
sa Théorie des fonctions analytiques (1797), il applique cette méthode aux problèmes
de dimension finie sous contraintes d’égalité de la forme (PE). [87, 6]

L’étude des problèmes avec contraintes d’inégalité de la forme (PEI) est beau-
coup plus récente [1, 207]. La condition nécessaire d’optimalité du premier ordre
∇f(x∗) ∈ (Tx∗ X)+ du théorème 4.6 pour un ensemble admissible X général, qui
nous a servi de point de départ pour établir les conditions d’optimalité du premier or-
dre de problèmes structurés, était déjà exprimée ainsi par Peano [477, 478] dès 1887,
puis par Kantorovitch [344] en 1940, mais ce résultat est passé inaperçu ou a été
oublié [485, 172]. La définition 4.30 de condition de qualification des contraintes est

1 Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, qua nec irrationales quan-
titates moratur. C’est aussi dans cet ouvrage que Leibniz donne pour la première fois
les formules bien connues de dérivation d’un produit, d’un quotient et d’une puissance
entière.
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parfois associée au nom d’Abadie [208]. Les conditions nécessaires d’optimalité (4.33)
ont longtemps été attribuées à Kuhn et Tucker [369 ; 1951]. Après bien des années, on
constata que ces conditions avaient déjà été données par Karush [347 ; 1939] dans une
thèse qui ne fut jamais publiée, mais qui est décrite dans le compte rendu historique
de Kuhn [368]. Une approche différente conduisant au même résultat a été suivie par
John [338 ; 1948], également avant les travaux de Kuhn et Tucker. C’est aussi ce point
de vue qu’ont pris Mangasarian et Fromovitz [405 ; 1967] pour introduire la condi-
tion de qualification (QC-MF) qui porte leur nom. Les conditions de qualification de
Slater (QC-S) ont été introduites dans [555 ; 1950]. Sur ces sujets, on lira avec profit
la revue de Rockafellar [526 ; 1993] sur les conditions du premier ordre et le petit livre
didactique d’Hiriart-Urruty [315]. La monographie de Gauvin [232] est vivifiante, avec
une approche qui demande une bonne maîtrise de l’optimisation linéaire. Il donne les
conditions nécessaires du second ordre les plus fines, celles des théorèmes 4.48 et 4.49.

Pour obtenir les conditions d’optimalité des problèmes avec contraintes générales
de la section 4.5, nous nous sommes mis comme contrainte de garder l’esprit de la
démarche suivie pour l’obtention des conditions d’optimalité des problèmes qui précè-
dent, celle faisant usage du lemme de Farkas. La condition générale de qualification
de contrainte de la définition 4.54 s’impose alors naturellement et les conditions du
premier ordre en découlent aisément (cette qualification de contrainte se retrouve
chez Guignard [294 ; 1969]). La borne d’erreur de Robinson [513] (section 4.5.2) a été
obtenue en suivant Bonnans et Shapiro [74 ; 2000] pour le théorème 4.63 (en appor-
tant les simplifications permises par la dimension finie des espaces sous-jacents) et
Cominetti [133 ; 1990] pour le lemme 4.66 de Lyusternik et la proposition 4.67 sur la
diffusion de la régularité métrique. Ces deux sources contiennent beaucoup d’autres
références sur l’origine de ces résultats. La démonstration de la proposition 4.69 a
bénéficié de la lecture de [645, 74].

L’étude de l’effet de perturbations sur des problèmes d’optimisation, abordée à la
section 4.6, est d’une importance considérable et ne cesse d’être le sujet de publications
dans des situations les plus variées. La présentation qui en est donnée s’inspire de [232].
On trouvera un approfondissement de ces questions dans les ouvrages de Levitin [390 ;
1994] et de Bonnans et Shapiro [74 ; 2000], ainsi que chez Rockafellar [525 ; 1981] et
beaucoup d’autres.

La théorie en dimension infinie est présentée par Ekeland et Temam [191 ; 1974],
Barbu et Precupanu [36 ; 1975], Aubin et Ekeland [25 ; 1984], Bonnans et Shapiro [74 ;
2000], Mordukhovich [436 ; 2006] et Ito et Kunisch [328 ; 2008].

Exercices

4.1. Propriétés du cône tangent. Soient {Xi}i∈I une famille de parties d’un espace vecto-
riel E et x ∈ E. Alors
1) Tx(∩i∈IXi) ⊆ ∩i∈I(TxXi),
2) Tx(∪i∈IXi) ⊇ ∪i∈I(TxXi), avec égalité si I est fini,
3) T(x,y)(X × Y ) ⊆ (TxX) × (Ty Y ), si X (resp. Y ) est une partie d’un espace

vectoriel E (resp. F), avec égalité si X et Y sont convexes.
Montrez par des contre-exemples que l’on n’a pas nécessairement égalité au point 1,
ni au point 2 si I est infini dénombrable.
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4.2. Cônes tangent et normal à un convexe. Lorsque C est un convexe fermé et x ∈ C, les
définitions de cône tangent données aux sections 2.5.6 et 4.1.1 coïncident. De même,
les définitions de cône normal données aux sections 2.5.2 et 4.1.1 coïncident.

4.3. Transport affine des cônes tangent et normal à un convexe. Soient E et F deux
espaces vectoriels et a : E → F : x 7→ Ax + b une application affine (A : E → F est
linéaire et b ∈ F). On désigne par f−1(P ) l’image réciproque d’un ensemble P par
une application f .
1) Si C est un convexe de E et si x ∈ C, alors

Ta(x) a(C) = A(TxC). (4.128)

2) Si C est un convexe de F et si x ∈ a−1(C), alors

Tx(a
−1(C)) = A−1(Ta(x)[C ∩R(a)]). (4.129)

On suppose à présent que E et F sont des espaces euclidiens et on note A∗ l’adjoint
de A.
3) Si C est un convexe de E et si x ∈ C, alors

Na(x)a(C) = (A∗)−1(NxC). (4.130)

4) Si C est un convexe de F et si x ∈ a−1(C), alors

Nx(a
−1(C)) = A∗(Na(x)[C ∩R(a)]). (4.131)

En particulier, l’ensemble A∗(Na(x)[C ∩ R(a)]) est fermé.

4.4. CS2 diffuse pour problèmes sans contrainte. Considérons le problème sans contrainte
(4.14). Supposons que f soit deux fois différentiable dans un voisinage de x∗ ∈ E, que
f ′(x∗) = 0 et que f ′′(x) · h2 > 0 pour tout h ∈ E et tout x dans un voisinage de x∗.
Montrez qu’alors x∗ est un minimum local de f . Montrez par un contre-exemple que
la réciproque est fausse.

4.5. CS2 pour un maximum sans contrainte. Supposons que f : E → R soit C1 dans un
voisinage d’un point x∗ ∈ E et deux fois dérivable en x∗. Supposons également que
∇f(x∗) = 0 et que ∇2f(x∗) soit définie négative. Alors x∗ est un maximum local
strict de f .
Remarque. Il y a des CN2 analogues.

4.6. Optimisation quadratique sans contrainte. Soient A ∈ Sn et b ∈ Rn. On considère le
problème min{f(x) : x ∈ Rn}, où f(x) = 1

2
xTAx+ bTx.

1) Montrez que, si A ≻ 0, le problème a une solution unique.
2) Montrez que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) le problème a une solution,
(b) A < 0 et b ∈ R(A),
(c) f est bornée inférieurement,

et que dans ce cas, l’ensemble des solutions est de la forme x0+N (A), où x0 est
une solution particulière du problème, et la valeur optimale vaut −bTA†b, où A†

est le pseudo-inverse de A.
Remarque : ce résultat ne peut s’étendre à des polynômes de degré strictement
supérieur à 2 ; par exemple, le polynôme quartique x ∈ R2 7→ x2

1+(1−x1x2)
2 est

strictement positif sur R2 ; il n’atteint donc pas sa borne inférieure qui est nulle
(on l’approche en prenant x1 → 0, x1 6= 0 et x2 = 1/x1) [221 ; 1956, annexe (i)].
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3) Montrez que la valeur optimale du problème est donnée par

inf
x∈Rn

(
1

2
xTAx+ bTx

)

= −1

2
inf
α>0

αA<bbT

α.

4.7. Approximation de rang un d’une matrice symétrique. Soit M une matrice symétrique
d’ordre n. On considère le problème

inf
v∈Rn

1

2
‖M − vvT‖2F .

qui consiste à trouver une matrice de rang 6 1 qui soit la plus proche de M au sens
de la norme de Frobenius. Montrez que ce problème a une solution et déterminez ses
solutions.

4.8. CS2 pour un maximum avec contraintes d’égalité. Supposons que f et c soient C1

dans un voisinage d’un point x∗ ∈ E et deux fois dérivables en x∗. Supposons égale-
ment que c(x∗) = 0 et qu’il existe λ∗ ∈ Rm tel que l’on ait ∇xℓ(x∗, λ∗) = 0 et
〈L∗d, d〉 < 0, pour tout d ∈ N (c′(x∗)) \ {0}. Alors x∗ est un maximum local strict
de f sur {x ∈ E : c(x) = 0}.
Remarque. Il y a des CN2 analogues.
Remarque. Les CS2 pour avoir un maximum de f sous contraintes d’inégalité ne
s’obtiennent pas directement en changeant le signe de l’inégalité (4.59) dans le
théorème 4.49. Par exemple, dans le problème min{x2

1 − x2
2 : x1 > 1}, l’unique

point stationnaire est x∗ = (1, 0) avec pour multiplicateur λ∗ = 2. La hessienne du
lagrangien L∗ = diag(2,−2) est tel que 〈L∗d, d〉 < 0 pour toute direction non nulle
dans le cône critique C∗ = {d : d1 = 0}. Pourtant, x∗ n’est pas un maximum local
strict puisque pour tout t > 0, x∗ + (t, 0) est admissible et f(x∗ + (t, 0)) > f(x∗).

4.9. Élimination hasardeuse de contrainte [460]. L’exemple suivant montre qu’il faut être
très prudent lorsqu’on élimine des contraintes. On considère le problème

{
min(x1,x2) x

2
1 + (x2 − 1)2

αx2
1 = x2,

(4.132)

dans lequel α > 0. On déterminera les solutions de ce problème (4.132) en fonction
de α > 0. On remplace à présent dans le critère de (4.132), x2

1 par sa valeur donnée
par la contrainte, ce qui conduit au problème

min
x2

1

α
x2 + (x2 − 1)2. (4.133)

Déterminez l’unique solution du problème (4.133). Celle-ci n’est pas nécessairement
solution de (4.132). Pourquoi ?

4.10. Minimisation d’une fonction cubique sur le cercle [295 ; ex. 9.10]. On considère le
problème d’optimisation en (x1, x2) ∈ R2 suivant

{

min 1
3
(x3

1 + x3
2)

1
2
(x2

1 + x2
2 − 1) = 0.

(4.134)

Ce problème admet les 6 points stationnaires suivants x = ±(0, 1), x = ±(1, 0)
et x = ±(1/

√
2, 1/

√
2). En utilisant les conditions d’optimalité du second ordre,

déterminez si ces points sont des minima ou des maxima locaux.

4.11. Minimisation d’une fonction linéaire sur une boule. Soit c ∈ Rn non nul (le cas où
c = 0 est trivial). Calculez les solutions du problème min{cTx : x ∈ B̄p}, où B̄p est la
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boule unité fermée de Rn pour la norme ℓp définie par (A.5) ; considérez séparément
les cas où p = 1, 1 < p < ∞ et p = ∞. En déduire l’inégalité de Hölder : pour tout
x et y ∈ Rn et tout p ∈ [1,∞], on a

|xTy| 6 ‖x‖p‖y‖p′ , avec 1
p
+ 1

p′
= 1.

On dit que les nombres p et p′ sont conjugués. Montrez que, lorsque 1 < p < +∞, on
a égalité dans celle-ci si, et seulement si, si x est parallèle au vecteur de composante
sgn(yi)|yi|p

′/p (qui est y si p = 2).

4.12. Quotient de Rayleigh. Soient E un espace euclidien, muni du produit scalaire 〈·, ·〉
et de la norme associée ‖ · ‖ := 〈·, ·〉1/2 et A : E → E une application linéaire auto-
adjointe (pour ce produit scalaire : pour tout x, y ∈ E, on a 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉). Le
quotient de Rayleigh q(x) de A en x ∈ E \ {0} est défini par

q(x) =
〈Ax,x〉
‖x‖2 . (4.135)

On s’intéresse au problème de la minimisation de q (et plus généralement de la
description de ses points stationnaires) en considérant le problème équivalent

inf
x∈E

‖x‖2=1

〈Ax,x〉, (4.136)

qui est plus simple par la quadraticité de son critère et de sa contrainte.
1) Dans quel sens les problèmes (4.135) et (4.136) sont-ils équivalents ? Montrez

que ces problèmes ont une solution.
2) Soit (x̄, λ̄) ∈ E×R. Montrez que x̄ est un vecteur propre unitaire (i.e., de norme 1)

de A, de valeur propre λ̄, si, et seulement si, x̄ est un point stationnaire de (4.136)
de multiplicateur λ̄. De plus, λ̄ est la valeur du critère en ce point stationnaire
(ou valeur critique).

3) Montrez que les solutions de (4.136) sont les vecteurs propres unitaires de A de
valeur propre minimale λmin(A). En particulier,

∀ x ∈ E : 〈Ax,x〉 > λmin(A)‖x‖2. (4.137)

4) Montrez que la condition suffisante du second ordre (4.26) du problème (4.136)
est vérifiée en une solution si, et seulement si, la plus petite valeur propre de A
est simple (i.e., l’espace vectoriel associé est de dimension 1).

5) On note λi les valeurs propres de A. Montrez que

maxi |λi| = ‖A‖
λmax(A) = ‖A‖ (si A < 0)

λmin(A) = ‖A−1‖−1 (si A ≻ 0).

4.13. Valeurs singulières d’une matrice. Rappelons le cadre défini à la section B.5.4. On
note E et F deux espaces euclidiens sur R (produits scalaires notés 〈·, ·〉 et normes
associées notées ‖·‖), de dimension respective n := dimE etm := dimF. On considère
une application linéaire A : E → F de rang r > 1 et on note A∗ : F → E son adjointe.
On considère le problème de maximisation en (x, y) ∈ E× F suivant :







sup 〈Ax, y〉
‖x‖2 = 1
‖y‖2 = 1.

(4.138)

On introduit l’application linéaire auto-adjointe Â : E×F → E×F : (x, y) 7→ (A∗y,Ax).
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1) Montrez que le problème (4.138) a une solution, que ses contraintes sont qual-
ifiées en tout point admissible et que chaque point stationnaire est un vecteur
propre de Â, de valeur propre égale à la valeur du critère en ce point stationnaire.

2) Soit (x̄, ȳ) une solution de (4.138) et σ̄ = 〈Ax̄, ȳ〉. Montrez que σ̄ est la valeur
propre maximale de Â (c’est la valeur singulière maximale si A 6= 0).

4.14. Remplacer des contraintes d’égalité par des contraintes d’inégalité. Si I ⊆ [1 :n], on
note ci-dessous Ic le complémentaire de I dans [1 :n]. Soient A une matrice m× n,
b ∈ Rm, I ⊆ [1 :n] et f : E → R une fonction convexe différentiable. Si x̄ est solution
du problème 5

min {f(x) : Ax = b, xI > 0, xIc = 0} ,
alors il existe un sous-ensemble d’indices J ⊆ [1 :n], contenant I , tel que x̄ est aussi
solution du problème

min {f(x) : Ax = b, xJ > 0, xJc 6 0} .

4.15. Qualification sans conditions de Mangasarian-Fromovitz. Soit X = {x ∈ R2 : 0 6

x2 6 x2
1}. Montrez que les contraintes sont qualifiées en x = 0, alors que les conditions

de qualification de Mangasarian-Fromovitz n’ont pas lieu.

4.16. Stabilité des conditions de Mangasarian-Fromovitz. Soit x ∈ XEI (ensemble défini
en (4.29)). Si c est C1 dans un voisinage de x et si (QC-MF) a lieu en x, (QC-MF)
a aussi lieu aux points de XEI voisins de x.

4.17. Aspect topologique des conditions de Mangasarian-Fromovitz. Soient AE et AJ deux
matrices de typemE×n et mJ×n vérifiant la condition de régularité (4.39). Montrez,
qu’il existe une constante C telle que pour tout v ∈ RmE+mJ , on peut trouver d ∈ E
tel que AEd = vE , AJd 6 vJ et ‖d‖ 6 C‖v‖.

4.18. Autres expressions de la stationnarité [128, 401]. On considère le problème (PEI),
dont on note X l’ensemble admissible. Soit x∗ ∈ X. On suppose que f et cE∪I0∗
sont dérivables en x∗ et que les contraintes sont qualifiées en x∗. Montrez que les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) il existe λ∗ ∈ Rm tel que l’on ait les conditions de KKT (4.33) ;
(ii) zéro est solution du problème d’optimisation linéaire







minv 〈∇f(x∗), v〉
c′E(x∗) · v = 0
c′I0∗

(x∗) · v 6 0 ;

(iii) ∀α > ‖∇f(x∗)‖ et ∀v ∈ E, on a 〈∇f(x∗), v〉 + α dist(v,Tx∗ X) > 0 (dist(·, C)
désigne la distance à C).

4.19. Conditions d’optimalité de Fritz-John. On considère le problème (PEI), avec f et c
régulières. Soit x ∈ E un point admissible pour ce problème. Si

{d ∈ E : f ′(x) · d < 0, c′E(x) · d = 0, c′I0x(x) · d < 0} = ∅,

alors il existe (λ0, λ) ∈ R× Rm tel que (λ0, λ) 6= 0, λI > 0, cI(x)TλI = 0 et

λ0∇f(x) +
m∑

i=1

λi∇ci(x) = 0.

La réciproque a lieu si c′E(x) est surjective.
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4.20. Un minimum fort est un point stationnaire isolé [514 ; théorème 2.4]. On considère
le problème (PEI) et on suppose que les hypothèses du théorème 4.49 sont vérifiées,
avec en plus : f et c deux fois dérivables dans un voisinages de x∗, (4.59) est remplacée
par (4.63) (CS2 fortes) et les contraintes sont qualifiées en x∗ au sens de (QC-MF).
Montrez que, dans ces conditions, x∗ est un point stationnaire isolé (il n’y a pas
d’autres points stationnaires que x∗ dans un voisinage de x∗).

4.21. CN2 fortes avec (QC-A) ou (QC-IL). Soit x∗ un minimum local du problème (PEI).
On suppose que f et c sont deux fois dérivables en x∗ et que la condition de qua-
lification (QC-A) ou (QC-IL) a lieu en x∗. Soit Λ∗ l’ensemble des multiplicateurs
optimaux associés à x∗, que l’on sait être non vide. Pour λ∗ ∈ Λ∗, on définit

X̃λ∗ := {x ∈ E : c
E∪I0+∗

(x) = 0, c
I\I0+∗

(x) 6 0}.

On note C∗ le cône critique en x∗ et L∗ := ∇2
xxℓ(x∗, λ∗) pour un λ∗ ∈ Rm donné.

1) Montrer que ∀λ∗ ∈ Λ∗, Tx∗ X̃λ∗ = C∗,
2) Montrer que ∀λ∗ ∈ Λ∗, ∀ d ∈ C∗, 〈L∗d, d〉 > 0,
3) Dans l’exemple (4.48), (QC-MF) a lieu en x∗ mais pas (QC-A) ni (QC-IL).

Montrer que l’égalité du point 1 n’est pas vérifiée, quel que soit λ∗ ∈ Λ∗.

4.22. Conditions suffisantes de qualification (QC-R) [645]. Montrez que la condition de
qualification (QC-R) est vérifiée si l’une des propriétés suivantes a lieu
(i) c′(x) est surjective,
(ii) ∃ d ∈ E tel que c′(x)d ∈ int Tc(x)K.

4.23. Soient E et F deux espaces euclidiens. On considère le problème d’optimisation (PG)
auquel on ajoute la contrainte d’appartenance à un ensemble “x ∈ Q”, ce qui conduit
au problème suivant

(PQG)







min f(x)
x ∈ Q
c(x) ∈ G,

où f : E → R et c : E → F sont des fonctions différentiables, Q est un convexe fermé
non vide de E et G est un convexe fermé non vide de F. L’ensemble admissible de ce
problème est noté XQG := {x ∈ Q : c(x) ∈ G} = Q ∩ c−1(G).

1. Soit x ∈ XQG. Montrez que

TxX ⊆ T′
xX := {d ∈ TxQ : c′(x)d ∈ Tc(x)G}. (4.139)

On dit que c est qualifiée en x ∈ XQG pour représenter XQG si

TxX = T′
xX et (TxQ)+ + c′(x)∗

[
(Tc(x)G)+

]
est fermé. (4.140)

2. Montrez que si x∗ est un minimum local de (PQG) et si c est qualifiée en x∗ pour
représenter XQG, alors il existe λ∗ ∈ F tel que

∇f(x∗) + c(x∗)
∗λ∗ ∈ (Tx∗ Q)+ et λ∗ ∈ Nc(x∗)G. (4.141)

3. Montrez que c est qualifiée en x0 ∈ XQG pour représenter XQG si

0 ∈ int
(

c(x0) + c′(x0)(Q− x0)−G
)

. (4.142)

4. Montrer que la condition (4.142) est equivalente au fait qu’il existe une constante
µ > 0, telle que pour tout (x, q, g) ∈ E× E× F proche de (x0, 0, 0), on a
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dist(x,Xqg
QG) 6 µ

(

dist(c(x), g +G) + dist(x, q +Q)
)

, (4.143)

où Xqg
QG := {x ∈ q +Q : c(x) ∈ g +G}.

4.24. Fonction valeur d’un problème sans qualification de contraintes. On considère le pro-
blème d’optimisation dans R2 à gauche ci-dessous, ainsi que le problème perturbé
par p ∈ R2 à droite :







inf αx1 + x2

x2
1 − x2 6 0
x2
1 + x2 6 0

et







inf αx1 + x2

x2
1 − x2 + p1 6 0
x2
1 + x2 + p2 6 0,

où α ∈ R est un paramètre. On note v(p) la valeur optimale du problème de droite
(v est donc la fonction valeur du problème de gauche, voir la section 4.6.1).
1) Montrez que v est convexe et prend pour valeur

v(p) =







p1 − α2/4 si p1 + p2 6 −α2/2

(p1 − p2)/2− |α|
√

|p1 + p2|/2 si p1 + p2 ∈ ]− α2/2, 0[
p1 si p1 + p2 = 0
+∞ si p1 + p2 > 0.

2) En déduire que v est sous-différentiable en zéro si, et seulement si, α = 0.
3) On suppose que α = 0. Montrez que ∂v(0) = {p∗ ∈ R2 : 1 6 p∗1 = p∗2 + 1}

(pour le produit scalaire euclidien), et que cet ensemble est bien l’ensemble des
multiplicateurs optimaux de KKT du problème non perturbé.

4.25. Minimisation d’un maximum de fonctions [530 ; exemple 3.31]. Soit {fi}i∈[1 :m] une
famille formée de m ∈ N∗ fonctions fi : E → R différentiables définies sur une espace
vectoriel E. On considère le problème de minimiser la fonction f : E → R définie en
x ∈ E par

f(x) = max
i∈[1 :m]

fi(x).

Montrez que si x̄ est un minimum local de f et I := {i ∈ [1 :m] : fi(x̄) = infx∈E f(x)},
alors il existe αI ∈ R|I| tels que

αI > 0,
∑

i∈I

αi = 1 et
∑

i∈I

αi∇fi(x̄) = 0.

4.26. Exemple d’utilisation des conditions du second ordre. On considère le problème en
x ∈ R2 : 





min − 1
2
(x2

1 + x2
2)

x2 > x2
1 − 1

x1 > 0.

Déterminez analytiquement les points stationnaires de ce problème et, parmi eux,
ceux qui sont des minima/maxima locaux/globaux (stricts ou pas).
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Les quelques nouveaux qui réussissent à passer le font tout au
moins en partie parce qu’ils ont de la chance, mais surtout
parce qu’ils font ce qu’il faut : ils excellent à construire des

machines à survivre.

R. Dawkins (1976), Le Gène Égoïste. [157]

Avec ce chapitre nous commençons l’étude des algorithmes de résolution des
problèmes d’optimisation. Quelques réponses aux questions communes à tout algo-
rithme, à leur implémentation ou utilisation, ont été rassemblées ici. Celles rela-
tives à la comparaison des algorithmes en fonction de la vitesse de convergence des
suites qu’ils génèrent ou du nombre d’opérations qu’ils requièrent sont respective-
ment abordées aux sections 5.1 et 5.2. La section 5.3 fait quelques remarques sur
le (pré-)conditionnement des problèmes d’optimisation, c’est-à-dire sur les moyens
de les transformer analytiquement de manière à les rendre plus faciles à résoudre
numériquement et moins sensibles aux erreurs d’arrondi, lesquelles sont inévitable-
ment commises en calcul flottant. Le calcul d’un gradient est une opération fonda-
mentale, mécanique et fastidieuse, de l’optimisation numérique. La méthode de l’état
adjoint, qui est souvent la bonne méthode à utiliser dans les problèmes de commande
optimale, est exposée à la section 5.4. Il ne faudra jamais perdre de vue qu’il existe
une méthode générale, théoriquement efficace, pour évaluer un gradient : la différenti-
ation automatique. Nous détaillons les modes de différentiation direct et inverse à la
section 5.5. Nous concluons avec la section 5.6 qui discute de deux aspects des codes
d’optimisation : des différentes structures que peut avoir un code utilisant un module
d’optimisation et des profils de performance qui apportent une image graphique de
l’efficacité relative de solveurs sur un banc d’essai de problèmes-tests.

249
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5.1 Vitesse de convergence des suites

In those days, we needed faster convergence to get results in the
few hours between expected failures of the Avidac’s large

roomful of a few thousand bytes of temperamental electrostatic
memory.

W.C. Davidon, dans la nouvelle introduction de son article
fondateur des méthodes de quasi-Newton, écrit en 1959, mais

qui ne fut publié qu’en 1991, lors de la parution du premier
numéro de la revue SIAM Journal on Optimization [155, 156].

Les algorithmes d’optimisation génèrent des suites {xk}k>1 convergeant vers une
solution x∗ du problème (dans les bons cas !). Ils procèdent ainsi parce que, dans la
plupart des problèmes que nous allons rencontrer, il n’est pas possible de calculer une
solution en un nombre fini d’opérations arithmétiques. Les éléments xk de la suite
générée sont appelés des itérés . Étant donné un itéré xk, on calcule l’itéré suivant
xk+1 de telle sorte que celui-ci soit, si possible, plus proche de la solution cherchée x∗
que ne l’est xk.

Se pose alors le problème de comparer l’efficacité des algorithmes par l’examen
des suites qu’ils génèrent, dans le pire des cas. La notion de vitesse de convergence
permet de qualifier le comportement asymptotique (pour xk proche de x∗) d’une suite.
On distingue deux classes de vitesses de convergence : les vitesses de convergence en
quotient (section 5.1.1) et en racine (section 5.1.2). Ces notions sont motivées par des
considérations pratiques : on peut en effet démontrer que les suites générées par les
algorithmes étudiés dans cet ouvrage ont de telles vitesses de convergence.

5.1.1 Vitesses de convergence en quotient

Dans cette section, on cherche à qualifier la vitesse de convergence d’une suite {xk}
d’un espace normé E, de norme notée ‖ ·‖, en comparant la norme de l’erreur xk−x∗
de deux itérés successifs, c’est-à-dire en comparant ‖xk − x∗‖ et ‖xk+1 − x∗‖. On
supposera toujours que l’erreur ne s’annule pas (xk 6= x∗, pour tout indice k). Cette
hypothèse est raisonnable, car dans les algorithmes bien conçus, dès que xk = x∗, la
suite devient stationnaire après xk (tous les itérés suivants sont égaux à x∗) et il n’y
a plus de sens à parler de vitesse de convergence. On s’intéresse donc au quotient

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖α

, (5.1)

où α est un entier non nul. L’intérêt pour ce quotient provient du fait qu’on peut
souvent l’estimer en faisant un développement de Taylor autour de x∗ des fonctions
définissant le problème que l’on cherche à résoudre et dont x∗ est solution.

Les noms des vitesses de convergence de cette section seront préfixés par « q- »
pour rappeler qu’il s’agit de vitesse de convergence en quotient.

Numériquement, plus rapide est la convergence, plus vite augmente le nombre de
chiffres significatifs corrects de xk, c’est-à-dire de chiffres significatifs identiques à
ceux de x∗. Donnons une définition plus précise de cette notion. Si xk est un vecteur,
on ne peut pas définir par un scalaire la correction des chiffres significatifs de toutes
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ses composantes, mais on peut le faire en moyenne au sens de la norme sur E. On
suppose que x∗ 6= 0 car on ne peut définir ce que sont les chiffres significatifs de zéro.
Si ‖xk − x∗‖/‖x∗‖ vaut 10−4, on dira que xk a 4 chiffres significatifs corrects. Ceci
conduit à la définition suivante.

Définition 5.1 (nombre de chiffres significatifs corrects) Le nombre de chiffres
significatifs corrects de xk par rapport à x∗ 6= 0 est le nombre réel défini par

σk := − log10
‖xk − x∗‖
‖x∗‖

.
✷

Lorsque x∗ 6= 0, on peut exprimer les vitesses de convergence en quotient en utili-
sant σk plutôt que le quotient (5.1), ce que nous ferons.

Il est parfois intéressant de vérifier numériquement que les suites générées par un
algorithme ont bien la vitesse de convergence attendue, celle démontrée théoriquement
pour l’algorithme considéré. Bien sûr, c’est une manière de vérifier que l’algorithme
est bien implémenté, mais il y a une autre motivation. Par exemple, sous cer-
taines hypothèses de régularité, on verra que l’algorithme de Newton converge q-
quadratiquement (théorème 10.2) ; cet algorithme procède par linéarisation de la fonc-
tion qu’il cherche à annuler ; vérifier que la convergence des suites générées est bien
q-quadratique est alors une indication sur la correction du calcul des dérivées.

Comme on ne connaît pas la solution, on ne peut vérifier la vitesse de convergence
en quotient attendue par l’examen du quotient (5.1), qu’en résolvant deux fois le
problème ; la première fois pour calculer une approximation précise de la solution x∗, la
seconde pour faire l’examen des quotients susmentionnés ; c’est dommage. On pourrait
aussi mémoriser tous les itérés et considérer que le dernier itéré est la solution, mais
en grande dimension, cette une opération est bien trop gourmande en place mémoire.
On peut éviter cette double résolution ou la mémorisation des itérés si l’on arrive à
exprimer la vitesse de convergence en termes d’une quantité dont la limite est connue,
typiquement nulle. Il en est ainsi si l’algorithme cherche à annuler une fonction

F : E→ E,

pourvu que
F (x∗) = 0 et F (x) ∼ (x− x∗). (5.2)

L’écriture F (x) ∼ (x− x∗) signifie ici que, pour une norme |||·||| sur E,

∃C > 1, ∀x voisin de x∗ : C−1|||F (x)||| 6 |||x− x∗||| 6 C|||F (x)|||. (5.3)

En dimension finie, cette propriété ne dépend pas du choix de la norme |||·||| et est
vérifiée dans les codnitions énoncées dans la proposition suivante.

Proposition 5.2 (équivalence asymptotique) Si F est différentiable en x∗,
si F (x∗) = 0 et si F ′(x∗) est inversible, alors (5.3) a lieu.

Démonstration. Par la différentiablité de F en x∗ et la nullité de F (x∗), on a
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F (x) = F ′(x∗) · (x− x∗) + o(‖x− x∗‖).

On en déduit directement que ‖F (x)‖ = O(‖x−x∗‖) pour x voisin de x∗. Inversement,
grâce à l’inversibilité de F ′(x∗), on a x− x∗ = F ′(x∗)−1F (x) + o(‖x− x∗‖), d’où l’on
déduit que ‖x− x∗‖ = O(‖F (x)‖). ✷

Les vitesses de convergence d’une suite {xk} présentées ci-dessous seront également
exprimées en termes du logarithme de ‖F (xk)‖ pour une fonction F vérifiant (5.2)
et une autre norme ‖ · ‖, de manière à permettre une vérification numérique de cette
convergence.

La mise en évidence de l’équivalence (5.2) n’est pas toujours aussi aisée que dans
la démonstration de la proposition 5.2, en particulier lorsque F n’est pas différentiable
en x∗ dans le sens classique de Fréchet. C’est le cas, par exemple, pour la fonction que
l’on cherche à annuler par l’algorithme newtonien en optimisation avec contraintes
(chapitre 15). Pour certaines vitesses de convergence de {xk} vers x∗, on dispose
d’un autre moyen de les mettre en évidence théoriquement ou numériquement sans la
connnaissance de la limte x∗, à savoir par l’examen de la vitesse de convergence vers
zéro de la suite {sk} des déplacements

sk := xk+1 − xk. (5.4)

L’intérêt de cette suite est, en l’occurrence, de converger vers une limite connue, zéro,
lorsque xk → x∗. L’estimation de la vitesse de convergence peut alors se faire au cours
des itérations.

Nous rencontrerons essentiellement trois vitesses de convergence en quotient : les
vitesses de convergence q-linéaire, q-superlinéaire et q-quadratique. Le préfixe « q »
utilisé dans ces appellations, qui rappelle le mot « quotient », on l’a dit, est parfois
omis.

Convergence q-linéaire

Définition 5.3 (convergence q-linéaire) On dit qu’une suite {xk} ⊆ E converge
q-linéairement vers x∗ s’il existe une norme ‖ · ‖, un scalaire τ ∈ [0, 1[ et un indice
k1 > 1, tels que pour tout k > k1 on ait

‖xk+1 − x∗‖ 6 τ‖xk − x∗‖. (5.5)

Le paramètre τ est appelé le taux de convergence linéaire. ✷

Il faut donc que la norme de l’erreur décroisse strictement à chaque itération à partir
d’une certaine itération, avec un taux de convergence τ strictement plus petit que 1.
Cette propriété dépend du choix de la norme que l’on utilise pour mesurer l’erreur, car
l’estimation (5.5) peut être vraie pour une norme et, malgré l’équivalence des normes,
peut ne plus être vérifiée avec τ < 1 pour une autre norme.

Le résultat suivant fait le lien entre la convergence q-linéaire et le nombre σk de
chiffres significatifs corrects des itérés (définition 5.1). Sa démonstration est proposée
à l’exercice 5.2.
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Proposition 5.4 (convergence q-linéaire en termes de σk) La suite
{xk}k>1 converge q-linéairement vers x∗ 6= 0 pour une norme ‖ · ‖ si, et seu-
lement si, il existe une constante σ > 0 et un indice k1 > 1 tels que pour tout
k > k1 on ait

σk+1 > σk + σ,

où σk est défini avec la norme ‖ · ‖.

Il est difficile d’établir un lien entre la convergence linéaire de la suite {xk} et
celle de la suite {F (xk)} où la fonction F vérifie (5.2), à cause de la constante C
intervenant dans (5.3) et du taux de convergence τ qui doit être strictement inférieur
à 1. On trouve la même difficulté pour établir une équivalence entre la convergence
linéaire de {xk} et celle des déplacements sk := xk+1 − xk.

En général, on s’attend à ce qu’un algorithme d’optimisation différentiable calcule
des suites convergeant plus rapidement que q-linéairement.

Exemple d’algorithme générant des suites q-linéairement convergentes

L’algorithme du gradient pour minimiser une fonction quadratique strictement
convexe (proposition 7.2).

Convergence q-superlinéaire

Définition 5.5 (convergence q-superlinéaire) On dit qu’une suite {xk} ⊆ E con-
verge q-superlinéairement vers x∗ si pour tout τ > 0, il existe un indice kτ > 1, tels
que pour tout k > kτ on ait

‖xk+1 − x∗‖ 6 τ‖xk − x∗‖.

Il revient au même de dire que ‖xk+1 − x∗‖/‖xk − x∗‖ → 0 ou encore que

‖xk+1 − x∗‖ = o(‖xk − x∗‖). ✷

Cette propriété est indépendante du choix de la norme. Clairement, une suite con-
vergeant q-superlinéairement converge q-linéairement.

Le résultat suivant fait le lien entre la convergence q-superlinéaire et le nombre σk
de chiffres significatifs corrects des itérés (définition 5.1). Sa démonstration est pro-
posée à l’exercice 5.2.

Proposition 5.6 (convergence q-superlinéaire en termes de σk) La suite
{xk}k>1 converge q-superlinéairement vers x∗ 6= 0 pour une norme ‖ · ‖ si, et
seulement si,

σk+1 − σk → +∞,
où σk est défini avec la norme ‖ · ‖.
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Voici une manière de vérifier numériquement la convergence q-superlinéaire d’une
suite par l’intermédiaire d’une fonction s’annulant au point limite. La démonstration
de la proposition est proposée à l’exercice 5.3.

Proposition 5.7 (convergence q-superlinéaire en termes F ) Soit F :
E → E une fonction vérifiant (5.2). La suite {xk} converge q-superlinéairement
vers x∗ si, et seulement si,

log ‖F (xk+1)‖ − log ‖F (xk)‖ → −∞.

On peut le dire autrement : la suite {xk} converge q-superlinéairement si, et seulement
si, le tracé k 7→ log ‖F (xk)‖ a une « pente » estimée par la différence log ‖F (xk+1)‖−
log ‖F (xk)‖ qui tend vers −∞.

Pour des suites {zk} et {z′k} dans un espace normé, convergeant vers zéro, on
utilisera occasionnellement la notation

zk ∼ z′k (5.6)

pour dire qu’il existe une constante C > 1 telle que, pour tout indice k, on a
C−1‖zk‖ 6 ‖z′k‖ 6 C‖zk‖, ce que l’on peut aussi écrire zk = O(‖z′k‖) et z′k = O(‖zk‖).
En mots simples : {zk} et {z′k} convergent vers zéro à la même « vitesse ».

sk x∗

xk

xk+1

Si {xk} converge superlinéairement vers x∗, asymp-
totiquement, la norme de l’erreur à l’itération suivante
‖xk+1 − x∗‖ est très petite devant celle de l’itération
courante ‖xk − x∗‖, ce qui implique que le déplacement
sk := xk+1 − xk est proche de x∗ − xk (voir le dessin ci-
contre). Ceci a pour conséquence que (xk − x∗) ∼ sk, comme le montre le lemme
ci-dessous.

Lemme 5.8 (suites équivalentes) Si la suite {xk} converge superlinéairement
vers x∗, alors (xk − x∗) ∼ sk.

Démonstration. On a

sk = (xk+1 − x∗)− (xk − x∗) = −(xk − x∗) + o(‖xk − x∗‖).

On en déduit le résultat. ✷

Cette équivalence entre la suite des erreurs {xk−x∗} et celle des déplacements {sk}
permet de montrer que celles-ci convergent superlinéairement vers leur limite respec-
tive simultanément.
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Proposition 5.9 (convergence q-superlinéaire en termes de sk)
1) Si une suite {xk} converge superlinéairement vers x∗, alors la suite des dé-

placements {sk}, définie par (5.4), converge superlinéairement vers zéro.
2) Inversement, si, pour une suite donnée {xk}, la suite des déplacements {sk}

converge superlinéairement vers zéro, alors {xk} est une suite de Cauchy qui
converge superlinéairement vers sa limite.

Démonstration. 1) D’après le lemme 5.8, la convergence superlinéaire de xk vers x∗
implique que sk ∼ (xk − x∗). On déduit alors de xk+1 − x∗ = o(‖xk − x∗‖) que
sk+1 = o(‖sk‖), qui est la marque de la convergence superlinéaire de sk vers zéro.

2) On peut supposer que sk 6= 0 pour tout k > 1 (si sk = 0 avec k assez grand, la
convergence superlinéaire de {sk} implique alors que si = 0 pour tout i > k et donc
que la suite {xk} est stationnaire, ce qui implique immédiatement le résultat). Du
fait de la convergence superlinéaire de {sk} vers zéro et du fait que l’on s’intéresse au
comportement asymptotique des suites, on peut aussi supposer que, pour tout k > 1,
on a

εk := sup
i>k

‖si+1‖
‖si‖

< 1. (5.7)

Observons que la suite {εk} tend vers zéro en décroissant.
Commençons par montrer que, pour k > 1 et i > 1, on a

‖sk+i‖ 6 εik‖sk‖. (5.8)

Fixons k > 1 et montrons l’inégalité par récurrence sur i. Par (5.7), l’inégalité a lieu
pour i = 1. Supposons maintenant qu’elle ait lieu pour un i > 1 et montrons la pour
i + 1. Par (5.7), la décroissance de {εk} et l’hypothèse de récurrence, nous pouvons
conclure

‖sk+i+1‖ 6 εk+i‖sk+i‖ 6 εk‖sk+i‖ 6 εi+1
k ‖sk‖.

Montrons à présent que {xk} est une suite de Cauchy, qui converge donc vers une
limite que l’on note x∗, et que, pour tout ε > 0, il existe un kε tel que, pour tout
k > kε, on a

‖xk − x∗‖ 6 (1 + ε)‖sk‖. (5.9)

Soit ε > 0. Pour l > k et k suffisamment grand pour que 1/(1− εk) 6 1 + ε, on a

‖xk − xl‖ = ‖∑l−k−1
i=0 sk+i‖

6
∑l−k−1

i=0 ‖sk+i‖
6 (

∑l−k−1
i=0 εik)‖sk‖ [(5.8)]

6 1
1−εk
‖sk‖ [εk < 1]

6 (1 + ε)‖sk‖ [1/(1− εk) 6 1 + ε].

Ceci montre que {xk} est une suite de Cauchy, dont la limite est notée x∗. En faisant
tendre l→∞ dans l’inégalité ci-dessus, on obtient (5.9).

Montrons à présent que, pour tout ε > 0, il existe un kε tel que, pour tout k > kε,
on a
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‖xk − x∗‖ > (1 − ε)‖sk‖. (5.10)

Soit ε > 0. Pour l > k et k suffisamment grand pour que εk/(1− εk) 6 ε, on a

‖xk − xl‖ = ‖∑l−k−1
i=0 sk+i‖

> ‖sk‖ − ‖
∑l−k−1

i=1 sk+i‖
> ‖sk‖ −

∑l−k−1
i=1 ‖sk+i‖

> (1 −∑l−k−1
i=1 εik)‖sk‖ [(5.8)]

> (1 − εk
1−εk

)‖sk‖ [εk < 1]

> (1 − ε)‖sk‖ [εk/(1− εk) 6 ε].

En faisant tendre l→∞, on obtient (5.10).
Les inégalités (5.9) et (5.10), avec ε ∈ ]0, 1[, montrent que sk ∼ (xk−x∗). Alors la

convergence superlinéaire de {sk} vers zéro, ‖sk+1‖ = o(‖sk‖), implique celle de {xk}
vers x∗. ✷

Exemple d’algorithme générant des suites q-superlinéairement convergentes

Les algorithmes de quasi-Newton en optimisation (proposition ??) ou pour ré-
soudre un système d’équations non linéaires.

Convergence q-quadratique

Définition 5.10 (convergence q-quadratique) On dit qu’une suite {xk} ⊆ E
converge q-quadratiquement vers x∗ s’il existe une constante C > 0, telle que pour
tout k > 1 on ait

‖xk+1 − x∗‖ 6 C‖xk − x∗‖2. ✷

Le quotient des erreurs successives ‖xk+1 − x∗‖/‖xk − x∗‖ 6 C‖xk − x∗‖ d’une
suite quadratiquement convergente tend vers zéro ; une telle suite converge donc q-
superlinéairement.

Le résultat suivant fait le lien entre la convergence q-quadratique et le nombre σk
de chiffres significatifs corrects des itérés (définition 5.1). Sa démonstration est pro-
posée à l’exercice 5.2.

Proposition 5.11 (convergence q-quadratique en termes de σk) La suite
{xk}k>1 converge q-quadratiquement vers x∗ 6= 0 pour une norme ‖ · ‖ si, et
seulement si, il existe une constante C ∈ R telle que

σk+1 > 2σk + C,

où σk est défini avec la norme ‖ · ‖. Dans ce cas

lim inf
k→∞

σk+1

σk
> 2. (5.11)
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Remarque 5.12 (odublement du nombre de chiffres significatifs corrects
à chaque itération) De manière imagée, on peut exprimer verbalement l’inégalité
(5.11) en disant qu’« une suite {xk} convergeant q-quadratiquement a des éléments xk
dont le nombre de chiffres significatifs corrects double à chaque itération asymptotique-
ment ». C’est une convergence très rapide puisque l’on atteint alors très vite le nombre
maximal de chiffres significatifs qu’un ordinateur donné peut représenter (15..16 pour
des nombres en double précision pour la norme IEEE 754 ). ✷

Voici à présent deux manières de vérifier numériquement la convergence q-
quadratique d’une suite, sans connaître le point limite x∗. La première méthode
(proposition 5.13) utilise une fonction s’annulant au point limite et vérifiant (5.2),
ce qui requiert l’existence d’une telle fonction (voir la proposition 5.2). La seconde
méthode (proposition 5.14) utilise la suite des déplacements {sk}, où sk := xk+1−xk.
Les démonstrations de ces propositions sont proposées aux exercices 5.3 et 5.4.

Proposition 5.13 (convergence q-quadratique en termes F ) Soit F :
E → E une fonction vérifiant (5.2). La suite {xk} converge q-quadratiquement
vers x∗ si, et seulement si, il existe une constante C ∈ R telle que

log ‖F (xk+1‖ 6 2 log ‖F (xk)‖+ C.

Dans ce cas

lim inf
k→∞

log ‖F (xk+1)‖
log ‖F (xk)‖

> 2.

Proposition 5.14 (convergence q-quadratique en termes de sk)
1) Si une suite {xk} converge quadratiquement vers x∗, alors la suite des déplace-

ments {sk}, définie par (5.4), converge quadratiquement vers zéro.
2) Inversement, si, pour une suite donnée {xk}, la suite des déplacements {sk}

converge quadratiquement vers zéro, alors {xk} est une suite de Cauchy qui
converge quadratiquement vers sa limite.

Exemple d’algorithme générant des suites q-quadratiquement convergentes

L’algorithme de Newton en optimisation ou pour résoudre un système d’équations
non linéaires (théorèmes 10.2 et 10.3).

Typiquement, ce sont donc les algorithmes qui procèdent par linéarisation des équa-
tions à résoudre qui génèrent des suites convergeant q-quadratiquement.

Convergence avec q-ordre plus élevé

Définition 5.15 (convergence avec q-ordre) On dit qu’une suite {xk} ⊆ E con-
verge avec un q-ordre α ∈ R++ vers x∗ s’il existe une constante C > 0, telle que pour
tout k > 1 on ait
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‖xk+1 − x∗‖ 6 C‖xk − x∗‖α.
On dit que la convergence est q-cubique si α = 3, qu’elle est q-quartique si α = 4 et
qu’elle est q-quintique si α = 5. ✷

Clairement, la convergence avec un q-ordre α implique la convergence avec un q-ordre
α′ ∈ ]0, α].

Une vitesse de convergence avec un q-ordre α > 2 est garantie par certains algo-
rithmes, mais ceux-ci ne se rencontrent pas souvent. D’ailleurs, on cherche rarement à
construire un algorithme assurant une telle vitesse de convergence à ses suites, parce
que la convergence q-quadratique (α = 2) permet d’avoir une solution très précise
en très peu d’itérations (remarque 5.12) et requiert déjà une itération qui peut être
couteuse en place mémoire et temps de calcul lorsque la dimension du problème est
grande.

5.1.2 Vitesses de convergence en racine N

On dit que {xk} converge r-linéairement vers x∗ s’il existe un scalaire τ ∈ [0, 1[
tel que

lim sup
k→∞

‖xk − x∗‖
1
k 6 τ. (5.12)

Le scalaire τ est appelé le taux de convergence r-linéaire.
Contrairement à la convergence q-linéaire, la notion de convergence r-linéaire ne

dépend pas de la norme utilisée pour mesurer l’erreur. En effet, si | · | est une autre
norme, il existe une constante C > 0 telle que C| · | 6 ‖ · ‖ (équivalence des normes).
Comme C1/k → 1 lorsque k → ∞, (5.12) implique que l’on a aussi lim supk→∞
|xk−x∗|1/k 6 τ .

D’autre part, une suite convergeant q-linéairement converge r-linéairement, comme
cela se voit sur l’estimation ‖xk − x∗‖ 6 rk−k1‖xk1 − x∗‖ que l’on a pour les indices
assez grand (> k1) d’une suite q-linéairement convergente. Nous avons donc introduit
une notion plus faible que la convergence q-linéaire. En fait la convergence r-linéaire
est liée à la convergence q-linéaire d’une suite majorant la norme de l’erreur ‖xk−x∗‖.
C’est parce que l’on peut parfois montrer la convergence q-linéaire d’un majorant de
l’erreur que cette notion est utile.

Proposition 5.16 Soit {xk} une suite convergeant vers x∗. La convergence est
r-linéaire si, et seulement si, il existe une suite {βk} convergeant q-linéairement
vers 0 telle que ‖xk − x∗‖ 6 βk pour tout k > 1.

Démonstration. Supposons que {xk} vérifie (5.12) et choisissons r1 ∈ ]r, 1[. Alors
il existe un indice k1 tel que pour tout k > k1 : ‖xk − x∗‖1/k 6 r1. En définissant
βk := ‖xk − x∗‖ si k < k1 et βk := rk1 si k > k1, on a ‖xk − x∗‖ 6 βk et la suite {βk}
converge q-linéairement vers 0.

Inversement, si ‖xk − x∗‖ 6 βk, avec {βk} convergeant q-linéairement vers 0, on
a pour k plus grand qu’un indice k1 et pour un nombre r ∈ [0, 1[ :

‖xk − x∗‖
1
k 6 β

1
k

k 6 r
k−k1

k β
1
k

k1
→ r < 1.

✷
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5.2 Notions de complexité N

On peut trouver la solution de certains problèmes d’optimisation, ou une solution
à une précision ε > 0 donnée, en un nombre fini d’étapes. Il en va ainsi des problèmes
d’optimisation linéaire ou plus généralement d’optimisation quadratique convexe et
même de certains problèmes d’optimisation convexe ou non convexe. Dans ce cas, la
notion de vitesse de convergence introduite à la section 5.1 n’est plus très pertinente,
puisque la suite générée est stationnaire à partir d’un certain indice. Pour apprécier la
qualité des algorithmes de résolution de tels problèmes on préfère compter le nombre
d’étapes qu’ils requièrent. Une étape de l’algorithme peut être une itération (concept
un peu flou), une opération arithmétique, une opération sur un bit, etc. Il faudra
toujours bien préciser cet unité élémentaire du calcul. La théorie de la complexité
s’intéresse à ces questions. Dans cette section, nous passons en revue les notions de
cette théorie les plus souvent rencontrées en optimisation. Des présentations allant
plus en profondeur sont données par Garey et Johnson [229] et Papadimitriou et
Steiglitz [473]. Nous nous plaçons ici dans l’esprit du livre de Vavasis [606] qui présente
cette théorie en vue de son application à l’optimisation.

5.2.1 Famille de problèmes, machine de Turing

Dans la théorie de la complexité, on regroupe les problèmes en familles dans le
but de pouvoir comparer l’efficacité des algorithmes en fonction de la « taille » des
problèmes d’une même famille. On parlera par exemple de la famille ol des prob-
lèmes d’optimisation linéaire (ensemble des problèmes qui consistent à minimiser une
fonction linéaire sur un polyèdre convexe, voir les chapitres 17 et 18), de la famille oq
des problèmes d’optimisation quadratique (ensemble des problèmes qui consistent à
minimiser une fonction quadratique sur un polyèdre convexe, voir le chapitre ??), etc.
Un problème d’une famille est spécifié par un jeu de données, dont la structure dépend
de la famille considérée et dont la représentation ou l’encodage doit être précisé.

Étant donné la diversité des problèmes et la variété des questions que l’on peut
se poser sur un problème donné, les spécialistes de la théorie de la complexité ont
ressenti le besoin de décrire plus formellement ce qu’est une famille de problèmes. Un
problème d’une famille doit pouvoir être décrit par un nombre fini de caractères d’un
alphabet donné. Un problème ainsi décrit est appelé une instance de la famille de
problèmes. De manière formelle, une famille de problèmes est alors une application

F : I → S

entre la collection I des instances de la famille et un certain ensemble S qui pourra
dépendre de la famille considérée et de ce que l’on considère comme une solution du
problème. En réalité, « évaluer F en i » signifie le plus souvent « résoudre le problème i
de la famille ». Considérons par exemple, la famille ol des problèmes d’optimisation
linéaire.

Famille 5.17 (ol) On se donne deux entiers n > 1 et m > 0, c ∈ Qn, A ∈ Qm×n et
b ∈ Qm. On considère le problème d’optimisation
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inf cTx
Ax = b
x > 0.

Une instance i de la famille ol pourra prendre la forme d’un quintuplet (n,m, c,
A, b) ∈ N∗ × N × Qn × Qmn × Qm. L’ensemble S pourra être Q ∪ {−∞,+∞}, si
l’on s’intéresse à la valeur optimale F (i) du problème et au fait qu’il peut ne pas
être réalisable (F (i) = +∞) ou ne pas être borné (F (i) = −∞). Il pourra aussi être
Qn ∪ {−∞,+∞}, si l’on s’intéresse à la solution x du problème et au fait que ce
problème peut ne pas être réalisable ou borné. ✷

Dans la famille ol, on a choisi de décrire les problèmes en prenant l’ensemble des
nombres rationnels Q comme alphabet. On aurait aussi pu choisir l’ensemble {0, 1}
des bits représentant ces rationnels. Les nombres réels R sont parfois utilisés [67], mais
il n’est pas clair que l’on puisse alors bien faire la distinction entre la minimisation
de problèmes d’optimisation quadratiques convexes et non convexes [606]. Quant aux
nombres flottants, utilisés par les ordinateurs, ils semblent peu adaptés à l’étude de
la complexité pour des raisons qui sont discutées dans [606 ; page 33 et chapitre 3].

Plus un problème est de grande dimension, plus il faut de caractères pour le
décrire. Comme on est particulièrement intéressé par l’influence de la dimension d’un
problème sur le nombre d’opérations à effectuer pour le résoudre, la longueur de
l’instance jouera un rôle important. On la note

L(i) ou L,

selon qu’il est important ou pas de préciser l’instance considérée.
On dira qu’une famille F : I → S est formée de problèmes de décision si S

est formé de deux éléments, traditionnellement dénommés vrai et faux. La théorie
de la complexité traite principalement de ces familles de problèmes. Un problème
d’optimisation « inf{f(x) : x ∈ X} » n’est cependant pas un problème de décision.
Pour ce ramener à cette notion, on considère parfois la version décisionnelle d’un
problème d’optimisation : étant donnés f , X et un seuil σ, il s’agit de déterminer si
inf{f(x) : x ∈ X} 6 σ.

Pour parler de la complexité d’un problème calculatoire et donc compter le nombre
d’opérations à réaliser pour le résoudre, il faut spécifier la machine effectuant les cal-
culs en précisant les opérations qui peuvent y être exécutées. Le nombre d’opérations
à effectuer pour évaluer F (i) sera d’autant plus grand que le nombre d’opérations
licites est réduit. Par exemple, on peut considérer que l’addition de deux entiers est
une unique opération ou que ce sont les opérations sur les bits représentant ces en-
tiers qui sont les opérations élémentaires. Dans le premier cas, le nombre d’opérations
élémentaires pour réaliser une addition est égal à un; dans le second cas, il dépendra
de la grandeur ou longueur des entiers.

On a imaginé différents modèles de machines, mais celui qui semble le mieux
refléter les capacités des ordinateurs actuels pour résoudre les problèmes que l’on se
pose est, selon les spécialistes de ces questions, celui de la Machine de Turing [610 ;
2009]. Dans cette brève introduction, nous n’aurons jamais besoin de savoir ce que
peut faire exactement une telle machine, ni quelles sont ses opérations licites, si bien
que nous renvoyons le lecteur aux ouvrages cités au début de cette section pour une
description précise de ce calculateur. On peut toutefois le décrire approximativement.
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Il prend en entrée la description de l’instance i du problème à résoudre et il fournit en
sortie la réponse F (i). Le calculateur dispose d’une mémoire linéaire et d’un pointeur
adressant une case-mémoire. Il agit en fonction de son état, qui fait partie d’une liste
finie, et du symbole de la case-mémoire adressée par le pointeur. Il y a une liste finie
de règles, définissant ce que le calculateur doit faire en fonction de chaque couple
état-symbole possible, ce qui signifie que la machine est déterministe. Les actions
du calculateur comprennent la modification du contenu de la case-mémoire sous le
pointeur, le déplacement du pointeur d’un nombre fini de positions, la modification
de ses états, etc.

5.2.2 Classes P et NP

On dit qu’une famille de problèmes F : I → S peut être évaluée en temps polyno-
mial pour une machine de Turing de référence, si celle-ci peut évaluer cette fonction
en toute instance i ∈ I, et que cette évaluation se fait en un nombre fini d’opérations
qui est majoré par une fonction polynomiale de L(i).

Définition 5.18 (classe P, problème polynomial) On dit qu’une famille de pro-
blèmes de décision F : I → {vrai, faux} est dans P, on dit aussi que ses problèmes
sont polynomiaux, si F peut être évaluée en temps polynomial (pour une machine de
Turing de référence). ✷

Beaucoup de familles de problèmes sont dans P et on peut voir là une première
raison d’introduire cette classe. Très souvent le degré du polynôme est faible, si bien
que ces problèmes peuvent être résolus pour des dimensions (ou plus précisément, des
longueurs d’instance L) assez élevées. Les propriétés des polynômes rendent aussi cette
notion très souple. Ainsi, parce qu’une composition de polynômes est un polynôme,
un algorithme sera polynomial s’il se décompose en un nombre polynomial de modules
pouvant chacun être exécuté en temps polynomial de degré constant.

Exemples 5.19 Familles de problèmes P : ol (optimisation linéaire, voir le chapi-
tre 18), oqc (optimisation quadratique convexe). ✷

Pour un alphabet A, on note A∗ l’ensemble de toutes les chaînes finies formées de
caractères de A.

Définition 5.20 (classe NP) On dit qu’une famille de problèmes de décision F :
I → {vrai, faux} est dans NP, on dit aussi que ses problèmes sont NP, s’il existe un
polynôme p, un alphabet fini A et une fonction G : I ×A∗ → {vrai, faux} qui peut
être évaluée en temps polynomial, tels que

(NP1) ∀i ∈ I tel que F (i) = vrai, ∃j ∈ A∗ tel que L(j) 6 p(L(i)) et G(i, j) = vrai,
(NP2) ∀i ∈ I tel que F (i) = faux, ∀j ∈ A∗, on a G(i, j) = faux. ✷

Cette définition compliquée mérite quelques éclaircissements.
1. On ne demande pas ici que F soit polynomial (F serait alors dans la classe P),

mais que G le soit.
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2. On peut interpréter l’évaluation de F (i) comme la recherche d’une solution de
l’instance i ∈ I, alors que l’évaluation de G(i, j) peut être interprétée comme
une vérification que j ∈ A∗ est une solution de i : si i a une solution (c.-à-d.,
F (i) = vrai), disons j ∈ A∗ (avec la condition L(j) 6 p(L(i)), de manière à ce
que l’on ne puisse pas prendre pour j, hormis cas triviaux, la réunion de tous
les candidats-solutions possibles), on peut vérifier en temps polynomial qu’il en
est ainsi (c.-à-d., G(i, j) = vrai); si i n’a pas de solution (c.-à-d., F (i) = faux),
on peut vérifier en temps polynomial qu’un candidat-solution arbitraire j ∈ A∗

n’est en fait pas une solution (c.-à-d., G(i, j) = faux). De manière approximative
(en négligeant (NP2) en particulier), on peut dire qu’on ne demande pas que les
instances des familles de la classe NP soient résolubles en temps polynomial, mais
que l’on puisse vérifier en temps polynomial qu’une solution en est effectivement
une (c’est (NP1), cette description passe aussi sous silence la condition L(j) 6

p(L(i))).

3. On a
P ⊆ NP.

En effet, si F est polynomial, on peut prendre pour A un alphabet fini quelconque
et définir G par G(i, j) = F (i) pour tout (i, j) ∈ I ×A∗.

4. On ne sait pas si P = NP (beaucoup pense aujourd’hui que P 6= NP). Beaucoup
de familles de problèmes sont dans NP, sans que l’on sache si elles sont dans P.
Cela justifie l’introduction de cette notion.

La définition de la classe NP traite des familles de problèmes de décision. Il ne
semble pas simple de l’étendre aux problèmes qui ne le soient pas.

5.2.3 Problèmes NP-complets et NP-ardus

On dit qu’une famille de problèmes de décision F1 : I1 → {vrai, faux} est poly-
nomialement réductible en une autre famille de problèmes de décision F2 : I2 →
{vrai, faux}, s’il existe une fonction ρ : I1 → I2 transformant toutes les instances
de I1 en instances de I2 avec les deux propriétés suivantes :

(PR1) ∀ii ∈ I1, ρ(i1) peut être évaluée en temps polynomial,
(PR2) ∀ii ∈ I1, F1(i1) = vrai si, et seulement si, F2(ρ(i1)) = vrai.

L’opérateur ρ est appelé une réduction. On peut montrer que cette relation est tran-
sitive : si F1 est polynomialement réductible en F2 et si F2 est polynomialement ré-
ductible en F3, alors F1 est polynomialement réductible en F3. D’autre part, il est
clair que si F1 est polynomialement réductible en F2 et si F2 ∈ P, alors F1 ∈ P.

Définition 5.21 (classe NPC, problème NP-complet) On dit qu’une famille de
problèmes de décision F : I → {vrai, faux} est dans NPC, on dit aussi que ses
problèmes sont NP-complets, si elle est dans NP et si toute famille de problèmes dans
NP est polynomialement réductible en F . ✷

En quelque sorte, c’est la sous-classe des familles de problèmes « les plus difficiles »
de NP. Si on pouvait montrer qu’une famille de problèmes de NPC est dans P, alors
on aurait P = NP. D’autre part, grâce à la relation de transitivité énoncée ci-dessus,
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F1 ∈ NPC

F2 ∈ NP

F1 polynomialement réductible en F2



 =⇒ F2 ∈ NPC.

Pour montrer qu’une famille F est dans NPC, on utilise souvent cette dernière implica-
tion : on montre que F ∈ NP et on montre qu’une famille de NPC est polynomialement
réductible en F . Il faut pour cela connaître des problèmes NPC. En voici quelques-uns.

Exemples 5.22 Familles de problèmes NP-complets : une version décisionnelle de oq
(proposition ??), clique, sous-somme (famille 5.24). ✷

Famille 5.23 (SAT) Un littéral est une variable booléenne v (pouvant prendre la
valeur 0 ou 1) ou sa négation (notée ¬v := 1 − v). Une clause est un OU (noté ∨;
v1 ∨ v2 = 1 sauf si v1 = v2 = 0) entre un nombre fini de littéraux (par exemple
v1 ∨¬v2). Enfin, une forme normale conjonctive est un ET (noté ∧; v1 ∧ v2 = 1 si, et
seulement si, v1 = v2 = 1) entre un nombre fini de clauses; par exemple

(v1) ∧ (v1 ∨ ¬v2 ∨ v3) ∧ (¬v1 ∨ ¬v3).

Un problème SAT consiste à déterminer s’il existe une affectation des variables
booléennes vi d’une forme normale conjonctive qui lui donne la valeur 1. Il s’agit
d’une famille de problèmes NP-complets. ✷

Famille 5.24 (sous-somme) On se donne un nombre fini n > 1 d’entiers a1, . . . , an,
un entier b et on se pose la question de savoir si l’on peut trouver un sous-ensemble
d’indices I ⊆ {1, . . . , n} tel que ∑

i∈I

ai = b.

Il s’agit donc d’un problème de décision. ✷

Beaucoup de problèmes de calcul scientifique, en particulier les problèmes d’op-
timisation, ne sont pas des problèmes de décision. Afin d’éviter de passer par une
version décisionnelle de ces problèmes, qui est parfois éloignée du problème que l’on
se pose au départ, on introduit des notions de complexité qui leurs sont propres,
comme la suivante.

Définition 5.25 (classe NP-ardu, problème NP-ardu) On dit qu’une famille de
problèmes F : I → S est dans NP-ardu, on dit aussi que ses problèmes sont NP-ardus,
si une (ou n’importe quelle) famille de problèmes de NPC peut être évaluée en temps
polynomial par une machine de Turing utilisant F comme un oracle (c’est-à-dire que
cette machine est supposée évaluer F en une étape). ✷

Par conséquent, une famille F de NP-ardu doit être formée de problèmes suffisamment
difficiles à résoudre pour que, lorsque évaluer F (i) devient une opération élémentaire
du calculateur, les problèmes de NPC deviennent polynomiaux pour de tels calcula-
teurs. Évidemment, on a

NPC ⊆ NP-ardu

puisque si F ∈ NPC, on peut évaluer F (un problème de NPC) en une opération (donc
en temps polynomial) en utilisant F comme oracle.
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Exemple 5.26 Famille de problèmes NP-ardus : oq (proposition ??). ✷

Nous avons représenté à la figure 5.1 les liens entre les différentes classes de familles

NP-ardu
NP

P NPC

Fig. 5.1. Quelques classes de familles de problèmes si P 6= NP

de problèmes présentées dans cette section, en supposant que P 6= NP (ce qui peut
être remis en question dans l’avenir). Si P = NP, les trois classes P, NP et NPC sont
confondues.

5.3 Conditionnement d’un problème d’optimisation N

5.3.1 Notions de conditionnement

Le calcul numérique des solutions d’un problème (d’optimisation ou pas) se fait sur
des calculateurs qui utilisent des nombres flottants, avec une précision finie donc. Le
conditionnement d’un problème est un indicateur de l’effet de cette précision finie sur
le résultat. On cherche par cette mesure à savoir si une petite perturbation des données
(celle due à cette présicion finie par exemple) peut avoir une grande incidence sur la
ou les solutions. Cette incidence dépendra du problème, mais peut aussi dépendre
de l’algorithme qui le résout. On comprend alors pourquoi il n’y a pas une unique
définition du conditionnement, ou que l’on fait parfois allusion à celui-ci de manière
peu précise, ou encore que celui-ci sert de bouc émissaire permettant de justifier le
mauvais comportement d’une approche algorithmique !

Résoudre un problème d’optimisation quadratique convexe sans contrainte revient
à résoudre sa condition d’optimalité qui est un système linéaire (chapitre 8). Le con-
ditionnement d’un tel problème d’optimisation est, par définition, celui défini pour un
système linéaire Ax = b. L’effet d’une perturbation de b sur la solution x est estimé
par la proposition suivante.

Proposition 5.27 (conditionnement d’un système linéaire) Soit ‖ · ‖ une
norme matricielle subordonnée à une norme vectorielle notée de la même maniè-
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re. Si A est inversible, b 6= 0, x = A−1b et x′ = A−1b′, alors

‖x′ − x‖
‖x‖ 6 ‖A‖ ‖A−1‖ ‖b

′ − b‖
‖b‖ .

Démonstration. Clairement x′ − x = A−1(b′ − b), si bien que ‖x′ − x‖ 6 ‖A−1‖
‖b′ − b‖. On obtient le résultat en utilisant l’inégalité ‖b‖ 6 ‖A‖ ‖x‖. ✷

Le scalaire ‖A‖ ‖A−1‖ permet donc d’avoir une estimation de l’erreur relative commise
sur x à partir de l’erreur relative sur b. On le prend comme définition du condition-
nement de A.

Définition 5.28 (conditionnement d’une matrice) Le conditionnement d’une
matrice inversible A pour une norme matricielle ‖ · ‖ est le nombre

κ(A) := ‖A‖ ‖A−1‖.

On note κp(A) le conditionnement de A pour la norme matricielle ℓp.

Si ‖ · ‖ est subordonnée à une norme vectorielle, κ(A) > 1 (en effet 1 = ‖I‖ =
‖AA−1‖ 6 ‖A‖ ‖A−1‖).

C’est la même notion que pour la résolution d’un système linéaire. La définir
comme distance à l’ensemble des problèmes « singuliers ». Par exemple, Kahan [340 ;
1966] montre que le conditionnement ℓp mesure la distance relative en norme ℓp à
l’ensemble des matrices singulières :

κp(A) = min
X singular

‖X −A‖p
‖A‖p

.

On appelle préconditionnement, toute méthode destinée à améliorer le condition-
nement du problème. En général, on transforme le problème en un problème équivalent
dont le conditionnement est meilleur.

Noter ce qu’en dit Moré [438 ; 1983; Section 2: scaling and preconditioning]. Dans
N et qN, noter que ces algorithmes sont invariants par changement de variables,
localement.

5.4 Calcul de dérivées par état adjoint

La méthode de l’état adjoint est une technique souvent utilisée pour calculer les
dérivées d’une fonction dépendant implicitement des variables par rapport auxquelles
on veut la dériver. Elle permet d’éviter le calcul coûteux de la dérivée de la fonc-
tion implicite et est d’une utilisation constante dans les problèmes de commande
optimale [384, 398]. Nous allons dans un premier temps donner un cadre formel au
problème que nous nous posons, ainsi que des exemples de problèmes d’optimisation
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où cette technique peut être utile (section 5.4.1). À la section 5.4.2, nous montrons
comment l’état adjoint peut être utilisé pour calculer un gradient et ceci est illus-
tré sur des problèmes de commande optimale à la section 5.4.3. Enfin, le calcul de
produits hessienne-vecteur par état adjoint est abordé à la section 5.4.4.

5.4.1 Position du problème

Soient Y, U et Z trois espaces vectoriels et

F : Y× U→ Z : (y, u) 7→ F (y, u)

une fonction régulière utilisée pour décrire un système par ce que l’on appelle son
équation d’état

F (y, u) = 0. (5.13)

Cela peut être l’équation d’équilibre d’un système statique ou l’équation d’évolution
d’un modèle dynamique. Dans le cadre des problèmes de commande optimale, les
variables u sont appelées variables de commande du système et les variables y sont
appelées variables d’état du système.

Ce qui distingue y et u est le rôle que jouent ces variables dans l’équation d’état.
Pour une valeur donnée aux variables de commande u, on suppose que l’équation
(5.13) détermine l’état y du système. Ceci sera certainement vrai, localement, dans
le voisinage d’un couple état-commande (y0, u0) vérifiant (5.13), si F est C1 dans un
voisinage de (y0, u0) et si la jacobienne de F en (y0, u0) par rapport à y

F ′
y(y0, u0) est inversible. (5.14)

En effet, on sait alors, en vertu du théorème des fonctions implicites (théorème C.14),
qu’il existe une unique fonction implicite

u ∈ U0 7→ y(u) ∈ Y0 (5.15)

définie dans un voisinage U0 de u0 et à valeurs dans un voisinage Y0 de y0. Celle-ci
vérifie {

y(u0) = y0
F (y(u), u) = 0, ∀u ∈ U0.

(5.16)

Cette fonction implicite décrit l’état y(u) du système lorsque la commande u varie
dans U0.

Supposons à présent que l’on donne une fonction scalaire ϕ dépendant de y et
de u :

ϕ : Y× U→ R : (y, u) 7→ ϕ(y, u).

Si y est fonction implicite de u pour l’équation d’état (5.13), on peut considérer ϕ
comme une fonction de u seul, ou plus précisément considérer la fonction ψ : U0 → R
définie par

ψ(u) = ϕ(y(u), u).

Le problème que l’on se pose est de calculer, de manière efficace, le gradient de ψ par
rapport à u.

Commençons par calculer les dérivées directionnelles de ψ. Si v ∈ U, on a
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ψ′(u) · v = ϕ′
y(y(u), u) · y′(u) · v + ϕ′

u(y(u), u) · v. (5.17)

Donnons nous un produit scalaire 〈·, ·〉 sur U pour pouvoir calculer le gradient de ψ.
Nous aurons également besoin d’un produit scalaire sur Y que l’on notera de la même
manière. On note alors A∗ l’adjoint d’un opérateur linéaire A ∈ L(U,Y) pour ces
produits scalaires. Avec y = y(u), on a

∇ψ(u) = y′(u)∗∇yϕ(y, u) +∇uϕ(y, u).

Si cette formule contenait y′(u) au lieu de y′(u)∗, il s’agirait simplement d’évaluer une
dérivée directionnelle de y, ce qui n’est pas une opération coûteuse : si la direction
est w, y′(u) · w s’obtient en résolvant un seul système linéaire

F ′
y(y, u) (y

′(u) · w) = −F ′
u(y, u) · w.

Mais avec y′(u)∗, il semble bien qu’il faille évaluer y′(u) complètement, ce qui de-
mande a priori le calcul de dimU dérivées directionnelles ou encore de dimU systèmes
linéaires :

F ′
y(y, u)y

′(u) = −F ′
u(y, u). (5.18)

La méthode de l’état adjoint que nous présentons ci-après permet d’éviter ces dimU
résolutions. La présence de l’adjoint d’un opérateur de dérivation montre en fait qu’il
s’agit d’une « dérivation cotangente », situation à laquelle la méthode de l’état adjoint
est bien adaptée.

Avant cela donnons deux exemples dans le domaine de l’optimisation où cette
technique peut être utilisée.

Optimisation avec contraintes d’égalité

Supposons que l’on cherche à résoudre le problème d’optimisation sous contrainte
d’égalité suivant {

min f(x)
F (x) = 0,

où x se partitionne en x = (y, u) et F ′
y(y, u) est inversible. L’approche est partic-

ulièrement efficace lorsque F est linéaire en y, puisque dans ce cas l’évaluation de la
fonction implicite u 7→ y(u) peut se faire en résolvant un unique système linéaire.

Dans ce cas, il est possible et souvent préférable de remplacer le problème avec
contraintes d’égalité en x ci-dessus par le problème en u sans contrainte équivalent

min
u
f(y(u), u),

où y(u) est la fonction implicite donnée par l’équation d’état F (y, u) = 0. Ce problème
est en effet d’une dimension (dimU) qui peut être beaucoup plus petite que celle du
problème original (dimY+ dimU).

Lors de la résolution numérique de ce problème, le calcul du gradient de u 7→
ψ(u) = f(y(u), u) se fera sans difficulté par la technique de l’état adjoint (avec ϕ = f)
si le calcul de l’état y(u) associé à une commande u est aisé, ce qui est souvent le
cas lorsque F est linéaire en y. Si F n’est pas linéaire en y, il sera souvent nécessaire
d’utiliser un processus itératif pour calculer y(u), si bien que la technique de l’état
adjoint s’impose moins.
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Optimisation avec contraintes d’égalité et d’inégalité

La même idée peut être utilisée si l’on a en plus des contraintes d’inégalité en petit
nombre : 




min f(x)
F (x) = 0
c(x) 6 0,

où c est à valeurs vectorielles. On suppose toujours que x se partitionne en x = (y, u)
et que F ′

y est inversible. Ici aussi on aura intérêt à ce que F soit linéaire en y.
Dans ce cas également, il pourra être préférable de remplacer le problème original

par le problème équivalent en u seulement :
{

min f(y(u), u)
c(y(u), u) 6 0.

Les gradients de u 7→ f(y(u), u) et des u 7→ ci(y(u), u) se calculeront par la technique
de l’état adjoint (avec ϕ = f ou un des ci), d’où la nécessité de ne pas avoir trop de
contraintes. Il n’est pas nécessaire que c soit linéaire en y.

5.4.2 Calcul de gradients

Étant donné l’importance pratique de cette méthode, très simple, nous donnons
deux approches permettant de déduire les formules. La première est la plus rapide dans
ce cadre formel, mais fait intervenir l’expression de la dérivée de la fonction implicite
donnée par (5.18), qu’il n’est pas toujours aisé d’écrire. Celle-ci n’est pas nécessaire
dans la seconde approche, qui s’avère souvent la plus utile dans les applications.

Calcul direct

On remplace dans (5.17) la valeur de y′(u) donnée par (5.18), à savoir

y′(u) = −F ′
y(y, u)

−1F ′
u(y, u).

Ceci donne

ψ′(u) · v = ϕ′
y(y(u), u) ·

(
−F ′

y(y, u)
−1F ′

u(y, u) · v
)
+ ϕ′

u(y(u), u) · v.

Avec le produit scalaire 〈·, ·〉 supposé donné et en simplifiant les notations par y ≡
y(u), cette relation s’écrit aussi

〈∇ψ(u), v〉 = −〈∇yϕ(y, u), F
′
y(y, u)

−1F ′
u(y, u) · v〉+ 〈∇uϕ(y, u), v〉

= −〈F ′
u(y, u)

∗ (F ′
y(y, u)

−1
)∗∇yϕ(y, u), v〉+ 〈∇uϕ(y, u), v〉

= 〈F ′
u(y, u)

∗p, v〉+ 〈∇uϕ(y, u), v〉,

si p est solution du système linéaire

F ′
y(y, u)

∗p = −∇yϕ(y, u). (5.19)

Cette équation est appelée l’équation de l’état adjoint ou plus simplement l’équation
adjointe (elle fait intervenir l’opérateur adjoint de F ′

y(y, u)). Elle est linéaire en p.
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Pour u donné et y = y(u) calculé, elle permet de déterminer p = p(u), appelé état
adjoint. Alors, d’après ce qui précède, le gradient de ψ en u s’écrit comme fonction
de u, y = y(u) et de p = p(u) :

∇ψ(u) = F ′
u(y, u)

∗p+∇uϕ(y, u). (5.20)

Utilisation d’un lagrangien

Pour p ∈ Z, on introduit le lagrangien

ℓ(y, u, p) = ϕ(y, u) + 〈p, F (y, u)〉.

La valeur du vecteur p sera choisie plus tard. Elle dépendra du point u0 où l’on veut
calculer le gradient de ψ, mais dans la démarche qui suit on considère p indépendant
de u. Si u 7→ y(u) est une fonction implicite pour (5.13), on a grâce à (5.16)

ψ(u) = ℓ(y(u), u, p), ∀u ∈ U0,

si bien que le gradient de ψ peut aussi s’obtenir en calculant celui de u 7→ ℓ(y(u), u, p).
On choisira p de manière à ce que ce dernier calcul soit simple.

Pour v ∈ U, on a en y = y(u)

ψ′(u) · v = ϕ′
y(y, u) · y′(u) · v + ϕ′

u(y, u) · v + 〈p, F ′
y(y, u) · y′(u) · v + F ′

u(y, u) · v〉
= 〈∇uϕ(y, u), v〉+ 〈F ′

u(y, u)
∗p, v〉+ 〈∇yϕ(y, u) + F ′

y(y, u)
∗p, y′(u) · v〉,

où on a regroupé les termes dépendant de y′(u) ·v. L’idée maîtresse de cette approche
est maintenant de faire disparaître les termes où y′(u).v intervient (on se rappelle
qu’on essaye d’éviter le calcul de y′(u) !), en choisissant p de telle sorte que le dernier
terme s’annule :

F ′
y(y, u)

∗p = −∇yϕ(y, u).

On retrouve l’équation adjointe (5.19). Alors, d’après ce qui précède le gradient de ψ
en u s’écrit comme fonction de u, y = y(u) et de p = p(u) :

∇ψ(u) = ∇uϕ(y, u) + F ′
u(y, u)

∗p.

On retrouve (5.20).

Résumé des opérations

Pour résumer, la méthode de l’état adjoint pour le calcul de ∇ψ(u0) se déroule
en trois étapes. On suppose u0 ∈ U donné. Ensuite, on on procède de la manière
suivante.

Schéma 5.29 (calcul d’un gradient par état adjoint)

1. On calcule l’état y0, solution de l’équation d’état (5.13), avec u = u0, qui
peut être non linéaire.
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2. On calcule l’état adjoint p0, solution de l’équation adjointe (5.19), avec
u = u0 et y = y0, qui est toujours linéaire en p.

3. On calcule le gradient de ψ en u0 par la formule (5.20), avec u = u0, y = y0
et p = p0.

Comme annoncé, ce calcul ne fait pas intervenir y′(u0).
On se rappelle souvent les formules (5.19) et (5.20), en remarquant que l’équation

adjointe s’écrit également
∇yℓ(y0, u0, p) = 0

et que le gradient est aussi donné par

∇ψ(u0) = ∇uℓ(y0, u0, p0).

Cependant, dans certains cas, il est préférable de reprendre la démarche suivie pour ar-
river à ces formules plutôt que de les appliquer directement. En particulier, si les équa-
tions d’état sont des équations aux dérivées partielles ou des équations d’évolution,
les conditions aux limites ou initiales se trouvent plus facilement en reprenant la dé-
marche que nous avons exposée, plutôt qu’en appliquant les formules de dérivation
du lagrangien (voir la section 5.4.3).

Une interprétation de l’état adjoint

Comme un multiplicateur de Lagrange, l’état adjoint p a une interprétation margi-
naliste, que nous énonçons dans la proposition 5.30 ci-dessous. Pour cela, considérons
le système perturbé par le vecteur λ :

F (y, u) + λ = 0.

Si F ′
y(y0, u0) est inversible, on peut encore exprimer la solution de ce système perturbé

dans un voisinage de (u, λ) = (u0, 0) par une fonction implicite

(u, λ) 7→ ỹ(u, λ).

Comme F (ỹ(u, 0), u) = 0 pour tout u voisin de u0, l’unicité de la fonction implicite
implique que ỹ(u, 0) = y(u) est la valeur en u de la fonction implicite du problème
non perturbé. On peut aussi considérer la fonction

ψ̃(u, λ) = ϕ(ỹ(u, λ), u).

Proposition 5.30 L’état adjoint p associé à (y, u), solution du système non per-
turbé, donne la variation de la valeur de ψ̃ en (u, 0) par rapport à une perturbation
des équations d’état :

p = ∇λψ̃(u, 0).

Démonstration. Pour montrer cela, on calcule ∇λψ̃(u, 0) par la méthode de l’état
adjoint. On introduit le lagrangien du problème perturbé
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ℓ̃(y, u, λ, p) = ϕ(y, u) + 〈p, F (y, u) + λ〉.

Soit u donné. L’état du système perturbé correspondant à ce u et à λ = 0 est l’état y
du système non perturbé correspondant à la commande u. L’état adjoint du système
perturbé en (y, u, 0) s’obtient par

∇y ℓ̃(y, u, 0, p) ≡ ∇yϕ(y, u) + F ′
y(y, u)

∗p = 0.

Il est donc identique à l’état adjoint correspondant à (y, u) dans le système non
perturbé. Enfin, le gradient de ψ̃ par rapport à λ en (u, 0) s’obtient par

∇λψ̃(u, 0) = ∇λℓ̃(y, u, 0, p) = p.

D’où le résultat. ✷

5.4.3 Exemples

Nous donnons ci-dessous deux exemples illustrant l’utilisation de la méthode de
l’état adjoint. Ils sont paradigmatiques. Dans le premier exemple, l’équation d’état
est une équation différentielle ordinaire. On est donc dans une situation plus générale
que dans le cadre abstrait ci-dessus, puisque les objets manipulés appartiennent à un
espace vectoriel de dimension infinie, mais les principes à appliquer sont identiques.
Dans le second exemple, l’équation d’état est une équation différentielle ordinaire dis-
crétisée. On pourrait alors appliquer les formules de la section 5.4.2 précédente pour
obtenir le gradient, mais, comme nous l’avons déjà dit, il est plus efficace d’appliquer
le principe ayant conduit à ces formules, de manière à en dégager la structure. Dans
certains cas, il faut un peu de doigté pour aboutir à une formulation opérationnelle.
La démarche exposée peut aussi s’appliquer lorsque les équations d’état sont des
équations aux dérivées partielles. Ce sujet sort du cadre de cette monographie. Il est
traité en détail dans [398].

Cas où l’équation d’état est une équation différentielle

On suppose que l’état du système est une fonction dépendant du temps, définie
sur un intervalle [0, T ] de R (T > 0), à valeurs dans Rn :

y : t ∈ [0, T ]→ y(t) ∈ Rn.

Cet état est supposé déterminé par une équation différentielle ordinaire et sa condition
initiale : {

ẏ(t) = ϕ(y(t), t), pour tout t ∈ ]0, T [
y(0) = Au,

(5.21)

appelée équation d’état du système. Dans (5.21), ẏ désigne la dérivée de y par rapport
à t, ϕ : Rn×R→ Rn est une application régulière, A est une matrice n×m et u ∈ Rm

est la variable de commande. Dans certains problèmes de commande optimale, on
cherche à déterminer la commande u, qui agit ici sur la condition initiale du système,
de manière à minimiser un critère de la forme
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f(u) =

∫ T

0

J(y(t, u), t) dt+ Ju(u) + JT (y(T, u)),

où J est une fonction de Rn×R dans R représentant un coût distribué dans le temps,
Ju est une fonction de Rm dans R représentant un coût sur la commande du système
et JT est une fonction de Rn dans R représentant un coût sur l’état final du système.
Nous avons écrit y(t) ≡ y(t, u) et y(T ) ≡ y(T, u) pour expliciter la dépendance de y
en u, qui provient de l’équation d’état (5.21).

On s’intéresse ici au calcul de ∇f(u), le gradient de f en u. Il se déduira aisément
de f ′(u) · v, la dérivée directionnelle de f en u dans la direction v ∈ Rm. La difficulté
est de prendre en compte la dépendance de y en u. Le calcul proposé est formel,
car il ne précise pas les espaces fonctionnels, dont le choix sort du cadre de cette
monographie.

Comme dans le cadre abstrait ci-dessus, on écrit f(u) comme un lagrangien au
moyen d’un état adjoint, qui est ici une fonction p : t ∈ [0, T ]→ p(t) ∈ Rn :

f(u) =

∫ T

0

J(y(t, u), t) dt+ Ju(u) + JT (y(T, u))

+

∫ T

0

p(t)T (ẏ(t, u)− ϕ(y(t, u), t)) dt.

Cette identité a lieu quel que soit p, pourvu que y vérifie l’équation d’état (5.21). On
choisira p ultérieurement, de manière à éliminer la dérivée de la fonction implicite
u 7→ y(·, u). On a

f ′(u) · v =

∫ T

0

J ′
y(y, t) · (y′(t, u) · v) dt

+ (Ju)′(u) · v + (JT )′(y(T, u)) · (y′(T, u) · v)

+

∫ T

0

p(t)T
(
ẏ′(t, u) · v − ϕ′

y(y, t) · (y′(t, u) · v)
)
dt.

Pour faire disparaître la dérivée en temps de y′(t, u), on intègre par parties :
∫ T

0

p(t)T (ẏ′(t, u) · v) dt

= −
∫ T

0

ṗ(t)T (y′(t, u) · v) dt+ p(t)T (y′(t, u) · v)
∣∣T
0

= −
∫ T

0

ṗ(t)T (y′(t, u) · v) dt+ p(T )T (y′(T, u) · v)− p(0)TAv,

où on a utilisé le fait que y(0, u) = Au pour tout u ∈ Rn et donc y′(0, u) · v = Av. On
aurait pu faire cette intégration par parties dans l’expression de f(u), avant dérivation.
En regroupant les termes contenant y′(t, u) · v et y′(T, u) · v dans f ′(u) · v, on obtient

f ′(u) · v = (Ju)′(u) · v

+

∫ T

0

(
−ṗ(t)− ϕ′

y(y, t)
Tp(t) +∇yJ(y, t)

)T
(y′(t, u) · v) dt

+
(
p(T ) +∇JT (y(T ))

)T(
y′(T, u) · v

)
− p(0)TAv.
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On a désigné de la même façon la dérivée ϕ′
y(y, t) et la matrice jacobienne associée.

L’étape importante de ce calcul est maintenant d’éliminer y′(t, u) · v et y′(T, u) · v,
qui sont coûteux à calculer, en annulant leur facteur par un choix adéquat de p. Ceci
conduit à l’équation adjointe, qui est une équation différentielle ordinaire linéaire en p,
avec une condition finale




− ṗ(t) = ϕ′

y(y(t), t)
Tp(t)−∇yJ(y(t), t), pour tout t ∈ ]0, T [

p(T ) = −∇JT (y(T )).
(5.22)

On obtient alors
f ′(u) · v = (Ju)′(u) · v − p(0)TAv

et donc
∇f(u) = ∇Ju(u)−ATp(0). (5.23)

Pour résumer, le gradient ∇f(u) de f en u s’obtient en déterminant d’abord
y comme solution de l’équation d’état (5.21), qui est souvent non linéaire, ensuite p
comme solution de l’équation adjointe (5.22), toujours linéaire, et enfin le gradient par
(5.23). Ce calcul permet d’éviter la détermination des m trajectoires t 7→ y′(t, u) · ei,
pour i = 1, . . . ,m, formant la dérivée de la fonction implicite u 7→ y(·, u).

On observera que, si l’équation d’état est progressive (c.-à-d., elle s’intègre à partir
d’une condition initiale), l’équation adjointe est rétrograde (c.-à-d., elle s’intègre à
partir d’une condition finale). Notons également que, pour intégrer l’équation adjointe,
il faut connaître l’état y à chaque instant. En pratique (sur les modèles discrétisés),
il faut donc mémoriser cet état, ce qui peut demander beaucoup d’espace-mémoire :
l’efficacité du calcul est donc contrebalancée par un besoin de mémoire. On retrouvera
cette propriété dans le mode inverse de différentiation (section 5.5.3).

Cas où l’équation d’état est une équation différentielle discrétisée

Supposons à présent que l’état y : t ∈ [0, T ] → y(t) ∈ Rn du système considéré
soit décrit par l’équation différentielle

{
ẏ(t) = ϕ(y(t), u(t), t), pour tout t ∈ ]0, T [
y(0) = y0,

(5.24)

dans laquelle y0 ∈ Rn est la valeur donnée de l’état à l’instant initial et la commande
est à présent une fonction u : t ∈ [0, T ]→ u(t) ∈ Rm agissant à chaque instant sur le
système par l’intermédiaire de ϕ : Rn × Rm × R → Rn. Le critère que l’on cherche à
minimiser par rapport à u est le suivant :

∫ T

0

J(y(t, u), u(t), t) dt+ JT (y(T, u)), (5.25)

où J : Rn × Rm × R → R représente le coût instantané et JT : Rn → R représente
le coût associé à l’état final du système. Nous avons encore écrit y(t) ≡ y(t, u) pour
insister sur le fait que y dépend de u par l’intermédiaire de l’équation d’état (5.24).

On s’intéresse cette fois à la forme discrétisée de ce modèle. Pour cela, on décom-
pose l’intervalle d’intégration [0, T ] en N pas de temps ∆ti > 0, 1 6 i 6 N , tels que
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T =
∑N

i=1∆ti. On note t0 = 0, puis ti = ti−1+∆ti, pour 1 6 i 6 N , (donc tN = T ) et
ui = u(ti) ∈ Rm. Pour simplifier, on supposera que l’approximation yi ∈ Rn de y(ti)
est obtenue par le schéma d’Euler implicite (pour d’autres schémas d’intégration, on
pourra consulter [230 ; 1997] par exemple) :

yi+1 = yi +∆ti ϕ(yi+1, ui+1, ti), pour 0 6 i 6 N − 1, (5.26)

démarrant sur la condition initiale y0. On prendra comme approximation du critère
continu, le critère discret suivant

f(u) =
N∑

i=1

J(yi(u), ui, ti)∆ti + JT (yN (u)),

où u = {ui}Ni=1 ⊆ Rm et où la notation yi ≡ yi(u) met en évidence la dépendance de
yi par rapport à u. On cherche à calculer le gradient de f .

Comme dans le cadre abstrait et le cas continu ci-dessus, on écrit f(u) comme
un lagrangien au moyen d’un état adjoint, qui est ici un ensemble de N + 1 vecteurs
p = {pi}Ni=0 ⊆ Rn (le vecteur pN ∈ Rn apparaîtra plus loin) :

f(u) =

N∑

i=1

J(yi(u), ui, ti)∆ti + JT (yN (u))

+
N−1∑

i=0

pTi

(
yi+1 − yi −∆ti ϕ(yi+1, ui+1, ti)

)
.

Cette identité a lieu quel que soit p, pourvu que y = {yi}Ni=0 vérifie l’équation d’état
(5.26). On choisira p ultérieurement, de manière à éliminer la dérivée de la fonction
implicite u 7→ y(u). Pour varier, commençons par faire une « somme par parties »
(équivalent de l’intégration par parties de l’exemple précédent), avant dérivation. On a

N−1∑

i=0

pTi (yi+1 − yi) =
N∑

i=1

pTi−1yi −
N−1∑

i=0

pTi yi =
N∑

i=1

(pi−1 − pi)Tyi + pTNyN − pT0 y0.

Il en résulte

f(u) =
N∑

i=1

J(yi(u), ui, ti)∆ti + JT (yN (u))

+

N∑

i=1

(
(pi−1 − pi)Tyi −∆ti−1 p

T

i−1ϕ(yi, ui, ti−1)
)

+ pTNyN − pT0 y0.

On peut à présent calculer la dérivée directionnelle de f en u dans une direction
v = {vi}Ni=1 ⊆ Rm:
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f ′(u) · v =

N∑

i=1

(
J ′
y(yi, ui, ti) · (y′i(u) · v) + J ′

u(yi, ui, ti) · vi
)
∆ti

+ (JT )′(yN ) · (y′N (u) · v)

+
N∑

i=1

(
(pi−1 − pi)T(y′i(u) · v)

−∆ti−1 p
T

i−1ϕ
′
y(yi, ui, ti−1) · (y′i(u) · v)

−∆ti−1 p
T

i−1ϕ
′
u(yi, ui, ti−1) · vi

)

+ pTN (y′N (u) · v).

Comme précédemment, l’étape importante du calcul consiste à éliminer les dérivées
y′i(u) · v (1 6 i 6 N), qui sont coûteuses à évaluer, en annulant ses facteurs par un
choix approprié de p. Ceci conduit à l’équation adjointe suivante




(
I −∆ti−1 ϕ

′
y(yi, ui, ti−1)

T

)
pi−1 = pi −∆ti∇yJ(yi, ui, ti), pour i = N, . . . , 1

pN = −∇JT (yN ).

(5.27)
On obtient alors

∇f(u) =
{
∆ti∇uJ(yi, ui, ti)−∆ti−1 ϕ

′
u(yi, ui, ti−1)

Tpi−1

}N

i=1
, (5.28)

qui est un vecteur de RNm.
Résumons les opérations. Le gradient∇f(u) de f en u = {ui}Ni=1 ∈ RNm s’obtient

en déterminant d’abord y = {yi}Ni=1 ∈ RNn à partir de sa condition initiale y0
comme solution de l’équation d’état (5.26), qui est souvent non linéaire. Ensuite p =
{pi}N−1

i=0 ∈ RNn est déterminé à partir de sa condition finale pN = −∇JT (yN ) comme
solution de l’équation adjointe (5.27), toujours linéaire. Enfin le gradient est obtenu
par (5.28). Comme dans le cas continu analysé précédemment, l’équation d’état est
progressive et l’équation adjointe est rétrograde.

5.4.4 Calcul de produits hessienne-vecteur

On se place à nouveau dans le cadre de la section 5.4.1, où des variables y et u
sont reliées par une équation d’état

F (y, u) = 0,

permettant d’écrire localement y comme une fonction de u et où l’on cherche à dériver
la fonction

u 7→ ψ(u) := ϕ(y(u), u).

On s’intéresse à présent au produit de la hessienne de ψ en u (pour un produit scalaire
〈·, ·〉 donné) par un vecteur v.

Le schéma de calcul 5.29 peut être vu comme évaluant successivement, à partir
de u donné, les variables y, puis p, et enfin ∇ψ, toutes vues comme des fonctions de u.
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Il suffit donc de calculer la dérivée directionnelle de ces quantités dans la direction v,
pour obtenir finalement ∇2ψ(u)v. On note ẏ = y′(u) et ṗ = p′(u). La dérivation de
l’équation d’état donne une équation linéaire permettant de calculer ẏ :

F ′
y(y, u) ẏ = −F ′

u(y, u).

La dérivation de l’équation adjointe donne une équation linéaire permettant de cal-
culer ṗ :

F ′
y(y, u)

∗ ṗ = −
(
F ′′
yy(y, u) · ẏ + F ′′

yu(y, u) · v
)∗
p−

(
ϕ′′
yy(y, u) · ẏ + ϕ′′

yu(y, u) · v
)
.

Il reste à dériver l’équation donnant le gradient de ψ pour obtenir le produit hessienne-
vecteur :

ψ′′(u) · v =
(
F ′′
yu(y, u) · ẏ + F ′′

uu(y, u) · v
)∗
p+

(
ϕ′′
yu(y, u) · ẏ + ϕ′′

uu(y, u) · v
)
.

On observera que les systèmes linéaires intervenant dans le calcul de ∇ψ(u) ou
∇2ψ(u)v, utilisent tous la matrice F ′

y(y, u) ou son adjointe. Si une factorisation de
cette matrice s’impose, celle-ci ne devra être faite qu’une seule fois par valeur de u.

5.5 Différentiation automatique

En optimisation, l’objet numérique de base est le gradient. Les méthodes numé-
riques qui peuvent fonctionner sans calcul de gradients sont lentes. On peut alors se
demander si les n quantités formant le gradient d’une fonction scalaire définie sur
Rn peuvent se calculer en un temps raisonnable, en particulier si n est très grand.
On pourrait en effet penser que cela prend n fois plus de temps que le calcul de la
fonction elle-même. S’il en était ainsi, les techniques numériques utilisant le gradient
devraient être cantonnées à l’optimisation de problèmes de taille petite ou moyenne.
Nous montrerons dans cette section (proposition 5.32) que, par le mode inverse de
différentiation automatique, on peut toujours calculer le gradient d’une fonction en
un temps qui est du même ordre que celui nécessaire au calcul de la fonction elle-
même (sans facteur proportionnel à n). Il s’agit donc d’un résultat fondamental pour
l’optimisation numérique.

La différentiation automatique1 est un ensemble de techniques permettant d’obte-
nir les dérivées exactes (aux erreurs d’arrondi près) d’une fonction représentée par un
programme informatique, écrit par exemple en Fortran ou en C. Si c’est un programme
qui représente la fonction à dériver, c’est aussi un programme qui est généré par le
différentiateur. Il faudra l’exécuter pour obtenir la valeur de la dérivée de la fonction
en un point donné.

La méthode se distingue donc de la différentiation symbolique, qui suppose que
la fonction à dériver admet une représentation symbolique au moyen de formules
mathématiques et qui génère une représentation, également symbolique, de la fonction
dérivée. On la trouve dans des codes comme Macsyma [607 ; 1985] ou Maple [116 ;

1 En anglais, le vocable Automatic Differentiation tend à être remplacé par Computational
Differentiation ou Algorithmic Differentiation [288, 291]. En français, on rencontre parfois
l’expression Différentiation par Programme.
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1988]. Elle se distingue aussi de la différentiation par différences finies, méthode par
laquelle les dérivées partielles d’une fonction f : Rn → Rm sont approchées en faisant
varier insensiblement et successivement chacune des variables, tout en gardant les
autres fixées :

∂f

∂xi
(x) ≃ f(x+ tiei)− f(x)

ti
, i = 1, . . . , n,

où ei est le i-ième vecteur de la base canonique de Rn et ti > 0 est « bien choisi »
(ni trop grand ni trop petit !). Avec cette dernière technique les dérivées ne peuvent
pas être calculées avec précision. De plus, par cette technique le calcul d’un gradient
demande l’évaluation de f aux n points x + tiei, 1 6 i 6 n, ce qui peut demander
beaucoup de temps de calcul.

Un des attraits de la différentiation automatique est de pouvoir générer un pro-
gramme calculant le gradient d’une fonction à valeurs scalaires, dont le temps d’exé-
cution relatif à celui du programme original est indépendant du nombre de variables
par rapport auxquelles on dérive. Il s’agit en fait de génération automatique de codes
adjoints. Cette technique s’est concrétisée dans des codes de différentiation tels que
Adol-c [], Adifor [] ou Tapenade [].

Dans cette section, nous présentons quelques aspects théoriques de la différentia-
tion automatique. Pour plus de détails, on consultera les ouvrages et monographies
cités en fin de chapitre.

5.5.1 Modèle de programme

Pour obtenir les formules permettant de générer de manière automatique un code
calculant les dérivées d’une fonction représentée par un programme, on commence
par considérer le cas d’un programme formé d’une suite d’instructions d’affectation.
Un tel programme a l’avantage d’avoir une représentation mathématique simple avec
laquelle on peut travailler. Les règles que l’on déduit de ce modèle permettent alors
de comprendre les règles de transformation de codes à mettre en œuvre sur des pro-
grammes plus complexes, voire généraux, tels que ceux écrits en Fortran ou C.

On note v1, v2, . . . , vN les N variables du code informatique (ou cases-mémoire)
sur lesquelles travaille le programme modèle. Il n’y a aucun ordre sur ces variables.
En particulier, il n’est pas nécessaire qu’elles soient évaluées dans l’ordre de leur
indice. C’est simplement une manière commode de les désigner toutes. On supposera
que les n variables d’entrée (n 6 N), celles par rapport auxquelles on dérive, encore
appelée variables indépendantes, sont les variables v1, . . . , vn. Lesm variables de sortie
(m 6 N), celles que l’on veut dériver, sont supposées être les variables vN−m+1, . . . ,
vN . Des variables peuvent être à la fois d’entrée et de sortie. On dira qu’une variable
vi devient active lorsqu’on lui affecte une valeur qui dépend de la valeur donnée aux
variables indépendantes.

Le programme modèle que nous considérerons est donc supposé être formé d’une
suite de K instructions d’affectation exécutées l’une après l’autre, ce que l’on peut
écrire :

vµk
:= ϕk(vDk

), k = 1, . . . ,K. (5.29)

À chaque instruction k, le programme modifie la variable vµk
au moyen d’une fonction

ϕk, en utilisant les variables vi, i ∈ Dk, oùDk est une partie de [1 :N ]. Dans ce modèle,
on ne se donne aucune restriction sur µk ∈ [1 :N ], qui peut en particulier faire partie
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de Dk. Si on note x les variables d’entrée et f les variables de sorties, on cherche donc
à différentier une fonction

f : x ∈ Rn 7→ f(x) ∈ Rm,

qui est représentée par le programme modèle (5.29) et dont la valeur en un point x
peut être obtenue en exécutant ce programme.

Pour fixer les idées, considérons l’exemple suivant écrit en Fortran, dans lequel on
calcule une variable f = v5 à partir de la donnée d’un couple de variables x = (v1, v2) :

v3 = v1 + v2**2

v4 = v1**2 * sin(v3)

v4 = v4/v3

v5 = exp(v4)

La correspondance entre ce programme et le modèle (5.29) est détaillée au tableau 5.1.

indice k de
l’instruction

instruction
indice de
la variable
modifiée

fonction ϕk
indices de

dépendance

1 v3=v1+v2**2 µ1 = 3 ϕ1(a, b) = a+ b2 D1 = {1, 2}
2 v4=v1**2*sin(v3) µ2 = 4 ϕ2(a, b) = a2 sin(b) D2 = {1, 3}
3 v4=v4/v3 µ3 = 4 ϕ3(a, b) = b/a D3 = {3, 4}
4 v5=exp(v4) µ4 = 5 ϕ4(a) = exp(a) D4 = {4}

Tableau 5.1. Correspondance entre l’exemple de programme et le modèle (5.29)

On désigne par F l’ensemble des fonctions intermédiaires, c’est-à-dire les fonctions
ϕk utilisées dans le programme modèle (5.29). Il n’y a pas de restriction sur ces fonc-
tions, si ce n’est qu’elles doivent être différentiables et à valeurs scalaires (le cas où
elles sont à valeurs vectorielles se traite de manière analogue, voir l’exercice 5.7). Elles
peuvent représenter les opérations élémentaires (+, -, *, /), les fonctions intrinsèques
du langage informatique utilisé, des compositions de ces fonctions ou encore des en-
sembles d’instructions (sous-routines, procédures, fonctions). On notera F

F
= {+, -,

*, /, sqrt, exp, log, log10, sin, cos, tan, asin, acos, atan, sinh, cosh, tanh} la classe
des fonctions utilisables en Fortran (langage choisi pour estimer la complexité des
calculs ci-dessous).

5.5.2 Différentiation en mode direct

Le mode direct de différentiation est le plus simple et le plus intuitif. Il est bien
adapté au calcul des dérivées directionnelles de la fonction f représentée par le pro-
gramme.

Soit d ∈ Rn la direction dans laquelle on veut différentier f . On cherche donc
à calculer f ′(x) · d. Pour cela, il est bon de voir chaque variable du code comme
une fonction des variables d’entrée x = (v1, . . . , vn). Donc à chaque vi (1 6 i 6 N)
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correspond une dérivée directionnelle v̇i := v′i(x)·d. Alors, en différentiant l’instruction
k du programme (5.29), on obtient

v̇µk
=
∑

i∈Dk

∂ϕk

∂vi
(vDk

)v̇i.

On a donc une formule permettant de calculer v̇µk
:= v′µk

(x) · d à partir des v̇i,
i ∈ Dk. Grâce à celle-ci, on peut « propager » le calcul des dérivées directionnelles des
variables évaluées dans le code, parallèlement à leur évaluation. C’est l’idée utilisée
dans le mode direct de différentiation.

Remarquons que v̇i = di, pour 1 6 i 6 n. Pour calculer f ′(x) · d, il suffit donc
d’initialiser les dérivées directionnelles des variables indépendantes comme suit :

v̇i := di, pour 1 6 i 6 n,

et ensuite de propager les dérivées directionnelles dans le code par les instructions
suivantes :

v̇µk
:=
∑

i∈Dk

∂ϕk

∂vi
(vDk

)v̇i
vµk

:= ϕk(vDk
)

}
, k = 1, . . . ,K.

On calcule v̇µk
avant vµk

au cas où ϕk dépendrait de vµk
. Il faut en effet évaluer

les dérivées partielles ∂ϕk

∂vi
avec la valeur non modifiée de vµk

. En fin d’exécution, on
récupère dans v̇N−m+1, . . . , v̇N , la dérivée f ′(x) · d :

f ′(x) · d := (v̇N−m+1, . . . , v̇N ).

Ce mode de différentiation porte le nom de mode direct et le code réalisant ces
opérations est appelé code linéaire tangent de (5.29). Celui-ci peut être résumé ainsi :

pour i = 1, . . . , n
v̇i := di ;

pour k = 1, . . . ,K

v̇µk
:=
∑

i∈Dk

∂ϕk

∂vi
(vDk

)v̇i ;

vµk
:= ϕk(vDk

) ;

f ′(x) · d := (v̇N−m+1, . . . , v̇N ) .

(5.30)

On voit que l’on a associé à chaque variable vi du code, une variable v̇i contenant
sa dérivée directionnelle. Si toutes les variables sont actives, l’espace-mémoire requis
est donc exactement le double de celui utilisé par le programme original. En ce qui
concerne le temps de calcul T (f, f ′·d) nécessaire à l’exécution de (5.30), on peut le
comparer au temps T (f) de l’exécution de (5.29).

Proposition 5.31 Le temps T (f, f ′·d) nécessaire au calcul de f et de sa dérivée
directionnelle f ′·d dans la direction d au moyen de l’algorithme (5.30) vérifie
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l’estimation suivante:
T (f, f ′·d)
T (f)

6 CF ,

où T (f) est le temps nécessaire au calcul de f par l’algorithme (5.29) et CF
est une constante ne dépendant que des fonctions intermédiaires ϕk de la biblio-
thèque F .

Démonstration. D’après l’algorithme (5.30), on a

T (f, f ′·d) =
K∑

k=1

T (ϕk, ϕ
′
k).

Ensuite, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée (A.9), on obtient

T (f, f ′·d) 6 max
16k6K

(
T (ϕk, ϕ

′
k)

T (ϕk)

) K∑

k=1

T (ϕk)

6 max
ϕ∈F

(
T (ϕ, ϕ′)

T (ϕ)

)
T (f)

= CF T (f),

où la constante

CF = max
ϕ∈F

(
T (ϕ, ϕ′)
T (ϕ)

)

ne dépend que de la classe F des fonctions intermédiaires. ✷

Par exemple si toutes les fonctions intermédiaires ϕk sont prises dans FF (famille
des fonctions Fortran), on montre, sous des hypothèses raisonnables sur le temps
respectif de l’évaluation des fonctions de F

F
, que

T (f, f ′·d)
T (f)

6 4,

et ceci quel que soit le nombre m de variables dérivées (voir [243 ; 1991]).
À titre d’illustration, voyons comment s’écrit le code linéaire tangent dans le cas

de l’exemple de la page 278. Supposons que les deux composantes de la direction d
soient données dans les variables d1 et d2. En utilisant le suffixe tl pour désigner les
variables v̇i associées aux variables vi du code et contenant leur dérivée directionnelle,
le code linéaire tangent s’écrit :

v1tl = d1

v2tl = d2

v3tl = v1tl + 2*v2*v2tl

v3 = v1 + v2**2

v4tl = 2*v1*v1tl*sin(v3) + v1**2*cos(v3)*v3tl

v4 = v1**2 * sin(v3)
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aux = v4/v3

v4tl = (v4tl - aux*v3tl)/v3

v4 = aux

aux = exp(v4)

v5tl = aux * v4tl

v5 = aux

On a utilisé une variable auxiliaire aux, de manière à éviter de calculer plusieurs fois
certaines quantités.

Ce qu’il faut retenir sur le mode direct :
1. Le mode direct de différentiation est le bon mode pour calculer la dérivée d’un

grand nombre de variables (ou variables de sortie) par rapport à un petit nombre
de variables indépendantes (ou variables d’entrée).

2. C’est donc aussi le bon mode pour calculer une dérivée directionnelle d’une
application f : Rn → Rm.

3. À chaque variable vi du code, on associe une variable v̇i qui contient la dérivée
directionnelle de vi dans une direction d donnée. Sa valeur est nulle (et alors
v̇i peut ne pas exister dans le code linéaire tangent) si vi n’est pas influencée
par les variables par rapport auxquelles on dérive (c’est-à-dire si elle n’est pas
active).

4. Le code linéaire tangent peut s’obtenir en « dérivant » le code original ligne par
ligne. Si dans ce dernier une instruction s’interprète comme une application
{vi : i ∈ Dk} 7→ vµk

, les instructions à ajouter pour obtenir le code linéaire
tangent forment une application entre variables v̇i de la forme {v̇i : i ∈ Dk} 7→
v̇µk

.

5.5.3 Différentiation en mode inverse

Le mode inverse de différentiation est moins intuitif et plus complexe à mettre en
œuvre que le mode direct. Il trouve son utilité lorsqu’on veut calculer des dérivées
par rapport à un grand nombre de variables. Ce mode est une méthode de génération
automatique de codes adjoints, encore appelés codes linéaires cotangents, concept
familier en commande optimale.

Il y a plusieurs manières d’introduire le mode inverse. Dans l’état de l’art [243 ;
1991], quatre approches ont été recensées : l’approche du graphe de calcul [535 ; 1984]
[326 ; 1984] [327 ; 1984], la méthode des substitutions rétrogrades [565 ; 1980] [353 ;
1984], la méthode de dualité et l’approche de Speelpenning [565 ; 1980]. Chacune de
ces approches apporte un éclairage différent sur ce mode de différentiation, toujours
surprenant, mais c’est la dernière qui est la plus simple à exposer et à adapter à
diverses situations. C’est aussi celle que nous allons présenter.

D’abord, il est intéressant de voir l’instruction k de (5.29) comme une transfor-
mation agissant sur l’ensemble des variables v1, . . . , vN du code et qui laisse in-
changées toutes ces variables sauf vµk

. On peut donc lui associer une transformation
Φk : RN → RN , définie par

(Φk(v))i =

{
vi si i 6= µk

ϕk(vDk
) si i = µk.
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À présent, on peut voir le programme (5.29) comme une composition de K fonctions :

(ΦK ◦ · · · ◦ Φ1)(v).

Afin de lever certaines ambiguïtés, on note v0 = v et

vk = (Φk ◦ · · · ◦ Φ1)(v)

la valeur des variables du code après exécution des k premières instructions.
Soit alors d dans Rm, espace d’arrivée de f . Avec le mode inverse, on cherche à

calculer le gradient de l’application x 7→ dTf(x) pour le produit scalaire euclidien,
c’est-à-dire le vecteur des dérivées partielles

∇(dTf)(x) =
(
∂(dTf)

∂xi
(x)

)

16i6n

.

Il s’agit donc d’une dérivation cotangente. On a en notant 0p le vecteur nul de Rp,

dTf(x) =

(
0N−m

d

)T

(ΦK ◦ · · · ◦ Φ2 ◦ Φ1)(x, 0N−n),

si bien que

(dTf)′(x) · y =

(
0N−m

d

)T

Φ′
K(vK−1) · · ·Φ′

2(v
1)Φ′

1(v)

(
In

0(N−n)×n

)
y,

où In est la matrice unité d’ordre n et 0p×q est la matrice nulle de type p× q. On en
déduit

∇(dTf)(x) =
(
In 0n×(N−n)

)
Φ′
1(v)

TΦ′
2(v

1)T · · ·Φ′
K(vK−1)T

(
0N−m

d

)
.

Dans le produit de matrices du membre de droite, on a un vecteur à droite et une
matrice à gauche. Le nombre d’opérations pour l’évaluer sera donc moindre si l’on
effectue les multiplications matricielles de droite à gauche. Pour effectuer ces produits,
on introduit des variables duales v ∈ RN , que l’on initialise au vecteur à droite de
l’expression ci-dessus

v :=

(
0N−m

d

)
.

Ensuite, ces variables duales sont mises à jour en effectuant les produits matriciels
sus-mentionnés, c’est-à-dire

v := Φk(v
k−1)Tv, pour k = K, . . . , 1.

Le dernier produit matriciel nous apprend que le gradient ∇(dTf)(x) se trouve dans
les n premières composantes du vecteur v ainsi obtenu.

Pour écrire cette procédure de façon précise, il reste à observer que la jacobienne
de Φk(v

k−1) est la matrice N ×N
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Φ′
k(v

k−1) =




1
. . .

1
∂ϕk

∂v1
(vk−1) · · · · · · ∂ϕk

∂vµk
(vk−1) · · · · · · ∂ϕk

∂vN
(vk−1)

1
. . .

1




,

où seule sa µk-ième ligne peut ne pas être formée de vecteurs de base de RN . Alors
la mise à jour v := Φk(v

k−1)Tv s’écrit




vi := vi si i /∈ Dk ∪ {µk}
vi := vi +

∂ϕk

∂vi
(vk−1)vµk

si i ∈ Dk \ {µk}

vµk
:=

∂ϕk

∂vµk

(vk−1)vµk
.

(5.31)

Il faut d’abord mettre à jour les vi pour i 6= µk avant vµk
, car il est clair que c’est

l’ancienne valeur de vµk
qu’il faut utiliser dans le calcul des vi (i ∈ Dk \ {µk}).

Ce mode de différentiation porte le nom de mode inverse et le code réalisant ces
opérations est appelé code linéaire cotangent. Il calcule ∇(dTf)(x) par le programme
suivant

pour i = 1, . . . , N −m
vi := 0 ;

pour i = N −m+ 1, . . . , N

vi := di ;

pour k = K, . . . , 1

pour i ∈ Dk \ {µk}
vi := vi +

∂ϕk

∂vi
(vk−1)vµk

;

vµk
:= ∂ϕk

∂vµk

(vk−1)vµk
;

∇(dTf)(x) := (v1, . . . , vn) .

(5.32)

On voit que cette procédure s’adapte bien à la situation où on veut dériver une seule
variable (m = 1 et d est le scalaire 1) par rapport à beaucoup de variables d’entrée (n
grand). Dans ce cas, il suffit d’initialiser toutes les variables duales à 0 sauf vN que
l’on initialise à 1.

Illustrons cela en appliquant le mode inverse sur l’exemple de la page 278, lorsqu’on
veut dériver la variable v5 par rapport aux variables v1 et v2. On commence par
exécuter le code original en sauvegardant certaines quantités. Le choix de l’infor-
mation à sauvegarder est délicat. Pour coller à la présentation faite ci-dessus, nous
avons choisi de sauvegarder les dérivées partielles ∂ϕk

∂vi
(vk−1) dans une pile p munie

du pointeur ip, sans essayer d’optimiser le code de manière à garder une certaine
lisibilité.

ip = 1

p(ip) = 2*v2
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v3 = v1 + v2**2

ip = ip + 1

p(ip) = 2*v1*sin(v3)

ip = ip + 1

p(ip) = v1**2 * cos(v3)

v4 = v1**2 * sin(v3)

ip = ip + 1

p(ip) = 1/v3

ip = ip + 1

p(ip) = -v4/v3**2

v4 = v4/v3

ip = ip + 1

p(ip) = exp(v4)

v5 = exp(v4)

Ensuite vient l’exécution du code linéaire cotangent. On a utilisé le suffixe ad pour
désigner les variables duales vi associées aux variables vi.

v1ad = 0

v2ad = 0

v3ad = 0

v4ad = 0

v5ad = 1

v4ad = v4ad + p(ip)*v5ad

v5ad = 0

ip = ip - 1

v3ad = v3ad + p(ip)*v4ad

ip = ip - 1

v4ad = p(ip)*v4ad

ip = ip - 1

v3ad = v3ad + p(ip)*v4ad

ip = ip - 1

v1ad = v1ad + p(ip)*v4ad

v4ad = 0

ip = ip - 1

v2ad = v2ad + p(ip)*v3ad

v1ad = v1ad + v3ad

v3ad = 0

En fin d’exécution, le gradient de v5 par rapport à v1 et v2 se trouve dans (v1ad,
v2ad).

On peut à présent comprendre la difficulté de la mise en œuvre du mode inverse.
Il faut d’abord exécuter le code direct (5.29) afin de mémoriser les « quantités » per-
mettant de reconstituer les dérivées partielles ∂ϕk

∂vi
(vk−1) au moment où celles-ci sont

utilisées dans le code linéaire cotangent (5.32). Remarquons que cette utilisation se
fait en ordre inverse (de k = K, . . . , 1) de l’ordre de mémorisation. Il y a donc un prob-
lème de gestion de la mémoire qui ne se posait pas avec le mode direct. Une stratégie
extrême consiste à mémoriser, à chaque itération k, toute l’information nécessaire à
l’évaluation des dérivées partielles ∂ϕk

∂vi
(vk−1), i ∈ Dk. Ceci conduit en général à un

besoin en place-mémoire à peu près proportionnel au nombre d’instructions où les
variables actives interviennent de façon non linéaire soit, en première approximation,
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proportionnel au temps d’exécution du code original (en fait cela dépend beaucoup
de ce que l’on mémorise). Cette stratégie ne peut donc fonctionner que pour les petits
problèmes. Pour les grands problèmes, il est préférable de mémoriser une partie des
variables du code à certains instants de l’exécution de (5.29) (voir [287 ; 1992] pour une
technique indépendante de la structure du code). ). Dans un problème d’évolution,
par exemple, on pourra ne mémoriser que les variables d’état du problème à chaque
pas de temps. Ensuite les dérivées partielles ∂ϕk

∂vi
(vk−1) sont recalculées à partir des

informations mémorisées. On parvient ainsi à obtenir des codes moins gourmands en
place-mémoire, au prix d’une augmentation du temps de calcul.

En ce qui concerne, le temps d’exécution du couple (code original, code linéaire
cotangent) par rapport au temps d’exécution du code original, on a le résultat suivant.

Proposition 5.32 Le temps T (f,∇(dTf)) nécessaire au calcul de f et de ∇(dTf)
par (5.29) et (5.32) vérifie l’estimation suivante :

T (f,∇(dTf))
T (f)

6 C′
F , (5.33)

où T (f) est le temps nécessaire au calcul de f par (5.29) et C′
F est une constante

ne dépendant que des fonctions intermédiaires ϕk de la bibliothèque F .

Démonstration. L’examen des algorithmes (5.29) et (5.32) permet d’écrire :

T (f,∇(dTf)) =
K∑

k=1

T (ϕk,∇ϕk).

On ne compte pas dans T (f,∇(dTf)) le temps nécessaire à l’initialisation des variables
pi. Ensuite, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée (A.9), on obtient

T (f,∇(dTf)) 6 max
16k6K

(
T (ϕk,∇ϕk)

T (ϕk)

) K∑

k=1

T (ϕk) = C′
F T (f),

où la constante

C′
F := max

16k6K

(
T (ϕk,∇ϕk)

T (ϕk)

)

ne dépend que de la classe F des fonctions intermédiaires. ✷

On peut donner une estimation de C′
F lorsque les fonctions ϕk sont prises dans F

F

(famille des fonctions Fortran). Sous des hypothèses raisonnables concernant les temps
d’exécution relatifs des fonctions Fortran, on a (voir [286 ; 1989] [243 ; 1991])

T (f,∇(dTf))
T (f)

6 5.

Par conséquent, le calcul de f(x) et de ∇(dTf(x)) par la méthode décrite demande un
temps de calcul au plus égal à 5 fois celui nécessaire au calcul de f(x) et cela quel que
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soit le nombre de variables et quelle que soit la complexité du programme original.
Comme cela a été montré dans la démonstration ci-dessus, cette inégalité ne tient
pas compte du surcoût lié aux accès-mémoire qui peuvent être importants en mode
inverse. En pratique, cette estimation n’est donc pas toujours vérifiée. Cependant,
même pour de grands codes, il est courant d’obtenir une borne C′

F voisine de 3.

Ce qu’il faut retenir sur le mode inverse :
1. Le mode inverse de différentiation est le bon mode pour calculer les dérivées

partielles d’une seule variable (ou variable de sortie) par rapport à un grand
nombre de variables (ou variables d’entrée).

2. C’est donc le bon mode pour calculer le gradient d’une application à valeurs
scalaires f : Rn → R ou le gradient de dTf si f est à valeurs vectorielles.

3. À chaque variable vi du code, on associe une variable duale vi qui contient la
variation de la variable de sortie (ou de dTf(x), pour un vecteur d donné, en
cas de sortie vectorielle) par rapport à une perturbation de la variable vi. Sa
valeur est nulle si vi n’a pas d’influence sur la variable de sortie.

4. Le code linéaire cotangent peut s’obtenir en « dualisant » le code original ligne
par ligne. Cette dualisation doit se faire en ordre inverse de l’ordre d’exécution
dans le code original. Si dans ce dernier une instruction s’interprète comme une
application {vi : i ∈ Dk} 7→ vµk

, les instructions correspondantes dans le code
linéaire cotangent forment une application entre variables duales de la forme
(vi : i ∈ Dk ∪ {µk}) 7→ {vi : i ∈ Dk ∪ {µk}}.

5. La difficulté principale dans l’écriture de codes linéaires cotangents est la
gestion-mémoire permettant de transmettre du code original au code liné-
aire cotangent, l’information nécessaire à l’évaluation des dérivées partielles
∂ϕk

∂vi
(vk−1).

5.6 Développement de codes d’optimisation

5.6.1 Communication directe et inverse N

La communication est bien organisée permettant à des groupes différents d’acteurs
d’écrire des programmes indépendamment.

Nous appelons ci-dessous optimiseur, un code informatique dans lequel est im-
plémenté un algorithme destiné à résoudre un problème d’optimisation ayant une
structure bien précise. On dit que l’optimiseur est écrit en communication directe
(CD), s’il est destiné à être utilisé comme à la figure 5.2. Dans cette figure, nous
avons représenté en bleu et en pointillés la partie qui doit être écrite par l’utilisateur
du code d’optimisation et en rouge et en lignes continues la partie du programme qui
doit être écrite par l’auteur du code d’optimisation. L’optimiseur sera donc appelé par
un programme écrit par l’utilisateur. L’optimiseur est écrit quant à lui indépendam-
ment du problème à résoudre et lorsqu’il a besoin d’information sur ce problème, il
appelle un simulateur, contenant le code qui évalue les objets définissant le problème
et qui ont un sens pour l’optimiseur. Ainsi, en général, le simulateur évalue le critère
f(x) et/ou les contraintes c(x) en l’itéré x fourni par l’optimiseur. C’est le fanion
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simulateuroptimiseur

procédure appelante
(deuxième partie)

procédure appelante
(première partie)

indicboucle
d’optimisation

Fig. 5.2. Shéma d’un code avec un optimiseur utilisant la communication directe

indic, positionné par l’optimiseur, qui spécifiera ce qui lui est nécessaire. Le rôle de
l’optimiseur est de mettre à jour x. Pour le dire autrement, l’optimiseur ne connaît
pas le problème qu’il est occupé à résoudre et ne connaît que les objets abstraits
qui décrivent la structure du problème; c’est en fait un code généraliste travaillant
sur les objets mathématiques, comme nous allons le faire dans cet ouvrage. De son
côté, le simulateur ne connaît pas les subtilités propres à la technique algorithmique
mise en œuvre pour résoudre le problème (multiplicateur de Lagrange, fonction duale,
facteur de pénalisation lui sont étrangers) et est décrit par les grandeurs physiques,
chimiques, économiques ou mathématiques..., qui ont du sens pour lui.

Un optimiseur peut aussi être écrit en communication inverse (CI). L’organisation
d’un tel code est représentée dans le schéma de la figure 5.3.

Le tableau 5.2 compare les deux types de communication. Le signe ⊖ signale que
le mode en rapport avec ce signe est plus faible sur la caractéristique considérée que
l’autre mode de communication. Le signe ⊕ signale le contraire : en ce qui concerne la
caractéristique considérée, le mode en rapport avec ce signe est avantagé par rapport
à l’autre mode. Passons en revue ces caractéristiques. L’inconvénient principal de

communication
directe (CD)

communication
inverse (CI)

écriture du simulateur ⊖ ⊕
environnement multi-langage ⊖ ⊕
écriture de l’optimiseur ⊕ ⊖

Tableau 5.2. Comparaison des modes de communication directe et inverse

la CD, selon nous, est de demander à l’utilisateur du code d’optimisation de devoir
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procédure appelante
(première partie)

procédure appelante
(deuxième partie)

simulateur

indic

boucle
d’appel

boucle
d’optimisation

optimiseur

pilote

Fig. 5.3. Shéma d’un code avec un optimiseur utilisant la communication inverse

écrire un simulateur, c’est-à-dire une procédure à la séquence d’appel stricte réalisant
les tâches demandées par l’optimiseur (calcul des fonctions définissant le problème
d’optimisation et éventuellement de leurs dérivées). De plus, l’instruction d’appel de
ce simulateur a sa structure figée par ce que le code d’optimisation a prévu. Cette
rigidité est parfois gênante. Si des langages de programmation différents sont utilisés
dans le code utilisateur et dans l’optimiseur, un seul interfaçage devra être introduit
en CI et deux en CD. Il faut en effet que le programme appelant prévoit un appel de
l’optimiseur dans son propre langage dans les deux modes de communication, mais en
CD une interface doit aussi être prévue entre l’optimiseur et le simulateur supposés
avoir été écrits dans des langages différents. Ainsi il peut être délicat d’utiliser un
optimiseur écrit en Fortran et en CD dans un code Matlab.

5.6.2 Profils de performance

Comment comparer deux codes d’optimisation ? Comment savoir si une idée ap-
porte une amélioration à un algorithme ? Ces questions ne se posent pas seulement
en optimisation, mais dans tout domaine du calcul scientifique dans lequel on cherche
à améliorer des solveurs généralistes. Il est coutumier de comparer les résultats des
solveurs en question sur des bancs d’essai de problèmes-tests. Cela conduit à des
tableaux de résultats qu’il n’est pas aisé d’analyser. Il est en effet rare qu’un solveur
se comporte mieux qu’un autre sur tous les problèmes-tests de la collection consid-
érée. Les profils de performance, que nous allons introduire, améliorent la situation en
remplaçant les tableaux par des courbes dont l’interprétation est plus rapide pourvu
que l’on en ait les clés de lecture.

Soient S un ensemble de solveurs et P un ensemble de problèmes-tests. Les profils
de performance sont utilisés pour comparer l’efficacité relative des solveurs de S sur
les problèmes-tests de P . Soit
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τp,s := performance du solveur s sur le problème-test p,

où la performance est un critère de comparaison, tel que le temps CPU ou le nombre
d’évaluations de fonction ou de dérivée. Pour que ce qui suit ait un sens, il faut
qu’une telle performance ait une valeur plus faible lorsque le solveur est meilleur. La
performance relative d’un solveur s (par rapport aux autres solveurs de S) sur un
problème-test p est le rapport

ρp,s =
τp,s
τp,min

, où τp,min := min{τp,s′ : s′ ∈ S}.

Bien sûr ρp,s > 1. Par ailleurs, un solveur s ne réussissant pas à résoudre un problème-
test p devrait normalement avoir une performance τp,s infinie, ce qui ne se traite
pas bien numériquement. Pour cette raison, on décide de limiter les performances
relatives ρp,s à une valeur maximale ρ̄ > 1 (ou de limiter les performances τp,s à
ρ̄ τp,min). Dès lors, on aura ρp,s = ρ̄, soit parce que le solveur s a en réalité sur le
problème-test p une performance supérieure à ρ̄ τp,min, soit parce qu’il ne réussit pas
à résoudre le problème p.

Le profil de performance du solveur s (par rapport aux autres solveurs de S) est
la fonction

t ∈ [1, ρ̄] 7→ ℘s(t) :=
|{p ∈ P : ρp,s 6 t}|

|P| ∈ [0, 1],

où |·| désigne le cardinal d’un ensemble (le nombre de ses éléments). Cette fonction est
croissante, constante par morceaux et semi-continue supérieurement. Il y a un profil
pour chaque solveur de S. La figure 5.4 donne un exemple de profils de performance,

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0
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klee

durer

Fig. 5.4. Profils de performance typiques pour trois solveurs

correspondant à trois solveurs appelés bosch, durer et klee. Le solveur bosch appa-
raît plus performant que les deux autres, pour des raisons qui devraient être claires
après avoir pris connaissance des clés de lecture données ci-après.

Seuls trois faits doivent être gardés à l’esprit pour avoir une interprétation correcte
des profils de performance :
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℘s(1) donne la fraction de problèmes-tests pour lesquels le solveur s est le
meilleur; comme deux solveurs peuvent avoir le même score et que certains
solveurs peuvent ne pas réussir à résoudre un problème-test, il n’est pas garanti
que l’on ait

∑
s∈S ℘s(1) = 1;

par définition de ρ̄, ℘s(ρ̄) = 1; par ailleurs, pour ε > 0 petit, ℘s(ρ̄ − ε) donne
la fraction de problèmes-tests que le solveur s peut résoudre; cette valeur est
indépendante de la performance choisie pour la comparaison;

on peut donner l’interprétation suivante de la valeur ℘s(t), obtenue en inversant
l’application t 7→ ℘s(t): pour la fraction ℘s(t) de problèmes-tests de P , la perfor-
mance du solveur s n’est jamais pire que t fois celle du meilleur solveur (celui-ci
varie en général d’un problème-test à l’autre); de ce point de vue, l’argument
auquel ℘s atteint sa valeur « presque » maximale ℘s(ρ̄− ε) est significative.

Avec les profils de performance, l’efficacité relative des solveurs s de S apparaît en un
coup d’œil : plus haut est le graphe de ℘s, meilleur est le solveur s.

5.7 Pourquoi étudier l’optimisation numérique ?

Pourquoi est-il utile d’étudier les algorithmes d’optimisation ? La question mérite
d’être posée. On pourrait en effet penser que ceci n’est plus nécessaire puisqu’il existe
un certain nombre de bibliothèques de programmes d’optimisation (voir la section ??)
dans lesquels on pourra souvent trouver le code d’optimisation convenant au problème
que l’on veut résoudre. Notons que ce point de vue pourrait être tenu à propos d’autres
domaines de l’analyse numérique, tels que l’algèbre linéaire numérique, l’étude des
schémas d’intégration des équations différentielles, les techniques de résolution des
équations aux dérivées partielles, etc. Les remarques suivantes ne font pas le tour de
la question, mais devraient permettre de nuancer cette position.

1. Face à un problème d’optimisation à résoudre, il faut faire un choix d’algorithmes.
Si le problème a une structure classique (voir la section ?? pour une classification
simplifiée) et ne demande pas trop de temps de calcul, ce choix pourra se faire
facilement et un code de bibliothèque pourra être satisfaisant. Il est cependant
nécessaire de bien comprendre les possibilités de ces codes et donc des algorithmes
qui y sont implémentés pour faire un bon choix. Il faut aussi pouvoir saisir les
subtilités de leur documentation pour pouvoir adapter avec pertinence leurs op-
tions au problème à résoudre, ce qui requiert également une bonne maîtrise des
algorithmes implémentés.

2. Les codes d’optimisation fonctionnent rarement en boîte noire. Ceci est dû au fait
qu’une solution d’un problème d’optimisation s’obtient grâce à un processus qui
doit converger. Il ne s’agit donc pas d’un processus ayant un nombre déterminé
d’opérations. Diagnostiquer un comportement inattendu est souvent délicat. Les
codes d’optimisation bien conçus fournissent parfois ces diagnostics, mais il faut
pouvoir les comprendre. Ici aussi une bonne connaissance des algorithmes est
essentielle.

3. Les codes que l’on trouve dans les bibliothèques d’optimisation sont conçus pour
résoudre des problèmes à la structure classique. Même si ceux-ci ont été écrits de
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manière à ce qu’ils puissent être utilisés pour résoudre des problèmes variés, on
gagnera souvent à les adapter au problème qui nous intéresse. Ceci est d’autant
plus vrai que le problème est de grande taille, lorsque les temps de calcul sont
important. Modifier les algorithmes de manière à exploiter au mieux la structure
d’un problème demande de solides connaissances en algorithmique.

4. Le développement des algorithmes n’est pas terminé. Il est donc nécessaire d’en-
seigner ces matières aux futurs chercheurs ou ingénieurs, aux futurs numériciens
qui feront progresser la discipline.

Cet ouvrage est donc destiné aux étudiants désirant se familiariser avec les tech-
niques numériques en optimisation. Il s’adresse également aux praticiens souhaitant
implémenter un algorithme ou comprendre le comportement d’un code d’optimisation
sur un problème particulier. Il sera également utile aux chercheurs voulant connaître
les techniques permettant d’analyser les algorithmes, d’étudier et de prévoir leur com-
portement. L’ouvrage contient en effet de nombreux résultats de convergence que l’on
ne trouve que dans les revues spécialisées.

Notes

L’importance de la classe P a été soulignée par Edmonds [189 ; 1965] et Cobham
[130 ; 1965]. Comme autres ouvrages sur la théorie de la complexité, citons [66, 475,
476].

L’utilisation de l’état adjoint pour calculer des produits hessienne-vecteur a été
proposé en météorologie par Le Dimet, Navon et Daescu [383]. Le livre de Griewank
(et Walther) [288, 291] et sa revue [289] constituent d’excellents états de l’art sur les
techniques de différentiation automatique. Ils ont été écrits par l’un des spécialistes les
plus actifs dans ce domaine. On pourra aussi se référer aux monographies [290] et [243].
Le comportement de la différentiation automatique sur des programmes contenant des
processus itératifs est analysé dans [238 ; 1992]. Pour des résultats de complexité en
différentiation automatique, nous renvoyons le lecteur à [449 ; 2008] et sa bibliographie.

La notion de profil de performance a été introduite par Dolan et Moré [171 ;
2002] et est maintenant couramment utilisée pour comparer l’efficacité des codes
d’optimisation. Divers environnements de comparaison de codes permettent de les
générer automatiquement, citons Libopt [242].

Exercices

5.1. Soient E un espace normé, dont la norme est notée ‖·‖, et F : E → E une application
différentiable en x∗ ∈ E dont la dérivée F ′(x∗) est inversible. Alors F (x) ∼ (x− x∗)
au sens de (5.3).

5.2. Vitesse de convergence en termes du nombre de chiffres significatifs corrects. Démon-
trer les propositions 5.4, 5.6 et 5.11.

5.3. Vitesse de convergence en termes d’une fonction s’annulant au point limite. Démon-
trer les propositions 5.7 et 5.13.

5.4. Convergence q-quadratique en termes de déplacements. Démontrer la proposition 5.14.
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5.5. Suite de Fejér [539]. Soit E un espace euclidien (produit scalaire 〈·, ·〉 et norme
associée ‖ · ‖). La cible de Fejér d’une suite {xk} ⊆ E est l’ensemble

C({xk}) := {x ∈ E : pour tout k ∈ N, on a ‖xk+1 − x‖ 6 ‖xk − x‖}.

On dit qu’une suite {xk} de E est une suite de Fejér si C({xk}) 6= ∅.
1) C({xk}) est un convexe fermé (éventuellement vide).
2) Une suite de Fejér est bornée.
3) Si une suite {xk} a un point d’adhérence x̄ ∈ C({xk}), alors elle converge vers x̄.
4) Si {xk} est suite de Fejér, alors

xk+1 ∈
⋂

x∈C({xk})
B̄(x, ‖xk − x‖).

Note. Lipót Fejér est un mathématicien hongrois (1880-1959). L’étude systématique
des suites de Fejér et de leur lien avec l’optimisation a commencé avec le mathéma-
ticien russe Eremin [192, 193, 194 ; 1965-1979].

5.6. Dérivée du critère du problème (5.24)–(5.25). On considère le problème de commande
optimale (5.24)–(5.25). Soit f(u) le critère (5.25). Montrez que, pour v : [0, T ] → Rm,

f ′(u) · v =

∫ T

0

(

J ′
u(y(t), u(t), t) · v(t)− p(t)Tϕ′

u(y(t), u(t), t) · v(t)
)

dt,

où y est la solution de (5.24) et p est l’état adjoint défini comme solution de l’équation
adjointe

{
ṗ(t) = −ϕ′

y(y(t), u(t), t)
Tp(t) +∇yJ(y(t), u(t), t), pour tout t ∈ ]0, T [

p(T ) = −∇JT (y(T )).

5.7. DA d’instructions à valeurs vectorielles. Supposons que l’on ait dans le code original
une instruction à valeurs vectorielles (par exemple par l’intermédiaire d’une procé-
dure) de la forme

vM := ϕ(vD),

où M et D sont des parties de [1 :N ], pouvant être disjointes ou non et vM désigne
le vecteur de R|M| dont les composantes sont les variables vi du code avec indices
i ∈ M (désignation analogue pour vD). On indice par i ∈ M les composantes de ϕ.
Montrez que les instructions du code linéaire tangent s’écrivent

v̇M := ϕ′(vD)v̇D, vM := ϕ(vD)

et celles du code adjoint s’écrivent

vD := vD\M + ϕ′(vD)TvM , vM\D := 0. (5.34)

5.8. DA de solveurs linéaires. Supposons qu’une partie d’un programme consiste à ré-
soudre le système linéaire, ce que l’on peut écrire

x := A−1b,

où la matrice carrée inversible A et le vecteur b ∈ Rn peuvent dépendre des variables
indépendantes, qu’il n’est pas nécessaire de spécifier ici. Montrez que les instructions
du code linéaire tangent s’écrivent
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x := A−1b, ẋ := A−1(ḃ− Ȧx)

et celles du code adjoint s’écrivent

x := A−1b, x := A−Tx, b := b+ x, A := A− xxT, x := 0.

Que deviennent les instructions des codes tangent et adjoint si le code original s’écrit
b := A−1b (la solution du système linéaire est placée dans b).
Remarque. Dans le cas où la matrice A a une structure creuse et où seuls les éléments
d’indices (i, j) ∈ N de A sont mémorisés, il n’est pas nécessaire de s’intéresser aux
Aij pour (i, j) /∈ N et on pourra ne mettre à jour que les éléments de A avec indices
(i, j) dans N par Aij := Aij − xixj . Autrement dit, il ne faut pas introduire de
variables duales associées aux éléments de A qui sont toujours nuls.

5.9. DA d’une fonction quadratique. Donner les codes direct et adjoint d’un code qui
calcule la fonction quadratique

f :=
1

2
xTAx+ bTx.





Partie II

Méthodes de
l’optimisation sans contrainte





6 Méthodes à directions de descente

Il est aisé d’en conclure que la valeur de f(x−α∇f(x))
deviendra inférieure à f(x) si α est suffisamment petit. Si,

maintenant, α vient à croître, et si, comme nous l’avons
supposé, la fonction f est continue, la valeur de f(x−α∇f(x))

décroîtra jusqu’à ce qu’elle [...] coïncide avec une valeur
minimum, déterminée par l’équation à une inconnue

Dαf(x−α∇f(x)) = 0. Il suffira donc, ou de résoudre cette
dernière équation, ou du moins d’attribuer à α une valeur
suffisamment petite, pour obtenir une nouvelle valeur de f

inférieure à f(x). Si la nouvelle valeur de f n’est pas un
minimum, on pourra en déduire, en opérant toujours de la

même manière, une troisième valeur plus petite encore ; et, en
continuant ainsi, on trouvera successivement des valeurs de f

de plus en plus petites, qui convergeront vers une valeur
minimum de f .

L.-A. Cauchy, extrait de [109 ; 1847, page 537], récrit avec les
notations du présent ouvrage.

Ce chapitre introduit une classe importante d’algorithmes de résolution des prob-
lèmes d’optimisation sans contrainte. Le concept central est celui de direction de
descente (section 6.1). On le retrouvera dans des contextes variés, également pour ré-
soudre des problèmes avec contraintes. Tous les algorithmes d’optimisation n’entrent
pas dans ce cadre. Une autre classe importante de méthodes se fonde sur la notion de
région de confiance qui sera vue au chapitre 9.

Après avoir décrit le fonctionnement d’un algorithme à directions de descente
(section 6.1), nous donnons quelques exemples d’algorithmes de ce type (section 6.2),
qui seront étudiés plus en détail dans d’autres chapitres. Nous décrivons ensuite les
principales règles de recherche linéaire (section 6.3) et étudions la contribution de la
recherche linéaire à la convergence et à la complexité itérative des algorithmes à direc-
tions de descente (section 6.4). Nous concluons ce chapitre par sa section 6.5, où sont
énoncés des critères permettant d’estimer la qualité de la direction de descente proche
d’une solution : celui de l’admissibilité asymptotique du pas unité (section 6.5.1) et
celui de la convergence superlinéaire (section 6.5.2).

297
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6.1 Principes généraux

Considérons le problème d’optimisation sans contrainte

min
x∈Rn

f(x), (6.1)

où f : Rn → R est supposée régulière. On supposera donné un produit scalaire 〈·, ·〉
sur Rn et on notera ‖ · ‖ = 〈·, ·〉1/2 la norme associée. On note aussi ∇f(x) et ∇2f(x)
le gradient et la hessienne de f en x pour ce produit scalaire.

On s’intéresse ici à une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion de di-
rection de descente. On dit que d est une direction de descente de f en x ∈ Rn si

f ′(x) · d < 0.

Par définition du gradient (section 7.1), il revient au même de dire que 〈∇f(x), d〉 < 0
ou encore que d fait avec l’opposé du gradient −∇f(x) un angle θ, appelé angle de
descente, qui est strictement plus petit que 90◦ :

θ := arccos
〈−∇f(x), d〉
‖∇f(x)‖ ‖d‖ ∈

[
0,
π

2

[
. (6.2)

La notion d’angle définie ci-dessus dépend du produit scalaire et n’est pas invariante
par rotation des vecteurs ! L’ensemble des directions de descente de f en x,

{d ∈ Rn : 〈∇f(x), d〉 < 0},

forme un demi-espace ouvert de Rn (illustration à la figure 6.1).

d ∇f(x)
x

demi-espace des directions
de descente de f en x

f = constante

Fig. 6.1. Demi-espace (translaté) des directions de descente d de f en x.

Par définition de la dérivée, on voit que si d est une direction de descente,

f(x+ αd) < f(x), pour tout α > 0 suffisamment petit

et donc que f décroît strictement dans la direction d. De telles directions sont intéres-
santes en optimisation car, pour faire décroître f , il suffit de faire un déplacement le
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long de d. Les méthodes à directions de descente utilisent cette idée pour minimiser
une fonction (voir ce qu’en disait Cauchy dans le texte en épigraphe de ce chapitre,
lorsque d = −∇f(x)). Elles construisent la suite des itérés {xk}k>1 approchant une
solution x∗ de (6.1) par la récurrence

dk
xk+1

dk+1

dk+2
xk

xk+2 xk+1 = xk + αkdk, pour k > 1, (6.3)

où αk > 0 est appelé le pas et dk est une direction de descente de f en xk. Pour définir
une méthode à directions de descente il faut donc spécifier deux choses :

dire comment la direction dk est calculée; la manière de procéder donne le nom
à l’algorithme;
dire comment on détermine le pas αk; c’est ce que l’on appelle la recherche
linéaire; la section 6.3 sera consacrée à la description des principales techniques
de recherche linéaire.

Décrivons cette classe d’algorithmes de manière précise.

Algorithme 6.1 (méthode à directions de descente — une itération)

On suppose qu’au début de l’itération k, on dispose d’un itéré xk ∈ Rn.

1. Test d’arrêt : Si ∇f(xk) ≃ 0, arrêt de l’algorithme.
2. Choix d’une direction de descente dk ∈ Rn.
3. Recherche linéaire : déterminer un pas αk > 0 le long de dk de manière à

« faire décroître f suffisamment ».
4. xk+1 := xk + αkdk.

Le test de l’étape 1 est discuté dans les paragraphes qui suivent. Le sens à donner
à l’expression « faire décroître f suffisamment » à l’étape 3 sera précisé dans la sec-
tion 6.3.

Dans les problèmes sans contrainte, il est normal que le test d’arrêt (étape 1) porte
sur la petitesse du gradient : ∇f(xk) ≃ 0. C’est en effet ce que suggère la condition
nécessaire d’optimalité du premier ordre ∇f(x∗) = 0 (voir (4.15)). Comme xk n’est
jamais exactement égal à x∗, ce test ne pourra fonctionner que si ∇f(x) est faible
en norme pour x voisin de x∗, ce qui revient pratiquement à supposer que f est
de classe C1. Par ailleurs, un tel test d’arrêt suggère qu’un algorithme à directions
de descente ne peut pas trouver mieux qu’un point stationnaire de f . C’est en effet
souvent le cas, mais ce point faible est rarement rédhibitoire en pratique. On peut
noter qu’il existe une version élaborée des méthodes à régions de confiance qui permet
de trouver un minimum local, évitant ainsi les points stationnaires qui n’ont pas cette
propriété de minimalité locale. Nous étudierons cette approche au chapitre 9.
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On est parfois tenté d’arrêter l’algorithme si le critère f ne décroît presque plus.
Ceci n’est pas sans risque et il vaut mieux ne pas utiliser un tel test d’arrêt, car une
faible variation du critère peut se produire loin d’une solution. En effet, au premier
ordre, f(xk+1) ≃ f(xk) revient à αk〈∇f(xk), dk〉 ≃ 0, ce qui peut arriver si le pas αk

est petit (c’est en général très suspect) ou si la direction de descente fait avec l’opposé
du gradient un angle proche de 90 degrés, une situation qui se rencontre fréquemment
(si l’algorithme est bien conçu, cela traduit un mauvais conditionnement du problème).

Même si le test d’arrêt de l’étape 1 est suggéré par la théorie, on peut s’interroger
sur sa pertinence, du point de vue suivant : peut-on préciser dans quelle mesure le fait
d’avoir un petit gradient implique que l’itéré est proche d’un point stationnaire de f ?
Le cas où f est quadratique strictement convexe est instructif :

f(x) =
1

2
xTAx− bTx, avec A ≻ 0.

Minimiser f revient alors à déterminer l’unique solution x∗ du système linéaireAx = b.
Par ailleurs, le gradient de f (pour le produit scalaire euclidien) est le résidu du
système linéaire : ∇f(x) = Ax− b. Or on sait bien que, si le conditionnement de A est
élevé, on peut très bien avoir ‖Ax−b‖2 petit et une erreur ‖x−x∗‖2 importante. Le test
d’arrêt portant sur la petitesse du gradient doit donc être interprété avec précaution.
Le lemme suivant apportera un nouvel éclairage sur cette question, toujours dans le
cas où la fonction est quadratique.

Lemme 6.2 (Wilkinson) Soient A ∈ Rn×n non nul, b ∈ Rn et x ∈ Rn non
nul. Alors

‖Ax− b‖2
‖A‖2 ‖x‖2

= min

{‖∆A‖2
‖A‖2

: (A+∆A)x = b

}
.

Démonstration. Notons r := Ax−b. Si∆A vérifie (A+∆A)x = b, on a r = −(∆A)x,
dont on déduit ‖r‖2 6 ‖∆A‖2 ‖x‖2 ou encore

‖r‖2
‖A‖2 ‖x‖2

6
‖∆A‖2
‖A‖2

.

On obtient l’égalité ci-dessus en prenant ∆A = −rxT/‖x‖22, qui vérifie bien (A +
∆A)x = b. ✷

Ce lemme nous apprend que si le gradient ∇f(x) = Ax−b est petit devant ‖A‖2 ‖x‖2,
alors x est solution d’un système linéaire (A+∆A)x = b (ou minimiseur de la fonction
quadratique précédente avec A remplacé par A+∆A), avec∆A petit devant A. On dit
que l’on a interprété la précision de x en termes d’erreur amont (backward error [313]).

Certains algorithmes convergent lorsque αk = 1 pour tout indice k, donc sans faire
de recherche linéaire. Il en est ainsi de l’algorithme proximal de la section 7.2 ou de
l’algorithme de Newton étudié au chapitre 10. Mais le plus souvent, ces algorithmes
ne sont définis et ne convergent que si le premier itéré x1 est suffisamment proche
d’une solution (c’est le cas pour l’algorithme de Newton) ou si la fonction possède
des propriétés particulières (c’est la convexité du critère qui joue un rôle important
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dans l’algorithme proximal). Pour ces algorithmes, on peut voir l’introduction du
pas αk calculé par recherche linéaire comme une technique de globalisation de la
convergence, c’est-à-dire une technique permettant de forcer la convergence de la
suite des itérés même lorsque le premier itéré est loin d’une solution. Nous verrons à
la section 6.4 comment la recherche linéaire contribue en effet de manière significative
à la convergence des itérés.

L’introduction d’un algorithme se fait d’ailleurs souvent comme suit. On le conçoit
à partir de considérations locales (dans l’algorithme de Newton, on linéarise les équa-
tions qui déterminent le type de solution recherchée), pour qu’il ait une bonne vitesse
de convergence proche d’une solution. On utilise ensuite une technique de globalisation
de la convergence, comme la recherche linéaire (section 6.3) ou les régions de confiance
(chapitre 9), pour forcer la convergence. Des conditions pour que la recherche linéaire
n’empêche pas de retrouver l’algorithme initial local (avec αk = 1 donc) seront mises
en évidence à la section 6.5.1.

6.2 Exemples de méthodes à directions de descente

Oublions un instant la recherche linéaire et concentrons nous sur quelques exemples
de directions de descente. On note

gk := ∇f(xk)

le gradient de f en xk pour un produit scalaire 〈·, ·〉.

6.2.1 Algorithme du gradient (ou de la plus profonde descente)

Dans cet algorithme, on prend pour direction de recherche

dk = −gk,

appelée direction du gradient ou de la plus profonde descente. Cette dernière appel-
lation vient du fait que, si gk est non nul, la direction est parallèle à la solution
du problème en d ∈ Rn ci-dessous dans lequel on minimise le modèle affine de f
(développement au premier ordre) sur une boule de rayon ∆ > 0 quelconque :

{
min f(xk) + 〈gk, d〉
‖d‖ 6 ∆.

Lorsque ∆ > 0 et gk 6= 0, la solution de ce problème est en effet d = −(∆/‖gk‖)gk
(exercice 4.11).

La direction du gradient est évidemment une direction de descente si xk n’est pas
un point stationnaire (gk 6= 0) puisque

f ′(xk) · (−gk) = 〈gk,−gk〉 = −‖gk‖2 < 0.

L’algorithme qui utilise cette direction de descente porte le nom d’algorithme du
gradient ou d’algorithme de la plus profonde descente.
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Par son utilisation de directions de plus profonde descente et par sa simplicité de
mise en œuvre, l’algorithme du gradient semble séduisant. Cependant, si le produit
scalaire utilisé pour calculer le gradient n’est pas bien choisi, cet algorithme convergera
très lentement. Si l’on n’a pas d’idées sur ce que doit être le bon produit scalaire, il
vaudra donc mieux éviter cette méthode. On notera que, pour minimiser une fonction
quadratique strictement convexe de deux variables (ce qui correspond à résoudre un
système linéaire de deux équations linéaires à deux inconnues), l’algorithme demande
en général un nombre infini d’itérations, alors que la solution est évidente et aisément
calculable à la main ou par d’autres algorithmes en un nombre fini d’opérations. En
pratique, on observe souvent que −gk est une bonne direction de descente loin d’une
solution mais qu’elle est à éviter dès que l’on entre dans le voisinage d’une solution x∗,
là où les termes du second ordre d’un développement de Taylor de f autour de x∗
jouent un grand rôle. En fait, comme nous le verrons, le défaut de cet algorithme est
d’ignorer la courbure de f , qui est décrite par sa hessienne.

Malgré ses piètres performances numériques, cet algorithme mérite d’être étudié.
Les techniques utilisées pour l’analyser servent en effet souvent de guide dans l’étude
d’algorithmes plus complexes. C’est à ce titre que nous en en dirons davantage à la
section 7.1.

6.2.2 Algorithme du gradient conjugué

L’algorithme du gradient conjugué peut être vu comme une légère modification
de l’algorithme du gradient puisque la direction le long de laquelle le pas αk sera
déterminé s’écrit (k = 1 est l’indice du premier itéré) :

dk =

{
−g1 si k = 1
−gk + βkdk−1 si k > 2.

Cette direction est appelée direction du gradient conjugué. Le scalaire βk ∈ R peut
prendre différentes valeurs, ce qui donne à l’algorithme des propriétés différentes.

La forme de cette direction sera justifiée au chapitre 8 dans lequel l’algorithme est
étudié en détail. Remarquons déjà que si l’on choisit αk−1 de manière à minimiser
le critère le long de la direction précédente (c’est-à-dire si αk−1 minimise la fonction
α 7→ f(xk−1 +αdk−1), ce qui implique que 〈gk, dk−1〉 = 0), la direction dk est bien de
descente en un point non stationnaire (gk 6= 0), puisque

f ′(xk) · dk = 〈gk, dk〉 = −‖gk‖2 < 0.

Cette manière de déterminer le pas n’est pas acceptable en pratique lorsque le critère
est non linéaire, sans propriétés particulières (voir la section 6.3.2). Nous renvoyons
le lecteur à la section 8.2.6 pour une discussion sur ce sujet.

6.2.3 Algorithme de Newton

Dans l’algorithme de Newton pour l’optimisation sans contrainte, on détermine
une direction dk par la formule suivante :

dk = −∇2f(xk)
−1gk.
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Cette direction est appelée direction de Newton. Il faut évidemment que la hessienne de
f en l’itéré courant soit inversible pour que cette définition ait un sens. Cet algorithme
sera étudié en détail au chapitre 10.

Remarquons que si x∗ est un minimum vérifiant les conditions d’optimalité du
second ordre (CS2), ∇2f(x∗) est définie positive (〈∇2f(x∗)v, v〉 > 0, pour tout v 6= 0),
et donc ∇2f(x) est également définie positive lorsque x est proche de x∗. Dans le
voisinage d’une telle solution, dk est bien définie et est une direction de descente
puisque (on suppose aussi que gk 6= 0)

f ′(xk) · dk = −〈gk,∇2f(xk)
−1gk〉 = −f ′′(xk) · (∇2f(xk)

−1gk)
2 < 0.

6.2.4 Algorithmes de quasi-Newton

Les algorithmes de quasi-Newton s’inspirent de la méthode de Newton pour définir
la direction de recherche. Celle-ci s’écrit :

dk = −M−1
k gk,

où Mk est une matrice d’ordre n auto-adjointe (pour le produit scalaire 〈·, ·〉). Cette
matrice Mk est générée par des formules de mise à jour qui seront étudiées au chapi-
tre 11. La direction dk ci-dessus est appelée direction de quasi-Newton.

En optimisation, on s’arrangera souvent pour que Mk soit également définie po-
sitive (〈Mkv, v〉 > 0, pour tout v 6= 0). Dans ce cas, dk est une direction de descente
de f puisqu’avec vk =M−1

k gk 6= 0, on a

f ′(xk) · dk = −〈gk,M−1
k gk〉 = −〈Mkvk, vk〉 < 0.

On observera qu’alors l’angle de descente θk défini en (6.2) est contrôlé par le condi-
tionnement de la matrice Mk, noté κ(Mk). D’après l’exercice 4.12, on a en effet

cos θk =
〈−gk, dk〉
‖gk‖ ‖dk‖

=
〈gk,M−1

k gk〉
‖gk‖ ‖M−1

k gk‖
>
λmin(M

−1
k )

λmax(M
−1
k )

=
1

κ(Mk)
. (6.4)

6.2.5 Algorithme de Gauss-Newton

On s’intéresse ici à un problème d’optimisation sans contrainte particulier, celui
de minimiser la norme ℓ2 d’une fonction r : Rn → Rm (en général m ≫ n), dont les
composantes ri sont appelées les résidus :

min
x∈Rn

1

2
‖r(x)‖22. (6.5)

C’est ce qu’on appelle un problème de moindres-carrés non linéaire.
On note J(x) = r′(x) la jacobienne m × n de r en x. Alors le gradient et la

hessienne du critère f de (6.5) pour le produit scalaire euclidien s’écrivent

∇f(x) = J(x)Tr(x) et ∇2f(x) = J(x)TJ(x) +
m∑

i=1

ri(x)∇2ri(x).
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Dans l’algorithme de Gauss-Newton, on détermine dk comme solution particulière (il
peut y en avoir plusieurs) du système linéaire

(
J(xk)

TJ(xk)
)
dk = −J(xk)Tr(xk). (6.6)

Si J(xk) est injective, on obtient

dk = −
(
J(xk)

TJ(xk)
)−1

J(xk)
Tr(xk).

Cette direction est appelée direction de Gauss-Newton. Comparée à la direction de
Newton sur (6.5), elle n’utilise qu’une partie de la hessienne de f , de manière à éviter
le calcul des dérivées secondes des résidus, qui sont souvent coûteuses à évaluer. Cet
algorithme sera étudié en détail au chapitre 19.

La direction de Gauss-Newton dk est de descente lorsque xk n’est pas stationnaire
(J(xk)Tr(xk) 6= 0), puisque

f ′(xk) · dk = ∇f(xk)Tdk = −r(xk)TJ(xk)dk
= −dTk

(
J(xk)

TJ(xk)
)
dk = −‖J(xk)dk‖22 < 0.

La stricte négativité vient du fait que J(xk)dk = 0 impliquerait par (6.6) que
J(xk)

Tr(xk) = 0, ce que l’on a supposé ne pas avoir lieu.

6.3 La recherche linéaire

6.3.1 Vue d’ensemble

Dans cette section, nous décrivons les techniques les plus fréquemment rencontrées
pour déterminer un pas αk > 0 le long d’une direction de descente dk. C’est ce que
l’on appelle faire de la recherche linéaire. Il s’agit de réaliser deux objectifs.

Le premier objectif est de faire décroître f suffisamment. Cela se traduit le plus
souvent par la réalisation d’une inégalité de la forme

f(xk+αkdk) 6 f(xk) + « un terme négatif ». (6.7)

Le terme négatif, disons νk, joue un rôle-clé dans la convergence de l’algorithme
utilisant cette recherche linéaire. L’argument est le suivant. Si f(xk) est minorée (il
existe une constante C telle que f(xk) > C pour tout k), alors ce terme négatif tend
nécessairement vers zéro : νk → 0. C’est souvent à partir de la convergence vers zéro de
cette suite que l’on parvient à montrer que le gradient lui-même doit tendre vers zéro.
Le terme négatif devra prendre une forme bien particulière si l’on veut pouvoir en
tirer de l’information. En particulier, il ne suffit pas d’imposer f(xk+αkdk) < f(xk).

Le second objectif de la recherche linéaire est d’empêcher le pas αk > 0 d’être
trop petit, trop proche de zéro. Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car
l’inégalité (6.7) est en général satisfaite par des pas αk > 0 arbitrairement petit. Or
ceci peut entraîner une « fausse convergence », c’est-à-dire la convergence des itérés
vers un point non stationnaire, comme le montre l’observation suivante. Si l’on prend



6.3. La recherche linéaire 305

0 < αk 6
ǫ

2k‖dk‖
,

la suite {xk} générée par (6.3) est de Cauchy, puisque pour 1 6 l < k on a

‖xk − xl‖ =
∥∥∥∥∥

k−1∑

i=l

αidi

∥∥∥∥∥ 6

k−1∑

i=l

ǫ

2i
→ 0, lorsque l→∞.

Donc {xk} converge, disons vers un point x̄. En prenant l = 1 et k → ∞ dans
l’estimation ci-dessus, on voit que x̄ ∈ B̄(x1, ǫ) et donc x̄ ne saurait être solution s’il
n’y a pas de solution dans B(x1, ǫ). On a donc arbitrairement forcé la convergence de
{xk} en prenant des pas très petits.

Pour simplifier les notations, on définit la restriction de f à la droite {xk + αdk :
α ∈ R} comme la fonction

hk : α 7→ hk(α) = f(xk + αdk). (6.8)

6.3.2 Recherches linéaires « exactes »

Comme on cherche à minimiser f , il semble naturel de chercher à minimiser le
critère le long de dk et donc de déterminer le pas αk comme solution du problème

min
α>0

hk(α).

C’est ce que l’on appelle la règle de Cauchy et le pas déterminé par cette règle est
appelé pas de Cauchy ou pas optimal (voir figure 6.2). Dans certains cas, on préférera
le plus petit point stationnaire de hk qui fait décroître cette fonction :

αk = inf{α > 0 : h′k(α) = 0, hk(α) < hk(0)}.

On parle alors de règle de Curry et le pas déterminé par cette règle est appelé pas
de Curry (voir figure 6.2). De manière un peu imprécise, ces deux règles sont parfois
qualifiées de recherche linéaire exacte alors que les règles présentées plus loin sont
qualifiées de recherche linéaire inexacte. Comme souvent en optimization, ces appel-
lations sont trompeuses, car, comme on le verra, la recherche linéaire exacte n’est pas
avantageuse et il faut lui préférer des recherches linéaires inexactes.

Ces deux règles ne sont utilisées que dans des cas particuliers, par exemple
lorsque hk est quadratique. En effet, pour une fonction non linéaire arbitraire,

il peut ne pas exister de pas de Cauchy ou de Curry,
la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de calcul et
ne peut de toute façon pas être faite avec une précision infinie,
l’efficacité supplémentaire éventuellement apportée à un algorithme par une re-
cherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le temps perdu
à déterminer un tel pas,
les résultats de convergence autorisent d’autres types de règles, moins gourmandes
en temps de calcul.
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0

pas de

Cauchy

pas de

Curry

hk(α)

α

Fig. 6.2. Règles de Cauchy et de Curry.

Au lieu de demander que αk minimise hk, on préfère imposer des conditions moins
restrictives, plus facilement vérifiées, qui permettent toutefois de contribuer à la con-
vergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus un unique pas (ou quelques
pas) vérifiant ces conditions mais tout un intervalle de pas (ou plusieurs intervalles),
ce qui rendra d’ailleurs leur recherche plus aisée. C’est ce que l’on fait avec les règles
d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe décrites ci-dessous.

6.3.3 Règles d’Armijo et de Goldstein

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu’une portion
ω1 ∈ ]0, 1[ de ce que ferait le modèle linéaire de f en xk. Cela conduit à l’inégalité
suivante, parfois appelée condition d’Armijo ou condition de décroissance linéaire :

f(xk+αkdk) 6 f(xk) + ω1αk〈gk, dk〉. (6.9)

Elle est de la forme (6.7), car ω1 devra être choisi dans ]0, 1[. On voit bien à la
figure 6.3 ce que signifie cette condition. Il faut qu’en αk, la fonction hk prenne une

pas d’Armijo

α

τ3τ4 τ2

hk(α)

pente ω1h
′
k(0)

pente

h′
k(0)

τ 1

0

Fig. 6.3. Règle d’Armijo (version simplifiée).

valeur plus petite que celle prise par la fonction affine α 7→ f(xk) + ω1α〈gk, dk〉. En
pratique, la constante ω1 est prise très petite, de manière à satisfaire (6.9) le plus
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facilement possible. Typiquement, ω1 = 10−4. Notons que cette constante ne doit pas
être adaptée aux données du problème et donc que l’on ne se trouve pas devant un
choix de valeur délicat. On montrera toutefois que, dans certains algorithmes, il est
important de prendre ω1 <

1
2 pour que le pas unité (αk = 1) soit accepté lorsque xk

est proche d’une solution (voir par exemple la proposition 6.15).
Il est clair d’après la figure 6.3 que l’inégalité (6.9) est toujours vérifiée si αk > 0 est

suffisamment petit. Cela se démontre aussi facilement. En effet dans le cas contraire,
on aurait une suite de pas strictement positifs {αk,i}i>1 convergeant vers 0 lorsque
i → ∞ et tels que (6.9) n’ait pas lieu pour αk = αk,i. En retranchant f(xk) dans
les deux membres, en divisant par αk,i et en passant à la limite quand i → ∞, on
trouverait 〈gk, dk〉 > ω1〈gk, dk〉, ce qui contredirait le fait que dk est une direction de
descente (ω1 < 1).

D’autre part, on a vu qu’il était dangereux d’accepter des pas trop petits, cela
pouvait conduire à une fausse convergence. Il faut donc un mécanisme supplémentaire
qui empêche le pas d’être trop petit. On utilise souvent la technique de rebroussement
due à Armijo [21 ; 1966] ou celle de Goldstein [263 ; 1965].

Dans sa version la plus simple, la technique de rebroussement consiste à prendre
αk = τ ik , où τ ∈ ]0, 1[ est une constante et ik est le plus petit entier tel que l’on
ait (6.9) (voir figure 6.3). C’est le fait de prendre pour αk le plus grand réel dans
{1, τ, τ2, . . .} permettant de vérifier (6.9) qui garantit que ce pas ne sera pas trop
petit. On voit bien pourquoi cette technique porte le nom de rebroussement : on essaye
d’abord αk = 1 et si ce pas n’est pas acceptable, on rebrousse chemin en essayant des
pas plus petits τ , τ2, etc.

Cette version simplifiée de la technique de rebroussement est souvent améliorée
dans les codes soignés. D’abord, s’il est opportun d’essayer le pas unité en premier
lieu dans les algorithmes fondés sur la méthode de Newton, ce n’est pas toujours le
cas pour d’autres algorithmes. Ensuite les pas intermédiaires τ i sont imposés a priori,
sans que l’on puisse tenir compte des valeurs de f calculées aux points xk + τ idk. Ces
valeurs peuvent en effet servir à estimer un pas αk vérifiant (6.9). On a plus de liberté
en utilisant l’algorithme ci-dessous.

Algorithme 6.3 (règle d’Armijo)

1. Choisir α1
k > 0 et τ ∈ ]0, 12 [; i = 1;

2. Tant que (6.9) n’est pas vérifiée avec αk = αi
k :

2.1. Choisir αi+1
k ∈ [ταi

k, (1−τ)αi
k];

2.2. Accroître i de 1;
3. αk = αi

k.

Typiquement, on prend τ ∈ [10−2, 10−1] et le pas αi+1
k est déterminé à l’étape 2.1

par interpolation (voir la section 6.3.5). Le pas déterminé par cette règle de recherche
linéaire est appelé pas d’Armijo. Cette règle est très souvent utilisée dans l’algorithme
de Newton.

La technique de rebroussement a la faiblesse de choisir le pas αk plus petit que
le pas-candidat α1

k, qui peut être arbitraire et peut s’avérer trop petit dans certains
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cas. La règle de Goldstein remédie à cet inconvénient. Dans celle-ci, le pas αk > 0 est
déterminé de manière à vérifier

f(xk+αkdk) 6 f(xk) + ω1αk〈gk, dk〉. (6.10a)

f(xk+αkdk) > f(xk) + ω2αk〈gk, dk〉, (6.10b)

où les constantes ω1 et ω2 sont choisies telles que

0 < ω1 < ω2 < 1.

Typiquement, on prend ω1 = 10−4 et ω2 = 0.99. On reconnait (6.9) dans (6.10a),qui
assure une décroissance suffisante de f . C’est l’inégalité (6.10b) qui empêche le pas
d’être trop petit. Le pas déterminé par cette règle est appelé pas de Goldstein. La
règle de Goldstein est illustrée à la figure 6.4.

α

hk(α)

pente ω1h
′
k(0)

pente

h′
k(0)

0

pas de Goldstein

pente ω2h
′
k(0)

Fig. 6.4. Règle de Goldstein.

On déduit facilement du lemme ci-dessous, que l’on peut trouver un pas vérifiant
(6.10) dès que hk est continue et bornée inférieurement (le pas ᾱk dont on montre
l’existence convient).

Lemme 6.4 Si hk : R+ → R définie par (6.8) est continue et bornée inférieu-
rement, si dk est une direction de descente de f en xk et si ω1 ∈ ]0, 1[, alors il
existe un pas ᾱk > 0 tel que hk(ᾱk) = f(xk) + ω1ᾱk〈gk, dk〉.

Démonstration. Soit A = {α > 0 : (6.9) est vérifiée pour tout αk ∈ [0, α]}. Comme
ω1 < 1 et h′k(0) < 0, A est non vide. D’autre part, ᾱk = supA est fini, car hk est
bornée inférieurement et ω1 > 0. Par continuité de hk, le résultat est vérifié avec ce
pas ᾱk. ✷

La détermination d’un pas d’Armijo par rebroussement ne présente pas de dif-
ficulté particulière : l’algorithme 6.3 est explicite. À l’inverse, il n’est pas aisé de
voir comment on peut trouver un pas de Goldstein en un nombre fini d’étapes.
L’exercice 6.3 aborde cette question.



6.3. La recherche linéaire 309

6.3.4 Règle de Wolfe

Dans la règle de Wolfe, le pas αk est déterminé de manière à satisfaire les deux
inégalités suivantes, appelées conditions de Wolfe (voir figure 6.5) :

f(xk+αkdk) 6 f(xk) + ω1αk〈gk, dk〉, (6.11a)

〈∇f(xk+αkdk), dk〉 > ω2〈gk, dk〉, (6.11b)

où les constantes ω1 et ω2 sont choisies telles que

0 < ω1 < ω2 < 1.

Typiquement, on prend ω1 = 10−4 et ω2 = 0.99. La première inégalité n’est autre que
la condition de décroissance linéaire (6.9), tandis que le rôle de (6.11b) est d’empêcher
le pas d’être trop petit. Cette dernière inégalité s’écrit en effet aussi h′k(αk) > ω2h

′
k(0),

qui n’est pas vérifiée pour αk = 0 (car ω2 < 1 et h′k(0) < 0) et, par la continuité sup-
posée de h′k, n’est pas non plus vérifiée pour de petits pas αk > 0. Comme nous le
verrons au chapitre 11, cette règle de recherche linéaire est bien adaptée aux algo-
rithmes de quasi-Newton. Le pas déterminé par cette règle est appelé pas de Wolfe.

pas de Wolfe

0

pente ω1h
′
k(0)

pente

h′
k(0)

hk(α)

α

pente ω2h
′
k(0)

Fig. 6.5. Règle de Wolfe.

Proposition 6.5 Si dk est une direction de descente de f en xk, si hk : R+ → R
définie par (6.8) est dérivable et bornée inférieurement et si 0 < ω1 < ω2 < 1,
alors il existe un pas αk > 0 vérifiant les conditions de Wolfe (6.11a)–(6.11b).

Démonstration. Le pas αk = ᾱk construit dans la démonstration du lemme 6.4
convient. Il vérifie en effet (6.11a). D’autre part, par définition de ᾱk (voir la démon-
stration du lemme 6.4)

hk(αk,i) > f(xk) + ω1αk,i〈gk, dk〉,

pour une suite de pas αk,i ↓ ᾱk quand i → ∞. En retranchant hk(ᾱk) = f(xk) +
ω1ᾱk〈gk, dk〉 dans les deux membres de cette inégalité, en divisant par (αk,i − ᾱk) et
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en passant à la limite quand i→∞, on obtient h′k(ᾱk) > ω1〈gk, dk〉 > ω2〈gk, dk〉 (car
ω1 6 ω2 et 〈gk, dk〉 < 0). Donc (6.11b) est vérifiée avec αk = ᾱk. ✷

La démonstration précédente n’est pas constructive. En pratique, on utilise des
algorithmes spécifiques pour trouver un pas de Wolfe. En voici un, particulièrement
simple, dont on peut montrer qu’il trouve un pas de Wolfe en un nombre fini d’étapes
(proposition 6.7). Il génère une suite d’intervalles [α, α] emboîtés, dans lesquels il
trouve finalement un pas αk vérifiant les deux conditions de Wolfe (6.11a) et (6.11b).
Les constantes τi et τe sont utilisées respectivement dans les phases d’interpolation
(on cherche un nouveau pas dans l’intervalle, étapes 3 et 4.3.4) et d’extrapolation (on
cherche un nouveau pas dans un intervalle non borné à droite, étape 4.3.3).

Algorithme 6.6 (Fletcher-Lemaréchal)

1. Soient α := 0, α := +∞, τi ∈ ]0, 12 [ et τe > 1;
On se donne un premier pas α > 0;

2. Répéter :
2.1. Si (6.11a) n’est pas vérifiée avec αk = α;
2.2. Alors α = α et on choisit un nouveau pas α dans l’intervalle

[(1−τi)α+ τiα, τiα+ (1−τi)α]; (6.12)

2.3. Sinon
2.3.1. Si (6.11b) est vérifiée avec αk = α,
2.3.2. Alors on sort avec αk = α;
2.3.3. Sinon

2.3.3.1. α = α;
2.3.3.2. Si α = +∞;
2.3.3.3. Alors choisir un nouveau pas α ∈ [τeα,∞[;
2.3.3.4. Sinon choisir un nouveau pas α dans l’intervalle (6.12).

Lorsqu’on sort à l’étape 2.3.2, le pas αk vérifie clairement (6.11a) et (6.11b).

Proposition 6.7 Si dk est une direction de descente de f en xk, si hk : R+ → R
définie par (6.8) est dérivable et bornée inférieurement et si 0 < ω1 < ω2 <
1, alors l’algorithme de Fletcher-Lemaréchal trouve un pas αk > 0 vérifiant les
conditions de Wolfe (6.11a)–(6.11b) en un nombre fini d’étapes.

Démonstration. La finitude de l’algorithme se démontre par l’absurde, c.-à-d., en
supposant que la boucle Répéter (instruction 2) est parcourue indéfiniment ou encore
que l’on n’exécute jamais l’instruction 2.3.2.

Observons d’abord que l’instruction 2.3.3.3 n’est exécutée qu’un nombre fini de
fois. En effet, dans le cas contraire, on aurait α→ +∞ et

hk(α) 6 hk(0) + ω1αh
′
k(0). (6.13)
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Mais alors hk ne serait pas bornée inférieurement sur R+ (car ω1h
′
k(0) < 0 par hy-

pothèse), ce qui est contraire aux hypothèses. Par conséquent, après un nombre fini
d’étapes, α < +∞. Les nouveaux pas-candidats α sont alors toujours choisis dans
l’intervalle (6.12). Comme à chaque tour de boucle, on a soit α = α soit α = α, la
longueur de l’intervalle [α, α] tend vers zéro (0 < τi < 1/2) et il existe un α̂ > 0
tel que α → α̂ et α → α̂. Nous allons montrer que les propriétés de hk en α̂ sont
contradictoires.

Par continuité de hk, en passant à la limite dans (6.13), on trouve hk(α̂) 6 hk(0)+
ω1α̂h

′
k(0). D’autre part, par les instructions 2.1 et 2.2, (6.11a) n’est pas vérifiée en

α = α :
hk(α) > hk(0) + ω1αh

′
k(0). (6.14)

A la limite, on trouve hk(α̂) > hk(0) + ω1α̂h
′
k(0). Avec l’inégalité précédente vérifiée

par α̂, on obtient
hk(α̂) = hk(0) + ω1α̂h

′
k(0), (6.15)

En α = α, (6.11b) n’est pas vérifiée : h′k(α) < ω2h
′
k(0). A la limite, on trouve

h′k(α̂) 6 ω2h
′
k(0), (6.16)

En retranchant (6.15) de (6.14), en divisant le résultat par α− α̂ > 0 et en passant à
la limite, on trouve

h′k(α̂) > ω1h
′
k(0). (6.17)

Les inégalités (6.16), (6.17), h′k(0) < 0 et ω1 < ω2 sont contradictoires. ✷

Pour certains algorithmes (par exemple le gradient conjugué non linéaire, voir
la section 8.2.6), il est parfois nécessaire d’avoir une condition plus restrictive que
(6.11b). Dans la règle de Wolfe forte, on cherche un pas αk > 0 tel que l’on ait :

f(xk+αdk) 6 f(xk) + ω1αk〈gk, dk〉
|〈∇f(xk+αdk), dk〉| 6 ω2 |〈gk, dk〉|.

6.3.5 Mise en œuvre

Choix du premier pas

Certaines directions de descente ont un « pas naturel », un pas qui a de grandes
chances d’être accepté par les différentes conditions définissant les règles de recherche
linéaire vues aux sections 6.3.3 et 6.3.4. Il en est ainsi des directions newtoniennes
(sections 6.2.3 et 6.2.4) pour lesquelles le pas naturel est 1. C’est ce que nous verrons
à la section 6.5.1. Ce pas sera alors essayé en premier lieu et, puisqu’il est souvent
accepté, permettra de faire de la recherche linéaire sans trop d’évaluations de fonction.

D’autres directions n’ont pas de pas naturel évident. Il en est ainsi des directions
du gradient conjugué non linéaire et de Gauss-Newton (sections 6.2.2 et 6.2.5). Pour
de telles directions de descente dk, on détermine parfois le premier pas à partir d’un
modèle quadratique

α 7→ ϕk(α) = a0,k + a1,k α+
a2,k
2

α2,
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interpolant α 7→ f(xk+αdk) à partir de la donnée de fk := f(xk), de pk := f ′(xk) ·dk
et de la décroissance attendue du critère à l’itération k, notée ∆k. On préfère cette
dernière quantité à la dérivée directionnelle seconde f ′′(xk) · d2k, de manière à éviter
le calcul généralement coûteux de cette dernière et à assurer la stricte convexité du
modèle quadratique (f ′′(xk) · d2k peut en effet ne pas être strictement positif). Les
conditions naturelles d’interpolation ϕk(0) = fk et ϕ′

k(0) = pk permettent de donner
une valeur aux deux premiers coefficients :

a0,k = fk et a1,k = pk < 0.

La courbure a2,k est déterminée en imposant que la décroissance maximale de ϕk, qui
vaut ϕk(0)− inf ϕk = p2k/(2a2,k), soit égale à ∆k :

a2,k =
p2k
2∆k

> 0.

On prend alors comme premier pas à essayer dans la recherche linéaire, celui qui donne
la décroissance maximale du modèle quadratique ϕk de f ainsi obtenu, à savoir

αk :=
−2∆k

f ′(xk) · dk
. (6.18)

Ce pas est appelé le pas de Fletcher. Il est aussi parfois utilisé à la première itération
des algorithmes quasi-newtoniens (chapitre 11), car le pas unité le long de la première
direction −∇f(x1) n’est pas approprié.

Le pas de Fletcher reporte la détermination du premier pas sur celle de la décrois-
sance attendue ∆k du critère et on peut légitimement se demander si l’on a progressé.
C’est le cas si l’on a une estimation fmin de la valeur minimale de f (par exemple, on
peut prendre fmin ≃ 0 dans les problèmes de moindres-carrés non linéaires à résidu
optimal presque nul). Dans ce cas, il est raisonnable de déterminer αk par (6.18) avec

∆k = γ
(
f(xk)− fmin

)
,

où γ est de l’ordre de 10−2 ou 10−1. À défaut d’information venant du problème à
résoudre, certains développeurs choisissent parfois ∆k = f(xk−1) − f(xk), qui est la
décroissance de f réalisée à l’itération précédente (on suppose que k > 2). Cette valeur
n’est pas recommandée pour les algorithmes à la convergence superlinéaire, car alors
f(xk)− f(xk+1) est asymptotiquement beaucoup plus petit que f(xk−1)− f(xk).

Interpolation et extrapolation N

Contrôle du nombre d’essais de pas N

Il n’est pas judicieux de se donner a priori un nombre maximal d’essais de pas, car
la recherche d’un pas satisfaisant le long d’une direction de descente arbitraire peut
requérir de nombreux essais à certaine itération particulièrement difficile. Heureuse-
ment, c’est rarement le cas pour les directions de descente classiques. Toutefois, la
situation peut se présenter; par exemple à la première itération des algorithmes
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quasi-newtoniens (chapitre 11) parce que l’algorithme n’a pas eu le temps de met-
tre à l’échelle la direction de recherche ou encore proche de la convergence lorsque les
erreurs d’arrondi prévalent.

Lorsque la recherche linéaire détermine le pas par encadrement comme dans
l’algorithme de Fletcher-Lemaréchal, il semble préférable de s’arrêter lorsque l’inter-
valle où l’on recherche le pas devient trop petit. Cependant, ce n’est pas la longueur
minimale de l’intervalle de recherche en α qui importe, mais le déplacement en x
correspondant; cela permet en effet de ne pas faire dépendre la longueur minimale de
l’intervalle de la grandeur de la direction de descente. Ce point de vue revient en fait
à se donner une résolution en x, c’est-à-dire une grosseur aux « pixels » discrétisant
l’espace des paramètres x : on considérera alors que l’on ne peut pas distinguer deux
points appartenant à un même pixel. En pratique, cette résolution sera donnée par
l’utilisateur du code, qui devrait bien connaître l’ordre de grandeur des variations des
paramètres à optimiser x, au moyen d’un vecteur

δ ∈ Rn
++,

dont les composantes sont petites et strictement positives. Un pixel est alors un pa-
rallélipipède rectangle dont les côtés ont pour longueur les δi > 0. On décide que
la recherche linéaire ne peut pas distinguer deux points x et y ∈ Rn tels que, pour
tout i, |xi − yi| 6 δi. La longueur minimale de l’intervalle de recherche du pas dans
la direction d sera alors déterminé par

min
16i6n

δi
|di|

.

La donnée des δi permet aussi de faire une mise à l’échelle du problème, de telle
sorte que les nouvelles variables x̃i := t xi/δi aient des variations nominales identiques.
Dans la transformation précédente, la constante t > 0 peut être choisie de manière à
avoir la plupart des x̃i de l’ordre de l’unité.

6.4 Convergence des méthodes à directions de descente

6.4.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section, on étudie la contribution de la recherche linéaire à la conver-
gence des algorithmes à directions de descente et à leur complexité itérative. Ce n’est
qu’une contribution, parce que la recherche linéaire ne peut à elle seule assurer la
convergence des itérés. On comprend bien que le choix de la direction de descente
joue aussi un rôle. Cela se traduit par une condition, dite de Zoutendijk, dont on peut
tirer quelques informations qualitatives intéressantes.

On dit qu’une règle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk s’il
existe une constante Cz > 0 telle que pour tout indice k > 1 on ait

f(xk+1) 6 f(xk)− Cz‖gk‖2 cos2 θk, (6.19)

où θk est l’angle de descente, celui que fait dk avec −gk, que nous avons défini en
(6.2) par
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cos θk =
〈−gk, dk〉
‖gk‖ ‖dk‖

. (6.20)

La proposition suivante et les commentaires qui suivent montrent comment on se sert
de la condition de Zoutendijk pour établir la convergence d’algorithmes à direction
de descente et leur complexité intérative.

Proposition 6.8 (utilité de la condition de Zoutendijk) Si la suite {xk}
générée par un algorithme d’optimisation vérifie la condition de Zoutendijk (6.19)
et si f∗ := infk f(xk) est fini, alors

∑

k>1

‖gk‖2 cos2 θk 6
f(x1)− f∗

Cz
<∞. (6.21)

En particulier, s’il existe une constante strictement positive γ minorant {cos θk},
alors gk → 0 et, pour tout ε > 0, on obtient ‖gk‖ 6 ε pour un indice k inférieur à

Kε :=

⌈
f(x1)− f∗
γ2Cz

ε−2

⌉
. (6.22)

Démonstration. En sommant les inégalités (6.19), on a

K∑

k=1

‖gk‖2 cos2 θk 6
f(x1)− f(xK+1)

Cz
6
f(x1)− f∗

Cz
, (6.23)

car f(xK+1) > f∗. On a obtenu (6.21).
Supposons à présent qu’il existe une constant strictement positive γ telle que

cos θk > γ pour tout k > 1. Alors (6.21) montre que la série
∑

k>1 ‖gk‖2 est conver-
gente, ce qui implique que son terme générique ‖gk‖2 (et donc gk) tend vers zéro. De
plus, par (6.23), on a

K∑

k=1

‖gk‖2 6
f(x1)− f∗
γ2Cz

ou encore

min
k∈[1 :K]

‖gk‖2 6
f(x1)− f∗
γ2CzK

.

Si le membre de droite de cette inégalité est inférieur à ε2, ce qui revient à dire que K
est supérieur au Kε donné dans l’énoncé, le membre de gauche l’est aussi ; autrement
dit un des ‖gk‖ pour k ∈ [1 :Kε] est inférieur à ε. ✷

Considérons la méthode du gradient. Dans celle-ci, cos θk = 1 et donc sous les
hypothèses de la proposition précédente, gk → 0. On obtient donc directement la
« convergence » de la méthode du gradient (on ne peut montrer la convergence des
itérés eux-mêmes que dans de rares cas). Plus généralement, si dk fait avec −gk
un angle θk qui ne se rapproche pas de π

2 (on veut dire par là que le cos θk reste
uniformément positif), l’algorithme est convergent (gk → 0). On est dans ce dernier



6.4. Convergence des méthodes à directions de descente 315

cas, lorsque dk = −M−1
k gk avec une matrice Mk définie positive de conditionnement

borné (utiliser la minoration (6.4)).
L’inégalité (6.22) exprime la complexité itérative des algorithmes à directions de

descente : le nombre d’itérations requis pour obtenir un gradient de norme inférieure
à un ε > 0 donné est en O(ε−2). Ce n’est pas une estimation époustouflante, puisque
pour atteindre une précision de 10−10 sur la norme du gradient, elle nous dit qu’il
faudra de l’ordre de 1020 itérations, de quoi dissuader tout utilisateur potentiel de
ces méthodes. En réalité, c’est une estimation très pessimiste, car pour la plupart
des problèmes rencontrés, la convergence est obtenue beaucoup plus rapidement que
cela. L’estimation (6.22) est remarquable toutefois, car elle ne fait pas intervenir la
dimension n := dimE de l’espace sur lequel f est définie.

La démarche que l’on suit pour montrer la convergence d’un algorithme avec re-
cherche linéaire peut à présent être schématisée. Si {f(xk)} est minorée (ce qui est
une hypothèse très raisonnable lorsqu’on cherche à minimiser une fonction), le « terme
négatif » dans (6.7) doit tendre vers zéro (c’est l’argument utilisé dans la démonstra-
tion de la proposition 6.8). Grâce à la recherche linéaire, on parvient à majorer ce
terme par une constante positive fois (−‖gk‖2 cos2 θk) (c’est ce que montrerons les
propositions 6.10, 6.11 et 6.13, ci-dessous). Dès lors ‖gk‖ cos θk → 0. Si le cosinus
de θk reste uniformément positif, gk → 0 et l’algorithme « converge ». A posteriori,
ceci explique aussi pourquoi on a besoin de trouver un pas tel que l’on ait un peu
plus que l’inégalité f(xk+1) < f(xk) : c’est la convergence vers zéro du terme négatif
faisant décroître f(xk) qui contribue à la convergence. S’il n’y a pas de terme négatif,
on ne peut en général rien dire sur la convergence de l’algorithme.

Il faut se garder de déduire de cette observation, que l’on dispose à présent d’un
moyen efficace pour forcer la convergence d’un algorithme à directions de descente,
à savoir celui qui empêcherait les directions dk de faire avec l’opposé du gradient un
angle trop proche de π

2 . Ce serait une bien mauvaise idée. En effet, les directions
générées par un algorithme d’optimisation sont en général obtenues à partir de con-
sidérations cherchant à ce que l’on ait une convergence rapide vers la solution. Pour
obtenir cette propriété, l’algorithme doit parfois construire des directions avec un
cos θk proche de zéro. On sent donc bien qu’il est délicat de donner un seuil à partir
duquel la direction dk devrait être « redressée ». Suivre cette approche pourrait brider
un algorithme efficace. Il faut aussi nuancer ce dernier propos, car les méthodes à ré-
gions de confiance (qui seront étudiées au chapitre 9) ont un mécanisme qui redresse
la direction de déplacement vers l’opposé du gradient dans les situations critiques,
mais cette opération est la conséquence d’un autre principe algorithmique qui a tout
son sens.

Les propositions 6.10, 6.11, 6.12 et 6.13 ci-dessous précisent les circonstances dans
lesquelles la condition de Zoutendijk (6.19) est vérifiée avec les règles de Cauchy, de
Curry, d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe. On y utilisera souvent l’estimation suivante
de l’erreur commise par le modèle linéaire d’une fonction C1,1L .

Lemme 6.9 (erreur quadratique du modèle linéaire) Soient Ω un ouvert
de E et f : Ω → R une fonction C1,1L . Alors pour tout x et y ∈ Ω, on a
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|f(y)− f(x)− f ′(x) · (y − x)| 6 L

2
‖y − x‖2. (6.24)

Démonstration. Comme f ∈ C1,1L (Ω), on a

f(y)− f(x)− f ′(x)(y − x) =
∫ 1

0

[f ′(x+ t(y − x))− f ′(x)](y − x) dt.

Dès lors

|f(y)− f(x)− f ′(x)(y − x)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

[f ′(x + t(y − x)) − f ′(x)](y − x) dt
∣∣∣∣

6

∫ 1

0

‖[f ′(x+ t(y − x))− f ′(x)](y − x)‖ dt

6

∫ 1

0

‖f ′(x+ t(y − x))− f ′(x)‖ ‖y − x‖ dt

6

∫ 1

0

Lt‖y − x‖2 dt

=
L

2
‖y − x‖2. ✷

Proposition 6.10 (condition de Zoutendijk pour la règle de Curry) Soit
f : Rn → R une fonction différentiable sur un voisinage de N1 := {x ∈ Rn :
f(x) 6 f(x1)} et C1,1L sur N1. On considère un algorithme à directions de des-
cente dk dans lequel le pas αk est déterminé de manière à avoir

f(xk+αkdk) 6 f(xk+α̂kdk),

où α̂k est le pas de Curry (que l’on suppose donc exister). Alors, pour tout k > 1,
la condition de Zoutendijk (6.19) est vérifiée avec la constante

Cz =
1

2L
.

Démonstration. Par la règle de Curry, f(xk+α̂kdk) 6 f(xk+αdk), pour tout α ∈
[0, α̂k]. On utilisant l’hypothèse f(xk+αkdk) 6 f(xk+α̂kdk) et (6.24), on obtient alors
pour tout α ∈ [0, α̂k] :

f(xk+1) 6 f(xk) + α〈gk, dk〉+
α2L

2
‖dk‖2. (6.25)

Le membre de droite atteint un minimum lorsque α prend la valeur
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α̃k =
−〈gk, dk〉
L‖dk‖2

.

D’autre part, α̃k 6 α̂k, car par la condition de Lipschitz, on a

0 = f ′(xk+α̂kdk) · dk 6 〈gk, dk〉+ α̂kL‖dk‖2.

On peut donc prendre α = α̃k dans l’inégalité (6.25). Ceci donne

f(xk+1) 6 f(xk)−
〈gk, dk〉2
2L‖dk‖2

= f(xk)−
1

2L
‖gk‖2 cos2 θk,

qui est l’inégalité recherchée. ✷

Comme la valeur prise par f au pas de Cauchy est inférieure à celle prise au pas
de Curry, la conclusion de cette proposition reste vraie pour la règle de Cauchy. On
pourrait également étendre les résultats ci-dessous en supposant qu’en xk+αkdk, f
prend une valeur inférieure à celle prise avec le pas d’Armijo ou de Wolfe. Un tel
raisonnement nous sera utile dans la démonstration du lemme 6.14.

Proposition 6.11 (condition de Zoutendijk pour la règle d’Armijo) Soit
f : Rn → R une fonction différentiable sur un voisinage de N1 := {x ∈ Rn :
f(x) 6 f(x1)} et C1,1L sur N1. On considère un algorithme à directions de descente
dk, qui génère une suite {xk} en utilisant la recherche linéaire d’Armijo avec α1

k

uniformément positif. Alors, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
k > 1, l’une des conditions suivantes est vérifiées

f(xk+1) 6 f(xk)− C|〈gk, dk〉| (6.26a)

f(xk+1) 6 f(xk)− Cz‖gk‖2 cos2 θk, (6.26b)

avec Cz = 2τω1(1−ω1)/L.

Démonstration. Si le pas αk = α1
k est accepté, on a (6.26a), car α1

k est uniformément
positif. Dans le cas contraire, (6.9) n’est pas vérifiée avec un pas ᾱk 6 αk/τ , c’est-à-
dire

f(xk+ᾱkdk) > f(xk) + ω1ᾱk〈gk, dk〉.
En utilisant (6.24), on obtient

f(xk+ᾱkdk) 6 f(xk) + ᾱk〈gk, dk〉+
L

2
ᾱ2
k‖dk‖2.

En combinant les deux inégalités, en retranchant f(xk)+ᾱk〈gk, dk〉 des deux membres,
en utilisant la définition (6.20) de θk et en simplifiant par ᾱk‖dk‖ > 0, on obtient

(1 − ω1)‖gk‖ cos θk 6
L

2
ᾱk‖dk‖ 6

L

2τ
αk‖dk‖,

puisque ᾱk 6 αk/τ . Nous avons obtenu une minoration (compliquée) du pas αk. On
exprime ensuite que f décroît suffisamment par (6.9), ce qui conduit à
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f(xk+1) 6 f(xk)− ω1αk‖gk‖ ‖dk‖ cos θk

6 f(xk)−
2τω1(1−ω1)

L
‖gk‖2 cos2 θk.

On en déduit (6.19) avec la constance Cz donnée dans l’énoncé. ✷

Proposition 6.12 (condition de Zoutendijk pour la règle de Goldstein)
Soit f : Rn → R une fonction différentiable sur un voisinage de N1 := {x ∈
Rn : f(x) 6 f(x1)} et C1,1L sur N1. On considère un algorithme à directions
de descente dk, qui génère une suite {xk} en utilisant la recherche linéaire de
Goldstein (6.10). Alors, pour tout k > 1, la condition de Zoutendijk (6.19) est
vérifiée avec la constante

Cz =
2ω1(1 − ω2)

L
.

Démonstration. Exprimons d’abord que le pas αk n’est pas trop petit en utilisant
(6.10b) et (6.24) :

f(xk) + ω2αk〈gk, dk〉 6 f(xk+1) 6 f(xk) + αk〈gk, dk〉+
L

2
α2
k‖dk‖2.

En retranchant f(xk) + αk〈gk, dk〉 des deux membres extrêmes, en utilisant la défini-
tion (6.20) de θk et en simplifiant par αk‖dk‖ > 0, on obtient que

(1− ω2)‖gk‖ cos θk 6
L

2
αk‖dk‖.

qui est bien une minoration (compliquée) du pas αk. On exprime ensuite que f décroît
suffisamment par (6.10a), ce qui conduit à

f(xk+1) 6 f(xk)− ω1αk‖gk‖ ‖dk‖ cos θk

6 f(xk)−
2ω1(1−ω2)

L
‖gk‖2 cos2 θk.

On en déduit (6.19) avec la constance Cz donnée dans l’énoncé. ✷

Proposition 6.13 (condition de Zoutendijk pour la règle de Wolfe) Soit
f : Rn → R une fonction différentiable sur un voisinage de N1 := {x ∈ Rn :
f(x) 6 f(x1)} et C1,1L sur N1. On considère un algorithme à directions de des-
cente dk, qui génère une suite {xk} en utilisant la recherche linéaire de Wolfe
(6.11). Alors, pour tout k > 1, la condition de Zoutendijk (6.19) est vérifiée avec
la constante
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Cz =
ω1(1− ω2)

L
.

Démonstration. Exprimons d’abord que le pas αk n’est pas trop petit en utilisant
(6.11b), qui permet d’écrire

(1−ω2) |〈gk, dk〉| 6 〈gk+1 − gk, dk〉.
Comme f est C1,1L , on en déduit

(1−ω2)‖gk‖ cos θk 6 Lαk‖dk‖,
qui est bien une minoration (compliquée) du pas αk. On exprime ensuite que f décroît
suffisamment par (6.11a), ce qui conduit à

f(xk+1) 6 f(xk)− ω1αk‖gk‖ ‖dk‖ cos θk
6 f(xk)−

ω1(1−ω2)

L
‖gk‖2 cos2 θk.

On en déduit (6.19) avec la constance Cz donnée dans l’énoncé. ✷

6.4.2 Suites minimisantes spéciales

Grâce à la condition de Zoutendijk, en appliquant une des règles de recherche
linéaire décrites à la section 6.3 à l’algorithme du gradient, on peut obtenir des suites
minimisantes ayant la propriété supplémentaire d’avoir un gradient qui tend vers zéro.

Lemme 6.14 (suite minimisante spéciale) Soit f : Rn → R une fonction
bornée inférieurement, dérivable dans le voisinage d’un de ses ensembles de
sous-niveau N et de dérivée lipschitzienne sur N . Alors, on peut trouver une
suite minimisante {xk} ⊆ N de f telle que f ′(xk)→ 0.

Démonstration. Soit {x′k} une suite minimisante de f incluse dans N . On construit
{xk} ⊆ N comme suit. On prend x1 = x′1. Soit alors xk donné (k > 1). Si ∇f(xk) = 0,
on prend xk+1 = x′k+1. Sinon on calcule d’abord x′′k+1 = xk − αk∇f(xk), où le pas
αk > 0 est déterminé par recherche linéaire de Wolfe (par exemple); et on prend
pour xk+1 le point x′k+1 ou x′′k+1 donnant la plus petite valeur de f . Montrons qu’une
sous-suite de la suite {xk} ainsi construite convient.

Observons que, comme f(xk) 6 f(x′k) pour tout k, la suite {xk} est aussi mini-
misante. Par ailleurs, si, pour une sous-suite d’indices k, on a ∇f(xk) = 0, le résultat
est démontré en sélectionnant cette sous-suite. Sinon, pour des indices assez grands,
on a f(xk+1) 6 f(x′′k+1) 6 f(xk) − ω1αk‖∇f(xk)‖2 et 〈∇f(x′′k+1),−∇f(xk)〉 >

ω2〈∇f(xk),−∇f(xk)〉. En raisonnant comme dans la démonstration de la proposi-
tion 6.13, on montre que αk > (1−ω2)/L > 0, où L est la constante de Lipschitz
de f ′. Dès lors ∇f(xk)→ 0. ✷
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6.5 Propriétés asymptotiques

6.5.1 Admissibilité asymptotique du pas unité

On s’intéresse dans cette section à la mise en évidence de conditions assurant
que le pas unité αk = 1 est accepté asymptotiquement par les différentes règles de
recherche linéaire présentées dans la section 6.3. Par exemple, lorsqu’on considère la
règle de décroissance suffisante (6.9), on cherche à savoir quand est-ce que l’on peut
garantir que l’on a

f(xk + dk) 6 f(xk) + ω1〈∇f(xk), dk〉,
pour k suffisamment grand et lorsque xk converge vers un minimum x∗ de f . On
cherche des conditions sur le type de minimum x∗, sur dk et sur les constantes inter-
venant dans l’inégalité à vérifier (ici ω1). Cette propriété est très souhaitable, car elle
permet de dire que le pas unité a quelques chances d’être accepté et que c’est donc le
premier pas à essayer dans la recherche linéaire. En pratique, essayer en premier lieu le
pas unité permet d’éviter de faire trop d’évaluations de fonction pendant la recherche
linéaire. Nous allons montrer qu’il en est ainsi dans le voisinage d’un minimum fort
(c.-à-d., vérifiant les conditions d’optimalité du second ordre de la proposition 4.11).

Sans grande perte de généralité, on peut supposer que la direction de descente est
obtenue comme solution du système linéaire

Mkdk = −∇f(xk), (6.27)

où Mk est une matrice d’ordre n auto-adjointe inversible. La propriété d’acceptation
asymptotique du pas unité est d’ailleurs typique des algorithmes de Newton (chapi-
tre 10), pour lesquels Mk = ∇f(xk), et de quasi-Newton (chapitre 11). Une partie des
conditions d’acceptation asymptotique du pas unité porte sur la matrice Mk qui doit
satisfaire l’estimation (6.28) ci-dessous. Celle-ci est du type tk > o(‖uk‖), ce qui veut
dire qu’il doit exister une suite de réels {sk} tels que tk > sk et sk/‖uk‖ → 0 lorsque
k → ∞. Dès lors, (6.28) est équivalente à 〈Mkdk, dk〉 > 〈∇2f(x∗)dk, dk〉 + o(‖dk‖2),
qui est vérifiée si les matrices Mk sont assez « grosses ». Cela n’a rien d’étonnant
puisqu’alors les directions dk sont petites (d’après (6.27)) et le pas unité le long de ces
directions a en effet plus de chance d’être accepté. D’autre part, (6.28) est clairement
vérifiée pour Mk = ∇2f(xk), donc dans l’algorithme de Newton.

Proposition 6.15 (admissibilité asymptotique du pas unité par l’iné-
galité de décroissance suffisante) Soit f une fonction de classe C2 dans le
voisinage d’un point x∗, minimum local fort du problème (6.1). On note ∇f(x) et
∇2f(x) le gradient et la hessienne de f pour un même produit scalaire. Soit {xk}
une suite générée par la récurrence xk+1 = xk + dk, où dk est solution de (6.27).
On suppose que {xk} converge vers x∗ et que les matrices Mk sont auto-adjointes
inversibles et vérifient la condition

〈(Mk −∇2f(x∗))dk, dk〉 > o(‖dk‖2), lorsque k →∞. (6.28)

Alors, pour k suffisamment grand, on a
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f(xk + dk) 6 f(xk) + ω1〈∇f(xk), dk〉,

pourvu que ω1 ∈ ]0, 12 [.

Démonstration. On commence par développer f(xk + dk) autour de xk au second
ordre :

f(xk + dk) = f(xk) + 〈∇f(xk), dk〉+
1

2
〈∇2f(xk)dk, dk〉+ o(‖dk‖2).

Alors, en utilisant (6.27) et (6.28), on trouve

f(xk + dk)− f(xk)− ω1〈∇f(xk), dk〉

= (1− ω1)〈∇f(xk), dk〉+
1

2
〈∇2f(xk)dk, dk〉+ o(‖dk‖2)

=

(
1

2
− ω1

)
〈∇f(xk), dk〉 −

1

2
〈(Mk −∇2f(xk))dk, dk〉+ o(‖dk‖2)

6

(
1

2
− ω1

)
〈∇f(xk), dk〉+ o(‖dk‖2).

Le résultat sera obtenu si l’on montre qu’il existe une constante C > 0 telle que
〈∇f(xk), dk〉 = −〈Mkdk, dk〉 6 −C‖dk‖2 pour k grand (alors le dernier membre ci-
dessus est bien négatif pour k grand). Or ceci découle de (6.28) qui entraîne

〈Mkdk, dk〉 > 〈∇2f(x∗)dk, dk〉+ o(‖dk‖2) > C‖dk‖2,

puisque les conditions du deuxième ordre sont supposées être vérifiées en x∗. ✷

6.5.2 Conditions de convergence superlinéaire N

Proposition 6.16 (Dennis et Moré [166]) Soit F : Rn → Rn une fonction
différentiable en un point x∗ ∈ Rn tel que F (x∗) = 0 et F ′(x∗) est inversible.
Soit {xk} une suite convergeant vers x∗ et vérifiant pour tout indice k :

F (xk) +Mk(xk+1 − xk) = 0, (6.29)

où {Mk} est une suite de matrices. Alors {xk} converge q-superlinéairement si,
et seulement si,

(Mk − F ′(x∗))(xk+1 − xk) = o(‖xk+1 − xk‖). (6.30)

Démonstration. Par la différentiabilité de F en x∗ et F (x∗) = 0, on a F (xk) =
F ′(x∗)(xk − x∗) + o(‖xk − x∗‖), si bien que
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(Mk − F ′(x∗))(xk+1 − xk) = −F (xk)− F ′(x∗)(xk+1 − xk) [(6.29)]

= −F ′(x∗)(xk+1 − x∗) + o(‖xk − x∗‖).

Si {xk} converge superlinéairement, on en déduit directement (6.30). Réciproque-
ment, si (6.30) a lieu, on en déduit que F ′(x∗)(xk+1 − x∗) = o(‖xk − x∗‖) et donc la
convergence superlinéaire de {xk} grâce à l’inversibilité de F ′(x∗). ✷

Notes

Pour les règles de recherche linéaire présentées dans ce chapitre, on pourra consul-
ter les travaux originaux de Curry [149 ; 1944], d’Armijo [21 ; 1966], de Wolfe [623, 624 ;
1969-1971], de Zoutendijk [644 ; 1970], de Fletcher [210 ; 1980] et de Lemaréchal [388 ;
1981]. On trouvera une présentation générale des techniques de détermination de pas
par encadrement au chapitre 3 de [73].

Si l’on parvient à faire tendre le gradient vers zéro sans trop de difficulté, en
général, on n’a pas pour autant nécessairement la convergence des itérés vers un
minimum de la fonction, même avec l’algorithme du gradient et une recherche linéaire
raisonnable. Un contre-exemple est donné par Gonzaga [269 ; 2000]. La dernière partie
de l’énoncé de la proposition 6.8 et son estimation du nombre d’itérations en O(ε−2)
pour obtenir un gradient plus petit que ε > 0 en norme est reprise de [452 ; 2004,
p. 29].

La suite minimisante spéciale du lemme 6.14 peut aussi être obtenue en utilisant
le principe variationnel d’Ekeland [190 ; 1974], au lieu de la recherche linéaire comme
dans la démonstration proposée ici (voir Borwein et Zhu [80 ; 2010, lemme 2.4.2]).

De manière à accepter plus rapidement le pas le long de la direction de recherche dk,
il est parfois intéressant de faire ce que l’on appelle de la recherche linéaire non mono-
tone : on remplace la condition de descente suffisante (6.9) par

f(xk+1) 6

(
max

06j6m(k)
f(xk−j)

)
+ ω1αk〈gk, dk〉,

qui est donc plus facilement vérifiée que (6.9). On doit imposer des conditions sur
le décalage d’indice maximal m(k) pour préserver la convergence : m(1) = 0, 0 6

m(k) 6 min[m(k−1) + 1,M ]. En pratique, M ∈ N est une petite constante entière,
souvent prise égale à 3. Donc {f(xk)} n’est plus nécessairement décroissante (c’est
dans ce sens que la recherche linéaire est dite « non monotone »). Grippo, Lampariello
et Lucidi [292 ; 1986] utilisent cette RL avec l’algorithme de Newton, Lucidi et Roma
[400 ; 1994] avec le gradient conjugué non linéaire.

Certains algorithmes, à l’utilité pratique discutable, déterminent un pas le long
d’une direction de descente, sans chercher à faire décroître le critère f , mais en utilisant
des formules déterminées par des considérations diverses. Ainsi, la règle de Barzilai-
Borwein [38] utilise une estimation de la courbure de f suivant la direction de descente;
les règles de [365, 3, 498, 499] utilisent des propriétés de minimalité le long de dk
(minimalité de la norme du gradient ou d’une combinaison convexe de celle-ci et du
critère) et permettent d’étendre les résultats de convergence de la méthode du gradient
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de la section 7.1. On ne peut démontrer des résultats de convergence que sous des
hypothèses restrictives.

L’idée d’utiliser la régularisation de Moreau-Yosida, comme dans l’algorithme pro-
ximal, pour la résolution de problèmes d’optimisation mal conditionnés remonte au
moins à Bellman, Kalaba et Lockett [42 ; 1966, chapitre V]. Ce principe fut généralisé
par Martinet [409 ; 1970] à la minimisation de fonctions convexes et par Rockafellar
[523, 524 ; 1976] à la recherche de zéros d’opérateurs monotones maximaux ainsi qu’à
l’optimisation convexe. L’influence des préconditionneurs Rk est analysée, par exem-
ple, par Qi et Chen [502 ; 1997], Chen et Fukushima [118 ; 1999]. On pourra aussi
consulter [131]. La section 7.2.2 s’inspire largement de [317 ; section XV.4.2].

Exercices

6.1. Directions de descente en optimisation différentiable.
1) Les dessins de la figure 6.6 représentent une courbe de niveau (ou iso-valeur) d’une

fonction quadratique f : R2 → R (f est constante sur cette courbe). Dans quels
dessins (A ou B ou les deux) la direction d est-elle de descente au point x ?

dd

y

x

y

∇f(y)∇f(y)

x

BA

Fig. 6.6. Directions de descente ?

2) Soient f : Rn → R une fonction différentiable, x ∈ Rn et ∇f(x) le gradient de
f en x pour un produit scalaire 〈·, ·〉 (on note ‖ · ‖ la norme associée). Soit enfin
d ∈ Rn une direction non nulle telle que

‖∇f(x) + αd‖ 6 ‖∇f(x)‖,
où α > 0. Montrez que d est une direction de descente de f en x.

6.2. Directions de descente en optimisation non différentiable.
1) Soient f : Rn → R une fonction convexe différentiable et x et y deux points

de Rn tels que f(y) < f(x). Montrez que y−x est une direction de descente de f
en x.

2) Soient f : R2 → R une fonction convexe et D := {d ∈ R2 : f ′(x; d) 6 0}
l’ensemble des directions de descente au sens large (il n’y a pas d’inégalité stricte)
de f en un point x ∈ R2. On a représenté ci-dessous le sous-différentiel ∂f(x)
de f en x pour le produit scalaire euclidien et l’origine 0.

∂f(x)

0
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a) Déterminez graphiquement l’ensemble D.
b) Montrez par un contre-exemple que −∂f(x) n’est pas nécessairement contenu

dans D (autrement dit, l’opposé d’un sous-gradient n’est pas nécessairement
une direction de descente).

c) Montrez que, si p est la projection de 0 sur ∂f(x), alors f ′(x;−p) 6 −‖p‖2
(donc, si 0 /∈ ∂f(x), −p est une direction de descente de f en x).

3) Soient F : Rn → Rm une fonction différentiable et f : Rn → R la fonction définie
par f(x) = ‖F (x)‖, où ‖ · ‖ est une norme sur Rm. Soit d ∈ Rn une direction
telle que

‖F (x) + F ′(x) · d‖ < ‖F (x)‖.
Montrez que f a des dérivées directionnelles et que d est une direction de descente
de f en x, dans le sens où f ′(x; d) < 0.

6.3. Détermination d’un pas de Goldstein. Donnez un algorithme déterminant un pas
de Goldstein (vérifiant donc (6.10)) en un nombre fini d’étapes sous des conditions
semblables à celles de la proposition 6.7 (dans ce cas, on n’a besoin de la dérivabilité
de f qu’en zéro et de sa continuité).

6.4. Toute direction de descente est un gradient. Toute direction de descente d’une fonc-
tion f : E → R en x, définie sur un espace vectoriel E, est l’opposé du gradient de f
en x pour un certain produit scalaire sur E.
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Il n’y pas d’algorithme meilleur que tout autre quel que soit le critère de per-
formance que l’on adopte, même dans le champ restreint de l’optimisation sans con-
trainte. Les critères d’appréciation sont en effet multiples : vitesse de convergence des
suites générées ou de la valeur optimale, coût interne (nombre d’opérations) ou externe
(nombre d’évaluations de fonctions) de l’itération, complexité itérative de l’algorithme
(nombre total d’itérations pour atteindre un seuil donné), espace mémoire requis, etc.
On trouve plutôt tout un éventail de méthodes plus ou moins bien adaptées à des
problèmes particuliers. Il faut donc bien connaître les caractéristiques de ces algo-
rithmes pour qu’en présence d’un problème donné, l’on puisse faire un choix à bon
escient. Ce chapitre présente un premier ensemble de techniques qui sont toutes utiles
à des degrés divers et selon le contexte ; cela sera précisé aux cours des sections qui
leur sont consacrées. Elles ont la caractéristique d’être du premier ordre, c’est-à-dire
de n’utiliser de la fonction à minimiser, que sa valeur et sa dérivée première.

L’algorithme du gradient est une bien mauvaise méthode (elle converge trop lente-
ment), mais son analyse sert de référence à l’étude d’autres algorithmes plus com-
plexes; nous l’aborderons à la section 7.1. Le chapitre étudie l’algorithme proximal
pour la minimisation de fonctions convexes (section 7.2). Celui-ci, bien que non im-
plémentable en pratique, sera utilisé pour interpréter certains algorithmes de dualité
au chapitre 14.

Connaissances supposées. La section 7.2 sur l’algorithme proximal suppose connues
les notions de sous-différentiabilité de fonctions convexes, de point proximal et de
régularisée de Moreau-Yosida (sections 3.6 et 3.7).

7.1 Algorithme du gradient

On ne le répétera sans doute jamais assez : l’algorithme du gradient est une très
mauvaise méthode d’optimisation ! La preuve en est qu’elle requiert génériquement un
nombre infini d’itérations pour minimiser une fonction quadratique strictement con-
vexe de deux variables. Sachant que ce problème est équivalent à la résolution d’un
système linéaire de deux équations à deux inconnues, dont la solution peut s’obtenir
manuellement par élimination d’une des deux variables, on comprend l’ampleur de
l’inefficacité. Pire, si le rapport des valeurs propres du hessien de la fonction est grand
(mauvais conditionnement du problème), une précision raisonnable sur la solution ne
peut jamais être atteinte en un temps de calcul supportable. L’opinion la plus couram-
ment rencontrée est qu’il est toujours préférable d’utiliser l’algorithme de BFGS à
mémoire limitée (section 11.2.5), qui a un champ d’application à peu près identique
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– oracle (ou simulateur) et espace mémoire semblables – et n’est guère plus difficile à
implémenter. Cette opinion reste vraie selon nous, mais ne condamne pas pour autant
l’algorithme du gradient. D’abord, on ne peut se passer de son étude, car elle sert de
base à celle d’algorithmes plus complexes. Ensuite, il permet d’interpréter d’autres
algorithmes qui ne se présentent pas dans leur conception comme un algorithme de
gradient, mais qui y sont apparentés (nous pensons à la relaxation lagrangienne et
à la méthode des multiplicateurs). Enfin, l’utilisation de l’optimisation dans de nou-
velles applications (traitement du signal, analyse des données massives, apprentissage,
etc [470, 568]) a remis cet algorithme et ses variantes au goût du jour.

Dans cette section, E est un espace euclidien, dont le produit scalaire est noté
〈·, ·〉 et la norme associée est notée ‖ · ‖. L’espace vectoriel E étant supposé de dimen-
sion finie, le nombre de variables des problèmes d’optimisation posés sur E en est la
dimension

n := dimE.

7.1.1 Définition

On s’intéresse dans cette section au problème de minimisation sans contrainte

f∗ := inf
x∈E

f(x),

où f : Ω → R est une fonction définie et différentiable sur un ouvert Ω ⊆ E.
L’algorithme du gradient (ou de la plus profonde descente) a déjà été introduit à

la section 6.2.1. Il génère une suite {xk} ⊆ E par la récurrence

xk+1 = xk − αkgk, (7.1)

où gk = ∇f(xk) est le gradient de f pour le produit scalaire de E et αk > 0 est un
pas déterminé par recherche linéaire (section 6.3).

Il s’agit donc d’un algorithme à directions de descente (chapitre 6), dont les direc-
tions sont les antigradients −gk, des directions opposées au gradient. Ces directions
ont la particularité d’avoir un angle de descente θk défini en (6.2) qui est nul, si bien
que son cosinus vaut un :

∀ k > 1 : cos θk = 1. (7.2)

Cette particularité implique des résultats de convergence et de complexité itérative
aisé à déterminer.

Le lemme suivant est utilisé pour étudier la vitesse de convergence de la méthode
du gradient.

Lemme 7.1 (inégalité de Kantorovitch [345]) Soient M une matrice d’or-
dre n symétrique définie positive et v ∈ Rn de norme 1. Alors

(vTMv)(vTM−1v) 6
(λmax + λmin)

2

4λmaxλmin
,
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où λmax et λmin sont les valeurs propres maximale et minimale de M .

Démonstration. ✷

Proposition 7.2 Soit f une fonction quadratique strictement convexe de hes-
sien H (défini positif ). Utilisée pour minimiser cette fonction, la méthode du
gradient à pas optimal génère une suite {xk} convergeant q-linéairement vers
l’unique minimum x∗ de f . Plus précisément,

‖xk+1 − x∗‖H
‖xk − x∗‖H

6
κ− 1

κ+ 1
, pour k > 1,

où ‖·‖H = (·TH ·)1/2 est la norme associée à H et κ est le conditionnement de H.

Démonstration. ✷

7.2 Algorithme proximal

7.2.1 Définition

Soit E un espace euclidien (produit scalaire 〈·, ·〉 et norme associée ‖ · ‖). À un
opérateur auto-adjoint défini positif M , on associe le produit scalaire

〈·, ·〉M : (u, v) ∈ E× E 7→ 〈u, v〉M := 〈Mu, v〉

et la norme
‖ · ‖M : u ∈ E 7→ ‖u‖M := 〈u, u〉1/2M .

On s’intéresse dans cette section à la minimisation d’une fonction f ∈ Conv(E)
(c.-à-d., propre, convexe et fermée), qui n’est pas nécessairement différentiable. Soit
{Mk} une suite d’opérateurs auto-adjoints définis positifs, qui seront utilisés comme
préconditionneurs de l’algorithme proximal présenté ci-après, et peuvent être générés
au fur et à mesure que l’algorithme progresse. Rappelons que le point proximal d’un
point x ∈ E, associé à la fonction f et à l’opérateur Mk, est le point noté et défini par

Pk(x) := argmin
y∈E

(
f(y) +

1

2
‖y − x‖2

R−1
k

)
. (7.3)

Cette notion a été introduite à la section 3.7.1. Nous ferons évidemment souvent
référence aux résultats de cette section. Par la condition nécessaire et suffisante d’op-
timalité du problème dans (7.3), on a

xp = Pk(x) ⇐⇒ ∃ gp ∈ ∂f(xp) : xp = x−Rkgp.



328 7. Algorithmes du premier ordre

où le sous-différentiel ∂f(x) est calculé pour le produit scalaire originel 〈·, ·〉.
L’algorithme proximal génère une suite {xk} par la formule

xk+1 := Pk(xk) = xk −Rkgk+1, où gk+1 ∈ ∂f(xk+1). (7.4)

On peut interpréter cet algorithme de diverses manières.

1) C’est une méthode de sous-gradient implicite pour minimiser f .
Le sous-gradient gk+1 est en effet évalué en xk+1 (qui est inconnu), plutôt qu’en xk
(dans l’algorithme du gradient de la section 7.1). Donc l’équation (7.4) est non
linéaire en xk+1, si bien que le nouvel itéré xk+1 s’obtiendra en général par un
procédé itératif, par exemple celui qui consiste à résoudre itérativement le pro-
blème d’optimisation dans (7.3).

2) C’est un algorithme à directions de descente sur f avec pas unité.
La direction −Rkgk+1 est en effet une direction de descente de f en xk parce que
Rkgk+1 est une direction de montée en xk+1 et que f est convexe. On a en effet

f ′(xk+1;Rkgk+1) > 〈gk+1, Rkgk+1〉 > 0, (7.5)

où la première inégalité vient du fait que gk+1 ∈ ∂f(xk+1) (point (i) de la propo-
sition 3.55). Puis, par le point (iv) de la proposition 3.19 et (7.4) :

f ′(xk;xk+1−xk) 6 −f ′(xk+1;xk−xk+1) = −f ′(xk+1;Rkgk+1) 6 0.

On observe aussi que l’algorithme s’impose systématiquement un pas unité le long
de la direction −Rkgk+1. On constate aussi que ce pas fait décroître f à chaque
itération, puisqu’en prenant y = xk dans (7.3), on obtient

f(xk+1) 6 f(xk+1) +
1

2
‖xk+1 − xk‖2R−1

k

6 f(xk). (7.6)

3) C’est l’algorithme du gradient, pour le produit scalaire 〈·, ·〉R−1
k

, avec pas unité,
pour minimiser la régularisée de Moreau-Yosida de f , à savoir la fonction

f̃ : x ∈ E 7→ f̃(x) := inf
y∈E

(
f(y) +

1

2
‖y − x‖2

R−1
k

)
.

En effet, d’après la proposition 3.80, le gradient de f̃ pour le produit scalaire 〈·, ·〉
s’écrit

∇f̃(xk) = R−1
k (xk − xk+1) = gk+1.

Dès lors Rkgk+1 est le gradient de f̃ en xk+1 pour le produit scalaire 〈·, ·〉R−1
k

.

Notons que les itérés générés font aussi décroître f̃ de façon monotone. En effet,
(7.6) se récrit f(xk+1) 6 f̃(xk) 6 f(xk), si bien que l’on a

f̃(xk+1) 6 f(xk+1) 6 f̃(xk).
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Voilà un algorithme bien étrange, puisque pour minimiser f , il faut qu’à chaque
itération, l’algorithme proximal minimise la fonction

fk : y ∈ E 7→ fk(y) := f(y) +
1

2
‖y − xk‖2R−1

k

,

qui semble bien être aussi compliquée que f . Ce point de vue doit être relativisé au
vu des remarques suivantes.

1) La fonction fk à minimiser (à chaque itération, ne l’oublions pas) peut être plus
attrayante que f , du fait de sa forte convexité. Pour certains algorithmes, cette
propriété est une aubaine, permettant d’accélérer leur convergence et de mieux
la contrôler. Cette fonction a aussi un minimum unique, ce qui n’est pas néces-
sairement le cas de f .

2) Comme nous le verrons au chapitre 14, certains algorithmes de dualité peuvent
être interprétés comme des algorithmes proximaux. Ces algorithmes de dualité
s’appliquent en fait à des fonctions f dont l’évaluation résulte de la minimisation
d’une fonction (le lagrangien) et il n’est pas plus coûteux d’évaluer f que de
minimiser fk (pourvu que Rk ≻ 0), qui revient à minimiser une autre fonction
(le lagrangien augmenté). Ces algorithmes de dualité ont donc tout leur sens.
Leur interprétation en termes d’algorithme proximal permet alors d’en obtenir
des propriétés difficiles à mettre en évidence autrement.

3) Observons que si f est séparable, c’est-à-dire si elle s’écrit comme suit

f(x) =
N∑

j=1

fj(xDj ),

où les Dj sont de petites parties disjointes de l’ensemble des indices [1 :n], il en
est de même de fk (pourvu que Rk soit diagonale par blocs). C’est une propriété
intéressante lorsqu’on cherche à résoudre de grands problèmes par des techniques
de décomposition.

4) L’algorithme proximal a un effet stabilisant. Lorsque f a plusieurs minimiseurs,
l’algorithme génère une suite convergeant vers l’un d’entre eux. L’algorithme pro-
ximal est parfois utilisé pour stabiliser des algorithmes qui ne convergeraient pas
sans modification lorsque le problème considéré devient singulier.

7.2.2 Convergence

Les propositions 7.3 et 7.4 ci-desous explorent quelques propriétés de convergence
de l’algorithme proximal, dans des situations de plus en plus restrictives.

Un des rôles de l’opérateur Rk dans l’itération de l’algorithme proximal peut se
comprendre en examinant l’influence de son ordre de grandeur dans le problème (7.3)
dont xk+1 est la solution. Si Rk est très petit, la pénalité introduite par le terme
quadratique est très grande, si bien que le déplacement xk+1 − xk peut devenir très
petit au point d’empêcher le progrès vers une solution (de ce point de vue, l’opérateur
Rk = +∞I conviendrait parfaitement, puisqu’il permettrait de résoudre le problème
de minimisation en une seule itération). Comme nous le verrons dans la démonstration
de la proposition 7.3 ci-dessous, la condition suivante
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∑

k>0

λmin(Rk) = +∞ (7.7)

est suffisante.
L’algorithme proximal à métrique variable Rk est difficile à analyser du fait de la

modification de Rk à chaque itération, qui empêche d’utiliser les relations de mono-
tonie issues de la formule (3.67), permettant de comparer deux itérations successives
ou les itérés de l’itération courante à une solution du problème (un argument classique
du cas où Rk = rkI). Le résultat de convergence de la proposition 7.3 repose alors
sur la monotonie suivante, observée au point 2 de la page 328 : l’algorithme proximal
fait décroître la fonction f à chaque itération.

On note f̃(xk) la valeur optimale dans (7.3), qui est la valeur de la régularisée de
Moreau-Yosida en xk. Comme xk minimise f si, et seulement si, f̃(xk) = f(xk), il est
naturel de s’intéresser à l’écart entre ces deux valeurs, que l’on note

δk := f(xk)− f̃(xk)

= f(xk)− f(xk+1)−
1

2
‖xk+1 − xk‖2R−1

k

[définition de f̃(xk)]

= f(xk)− f(xk+1)−
1

2
〈Rkgk+1, gk+1〉 [(7.4)]. (7.8)

> 0 [(7.6)].

On peut obtenir mieux que cette inégalité en utilisant l’inégalité de convexité
f(xk+1) + f ′(xk+1;xk − xk+1) 6 f(xk) et (7.5), à savoir

f(xk+1) + 〈Rkgk+1, gk+1〉 6 f(xk). (7.9)

Proposition 7.3 (algorithme proximal, Rk général) Soient {xk} la suite
générée par l’algorithme proximal et {gk} la suite des sous-gradients qui intervi-
ennent dans (7.4).

1) La suite {f(xk)} décroît vers une valeur f∗ ∈ R ∪ {−∞}.
2) Si f∗ > −∞, alors

∑
k δk < +∞.

On suppose désormais que (7.7) a lieu.

3) Si f∗ > −∞, alors zéro est point d’adhérence de la suite {gk}.
4) Si {xk} est bornée, alors les points d’adhérence de {xk} sont des minima

de f (en particulier, f a un minimum).

Démonstration. 1) Le fait que {f(xk)} décroisse a été observé en (7.6) ou (7.9).
Comme les f(xk) ∈ R, f(xk) décroît vers une limite f∗ dans R ∪ {−∞}.

2) En sommant les égalités (7.8), on obtient

∑

k>0

δk +
1

2

∑

k>0

〈Rkgk+1, gk+1〉 = f(x0)− f∗ <∞.

Comme la seconde série est positive, on en déduit le résultat.
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3) Grâce à l’identité précédente, on a aussi

1

2

∑

k>0

λmin(Rk)‖gk+1‖2 < +∞.

On en déduit qu’il existe une sous-suite de {gk} qui tend vers zéro, sinon il existerait
une constante γ > 0 tel que ‖gk‖ > γ et l’inégalité ci-dessus contredirait (7.7).

4) Si {xk} est bornée, alors f∗ > −∞, car f(xk)→ f∗ et f a une minorante affine
(proposition 3.7). Il suffit de montrer que f∗ est la valeur minimale de f , puisque
f(xk) → f∗ (point 1) et qu’alors un point d’adhérence x∗ de {xk} sera tel que
f(x∗) = f∗ (f est fermée), ce qui implique que x∗ minimise f . Par le point 3, il
existe une sous-suite d’indices K telle que {gk}k∈K → 0. Comme {xk} est bornée, il
existe une sous-suite d’indices K′ ⊆ K telle que {xk}k∈K′ → x∗. On peut alors passer
à la limite dans gk ∈ ∂f(xk) (résultat de (7.4)) pour obtenir 0 ∈ ∂f(x∗) (point (iii)
de la proposition 3.67), c’est-à-dire que x∗ minimise f et donc que f∗ = inf f . ✷

L’algorithme proximal a davantage de proprétés lorsque Rk = rkR, où rk est un
scalaire strictement positif et R est un opérateur auto-adjoint défini positif fixé. Le
cas où Rk = rkI est souvent rencontré. Dans ce cas, la condition de convergence (7.7)
devient la condition sur les rk suivante :

∑

k>0

rk = +∞. (7.10)

Comme exemple de propriété supplémentaire : la suite {xk} est nécessairement mini-
misante, même si elle n’est pas bornée (voir le point 1 ci-dessous).

Proposition 7.4 (algorithme proximal, Rk = rkR) Soient {xk} la suite
générée par l’algorithme proximal avec Rk = rkR, où rk est un scalaire stricte-
ment positif et R est un opérateur auto-adjoint défini positif, et {gk} la suite des
sous-gradients qui interviennent dans (7.4). On suppose que (7.10) a lieu.

1) La suite {f(xk)} décroît vers la valeur minimale de f (qui peut être −∞).
2) Si, de plus, {rk} est bornée et f a un minimiseur, alors {xk} converge vers

un minimiseur de f .

Démonstration. 1) L’argument consiste à examiner comment {xk} dévie d’une
suite de Fejér, la déviation étant mesurée au moyen de la fonction f . On regarde donc
comment évolue l’écart xk−x en norme R−1, pour un x ∈ E pour l’instant arbitraire.
La récurrence xk+1 = xk − rrRgk+1 conduit à xk+1 − x = xk − x − rrRgk+1, puis à
l’identité suivante en prenant le carré des normes R−1 :

‖xk+1 − x‖2R−1 = ‖xk+1 − xk‖2R−1 + 2〈xk+1 − xk, xk − x〉R−1 + ‖xk − x‖2R−1 . (7.11)

L’idée-clé est d’estimer les deux premiers termes du membre de droite (qui font
éventuellement dévier {xk} d’une suite de Fejér) par une variation de f . On a
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f(x) > f(xk+1) + 〈gk+1, x− xk+1〉 [inégalité de convexité]

= f(xk+1) + 〈R−1
k (xk − xk+1), x − xk+1〉 [(7.4)]

= f(xk+1) + 〈R−1
k (xk − xk+1), x − xk〉+ 〈R−1

k (xk − xk+1), xk − xk+1〉.

On fait ensuite apparaître δk donné par (7.8) :

f(x) > f(xk) +
1

rk
〈xk − xk+1, x− xk〉R−1 +

1

2rk
‖xk − xk+1‖2R−1 − δk.

En multipliant par 2rk, on obtient une majoration des deux premiers termes du mem-
bre de droite de (7.11), qui devient

‖xk+1 − x‖2R−1 6 ‖xk − x‖2R−1 + 2rk

[
f(x)− f(xk) + δk

]
. (7.12)

Choisissons maintenant x ∈ E. On sait d’après le point 1 de la propoisiton 7.3,
que f(xk) décroît vers une limite f∗. Si f∗ = −∞, le résultat est démontré. Supposons
désormais que f∗ > −∞. Si f∗ 6= inf f , on peut trouver un x ∈ E et un η > 0 tel que
f(x) + η 6 f(xk) pour tout indice k > 0. Alors l’inégalité précédente devient

∀ k > 0 : ‖xk+1 − x‖2R−1 6 ‖xk − x‖2R−1 + 2rk(δk − η).

Mais δk → 0 par le point 2 de la proposition 7.3, si bien que pour k1 assez grand :

∀ k > k1 : ‖xk+1 − x‖2R−1 6 ‖xk − x‖2R−1 − ηrk.

En sommant ces inégalités de k1 à k2 > k1, on obtient

0 6 ‖xk2+1 − x‖2R−1 6 ‖xk1 − x‖2R−1 − η
k2∑

k=k1

rk,

si bien que la série
∑

k rk serait convergente, en contradiction avec l’hypothèse (7.10).
2) Soit x̄ un minimiseur de f . En prenant x = x̄ dans (7.12), on obtient

∀ k > 0 : ‖xk+1 − x̄‖2R−1 6 ‖xk − x̄‖2R−1 + 2rkδk. (7.13)

Si {rk} est bornée, la série
∑

k rkδk converge et, en sommant les inégalités précédentes,
on voit que {xk} est bornée.

Soit x̄ un point d’adhérence de {xk}, qui est nécessairement un minimiseur de f
(car f(xk) → inf f , par le point 1, et f est s.c.i.). Montrons que toute la suite {xk}
convergence vers x̄. Soit ε > 0. Il suffit de montrer que ‖xk − x̄‖2R−1 6 ε pour k assez
grand. Par définition de x̄, on peut trouver un indice k1 tel que

‖xk1 − x̄‖2R−1 6
ε

2
et 2

∑

k>k1

rkδk 6
ε

2
.

En sommant les inégalités (7.13), on trouve que ‖xk−x̄‖2R−1 6 ε pour tout k > k1. ✷
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7.3 Méthode de Gauss-Seidel

La méthode de Gauss-Seidel est initialement une méthode itérative de résolution
d’un système d’équations linéaires (de dimension finie) de la forme Ax = b (sec-
tion 7.3.1), ce qui signifie qu’elle génère une suite qui converge vers une solution de
cette équation, lorsque celle-ci en a une et lorsque des conditions de convergence sont
satisfaites (par exemple lorsque A est symétrique définie positive). L’algorithme sup-
pose que la diagonale de A est formée d’éléments non nuls. Elle se décline aussi en
une version « par blocs ».

Le principe de la méthode peut s’étendre à la résolution de systèmes d’équations
non linéaires (section 7.3.2) et à l’optimisation (section 7.3.3), mais avec des con-
ditions d’efficacité moins claires. En optimisation, l’utilité de cette approche dépen-
dra beaucoup de la structure du problème. Le principe gauss-seidelien permet aussi
d’interpréter d’autres algorithmes.

7.3.1 En algèbre linéaire

Version élément par élément

Rappelons d’abord ce qu’est la méthode de Gauss-Seidel pour résoudre en x ∈ Rn

le système linéaire
Ax = b,

dans lequel A ∈ Rn×n et b ∈ Rn. Il s’agit d’un algorithme itératif, générant donc une
suite {xk} ⊆ Rn. On interrompt le calcul de la suite lorsque l’itéré courant, disons
xk, est jugé suffisamment proche d’une solution, par exemple parce que la norme du
résidu ‖Axk − b‖ est petite.

Soit xk = ((xk)1, . . . , (xk)n) ∈ Rn l’itéré courant. L’itéré suivant xk+1 = ((xk+1)1,
. . . , (xk+1)n) ∈ Rn se calcule en n étapes, comme suit.

Étape 1. Si l’on suppose que a11 6= 0 et connaissant ((xk)2, . . . , (xk)n), on peut
calculer (xk+1)1 au moyen de la première équation du système linéaire Ax = b. De
manière plus précise, (xk+1)1 ∈ R est pris comme l’unique solution de

a11 (xk+1)1 + a12(xk)2 + · · ·+ a1n(xk)n = b1.

Étape 2. Si l’on suppose que a22 6= 0 et connaissant ((xk+1)1, (xk)3, . . . , (xk)n),
on peut calculer (xk+1)2 au moyen de la deuxième équation du système linéaire
Ax = b. De manière plus précise, (xk+1)2 ∈ R est pris comme l’unique solution de

a21(xk+1)1 + a22 (xk+1)2 + a23(xk)3 + · · ·+ a2n(xk)n = b2.

Étape i ∈ [1 :n] (cas général). Si l’on suppose que aii 6= 0 et connaissant
((xk+1)1, . . . , (xk+1)i−1, (xk)i+1, . . . , (xk)n), on peut calculer (xk+1)i au moyen de
la i-ième équation du système linéaire Ax = b. De manière plus précise, (xk+1)i ∈ R
est pris comme l’unique solution de

ai1(xk+1)1+· · ·+ai,i−1(xk+1)i−1+aii (xk+1)i +ai,i+1(xk)i+1+· · ·+ain(xk)n = bi.
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En résumé, on calcule les composantes (xk+1)i de xk+1 de manière séquentielle pour
i = 1, . . . , n par

(xk+1)i =
1

aii


bi −

i−1∑

j=1

aij(xk+1)j −
n∑

j=i+1

aij(xk)j


 .

La formule fait intervenir les éléments (xk+1)j (j = 1, . . . , i − 1) calculés dans les
étapes précédentes.

L’expression matricielle de l’algorithme suppose que la matrice A se décompose
comme suit

A = L+D + U,

où D est la partie diagonale de A, L sa partie triangulaire inférieure stricte et U sa
partie triangulaire supérieure stricte. Une itération de la méthode de Gauss-Seidel,
celle passant de xk à xk+1, consiste alors à résoudre le système triangulaire inférieur

(L +D)xk+1 = b− Uxk,

de « haut en bas », c’est-à-dire en déterminant successivement (xk+1)1, (xk+1)2, . . . ,
(xk+1)n.

Version par blocs

La méthode de Gauss-Seidel peut se décliner en une « version par blocs ». Celle-ci
procède de manière similaire à la méthode élément par élément décrite ci-dessus, mais
en remplaçant l’utilisation des éléments de A par des sous-matrices de A, appelées
ici des blocs. On suppose que l’ensemble des indices [1 :n] est partitionné en p sous-
intervalles (non vides et deux-à-deux disjoints) :

[1 :n] = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Ip.

La matrice A et le vecteur b sont alors décomposés comme suit

A =




AI1I1 AI1I2 · · · AI1Ip

AI2I1 AI2I2 · · · AI2Ip
...

...
. . .

...
AIpI1 AIpI2 · · · AIpIp


 et b =




bI1
bI2
...
bIp


 ,

où AIJ est la sous-matrice de A obtenue en sélectionnant les éléments avec indices
de ligne dans I et indices de colonnes dans J , tandis que bI est le sous-vecteur de b
obtenu en sélectionnant les éléments avec indices dans I.

La méthode de Gauss-Seidel par blocs suppose que les sous-matrices principales
AIiIi , avec i ∈ [1 : p], sont inversibles.

Une itération de la méthode de Gauss-Seidel par blocs, celle passant de xk à xk+1,
s’écrit de la même manière que la méthode élément par élément, à savoir

(L +D)xk+1 = b− Uxk,
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mais avec des définitions différentes de L, D et U :

L =




0 · · · · · · 0

AI2I1

. . .
...

...
. . .

. . .
...

AIpI1 · · · AIpIp−1 0



, D =




AI1I1 0 · · · 0

0 AI2I2

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 AIpIp




et U = A − L −D. La résolution du système triangulaire par blocs ci-dessus, se fait
également de « haut en bas », c’est-à-dire en déterminant successivement (xk+1)I1 ,
(xk+1)I2 , . . . , (xk+1)Ip .

7.3.2 Pour les systèmes non linéaires

Le principe de la méthode de Gauss-Seidel peut également s’appliquer à la réso-
lution d’un système d’équations non linéaires F (x) = 0, où F : Rn → Rn. Ce système
s’écrit donc sous la forme de n équations non linéaires à n inconnues :





F1(x1, x2, . . . , xn) = 0
F2(x1, x2, . . . , xn) = 0
· · ·
Fn(x1, x2, . . . , xn) = 0.

La méthode de Gauss-Seidel résout ce système de manière itérative, en générant
donc une suite {xk} ⊆ Rn. On interrompt le calcul de la suite lorsque l’itéré courant,
disons xk, est jugé suffisamment proche d’une solution, par exemple parce que la
norme du résidu ‖F (xk)‖ est petite.

Soit xk = ((xk)1, . . . , (xk)n) ∈ Rn l’itéré courant. L’itéré suivant xk+1 = ((xk+1)1,
. . . , (xk+1)n) ∈ Rn se calcule en n étapes, comme suit.

Étape 1. Connaissant ((xk)2, . . . , (xk)n), on calcule (xk+1)1 comme solution de
l’équation non linéaire (cette solution est supposée exister) :

F1( (xk+1)1 , (xk)2, . . . , (xk)n) = 0.

Étape 2. Connaissant ((xk+1)1, (xk)3, . . . , (xk)n), on calcule (xk+1)2 comme solu-
tion de l’équation non linéaire (cette solution est supposée exister) :

F1((xk+1)1, (xk+1)2 , (xk)2, . . . , (xk)n) = 0.

Étape i ∈ [1 :n] (cas général). Connaissant ((xk+1)1, . . . , (xk+1)i−1, (xk)i+1, . . . ,
(xk)n), on calcule (xk+1)i comme solution de l’équation non linéaire (cette solution
est supposée exister) :

Fi((xk+1)1, . . . , (xk+1)i−1, (xk+1)i , (xk)i+1, . . . , (xk)n) = 0.

La version « par blocs » se définit facilement en considérant des groupes d’équations
et d’inconnues, au lieu de considérer, comme ci-dessus, équation et inconnue une par
une.



336 7. Algorithmes du premier ordre

7.3.3 En optimisation

Le principe de la méthode de Gauss-Seidel décrit dans la section précédente
s’applique naturellement au problème d’optimisation non linéaire

inf
x∈X

f(x), (7.14)

dans lequel on minimise une fonction f : Rn → R sur un sous-ensemble X de Rn.
Nous présentons directement ci-dessous la version « par blocs », qui est la plus utile
lorsque le nombre p de blocs est faible (souvent p = 2). La méthode de Gauss-Seidel
perd en effet de sa pertinence lorsque p est grand, par manque d’efficacité dans ce
cas. la version « élément par élément » peut être vue comme un cas particulier de la
version par blocs, obtenue en prenant n blocs de cardinal 1.

On suppose donc que l’ensemble des indices [1 :n] est partitionné en p blocs,

[1 :n] = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Ip, (7.15)

et que l’ensemble admissible est un produit cartésien de p ensembles,

X = X1 ×X2 × · · · ×Xp, (7.16)

où chaque Xi est un convexe de R|Ii|. La variable x ∈ Rn se décomposera comme suit

x = (xI1 , xI2 , . . . , xIp).

Lorsque f est différentiable et que X = Rn, on pourrait obtenir une méthode de
Gauss-Seidel en appliquant la méthode de la section 7.3.2 à la condition d’optimalité
du premier ordre de ce problème d’optimisation sans contrainte, à savoir

∇f(x) = 0,

qui est un système de n équations non linéaires à n inconnues x = (x1, . . . , xn).
Mais on peut préférer, comme ci-dessous, rester dans le domaine de l’optimisation en
minimisant f séquentiellement, bloc par bloc. Cette option a l’avantage de pouvoir
prendre en compte des contraintes, c’est-à-dire de restreindre les variables à l’ensemble
admissible X .

La méthode de Gauss-Seidel1 résout le problème d’optimisation (7.14) de manière
itérative, en générant donc une suite {xk} ⊆ Rn. L’algorithme passe d’un itéré au
suivant en minimisant f un bloc de variables à la fois, en séquence. On interrompt
le calcul de la suite lorsque l’itéré courant, disons xk, est jugé suffisamment proche
d’une solution, par exemple parce que la norme du gradient projeté ‖gP(xk)‖ est
jugée suffisamment petite (on rappelle que le gradient projeté gP(xk) est la projection
orthogonale de ∇f(xk) sur l’opposé du cône tangent Txk

X et que celui-ci est nul en
une solution de (7.14)).

1 Cette méthode est appelée méthode de relaxation par Glowinski, Lions, Trémolières [252 ;
1976, page 60-68], mais cette appellation est utilisée pour beaucoup trop d’algorithmes
pour qu’elle soit suffisamment discriminante.
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Algorithme 7.5 (de Gauss-Seidel par bloc en optimisation) Une
itération passe de l’itéré courant xk ∈ X à l’itéré suivant xk+1 ∈ X en p
étapes successives, indicées par i = 1, . . . , p :

(xk+1)Ii ∈ argmin
xIi

∈Xi

f((xk+1)I1 , . . . , (xk+1)Ii−1 , xIi , (xk)Ii+1 , . . . , (xk)Ip).

(7.17)

La version « élément par élément » se définit facilement en considérant des blocs Ii
de cardinal 1 et en minimisant f composante par composante. Ce dernier algorithme
porte aussi le nom de méthode de descente par coordonnée.

Le résultat suivant montre la convergence de la méthode de Gauss-Seidel lorsque f
est de classe C1, coercive et strictement convexe. Il repose sur la caractérisation de la
stricte convexité, donnée à la proposition 3.23.

Proposition 7.6 (convergence de Gauss-Seidel en optimisation) Si, pour
chaque i ∈ [1 : p], Xi est un convexe fermé non vide de R|Ii| et si f est coercive
sur X, strictement convexe sur X et de classe C1 dans un voisinage de X, alors
1) le problème (7.14)-(7.16) a une unique solution x̄,
2) l’algorithme 13.21 est bien défini et, quel que soit l’itéré initial x1 ∈ X, il

génère une suite {xk} ⊆ X qui converge vers x̄.

Démonstration. 1) L’existence de solution se déduit de la continuité, de la coerci-
vité de f et du fait que l’ensemble admissible est non vide et fermé (proposition 1.4).
L’unicité se déduit de la stricte convexité de f et de la convexité de X (proposi-
tion 3.5).

2) Préliminaires. Pour les mêmes raisons qu’au point 1, tous les problèmes inter-
médiaires (7.17) ont une solution unique, si bien que l’algorithme 13.21 est bien défini.
Ces solutions uniques ou itérés intermédiaires sont notés comme suit : xk+1,0 := xk et

xk+1,i := ((xk+1)I1 , . . . , (xk+1)Ii , (xk)Ii+1 , . . . , (xk)Ip), pour i ∈ [1 : p].

Donc xk+1,i est la solution du problème intermédiaire (7.17) et xk+1 = xk+1,p. Par
construction

f(xk+1) 6 f(xk+1,p−1) 6 · · · 6 f(xk+1,1) 6 f(xk).

Comme f est bornée inférieurement par f(x̄), ces inégalités impliquent que

{f(xk)} et les {f(xk,i)} convergent vers la même valeur. (7.18)

Par ailleurs, l’optimalité du problème intermédiaire (7.17) implique que

∀xIi ∈ Xi : ∇xif(xk+1,i)
T(xIi − (xk+1)Ii) > 0. (7.19)

Montrons que xk+1 − xk → 0. La coercivité de f implique la bornitude de ces
ensembles de sous-niveau (point (ii) de l’exercice 1.3). Il existe donc un réel β > 0 tel
que
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{x : Rn : f(x) 6 f(x1)} ⊆ βB̄,
où B̄ est la boule unité fermée de Rn, si bien que tous les itérés (intermédiaires ou pas)
sont dans βB̄. Alors, la stricte convexité donne (point (ii) de la proposition 3.23) :

f(xk+1,i−1)− f(xk+1,i)

> f ′(xk+1,i) · (xk+1,i−1 − xk+1,i) +
1
2gβ(

1
2‖xk+1,i−1 − xk+1,i‖)

= ∇xIi
f(xk+1,i)

T((xk)Ii − (xk+1)Ii)︸ ︷︷ ︸
> 0 par (7.19)

+ 1
2gβ(

1
2‖xk+1,i−1 − xk+1,i‖)

> 1
2gβ(

1
2‖xk+1,i−1 − xk+1,i‖),

où ‖ · ‖ désigne la norme euclidienne. En sommant :

f(xk)− f(xk+1) >
∑p

i=1
1
2gβ(

1
2‖xk+1,i−1 − xk+1,i‖).

Alors (7.18) et la positivité de gβ impliquent que

∀ i ∈ [1 : p] : gβ(
1
2‖xk+1,i−1 − xk+1,i‖)→ 0.

On utilise alors le fait que gβ(0) = 0, que gβ(t) > 0 pour t > 0 et la continuité de gβ
pour en déduire que 1

2‖xk+1,i−1 − xk+1,i‖ → 0 lorsque k → ∞, pour tout i ∈ [1 : p].
Comme p est fini :

xk+1 − xk → 0. (7.20)

Montrons que xk → x̄, ce qui conclura la démonstration. On utilise cette fois le
point (iii) de la proposition 3.23 entre xk+1 et la solution x̄ :

(f ′(xk+1)− f ′(x̄)) · (xk+1 − x̄) > gβ(‖xk+1 − x̄‖).

Mais f ′(x̄) · (xk+1 − x̄) > 0 par optimalité de x̄ et xk+1 ∈ X , si bien qu’en inversant
l’inégalité, on a

gβ(‖xk+1 − x̄‖) 6 f ′(xk+1) · (xk+1 − x̄)

=

p∑

i=1

∇xIi
f(xk+1)

T(xk+1 − x̄)Ii

6

p∑

i=1

(
∇xIi

f(xk+1)−∇xIi
f(xk+1,i)

)T
(xk+1 − x̄)Ii

[par (7.19) avec xIi = x̄Ii ]

6

p∑

i=1

‖∇xIi
f(xk+1)−∇xIi

f(xk+1,i)‖ ‖xk+1 − x̄‖,

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et ‖(xk+1 − x̄)Ii‖ 6 ‖xk+1 − x̄‖. Cela permet de
conclure. En effet, ‖xk+1−x̄‖ est borné par 2β. Par ailleurs, ‖xk+1−xk+1,i‖ 6 ‖xk+1−
xk‖ → 0 par (7.20). Alors la continuité de f ′, donc de ∇xIi

f , sur le compact βB̄ se
traduit en une continuité uniforme, si bien que, pour tout i ∈ [1 : p], ∇xIi

f(xk+1) −
∇xIi

f(xk+1,i)→ 0. On en déduit que gβ(‖xk+1 − x̄‖)→ 0 et donc que xk → x̄ par le
même raisonnement que pour obtenir (7.20). ✷
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Remarques 7.7 1) Si l’on applique la proposition 7.6 au cas où X = Rn et f est
la fonction quadratique x 7→ 1

2x
TAx − bTx, on retrouve le résultat affirmant que

la méthode de Gauss-Seidel par blocs pour résoudre le système linéaire Ax = b
convergence, quels que soient le vecteur b et le point initial, pourvu que A soit
définie positive.

2) La méthode de Gauss-Seidel est un algorithme lent (il requiert beaucoup d’ité-
rations), dont la mise en œuvre est coûteuse (chaque itération peut demander
beaucoup de temps de calcul, selon les cas). Tel qu’il est présenté, il requiert en
effet la minimisation exacte de f dans chaque problème intermédiaire et ces p
minimisations doivent être réalisées à chaque itération. Son application est donc
restreinte au cas où le nombre de blocs est petit.

3) L’algoithme 13.21 ne s’étend pas aisément à des ensembles admissibles plus com-
plexes qu’un produit cartésien d’ensembles convexes. Par exemple si l’on cherche à
minimiser composante par composante la fonction linéaire f : R2 → R : (x1, x2) 7→
x1 + x2 sur l’ensemble X := {x ∈ R2

+ : x1x2 > 1}, qui n’est pas le produit
cartésien de deux intervalles, tout point de la frontière de X est bloquant (c’est-
à-dire que l’algorithme ne peut y progresser), alors que seul le point x̄ = (1, 1) est
solution [252] ; voir la figure 7.1.

x̄

(0, 0)

X

Fig. 7.1. Exemple de problème pour lequel l’algoithme 13.21, de Gauss-Seidel, reste bloqué
en tout point de la frontière du domaine admissible (les droites sont les « courbes » de niveau
de la fonction objectif dans l’ensemble admissible X).

4) En l’absence de convexité, la méthode de Gauss-Seidel ne converge pas nécessaire-
ment, même pour des fonctions de classe C∞. Powell [488 ; 1973] a en effet construit
plusieurs fonctions conduisant à la non-convergence de la méthode de Gauss-Seidel
composante par composante, notamment une fonction C∞ de trois variables pour
laquelle les itérés générés ont un cycle limite formé de 6 points en lesquels le gra-
dient n’est pas nul. On peut toutefois avoir convergence si les coordonnées ne sont
pas choisies cycliquement [481 ; 1971].

5) D’autres résultats de convergence sont donnés par Luo et Tseng [402 ; 1992]. ✷
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Notes

La convergence de l’algorithme de Gauss-Seidel pour les systèmes linéaires (sec-
tion 7.3.1) est présentée, par exemple, par Varga [605] et pour les systèmes non
linéaires (section 7.3.2) par Ortega et Rockoff [464].

Le résultat de convergence globale de la méthode de Gauss-Seidel en optimisation,
la proposition 7.6, est adaptée de [252 ; théorème 1.2, page 66]. Pour d’autres résultats,
voir [293] et ses références.

Exercices

7.1. Terminaison finie de l’algorithme proximal. Soient f ∈ Conv(E) et f̃ sa régularisée
de Moreau-Yosida (section 3.7.2). On suppose que x̄ ∈ (dom f)−◦ minimise f et que
0 ∈ int ∂f(x̄) (de manière plus précise : il existe ε > 0 tel que B̄(0, ε) ⊆ ∂f(x̄)). On
note xp le point proximal de x ∈ E. Montrez que

(i) g ∈ ∂f(x) et ‖g‖ < ε =⇒ x = x̄,
(ii) ‖x− x̄‖ 6 ε =⇒ xp = x̄,
(iii) f̃ est quadratique sur B̄(x̄, ε).
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On s’intéresse dans ce chapitre à la résolution numérique des systèmes d’équations
linéaires par des méthodes itératives finies ; nous verrons plus loin ce que l’on entend
par ces deux qualificatifs. Pour certaines méthodes, on considérera leur extension à
la résolution de systèmes d’équations non linéaires. Pour d’autres, cette extension se
fera dans d’autres chapitres.

On cherche donc un point x∗ ∈ Rn solution du système linéaire en x suivant

Ax = b, (8.1)

où A est une matrice d’ordre n donnée et b est un vecteur donné dans Rn. Nous
supposerons toujours que A est inversible. Dans ce cas, la solution unique de (8.1)
s’écrit

x∗ = A−1b,

où A−1 est la matrice inverse de A. Pour obtenir x∗, on ne calcule jamais A−1. Cela
n’est ni nécessaire, ni opportun dès que n dépasse quelques unités (le temps de calcul
requis est alors trop important), ni stable numériquement [313 ; 2002, section 14.2].
Rappelons que la résolution d’un système linéaire d’ordre n non structuré par fac-
torisation de la matrice A demande de l’ordre de O(n3) opérations. L’algorithme le
plus simple et le plus utilisé pour ce faire est l’élimination gaussienne, équivalente
à la factorisation gaussienne de la matrice A, avec pivotage partiel. Cet algorithme
requiert 2n3/3 + O(n2) opérations flottantes. Les algorithmes présentés dans cette
section ont aussi une complexité opérationnelle en O(n3). Nous distinguerons deux
cas : celui où A est symétrique définie positive et celui où A est non symétrique.

Si la matrice A est symétrique, la solution du système (8.1) est aussi le point
stationnaire de la fonction quadratique

f(x) =
1

2
xTAx− bTx. (8.2)

Si, de plus, A est définie positive, x∗ réalise le minimum de f . On peut dans ce
cas obtenir des algorithmes de résolution du système (8.1) à partir d’algorithmes de
minimisation de f . L’algorithme du gradient conjugué est de ce type (section 8.2).

Si A n’est pas symétrique, on peut remplacer la résolution du système (8.1) par
la résolution de l’équation normale équivalente

ATAx = ATb. (8.3)

Comme la matrice de ce système est symétrique définie positive, on peut songer à
utiliser les techniques mentionnées ci-dessus. Cependant, le système (8.3) peut être

341



342 8. Optimisation quadratique

beaucoup moins bien conditionné que le système original (8.1), si bien qu’il est souvent
préférable d’utiliser des méthodes s’attaquant directement au système (8.1), sans faire
appel à des algorithmes de minimisation de fonction. L’idée est alors de générer des
approximations de x∗ qui sont, dans un sens à préciser, les meilleures approximations
sur des sous-espaces affines de dimension croissante. On peut en effet espérer que si
l’on a une « bonne » approximation de x∗ sur le sous-espace affine x1+Kp,Kp étant un
sous-espace vectoriel de dimension p, il ne sera pas trop difficile d’obtenir une « bonne »
approximation sur un sous-espace affine x1 + Kp+1, de dimension p + 1, contenant
x1 +Kp. Dans l’algorithme du résidu minimal (section 8.3), les sous-espaces Kp sont
obtenus par un procédé particulier : ce sont des sous-espaces de Krylov (section 8.1).
D’ailleurs, nous verrons que l’algorithme du gradient conjugué génère des itérés qui
sont aussi dans un tel sous-espace de Krylov, si bien que ces deux algorithmes font
partie de la même famille, celle dite des méthodes de Krylov.

Les méthodes de Krylov ont la propriété de trouver la solution du système (8.1) en
un nombre fini d’étapes (en artihmétique exacte). Elles s’apparentent sur ce point aux
méthodes directes de résolution, fondées sur la factorisation de la matrice A : factori-
sation gaussienne, factorisation QR... En pratique cependant, la présence d’erreurs
d’arrondi dans les calculs empêche les méthodes de Krylov de trouver la solution en
un nombre fini d’étapes, dès que la dimension du système linéaire dépasse quelques
dizaines, si bien qu’on les range souvent dans la famille des méthodes itératives. Ces
dernières sont intéressantes pour plusieurs raisons. D’abord, comme elles procèdent
par améliorations successives, on peut s’arrêter lorsque la précision est jugée satis-
faisante. Ceci peut se produire bien avant que la solution ne soit trouvée. Une solu-
tion « acceptable » peut donc être obtenue à un faible coût. Ensuite, elles permettent
de tirer parti d’une bonne approximation initiale, ce qui est souvent le cas lorsqu’on
doit résoudre une succession d’équations linéaires provenant de la linéarisation d’une
même équation non linéaire. Elles ont aussi des inconvénients, par exemple, de ne pou-
voir exploiter la « creusité » (caractère creux) éventuelle de A que par des produits
matrice-vecteur plus rapides et d’avoir, en pratique, besoin d’un bon préconditionneur
pour converger en un nombre raisonnable d’itérations.

Notons pour terminer qu’il existe aussi des méthodes itératives ne trouvant pas
la solution en un nombre fini d’itérations : méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel, de
relaxation... Les premières ont été introduites au XIXe siècle pour calculer plus rapi-
dement (à la main, bien sûr) des solutions approchées, alors que la résolution par
élimination directe était trop fastidieuse (voir la lettre de Gauss en épigraphe de ce
chapitre). Elles sont cependant généralement considérées comme moins efficaces que
les méthodes de Krylov [601]. Pour une introduction à ces méthodes, on pourra con-
sulter les livres de Varga [605 ; 1962], de Ciarlet [126 ; 1982] et de Hackbusch [298 ;
1994].

Connaissances supposées. L’introduction de l’algorithme du gradient conjugué se fait
en utilisant le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt (section B.1.1).

8.1 Sous-espaces de Krylov

On appelle sous-espace de Krylov d’ordre p, associé à une matrice A d’ordre n et
à un vecteur r ∈ Rn, le sous-espace vectoriel de Rn engnedré par les vecteurs r, Ar,



8.1. Sous-espaces de Krylov 343

A2r, . . . , Ap−1r. On le note

Kp ≡ Kp(A, r) ≡ vect{r, Ar, . . . , Ap−1r}.

La proposition suivante montre que la dimension de Kp vaut p, tant que p reste
inférieur ou égal à un certain indice s, à partir duquel sa dimension ne bouge plus (et
vaut s). On peut avoir s < n. On dit que le sous-espace de Krylov Ks est saturé et
que s = s(A, r) est l’indice de saturation des sous-espaces de Krylov associés à A et
à r. La proposition montre aussi que l’indice de saturation est atteint dès que A−1r
est « capturé » par les sous-espaces de Krylov.

Proposition 8.1 Si A est inversible, alors il existe un indice s > 1 tel que

K1 $ · · · $ Ks = Kp, ∀p > s.

L’indice s est caractérisé par le fait que

A−1r ∈ Ks \Ks−1.

Démonstration. Il suffit de montrer que

A−1r ∈ Kp ⇐⇒ Kp = Kp+1.

Le cas où r = 0 est trivial. On peut donc supposer que r 6= 0.
Si A−1r ∈ Kp, alors il existe des réels αi, non tous nuls (car r 6= 0) tels que

A−1r =

j−1∑

i=0

αiA
ir, 1 6 j 6 p, αj−1 6= 0.

En appliquant Ap−j+1, on en déduit

Ap−jr =

j−1∑

i=0

αiA
p−j+i+1r,

Apr =
1

αj−1

(
Ap−jr −

j−2∑

i=0

αiA
p−j+i+1r

)
.

Ceci montre que Kp+1 = Kp.
Inversement, si Kp = Kp+1, on a Apr ∈ Kp. Il existe donc des réels βi, non tous

nuls, tels que

Apr =

p−1∑

i=k

βiA
ir, 0 6 k 6 p− 1, βk 6= 0.

En appliquant A−k−1, on en déduit

A−1r =
1

βk

(
−

p−1∑

i=k+1

βiA
i−k−1r +Ap−k−1r

)
.
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Ceci montre que A−1r ∈ Kp−k ⊆ Kp. ✷

L’indice s de saturation des sous-espaces de Krylov Kp(A, r) dépend du vecteur r.
Par exemple, une conséquence immédiate de la proposition 8.1 est que l’on a s = 1
si, et seulement si, r est un vecteur propre de A. La proposition suivante donne une
borne supérieure pour s(A, r) ne dépendant que de la matrice A. Nous aurons besoin
de la notion suivante (voir [414 ; 1973] par exemple).

On dit que le polynôme

p(ξ) = a0 + a1ξ + · · ·+ adξ
d,

de degré d en ξ et à coefficients dans R annihile la matrice A si

p(A) ≡ a0 + a1A+ · · ·+ adA
d

est la matrice nulle. On dit que p est un polynôme minimal annihilant A si p 6= 0 et
s’il n’y a pas de polynôme non nul annihilant A de degré strictement inférieur à celui
de p. On dit enfin qu’un polynôme est unitaire si le coefficient du terme de degré le
plus élevé vaut 1.

On sait qu’il existe un unique polynôme minimal unitaire annihilant A. Il s’écrit

p̌(ξ) =

t∏

i=1

(ξ − λi)βi ,

où λ1, . . . , λt sont toutes les valeurs propres distinctes de A et 1 6 βi 6 αi, αi

étant la multiplicité algébrique de λi (sa multiplicité comme racine du polynôme
caractéristique de A). La valeur des βi peut être obtenue en calculant la forme normale
de Jordan de A (voir plus loin).

Proposition 8.2 Si A est inversible, alors pour tout r ∈ Rn

s(A, r) 6 β,

où β est de degré du polynôme minimal unitaire annihilant A. Cette majoration
est optimale : on peut trouver un vecteur r pour lequel on a s(A, r) = β.

Démonstration. Le polynôme minimal unitaire annihilant A s’écrit

p̌(ξ) =
t∏

i=1

(ξ − λi)βi = a0 + a1ξ + · · ·+ aβξ
β ,

où β =
∑t

i=1 βi et aβ = 1. Le coefficient a0 =
∏t

i=1(−λi)βi est non nul car, étant
inversible, A n’a pas de valeur propre nulle. Comme p̌ annihile A, on a

a0 + a1A+ · · ·+ aβA
β = 0.

En appliquant A−1, on a quel que soit r ∈ Rn :
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A−1r ∈ vect{r, Ar, . . . , Aβ−1r} = Kβ(A, r).

D’après la proposition 8.1, cela implique que s(A, r) 6 β.
Enfin, tout polynôme p̃ de degré β − 1 dont le terme de degré zéro est non nul

n’annihile pas A. Il existe donc un vecteur r ∈ Rn tel que p̃(A)r 6= 0. Ceci implique
que A−1r /∈ Kβ−1 et par conséquent l’indice de saturation s(A, r) = β. ✷

Comme le polynôme caractéristique de A annihile A (théorème de Cayley-Hamil-
ton) et est de degré n, on a nécessairement

s 6 n,

ce que l’on savait déjà. Dans le cas général, le degré

β =

t∑

i=1

βi (8.4)

du polynôme minimal annihilant A peut être calculé à partir de la forme normale de
Jordan de A : il existe une matrice inversible V telle que

V −1AV = diag(J1
1 , . . . , J

γ1

1 , J1
2 , . . . , J

γ2

2 , . . . , J1
t , . . . , J

γt

t ),

où chaque Jj
i est un bloc de Jordan de valeur propre λi, c’est-à-dire ayant la forme

suivante (les éléments en dehors des deux diagonales indiquées sont nuls) :

Jj
i =




λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi



.

La forme normale de Jordan est unique à une permutation des blocs près. Alors, βi
est l’ordre le plus élevé des blocs de Jordan de valeur propre λi :

βi = max
i6j6γi

ordre(Jj
i ).

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 8.3 Si A est inversible et non défective, alors pour tout r ∈ Rn,
s(A, r) 6 t, où t est le nombre de valeurs propres distinctes de A.

Démonstration. En effet, A est non défective si (par définition) elle est diagonalis-
able par similitude : il existe une matrice V d’ordre n, inversible telle que

V −1AV = Λ,

où Λ est diagonale. Dans ce cas, les blocs de Jordan sont des matrices d’ordre 1 et
βi = 1, ∀i. On en déduit le résultat en utilisant (8.4) et le théorème. ✷
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Exemples 8.4 La matrice

A1 =



1 0 0
0 1 0
0 0 2




est diagonale et a deux valeurs propres distinctes. Donc s(A1, r) 6 2, ∀r ∈ R3.
La matrice

A2 =



1 1 0
0 1 0
0 0 2




est défective et sous forme normale de Jordan. A la valeur propre 1 correspond un
bloc de Jordan d’ordre 2. Donc s(A2, r) 6 3, ∀r ∈ R3. En prenant le vecteur

r2 =



0
1
1




on peut voir que s(A2, r2) = 3. ✷

Les deux algorithmes itératifs de résolution du système linéaire (8.1) que nous
décrivons dans ce chapitre, l’algorithme du gradient conjugué (section 8.2) et l’al-
gorithme GMRES (section 8.3), sont des méthodes de Krylov, ce qui veut dire que
l’itété xk appartient à un certain sous-espace de Krylov Kk(A, r). Dans les deux cas,
le vecteur r est le résidu r1 = b − Ax1 évalué en l’itéré initial x1. La raison pour
laquelle ce choix de r convient est expliqué au début de la section 8.3.1. L’algorithme
du gradient conjugué est adapté aux systèmes linéaires dans lesquels la matrice A est
symétrique définie positive (ou semi-définie positive), alors que l’algorithme GMRES
est plus général (et plus difficile à mettre en œuvre) puisqu’il s’affranchit de toute
hypothèse sur A.

8.2 Algorithme du gradient conjugué

Dans cette section, on considère le cas où A est symétrique définie positive. On
rappelle que résoudre le système linéaire (8.1) revient alors à minimiser la fonction

f(x) =
1

2
xTAx− bTx

sur Rn.
L’algorithme du gradient conjugué est une méthode à direction de descente sur f .

Les itérés sont donc générés par

xk+1 = xk + αkdk,

où dk est une direction de descente de f (elle vérifie ∇f(xk)Tdk < 0) et αk est un pas
positif. On notera

Ek = vect{d1, d2, . . . , dk}
(k > 1) le sous-espace vectoriel engendré par les k premières directions de descente.
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8.2.1 Notion de directions conjuguées

Pour une matrice A symétrique définie positive donnée, la notion de conjugaison
équivaut à la notion d’orthogonalité pour le produit scalaire associé à A. De façon
plus précise, on a les définitions suivantes.

On dit que u et v ∈ Rn sont conjuguées si uTAv = 0. Plus généralement, on dit
que u1, . . . up ∈ Rn sont conjuguées si uTi Auj = 0, ∀i 6= j. Enfin, on dit que u est
conjuguée par rapport à un sous-espace vectoriel E ⊆ Rn si uTAv = 0, ∀v ∈ E.

Si v1, . . . , vp sont des vecteurs linéairement indépendants dans Rn, on pourra leur
associer p directions conjuguées u1, . . . , up en utilisant le procédé du Gram-Schmidt
(section B.1.1) avec le produit scalaire 〈u, v〉 = uTAv, dans lequel on se passe des
étapes de normalisation superflues (étapes 1 et 2.3). Il suffit de prendre, pour k =
1, . . . , p,

uk = vk −
k−1∑

i=1

βkiui (8.5)

avec

βki =
vTkAui

uTi Aui
. (8.6)

8.2.2 Algorithme des directions conjuguées

Une méthode de directions conjuguées pour la minimisation d’une fonction quadra-
tique f est une méthode qui à chaque itération prend xk ∈ x1+Ek de façon à minimiser
f sur le sous-espace affine x1+Ek. Le lien avec la conjugaison des directions est donné
par la proposition suivante.

On note
gk = ∇f(xk) = Axk − b

le gradient de f en xk pour le produit scalaire euclidien et

yk = gk+1 − gk.

Proposition 8.5 Si xk réalise le minimum de f sur x1 + Ek−1 (k > 2), dk 6= 0
et xk+1 = xk + αkdk, alors xk+1 réalise le minimum de f sur x1 + Ek si, et
seulement si, l’une des conditions suivantes est réalisée
(i) gTk dk = 0 et αk = 0,
(ii) gTk dk 6= 0, dk est conjuguée par rapport à d1, . . . , dk−1 et

αk = − gTk dk

dTkAdk
. (8.7)

Démonstration. Si xk réalise le minimum de f sur x1 + Ek−1, gk est orthogonal à
Ek−1, c’est-à-dire :

gTk di = 0, pour i = 1, . . . , k − 1. (8.8)

D’autre part, f étant quadratique, on a



348 8. Optimisation quadratique

gk+1 = gk +A(xk+1 − xk) = gk + αkAdk. (8.9)

Alors, comme en (8.8), xk+1 réalise le minimum de f sur x1 +Ek si, et seulement si,

gTk+1di = 0, pour i = 1, . . . , k.

D’après (8.9), ceci est équivalent à

gTkdi + αkd
T

kAdi = 0, pour i = 1, . . . , k.

En prenant i = k, on trouve soit que gTk dk = 0 et alors αk = 0 (dk 6= 0), soit que
gTk dk 6= 0 et αk est donné par (8.7). En prenant 1 6 i 6 k − 1 et en tenant compte
de (8.8), on trouve dans le cas (ii) que dk est conjuguée par rapport à d1, . . . , dk−1.
Inversement, on voit que les conditions (i) ou (ii) sont suffisantes. ✷

Le pas αk donné en (8.7) est optimal dans le sens où il réalise le minimum de
l’application

α→ f(xk + αdk).

D’après la proposition 8.5, si l’on veut minimiser f sur les sous-espaces affines
successifs x1 +E1, x1 +E2..., il suffit de se donner n directions conjuguées d1, . . . , dn
et de minimiser f le long des droites α→ xk+αdk. Ces directions conjuguées peuvent
s’obtenir à partir de la donnée de n directions linéairement indépendantes d̃1, . . . , d̃n
que l’on utilisera pour construire des directions conjuguées au moyen du procédé
de Gram-Schmidt (8.5)–(8.6), où vi devient d̃i et ui devient di. On obtient alors
l’algorithme suivant :

Algorithme 8.6 (des directions conjuguées) Une itération passe de
l’itéré courant xk ∈ Rn à l’itéré suivant xk+1 ∈ Rn par les étapes suivan-
tes :
1. Calcul de la direction : on choisit une direction arbitraire d̃k /∈

vect{d̃1, . . . , d̃k−1} et on calcule la direction dk par la formule

dk =





d̃1 si k = 1,

d̃k −
k−1∑

i=1

d̃TkAdi

dTi Adi
di si k > 2.

(8.10)

2. Calcul du pas optimal :

αk = − gTk dk

dTkAdk
.

3. Nouveau point : xk+1 = xk + αkdk.
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Cet algorithme ne demande pas la connaissance explicite de la matrice A. Il suffit
de pouvoir calculer le produit de cette matrice par un vecteur arbitraire. Ce produit
matrice-vecteur intervient à deux reprises dans l’algorithme ci-dessus : dans le calcul
du gradient et dans la détermination du pas optimal. Si cette opération est coûteuse
en temps de calcul, on peut n’en faire qu’une à chaque itération, pour calculer Adk,
et en mettant à jour le gradient par la formule gk+1 = gk + αkAdk.

La méthode des directions conjuguées peut être améliorée en ce qui concerne l’en-
combrement mémoire, mais nous allons voir qu’un choix judicieux des directions d̃1,
. . . , d̃n conduit à une amélioration beaucoup plus importante encore.

8.2.3 Algorithme du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est le cas particulier de la méthode précédente
ou l’on prend

d̃k = −gk. (8.11)

Comme on va le voir, ce choix conduit à une simplification considérable de l’algorithme
des directions conjuguées.

Proposition 8.7 Dans la méthode du gradient conjugué, le sous-espace vecto-
riel Ek engendré par les directions d1, . . . , dk est aussi le sous-espace vectoriel
engendré par les gradients successifs :

Ek = vect{g1, . . . , gk} (8.12)

et ceux-ci sont orthogonaux entre eux :

gTk gi = 0, 1 6 i 6 k − 1. (8.13)

Démonstration. En effet, grâce au choix (8.11), les directions d1, . . . , dk−1 sont à
présent obtenues en orthogonalisant −g1, . . . , −gk−1 (pour le produit scalaire associé
à A). La relation (8.12) est alors une conséquence du procédé de Gram-Schmidt.

Ensuite, comme xk réalise un minimum de f sur x1 + Ek−1, gk est orthogonal à
Ek−1. Par (8.12), on en déduit (8.13). ✷

D’après la relation d’orthogonalité des gradients (8.13), on a

gTk yi = gTk (gi+1 − gi) = 0, pour 1 6 i 6 k − 2.

Alors, en utilisant (8.9), l’expression du coefficient de di dans (8.10) devient

d̃Tkyi

dTi yi
.

Compte tenu de la relation d’orthogonalité des gradients, on voit que seul le dernier
terme de la somme dans (8.10) est non nul et que l’opposé de son coefficient s’écrit
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βk =
‖gk‖2
‖gk−1‖2

. (8.14)

On a utilisé le fait que, d’après (8.13), −gTk yk−1 = ‖gk‖2 et dTk−1yk−1 = −dTk−1gk−1 =
‖gk−1‖2. Ceci conduit à l’algorithme du gradient conjugué pour les fonctions quadra-
tiques.

Algorithme 8.8 (du gradient conjugué) Une itération met à jour
l’itéré courant xk ∈ Rn, le gradient courant gk et le carré de la norme
de ce dernier γk := ‖gk‖22, par les étapes suivantes.

1. Test d’arrêt : si γk ≃ 0, on s’arrête.
2. Paramètre de conjugaison : si k > 2, βk := γk/γk−1.
3. Déplacement en x :

dk =

{
−g1 si k = 1

−gk + βkdk−1 si k > 2.

4. Déplacement en g : pk = Adk.
5. Calcul du pas : αk = γk/(d

T

kpk).
6. Nouveau point : xk+1 = xk + αkdk.
7. Nouveau gradient : gk+1 = gk + αkpk et γk+1 = ‖gk+1‖22.

8.2.4 Propriétés de l’algorithme du gradient conjugué

Terminaison finie

Notons que tant que gk 6= 0, les directions g1, . . . , gk sont linéairement indépendan-
tes. Cela résulte de la condition d’orthogonalité (8.13). Les directions d1, . . . , dk seront
donc conjuguées, et le sous-espace vectoriel Ek sera de dimension k. Par conséquent,
l’algorithme du gradient conjugué trouve la solution en au plus n itérations. On peut
être plus précis.

On peut montrer que le sous-espace vectoriel Ek n’est autre que le sous-espace de
Krylov

Kk(A, g1) ≡ vect{g1, Ag1, . . . , Ak−1g1},
associé à A et g1 (exercice 8.1). Ces sous-espaces saturent en k = s lorsque

A−1g1 ∈ Ks.

Comme A−1g1 = x1 − x∗, la saturation se produit lorsque x∗ ∈ x1 + Ks. Comme
la méthode du gradient conjugué minimise f sur x1 + Ek = x1 +Kk, elle s’arrêtera
exactement en k = s(A, g1). Une matrice symétrique définie positive étant non défec-
tive, on a, grâce au corollaire 8.3, s(A, g1) 6 t, où t est le nombre de valeurs propres
distincts de A. Nous avons donc montré la proposition suivante.
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Proposition 8.9 La méthode du gradient conjugué trouve le minimum d’une
fonction quadratique strictement convexe en au plus t itérations, où t est le nom-
bre de valeurs propres distinctes de la hessienne de la fonction.

Vitesse de convergence

Si n est grand (par exemple n > 103), il est trop coûteux d’effectuer n itéra-
tions de l’algorithme du gradient conjugué pour obtenir la solution. La qualité
de l’approximation xk obtenue peut être estimée par la vitesse de convergence de
l’algorithme. Le résultat suivant [Luenberger (1973), pg. 187] donne une estimation
de la décroissance de la norme de l’erreur xk − x∗, en termes du conditionnement ℓ2
de la matrice A :

κ2(A) =
λmax(A)

λmin(A)
.

La norme utilisée est la suivante :

‖x‖A = (xTAx)1/2.

Proposition 8.10 Soit κ le conditionnement ℓ2 de A. La suite {xk} générée par
l’algorithme du gradient conjugué vérifie l’estimation

‖xk+1 − x∗‖A 6 2

(√
κ− 1√
κ+ 1

)k

‖x1 − x∗‖A.

Il s’agit d’une vitesse de convergence r-linéaire, dont le taux est à comparer avec
celui de la méthode du gradient à pas optimal (proposition 7.2), qui forme une suite
{xk} vérifiant :

‖xk+1 − x∗‖A 6

(
κ− 1

κ+ 1

)
‖xk − x∗‖A 6

(
κ− 1

κ+ 1

)k

‖x1 − x∗‖A.

La convergence est donc plus rapide avec la méthode du gradient conjugué. La fi-
gure 8.1 permet de comparer les taux de convergence des méthodes du Gradient et
du gradient conjugué en fonction du conditionnement κ.

Si la matrice symétrique A n’est pas définie positive

Si A a des valeurs propres strictement positives et négatives, le dénominateur
apparaissant dans le calcul du pas αk (étape 3.5) n’est plus nécessairement stricte-
ment positif ; il peut être arbitrairement proche de zéro ou même nul, ce qui entraîne
l’instabilité ou l’échec de l’algorithme. Ce mauvais comportement de l’algorithme
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Fig. 8.1. Comparaison des taux de convergence du G et du GC

s’observe en général dès les premières itérations, si bien que l’on ne peut espérer
trouver ainsi une solution approchée du système linéaire. Évidemment, si toutes les
valeurs propres de A sont strictement négatives, on pourra résoudre par gradient con-
jugué le système linéaire (−A)x = −b, équivalent à (8.1), puisque sa matrice −A
est définie positive. En conclusion, l’algorithme du gradient conjugué ne convient pas
pour résoudre des systèmes linéaires dont la matrice est indéfinie, même de manière
approchée.

Le comportement de l’algorithme du GC lorsque A < 0 est plus satisfaisant. Il est
décrit dans la proposition suivante. L’algorithme est dit bien défini à l’itération k si
dTkAdk > 0, si bien que le pas αk est bien défini à l’étape 3.5 et que l’on peut passer
de xk à xk+1. Enfin, lorsque b ∈ R(A), la solution de norme minimale de Ax = b est
l’unique solution du problème {

min 1
2‖x‖22

Ax = b,

qui est donc la projection de 0 sur le sous-espace affine {x ∈ Rn : Ax = b}. Comme A
est symétrique, les conditions d’optimalité de ce problème, qui sont ici nécessaires et
suffisantes car le problème est convexe, montrent que c’est l’unique point x vérifiant
Ax = b et x ∈ R(A).

Proposition 8.11 (GC lorsque A < 0) On considère l’algorithme du gradi-
ent conjugué pour résoudre le système linéaire (8.1) ou minimiser la fonction
quadratique f définie en (8.2), avec A symétrique semi-définie positive de rang r.
1) Si b /∈ R(A), l’algorithme est bien défini pendant au plus r itérations, disons

jusqu’en xl, où la direction dl générée est non nulle, dans le noyau de A et
telle que f(xl + αdl) = f(xl)− α bTdl → −∞ lorsque α→ +∞.

2) Si b ∈ R(A), l’algorithme est bien défini et converge en au plus r itérations ;
de plus, si l’itéré initial est pris dans R(A) (par exemple x1 = 0), les itérés
convergent vers la solution de norme minimale de (8.1).
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Démonstration. 1) Si A est semi-définie positive et b /∈ R(A), le système linéaire
(8.1) n’a pas de solution. L’algorithme du GC peut itérer tant que le dénominateur
dTkAdk de la fraction donnant le pas αk à l’étape 3.5 reste strictement positif (avec
une instabilité possible si ce dénominateur s’approche de zéro). Alors l’itéré suivant
xk+1 minimise toujours f sur l’espace de Krylov Kk(A, g1). Observons que Kk est de
dimension k et que Kk∩N (A) = {0}, si bien que cette situation ne peut se poursuivre
au-delà de dimKk 6 n − dimN (A) = dimR(A) = r itérations : l’algorithme finit
par trouver une direction dl ∈ N (A) et doit s’arrêter. Comme gl ⊥ Kl−1 ∋ dl−1,
gTl dl = −‖gl‖22 < 0 (gl 6= 0 car b /∈ R(A)), dl est une direction de descente (non nulle)
de f en xl. On en déduit que f(xl + αdl) = f(xl) − α bTdl ↓ −∞ lorsque α ↑ +∞
(bTdl > 0 car 0 > gTl dl = (Axl − b)Tdl = −bTdl).

2) Montrons que xk ∈ x1 + R(A), pour tout k > 1. On obtient ce résultat par
récurrence en montrant que toutes les directions de recherche du GC vérifient dk ∈
R(A). C’est clairement vrai pour la première direction qui s’écrit d1 = −g1 = −Ax1+
b ∈ R(A), puisque b ∈ R(A). Ensuite, pour k > 2, dk = −gk + βkdk−1 est dans R(A)
par récurrence.

Pour vérifier que le GC est bien défini, il suffit de vérifier que dTkAdk est strictement
positif tant que xk n’est pas solution de (8.1). Cette propriété résulte du fait que
dk ∈ R(A) et que A est définie positive sur R(A) (dTAd = 0 et d ∈ R(A) impliquent
que d ∈ N (A) ∩R(A) = {0}).

Enfin, comme R(A) est de dimension r, qu’avant convergence les directions dk
sont linéairement indépendantes et engendrent Kk et que Kk ⊆ R(A), l’algorithme
converge en au plus r itérations.

D’autre part, si x∗ est la solution trouvée par l’algorithme, on a de ce qui précède
x∗ − x1 ∈ R(A). Si x1 ∈ R(A) on en déduit que x∗ ∈ R(A) et Ax∗ = b. Dès lors x∗
est la solution de norme minimale de (8.1). ✷

8.2.5 Mise en œuvre de la méthode du gradient conjugué

Encombrement mémoire et comptage des opérations

L’algorithme 8.8 du gradient conjugué est particulièrement économe en place mé-
moire. C’est l’un de ses principaux attraits. Il ne requiert que le stockage de 4 vecteurs,
ceux mémorisant xk, gk, dk et pk (les trois premiers sont mis à jour à chaque itération
en remplaçant le vecteur de l’itération précédente).

Le nombre d’opérations par itération est en O(10n), plus un unique produit
matrice-vecteur (O(2n2) opérations si la matrice est pleine). En arithmétique exacte,
nous avons vu que l’algorithme requiert au plus n itérations pour trouver la solu-
tion. Il faut donc O(2n3) opérations pour trouver la solution d’un système linéaire
symétrique défini positif plein par l’algorithme du gradient conjugué. On retrouve un
nombre d’opérations du même ordre que la factorisation gaussienne.

Le gradient conjugué préconditionné

Dès que le nombre n de variables dépasse quelques dizaines ou centaines (cela
dépend du conditionnement de A), l’algorithme du GC peut avoir des difficultés à
minimiser la fonction quadratique et, du fait des erreurs d’arrondi, il peut demander
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beaucoup plus de n itérations pour avoir une solution acceptable. Pour remédier à
cette situation, il faut essayer d’améliorer le conditionnement du problème, c’est-à-
dire préconditionner le problème ou l’algorithme. Nous présentons ci-après l’approche
qui utilise un changement de variables.

Si l’on fait le changement de variables

x̃ = Lx, (8.15)

au moyen d’une matrice L d’ordre n inversible, la fonction f̃ : Rn → R définie par

f̃ = f ◦ L−1

est telle que f̃(x̃) = f(x), si x̃ et x se correspondent par (8.15). Les fonctions f et f̃
atteignent donc la même valeur minimale et ce aux points x∗ et x̃∗ = Lx∗, respecti-
vement. L’algorithme du GC préconditionné s’obtient en appliquant l’algorithme du
GC standard dans l’espace des x̃ et en traduisant l’algorithme résultant dans l’espace
des x. L’algorithme est ainsi modifié, amélioré si le changement de variables est bien
choisi ; on dit aussi qu’il est sensible à un changement de variables.

Le gradient et la hessienne de f̃ en x̃ = Lx s’écrivent

g̃ ≡ ∇f̃(x̃) = L−T∇f(x) et Ã ≡ ∇2f̃ = L−TAL−1.

Soient {x̃k} la suite générée par le GC dans l’espace des x̃ et xk := L−1x̃k. On note
g̃k := ∇f̃(x̃k) et gk = ∇f(xk), si bien que g̃k = L−Tgk. La direction de la méthode
du gradient conjugué dans l’espace des x̃ s’écrit

d̃k = −g̃k + β̃kd̃k−1 = −L−Tgk +
‖L−Tgk‖2
‖L−Tgk−1‖2

d̃k−1.

Ramenée à l’espace des x, cela donne pour dk = L−1d̃k la formule

dk =





−Pg1 si k = 1,

−Pgk +
gTkPgk

gTk−1Pgk−1
dk−1 si k > 2,

(8.16)

où
P := L−1L−T.

On montre que gk est encore orthogonal à dk−1 (voir l’exercice 8.3), si bien que le pas
optimal le long de dk est donné par la formule

αk =
gTkPgk

dTkAdk
. (8.17)

Si l’on remplace la direction dk et le pas αk de la méthode du gradient conjugué par
les valeurs données par les formules (8.16) et (8.17), on obtient la méthode du gradient
conjugué préconditionné.
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Algorithme 8.12 (du gradient conjugué préconditionné) Étant
donnée une matrice de préconditionnement P , une itération met à jour
l’itéré courant xk ∈ Rn, le gradient courant gk et la norme précondition-
née au carré de ce dernier γk := gTkPgk, par les étapes suivantes.

1. Test d’arrêt : si γk ≃ 0, on s’arrête.
2. Paramètre de conjugaison : si k > 2, βk := γk/γk−1.
3. Déplacement en x :

dk =

{
−Pg1 si k = 1

−Pgk + βkdk−1 si k > 2.

4. Déplacement en g : pk = Adk.
5. Calcul du pas : αk = γk/(d

T

kpk).
6. Nouveau point : xk+1 = xk + αkdk.
7. Nouveau gradient : gk+1 = gk + αkpk et γk+1 = gTk+1Pgk+1.

Le choix de L, donc de P , est gouverné par le souhait d’avoir Ã proche de la
matrice identité, ce qui a pour effet d’accélérer la convergence de l’algorithme dans
l’espace des x̃ (proposition 8.10), donc aussi dans l’espace des x. On voit qu’il est
souhaitable de prendre L proche de A1/2, ou encore

P ≃ A−1.

Préconditionneur diagonal

Le préconditionneur diagonal, qui consiste à prendre pour P une matrice diagonale,
est sans doute le plus simple. On peut par exemple prendre L = Diag(A

1/2
ii ) en (8.15)

(on se rappelle que les Aii > 0) et donc

P = Diag(A11, . . . , Ann)
−1. (8.18)

Ce dernier préconditionneur diagonal a une propriété de minimalité, dans le sens où il
minimise, à un facteur n près, le conditionnement de DAD parmi toutes les matrices
diagonales D. En effet, selon van der Sluis [599 ; théorème 4.1], on a

κ2(P
1/2AP 1/2) 6 n


 min

D diagonale
D≻0

κ2(DAD)


 .

S’il a le mérite de la simplicité, sauf cas exceptionnels (celui d’une matrice A diagonale
est un cas particulier évident), ce préconditionneur élémentaire n’apporte pas toujours
une amélioration notable de la vitesse de convergence de l’algorithme du gradient
conjugué. Il ne doit toutefois pas être négligé, si aucun autre préconditionneur ne
s’impose.
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Si les éléments diagonauxAii, pour i ∈ I, sont nuls, la formule (8.18) n’est plus bien
définie. Cependant, la semi-définie positivité de A implique alors que les colonnes (et
les lignes) de A avec indice dans I sont nulles, si bien que les vecteurs de base {ei}i∈I

sont dans le noyau de A. Si bI = 0, les itérés de l’algorithme du gradient conjugué
sont générés dans x1 + vect{ei : i ∈ I}⊥ et on peut prendre le préconditionneur
diagonal P avec Pii = 0 si i ∈ I et Pii = A−1

ii sinon. S’il existe un indice i ∈ I tel
que bi 6= 0, la direction d = sgn(bi)e

i est une direction de non bornitude de la forme
quadratique associée x 7→ f(x) = 1

2x
TAx− bTx, dans le sens où, quel que soit x ∈ Rn,

f(x+ td)→ −∞ lorsque t→∞ ; l’équation Ax = b n’a pas de solution.

Préconditionneur projecteur

Supposons à présent que le préconditionneur symétrique P < 0 soit un projecteur
(P 2 = P ) non trivial (P 6= I, donc avec des valeurs propres nulles). L’algorithme du
GC préconditionné par P , utilisant les directions (8.16) et les pas (8.17), est encore
bien défini et génère une suite dans x1 +R(P ) (voir l’exercice 8.3). Il porte le nom
d’algorithme du gradient conjugué projeté pour minimiser le critère quadratique sur
le sous-espace affine x1 +R(P ).

Redémarrage du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est une méthode dans laquelle les erreurs
d’arrondi sont amplifiées au cours des itérations. Peu à peu les relations de conju-
gaison de dk avec les premières directions sont perdues parce qu’en présence d’erreurs
d’arrondi les relations (8.13) d’orthogonalité des gradients ne sont pas vérifiées exac-
tement.

Notons que les erreurs d’arrondi sont mieux contrôlées si l’on remplace la formule
(8.14) de βk, dite de Fletcher-Reeves (1964), par la formule équivalente, dite de Polak-
Ribière (1969) :

βk =
gTk yk−1

‖gk−1‖2
.

On peut détecter la présence d’erreurs d’arrondi en regardant si

|gTk gk−1| > ν‖gk‖2,

où ν ≃ 0.2 (normalement le membre de gauche doit être nul). Ce critère est connu sous
le nom de critère de redémarrage de Powell (1977). S’il est vérifié pour k = r, certains
numériciens préconisent de redémarrer l’algorithme du gradient conjugué en xr dans
la direction −gr. Cette pratique n’est plus guère utilisée.

8.2.6 Méthode du gradient conjugué non linéaire

On s’intéresse ici à la minimisation d’une fonction f : Rn → R, non nécessairement
quadratique :

min
x∈Rn

f(x),

et on cherche à étendre la méthode du gradient conjugué à ce problème. Il y a plusieurs
manières de le faire et peu de critères permettant de dire laquelle est la meilleure. Une
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extension possible consiste simplement à reprendre les formules utilisées dans le cas
quadratique. On se propose donc d’étudier les méthodes où la direction dk est définie
par la formule de récurrence suivante (βk ∈ R)

dk =

{
−g1 si k = 1,
−gk + βkdk−1 si k > 2,

(8.19)

et où {xk} est générée par la formule

xk+1 = xk + αkdk, (8.20)

le pas αk ∈ R étant déterminé par une recherche linéaire.
Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjugué si βk prend

l’une des valeurs

βFR

k =
‖gk‖2
‖gk−1‖2

,

βPR

k =
gTk yk−1

‖gk−1‖2
,

où yk−1 = gk − gk−1. Dans le cas quadratique avec recherche linéaire exacte, on a vu
que βFR

k = βPR

k . Si f est quelconque, il n’en est plus de même et on parle respectivement
de méthode de Fletcher-Reeves (1964) ou de méthode de Polak-Ribière (1969) selon
que l’on utilise βFR

k ou βPR

k à la place de βk dans (8.19).
Pour que les méthodes ainsi définies soient utilisables, il faut répondre aux deux

questions suivantes. Les directions dk définies par (8.19) sont-elles des directions de
descente de f ? Les méthodes ainsi définies sont-elles convergentes ?

En ce qui concerne la première question remarquons que, quel que soit βk ∈ R, dk
est une direction de descente si l’on fait de la recherche linéaire exacte, c’est-à-dire si
le pas αk−1 est un point stationnaire de α→ f(xk−1 + αdk−1). En effet, dans ce cas
gTk dk−1 = 0 et on trouve lorsque gk 6= 0 :

gTk dk = −‖gk‖2 < 0.

Cependant, il est fortement déconseillé de faire de la recherche linéaire exacte lorsque
f n’est pas quadratique : le coût de détermination de αk est excessif.

Le résultat suivant, que l’on peut trouver dans [245 ; 1992], généralise un résultat
de Al-Baali (1985). Il montre que si βk n’est pas trop grand et si l’on utilise la règle
de recherche linéaire de Wolfe forte :

f(xk+1) 6 f(xk) + ω1αkg
T

k dk, (8.21)

|gTk+1dk| 6 ω2|gTk dk|, (8.22)

avec des constantes positives ω1 et ω2 bien choisies, alors dk est une direction de
descente et la méthode converge.
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Proposition 8.13 Supposons que l’ensemble L := {x ∈ Rn : f(x) 6 f(x1)} soit
borné et que f soit continûment différentiable dans un voisinage de L avec un
gradient lipschitzien. Toute méthode du type (8.19)–(8.20) dans laquelle βk vérifie

|βk| 6 βFR

k , ∀k > 1,

et le pas αk est déterminé par la règle de Wolfe forte (8.21)–(8.22) avec 0 < ω1 <
ω2 < 1/2 est une méthode de descente (gTk dk < 0, ∀k > 1) convergente, dans le
sens où

lim inf
k→∞

‖gk‖ = 0.

D’un point de vue théorique, ce résultat est satisfaisant et suggère que la méthode
de Fletcher-Reeves est une bonne méthode. Cependant, en pratique, il est préférable
d’utiliser la méthode de Polak-Ribière dont les performances moyennes dépassent de
loin celles de la méthode de Fletcher-Reeves. Le résultat suivant est dû à Polak et
Ribière (1964).

Proposition 8.14 Si f est fortement convexe, de classe C1 avec un gradient lip-
schitzien, alors la méthode de Polak-Ribière avec recherche linéaire exacte génère
une suite {xk} convergeant vers l’unique point x∗ réalisant le minimum de f .

Démonstration. Montrons dans un premier temps que

cos θk =
−gTkdk
‖gk‖ ‖dk‖

est uniformément positif. Grâce à la recherche linéaire exacte, on a

yTk−1dk−1 = −gTk−1dk−1 = ‖gk−1‖2.

La forte convexité de f implique que

yTk−1dk−1 =
1

αk−1
yTk−1(xk − xk−1) >

γ

αk−1
‖xk − xk−1‖2,

où γ > 0 est le module de forte convexité de f . On en déduit, en utilisant la constante
de lipschitz L de f ′ :

|βPR

k | =
|gTk yk−1|
‖gk−1‖2

=
|gTk yk−1|
yTk−1dk−1

6
αk−1L

γ

‖gk‖‖xk − xk−1‖
‖xk − xk−1‖2

=
L

γ

‖gk‖
‖dk−1‖

.

On peut alors borner ‖dk‖ par

‖dk‖ 6 ‖gk‖+ |βPR

k | ‖dk−1‖ 6
(
1 +

L

γ

)
‖gk‖.
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Ensuite

gTk dk = −‖gk‖2 6 −
(
1 +

L

γ

)−1

‖gk‖‖dk‖,

ou encore cos θk > (1 + L/γ)−1.
D’après la proposition 6.10 et la recherche linéaire exacte, la condition de Zou-

tendijk (6.19) est vérifiée. Mais f et donc {f(xk)} est bornée inférieurement (car f est
fortement convexe). On en déduit que gk → 0 (proposition 6.8). D’autre part, {xk}
est bornée (f est fortement convexe) et possède donc des sous-suites convergentes.
La limite de celles-ci ne peut être que l’unique minimum x∗ de f (car gk → 0). Donc
toute la suite {xk} converge vers x∗. ✷

Si f n’est pas convexe, la méthode de Polak-Ribière peut ne pas converger. Powell
(1984) a donné un exemple de fonction pour laquelle l’algorithme génère une suite {xk}
dont aucun des points d’adhérence n’est stationnaire. On peut trouver des remèdes
simples à ce comportement inattendu [245 ; 1992]. Le plus simple et apparemment le
plus efficace est de prendre

βk = (βPR

k )
+ ≡ max(βPR

k , 0),

ce qui revient à redémarrer l’algorithme chaque fois que βPR

k < 0. On peut montrer
la convergence globale pour cette valeur de βk et une recherche linéaire adaptée. Les
performances numériques de cette méthode sont très semblables à celles de la méthode
de Polak-Ribière.

Comme pour la minimisation de fonctions quadratiques convexes, la méthode du
gradient conjugué non linéaire est économe en place mémoire et en temps de calcul
propre. Elle s’utilise encore parfois dans les deux situations suivantes : lorsque n est
très grand relativement à la place mémoire disponible ou lorsque le coût de calcul de
f et de son gradient est très faible (ce qui est plutôt rare dans les problèmes réels) et
que l’on ne veut pas perdre de temps avec une méthode plus sophistiquée mais plus
gourmande en temps de calcul. Dès que l’espace mémoire disponible est supérieur
à, disons 10n, il est souvent préférable d’utiliser une méthode de quasi-Newton à
mémoire limitée, par exemple la méthode l-BFGS (voir la section 11.2.5).

8.3 Algorithme du résidu minimal généralisé (GMRES)

Revenons à la résolution numérique du système linéaire

Ax = b, (8.23)

lorsque A est inversible mais n’est plus nécessairement symétrique. On note toujours

x∗ = A−1b

la solution unique de (8.23). On appelle résidu du système linéaire (8.23) en x ∈ Rn,
le vecteur r ∈ Rn défini par

r = b−Ax.
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On note rk = b−Axk le résidu en xk. Lorsque A est symétrique, le résidu est l’opposé
du gradient de f(x) = 1

2x
TAx− bTx.

On aimerait, pour les systèmes linéaires non symétriques, disposer d’un algo-
rithme itératif ayant les propriétés attrayantes du gradient conjugué que sont le peu
d’encombrement-mémoire (due à une formule de récurrence courte) et une propriété
de minimalité sur l’espace de Krylov (qui lui confère de la stabilité). Ceci n’est mal-
heureusement pas possible [611, 196]. Dans l’algorithme GMRES, décrit dans cette
section, on ne garde que la propriété de minimalité ; quant à l’encombrement-mémoire,
il va croître linéairement avec le nombre d’itérations, si bien que la mise en œuvre de
l’algorithme se fait avec redémarrages (section 8.3.6).

L’algorithme GMRES est aujourd’hui l’algorithme itératif standard de résolution
des systèmes non symétriques. Il a été proposé par Saad et Schultz [532 ; 1986].

8.3.1 Principe général

Partant d’un point x1 ∈ Rn, la méthode du résidu minimal généralisée ou méth-
ode GMRES (Generalized Minimal RESidual) consiste à générer une suite de points
xk ∈ Rn par la formule

xk = x1 + zk, k > 1,

où zk dans le sous-espace de Krylov associé au résidu initial :

Kk ≡ Kk(A, r1) = vect{r1, Ar1, . . . , Ak−1r1}.

Cette façon de procéder est motivée par les deux remarques suivantes.

Si x1 est une bonne approximation de la solution il y a un sens à approcher x∗ par
des itérés xk tels que xk − x1 appartienne pour k petit à un sous-espace vectoriel
de faible dimension (ici un sous-espace de Krylov).
Si l’on prend zk dans un sous-espace de Krylov Kk(A, r), pour un certain r ∈ Rn,
et si l’on veut obtenir la solution par cette méthode, il faut que

x∗ ∈ x1 +Ks(A, r), (8.24)

où s est l’indice de saturation de ces sous-espaces (voir la section 8.1). Cet indice
est caractérisé par le fait que

A−1r ∈ Ks(A, r).

On voit qu’en prenant r = r1, cette dernière condition est équivalente à (8.24).

La méthode détermine ensuite xk dans x1 +Kk, de manière à minimiser le résidu
sur x1 +Kk. Il s’agit donc de résoudre à chaque itération

min
x∈x1+Kk

‖b−Ax‖2, (8.25)

où ‖ · ‖2 est la norme ℓ2 de Rn. Ce problème a une solution unique qui, pour k =
s(A, r1), ne peut être que x = x∗ (qui annule le résidu sur Rn). En écrivant x = x1+z,
z ∈ Kk, on a b−Ax = r1 −Az et le problème (8.25) devient

min
z∈Kk

‖r1 −Az‖2. (8.26)
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Ceci montre que Azk est la projection orthogonale de r1 sur AKk et donc

rk = r1 −Azk ⊥ Azk.

Le résidu est rendu orthogonal à AKk.

Remarque 8.15 On peut aussi déterminer xk dans x1 + Kk en rendant le résidu
rk orthogonal à Kk. On parle alors de méthode du résidu orthogonal ou de méthode
d’Arnoldi. La méthode du gradient conjugué est de ce type (exercice 8.1). Numéri-
quement les deux méthodes se valent [94]. ✷

Proposition 8.16 La méthode GMRES converge en au plus β itérations, où β
est le degré du polynôme minimal annihilant A (donc β 6 n). Si A est non
défective, β est le nombre de valeurs propres distinctes de A.

Démonstration. Il suffit de constater que la détermination de xk par (8.25) donne
xk = x∗ dès que x∗ ∈ x1 + Kk−1. Ceci aura lieu exactement à la saturation du
sous-espace de Krylov Kk, c’est-à-dire pour k = s(A, r1). Le résultat est alors une
conséquence de la proposition 8.2 et de son corollaire. ✷

Venons-en maintenant au calcul effectif de xk.

8.3.2 Construction d’une base orthonormale de Kk+1

Le problème (8.25) — ou (8.26) — est un problème avec contraintes que l’on peut
transformer en problème sans contrainte en se donnant une base de Kk. Tant que
k < s(A, r1), les vecteurs r1, Ar1, . . . , Akr1 forment une base de Kk+1. Cependant,
l’utilisation d’une base orthonormale s’avérera utile par la suite.

L’algorithme de Gram-Schmidt permet d’obtenir une base orthonormale de Kk+1

en « orthonormalisant » les vecteurs r1, Ar1, . . . , Akr1. Si l’on a déjà une base or-
thonormale de Kk formée des vecteurs v1, . . . , vk, on voit que pour obtenir vk+1 il
suffit d’orthonormaliser Akr1 par rapport à v1, . . . , vk. On peut aussi orthonormaliser
Avk par rapport à v1, . . . , vk car on verra que, compte tenu de la manière dont les vi
sont calculés, on a

Akr1 /∈ Kk =⇒ Avk ∈ Kk+1 \Kk, (8.27)

Ceci permet d’éviter le stockage de Akr1 dans un vecteur auxiliaire. La relation (8.27)
se montre par récurrence. Mais auparavant, spécifions le calcul des vecteurs de base
vi en adaptant à notre cadre l’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
(section B.1.1). On utilise le produit scalaire euclidien. Si r1 = b−Ax1 = 0, le point
initial x1 est solution et on s’arrête. Sinon, on prend

v1 =
r1
‖r1‖2

.

Ensuite, pour k > 1, vk+1 est calculé comme suit
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(i) hi,k = vTi Avk, pour i = 1, . . . , k ;

(ii) ṽk+1 = Avk −
∑k

i=1 hi,kvi ;
(iii) hk+1,k = ‖ṽk+1‖2 ;
(iv) vk+1 = ṽk+1/hk+1,k.

Démonstration. (de (8.27)). L’implication est vraie pour k = 1, puisque Av1 ‖
Ar1 ∈ K2 \K1. Ensuite, si Avk−1 ∈ Kk \Kk−1 (hypothèse de récurrence), on a

Avk−1 = αAk−1r1 + w,

avec α 6= 0 et w ∈ Kk−1. L’étape (ii) de l’algorithme précédent donne

ṽk = αAk−1r1 + w̃,

avec w̃ ∈ Kk−1. Mais ṽk 6= 0, car Ak−1r1 /∈ Kk−1. D’après l’étape (iv) on trouve alors

vk = α′Ak−1r1 + w′,

où α′ 6= 0 et w′ ∈ Kk−1. Donc Avk = α′Akr1+Aw
′ ∈ Kk+1\Kk car Akr1 ∈ Kk+1\Kk

et Aw′ ∈ Kk. ✷

Remarquons que l’on a

Avk =

k+1∑

i=1

hi,kvi.

Si l’on note H̄k la matrice (k+1)×k dont les éléments hij sont calculés par l’algorithme
précédent et Vk = (v1 . . . vk) la matrice n × k dont les colonnes sont formées des
vecteurs de la base orthonormale de Kk, on a la relation

AVk = Vk+1H̄k. (8.28)

Comme
(H̄k)ij = 0, pour i > j + 2,

les k premières lignes de H̄k forment une matrice Hk de Hessenberg supérieure :

H̄k =

(
Hk

0 · · · 0 hk+1,k

)
.

8.3.3 Calcul de l’itéré xk

Il s’agit de résoudre le problème (8.26). Comme z ∈ Kk peut s’exprimer dans la
base v1, . . . , vk par z = Vky, y ∈ Rk, (8.26) peut se récrire comme un problème de
minimisation de

J(y) = ‖r1 −AVky‖2,
pour y ∈ Rk.

En utilisant (8.28) et le fait que r1 = βVk+1e1, e1 = (1, 0, . . . , 0)T ∈ Rk+1 et
β = ‖r1‖, on a

J(y) = ‖Vk+1(βe1 − H̄ky)‖2.
Compte tenu de l’orthonormalité des colonnes de Vk+1 on obtient finalement

J(y) = ‖βe1 − H̄ky‖2, (8.29)

fonction qu’il s’agit de minimiser. On verra à la section 8.3.5 une méthode de résolution
de ce problème de moindres-carrés, basée sur la factorisation QR de H̄k.
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8.3.4 L’algorithme GMRES

Après la phase d’initialisation (étapes 1 à 3), l’algorithme GMRES se déroule en
deux temps. Dans un premier temps (étape 4), on calcule une base de Ks(A, r1),
l’indice s se détermine en détectant la saturation des espaces de Krylov. Dans un
second temps (étape 5), on calcule la solution x∗ du système linéaire en résolvant le
problème (8.29).

Algorithme 8.17 (GMRES)

1. Initialisation : choix de x1 ∈ Rn et calcul du résidu r1 = b−Ax1 ;
2. Si r1 = 0 on s’arrête ;
3. v1 = r1/‖r1‖ ;
4. Pour k = 1, 2, . . . faire :

4.1. hi,k = vTi Avk, pour i = 1, . . . , k ;
4.2. ṽk+1 = Avk −

∑k
i=1 hi,kvi ;

4.3. hk+1,k = ‖ṽk+1‖2 ;
4.4. Si hk+1,k = 0 aller en 5 ;
4.5. vk+1 = ṽk+1/hk+1,k ;

5. Calcul de la solution :
5.1. yk = argminy∈Rk J(y), où J(y) donné par (8.29) ;
5.2. xk = x1 + Vkyk.

À l’étape 4.4, lorsque hk+1,k = 0, on a Avk ∈ Kk. D’après l’implication (8.27), cela
entraîne que Kk+1 = Kk : l’espace de KrylovKk est saturé. Par conséquent, xk calculé
à l’étape 5 sera la solution x∗.

8.3.5 L’algorithme GMRES/QR

L’étape 5 de l’algorithme GMRES ne spécifie pas comment on résout le problème
de minimisation de la fonction J donnée en (8.29). Dans cette section, nous montrons
comment procéder en utilisant une factorisation QR de H̄k :

H̄k = QkR̄k, R̄k =

(
Rk

0

)
,

où Qk est une matrice orthogonale d’ordre k+1 et R̄k est une matrice (k+1)×k dont
les k premières lignes forment une matrice Rk triangulaire supérieure et la (k+1)-ième
ligne est nulle.

Avec cette factorisation, J s’écrit

J(y) = ‖QT

k (βe1 − H̄ky)‖2 = ‖q̄k − R̄ky‖2,

où
q̄k = βQT

ke1. (8.30)

On voit que le vecteur yk ∈ Rk minimisant J(y) sur Rk est solution du système
triangulaire supérieur :
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Rky = qk,

où qk ∈ Rk est formé des k premiers éléments de q̄k. Remarquons aussi que la norme
du résidu en xk s’obtient comme la composante k + 1 de q̄k :

‖rk‖ = J(yk) = (q̄k)k+1. (8.31)

On a

q̄k =

(
qk
‖rk‖

)
.

Voyons à présent comment calculer R̄k+1 et q̄k+1 à partir de R̄k et q̄k en n’utilisant
qu’une rotation de Givens. Supposons que l’on dispose de la factorisation QR de H̄k :

QT

k H̄k = R̄k =

(
Rk

0

)
,

et que la matrice orthogonale QT

k d’ordre k+1 soit le produit de p rotations de Givens
d’ordre k + 1 (en fait, on aura p = k)

QT

k = Gp · · ·G1.

La matrice H̄k+1 s’obtient à partir de H̄k en lui adjoignant une ligne et une colonne
supplémentaire

H̄k+1 =




×
H̄k

...
×

0 · · · 0 hk+2,k+1


 ,

où × désigne des éléments éventuellement non nuls. Les matrices d’ordre k + 2

G̃i =




0

Gi

...
0

0 · · · 0 1


 , 1 6 i 6 p

sont encore des rotations de Givens. L’application de Q̃T

k+1 = G̃p · · · G̃1 à H̄k+1 laissera
sa dernière ligne inchangée et l’on aura

Q̃T

k+1H̄k+1 =




×
R̄k

...
×

0 · · · 0 hk+2,k+1


 .

On voit que pour annuler la dernière ligne de la matrice dans le membre de droite, il
suffira d’utiliser une rotation de Givens supplémentaire G̃p+1.

Quant au vecteur q̄k+1 défini en (8.30), il s’obtient à partir de q̄k, comme suit
(e1 ∈ Rk+1)

q̄k+1 = G̃p+1G̃p · · · G̃1

(
βe1
0

)
= G̃p+1

(
q̄k
0

)
.
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En pratique, on modifie l’algorithme GMRES pour contrôler son arrêt au moyen
d’un seuil de tolérance ε > 0 : on s’arrête si ‖rk‖ 6 ε. Ce contrôle peut facilement être
pris en compte dans le test d’arrêt de l’étape 2. Quant à l’arrêt au cours de l’étape
4.4, il peut se faire sans le calcul explicite de xk, en contrôlant le résidu par (q̄k)k+1 ;
voir (8.31).

8.3.6 Algorithme GMRES avec redémarrage

Pour la résolution de grands systèmes linéaires, l’algorithme GMRES a l’inconvéni-
ent de devoir mémoriser un nombre de vecteurs croissant avec le nombre d’itérations.
Il faut en effet mémoriser Vk et les k rotations de Givens donnant QT

k et Rk. Pour
remédier à cet inconvénient, on peut redémarrer la méthode toutes les m itérations.

Cependant, une certaine prudence s’impose dans l’utilisation d’un tel algorithme,
car il n’est pas nécessairement convergent. On peut facilement construire un exemple
dans le cas où m = 1. Il suffit en effet que sur x1 +K1, le résidu soit minimal en x1.
Alors x2 = x1 et on ne quitte pas ce point si l’on redémarre la méthode à chaque
itération. C’est le cas de l’exemple suivant

A =

(
1 0
0 −1

)
, b =

(
1
1

)
, x1 =

(
0
0

)
.

On trouve

r1 =

(
1
1

)
.

Alors x2 = x1 + ᾱr1, où ᾱ = 0 est la solution de

min
α
‖b− αAr1‖2 = min

α

∥∥∥∥
(
1− α
1 + α

)∥∥∥∥
2

.

Notes

Rappelons qu’il existe des algorithmes de résolution de systèmes linéaires par
factorisation de la matrice, demandant moins de O(n3) opérations flottantes. Un des
premiers à descendre sous cette complexité est dû à Strassen [573], avec une borne en
O(n2.807), mais il est numériquement instable [313 ; 2002, section 26.3.2]. Le schéma
de Coppersmith et Winograd [139] est en O(n2.495).

La méthode du GC a été proposée par Hestenes et Stiefel [312 ; 1952] pour la
résolution de systèmes linéaires symétriques et reprise par Fletcher et Reeves [216 ;
1964] pour l’optimisation de fonctions quadratiques strictement convexes. L’effet des
erreurs d’arrondi sur la vitesse de convergence est analysé par Greenbaum [279 ; 1989]
et Notay [462 ; 1993] et sur la précision de la solution par Greenbaum et Strakoš
[283 ; 1992], Greenbaum [280 ; 1994] et Greenbaum [282 ; 1997]. Van der Vorst [600 ;
1990] analyse l’effet des erreurs d’arrondi sur le gradient conjugué préconditionné par
factorisation de Cholesky incomplète. La dérivée des itérés par rapport au second
membre b est exhibée dans [276].
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Andrei [14 ; 2020] propose une synthèse sur les algorithmes de gradient conjugué
pour la minimisation sans contrainte de fonctions non linéaires.

La méthode GMRES a été principalement développée par Saad et Schultz [532 ;
1986]. La stabilité numérique de l’algorithme est analysée dans [180 ; 1995].

Pour en savoir plus sur les méthodes itératives de résolution de systèmes linéaires,
on pourra consulter les livres ou synthèses de Greenbaum [281 ; 1997], Gutknecht [297 ;
1997], van der Vorst [602 ; 2003] et Saad [531 ; 2003]. Saad et van der Vorst [533,
601 ; 2000] donnent un apreçu historique intéressant du développement des méthodes
itératives de résolution de systèmes linéaires au cours du XX-ième siècle.

Exercices

8.1. Le GC comme méthode de Krylov. Soient A une matrice d’ordre n, symétrique,
définie positive et b ∈ Rn. Soient d1, d2, . . . , les directions générées par la méthode
du GC pour minimiser f(x) = 1

2
xTAx− bTx et Ep := vect{d1, d2, . . . , dp}. On note

Kp := vect{g1, Ag1, . . . , Ap−1g1} le sous-espace de Krylov d’ordre p, associé à A et
au gradient initial g1 = Ax1 − b. Montrez que Ep = Kp.

8.2. Propriétés de monotonie dans l’algorithme du gradient conjugué. Soient {xk}pk=1 les
itérés générés par le GC (donc xp = x∗). On suppose que p > 2.
(i) Montrez que {‖xk −x1‖2}pk=1 est strictement croissante et que {‖xk −x∗‖2}pk=1

est strictement décroissante.
(ii) Montrez que l’angle entre x2 − x1 et xk − x1 est strictement croissant.

8.3. Le GC préconditionné. On considère l’algorithme du gradient conjugué précondi-
tionné de la section 8.2.5. Soit P la matrice symétrique définie positive utilisée pour
préconditionner l’algorithme. Montrez que les propriétés suivantes ont lieu.
(i) C’est un algorithme à directions conjuguées dans lequel d̃k = −Pgk.
(ii) On a vect{d1, . . . , dk} = P vect{g1, . . . , gk} = Kk(PA,Pg1) (l’espace de Krylov

associé à la matrice PA et au vecteur Pg1).
(iii) On a gTkPgi = 0 et gTkdi = 0, pour 1 6 i 6 k − 1.
(iv) Montrez que si P 1/2AP 1/2 = αI + E, où α > 0 et E est une matrice de rang

m, alors le GC préconditionné converge en au plus m itérations.
8.4. Algorithmes du GC réduit et du GC projeté. On cherche à minimiser par GC une

fonction quadratique strictement convexe x ∈ Rn 7→ f(x) := 1
2
xTAx − bTx sur un

sous-espace affine A de dimension p de Rn. Dans ce but, on se donne x1 ∈ A et
une matrice Z de type n× p orthogonale (c.-à-d., ZTZ = I) telle que tout point de
x ∈ A puisse s’écrire sous la forme x = x1 + Zu, avec u ∈ Rp. On note P = ZZT le
projecteur orthogonal sur A. On considère deux formes de l’algorithme du GC pour
résoudre ce problème.
(A1) L’algorithme du GC réduit consiste à minimiser par GC la fonction réduite

u ∈ Rp 7→ fr(u) :=
1

2
uTZTAZu+ (Ax1 − b)TZu,

obtenue en remplaçant x par x1 + Zu dans f(x).
(A2) L’algorithme du GC projeté consiste à minimiser f dans Rn par l’algorithme

du gradient conjugué préconditionné de la section 8.2.5 qui utilise le précon-
ditionneur singulier P .

Montrez que les deux algorithmes sont identiques (dans un sens à préciser) si le
premier est démarré en u1 = 0 et le second en x1.
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8.5. Algorithme du GC projeté préconditionné. On se place dans le cadre défini à l’exercice
8.4, dans lequel on cherche à minimiser une fonction quadratique strictement convexe
x ∈ Rn 7→ f(x) := 1

2
xTAx− bTx sur un sous-espace affine A de dimension p de Rn.

On note Z une matrice de type n× p orthogonale (c.-à-d., ZTZ = I) telle que tout
point de x ∈ A puisse s’écrire sous la forme x = x1 + Zu, avec u ∈ Rp. Soit L une
approximation de A1/2 que l’on cherche à utiliser pour préconditionner le GC projeté.
Cet algorithme s’obtient en faisant un changement de variable x̃ = Lx, en appliquant
le GC projeté dans l’espace des x̃, puis en revenant dans l’espace des x. Montrez que
l’algorithme résultant est l’algorithme du gradient conjugué préconditionné de la
section 8.2.5 qui utilise le préconditionneur singulier P = Z(ZTLTLZ)−1ZT.

8.6. Application de GMRES et comparaison avec le GC. Utilisez l’algorithme GMRES
pour trouver la solution x∗ de Ax = b, en partant de x1 = 0, lorsque

A =





−1 2 0
−2 3 0
0 0 1



 et b =





1
0
1



 .

Comparez le nombre d’itérations de cette méthode avec le nombre d’étapes que peut
demander la méthode du GC pour calculer x∗ comme solution de l’équation normale
ATAx = ATb.





9 Méthodes à régions de confiance

Connaissances supposées. CNS d’optimalité pour les problèmes avec contraintes d’iné-
galité (pour la section 9.3); méthodes à directions de descente (pour les comparaisons);
algorithme du gradient conjugué (pour la résolution numérique du sous-problème
quadratique à la section 9.4).

9.1 L’algorithme de référence

On suppose dans cette section que l’on cherche à résoudre numériquement le prob-
lème d’optimisation sans contrainte

min
x∈Rn

f(x). (9.1)

La fonction f est supposée (Fréchet-)différentiable.
La technique des régions de confiance peut être vue comme une méthode de globa-

lisation de la convergence d’algorithmes pour la résolution du problème (9.1), ce qui
veut dire qu’elle permet de forcer la convergence des itérés lorsque le démarrage des
algorithmes se fait en un point éloigné d’une solution (il ne s’agit aucunement ici de
trouver des minima globaux de f). De ce point de vue, cette technique concurrence
les méthodes à directions de descente. Un peu plus difficile à mettre en œuvre que
ces dernières, elles ont divers avantages, notamment en ce qui concerne les résultats
de convergence, qui sont plus forts sous des hypothèses plus faibles. Elles ont aussi la
réputation d’être plus robustes, c’est-à-dire de pouvoir résoudre des problèmes plus
difficiles, moins bien conditionnés. Elles offrent enfin un moyen naturel de faire face
à la non-convexité éventuelle de f .

9.1.1 Présentation de l’algorithme

Les méthodes à régions de confiance sont fondées sur le principe suivant, qui est
très général et peut donc s’appliquer à d’autres contextes. Au point courant xk ∈ Rn,
on suppose donné un modèle de la variation de f pour un incrément s de xk. En
optimisation différentiable, il est raisonnable de considérer un modèle quadratique de
la forme

ψk(s) = gTk s+
1

2
sTMks,

où gk = ∇f(xk) est le gradient de f en xk et Mk est une matrice symétrique qui peut
être ∇2f(xk), la hessienne de f en xk, ou une approximation de celle-ci. Gradient
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et hessienne sont supposés être calculés pour le produit scalaire euclidien 〈u, v〉 =∑
i uivi. On n’impose pas à la matrice Mk d’être définie positive (en particulier, elle

peut être nulle). Cette souplesse contribue à la robustesse de cette approche.
En optimisation non différentiable, on ne dispose pas des gradients de f . On pourra

alors construire des modèles différents, comme celui obtenu à partir des plans tangents
à l’épigraphe de f aux points (xk, f(xk)). On est alors très proche de l’algorithme
connu sous le nom de méthode de faisceaux (voir [317 ; Tome 2]).

Si Mk = ∇2f(xk), on a le développement limité à l’ordre 2 :

f(xk + s) ≃ f(xk) + ψk(s).

Dans ce cas, le modèle quadratique est adéquat pour s voisin de 0. Dans les méthodes
à régions de confiance, on considère que ψk est un modèle de la variation de f qui est
acceptable dans un voisinage de la forme :

{x ∈ Rn : ‖x‖ 6 ∆k},
où ∆k > 0 et ‖ · ‖ est la norme euclidienne. Ce domaine est appelé la région de
confiance du modèle ψk et ∆k est appelé le rayon de confiance.

Pour trouver l’accroissement sk à donner à xk, on minimise le modèle quadratique
ψk sur la région de confiance. On doit donc résoudre le sous-problème quadratique

(RCk)

{
min ψk(s)
‖s‖ 6 ∆k.

Soit sk une solution (en général approchée) de ce sous-problème quadratique. Si f(xk+
sk) est suffisamment plus petit que f(xk), on accepte le pas sk et on passe à l’itération
suivante avec xk+1 = xk + sk. Dans le cas contraire, on résout à nouveau (RCk) avec
un rayon de confiance plus petit, car on considère que le modèle courant n’est pas
fiable sur la boule B̄(0, ∆k). Nous verrons que, comme f et ψk coïncident au premier
ordre, l’algorithme finit par trouver un rayon de confiance ∆k > 0 pour lequel la
solution de (RCk) est acceptée.

On ajuste ensuite le modèle à l’itéré suivant xk+1 : calcul de gk+1, de Mk+1 et
de ∆k+1. L’ajustement du rayon de confiance est basé sur la comparaison entre la
décroissance réelle de f en passant de xk à xk+1 et la décroissance prédite par le
modèle, c’est-à-dire −ψk(sk). On peut alors passer à l’itération suivante.

Décrivons de manière précise une itération de la méthode à régions de confiance,
celle passant de l’itéré xk à xk+1. Nous commenterons ses différentes étapes par la
suite. On se donne des constantes indépendantes de l’indice k des itérations, qui sont :

– des seuils de succès : 0 < ω1 < ω2 < 1,
– des facteurs de mise à jour de ∆k : 0 < τ1 6 τ2 < 1 < τ3.

Des valeurs typiques sont :

ω1 = 10−2, ω2 = 0.8, τ1 = τ2 = 0.5 et τ3 ∈ [2, 4].

Étant donnés xk, gk, Mk et ∆k, on s’y prend alors de la manière suivante.

Schéma 9.1 (des régions de confiance — une itération)

1. Test de convergence : si ‖∇f(xk)‖ ≃ 0 on s’arrête.
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2. Calcul du déplacement sk :
2.1. On calcule une solution approchée sk de (RCk) telle que

ψk(sk) < 0.

Si ce n’est pas possible, on s’arrête.
2.2. On calcule le ratio

ρk =
f(xk)− f(xk + sk)

−ψk(sk)
.

2.3. Si ρk 6 ω1, on retourne alors à l’étape 2.1 après avoir réduit ∆k en le
prenant dans [τ1‖sk‖, τ2‖sk‖].

3. Itéré suivant : xk+1 = xk + sk.
4. Mise à jour du rayon de confiance :

∆k+1 ∈
{

[τ2∆k, ∆k] si ρk 6 ω2

[∆k, τ3∆k] sinon.

5. Mise à jour du modèle : calcul de gk+1 et Mk+1.

Levons une ambiguïté de notation : on note dorénavant (sk, ∆k) la solution ap-
prochée et le rayon de confiance obtenus à la sortie de l’étape 2. On ne tient donc pas
compte des valeurs intermédiaires prises par ce couple lorsque la condition ρk > ω1

n’est pas vérifiée du premier coup. Certains auteurs considèrent les essais de déplace-
ments comme de vraies itérations, motivés sans doute par le fait que le calcul le plus
coûteux de l’algorithme est la résolution des problèmes quadratiques. Cependant,
dans les grands problèmes industriels, le coût d’une simulation (calcul de gk et Mk

à l’étape 5) prédomine souvent. Nous considérerons donc ici qu’il y a une itération
à chaque renouvellement de modèle. D’autre part, comme nous le verrons ci-dessous,
cela permet de faciliter la comparaison des régions de confiance et de la recherche
linéaire.

Si à l’étape 2.1, il n’est pas possible de réaliser ψ(sk) < 0, c’est que gk = 0 et Mk

est semi-définie positive. Ceci devrait vouloir dire qu’on ne peut pas faire décroître f
non plus. Donc si l’on s’impose un modèle ψk convexe (Mk semi-définie positive), on ne
pourra trouver qu’un point stationnaire de f . Si f est convexe, c’est aussi un minimum.
Si f n’est pas convexe, il est préférable de ne pas maintenir artificiellement Mk semi-
définie positive mais d’y incorporer des informations sur la hessienne de f , afin d’éviter
les points stationnaires qui ne sont pas des minima.

Cette observation met en évidence une différence importante avec les méthodes à
directions de descente. Dans ces dernières, la direction de descente s’obtient également
en minimisant un modèle quadratique, mais sur Rn tout entier. Dans ce cas, il est es-
sentiel d’avoir Mk (semi-)définie positive, sinon le sous-problème quadratique n’a pas
de solution. De plus, en prenant Mk définie positive, on est sûr que la direction est de
descente pour f . Les conditions assurant le bon fonctionnement des régions de confi-
ance sont donc moins restrictives. C’est exactement sur ce point, grâce au fait qu’elles
ne demandent pas d’avoir un modèle fortement convexe, que les régions de confi-
ance gagnent en robustesse. Cela se traduira par un affaiblissement des hypothèses
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garantissant la convergence de cette approche. Le prix à payer est la résolution d’un
problème quadratique non trivial.

Le ratio ρk calculé à l’étape 2.1 est appelé concordance. Celle-ci apprécie l’adéqua-
tion entre la fonction f et son modèle ψk courant. Il s’agit en effet du rapport entre la
décroissance réelle de f (f(xk)− f(xk + sk)) et la décroissance prédite par le modèle
(−ψk(sk) = ψk(0)−ψk(sk) > 0). Si ce rapport n’est pas assez grand (ρk 6 ω1, ρk sera
négatif si le pas sk ne fait pas décroître f), l’algorithme considère que le modèle ne
permet pas de prédire la variation réelle de f et ne convient donc pas. En diminuant∆k

on accroît l’importance de la partie linéaire de ψk qui coïncide avec l’approximation
du premier ordre de f : ∇ψk(0) = ∇f(xk). On montre alors (Proposition 9.11) que
si gk 6= 0 et si la résolution de (RCk) est suffisamment précise on finira par avoir
ρk > ω1 (pour ∆k petit) et par passer à l’étape 3. On montre le même résultat
(Proposition 9.14) lorsque gk = 0, à condition que l’on prenne Mk = ∇2f(xk) et que
∇2f(xk) ait une valeur propre < 0. Lorsqu’il n’y a pas de bouclage à l’étape 2 de
l’algorithme, on dit que l’itération k est un succès. Sinon, on dit que l’itération k est
un échec.

Lorsqu’on passe à l’étape 3, on a ρk > ω1, ce qui s’écrit encore

f(xk + sk) 6 f(xk) + ω1 ψk(sk). (9.2)

Cette condition rappelle la condition d’Armijo pour les méthodes à directions de
descente et recherche linéaire, mais le terme contrôlant la décroissance de f , ici
ω1ψk(sk) 6 0, n’a pas le caractère linéaire qu’il a dans (6.9). Comme dans la règle
d’Armijo (technique de rebroussement), on force la réalisation de cette condition en
faisant décroître∆k. La structure du schéma 9.1 met clairement en évidence l’analogie
entre les deux approches. L’étape 2 qui détermine ∆k dans le schéma 9.1 correspond
à l’étape de calcul du pas αk en recherche linéaire. La différence essentielle est que la
valeur de ∆k a une incidence sur la direction sk ∈ Rn, alors que αk n’affecte pas la
direction dk ∈ Rn suivant laquelle on se déplace en recherche linéaire.

La règle de mise à jour du rayon de confiance à l’étape 4 est simple. On sait alors
que la concordance ρk > ω1 > 0. Si la concordance est moyenne (ω1 < ρk 6 ω2) on
diminue (éventuellement) ∆k; si elle est bonne (ρk > ω2) on augmente (éventuelle-
ment) ∆k. Remarquons que, contrairement aux méthodes à directions de descente,
il n’y a aucun mécanisme permettant d’accroître ∆k au cours de la même itération.
L’accroissement éventuel de ∆k se fait ici d’une itération à l’autre. Ceci est acceptable
car il est raisonnable de faire l’hypothèse que la région de confiance du modèle varie
peu d’une itération à l’autre (ce qui n’est pas le cas pour le pas dans les méthodes à
directions de descente lorsque le modèle n’est pas newtonien).

On peut prendre d’autres normes que la norme euclidienne pour définir la région
de confiance, mais cela conduit à un problème (RCk) d’une autre nature. Par exemple,
on pourrait prendre la norme ℓ∞, qui donne à (RCk) n contraintes de borne. Bien que
ces contraintes soient linéaires, le problème est plus difficile à résoudre exactement du
fait de son aspect combinatoire (quelles sont les contraintes actives en la solution ?).
L’intérêt de la norme euclidienne vient de ce que (RCk) n’a qu’une seule contrainte
(il n’y a donc qu’un seul multiplicateur à trouver) et que cette contrainte est différen-
tiable (en passant au carré, elle est donc quadratique). On verra une méthode efficace
pour résoudre (RCk) de manière approchée demandant en moyenne moins de deux
itérations pour les problèmes de taille moyenne et des critères d’arrêt raisonnables.
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9.1.2 Préconditionnement des méthodes à régions de confiance

Dans les problèmes d’optimisation, il est classique de préconditionner une méth-
ode numérique, soit en faisant un changement de variables et en utilisant l’algorithme
dans l’espace transformé, soit en utilisant un produit scalaire différent du produit
scalaire euclidien. Sous certaines conditions les deux approches donnent le même pré-
conditionnement. Il en est de même ici.

Changement de variables

Considérons d’abord le changement de variables x 7→ x̃ sur Rn, défini par

x̃ = Ckx, (9.3)

où Ck est une matrice régulière pouvant dépendre de l’itéré courant xk. On introduit
dans l’espace des x̃ la fonction f̃k := f ◦ C−1

k , pour laquelle on a donc

f̃k(x̃) = f(C−1
k x̃), pour tout x̃ ∈ Rn.

Donc, si x et x̃ sont liés par (9.3), on a f̃k(x̃) = f(x), pour tout x ∈ Rn. On voit
aisément que sous la correspondance (9.3), on a

∇x̃f̃k(x̃) = C−T

k ∇xf(x) et ∇2
x̃x̃f̃k(x̃) = C−T

k ∇2
xxf(x)C

−1
k . (9.4)

Pour que le problème dans l’espace transformé soit bien conditionné, il est judicieux
de choisir Ck de manière à avoir ∇2

x̃x̃f̃k(x̃∗) ≃ I. Ceci induit la condition sur Ck

suivante
CT

kCk ≃ ∇2
xxf(xk). (9.5)

Dans l’espace transformé, le problème (RCk) s’écrit
{

min g̃Tk s̃+
1
2 s̃

TM̃ks̃
‖s̃‖ 6 ∆k,

où g̃k = ∇x̃f̃k(x̃k) et M̃k ≃ ∇2
x̃f̃k(x̃k). Ramené à l’espace de départ en utilisant (9.3)

et (9.4), ce problème devient

{
min gTk s+

1
2s

TMks
‖Cks‖ 6 ∆k,

(9.6)

où gk = ∇xf(xk) et Mk = CT

k M̃kCk ≃ ∇2
xf(xk).

En conclusion, le préconditionnement de (RCk) s’obtient en modifiant la région
de confiance sphérique B̄2(0, ∆k) qui devient l’ellipsoïde {s : ‖Cks‖2 6 ∆k} dont la
forme est donnée par une matrice régulière Ck vérifiant au mieux (9.5).
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Changement de produit scalaire

Soit à présent un produit scalaire 〈·, ·〉(k) sur Rn, qui peut dépendre de l’itéré
courant, et ‖ · ‖(k) la norme associée. Alors, il est « naturel » de prendre comme sous-
problème quadratique à l’itération k :

{
min 〈ḡk, s〉+ 1

2 〈M̄ks, s〉(k)
‖s‖(k) 6 ∆k,

où ḡk est le gradient de f en xk et M̄k est une approximation de la hessienne de f en
xk pour le produit scalaire 〈·, ·〉(k). Ce produit scalaire peut s’exprimer en fonction du
produit scalaire euclidien par

〈u, v〉(k) = uTPkv,

où Pk est une matrice symétrique définie positive. Alors, on voit aisément que

ḡk = P−1
k gk

et il est normal d’avoir (il s’agit d’approximations)

M̄k = P−1
k Mk.

Dès lors le problème précédent devient
{

min gTk s+
1
2s

TMks

(sTPks)
1/2 6 ∆k.

On retrouve une matrice de préconditionnement Pk qui n’affecte que la forme de la
région de confiance. Si

Pk = CT

kCk, (9.7)

on retrouve le problème préconditionné (9.6). On réalise donc le même précondition-
nement avec ce nouveau produit scalaire qu’avec le changement de variables (9.3) si
Pk et Ck sont liés par (9.7).

9.2 Exemples de modèles quadratiques

9.2.1 Modèle linéaire

On prend Mk = 0, ce qui fournit un modèle linéaire en s. À chaque itération, il
faut résoudre {

min gTk s
‖s‖ 6 ∆k.

En écrivant les conditions d’optimalité, on voit que la solution, disons sk, doit vérifier

λksk = −gk,
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où λk > 0 est le multiplicateur associé à la contrainte 1
2‖s‖2 6 1

2∆
2
k. Si gk 6= 0, le

multiplicateur est non nul et la contrainte doit donc être active : sk est obtenu en
faisant un pas dans la direction de la plus profonde descente −gk, de manière à venir
toucher le bord de la région de confiance. Si gk = 0, λk doit être nul et sk peut être
arbitraire dans la boule B̄(0, ∆k).

Avec ce modèle, on est très proche de l’algorithme du gradient (section 6.2.1). Le
pas le long de −gk est déterminé en adaptant la région de confiance (schéma 9.1),
d’une manière très semblable à ce que ferait une recherche linéaire.

9.2.2 Modèle newtonien

Au point xk ∈ Rn, on prend Mk = ∇2f(xk). Il s’agit donc de résoudre à
l’itération k : {

min gTk s+
1

2
sT∇2f(xk)s

‖s‖ 6 ∆k.

On observera que ce problème a toujours une solution (critère continu et ensemble
admissible compact), même si la hessienne n’est pas définie positive, mais il n’est en
général plus possible d’en donner une solution analytiquement. Comme nous le verrons
à la section 9.3, il y a en effet parfois un problème de valeur propre à résoudre. Des
méthodes numériques de résolution seront proposées et étudiées à la section 9.4.

9.2.3 Modèle gauss-newtonien

On se place ici dans le cadre déjà rencontré à la section 6.2.5, où la fonction à
minimiser est la norme ℓ2 d’une fonction r : Rn → Rm, appelée résidu :

min
x∈Rn

1

2
‖r(x)‖22.

De manière à éviter le calcul des dérivées secondes des résidus ri, ce que le modèle
newtonien exigerait, on se contente de la partie de la hessienne qui ne fait intervenir
que la jacobienne Jk = r′(xk) des résidus, à savoir JT

k Jk. Il s’agit donc de résoudre à
l’itération k : {

min rTk Jks+
1

2
‖Jks‖2

‖s‖ 6 ∆k.

L’approche par régions de confiance fournit alors une relecture intéressante de l’algo-
rithme de Levenberg-Marquardt, qui sera approfondie à la section 19.3.3.

9.3 Analyse du sous-problème quadratique

Le sous-problème quadratique à résoudre à chaque itération est de la forme sui-
vante (on laisse tomber l’indice k)

(RC)

{
min ψ(s) = gTs+

1

2
sTMs

‖s‖ 6 ∆,
(9.8)
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où g ∈ Rn, M ∈ Rn×n est symétrique (sans être nécessairement définie positive) et
∆ > 0. On note

λ1 6 · · · 6 λn,

les valeurs propres de M (elles sont réelles) et E1 = N (M − λ1I) l’espace propre
correspondant à la plus petite valeur propre λ1.

9.3.1 Conditions d’optimalité

Le résultat suivant est fondamental pour l’étude des méthodes à régions de con-
fiance. Il est aussi remarquable car il donne des conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité pour un problème non convexe (on ne suppose pas que M est semi-définie
positive), ce qui est assez rare. Cela vient de la structure particulière du problème : un
critère quadratique (non nécessairement convexe) et une seule contrainte quadratique
convexe (‖s‖2 6 ∆2). On note

ℓ : (s, λ) ∈ Rn × R 7→ ℓ(s, λ) = gTs+ 1
2 s

TMs+ 1
2 λ(‖s‖2 −∆2),

le lagrangien du problème (RC), dans lequel la contrainte à été rendue différentiable en
remplaçant ‖s‖ 6 ∆ par la contrainte équivalente ‖s‖2 6 ∆2. Selon le théorème 4.32,
les conditions de KKT en un couple stationnaire (ŝ, λ̂) s’écrivent (on utilise la notation
compacte (4.32))

(M + λ̂I)ŝ = −g et 0 6 λ̂ ⊥ (∆− ‖ŝ‖) > 0. (9.9)

On rappelle que, lorsque A est une matrice symétrique, la notation A < 0 signifie
que A est semi-définie positive.

Théorème 9.2 (caractérisation d’une solution de (RC)) On considère le
problème de région de confiance (9.8) avec ∆ > 0. Soit ŝ ∈ Rn. Les propositions
suivantes sont équivalentes :
(i) ŝ est solution de (RC),
(ii) il existe λ̂ ∈ R tel que (ŝ, λ̂) vérifie (9.9) et (M + λ̂I) < 0,
(iii) il existe λ̂ ∈ R tel que (ŝ, λ̂) vérifie (9.9) et ŝ minimise ℓ(·, λ̂) sur Rn.

Démonstration. [(i)⇒ (ii)] Soit ŝ une solution de (RC). Si la contrainte 1
2 (‖ · ‖2−

∆2) est active en ŝ, alors ŝ 6= 0 et la contrainte y est qualifiée car ∇c(ŝ) = ŝ 6= 0.
Par le théorème 4.32, il existe un multiplicateur λ̂ ∈ R tel que l’on ait (9.9). Il reste
à montrer que (M + λ̂I) < 0.

D’après la condition du second ordre,

hT(M + λ̂I)h > 0,

pour tout h non nul dans le cône critique C(ŝ). Si ‖ŝ‖ < ∆, la contrainte n’est pas
active, λ̂ = 0 et le cône critique C(ŝ) = Rn : on a donc (M+λ̂I) =M < 0. Si ‖ŝ‖ = ∆,
alors C(ŝ) contient les h ∈ Rn vérifiant ŝTh = 0. Donc

∀h tel que ŝTh = 0 : hT(M + λ̂I)h > 0.
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Il reste à montrer cette inégalité pour les autres directions h. Le point-clé de la
démonstration est de remarquer que pour tout s ∈ Rn tel que ‖s‖ = ‖ŝ‖, on a

0 6 ψ(s)− ψ(ŝ) [car ŝ est optimal]

= gTs+
1

2
sTMs− gTŝ− 1

2
ŝTMŝ

= −ŝT(M + λ̂I)s+
1

2
sTMs+ ŝT(M + λ̂I)ŝ− 1

2
ŝTMŝ [(9.9)1]

= −ŝT(M + λ̂I)s+
1

2
sT(M + λ̂I)s+

1

2
ŝT(M + λ̂I)ŝ [‖ŝ‖ = ‖s‖].

Donc
∀s tel que ‖s‖ = ‖ŝ‖ : 0 6

1

2
(s− ŝ)T(M + λ̂I)(s− ŝ). (9.10)

Soit h ∈ Rn tel que ŝTh 6= 0. Alors l’équation en α,

‖ŝ+ αh‖2 = ‖ŝ‖2,

a deux racines réelles. En notant α la racine non nulle et en prenant s = ŝ + αh, on
a ‖s‖ = ‖ŝ‖ et (9.10) montre que

∀h tel que ŝTh 6= 0 : hT(M + λ̂I)h > 0.

[(ii) ⇒ (iii)] Comme ℓ(·, λ̂) est quadratique de hessienne M + λ̂I < 0, cette
fonction est convexe. Par (9.9)1, son gradient s’annule en ŝ, si bien que ŝ minimise
ℓ(·, λ̂).

[(iii) ⇒ (i)] Par (9.9)2 et la proposition 4.73, λ̂ maximise ℓ(x̂, ·). Par ailleurs,
il est supposé dans (iii) que ŝ minimise ℓ(·, λ̂). Dès lors, (ŝ, λ̂) est un point-selle du
lagrangien. Par la proposition 4.74, ŝ est alors solution (globale) de (RC). ✷

Un résultat voisin du théorème 9.2 pour les problèmes homogènes est proposé à
l’exercice 14.11. La dualisation lagrangienne du problème de région de confiance (RC)
est considérée à l’exercice 14.9.

Il sera utile de détailler les conditions caractérisant une solution ŝ du problème
de région de confiance (9.8) au moyen d’un multiplicateur associé λ̂ (point (ii) du
théorème 9.2) :

(M + λ̂I)ŝ = −g, (9.11a)
‖ŝ‖ 6 ∆, (9.11b)

λ̂ > 0, (9.11c)

λ̂(∆− ‖ŝ‖) = 0, (9.11d)

(M + λ̂I) est semi-définie positive. (9.11e)

On notera que, quelle que soit la matriceM , toute solution ŝ du sous-problème quadra-
tique (RC) est une direction de descente (non stricte) de f en x, puisque gTŝ 6 0
grâce à (9.11a) et (9.11e).
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9.3.2 Le chemin de recherche

D’après l’équation d’optimalité (9.11e), lorsque λ > λ̂, (M+λI) est définie positive
et on peut définir de manière unique un point sλ ∈ Rn comme solution du problème
linéaire

(M + λI)sλ = −g. (9.12)

Si λ est également pris positif, le couple (sλ, λ) vérifie les conditions d’optimalité
(9.11a), (9.11c) et (9.11e). On peut donc songer à satisfaire les deux autres conditions
en se déplaçant le long de la courbe définie par l’application

λ ∈ ]− λ1,+∞[ 7→ sλ ∈ Rn.

C’est ce que fait l’algorithme de résolution de Moré-Sorensen décrit en section 9.4.2.
Dans cette section 9.3.2, nous allons étudier l’application λ 7→ sλ, ce qui apportera

une meilleure compréhension du sous-problème quadratique (RC).

Proposition 9.3 (i) L’application λ ∈ ] − λ1,+∞[ 7→ sλ ∈ Rn est de classe
C∞.

(ii) sλ → 0 lorsque λ→ +∞.
(iii) La tangente en l’origine à la courbe définie par l’application λ 7→ sλ est

colinéaire à −g.
(iv) Si v1, . . . , vn sont n vecteurs propres orthonormaux de M , associés aux

valeurs propres λ1, . . . , λn, on a

sλ = −
n∑

i=1

vTi g

λi + λ
vi. (9.13)

Démonstration. L’application λ 7→ sλ apparaît comme fonction implicite de l’équa-
tion Ψ(s, λ) = 0, où

Ψ(s, λ) = (M + λI)s+ g.

Comme Ψ est C∞ et que Ψ ′
s(s, λ) = M + λI est inversible pour λ ∈ ] − λ1,+∞[, la

fonction implicite est C∞ sur cet intervalle.
En multipliant scalairement l’équation (9.12) par sλ, on obtient (λ1 + λ)‖sλ‖2 6

−gTsλ et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

(λ1 + λ)‖sλ‖ 6 ‖g‖.

On en déduit que sλ → 0 pour λ→∞.
Si pour λ > max(0,−λ1) on fait le changement de variable µ = 1/λ et si l’on note

rµ = sλ, on a
(µM + I)rµ = −µg.

Cette équation définit une fonction implicite µ 7→ rµ, de classe C∞ dans un voisinage
de 0, dont l’image pour µ > 0 se confond avec l’image de l’application λ 7→ sλ. On a
r0 = 0 et en dérivant l’équation ci-dessus on obtient r′0 = −g.
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Soit V = (v1, . . . , vn) la matrice orthogonale formée des vecteurs propres considé-
rés de M et Λ = diag(λ1, . . . , λn). On a M + λI = V (Λ + λI)V T et

(M + λI)−1 = V (Λ + λI)−1V T.

Alors (9.12) conduit à (9.13). ✷

La figure 9.1 représente le chemin image de l’application λ 7→ sλ.

s∞ = 0

λց −µ1

sλ

∆

−g

Fig. 9.1. Le chemin {sλ : λ > −λ1}.

Proposition 9.4 On a

‖sλ‖2 =

n∑

i=1

(vTi g)
2

(λi + λ)2
. (9.14)

Si g 6= 0, les applications λ 7→ ‖sλ‖ et λ 7→ ‖sλ‖2 sont strictement décroissantes
et strictement convexes sur ]− λ1,+∞[.

Démonstration. La relation (9.14) se déduit aisément de (9.13). Notons

ϕ(λ) = ‖sλ‖2 et ν(λ) = ‖sλ‖,

et supposons que g 6= 0. Donc vTj g 6= 0 pour au moins un indice j. Alors, d’après
(9.14),

ϕ′(λ) = −2
n∑

i=1

(vTi g)
2

(λi + λ)3
< 0.

Donc ϕ est strictement décroissante. Comme ν′(λ) = ϕ′(λ)/(2ν(λ)), il en est de même
de ν.

On a aussi

ϕ′′(λ) = 6

n∑

i=1

(vTi g)
2

(λi + λ)4
> 0,

d’où la stricte convexité de ϕ. D’autre part, comme ϕ′′ = 2(ν′)2+2νν′′ = (ϕ′)2/(2ν2)
+ 2νν′′, on a
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ν′′(λ) =
1

4ν(λ)3
[2ϕ(λ)ϕ′′(λ)− ϕ′(λ)2]

=
1

4ν(λ)3


12

n∑

i=1

(vTi g)
2

(λi + λ)2

n∑

i=1

(vTi g)
2

(λi + λ)4
− 4

(
n∑

i=1

(vTi g)
2

(λi + λ)3

)2

 .

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

ν′′(λ) >
2

ν(λ)3

[
n∑

i=1

(vTi g)
2

(λi + λ)2

n∑

i=1

(vTi g)
2

(λi + λ)4

]
=
ϕ(λ)ϕ′′(λ)
3ν(λ)3

> 0.

Ceci implique la stricte convexité de ν. ✷

La relation (9.14) montre que

lim
λց−λ1

‖sλ‖ = +∞ ⇐⇒ PE1g 6= 0.

On a noté PE1g, la projection orthogonale de g sur l’espace propre E1 correspondant
à la valeur propre λ1. Les allures possibles pour la courbe λ 7→ ‖sλ‖ correspondant
aux cas PE1g 6= 0 et PE1g = 0 sont données à la figure 9.2.

λ λ−λ1−λ1

|sλ|
|sλ|

PE1g 6= 0 PE1g = 0

Fig. 9.2. Allures des applications λ 7→ ‖sλ‖.

La proposition suivante est utile pour analyser le cas où PE1g = 0.

Proposition 9.5 Si PE1g = 0, on a les propriétés suivantes :
(i) sλ ⊥ E1, pour tout λ > −λ1,
(ii) l’équation en s

(M − λ1I)s = −g, (9.15)

a des solutions et ‖s‖ > ‖sλ‖, pour toute solution s de (9.15) et pour tout
λ > −λ1,
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(iii) lim
λց−λ1

sλ = s+−λ1
, où

s+−λ1
= −(M − λ1I)+g,

(·)+ désignant l’inverse généralisé.

Démonstration. 1) Soit v ∈ E1. Alors vTg = 0 et (9.12) donne

0 = vT(M + λI)sλ = (λ1 + λ)vTsλ.

Donc vTsλ = 0, puisque λ > −λ1.

2) Comme g ∈ E⊥
1 = R(M − λ1I), l’équation (9.15) a des solutions. Soit s̃ une de

ces solutions. Montrons que

‖sλ‖ 6 ‖s̃‖, ∀λ > −λ1. (9.16)

D’après (9.12) et la définie positivité de (M + λI) pour λ > −λ1, sλ est solution du
problème convexe

min
s

ψ(s) +
λ

2
‖s‖2.

De même, s̃ est solution de ce problème avec λ = −λ1. On en déduit

ψ(sλ) +
λ

2
‖sλ‖2 6 ψ(s̃) +

λ

2
‖s̃‖2

ψ(s̃)− λ1
2
‖s̃‖2 6 ψ(sλ)−

λ1
2
‖sλ‖2

En sommant ces deux inégalités, on trouve (9.16).

3) D’après (ii), la suite {sλ}λց−λ1 est bornée. Ses points d’adhérence s̄ vérifient
(9.15) avec s = s̄ et ‖s̄‖ 6 ‖s̃‖ pour toute solution s̃ de (9.15). Ceci implique qu’il n’y
a qu’un seul point d’adhérence qui est la solution de norme minimale de (9.15), ou
encore s+−λ1

. ✷

Proposition 9.6 Si (s, λ) est solution des équations d’optimalité de (RC), alors
λ est déterminé de façon unique. Il en est de même de s si λ > −λ1.

Démonstration. La seconde partie de l’énoncé se déduit de la première et de l’é-
quation d’optimalité (9.11a) puisqu’alors (M + λI) est inversible.

Montrons à présent l’unicité de λ. Supposons que l’on ait deux solutions (s′, λ′) et
(s′′, λ′′) avec λ′ < λ′′. Comme λ′ > −λ1, on a λ′′ > −λ1. Donc M + λ′′I est régulière
et s′′ = sλ′′ . Analysons successivement les cas où g = 0 et g 6= 0.

Si g = 0, alors s′′ = 0 et, par (9.11d), λ′′ = 0. Or ceci contredit le fait que λ′′ > λ′

puisque λ′ > 0.
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Si g 6= 0, l’application λ 7→ ‖sλ‖ est strictement décroissante sur ]−λ1,∞[ (Propo-
sition 9.4). Donc

∆ > ‖s′‖ > ‖sλ′+λ′′

2

‖ > ‖sλ′′‖,

la seconde inégalité venant de la proposition 9.5-(ii) lorsque λ′ 6= −λ1 et PE1g =
0. Grâce à (9.11d), on en déduit encore que λ′′ = 0, ce qui conduit à la même
contradiction que dans le cas où g = 0. ✷

9.3.3 Discussion des solutions

Les résultats de la section 9.3.2 précédente permettent de discuter les solutions de
(RC) en fonction de ∆, λ1 et PE1g. Nous distinguons les cas où M est ou n’est pas
définie positive.

Cas A : M est définie positive (λ1 > 0). Alors quel que soit λ > 0, (M + λI) est
définie positive et, vu l’unicité de λ, (RC) a une solution unique. Celle-ci est située
sur la courbe définie par l’application λ 7→ sλ, qui est bien définie pour λ ∈ [0,∞[. Il
y a deux sous-cas.

A-1. ‖s0‖ 6 ∆. Alors (s0, 0) vérifie les conditions d’optimalité. s0 est le point mini-
misant ψ sur Rn. Cette situation est illustrée à la figure 9.3.

∆

0 ∆

|s0|

λ
−λ1

s0 = ŝ

−g

|sλ|

0 = λ̂

Fig. 9.3. Le cas A-1.

A-2. ‖s0‖ > ∆. La solution ŝ est donnée par l’intersection de la sphère de rayon ∆ et
de la courbe définie par λ 7→ sλ. Cette situation est illustrée à la figure 9.4.

Cas B : M n’est pas définie positive (λ1 6 0). La recherche de λ̂ se fait sur [−λ1,∞[
mais sλ n’est bien défini que pour λ ∈ ]− λ1,∞[. On distingue trois sous-cas.

B-1. PE1g 6= 0. Alors ‖sλ‖ → +∞ quand λ ց −λ1. On peut donc trouver λ̂ ∈
]− λ1,∞[ tel que ‖sλ̂‖ = ∆. Cette situation est illustrée à la figure 9.5.

B-2. PE1g = 0 et ‖s+−λ1
‖ > ∆. Cette fois {sλ}λ>−λ1 est bornée mais on peut encore

trouver λ̂ ∈ ] − λ1,∞[ tel que ‖sλ̂‖ = ∆. Cette situation est illustrée à la
figure 9.6.
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∆

0

λ

ŝ

−λ1 0 λ̂

∆

|s0|s0

−g
|sλ|

Fig. 9.4. Le cas A-2.

∆

0

λ

ŝ λց −λ1

|sλ|

λ̂−λ1

∆

−g

Fig. 9.5. Le cas B-1.

∆

λ
λ̂−λ1

∆

|s+−λ1
|

s+−λ1

ŝ

E1 translaté0

g

|sλ|

Fig. 9.6. Le cas B-2.
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B-3. PE1g = 0 et ‖s+−λ1
‖ 6 ∆. C’est le « cas difficile ». Il y a un problème de valeur

propre à résoudre. Il faut prendre λ̂ = −λ1 et trouver ŝ tel que ‖ŝ‖ 6 ∆,
(M − λ1I)ŝ = −g et λ1(∆− ‖ŝ‖) = 0. Donc ŝ est de la forme

ŝ = s+−λ1
+ tv1, (9.17)

où s+−λ1
est défini dans la proposition 9.5, t ∈ R et v1 est un vecteur propre de

M associé à la valeur propre λ1. Cette situation est illustrée à la figure 9.7.

∆

λ

|s+−λ1
|

0

ŝ

ŝ

E1 translaté

−λ1 = λ̂

|sλ|

∆

g

s+−λ1

Fig. 9.7. Le cas B-3.

Seul le cas A-1 a une solution qui peut s’obtenir exactement. C’est le minimum
de ψ sans contrainte : s0 = −M−1g. Dans les cas A-2, B-1 et B-2, il faut mettre en
œuvre une méthode itérative pour trouver une racine (en λ) de l’équation

‖sλ‖ = ∆.

Le cas B-3 est appelé le cas difficile : il a un problème de valeur propre à résoudre
puisqu’il faut trouver λ1. Si en plus λ1 < 0, il faut trouver ŝ tel que ‖ŝ‖ = ∆. Cela
peut se faire en ajustant le pas t dans (9.17) de manière à avoir ‖s+−λ1

+ tv1‖ = ∆, ce
qui est possible car ‖s+−λ1

‖ 6 ∆.
La discussion qui précède permet de mettre en évidence un mécanisme de repli

des méthodes à régions de confiance qui n’est pas sans attrait. Lorsque le modèle
ψk s’écarte du modèle quadratique de la variation de f , l’algorithme décroît ∆k, ce
qui conduit à prendre un point sλ avec une valeur plus grande de λ, là où la courbe
λ 7→ sλ est plus proche de la tangente issue de l’origine −g. Par conséquent, en cas
de difficulté, on recolle à la méthode de la plus forte pente. Ce mécanisme sécurisant
contribue à la robustesse des méthodes à régions de confiance et a servi de motivation
à leur introduction (voir Marquardt [407 ; 1963]).

9.4 Résolution numérique du sous-problème quadratique

Il est clair d’après la section 9.3 qu’en général on ne peut pas résoudre le sous-
problème quadratique (RCk) exactement. Le seul cas simple se présente lorsque Mk
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est définie positive et ∆k est suffisamment grand pour que le minimum global de ψk,
ou point de Newton

sNk = −M−1
k gk,

soit dans la région de confiance (‖sNk‖ 6 ∆k). Autrement, il y a un problème non
linéaire à résoudre et parfois un problème de valeur propre. Nous allons décrire dans
cette section quelques méthodes numériques de résolution de (RCk).

La convergence des méthodes à régions de confiance dépend aussi de l’algorithme
utilisé pour résoudre le sous-problème quadratique, en particulier lorsque ceux-ci en
calculent une solution très grossière, ce qui était passé sous silence dans le schéma
algorithmique 9.1. En fait, il faut très peu en faire si l’on n’est intéressé que par le
convergence des gradients vers zéro, c’est-à-dire si la stationnarité seule des points
d’adhérence de {xk} est déjà satisfaisante. Nous discutons à la section 9.4.1 le rôle
que joue le point de Cauchy dans cette convergence « au premier ordre » et nous y
décrivons quelques algorithmes qui s’y réfèrent.

Les algorithmes à régions de confiance ont une propriété remarquable que n’ont
pas les algorithmes à directions de descente1 : ils peuvent forcer les itérés à s’échapper
d’un point stationnaire qui n’est pas un minimum local, pourvu que le sous-problème
quadratique soit résolu avec une précision suffisante. C’est l’intérêt principal des méth-
odes de résolution présentées à la section 9.4.2. On montrera à la section 9.5.2 qu’avec
une résolution fine des sous-problèmes quadratiques utilisant Mk = ∇2f(xk), les al-
gorithmes à régions de confiance convergent vers des minima locaux (pas seulement
des points stationnaires).

9.4.1 Méthodes fondées sur le point de Cauchy

Le point de Cauchy

Définition 9.7 On appelle point de Cauchy du sous-problème quadratique (RCk),
le point noté sCk , solution de :





min ψk(s)
‖s‖ 6 ∆k,
s = −αgk, α ∈ R.

✷

C’est donc le point minimisant ψk dans la région de confiance, le long de la droite de
plus forte pente de ψk (ou de f , puisque l’on a supposé que ∇ψk(0) = ∇f(xk)).

Le point de Cauchy peut être calculé à un coût très faible, comme le montre la
formule ci-dessous.

Proposition 9.8 Le point de Cauchy sCk est unique et donné par

1 À moins que l’on ne soit à même de gérer un jour avec soin les directions à courbure
négative du critère, sujet que nous n’avons pas abordé et qui est très peu stabilisé, faute
d’idées algorithmiques qui s’imposent.
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sCk =





0 si gk = 0

− ∆k

‖gk‖
gk si gk 6= 0 et gTkMkgk 6 0

−min

(
∆k

‖gk‖
,
‖gk‖2
gTkMkgk

)
gk sinon.

(9.18)

Démonstration. En effet, le cas où gk = 0 est clair. Supposons à présent que gk 6= 0.
Si gTkMkgk 6 0, alors α 7→ ψk(−αgk) est concave et ∇ψk(0)

T(−gk) = −‖gk‖2 < 0, si
bien qu’il faut donc prendre α le plus grand possible tout en gardant ‖−αgk‖ 6 ∆k.
Ceci donne α = ∆k/‖gk‖. Il reste à examiner le cas où gTkMkgk > 0. Le résultat
se déduit du fait que, dans ce cas, le minimum de α 7→ ψk(−αgk) est obtenu en
α = ‖gk‖2/gTkMkgk. ✷

Le point de Cauchy joue un rôle important dans la convergence des méthodes à
régions de confiance. Pour que celles-ci convergent (au sens où la suite des gradients
tend vers 0), il suffit en effet de résoudre le sous-problème quadratique de manière très
approximative, en trouvant un point qui minimise ψk autant que le point de Cauchy.
On pourrait évidemment prendre le point de Cauchy lui-même comme « solution »
approchée très économique. En pratique, ce point n’est cependant pas très bon en ce
qui concerne la vitesse de convergence et on a souvent intérêt à exploiter davantage
le modèle quadratique que ne le fait le point de Cauchy. C’est ce que tentent de faire
les algorithmes de résolution approchée présentés ci-après.

Nous allons traduire cette condition assurant la convergence que nous venons d’é-
noncer de manière formelle et nous verrons plus tard que les algorithmes de résolution
du sous-problème quadratique vérifient effectivement cette condition. Celle-ci accepte
d’être affaiblie en utilisant des constantes strictement positives β1 et β2. On dit que
(RCk) est résolu en sk avec une condition de décroissance suffisante si

{
ψk(sk) 6 β1ψk(s

C

k)
‖sk‖ 6 β2∆k.

(9.19)

Comme annoncé, il faut que sk fasse décroître ψk autant que le fait point de Cauchy sCk ,
à un facteur constant β1 près sur ψk (en général 0 < β1 6 1) et avec une certaine
tolérance sur l’appartenance de sk à la région de confiance (en général β2 > 1).

Tout algorithme de résolution de (RCk) qui est capable de réaliser la condition
(9.19) à chaque itération assurera la convergence de l’algorithme (voir la section 9.5.1).
On a évidemment tout intérêt à choisir une méthode de résolution s’adaptant bien au
problème à résoudre. En ce qui concerne les algorithmes généralistes, nous en décrirons
deux parmi les plus courants.

Algorithme dogleg de Powell

Cet algorithme demande que Mk soit définie positive, ce que nous supposerons
donc dans cette section, de telle sorte que le minimum de ψk sans contrainte puisse
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être calculé. Ce minimum est le point de Newton, déjà rencontré

sNk = −M−1
k gk.

Dans l’algorithme dogleg2 de Powell, on cherche une solution approchée du sous-
problème quadratique, en explorant que le chemin linéaire par morceaux qui rejoint
l’origine au point de Cauchy sCk , puis au point de Newton sNk (voir figure 9.8). Si on

∆
0

sλ

−g
s

sC

sN

chemin “dogleg”

Fig. 9.8. L’algorithme «dogleg » de Powell (on a translaté x en 0).

note

αC

k :=
‖sCk‖

‖sCk‖+ ‖sNk − sCk‖
,

ce chemin continu se décrit de manière précise en fonction d’une abscisse α ∈ [0, 1]
proportionnelle à son abscisse curviligne (ce qui n’est pas essentiel) de la manière
suivante :

α 7→ sk(α) :=





α

αC

k

sCk si 0 6 α 6 αC

k

1− α
1− αC

k

sCk +
α− αC

k

1− αC

k

sNk si αC

k < α 6 1.

On se contente alors de trouver la solution de
{

minα ψk(sk(α))
‖sk(α)‖ 6 ∆k.

On minimise donc ψk sur la partie du chemin qui est dans la région de confiance.
Montrons que lorsque gk 6= 0, ce problème a bien une unique solution.

– D’abord, ψk(s(α)) décroît strictement avec α.
Cette propriété est clairement vraie pour la partie du chemin comprise entre 0
et sCk puisque −gk est une direction de descente de ψk et que sCk minimise ψk

2 L’appellation «dogleg » (littéralement « patte de chien ») est sensé faire référence à la
forme du chemin le long duquel on recherche la solution approchée dans cet algorithme.
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le long de α→ −αgk dans la région de confiance. Elle est également vraie pour
la partie du chemin comprise entre sCk et sNk (supposé différent de sCk , sinon il
n’y a pas lieu de poursuivre le raisonnement), puisque ψk(s

C

k) > ψk(s
N

k ) (ψk a
sNk comme unique minimum et sCk 6= sNk ) et que ψk est convexe (on utilise alors
l’inégalité de convexité : ψ′

k(s
C

k ; s
N

k − sCk) 6 ψk(s
N

k )− ψk(s
C

k) < 0).

– Il reste à montrer que ‖sk(α)‖ croît strictement avec α, puisqu’alors le problème
ci-dessus revient à minimiser une fonction strictement décroissante ψk(sk(·))
sur un intervalle, problème dont l’existence et l’unicité de la solution sont alors
claires.
La croissance de ‖sk(α)‖ est une conséquence évidente de l’inégalité (sNk −
sCk)

TsCk > 0. Comme celle-ci s’écrit aussi (sNk )
TsCk > ‖sCk‖2, ou encore

gTkM
−1
k gk > αC

k‖gk‖2 =
‖gk‖4
gTkMkgk

,

elle a lieu comme une conséquence de l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Notons que la première propriété sur la décroissance de ψk(s(α)) implique que
le point sélectionné par dogleg vérifie (9.19) et par là la convergence globale de
l’algorithme à régions de confiance utilisant cette méthode de résolution de (RCk).

Algorithme du gradient conjugué tronqué de Steihaug

On peut voir cette approche comme une amélioration de l’algorithme dogleg, dans
le sens où l’on n’a plus besoin de supposer que Mk est définie positive et où le chemin
de recherche, aussi linéaire par morceaux, est vraisemblablement une meilleure ap-
proximation du chemin de recherche λ 7→ sλ décrit à la section 9.3.2.

L’idée est simple. On utilise l’algorithme du gradient conjugué (GC) pour minimi-
ser ψk(s), en partant de sk,0 = 0. On note sk,i les itérés du GC, i désignant l’indice des
itérations, et vk,i la direction conjuguée menant de sk,i à sk,i+1. Cependant, comme
Mk n’est pas nécessairement définie positive et que l’on veut rester dans la région de
confiance, on arrête les itérations dès que l’un des événements suivants se produit :

(i) l’itéré courant sk,i est dans la région de confiance, mais pas le suivant sk,i+1;
on prend alors comme solution approchée, l’intersection de la droite t 7→
sk,i + tvk,i avec la frontière de la région de confiance; on a donc

sk := sk,i + tvk,i,

où t > 0 est tel que ‖sk,i+ tvk,i‖2 = ∆2 (une racine d’un polynôme du second
degré à calculer);

(ii) l’algorithme rencontre une direction conjuguée vk,i 6= 0, qui est à courbure
négative pour Mk, c’est-à-dire

vTk,iMkvk,i 6 0;

dans ce cas, les itérations du GC ne peuvent être poursuivies (si vTk,iMkvk,i = 0
on ne peut pas définir le pas le long de vk,i, permettant de passer à l’itéré
suivant sk,i+1) et on prend à nouveau comme solution approchée, l’intersection
de t 7→ sk,i + tvk,i avec la frontière de la région de confiance.
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Il faut à présent montrer que cet algorithme a bien un sens, qu’il est non ambigu, et
qu’il permet d’assurer la convergence de la méthode à régions de confiance à laquelle il
contribue. Deux propriétés de l’algorithme du GC jouent un rôle-clé dans le bien-fondé
de cet algorithme.

– Tant que l’algorithme du GC ne rencontre pas de direction à courbure négative,
{ψk(sk,i)}i décroît strictement. C’est une propriété fondatrice du GC (voir par
exemple la proposition 8.5). On en déduit que, dans la situation (i) ci-dessus,
la solution approchée calculée sk vérifie (9.19), ce qui assure la convergence
globale. Dans la situation (ii), bien que vk,i soit à courbure négative, on a
encore ∇ψk(sk,i)

Tvk,i−1 = 0 du fait de l’itération i− 1, si bien que

∇ψk(sk,i)
Tvk,i = ∇ψk(sk,i)

T

(
−∇ψk(sk,i) + βk,ivk,i−1

)
= −‖∇ψk(sk,i)‖2 < 0.

Dès lors, on fait décroître ψk en allant chercher sk sur la frontière de la région
de confiance le long de vk,i. On a donc la même conclusion que précédemment.

– Tant que l’algorithme du GC ne rencontre pas de direction à courbure négative,
{‖sk,i‖}i croît strictement. Cette propriété a été proposée en exercice au cha-
pitre 8 (l’exercice 8.2–(i)). Le fait de démarrer le GC en 0 est essentiel pour
garantir cette propriété. Dès lors, au cours du GC, les itérés sk,i s’éloignent de
0 de façon monotone, ce qui implique que le chemin dessiné par le GC ne peut
croiser la frontière de la région de confiance qu’une seule fois. Autrement dit, il
n’y a aucune chance de trouver un point faisant décroître ψk davantage tout en
restant dans la région de confiance, dès qu’un itéré généré par le GC a franchi
la frontière de la région de confiance. Ceci motive l’arrêt des itérations du GC
dans la situation (i) décrite ci-dessus.

9.4.2 Méthodes de résolution fines

Nous avons dit en introduction de la section 9.4 que les algorithmes à régions de
confiance ont la propriété de pouvoir forcer les itérés à s’échapper d’un point station-
naire qui n’est pas un minimum. On peut comprendre l’origine de cette propriété en
examinant le système d’optimalité (9.11). Supposons que M soit la hessienne de f
et que l’itéré courant x soit un point stationnaire (g = g(x) = 0) sans être un mini-
mum (M n’est pas semi-définie positive; elle a au moins une valeur propre strictement
négative). Alors, d’après (9.11e), λ̂ ne peut être nul et (9.11d) implique alors que ŝ
ne peut être la solution nulle de (9.11a), mais doit être un vecteur propre associé à
la plus petite valeur propre de M . Dès lors ŝ 6= 0 et on s’échappe du point station-
naire x. Cette propriété est remarquable et le raisonnement qui précède montre que,
pour l’obtenir, M doit être assez proche de ∇2f(x) et le sous-problème quadratique
doit être résolu avec suffisamment de précision (on a utilisé les conditions d’optimalité
(9.11) qui sont nécessaires et suffisantes).

Soient β1 et β2 deux constantes vérifiant 0 < β1 6 1 et 0 < β2. On dit que (RCk)
est résolu en sk avec une condition de décroissance forte si l’on a

{
ψk(sk) 6 β1ψ̂k

‖sk‖ 6 β2∆k,
(9.20)
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où ψ̂k = min{ψk(s) : ‖s‖ 6 ∆k}. La condition (9.20) exprime qu’il faut résoudre
(RCk) exactement à un facteur constant β1 près sur la valeur de ψk, avec une certaine
tolérance sur l’appartenance de sk à la région de confiance (en général β2 > 1). La
condition (9.20) est clairement plus forte que la condition de décroissance suffisante
(9.19).

Algorithme de Moré-Sorensen

L’algorithme de Moré-Sorensen est adapté aux problèmes dont la taille n’est pas
trop grande, car il s’autorise des factorisations de Cholesky de matrices d’ordre n. Il
permet de résoudre le sous-problème quadratique avec toute la précision souhaitée,
même dans le cas difficile. L’algorithme est piloté par la recherche du multiplicateur
optimal λ̂ associé à la région de confiance.

Soit λ1 la plus petite valeur propre de M (on laisse tomber l’indice k de l’itération
courante). La dernière condition d’optimalité de (9.11) montre que λ̂ > −λ1. On peut
donc espérer trouver le multiplicateur optimal en s’en approchant avec des valeurs de
λ > −λ1. Dans ce cas, la matrice (M + λI) est définie positive et on peut résoudre le
système linéaire correspondant à la première condition de (9.11), à savoir

(M + λI)sλ = −g.

Dans l’algorithme de Moré-Sorensen, on recherche λ̂ en l’approchant par des λ > −λ1,
que l’on détermine de manière à ce que l’on ait

‖sλ‖ = ∆. (9.21)

Par cette approche, on peut prendre en compte un grand nombre de cas, ceux pour
lesquels le chemin (λց −λ1) 7→ sλ rencontre la frontière de la région de confiance. Si
l’on s’en réfère à la section 9.3.3, sont donc exclus de cette approche : le cas A-1 (M
est définie positive et le point de Newton est intérieur à la région de confiance; ce cas
ne pose pas de difficultés et sera traité d’emblée par l’algorithme) et le cas B-3 (c’est
le cas difficile qui demande la résolution d’un problème de valeur propre).

D’après (9.14), ‖sλ‖ ∼ (λ1 + λ)−1, pour λ proche de −λ1, si bien que dans cette
région l’équation (9.21) a l’inconvénient d’être fortement non linéaire. Dans l’algori-
thme de Moré-Sorensen, (9.21) est résolue par des itérations de Newton sur l’équation
équivalente

1

‖sλ‖
=

1

∆
, (9.22)

qui a l’avantage de se comporter linéairement en λ dans le voisinage de −λ1. Si
on définit l’application ϕ par ϕ(λ) := ‖sλ‖−1 − ∆−1, l’itération de Newton met
évidemment à jour le multiplicateur par la formule

λ+ = λ− ϕ(λ)

ϕ′(λ)
.

On vérifie aisément que ϕ′(λ) = −sTλ ṡλ/‖sλ‖3, où la dérivée ṡλ de λ 7→ sλ est donnée
par

(M + λI)ṡλ = −sλ.
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Il y a donc deux systèmes linéaires utilisant la même matrice (M + λI) à résoudre à
chaque essai de multiplicateur, ce qui justifie la factorisation de cette matrice.

L’algorithme de Moré-Sorensen ci-dessous est dit être dans sa version simplifiée,
car le cas difficile n’y est pas traité.

Algorithme 9.9 (de Moré-Sorensen — version simplifiée)

0. On se donne un tolérance ε > 0.
1. SiM est définie positive (factorisable par Cholesky) et sN := −M−1g vérifie
‖sN‖ 6 ∆, alors la solution primale-duale est (ŝ, λ̂) = (sN, 0). On arrête.

2. Choisir λ0 > 0. On pose λ = 0 et λ = +∞.
3. Pour i = 0, 1, 2, . . .

3.1. Factorisation de Cholesky :

M + λiI = RT

i Ri.

Si cette factorisation ne peut pas se faire, poser λ = λi, choisir λi+1 ∈
]λ, λ[ et passer à l’itération suivante.

3.2 Résoudre en si et qi :

RT

i Risi = −g et RT

i qi = si.

3.3 Test d’arrêt : Si | ‖si‖ − ∆ | 6 ε, on prend comme solution primale-
duale (si, λi). On s’arrête.

3.4 Si ‖si‖ > ∆, alors λ := λi, sinon λ := λi.
3.5 Nouveau multiplicateur :

λi+1 = λi +

(‖si‖
‖qi‖

)2(‖si‖ −∆
∆

)
.

Si λi+1 /∈ ]λ, λ[, choisir une nouvelle valeur de λi+1 dans cet intervalle.

Aux étapes 3.1 et 3.5 de cet algorithme, où il faut choisir un nouveau multiplicateur
dans l’intervalle ]λ, λ[, on veillera à ne pas générer des points d’accumulation artifi-
ciellement. Il suffira, par exemple, de prendre (λ+λ)/2 lorsque λ est fini et un élément
de [λ+ 1, λ[ dans le cas contraire.

Il a été vérifié expérimentalement que l’algorithme 9.9 converge en très peu d’i-
térations : 2 ou 3 selon les essais des auteurs, pour autant que l’on ne soit pas trop
exigeant (ε > 0 pas trop petit) et que l’on ne soit pas proche du cas difficile.

Dans le cas difficile (qui se rencontre rarement), l’algorithme 9.9 génère une suite
de λi ց −λ1 > 0, sans jamais réussir à satisfaire ‖si‖ ≃ ∆. Dans l’algorithme de
Moré-Sorensen complet, chaque itération se prépare à cette éventualité en générant
des vecteurs destinés à approcher un vecteur propre deM associé à la valeur propre λ1.
L’algorithme complet est détaillé dans l’article [440].
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9.5 Résultats de convergence

Dans cette section sont donnés des résultats de convergence des méthodes à régions
de confiance. On considère dans un premier temps (section 9.5.1), le cas où le modèle
est du premier ordre. On veut dire par là que le résultat de convergence ne s’intéresse
pas à la matrice Mk (la seule chose demandée est que la suite {Mk} soit bornée), mais
plutôt au point de Cauchy. C’est la condition de descente suffisante (9.19) qui joue
le rôle-clé. Ensuite (section 9.5.2), on considère les modèles du second ordre, dans
lesquels Mk = ∇2f(xk) et la condition de décroissante forte (9.20) est assurée par
l’algorithme de résolution du sous-problème quadratique.

9.5.1 Convergence avec modèle du premier ordre

On suppose dans cette section que le sous-problème quadratique (RCk) est résolu
de façon approchée, de manière toutefois à satisfaire la condition de décroissance
suffisante (9.19), que nous rappelons ci-dessous

{
ψk(sk) 6 β1ψk(s

C

k)
‖sk‖ 6 β2∆k.

(9.23)

Les constantes β1 et β2 sont supposées être strictement positives. On note

N1 = {x ∈ Rn : f(x) 6 f(x1)},

l’ensemble de sous-niveau f(x1) de f , fixé par le premier itéré.
La proposition suivante montre que la condition de décroissance suffisante (9.23)

implique l’inégalité (9.24), connue sous le nom de condition de Powell. Celle-ci joue,
pour les méthodes à régions de confiance, le même rôle que la condition de Zoutendijk
pour les méthodes à directions de descente : elle résume la contribution de la méthode
de détermination du pas à la convergence de l’algorithme.

Proposition 9.10 Le point de Cauchy sCk vérifie la condition de Powell suivante
avec sk = sCk et C = 1/2 :

ψk(sk) 6 −C‖gk‖min

(
∆k,

‖gk‖
‖Mk‖

)
. (9.24)

On en déduit immédiatement qu’un point sk vérifiant la condition de décroissance
suffisante (9.23) vérifie également la condition (9.24), avec C = β1/2.

Démonstration. Le cas où gk = 0 est clair car alors sCk = 0 et ψk(s
C

k) = 0. Supposons
à présent que gk 6= 0. Si gTkMkgk 6 0, sCk = −(∆k/‖gk‖)gk d’après la formule (9.18).
Donc

ψk(s
C

k) = −∆k‖gk‖+
∆2

k

2‖gk‖2
gTkMkgk 6 −∆k‖gk‖

et (9.24) est vérifiée avec C = 1.
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Il reste à examiner le cas où gk 6= 0 et gTkMkgk > 0. Si ∆k 6 ‖gk‖3/gTkMkgk,
sCk = −(∆k/‖gk‖)gk et on a

ψk(s
C

k) = −∆k‖gk‖+
∆2

k

2‖gk‖2
gTkMkgk 6 −∆k

2
‖gk‖.

Donc (9.24) est vérifiée avec C = 1/2. Sinon

sCk = − ‖gk‖
2

gTkMkgk
gk

et

ψk(s
C

k ) = −
‖gk‖4

2(gTkMkgk)
6 − ‖gk‖

2

2‖Mk‖
.

Donc (9.24) est vérifiée avec C = 1/2. ✷

La proposition suivante montre que si gk 6= 0, si le rayon de confiance ∆k est assez
petit, et si la solution approchée sk de (RCk) vérifie la condition de décroissance
suffisante (9.23) alors la décroissante de f , f(xk) − f(xk + sk), est suffisante pour
avoir (9.2), c’est-à-dire ρk > ω1. Dans ces conditions, il n’y a pas de bouclage à
l’étape 2 de l’algorithme.

Proposition 9.11 Supposons que f soit dérivable en xk et que gk 6= 0. Il existe
∆0

k > 0 tel que si 0 < ∆k 6 ∆0
k et si la solution approchée de (RCk) vérifie la

condition de décroissance suffisante (9.23), alors le ratio ρk > ω1.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Si ce n’est pas le cas, il existe une suite
de rayons de confiance ∆k,i → 0 pour i→∞ et des solutions approchées sk,i vérifiant

f(xk + sk,i) > f(xk) + ω1ψk(sk,i), (9.25)

ψk(sk,i) 6 β1ψk(s
C

k,i), (9.26)

‖sk,i‖ 6 β2∆k,i, (9.27)

où sCk,i est le point de Cauchy correspondant au rayon de confiance ∆k,i. Comme f
est différentiable en xk, on a en développant f(xk + sk,i) autour de xk :

f(xk + sk,i) = f(xk) + gTk sk,i + o(‖sk,i‖)
= f(xk) + ψk(sk,i) + o(‖sk,i‖).

Alors (9.25) et 0 < ω1 < 1 donnent

ψk(sk,i) = o(‖sk,i‖).

D’autre part, comme gk 6= 0, on peut supposer que ∆k,i 6 ‖gk‖/‖Mk‖. Alors
(9.26), la proposition 9.10 et (9.27) montrent que

|ψk(sk,i)| = −ψk(sk,i) >
β1
2
‖gk‖∆k,i >

β1
2β2
‖gk‖‖sk,i‖.
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Ceci est en contradiction avec l’estimation précédente (gk 6= 0) et cette contradiction
prouve la proposition. ✷

Comme on le verra à la section 9.5, la condition de Powell (9.24) et donc la
condition de décroissance suffisante (9.23) permettent d’avoir la convergence de
l’algorithme. Ce choix est très semblable à la méthode de la plus forte pente avec
recherche linéaire, qui converge également pour des recherches linéaires raisonnables.
Seule la manière de déterminer le pas le long de −gk change. Comme la méthode
de la plus forte pente n’est pas une méthode convergeant rapidement, on comprend
que si l’on veut une bonne vitesse de convergence, il faut résoudre (RCk) de manière
plus précise. Nous verrons qu’une résolution plus fine de (RCk) muni d’un modèle du
second ordre permet de converger vers des points vérifiant les conditions nécessaires
d’optimalité du second ordre, qui ont de fortes chances d’être des minima locaux.

Le théorème 9.12 donne des conditions pour qu’une sous-suite des gradients tende
vers 0. Dans la situation (i) de ce théorème, l’algorithme boucle en un point où le
gradient est nul. Il ne peut pas faire mieux avec un modèle du premier ordre.

Le théorème 9.13 montre qu’avec un peu plus de régularité sur f (l’uniforme
continuité de ∇f), on a convergence de toute la suite des gradients.

Théorème 9.12 (convergence globale avec résolution approchée des
sous-problèmes quadratiques) Supposons que f soit bornée inférieurement et
de classe C1 dans un voisinage de N1. Si dans la méthode à régions de confiance,
{Mk} est bornée et la solution approchée sk du sous-problème quadratique (RCk)
vérifie les conditions de décroissance suffisante (9.23), alors l’une des situations
suivantes a lieu :
(i) il y a échec d’une itération k0, en un point xk0 où ∇f(xk0) = 0;
(ii) lim inf ‖∇f(xk)‖ = 0.

Démonstration. On raisonne par l’absurde, en supposant que la situation (i) n’a
pas lieu (donc une suite {xk} est générée) et qu’il existe un indice k1 et une constante
γ > 0 tels que

‖gk‖ > γ, ∀k > k1. (9.28)

Montrons que
∆k → 0 et

∑

k>1

‖sk‖ < +∞. (9.29)

D’après la condition de Powell (9.24), la supposition de départ (9.28) et la bornitude
de {Mk}, on a

ψk(sk) 6 −C‖gk‖min

(
∆k,

‖gk‖
‖Mk‖

)
6 −Cmin (∆k, 1) , (9.30)

où C est une constante absorbante strictement positive indépendante de k. En utilisant
(9.2), on obtient alors

f(xk+1) 6 f(xk)− Cmin (∆k, 1) ,
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Cmin (∆k, 1) 6 f(xk)− f(xk+1).

Comme f est bornée inférieurement, la suite {f(xk) − f(xk+1)} est sommable et
on déduit de l’inégalité ci-dessus que

∑
k>1∆k < +∞. Comme ‖sk‖ 6 β1∆k, les

assertions de (9.29) s’en déduisent.
Montrons que le ratio ρk → 1. D’après (9.29), {xk} est une suite de Cauchy, donc

elle converge et on a
|f(xk + sk)− f(xk)− gTk sk|

‖sk‖
→ 0. (9.31)

D’autre part, comme {Mk} est bornée, on a

|ψk(sk)− gTk sk| 6 C‖sk‖2. (9.32)

Enfin, on peut écrire successivement

ρk =
f(xk+1)− f(xk)

ψk(sk)
=
f(xk+1)− f(xk)− gTk sk

ψk(sk)
+
gTk sk − ψk(sk)

ψk(sk)
+ 1,

|ρk − 1| 6 |f(xk+1)− f(xk)− gTk sk|
|ψk(sk)|

+
|ψk(sk)− gTk sk|
|ψk(sk)|

.

D’après (9.30), ∆k → 0 et ‖sk‖ 6 β2∆k, on a |ψk(sk)| > C‖sk‖. Alors, la dernière
inégalité, (9.31) et (9.32) montrent que ρk → 1.

Dès lors ρk > ω2 pour k assez grand. D’après la règle de mise à jour de ∆k (étape 4
de l’algorithme), cela implique ∆k > ∆ > 0, qui est en contradiction avec la première
assertion de (9.29). Cette contradiction prouve le théorème. ✷

La conclusion du théorème 9.12 reste vraie avec une hypothèse beaucoup plus
faible sur la suite {Mk}. Il suffit, en effet, de supposer que {‖Mk‖} ne croît pas trop
vite dans le sens où ∑

k>1

1

1 + max
16i6k

‖Mi‖
= +∞.

Par exemple, cette hypothèse est vérifiée si la croissance est au plus linéaire : ‖Mk‖ 6
Ck, pour une constante C > 0. On trouvera une démonstration de ce résultat chez
Powell (1984). Il est important car il permet d’étudier la convergence des méthodes
à régions de confiance lorsque la matrice Mk est mise à jour par une méthode de
quasi-Newton.

Théorème 9.13 Supposons, en plus des hypothèses et conditions du théorème
9.12, que ∇f soit uniformément continue sur N1. Alors soit la situation (i) du
théorème 9.12 a lieu, soit gk → 0.

Démonstration. On raisonne par l’absurde en supposant que la situation (i) du
théorème 9.12 n’a pas lieu (donc une suite {xk} est générée) et qu’il existe une cons-
tante γ > 0 et une sous-suite {kj}j>1 ⊆ N telles que

‖gkj‖ > γ, ∀j > 1. (9.33)
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Comme lim inf ‖gk‖ = 0, en extrayant une sous-suite au besoin, on peut supposer que
pour tout j on peut trouver ℓj tel que





kj < ℓj < kj+1,
‖gk‖ > γ/2, pour k = kj , . . . , ℓj−1,
‖gℓj‖ < γ/2.

(9.34)

En utilisant la condition de Powell (9.24) et la bornitude de {Mk}, on a comme
dans la démonstration du théorème 9.12 :

f(xk+1)− f(xk) 6 −C‖gk‖min(∆k, ‖gk‖).

Donc pour k = kj , . . . , ℓj−1 et j > 1, on a

f(xk+1)− f(xk) 6 −Cmin(∆k, 1).

Comme f(xk+1) − f(xk) → 0, min(∆k, 1) = ∆k pour k assez grand. En utilisant le
fait que ‖sk‖ 6 β2∆k, on a finalement

‖sk‖ 6 C(f(xk)− f(xk+1)), k = kj , . . . , ℓj−1,

‖xℓj − xkj‖ 6
ℓj−1∑

k=kj

‖sk‖ 6 C(f(xkj )− f(xℓj )).

Donc ‖xℓj − xkj‖ → 0, quand j →∞. Alors par uniforme continuité de ∇f , on a :

‖gℓj − gkj‖ → 0, quand j →∞.

Ceci est en contradiction avec le fait que, par (9.33) et (9.34)

‖gℓj − gkj‖ > ‖gkj‖ − ‖gℓj‖ > γ/2.

Cette contradiction prouve le théorème. ✷

En ce qui concerne les conditions de convergence, on notera la différence suivante
entre les méthodes à directions de descente et les méthodes à régions de confiance.
Pour obtenir la convergence des premières, on est toujours amené à montrer que
les suites {Mk} et {M−1

k } sont bornées ou n’explosent pas trop vite. Pour les mé-
thodes à régions de confiance, aucune hypothèse sur {M−1

k } n’est nécessaire, seul le
comportement de {Mk} importe. En particulier, Mk peut être singulière ou nulle.
D’ailleurs, dans ce dernier cas, on est ramené à la méthode de la plus forte pente
qui a de bonnes propriétés de convergence globale (bien qu’une mauvaise vitesse de
convergence). Cette propriété contribue à la robustesse des méthodes à régions de
confiance.

9.5.2 Convergence avec modèle du second ordre

Dans cette section, nous étudions la convergence et les propriétés des points
d’adhérence des suites générées par les méthodes à régions de confiance lorsque le
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sous-problème quadratique (RCk) est résolu de façon fine, de manière à satisfaire la
condition de décroissance forte (9.20), et lorsque le modèle ψk est du second ordre,
c’est-à-dire lorsqu’on prend

Mk = ∇2f(xk).

On suppose donc que la fonction f est deux fois continûment dérivable et qu’on en
calcule la hessienne. Si ceci est coûteux en temps de calcul, cela peut en valoir la
peine. On montre en effet (voir Théorème 9.16 pour les hypothèses précises) que la
suite {xk} a au moins un point d’adhérence où la hessienne est semi-définie positive et
qu’en tout point d’adhérence isolé, la hessienne est semi-définie positive. On montre
aussi (Théorème 9.17) que si {xk} a un point d’adhérence où la hessienne est définie
positive alors toute la suite converge vers ce point.

Ces bons résultats sont à comparer avec ceux des méthodes à directions de descente
qui, sans utilisation de directions à courbure négative, ne peuvent trouver que des
points stationnaires.

La condition de décroissance forte (9.20) est clairement plus forte que la condition
de décroissance suffisante (9.19). En particulier, elle implique également la condition
de Powell (9.24) et le résultat de la proposition 9.11. Le résultat suivant est plus
précis. Il montre qu’il n’y a pas de bouclage dans l’algorithme à régions de confiance
avec modèle du second ordre (Mk = ∇2f(xk)) si xk ne vérifie pas les conditions
nécessaires d’optimalité du second ordre du problème (9.1). Si xk vérifie ces conditions,
l’itération k est interrompue, car on ne peut pas réaliser ψk(sk) < 0.

Proposition 9.14 Supposons que f soit de classe C1 dans un voisinage de xk
et deux fois dérivable en xk et que soit gk 6= 0, soit λ1(∇2f(xk)) < 0. Supposons
également que dans dans (RCk), on prenne Mk = ∇2f(xk). Dans ce cas, il existe
∆0

k > 0 tel que si 0 < ∆k 6 ∆0
k et si la solution approchée de (RCk) vérifie la

condition de décroissance forte (9.20), alors le ratio ρk > ω1.

Démonstration. Le cas où gk 6= 0 est réglé par la proposition 9.11, puisque la
condition de décroissance forte implique la condition de décroissance suffisante (9.19).
Supposons à présent que gk = 0 et donc, d’après les hypothèses, λ1(∇2f(xk)) est
strictement négatif.

Comme dans la démonstration de la proposition 9.11, on raisonne par l’absurde,
en supposant qu’il existe une suite de rayons de confiance ∆k,i → 0 pour i → ∞ et
des solutions approchées sk,i vérifiant

f(xk + sk,i) > f(xk) + ω1ψk(sk,i), (9.35)

ψk(sk,i) 6 β1ψ̂k,i, (9.36)

‖sk,i‖ 6 β2∆k,i,

où ψ̂k,i = min{ψk(s) : ‖s‖ 6 ∆k,i}. Comme gk = 0, on a en développant f(xk + sk,i)
autour de xk :

f(xk + sk,i) = f(xk) +
1

2
sTk,iMksk,i + o(‖sk,i‖2)

= f(xk) + ψk(sk,i) + o(‖sk,i‖2).
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Alors (9.35), ψk(sk,i) < 0 et ω1 < 1 donnent

ψk(sk,i) = o(‖sk,i‖2). (9.37)

Notons (ŝk,i, λ̂k,i) un couple optimal de (RCk,i). En utilisant le fait que gk = 0 et
les conditions d’optimalité (9.11a), (9.11d) et (9.11e) de (RCk,i), on trouve

ψ̂k,i =
1

2
ŝTk,iMkŝk,i = −

1

2
λ̂k,i‖ŝk,i‖2 = −1

2
λ̂k,i∆

2
k,i 6

1

2
λ1(Mk)∆

2
k,i,

et en utilisant (9.36)

|ψk(sk,i)| >
β1
2
‖λ1(Mk)‖∆2

k,i > C‖sk,i‖2,

où C = β1

2β2
2
‖λ1(Mk)‖ > 0 est une constante indépendante de i. Cette inégalité con-

tredit (9.37), ce qui termine la démonstration. ✷

Le lemme technique suivant concerne des suites générales de Rn.

Lemme 9.15 Soit x̄ un point d’adhérence isolé d’une suite {xk} de Rn. Si {xk}
ne converge pas vers x̄, il existe ε > 0 et une sous-suite {xki}i>1 qui converge
vers x̄ et vérifie

‖xki+1 − xki‖ > ε, ∀i > 1.

Démonstration. Si x̄ est isolé, il existe ε > 0 tel que B(x̄, 3ε) ne contienne pas
d’autre point d’adhérence que x̄. Comme x̄ est un point d’adhérence de {xk}, on peut
trouver une sous-suite {xki}i>1 contenue dans B(x̄, 2ε) telle que xki+1 /∈ B(x̄, 2ε)
(sinon toute la suite convergerait vers x̄). Comme xki → x̄ (car B(x̄, 3ε) n’a pas
d’autre point d’adhérence que x̄), le lemme est démontré en ne conservant que les
itérés xki ∈ B(x̄, ε). ✷

Théorème 9.16 (convergence globale avec résolution fine des sous-
problèmes quadratiques) Supposons que f soit bornée inférieurement, de
classe C2 dans un voisinage de N1 et que sa hessienne ∇2f soit bornée sur N1.
On suppose que l’on prend Mk = ∇2f(xk) dans la méthode à régions de confi-
ance et que la solution approchée sk de (RCk) vérifie la condition de décroissance
forte (9.20). Alors, soit il y a échec d’une itération k0 en un point xk0 vérifiant
les conditions nécessaires d’optimalité du second ordre (∇f(xk0) = 0 et ∇2f(xk0)
est semi-définie positive), soit une suite {xk} est générée et
(i) gk → 0;
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(ii) si {xk} est bornée, alors lim supλ1(∇2f(xk)) > 0, ce qui revient à dire que
{xk} a au moins un point d’adhérence x̄ tel que ∇2f(x̄) soit semi-définie
positive;

(iii) si x̄ est un point d’adhérence isolé de {xk}, alors ∇2f(x̄) est semi-définie
positive.

Démonstration. Si l’itération k0 échoue, ce ne peut être qu’en un point vérifiant les
conditions nécessaires d’optimalité du second ordre (Proposition 9.14). Dans le cas
contraire, une suite {xk} est générée, ce que nous supposons à présent.

Comme ∇2f est bornée sur N1, ∇f est uniformément continue et donc le théorè-
me 9.13 implique que gk → 0. Ceci montre (i).

Pour (ii), on raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe ε > 0 et un indice
k1 tels que

λ1k := λ1(∇2f(xk)) 6 −ε, ∀k > k1.

Soit vk un vecteur propre correspondant à λ1k, tel que gTk vk 6 0 et ‖vk‖ = ∆k. Alors

ψk(sk) 6 β1ψ̂k

6 β1ψk(vk)

= β1

(
gTk vk +

1

2
λ1k‖vk‖2

)

6 −εβ1
2
∆2

k. (9.38)

D’après (9.2), ψk(sk)→ 0. Donc, l’inégalité ci-dessus montre que ∆k → 0.
On obtient une contradiction (grâce à l’étape 4 de l’algorithme) en montrant que

ρk → 1. On a en effet avec Mk = ∇2f(xk)

|f(xk+1)− f(xk)− ψk(sk)| 6
‖sk‖2
2

max
06t61

‖∇2f(xk + tsk)−∇2f(xk)‖ = o(‖sk‖2),

car f est de classe C2, {xk} est bornée et sk → 0. Alors, avec (9.38), on a :

|ρk − 1| = |f(xk+1)− f(xk)− ψk(sk)|
|ψk(sk)|

→ 0.

La contradiction obtenue (∆k → 0 et ∆k uniformément positif) prouve le point (ii).
Soit x̄ un point d’adhérence isolé de {xk}. Si xk → x̄, alors (iii) se déduit de (ii).

Supposons à présent que xk 6→ x̄. Alors x̄ étant isolé, le lemme 9.15 montre qu’il
existe ε > 0 et une sous-suite xki → x̄ telle que ‖ski‖ > ε, ∀i. Donc

β2∆ki > ‖ski‖ > ε > 0. (9.39)

Soit λ̂k le multiplicateur associé à la contrainte de (RCk) et ŝk une solution de (RCk).
D’après les conditions d’optimalité de (ŝk, λ̂k) (théorème 9.2), on a :
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ψk(sk) 6 β1ψ̂k

= β1

(
gTk ŝk +

1

2
ŝTk∇2f(xk)ŝk

)

= β1

(
−λ̂k‖ŝk‖2 −

1

2
ŝTk∇2f(xk)ŝk

)
, [par (9.11a)]

6 −β1
2
λ̂k‖ŝk‖2, [par (9.11e)]

= −β1
2
λ̂k∆

2
k, [par (9.11d)].

En utilisant cette inégalité, (9.39) et (9.11e) :

ψki(ski) 6
ε2β1
2β2

2

λ1ki
.

Comme ψki(ski)→ 0, en passant à la limite dans cette inégalité, on voit que ∇2f(x̄)
est semi-définie positive. ✷

Dans le théorème suivant, on suppose seulement que le problème (RCk) est résolu
avec condition de décroissance suffisante (9.19).

Théorème 9.17 On suppose que f vérifie les mêmes propriétés que dans le thé-
orème 9.16, que Mk = ∇2f(xk) et que la solution approchée sk de (RCk) vérifie la
condition de décroissance suffisante (9.19). Alors, soit il y a échec d’une itération
k0 en un point xk0 tel que ∇f(xk0) = 0, soit une suite {xk} est générée et
(i) gk → 0,
(ii) si x̄ est un point d’adhérence de {xk} tel que ∇2f(x̄) soit définie positive,

alors xk → x̄ et ∆k est uniformément > 0.

Démonstration. Si une itération k0 échoue, alors la proposition 9.11 montre que
∇f(xk0 ) = 0. Supposons à présent que toutes les itérations réussissent. Alors, une
suite {xk} est générée et, d’après le théorème 9.13, gk → 0.

On montre que xk → x̄ en utilisant le lemme 9.15. Comme ∇2f(x̄) est définie
positive, x̄ est un point d’adhérence isolé, car pour x voisin de x̄

∇f(x)T(x − x̄) =
∫ 1

0

f ′′(x̄+ t(x− x̄)) · (x − x̄)2 dt > C‖x− x̄‖2.

Donc x voisin de x̄ et ∇f(x) = 0 impliquent que x = x̄. D’autre part, pour xk voisin
de x̄, on a en utilisant ψk(sk) < 0 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

C‖sk‖2 6
1

2
sTk∇2f(xk)sk < −gTk sk 6 ‖gk‖ ‖sk‖. (9.40)

Comme gk → 0, on voit que pour toute sous-suite {xki} convergeant vers x̄, on a
ski → 0. D’après le lemme 9.15, cela implique que xk → x̄.

Il reste à montrer que ∆k est uniformément > 0. De (9.40) et de la convergence
de {xk} vers x̄, on déduit que ‖gk‖ > C‖sk‖ pour k grand. Comme la condition de
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décroissance suffisante implique la condition de Powell (Proposition 9.10), on a en
utilisant ‖gk‖ > C‖sk‖ et ∆k > ‖sk‖/β2 :

ψk(sk) 6 −C‖sk‖2, pour k grand.

On peut en déduire que ρk → 1, puisque

f(xk+1)− f(xk)− ψk(sk) = o(‖sk‖2)

et donc

|ρk − 1| = |f(xk+1)− f(xk)− ψk(sk)|
|ψk(sk)|

→ 0.

Alors l’étape 4 de l’algorithme montre que ∆k > ∆ > 0. ✷

9.6 Comparaison avec la recherche linéaire

On trouvera dans le tableau 9.1 une comparaison des différentes caractéristiques
des algorithmes à directions de descente, c’est-à-dire ceux utilisant la recherche linéaire
(chapitre 6), et des algorithmes à régions de confiance étudiés dans ce chapitre.

Recherche linéaire Région de confiance

On se donne une direction
de descente dk de f en xk

On se donne un modèle
ψk de f en xk

On adapte le pas αk > 0
le long de dk

pour faire décroître f

On adapte le rayon
de confiance ∆k > 0
pour faire décroître f

Le déplacement sk = αkdk est aligné
sur dk (recherche linéaire)

Le déplacement sk change d’orientation
avec ∆k (recherche curviligne)

Facile à mettre en œuvre Difficile à mettre en œuvre
Résultats de convergence faibles Résultats de convergence renforcés

Tableau 9.1. Comparaison de la recherche linéaire et des régions de confiance

Notes

Le concept de région de confiance semble remonter à Powell [487 ; 1970], qui
l’introduit pour la résolution de systèmes non linéaires par moindres-carrés, après
avoir constaté l’échec de la recherche linéaire. Cette approche a des points communs
avec l’algorithme de Levenberg-Marquardt [389, 407], mais le pilotage de l’algorithme
est fait ici par le réglage du rayon de confiance ∆k à chaque itération, alors que
c’est le multiplicateur associé à la région de confiance qui joue le rôle principal dans
l’algorithme de Levenberg-Marquardt. Cette quantité duale est en général plus difficile
à déterminer.
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Ce chapitre doit beaucoup au compte-rendu éclairant de Moré [438 ; 1983].
Nous avons supposé que gk = ∇f(xk) dans le modèle quadratique. On peut

relâcher cette hypothèse et ne supposer que la convergence (gk−∇f(xk))→ 0 lorsque
{xk} converge [438]. Ceci permet de prendre en compte le cas où le gradient est obtenu
par différences divisées.

Les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour le sous-problème quadra-
tique des régions de confiance ont été données par Gay [234] et Sorensen [563]. Le
théorème 9.12 est dû à Powell [489] bien que l’algorithme qu’il analyse diffère sensi-
blement de celui que nous avons étudié. Le théorème 9.13 est dû à Thomas [582]

La complexité de la résolution du sous-problème (9.8) des méthodes à régions de
confiance est considérée dans [632, 570, 511, 224 ; 1992-1997].

D’autres développements peuvent être trouvés chez Byrd, Schnabel et Schultz
[549], Martínez [410]. Notons enfin que l’utilisation des régions de confiance pour les
problèmes avec contraintes est un sujet toujours en développement et les meilleures
approches ne font pas encore l’objet d’un consensus.

Exercices

9.1. Généralisation de la condition de Powell (9.18). Soient g ∈ Rn, M une matrice
symétrique non nulle, C une matrice non nulle, ∆ > 0 et d ∈ Rn vérifiant gTd 6 0
et Cd 6= 0. Montrez que la solution ŝ du sous-problème quadratique

(RC)

{

min ψ(s) = gTs+
1

2
sTBs

‖Cs‖ 6 ∆

vérifie

ψ(ŝ) 6 −|gTd|
2‖d‖ min

(

∆
‖d‖
‖Cd‖ ,

|gTd|
‖M‖ ‖d‖

)

.
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Soit l’équation x3 − 2x− 5 = 0 dont on cherche une racine.
Prenez un nombre comme 2, qui diffère de moins de 10% de la

vraie valeur d’une racine. Écrivez x = 2+ d1 et remplacez x
par 2 + d1 dans l’équation. Vous aurez d31 + 6d21 + 10d1 − 1 = 0,

dont il faut trouver la racine pour l’ajouter à 2. Négligez
d31 + 6d21 à cause de sa petitesse ; il restera 10d1 − 1 = 0 ou
d1 = 0.1, ce qui est très près de la vraie valeur de d1. C’est

pourquoi, j’écris d1 = 0.1 + d2 et substituant comme auparavant
j’ai d32 + 6.3d22 + 11.23d2 + 0.061 = 0. Négligeant les deux

premiers termes, il reste 11.23d2 + 0.061 = 0 ou d2 = −0.0054
à peu près. [...] Et je continue ainsi les opérations aussi

longtemps qu’il convient.

I. Newton (1736). Methodus fluxionum et serierum
infinitorum. (Voir les notes en fin de chapitre.)

The central idea in this essay is that narcissism is an
advantageous trait for succeeding in science. Scientists with a

high ego are better able to convince others of the importance of
their research. [...] Narcissists emerge as charismatic leaders

but the cost of their attitude is invisible, paid by others.

B. Lemaitre [386].

On donne aujourd’hui le nom de méthode de Newton à toute approche algorith-
mique procédant par linéarisation des fonctions définissant le système dont on cherche
une solution. C’est faire un grand honneur, peut-être excessif, à Isaac Newton, cet
important contributeur de la science. Le terme système est pris ici dans un sens très
large puisqu’il peut s’agir d’équations, d’inéquations, d’inclusions, d’équations dif-
férentielles ou aux dérivées partielles, d’inéquations variationnelles, etc. De même, le
terme linéarisation doit être pris dans un sens étendu, car on utilise aussi la méthode
de Newton pour résoudre des systèmes définis par des fonctions non différentiables
dans le sens classique. On peut donc mesurer le chemin parcouru depuis l’algorithme
proposé au XVII e siècle par Newton pour déterminer une racine d’un polynôme réel
d’une variable réelle, décrit dans les quelques lignes de l’épigraphe de ce chapitre,
alors que la notion de dérivée n’existait pas encore. Il aurait d’ailleurs été préférable
d’utiliser le nom de Simpson pour décrire ces méthodes (voir les notes de fin de cha-
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pitre), mais l’usage actuel en a décidé autrement. Nous aurions aussi pu utiliser la
locution méthodes de linéarisation, mais nous n’avons pas franchi le pas et avons suivi
la tradition.

Il y a de nombreuses monographies consacrées à l’algorithme de Newton ou à un
aspect de cette approche par linéarisation (voir les notes en fin de chapitre), si bien
que notre présentation ne pourra être que partielle, se concentrant sur des sujets qui
nous paraissent essentiels ou en rapport direct avec l’esprit de cet ouvrage. Notre
description commencera par le cas simple et instructif dans lequel on cherche à ré-
soudre un système d’équations non linéaires, à en trouver un zéro (section 10.1.1).
Ce cas est important en optimisation pour au moins deux raisons. D’abord il se
présente lorsqu’on cherche à minimiser la fonction nulle sous des contraintes d’égalité.
Par ailleurs, l’algorithme de Newton en optimisation sans contrainte est un cas par-
ticulier du précédent, si bien que certaines de ses propriétés, non attractives pour
l’optimisation, trouveront leur origine dans le fait que cette approche est d’abord des-
tinée à la résolution d’équations non linéaires. Nous verrons ensuite comment adapter
l’algorithme à la minimisation de fonctions sans contrainte (section 10.1.2) ; le cas des
problèmes avec contraintes sera examiné en détail au chapitre 15.

La propriété la plus attrayante de l’algorithme de Newton, qui en fait une référence,
est sa convergence quadratique locale (théorèmes 10.2 et 10.3). Il a malheureusement
aussi beaucoup de défauts ; nous les détaillerons. Comme remède à ces imperfections
nous examinerons en détail les méthodes inexactes (section 10.2) et la globalisation
de la convergence (section 10.3).

Connaissances supposées. Conditions d’optimalité pour les problèmes sans contrainte
(section 4.2) ; algorithme du gradient conjugué (chapitre 8, utile pour l’algorithme de
Newton tronqué à la section 10.3.1).

10.1 Méthodes locales

10.1.1 Systèmes d’équations

On s’intéresse ici à la recherche d’un zéro d’un système d’équations non linéaires,
c’est-à-dire d’un point x ∈ Rn qui vérifie

F (x) = 0, (10.1)

où F : Rn → Rn est une fonction différentiable. Il faut donc que Fi(x) = 0 pour
tout i = 1, . . . , n. Le système (10.1) étant formé de n équations aux n inconnues
x = (x1, . . . , xn), il a quelques chances d’être bien posé.

L’algorithme de Newton génère une suite {xk} par une idée très simple, qui est
illustrée à la figure 10.1 dans le cas où n = 1. On commence par linéariser l’équation
en l’itéré courant xk, ce qui donne la fonction x 7→ F (xk) + F ′(xk) · (x − xk) dont
le graphe est représenté par la ligne en tirets à la figure 10.1. Puis on cherche un
zéro de cette fonction linéaire, s’il existe. C’est un opération simple puisqu’il suffit de
résoudre un système linéaire. Ce zéro est l’itéré suivant xk+1, qui est donc défini par

F (xk) + F ′(xk) · (xk+1 − xk) = 0.
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xk

x∗

xk+1

F

Fig. 10.1. Une itération de Newton

Cette équation peut certainement être résolue si F ′(xk) est inversible. On renforcera
l’analogie avec les méthodes à directions de descente du chapitre 6 en écrivant

xk+1 = xk + dk, (10.2)

où dk est la solution de l’équation de Newton, qui est le système linéaire suivant

F ′(xk)dk = −F (xk). (10.3)

On peut maintenant décrire l’algorithme de Newton, que l’on qualifie de local car,
comme on le verra, sa convergence n’est garantie que si le premier itéré est proche
d’un zéro régulier de F .

Algorithme 10.1 (Newton local pour système non linéaire) On
suppose qu’au début de l’itération k, on dispose d’un itéré xk ∈ Rn.

1. Test d’arrêt. Si F (xk) ≃ 0, arrêt de l’algorithme.
2. Direction. Calculer dk comme solution de (10.3).
3. Nouvel itéré. xk+1 := xk + dk.

Le coût de l’itération repose essentiellement sur l’évaluation de la jacobienne F ′(xk)
et sur la résolution du système linéaire (10.3) à l’étape 2. Cet algorithme ramène
donc la résolution du système non linéaire (10.1) à une suite de systèmes linéaires,
plus simples à résoudre.

L’intérêt principal de l’algorithme Newton est de générer des suites q-quadrati-
quement convergentes, c’est ce que nous allons montrer dans le théorème 10.2 ci-
dessous. Les conditions assurant un tel comportement sont à peine plus fortes que
celles requises pour que la méthode soit bien définie : il faut que F ait une dérivée
lipschitzienne (alors que seule la dérivabilité de F est nécessaire à la définition de
l’algorithme) et que F ′ soit inversible en la solution x∗ recherchée (alors F ′(xk) sera
inversible pour un itéré xk proche de x∗).

Le théorème suivant analyse la convergence d’une méthode un peu plus générale
que l’algorithme 10.1, dans laquelle, à l’étape 2, la direction dk est solution du système
linéaire
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Mkdk = −F (xk), (10.4)

où Mk est une matrice inversible, pouvant être différente de F ′(xk). Les méthodes de
quasi-Newton entrent dans ce cadre (voir le chapitre 11).

Théorème 10.2 (convergence locale de l’algorithme de Newton) On sup-
pose que F a un zéro x∗, que F est de classe C1 dans un voisinage Ω de x∗ et
que F ′(x∗) est inversible.
1) Alors, il existe εx > 0 et εM > 0 tels que si

‖x1 − x∗‖ 6 εx et ‖Mk − F ′(xk)‖ 6 εM , ∀k > 1,

l’algorithme de Newton avec dk solution de (10.4), plutôt que de (10.3), est
bien défini et génère une suite {xk} convergeant q-linéairement vers x∗.

2) Si de plus (
Mk − F ′(x∗)

)
(xk − x∗) = o(‖xk − x∗‖),

alors la convergence est q-superlinéaire.
3) Si de plus F ′ est lipschitzienne sur Ω et

(
Mk − F ′(x∗)

)
(xk − x∗) = O(‖xk − x∗‖2),

alors la convergence est q-quadratique.

Démonstration. On note β := ‖F ′(x∗)−1‖ et on choisit εM > 0 tel que βεM < 1 et

r :=
3βεM

1− βεM
< 1.

On détermine ensuite εx > 0 tel que B̄(x∗, εx) ⊆ Ω et tel que ‖x− x∗‖ 6 εx implique
que ‖F ′(x)− F ′(x∗)‖ 6 εM (possible par la continuité de F ′).

Si une matrice M vérifie ‖M − F ′(x∗)‖ 6 εM , alors ‖F ′(x∗)−1(M − F ′(x∗))‖ 6
βεM < 1 et, par le lemme A.2 de perturbation de Banach, la matrice M est inversible
et vérifie ‖M−1‖ 6 β/(1 − βεM ). En appliquant cela à M = Mk ou M = F ′(x), on
trouve que, pour tout k > 1 et tout x ∈ B̄(x∗, εx), Mk et F ′(x) sont inversibles et

‖M−1
k ‖ et ‖F ′(x)−1‖ 6 β

1− βεM
.

Dans ce cas, la formule (10.4) définit bien la direction dk.
En utilisant F (x∗) = 0 et le fait que F est de classe C1 sur B̄(x∗, εx) (ce qui

autorise un développement de Taylor avec reste intégral), on a si xk ∈ B̄(x∗, εx)

xk+1 − x∗ = xk − x∗ + dk

= M−1
k

(
Mk(xk − x∗)− F (xk)

)

= M−1
k

(
Mk − F ′(xk)

)
(xk − x∗)

+M−1
k

∫ 1

0

(
F ′(xk)− F ′(x∗ + t(xk − x∗))

)
(xk − x∗) dt.
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En utilisant le fait que la norme d’une intégrale est plus petite que l’intégrale de
la norme de l’intégrant, on en déduit que ‖xk+1 − x∗‖ 6 r‖xk − x∗‖. Dès lors, par
récurrence, toute la suite {xk} ⊆ B̄(x∗, εx) si x1 ∈ B̄(x∗, εx) (car r 6 1). De plus
xk → x∗ (car r < 1). Ceci démontre le point 1 du théorème.

Sous la condition additionnelle du point 2, l’estimation de l’erreur xk+1 − x∗
ci-dessus montre que xk+1 − x∗ = o(‖xk − x∗‖), c’est-à-dire la convergence su-
perlinéaire de {xk}. Sous les conditions additionnelles du point 3, on trouve à
partir de l’estimation de l’erreur xk+1 − x∗ ci-dessus que, pour une constante C,
‖xk+1 − x∗‖ 6 C‖xk − x∗‖2 ; on obtient la convergence quadratique de {xk}. ✷

Le résultat de convergence ci-dessus s’applique directement à l’algorithme de New-
ton, c’est-à-dire lorsque Mk = F ′(xk) pour tout k > 1. En particulier, on voit que
sous les conditions de régularité de F spécifiées dans les trois parties du théorème,
l’algorithme est bien défini et génère une suite convergeant quadratiquement, dès que
le premier itéré x1 est pris assez proche de x∗.

Le théorème de Kantorovitch offre une autre manière de montrer la convergence de
l’algorithme de Newton. Il a la particularité intéressante de ne pas supposer l’existence
d’un zéro de F , mais de l’affirmer. Ce résultat offre donc aussi un moyen de démontrer
l’existence d’un zéro d’une équation non linéaire. Il est d’ailleurs apparenté à des
théorèmes d’existence de points fixes (voir les notes en fin de chapitre). Le résultat
s’exprime simplement : si x1 est presqu’un zéro (F (x1) ≃ 0) et si F ′ est inversible
en x1 et ne change pas trop vite, alors il doit y avoir un zéro dans un voisinage de
x1 ; de plus l’algorithme de Newton démarrant en x1 converge vers ce zéro.

Théorème 10.3 (Kantorovitch) Supposons que F soit différentiable sur un
ouvert convexe Ω ⊆ Rn. On suppose également qu’en x1 ∈ Ω, F ′(x1) est in-
versible, que F ′(x1)−1F ′(·) est lipschitzienne de module L > 0 sur Ω et que, pour
δ := ‖F ′(x1)−1F (x1)‖ et r := (1 −

√
1−2δL)/L, on a

2δL 6 1 et B̄(x1, r) ⊆ Ω.

Alors,
1) F a un zéro x∗ ∈ B̄(x1, r),
2) F n’a pas d’autre zéro que x∗ dans (B̄(x1, r) ∪ B(x1, r+)) ∩ Ω, où r+ :=

(1 +
√
1−2δL)/L,

3) l’algorithme de Newton démarrant en x1 est bien défini et génère une suite
{xk} ⊆ B̄(x1, r) convergeant vers x∗.

Démonstration. ✷

Concluons cette section par une propriété de l’algorithme de Newton importante
pour les applications : l’algorithme est invariant par changement de variables. De
manière plus précise, supposons que l’on fasse le changement de variables

x̃ = Ax,
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où A est une matrice d’ordre n inversible. Soit F̃ = F ◦ A−1 l’expression de F dans
l’espace des x̃ ; donc F̃ (x̃) = F (x) si x̃ et x sont reliés par la relation ci-dessus. On a
le résultat suivant.

Proposition 10.4 (invariance par changement de variables) Dans les con-
ditions décrites ci-dessus, si {xk} [resp. {x̃k}] est la suite des itérés générés par
l’algorithme de Newton pour résoudre le système non linéaire F (x) = 0 [resp.
F̃ (x̃) = 0] à partir d’un premier itéré x1 [resp. x̃1 = Ax1], alors x̃k = Axk pour
tout k > 1.

Démonstration. Soit dk la direction de Newton sur F en xk et d̃k la direction de
Newton sur F̃ en x̃k. Si x̃k = Axk, on a

d̃k = −F̃ ′(x̃k)
−1F̃ (x̃k) = −AF ′(x)−1F (x) = Adk,

car F̃ ′(x̃k) = F ′(xk)A−1 et F̃ (x̃k) = F (xk). On en déduit que

x̃k+1 = x̃k + d̃k = A(xk + dk) = Axk+1.

Le résultat s’en ensuit alors par récurrence. ✷

On obtient un résultat d’invariance analogue si, au lieu de pré-composer la fonc-
tion F par une application linéaire inversible, on la post-compose : F̃ = A ◦ F . Ces
résultats nous montrent qu’il ne sert à rien de préconditionner l’algorithme de New-
ton par pré- ou post-composition avec une application linéaire inversible, puisque les
itérés générés n’en seraient pas affectés. Un préconditionnement peut toutefois avoir
une incidence en arithmétique flottante et dans les algorithmes de Newton tronqués,
dans lesquels le système linéaire n’est résolu que partiellement (section ??).

10.1.2 Optimisation

On considère le problème d’optimisation non linéaire sans contrainte suivant :
{

min f(x)
x ∈ Rn,

(10.5)

dans lequel f est supposée régulière. Son équation d’optimalité s’écrit :

∇f(x) = 0,

où ∇f(x) est le gradient de f en x pour un produit scalaire arbitraire donné (on
le note 〈·, ·〉). Il s’agit d’un système de n équations non linéaires à n inconnues, que
l’on peut résoudre par l’algorithme de Newton de la section 10.1.1, avec F ≡ ∇f .
Dans ce cas, l’équation de Newton (10.3) s’obtient en linéarisant en xk l’équation
d’optimalité ci-dessus, qui s’écrit aussi f ′(x) · h = 0, pour tout h ∈ Rn. Cela donne
f ′(xk) · h+ f ′′(xk) · (dk, h) = 0, pour tout h ∈ Rn ; ou encore

∇2f(xk)dk = −∇f(xk). (10.6)
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Dans (10.6), ∇2f(xk) est donc la hessienne de f en xk pour le produit scalaire ayant
servi à calculer le gradient ∇f(xk). On adapte ainsi aisément l’algorithme de la sec-
tion 10.1.1 au cas de l’optimisation.

Algorithme 10.5 (Newton local en optimisation) On suppose qu’au
début de l’itération k, on dispose d’un itéré xk ∈ Rn.

1. Test d’arrêt. Si ∇f(xk) ≃ 0, arrêt de l’algorithme.
2. Direction. Calculer dk comme solution de (10.6).
3. Nouvel itéré. xk+1 := xk + dk.

Une autre approche conduisant au même résultat est la suivante. Étant donné
l’itéré xk, on cherche à trouver xk+1 en minimisant l’approximation quadratique de f .
Ceci conduit au problème quadratique osculateur en xk, qui est le problème en d suivant

min
d∈Rn

f(xk) +∇f(xk)Td+
1

2
dT∇2f(xk)d. (10.7)

S’il a un point stationnaire, disons dk, on prend alors xk+1 = xk + dk. Il est aisé de
montrer qu’il s’agit du même algorithme de Newton : l’équation d’optimalité de (10.7)
n’est autre que (10.6).

Il est important d’observer que l’algorithme de Newton construit des suites con-
vergeant vers des points stationnaires, sans faire de distinction entre les minima ou
les maxima, par exemple. Ceci est dû au fait qu’il est conçu pour trouver des zéros
de ∇f(x) = 0. Par conséquent, sans modification adéquate, si le premier itéré est
proche d’un point stationnaire « régulier », la suite générée convergera vers ce point
stationnaire. On comprend que, si l’on cherche à minimiser f , converger vers un ma-
ximum local n’est pas une propriété satisfaisante. Il sera donc nécessaire de modifier
l’algorithme de Newton de manière à le contraindre à éviter les points stationnaires
qui ne sont pas des minima. Ce n’est pas une tâche facile : si ∇f(x1) = 0, la direction
de Newton est nulle et donc l’itéré suivant x2 est identique au premier ! Cette question
est toujours un objet d’études. Nous en reparlerons aux sections 10.3.1 et 10.3.2.

10.1.3 Défauts et remèdes

Les inconvénients de la méthode de Newton pour résoudre des systèmes d’équations
non linéaires [resp. des problèmes d’optimisation] sont bien connus :

1. il faut calculer les dérivées premières de F [resp. les dérivées secondes de f ],
ce qui peut être coûteux en temps de calcul (n2 éléments à évaluer), en effort
humain (l’expression analytique de ces dérivées n’est pas toujours simple à
obtenir) et en espace mémoire ;

2. l’algorithme n’est pas globalement convergent (si le premier itéré est éloigné
d’une solution, le comportement des itérés suivants est souvent erratique) ;

3. l’algorithme n’est pas nécessairement défini aux points x où F ′(x) [resp.∇2f(x)]
est singulière ;

4. pour les problèmes d’optimisation, si f n’est pas fortement convexe, l’algorith-
me ne génère pas nécessairement des directions de descente de f ;



410 10. Algorithmes de Newton

5. un système linéaire d’ordre n doit être résolu à chaque itération.

Voilà bien des défauts pour un algorithme aux propriétés locales tant souhaitées (il
converge localement quadratiquement). Dans les sections suivantes, nous étudions
des modifications de la méthode de Newton qui remédient partiellement à ces points
faibles, tout en essayant de conserver son intérêt majeur qui est de générer des suites
convergeant rapidement.

Les remèdes foisonnent et il n’est pas aisé de les exposer de manière concise. On
peut en effet s’intéresser à la résolution de systèmes non linéaires ou à l’optimisation ;
la globalisation de la convergence peut se faire par recherche linéaire, par région de
confiance ou des méthodes de suivi de chemin ; le système de Newton peut être résolu
exactement ou de manière approchée, par des méthodes directes ou itératives ; les
algorithmes peuvent faire l’effort de ne pas utiliser la transposée de la jacobienne F ′(x)
ou pas. Voilà donc beaucoup de possibilités à décrire et elles peuvent toutes être
intéressantes en fonction du problème à résoudre. Nous serons brefs sur certaines
approches si elles peuvent se déduire de méthodes déjà décrites ailleurs. Par ailleurs,
nous ne considérerons pas les cas singuliers, où la jacobienne n’est pas inversible en la
solution, où la fonction est non lisse, où la solution recherchée n’est pas isolée, etc, qui
sont tous très importants pour pouvoir aborder des problèmes plus généraux que les
deux considérés ici (annuler une fonction non linéaire et l’optimisation), comme les
problèmes d’inéquations variationnelles ou de complémentarité, l’optimisation sous
contrainte, etc.

Mais soyons clair : nonobstant cette abondance, il n’y a pas d’algorithme newtonien
qui garantisse la convergence vers un zéro d’une fonction non linéaire F arbitraire
quel que soit l’itéré initial. Cependant, les techniques numériques que nous allons
présenter dans les sections suivantes améliorent grandement les qualités (efficacité et
robustesse) des algorithmes en pratique, si bien qu’on ne peut les négliger. La difficulté
se rencontre déjà en dimension 1, pour la fonction suivante

F (x) = 1
2 + 3x2 − 7

2x
3,

F

0 1

(10.8)

laquelle a un unique zéro en x = 1. Si l’on prend comme itéré initial x0 = 0, les
algorithmes échouent lamentablement. Il faut noter que la jacobienne de F y est
nulle et donc que la direction de Newton n’y est pas définie. Par ailleurs, la fonction
x 7→ |F (x)| a un minimum local en zéro, ce qui rend ce point attrayant aux yeux de
beaucoup d’algorithmes. En réalité, il n’y a pas aujourd’hui de remède universel à
cette difficulté fondamentale, qui trouve son origine dans le fait que l’algorithme de
Newton est une méthode locale (en chaque itéré, elle n’utilise que les valeurs de F et
de sa dérivée) alors que la détermination d’un zéro de F est de nature globale (dans
l’exemple ci-dessus, en n’examinant F que dans le voisinage de 0, il est très difficile
de savoir s’il faut s’éloigner de 0 en partant vers la gauche ou vers la droite — ce
n’est pas impossible de faire le bon choix lorsque F est analytique et que l’on dispose
des dérivées de tous ordres de F en zéro, mais en pratique il n’est possible d’utiliser
qu’une quantité finie d’information).
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On notera enfin que la situation est beaucoup plus favorable si les composantes
de F sont des polynômes. La nature globale des zéros de F ne pose alors pas de
difficulté aux techniques algébriques (via l’utilisation de base de Gröbner par exem-
ple [147]) ou numériques (en utilisant des méthodes d’optimisation globale [375])
pourvu que le nombre de variables ou le degré des polynômes reste faible.

10.2 Méthodes inexactes N

10.2.1 Systèmes d’équations

Dans les problèmes de grande taille, il peut être coûteux de résoudre les systèmes
linéaires de Newton (10.3) avec précision. Souvent même, une résolution exacte n’est
pas possible, si bien qu’il faut définir un seuil de tolérance. Par ailleurs, on conviendra
également qu’un calcul précis, qui fait entièrement confiance à la linéarisation de F ,
n’est probablement pas utile lorsque l’itéré courant xk est éloigné d’un zéro de F , parce
qu’en de tels points la direction de Newton dk est généralement grande et qu’alors
F (xk + dk) est souvent éloigné de la valeur nulle prédite par le modèle linéarisé de F .
Si le nombre de variables est important, les systèmes linéaires sont en général résolus
par des méthodes itératives, dont l’arrêt est contrôlé par un test ; il est alors naturel
d’avoir un test permissif, autorisant un important résidu F (xk) + F ′(xk)dk, lorsque
F (xk) est grand et un test plus contraignant lorsque F (xk) est petit. Ces différentes
considérations conduisent à la notion suivante.

On parle de méthode de Newton inexacte lorsque l’algorithme cherche à calculer
des directions dk, dites de Newton inexactes, vérifiant la condition suivante :

‖F (xk) + F ′(xk)dk‖ 6 ηk‖F (xk)‖, (10.9)

où ‖ · ‖ est une norme arbitraire et ηk ∈ [0, 1[ est appelé le facteur d’inexactitude. Il
est naturel de prendre ηk < 1 de manière à ne pas accepter une direction nulle. Par
ailleurs, la direction de Newton, quand elle existe, annule le membre de gauche, si
bien que (10.9) peut être vu comme une condition acceptant davantage de directions
que celle de Newton. Comme annoncé, la condition (10.9) contrôle la précision avec
laquelle il faut résoudre le système linéaire de Newton (10.3) au moyen de la grandeur
‖F (xk)‖, qui mesure la précision avec laquelle l’itéré courant résout le système non
linéaire (10.1).

La condition (10.9) n’est pas nécessairement réalisable. La proposition suivante
montre que l’on peut trouver une direction de Newton inexacte pour une norme
arbitraire, essentiellement lorsque la direction de Newton elle-même existe, c’est-à-
dire lorsque F (xk) ∈ R(F ′(xk)). Cependant, si la direction de Newton n’existe pas, on
pourra parfois trouver une direction de Newton inexacte pour une norme particulière
et un facteur d’inexactitude assez grand. Par exemple, si F : R2 → R2 est la fonction
linéaire définie par

F (x) =

(
1
0

)
+

(
1 0
1 0

)
x,

on a F (0) /∈ R(F ′(0)), alors que ‖F (0) + F ′(0)d‖2 6 η‖F (0)‖2 est réalisable pourvu
que η ∈ [

√
2/2, 1[.



412 10. Algorithmes de Newton

Proposition 10.6 (existence d’une direction de Newton inexacte) Sup-
posons que F soit différentiable en un itéré xk tel que F (xk) 6= 0. Alors, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) F (xk) ∈ R(F ′(xk)),
(ii) pour toute norme ‖ · ‖ et tout ηk ∈ [0, 1[, il existe un dk vérifiant (10.9),
(iii) pour toute norme ‖ · ‖ associée à un produit scalaire, il existe un ηk ∈ [0, 1[

et un dk vérifiant (10.9).

Démonstration. [(i)⇒ (ii)] Si F (xk) ∈ R(F ′(xk)), on peut trouver un dk tel que
F (xk) + F ′(xk)dk = 0. Cette direction de Newton dk vérifie évidemment (10.9) quels
que soient la norme et le ηk ∈ [0, 1[.

[(ii)⇒ (iii)] Évident.
[(iii) ⇒ (i)] Si F (xk) /∈ R(F ′(xk)), on peut construire une base de Rn en com-

plétant une base de R(F ′(xk)) à laquelle on joint le vecteur F (xk). On prend sur Rn

le produit scalaire 〈·, ·〉 associé à cette base, qui est le produit scalaire euclidien des
coordonnées dans cette base, et la norme associée, que l’on note ‖ · ‖. Alors F (xk) est
orthogonal à R(F ′(xk)), ce qui s’écrit

F ′(xk)
∗F (xk) = 0.

On en déduit que d = 0 minimise la fonction convexe différentiable d 7→ ‖F (xk) +
F ′(xk)d‖, c’est-à-dire que ‖F (xk) + F ′(xk)d‖ > ‖F (xk)‖ pour tout d ∈ Rn. Dès lors,
quel que soit ηk ∈ [0, 1[, (10.9) n’est pas réalisable pour la norme ‖ · ‖. ✷

10.3 Globalisation de la convergence

Grâce au théorème 10.2, on sait que la convergence de l’algorithme de Newton
local 10.1 est garantie si l’itéré initial est « suffisamment » proche d’une solution (un
zéro de F ou un minimum de f). Si le premier itéré est « éloigné » d’une solution,
l’algorithme pourra générer une suite au comportement erratique, qui pourra acciden-
tellement se retrouver dans le voisinage d’une solution et converger vers celle-ci, mais
qui le plus souvent divergera (voir [43 ; 2012] pour un cas de cyclage, avec une fonction
non différentiable, que l’on pourrait facilement lisser). En général, il est difficile de dire
si un itéré initial est dans le voisinage d’une solution qui garantit la convergence de
l’algorithme de Newton. Il est donc important de disposer de techniques permettant
d’éviter le comportement désordonné indésirable probable de ses suites générées.

On entend par globalisation de la convergence de l’algorithme de Newton toute
technique permettant d’améliorer la convergence des itérés vers une solution du prob-
lème, même si l’itéré initial est éloigné d’une solution. Cette notion n’a donc pas de
lien avec la recherche d’un minimum global d’une fonction.
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10.3.1 Recherche linéaire

Newton inexact N

On appelle fonction de mérite, toute fonction réelle qui atteint un minimum (si
possible global) en une solution du problème que l’on cherche à résoudre. Si le pro-
blème considéré est celui de la minimisation sans contrainte (10.5), la fonction de
mérite idéale est la fonction coût elle-même. Dans le cas où l’on recherche un zéro de
l’équation (10.1), une fonction de mérite naturelle est la fonction de moindres-carrés
ϕ : Rn → R, définie par

ϕ(x) =
1

2
‖F (x)‖22. (10.10)

Le facteur 1
2 n’est utile que pour simplifier l’expression de la dérivée ; la norme ℓ2 et

le carré assurent quant à eux la différentiabilité de ϕ.
La fonction ϕ atteint une valeur optimale nulle en toute solution de (10.1). Elle

peut toutefois avoir des minima locaux qui ne sont pas solutions de (10.1). Ceux-ci
vérifient la condition d’optimalité du premier ordre

F ′(x)TF (x) = 0.

Ces points stationnaires seront donc des solutions de (10.1) si F ′(x) y est inversible,
ce qui est loin d’être toujours le cas. Ce raisonnement simple met en évidence le rôle
critique que jouera, dans cette approche, le lieu des points où la jacobienne F ′(x) est
singulière :

S := {x ∈ Rn : F ′(x) est singulière}.
La situation est cependant plus compliquée : même si S est vide, certains algorithmes
utilisant ϕ comme fonction de mérite pourront rencontrer des difficultés lorsque la
fonction x 7→ F ′(x)−1 n’est pas bornée. Autrement dit, une matrice F ′(x) « singulière
à l’infini » peut aussi être une source de difficultés.

Les techniques de globalisation de la convergence utilisent souvent de telles fonc-
tions de mérite, car on sait comment forcer la convergence d’itérés vers des minima
locaux de fonctions, par recherche linéaire (chapitre 6) ou par régions de confiance
(chapitre 9), alors que l’on ne connaît pas de méthode systématique permettant de
trouver un zéro d’une fonction. On peut dire qu’en adoptant une telle approche, ces
techniques renoncent à trouver un zéro de F et se contentent d’un point stationnaire
ou d’un minimum local de ϕ. Dans ce cadre, cette recherche de zéro revient à trouver
un minimum global de la fonction ϕ ci-dessus, tâche considérée aujourd’hui comme
très difficile, parfois impossible, et de toutes façons très coûteuse en toute généralité.

Nous nous intéressons donc, dans cette section, à la globalisation de la convergence
de l’algorithme de Newton pour résoudre le système (10.1), au moyen de la fonction
de mérite ϕ définie ci-dessus. Cette approche permet d’ailleurs de résoudre de manière
approchée l’équation de Newton (10.3). On se satisfait en effet d’une direction dk qui
vérifie

‖F (xk) + F ′(xk)dk‖2 6 ηk‖F (xk)‖2, (10.11)

où 0 6 ηk 6 η < 1 (η est une constante). En général, on prend ηk proche de 1 lorsque
xk est loin d’une solution, de manière à ne pas passer trop de temps dans la résolution
d’un système linéaire qui n’est sans doute pas un bon modèle de F dans ce cas, et l’on
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prend ηk proche de zéro lorsque xk se rapproche d’une solution, de manière à bénéficier
de la convergence rapide de l’algorithme de Newton dans le voisinage d’une solution.
Rappelons que le fait que l’on puisse trouver une direction dk vérifiant (10.11) cache
une hypothèse sur F ′(xk) ; voir la proposition 10.6.

A priori, on ne voit pas pourquoi la direction de Newton (inexacte) serait une
direction de descente de ϕ, laquelle est définie de manière naturelle, mais sans lien
évident avec l’algorithme de Newton. Le fait qu’il en soit ainsi est le premier miracle
du couple Newton-ϕ (voir la proposition 10.15 pour le second).

Proposition 10.7 (descente) Si F (xk) 6= 0, toute direction dk vérifiant
(10.11) est une direction de descente (non nulle) de ϕ en xk car on a

∇ϕ(xk)Tdk = F ′(xk)
TF (xk)dk 6 −2(1− ηk)ϕ(xk) < 0. (10.12)

Démonstration. On a en effet ∇ϕ(xk) = F ′(xk)TF (xk). Puis en utilisant l’inégalité
de Cauchy-Schwarz :

∇ϕ(xk)Tdk = F (xk)
T (F (xk) + F ′(xk)dk)− ‖F (xk)‖22 6 −(1− ηk)‖F (xk)‖22 < 0.

Forcément, comme toute direction de descente, dk ne peut être nulle. ✷

Comme on cherche à annuler F et qu’un zéro de F est un minimum global de ϕ,
la propriété remarquable précédente légitime le fait de trouver l’itéré suivant xk en
faisant de la recherche linéaire le long de dk. C’est ce que fait l’algorithme ci-dessous,
qui porte le nom d’algorithme de Newton inexact, malgré la connotation péjorative de
cette appellation. Cette approche, que l’on retrouvera pour l’algorithme de Newton
en optimisation, semble providentielle. Nous verrons cependant qu’elle a ses propres
limites.

Algorithme 10.8 (Newton inexact) On suppose qu’au début de l’ité-
ration k, on dispose d’un itéré xk ∈ Rn.

1. Test d’arrêt. Si F (xk) ≃ 0, arrêt de l’algorithme.
2. Direction. Calculer dk vérifiant (10.11). Si ce n’est pas possible l’algo-

rithme échoue.
3. Recherche linéaire. Déterminer un pas αk > 0 « suffisamment grand »

le long de dk de manière à faire décroître ϕ « suffisamment ».
4. Nouvel itéré. xk+1 := xk + αkdk.

La description de la recherche linéaire utilisée à l’étape 3 est vague et sera précisée
dans les résultats de convergence ci-dessous. Il est courant cependant d’utiliser la règle
d’Armijo (section 6.3.3) : pour ω et β ∈ ]0, 1[, le pas αk est pris égal à βikα1

k où α1
k

plus grand qu’une constante strictement positive et ik est le plus petit entier positif
tel que
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ϕ(xk + αkdk) 6 ϕ(xk)− 2ωαk(1− ηk)ϕ(xk). (10.13)

En utilisant la proposition 10.7, on voit facilement qu’un tel pas existe.
Le premier énoncé de convergence globale que nous donnons ci-après montre que

les points d’adhérence réguliers (dans un sens précisé dans l’énoncé) de la suite {xk}
générée par l’algorithme 10.8 sont des zéros de F . Il faut se garder de penser que
la question de la convergence globale de l’algorithme de Newton est réglée avec ce
résultat, car il se peut très bien que de tels points stationnaires réguliers n’existent
pas et que la suite générée converge vers un point non régulier qui n’est pas un zéro
de F . Néanmoins, un tel résultat est une première indication sur la bonne conception
de l’algorithme et nous l’énonçons et le démontrons pour cette raison.

Proposition 10.9 (Newton inexact et points d’adhérence) On considère
l’algorithme de Newton inexact 10.8 pour résoudre le système F (x) = 0 où
F : Rn → Rn est différentiable avec F ′(xk) inversible en tout itéré xk généré
par l’algorithme. On suppose que l’algorithme utilise la règle de recherche linéaire
d’Armijo décrite autour de (10.13). Alors, s’il existe un point d’adhérence x̄
de {xk} tel que F ′(x̄) est inversible et si F ′ y est continue, il s’ensuit que
ϕ(xk)→ 0 et F (x̄) = 0.

Démonstration. Si x̄ est un point d’adhérence de {xk}, il existe une sous-suite
d’indices K tel que xk → x̄ lorsque k →∞ dans K.

Montrons que {dk}k∈K est bornée (c’est une conséquence de la régularité de x̄). On
raisonne par l’absurde, en supposant que {dk} n’est pas bornée. Alors, en extrayant
une sous-suite au besoin, on peut supposer que ‖dk‖ → ∞ et dk/‖dk‖ → d 6= 0
lorsque k →∞ dans K. En divisant les deux membres de l’inégalité (10.11) par ‖dk‖
et en passant à la limite lorsque k → ∞, on trouve que F ′(x̄)d = 0, ce qui contredit
l’inversibilité supposée de F ′(x̄) puisque d 6= 0.

Par la règle d’Armijo, la suite {ϕ(xk)} est décroissante. Comme elle est aussi
borné inférieurement (par zéro), elle converge. Alors, la règle d’Armijo et ηk 6 η < 1
impliquent que

αkϕ(xk)→ 0.

On poursuit en examinant deux cas complémentaires.

1) Supposons d’abord que αk 6→ 0. Alors, ϕ(xk) → 0 pour une sous-suite d’indices
tendant vers l’infini. Par la décroissance de la suite {ϕ(xk)}, on voit que toute la
suite {ϕ(xk)} → 0. Dès lors, tout point d’adhérence x̄ de {xk} vérifie ϕ(x̄) = 0
ou F (x̄) = 0.

2) Considérons à présent le cas plus difficile où αk → 0. On peut supposer que
αk < 1, ce qui veut dire que le pas α̂k := αk/β n’est pas accepté par la règle
d’Armijo ou encore, qu’au point x̂k := xk + α̂kdk, on a

ϕ(x̂k) > ϕ(xk)− 2ωα̂k(1− ηk)ϕ(xk). (10.14)

Notons que α̂k → 0 et que, par la bornitude de {dk}k∈K, x̂k → x̄ pour k → ∞
dans K. On peut estimer l’écart ϕ(x̂k) − ϕ(xk) comme suit. Par le théorème des
accroissements finis (corollaire C.13), on a
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‖F (x̂k)− F (xk)− F ′(xk)(x̂k − xk)‖ 6
(

sup
z∈]xk,x̂k[

‖F ′(z)− F ′(xk)‖
)
‖x̂k − xk‖.

Par la continuité supposée de F ′ en x̄, le facteur entre parenthèses du membre
de droite tend vers zéro quand k → ∞ dans K. En utilisant x̂k − xk = α̂kdk, on
obtient F (x̂k) = F (xk) + α̂kF

′(xk)dk + o(α̂k) et donc

ϕ(x̂k) = ϕ(xk) + α̂kF (xk)
TF ′(xk)dk + o(α̂k)

6 ϕ(xk)− 2α̂k(1 − ηk)ϕ(xk) + o(α̂k) [(10.12)].

Alors (10.14) conduit à

0 6 2(1− ω)α̂k(1− ηk)ϕ(xk) 6 o(α̂k).

En divisant chaque membre de ces inégalités par α̂k > 0, en utilisant ω < 1, en
extrayant une sous-suite convergente de {ηk}k∈K ⊆ ]0, η] et en passant à la limite
lorsque k →∞ dans K, on obtient que ϕ(x̄) = 0 ou F (x̄) = 0. ✷

La recherche linéaire est considérée comme raisonnable dans le résultat de con-
vergence qui suit, si elle permet d’obtenir la condition de Zoutendijk (6.19). La règle
d’Armijo (algorithme 6.3) avec le pas initial α1

k = 1 est souvent utilisée. Selon le
chapitre 6, il faut souvent que ϕ soit C1,1 pour que la condition de Zoutendijk soit
vérifiée par les recherches linéaires qui y sont étudiées. Dès lors, exiger la condition
de Zoutendijk cache une hypothèse de régularité sur F .

Proposition 10.10 (convergence globale de Newton inexact) Considé-
rons l’algorithme de Newton inexact 10.8, avec une recherche linéaire vérifiant
la condition de Zoutendijk (6.19), et supposons qu’il génère une suite {xk} telle
que le conditionnement κ2(F ′(xk)) soit borné. Alors
1) ∇ϕ(xk)→ 0,
2) si, de plus, la suite {F ′(xk)−1} est bornée, alors F (xk)→ 0.

Démonstration. Comme ϕ(xk) est bornée inférieurement, la proposition 6.8 montre
que (6.21) a lieu. Le point 1 sera démontré si l’on prouve que le cosinus de l’angle θk
entre ∇ϕ(xk) = F ′(xk)TF (xk) et −dk est uniformément positif. On a par (10.11)

‖dk‖2 6 ‖F ′(xk)
−1‖2 ‖F ′(xk)dk‖2 6 (1 + ηk)‖F ′(xk)

−1‖2 ‖F (xk)‖2.

Dès lors, si C est une borne sur κ2(F ′(xk)), on a

cos θk =
−∇ϕ(xk)Tdk
‖ϕ(xk)‖2 ‖dk‖2

>
1− ηk
1 + ηk

1

‖F ′(xk)‖2 ‖F ′(xk)−1‖2
>

1− η
2C

.

Pour le point 2, on déduit de ∇ϕ(xk) = F ′(xk)TF (xk)→ 0 et du caractère borné de
{F ′(xk)−1} que

‖F (xk)‖2 6 ‖F ′(xk)
−T‖2 ‖F ′(xk)

TF (xk)‖2 → 0. ✷
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Proposition 10.11 (convergence locale de Newton inexact) On suppose
que F a un zéro x∗, que F est de classe C1 dans un voisinage Ω de x∗ et que
F ′(x∗) est inversible. On considère l’algorithme de Newton inexact 10.8, avec pas
unité. Alors . . .

Démonstration. ✷

D’après la proposition 10.10, tout se passe de manière très satisfaisante si F ′(xk)
forme une suite bornée d’inverses bornés (il ne suffit pas que F ′(xk) soit inversible,
comme le montrera l’exemple 10.16). Cette hypothèse est vérifiée dans beaucoup de
problèmes, mais il n’est pas difficile de la violer et de piéger l’algorithme 10.8. C’est
ce que l’on s’attache à mettre en évidence dans les exemples ci-dessous, qui sont des
variations autour de l’exemple très favorable suivant.

Exemple 10.12 On considère la fonction F : R2 → R2 définie par

F (x) =

(
x1

−(x1−2)2 + x2 + 4

)

F ′(x) =

(
1 0

−2(x1−2) 1

)
.

x∗

x1

d1

La fonction F a un unique zéro en x∗ = 0. ✷

La proposition 10.10 a mis en évidence le rôle joué par F ′(x). Si l’algorithme 10.8
est utilisé dans l’exemple ci-dessus, on a ‖F (xk)‖2 6 ‖F (x1)‖2, ce qui implique que
{xk} est bornée et donc aussi {F ′(xk)} et {F ′(xk)−1}. D’après la proposition 10.10,
F (xk)→ 0 et même xk → x∗ si l’on reprend le raisonnement de la démonstration du
théorème ??. C’est bien ce que l’on observe dans le tracé à droite ci-dessus, dans lequel
on a indiqué les itérés générés par l’algorithme 10.8 avec recherche linéaire inexacte,
les courbes de niveaux de ϕ et la direction de Newton d1 en x1.

Exemple 10.13 Dans cet exemple, on modifie le terme x2 de F2(x) de l’exemple
précédent de manière à introduire une singularité dans F ′ :

F (x) =

(
x1

−(x1 − 2)2 + (x2 − 1)2 + 3

)
, F ′(x) =

(
1 0

−2(x1 − 2) 2(x2 − 1)

)
.

(10.15)
La fonction F a toujours un zéro en x∗ = 0 (et un autre en (0, 2)), mais F ′(x) est
singulière sur la droite S := {x ∈ R2: x2 = 1}. ✷
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Évidemment, l’algorithme de Newton n’est pas défini en un x ∈ S, mais la situation
est bien plus délicate que cela. Comme le montre le tracé de gauche à la figure 10.3.1,
ce lieu de singularités S est attrayant pour les itérés, qui peuvent s’y précipiter en

x∗ x1

d1

unreachable zone F (x1)

F (x∗)

F
′(x1)d1

Fig. 10.2. Itérés de Newton avec recherche linéaire pour le système (10.15)

quelques itérations. Les courbes de niveau de ϕ apportent un premier éclairage sur ce
comportement indésirable : les itérés sont piégés dans un bassin de ϕ, qui ne contient
pas x∗ et qu’ils ne peuvent quitter car ϕ(xk) décroît à chaque itération. Plus étrange,
∇ϕ(x̄) 6= 0 au point x̄ vers lequel les itérés convergent. Un autre éclairage est apporté
par l’observation de l’image F (xk) des itérés dans l’espace image (tracé de droite).
Dans cet exemple, F n’est pas surjective.

Exemple 10.14 Dans ce dernier exemple, on modifie le terme x2 de F2(x) de l’exem-
ple 10.12 de manière à rendre F ′(x) inversible en tout x ∈ R2, mais d’inverse non
borné :

F (x) =

(
x1

−(x1 − 2)2 + ex2 + 3

)
, F ′(x) =

(
1 0

−2(x1 − 2) ex2

)
. (10.16)

La fonction F a un unique zéro en x∗ = 0 et F ′(x) présente une « singularité à l’infini »
(c.-à-d., ‖F ′(x)−1‖2 explose pour x2 → −∞). ✷

Nous examinons ci-après la question de l’admissibilité asymptotique du pas unité
par la recherche linéaire dans le voisinage d’un zéro de F . La question que l’on se pose
est la suivante. Dans quelles conditions peut-on garantir que le pas α = 1 est admis
par l’inégalité de décroissance suffisante

ϕ(x + αd) 6 ϕ(x) + ω αϕ′(x)d, (10.17)

si l’itéré courant x est proche d’un zéro de F ? Dans cette inégalité, ϕ est la fonction
de moindres-carrés définie par (10.10). Cette propriété est importante, car elle permet
localement à l’algorithme avec recherche linéaire d’avoir la convergence quadratique
locale de l’algorithme de Newton. Comme ϕ n’a pas de lien évident avec l’algorithme
de Newton, on ne voit pas trop pourquoi il en serait ainsi. C’est le second miracle du
couple Newton-ϕ (voir la proposition 10.7 pour le premier). Le résultat suivant donne
des conditions pour que cette propriété d’admissibilité du pas unité ait lieu.
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x∗ x1

d1

F(x
*
) F(x

1
)

F’(x
1
)d

N

1

unreachable zone

Fig. 10.3. Itérés de Newton avec recherche linéaire pour le système (10.16)

Proposition 10.15 (admissibilité asymptotique du pas unité –
Newton) On suppose que F est de classe C1 dans le voisinage d’un zéro
x∗ de F et que F ′(x∗) est inversible. Si ω ∈ ]0, 12 [, si x est proche de x∗ et si
d := −F ′(x)−1F (x) est la direction de Newton en x, alors l’inégalité (10.17) est
vérifiée avec α = 1.

Démonstration. Si x est suffisamment proche de x∗, F ′(x) est inversible (parce
que F ′(x∗) est inversible par hypothèse, que F ′ est continue dans un voisinage de x∗
par hypothèse et que l’ensemble des opérateurs inversibles est un ouvert, une con-
séquence du lemme A.2). Il s’ensuit que la direction de Newton d est bien définie en
des points proches de x∗. On supposera ci-dessous que les x voisins de x∗ considérés
sont différents de x∗, car autrement d = 0 et (10.17) est trivialement vérifiée.

De l’inversibilité de F ′(x∗) et de la proximité de x et x∗, on déduit l’existence
d’une constante positive C telle que pour x voisin de x∗, on a

‖d‖ 6 C‖F (x)‖. (10.18)

En effet F ′(x∗)d = F ′(x)d + o(‖d‖) = −F (x) + o(‖d‖) et 2C−1‖d‖ 6 ‖F ′(x∗)d‖. On
a noté ici et on notera ci-dessous o(‖d‖σ) une quantité qui dépend de x et telle que
pour tout ε > 0, il existe un voisinage V de x∗ tel que o(‖d‖σ)/‖d‖σ < ε lorsque
x ∈ V \ {x∗} (on observera que d 6= 0 lorsque x est voisin et différent de x∗).

On cherche à présent à montrer la négativité de ϕ(x + d) − ϕ(x) − ω ϕ′(x)d. En
utilisant la dérivabilité de F , on a

‖F (x+ d)− F (x) − F ′(x)d‖ 6
(

sup
z∈]x,x+d[

‖F ′(z)− F ′(x)‖
)
‖d‖.

Par (10.18), on voit que d → 0 lorsque x → x̄. On déduit déduit alors de l’inégalité
précédente que

F (x + d) = F (x) + F ′(x)d + o(‖d‖) (10.19)

où o(‖d‖) désigne un terme tel que o(‖d‖)/‖d‖ → 0 lorsque x → x̄ avec x 6= x̄ (ce
n’est donc pas le « petit o » de la différentiabilité, puisque x est également modifié
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dans cette estimation). Pour l’algorithme de Newton, F (x) + F ′(x)d = 0. On obtient
alors les estimatioins suivantes

F (x+ d) = o(‖d‖), [(10.19)]

ϕ(x+ d) =
1

2
‖F (x+ d)‖22 = o(‖d‖2).

Comme ϕ(x) = 1
2‖F (x)‖22 et ϕ′(x)d = F (x)TF ′(x)d = −‖F (x)‖22, on obtient finale-

ment
ϕ(x+ d)− ϕ(x) − ω ϕ′(x)d = −(12 − ω)‖F (x)‖22 + o(‖F (x)‖22),

où on a aussi utilisé (10.18) poue transformer le o(‖d‖2) en o(‖F (x)‖22). Comme ω < 1
2 ,

le membre de droite est négatif lorsque x est suffisamment proche de x∗. Ceci montre
que l’inégalité (10.17) est vérifiée avec α = 1 dans ce cas. ✷

Newton modifié N

On modifie la hessienne, pour en construire une approximation auto-adjointe
définie positive. Cela peut se faire, soit en en calculant le spectre de ∇2f(x) (opération
coûteuse), soit en modifiant sa factorisation de Cholesky.

Les résultats numériques ont montré que ces techniques ne sont pas très robustes
(convergence souvent lente, voire inexistante en pratique) et qu’il est préférable d’u-
tiliser l’approche par régions de confiance (section 10.3.2), qui elles aussi modifient la
hessienne, mais avec une interprétation géométrique dans l’espace primal claire.

Newton tronqué

Les algorithmes étudiés dans cette section apportent un remède aux inconvénients
de l’algorithme de Newton original sur les deux points suivants : (1) les problèmes
de consistance et de convergence de la recherche linéaire et (2) le coût de résolution
du système linéaire requis à chaque itération de l’algorithme de Newton. L’idée est
de résoudre de manière partielle ce système linéaire (d’où le mot tronqué), ce qui
permettra du même coup d’obtenir une direction de descente de qualité. On suppose
toutefois que des dérivées premières de F (ou secondes de f en optimisation) sont
évaluées, mais il n’est pas nécessaire de calculer toute la jacobienne F ′(x) (toute la
hessienne ∇2f(x) en optimisation).

On peut décrire l’algorithme de Newton tronqué brièvement, comme suit. C’est
une méthode à directions de descente, dans laquelle les directions sont déterminées
en résolvant de manière approchée l’équation de Newton, qui est l’équation linéaire en
dk ∈ Rn suivante

Hkdk = −gk. (10.20)

On y a noté Hk := ∇2f(xk) la hessienne de f en xk et gk := ∇f(xk) son gradient
en xk. L’algorithme fait ensuite de la recherche linéaire le long de dk pour déterminer
un pas αk > 0. Ceci conduit au nouveau point xk+1 := xk + αkdk.

Ce que l’on vient de décrire est une itération externe de l’algorithme. La résolution
approchée de l’équation de Newton se fait en général par un processus itératif (le plus
souvent il s’agit d’itérations de gradient conjugué) que l’on arrête avant d’avoir trouvé
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la solution et dont les itérations sont dites internes. Il y a dans ce cas deux processus
itératifs imbriqués. On dit que l’algorithme de Newton est tronqué, pour exprimer
le fait que le processus interne est interrompu avant convergence. Certains auteurs
utilisent le terme « inexact » pour exprimer que (10.20) n’est pas résolue exactement
à chaque itération (voir []), mais ce terme peut laisser penser que la méthode n’est
pas très précise, ce qui n’est pas le cas.

Cette approche est justifiée par les considérations suivantes. La résolution précise
de l’équation de Newton (10.20) peut prendre beaucoup de temps de calcul (pensez
au cas où n = 103 . . . 106 et au fait qu’un système linéaire général se résout en O(n3)
opérations), si bien qu’il est tentant d’en calculer une solution approchée à un coût
inférieur. D’autre part, si la direction de Newton est bonne près d’une solution, il n’en
est pas de même si l’itéré en est éloigné. Il est donc raisonnable de penser que l’on va
être plus efficace et réduire le temps de calcul total en résolvant (10.20) grossièrement
lorsqu’on est loin de la solution et avec plus de précision lorsqu’on s’en rapproche.
En pratique, c’est la stratégie qu’il faut suivre, mais l’on voit que le choix du nombre
d’itérations internes à exécuter par itération externe est délicat. C’est le talon d’Achille
de la méthode : il faut que l’algorithme « sente » la proximité d’une solution pour bien
doser l’effort à faire à chaque itération externe. Ceci demande souvent un réglage qui
peut dépendre du problème.

On utilise souvent le gradient conjugué (GC) pour résoudre le système (10.20) de
manière approchée et c’est avec ce processus itératif interne que nous présenterons
l’algorithme. Par là on cherche à annuler ou à faire décroître le résidu (c’est le gradient
de la fonction quadratique ϕk(d) =

1
2d

THkd+ gTk d)

rk := Hkdk + gk.

Ceci revient aussi à minimiser partiellement le problème quadratique osculateur
(10.7). De plus, l’algorithme du GC est démarré avec d0k = 0. Dans ce cas, le résidu
initial est r0k = gk et la première direction de recherche est −gk. Si l’algorithme s’arrête
après la première itération, dk sera approché par une direction parallèle à −gk, si bien
que l’algorithme de Newton tronqué se ramène à la méthode de la plus forte pente.
D’autre part, plus on fait d’itérations internes, plus l’algorithme de Newton tronqué se
rapproche de l’algorithme de Newton. Il s’agit donc d’une méthode intermédiaire entre
ces deux extrêmes. Si on suit la stratégie mentionnée ci-dessus, la méthode est proche
de l’algorithme du gradient dans les premières itérations et obtient la convergence
rapide de l’algorithme de Newton proche de la solution. Cet algorithme converge si
f est régulière et si {∇2f(xk)} reste bornée. Il n’est pas nécessaire que {∇2f(xk)

−1}
soit bornée.

Voyons cela de manière plus précise. Soit {xk} la suite générée. L’algorithme a
besoin que l’on spécifie deux constantes (indépendantes de l’itération k), γ ∈ ]0, 1[
et ω1 ∈ ]0, 12 [, qui sont utilisées dans la recherche linéaire. Ensuite, l’algorithme doit
détecter quand est-ce qu’une direction interne générée par le gradient conjugué cor-
respond à une courbure positive de f trop proche de zéro. Ceci se fait au moyen
d’une valeur-seuil ν = νk > 0 qui pourra éventuellement être modifiée au cours des
itérations externes. On dit alors qu’une direction v est à courbure quasi-négative pour
f en x si

vT∇2f(x)v < ν‖v‖22. (10.21)
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Nous pouvons maintenant décrire une itération de l’algorithme, celle qui démarre en
xk ∈ Rn.

Algorithme 10.16 (Newton tronqué en optimisation) On suppose
qu’au début de l’itération k, on dispose d’un itéré xk ∈ Rn.

1. Test d’arrêt. Si ∇f(xk) ≃ 0, arrêt de l’algorithme.
2. Direction. On calcule dk par ik itérations (internes) de gradient con-

jugué qui démarrent en d0k := 0. Pour j > 0 :

2.1. Calcul de la direction conjuguée interne (rjk := Hkd
j
k + gk) :

vjk :=

{ −r0k (= −gk) si j = 0

−rjk + βj
kv

j−1
k (βj

k := ‖rjk‖22/‖r
j−1
k ‖22) si j > 1.

2.2. Test d’arrêt : on interrompt les itérations internes (et on va au
point 3) quand on veut, mais certainement quand rjk = 0 ou
quand la direction interne vik est à courbure « quasi-négative »,
c’est-à-dire si elle vérifie (10.21) avec v = vjk et ν = νk. Dans ce
cas, on prend

dk :=

{ −gk si j = 0

djk si j > 1

et on passe à l’étape 3.
2.3. Nouvel itéré interne

dj+1
k := djk + tjkv

j
k,

où le pas tjk > 0 est calculé par la formule habituelle

tjk := − (rjk)
Tvjk

(vjk)
THkv

j
k

.

3. Calcul du pas. On calcule un pas αk > 0 par la règle d’Armijo : αk est
le premier nombre (et le plus grand) dans {1, γ, γ2, γ3, . . .} tel que l’on
ait

f(xk + αkdk) 6 f(xk) + ω1αkg
T

k dk.

4. Nouvel itéré. xk+1 := xk + αkdk.

Voici quelques remarques sur l’algorithme.

– Il n’utilise de la hessienne Hk = ∇2f(xk) que ses produits Hkv par une direction
conjuguée v. Il n’est donc pas nécessaire de calculer la hessienne complètement.
Une routine qui calcule ces produits suffira. Rappelons que Hkv est la dérivée
du gradient en xk et dans la direction v.
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– Le contrôle du nombre d’itérations internes par itération externe est une tâche
délicate. Nous avons donné les tests d’arrêt minimal. Comme on peut s’arrêter
quand on veut (pour avoir convergence, d’après la proposition 10.17), on peut
ajouter d’autres conditions d’arrêt librement. C’est dans ce sens que l’algorithme
décrit ci-dessus est dit être dans sa version minimale.

– À la première étape, l’algorithme du GC ne voit pas la non définie positivité
éventuelle de Hk, puisque (vjk)

THkv
j
k > νk‖vjk‖22 pour toute direction interne vjk

acceptée. Il est donc bien défini.

Si la première direction direction interne du GC, qui n’est autre que −gk, est
à courbure quasi-négative, l’algorithme ne la rejette pas (comme c’est le cas
dans les itérations internes suivantes), mais la prend : dk = −gk. Donc, même
si ∇2f(xk) = 0, cette étape de l’algorithme est bien définie et fournit dk = −gk
comme direction de recherche.

– On n’a pas précisé comment choisir le seuil νk au cours des itérations externes.
C’est clairement un point délicat. Le résultat de convergence ci-dessous autorise
plusieurs règles. On peut maintenir νk supérieur à un seuil constant ν > 0,
mais c’est assez restrictif, car il est difficile de savoir quelle est la bonne valeur
de ν. La proposition analyse aussi le cas où νk n’est décru que lorsque le pas
unité est accepté par la recherche linéaire. On a alors un résultat plus faible
(lim inf ‖gk‖ = 0), mais si l’on maintient νk supérieur à un seuil proportionnel
à ‖gk‖p (p étant une constante positive), on retrouve un résultat de conver-
gence satisfaisant (gk → 0). Cette dernière règle permet à νk de décroître dans
le voisinage d’une solution, ce qui permet de ne pas empêcher la convergence
quadratique de l’algorithme.

Au lieu de contrôler par νk la petitesse des quotients de Rayleigh vTHkv/‖v‖22
de Hk, on peut aussi contrôler celle de

cos θk :=
−gTk dk
‖gk‖ ‖dk‖

qui, contrairement aux quotients de Rayleigh, a l’élégance de décroître de façon
monotone au cours des itérations internes (voir exercice 8.2).

L’algorithme de Newton tronqué permet d’avoir un résultat de convergence rela-
tivement fort (gk → 0), sous la seule condition que les hessiennes ∇2f(xk) forment
une suite bornée. On n’a pas besoin que l’inverse des hessiennes (qui n’existent peut
être pas !) forment une suite bornée.

Proposition 10.17 (convergence de Newton tronqué) Supposons que f
soit deux fois dérivable. On considère l’algorithme de Newton tronqué décrit ci-
dessus.
(i) Si xk ∈ Rn n’est pas un point stationnaire de f , la direction dk est de descente

pour f en xk et l’algorithme est bien défini en xk.
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(ii) Supposons que la suite {f(xk)} soit bornée inférieurement, que la suite
{∇2f(xk)} soit bornée et qu’aucun itéré xk généré ne soit un point station-
naire de f .
(a) Si νk est maintenu plus grand qu’une constante ν > 0, alors ∇f(xk)→ 0.
(b) Si νk n’est décru que si le pas unité est accepté par la recherche linéaire

à l’étape k, alors lim infk→∞ ‖∇f(xk)‖ = 0.
(c) Si νk n’est décru que si le pas unité est accepté par la recherche linéaire

à l’étape k et si νk vérifie

νk > ν‖∇f(xk)‖p, (10.22)

où ν > 0 et p > 0 sont des constantes, alors ∇f(xk) → 0. Le même
résultat a lieu si l’on prend cos θk au lieu de νk dans (10.22).

Démonstration. Commençons par donner une formule de la direction dk. Pour
cela, on constate que si ik > 1, on a pour 0 6 j 6 ik

(vjk)
THkd

j
k = (vjk)

THk

(
j−1∑

l=0

tlkv
l
k

)
= 0,

parce que les directions internes vlk d’indices l différents sont conjuguées. Dès lors
(vjk)

Trjk = (vjk)
T(Hkd

j
k + gk) = (vjk)

Tgk. On en déduit que

dk =

ik−1∑

j=0

tjkv
j
k = −

ik−1∑

j=0

vjk(v
j
k)

Tgk

(vjk)
THkv

j
k

= −Jkgk,

où Jk est la matrice semi-définie positive de rang ik donnée par la formule

Jk :=

ik−1∑

j=0

vjk(v
j
k)

T

(vjk)
THkv

j
k

.

Si ik = 0, on a aussi dk = −Jkgk, avec cette fois Jk = I.
On voit alors facilement que, si xk n’est pas stationnaire, dk est une direction de

descente de f en xk. En effet, si ik = 0, gTkdk = −‖gk‖22. Si ik > 1, en utilisant le fait
que (vjk)

THkv
j
k > 0 et que v0k = −gk, on a

gTkdk = −
ik−1∑

j=0

(gTk v
j
k)

2

(vjk)
THkv

j
k

6 − (gTk v
0
k)

2

(v0k)
THkv0k

= − ‖gk‖
4
2

gTkHkgk
6 − ‖gk‖

2
2

‖Hk‖2
.

En rassemblant les deux cas:

gTk dk 6 −min

(
1,

1

‖Hk‖2

)
‖gk‖22. (10.23)

Donc gTk dk < 0 si gk 6= 0.



10.3. Globalisation de la convergence 425

Supposons à présent que, pour tout k > 1, νk > ν, où ν > 0 est une constante.
Montrons qu’il existe une constante C > 0 telle que

f(xk+1) 6 f(xk)− C‖gk‖2. (10.24)

La convergence de gk → 0 s’en déduit du fait que {f(xk)} est décroissante et bornée
inférieurement. D’après la proposition 6.11, il existe une constante C1 > 0 telle que
∀k > 1, on ait soit

f(xk+1) 6 f(xk)− C1|gTk dk|, (10.25)

soit
f(xk+1) 6 f(xk)− C1‖gk‖2 cos2 θk, (10.26)

où cos θk = −(gTk dk)/(‖gk‖2‖dk‖2). Si la première inégalité (10.25) a lieu, on a par
l’estimation (10.23) de gTk dk :

f(xk+1) 6 f(xk)− C1 min

(
1,

1

‖Hk‖2

)
‖gk‖22. (10.27)

On en déduit (10.24) du fait que {Hk} est supposée bornée. Supposons à présent
que la seconde inégalité (10.26) ait lieu. Notons d’abord que ‖uuT‖2 = ‖u‖22 et que
(vjk)

THkv
j
k > νk‖vjk‖22 pour tout j = 0, . . . , ik. Dès lors ‖Jk‖2 6 max(1, nν−1

k ) et par
(10.23)

cos θk =
−gTkdk

‖gk‖2‖dk‖2
> min

(
1,

1

‖Hk‖2

) ‖gk‖2
‖dk‖2

> min

(
1,

1

‖Hk‖2

)
min

(
1,
νk
n

)
.

La suite {Hk} étant supposée bornée, le cosinus de θk est uniformément positif et on
obtient également (10.24).

Si νk n’est décru que lorsque le pas unité est accepté par la recherche linéaire,
deux cas peuvent se présenter. Soit lim inf νk > 0 et on est ramené au point (ii-a),
selon lequel gk → 0. Soit il existe une sous-suite d’itérés pour lesquels le pas unité est
accepté. Pour les indices k correspondants, on a (10.25) avec C1 = ω1, donc (10.27),
et du fait que {Hk} est bornée, cela implique que gk → 0 pour les indices k considérés.

Considérons pour terminer le cas où νk n’est décru que lorsque le pas unité est
accepté par la recherche linéaire et où (10.22) a lieu (éventuellement avec cos θk au lieu
de νk). On sait déjà que lim inf ‖gk‖ = 0. Si toute la suite {gk} ne converge pas vers
zéro, on peut trouver une constante γ > 0 et une suite d’indices {lk}k>0 strictement
croissante telle que pour tout k > 0 :

‖gl2k‖ > γ et ‖gl2k+1
‖ 6 γ/2.

Pour l2k 6 l < l2k+1, en utilisant la borne inférieure sur cos θk ci-dessus et (10.22),
on obtient

f(xl+1) 6 f(xl)− ω1‖gl‖‖sl‖ cos θl 6 f(xl)− C‖sl‖,
où sl = xl+1− xl et C > 0 est une constante indépendante de k et de l. On en déduit

‖xl2k+1
− xl2k‖ 6

l2k+1−1∑

l=l2k

‖sl‖ 6
1

C

(
f(xl2k)− f(xl2k+1

)
)
.

Dès lors ‖xl2k+1
− xl2k‖ → 0 et, par l’uniforme continuité de ∇f , ‖gl2k+1

− gl2k‖ → 0,
ce qui contredit le fait que ‖gl2k+1

− gl2k‖ > γ/2. ✷
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10.3.2 Régions de confiance N

Cette globalisation de la convergence offre plus de robustesse (résultats de con-
vergence meilleurs, moins de problème à l’utilisation), mais elle n’est pas toujours
utilisable pour résoudre des systèmes non linéaires de très grande taille.

Systèmes non linéaires

Présenter l’algortithme classique qui minimise ‖F (·)‖ ou 1
2‖F (·)‖22 avec le pas de

Cauchy −αCF ′(x)TF (x). Discuter des méthodes avec résolution directe ou itérative
du système de Newton. Pour les résolutions itératives, discuter des méthodes qui
permettent d’avoir la croissance du pas de Newton approché au cours des itérations
internes.

Cet algorithme classique a l’inconvénient de requérir le calcul du produit de la
transposée de la jacobienne par un vecteur pour estimer le pas de Cauchy. Ceci peut
être un inconvénient majeur pour les grands problèmes dans lesquels les produits
jacobienne-vecteur sont estimés par différences finies. Le seul algorithme n’utilisant
pas la transposée de la jacobienne semble être celui de Brown et Saad [95 ; 1990], mais
sa convergence n’est pas démontrée.

Optimisation

Tout un chapitre est consacré à cette méthode importante (le chapitre 9). Men-
tionnons seulement ici son principe.

10.3.3 Autres méthodes

Nous évoquons succintement dans cette section d’autres approches de globalisation
de la convergence, sans en étudier lleur convergence.

Réduction du pas de temps dans la résolution d’équations différentielles

Supposons que l’on cherche à résoudre l’équation différentielle

dx

dt
+ φ(x) = 0, x(0) = x0, (10.28)

où l’état initial x0 ∈ Rn est donné et φ : Rn → Rn est une fonction non linéaire.
Un schéma de discrétisation en temps de (10.28) est implicite si l’état (approché)

xi+1 au temps ti+1 > 0 est solution d’une équation faisant intervenir φ(xi+1). Ainsi,
dans le schéma d’Euler implcite, xi+1 est solution de l’équation non linéaire en x
suivante :

x− xi
δi

+ φ(x) = 0, (10.29)

où δi := ti+1 − ti > 0 est un pas de temps que l’on se donne.
On cherche parfois une solution de l’équation non linéaire (10.29) par des itérations

de Newton. Si δi est petit, l’état précédent xi ou l’état prédit

xi − φ(xi) δi
[
= xi +

dx

dt
(ti) δi

]
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sont en général de bons points de départ pour ces itérations. Si la solution de l’équa-
tion différentielle (10.28) dépend continûment du temps, ces points de départ seront
d’autant meilleurs que δi est petit (on calcule alors une approximation de x(ti+δi),
qui dépend du choix de δi). Un moyen d’obtenir la convergence des itérés de Newton
est de prendre un pas de temps δi suffisamment petit et de le réduire si la convergence
ne se produit pas en quelques itérations (10 par exemple).

Méthode du régime pseudo-transitoire

Bien que rappelant la section précédente par certains aspects, l’approche décrite
ici est bien différente. L’idée est de chercher à calculer un zéro de F comme un état
stationnaire (c.-à-d., ne dépendant pas du temps) de l’équation différentielle

dx

dt
+ F (x) = 0, x(0) = x0. (10.30)

On constate en effet qu’il y a une bijection entre les états stationnaires de (10.30) et les
zéros de F . L’équation (10.30) rappelle l’équation différentielle (10.28), mais elle est
introduite ici de manière artificielle. De plus, on n’est pas intéressé ici par l’évolution
de l’état x(t), la solution de (10.30), au cours du temps fictif t, mais seulement par
l’état asymptotique, lorsque t ↑ ∞.

Observons que l’approche du régime pseudo-stationnaire n’est pas symétrique dans
le sens suivant. Si l’équation non linéaire F (x) = 0 ne change pas si on remplace F par
−F (on garde les mêmes zéros), l’équation différentielle (10.30) est sensible au fait de
remplacer F par son opposé. Par exemple, si F est donnée par (10.8) et x0 = 0, on a
x(t) < 0 pour tout t > 0 et la trajectoire s’écarte de l’unique état stationnaire x∗ = 1
lorsque t augmente ; par contre si on change le signe de F , la trajectoire se dirige vers
x∗ = 1 lorsque t ↑ ∞. Techniquement et pratiquement, la convergence de l’approche
du régime transitoire ne pourra être garantie que si l’on peut faire l’hypothèse que la
trajectoire issue de x0 converge vers un zéro de F lorsque t ↑ ∞.

Voici la méthode. Dans un premier temps, on discrétise l’équation différentielle
(10.30) par un schéma d’Euler implcite : en l’itéré xk (k > 0), on s’intéresse à la
solution de l’équation non linéaire

x− xk
δk

+ F (x) = 0, (10.31)

où δk > 0 est un pas de temps. Le plus souvent, l’itéré suivant est obtenu en faisant
une unique itération de Newton pour résoudre cette équation, ce qui conduit à prendre
xk+1 qui vérifie

F (xk) +
[
δ−1
k I + F ′(xk)

]
(xk+1 − xk) = 0.

Si δ−1
k I + F ′(xk) est inversible, on obtient

xk+1 = xk −
[
δ−1
k I + F ′(xk)

]−1
F (xk).

On retrouve l’algorithme de Newton lorsque δk = ∞. Il est coutumier de choisir les
pas de temps par des variantes de la règle suivante [446, 608, 352]

δk =
‖F (xk−1)‖
‖F (xk)‖

δk−1,
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qui fait croître δk autant que ‖F (xk)‖ décroît. On peut aussi plafonner le pas de
temps δk par δmax > 0 si la valeur donnée par la formule précédente dépasse le seuil
fixé δmax [337] ou le prendre infini dans les mêmes circonstances [195].

Il faut noter que dans l’approche du régime transitoire la suite {‖F (xk)‖} n’est
pas nécessairement décroissante, ce qui permet parfois d’éviter les minima locaux de
‖F (·)‖, une propriété que n’ont pas la recherche linéaire et les régions de confiance.

Des conditions de convergence de cette technique sont données dans [351].

Méthodes de continuation

Les méthodes de continuation peuvent constituer une approche intéressante lorsque
l’équation non linéaire à résoudre F (x) = 0 contient un paramètre p ∈ R qui peut
atténuer la difficulté du problème lorsqu’on change sa valeur. De façon plus précise,
l’équation originale correspond à la valeur p = p1 du paramètre :

∀x ∈ Rn : F (x) = Φ(x, p1),

où Φ : Rn × R→ Rn, et le système

Φ(x, p) = 0 (10.32)

est « facile » à résoudre lorsque p = p0 (que l’on va supposer < p1). On note x0 une
solution (approchée) de (10.32) avec p = p0. Un exemple typique en mécanique des
fluides est celui des équations de Navier-Stokes, dans lesquelles le nombre de Reynolds
peut jouer le rôle du paramètre p ci-dessus.

La version la plus simple des méthodes de continuation suppose qu’il existe une
fonction implicite p ∈ R 7→ x(p) telle que Φ(x(p), p) = 0 pour tout p ∈ [p0, p1]
et elle cherche à suivre approximativement le chemin x([p0, p1]) en faisant croître
progressivement p de p0 à p1. Connaissant une solution approchée xi de (10.32) avec
p = pi (indice i fractionnaire dans [0, 1]), un bon point de départ pour calculer une
solution de (10.32) avec p = pi+1 est obtenu par la phase de prédiction suivante :

x0i+1 = xi + x′(pi)(pi+1 − pi).

On obtient la dérivée x′(p) de la fonction implicite p 7→ x(p) en différentiant l’identité
Φ(x(p), p) ≡ 0 par rapport à p, ce qui donne

x′(pi) = −
(
∂Φ

∂x
(xi, pi)

)−1
∂Φ

∂p
(xi, pi).

On peut alors calculer le point de prédiction x0i+1 à partir duquel quelques itérations
de Newton sur le système Φ(·, pi+1) = 0 permettent de trouver xi+1.

Le problème est plus compliqué si, le long du chemin suivi, on rencontre des
points de bifurcation, de rebroussement, etc. Comme points d’entrée sur ce sujet à
peine ébauché, citons [367, 616, 10, 11, 129].

Notes

Isaac Newton (1642-1727) était intéressé par le calcul de zéro de polynôme et sa
méthode, exposée dans l’épigraphe de ce chapitre, était sensiblement différente de
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l’algorithme de Newton tel que nous le connaissons aujourd’hui, celui présenté à la
section 10.1.1. Même si les itérés générés sont identiques dans les deux approches, celle
de Newton ne s’étend pas aisément aux fonctions non polynomiales. Le texte donné
en épigraphe est tiré de Methodus fluxionum et serierum infinitorum, qui fut écrit en
latin entre 1664 et 1671, édité en anglais en 1736 ; l’algorithme fut également exposé
dans De analysi per aequationes numero terminorum infinitas, ouvrage composé en
1669 mais seulement publié en 1711. [112]

On associe souvent le nom de Joseph Raphson (peut-être 1648-1712) à celui de
Newton pour nommer l’algorithme 10.1. Raphson s’intéressait aussi au calcul de zéro
de polynôme. Sa contribution, qui date de 1690 et 1697 [506], a été d’écrire l’algorithme
sous la forme xk+1 = ϕ(xk), où la fonction rationnelle ϕ est construite à partir du
polynôme considéré, mais sans faire intervenir sa dérivée. [362, 639]

Les apports de Thomas Simpson (1710-1761) à l’algorithme 10.1 ont trop sou-
vent été oubliés. Ils furent pourtant essentiels. On peut en citer trois. Le premier est
d’avoir fait intervenir la dérivée de la fonction (qu’il appelle fluxion, comme Newton)
dans le calcul du nouvel itéré, permettant ainsi d’appliquer l’algorithme à des fonc-
tions non polynomiales, ce qu’il fit [553 ; 1740, p. 83-84]. Sa seconde contribution est
d’avoir montré comment on pouvait utiliser l’algorithme pour résoudre un système
de 2 équations à 2 inconnues, en résolvant un système linéaire dont la matrice est la
jacobienne de la fonction en l’itéré courant [553 ; 1740, p. 82]. Enfin, il donne sans
doute le premier exemple de maximisation d’une fonction de plusieurs variables sans
contrainte, par recherche d’un zéro de son gradient [552 ; 1737]. [639]

Ypma [639] attribue l’absence de reconnaissance aux autres contributeurs à
l’algorithme de Newton au livre influent de Fourier [220 ; 1831], lequel l’appelait la
méthode newtonienne, sans faire référence à Raphson ou Simpson.

En 1939, Kantorovitch [341] a présenté un résultat préliminaire de convergence de
l’algorithme de Newton, qu’il améliora substantiellement en 1948/49 [342, 343]. La ver-
sion du théorème proposée (théorème 10.3, [169, 345]) est parfois qualifiée d’invariante
par transformation linéaire (« affine invariant »), parce qu’elle est invariante lorsqu’on
pré-compose F avec une application linéaire bijective (F devient F ◦A, avec A linéaire
inversible), comme l’est l’algorithme de Newton (proposition 10.4). Les hypothèses du
théorème de Kantorovitch sont plus fortes que celles d’autres théorèmes d’existence
de zéro, tels que ceux de Miranda, de Moore, de Borsuk [5, 4] et d’autres théorèmes
de point fixe, mais elles donnent aussi plus d’informations, à savoir la convergence
des itérés de Newton et donc un moyen numérique de calculer le point fixe. Pour
une revue de l’évolution de l’analyse de la convergence de l’algorithme de Newton, on
pourra consulter [631].

Le premier exemple de système non linéaire F (x) = 0 pour lequel l’algorithme de
Newton avec recherche linéaire génère des points convergeant vers un point singulier
de F ′ qui n’est ni un zéro de F ni un point stationnaire de ‖F (·)‖22 est dû à Powell [487 ;
1970]. Cet exemple a motivé l’introduction des méthodes à régions de confiance pour
globaliser l’algorithme de Newton pour ces problèmes, approche qui ne présente pas
le même inconvénient. En optimisation aussi, l’algorithme de Newton avec recherche
linéaire (celle de Wolfe par exemple) présente le même type de défaut : il peut générer
des itérés xk convergeant vers un point où le gradient n’est pas nul, alors que la
hessienne est définie positive en tout itéré [412 ; 2008].
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Le comportement de l’algorithme de Newton pour résoudre un système d’équations
non linéaires dont la jacobienne est singulière en la solution a souvent été exploré,
notamment en dimension un [638]. La revue de Griewank [285 ; 1985] considère le cas
multidimensionnel et présente quelques modifications de la méthode de Newton pour
faire face aux problèmes de convergence et de stabilité numérique que cette singularité
entraîne ; mentionnons une technique de sur-relaxation, dans laquelle xk+1 = xk +
αkdk, où dk est la direction de Newton et le pas αk est pris dans l’intervalle [1, 2[.
Une autre possibilité, explorée par Schnabel et ses collaborateurs [81 ; 1998], sont
les méthodes dites tensorielles, dans lesquelles on ajoute à l’approximation linéaire
de F , quelques termes d’ordre 2 (des tenseurs), qui sont approchés par des techniques
quasi-newtoniennes.

Les méthodes de Newton inexactes ont été beaucoup étudiées, car elles sont très
utilisées pour résoudre les grands systèmes non linéaires issus de la discrétisation
d’équations aux dérivées partielles. L’article fondateur est [162 ; 1982] et on trouvera
de nombreux articles de synthèse et de monographies sur cette question (par exem-
ple [356]). Pour la proposition 10.9, nous avons repris les arguments de [184], eux-
mêmes inspirés de [472, 301], qui considèrent la situation plus complexe d’équation
non lisse. L’algorithme de Newton tronqué décrit à la section 10.3.1, qui s’inscrit dans
la veine des méthodes inexactes, est dû à Dembo et Steihaug [163 ; 1983].

L’effet de l’arithmétique flottante sur l’algorithme de Newton a été étudié par
divers auteurs ; citons Dennis et Walker [167 ; 1984] et Tisseur [587 ; 2001].

L’extension de l’algorithme de Newton à la résolution du système d’équations
non linéaires F (x) = 0 dans lequel F est non différentiable s’est faite suivant
plusieurs directions. Le cas des fonctions C1 par morceaux est analysé par Ko-
jima et Shindo [360 ; 1986] qui montrent que la convergence quadratique locale est
préservée par l’algorithme qui utlise une quelconque des jacobiennes des fonctions ac-
tives au point courant, pourvu que soient vérifiées des hypothèses naturelles (au vu du
théorème 10.2) incluant l’inversibilité des jacobiennes des fonctions actives en la solu-
tion ; nous ne connaissons pas de résultat de convergence globale pour cet algorithme.
On a ensuite étudié le cas fréquemment rencontré des fonctions B-différentiables, qui
sont celles qui vérifient l’estimation (C.9) des fonctions Fréchet-différentiables, mais
avec une application h 7→ Lh ≡ F ′(x)h qui n’est plus que positivement homogène
de degré 1 (on perd la linéarité). Des résultats de convergence locale et globale par
recherche linéaire peuvent être obtnus [471 ; 1990], mais l’équation de Newton à ré-
soudre à chaque itération, F (x) + F ′(x)d = 0, est cette fois non linéaire, ce qui
complique l’algorithme. Le cas où F est semi-lisse a commencé a être exploré par Qi
et Sun [503 ; 1993], qui ont proposé un algorithme ne requérant que la résolution d’un
système linéaire à chaque itération, ce qui est attractif, mais dont la globalisation de la
convergence est plus difficile à mettre au point. On pourra lire sur ce thème la synthèse
très complète de Facchinei et Pang [198], qui appliquent les algorithmes présentés à
la résolution des problèmes de complémentarité ou d’inéquations variationnelles.

Une extension de l’algorithme de Newton à la recherche de zéro de fonction non
lisse, avec zéro non isolé et en présence de contrainte est proposée dans [197 ; 2014].

Autres monographies sur l’algorithme de Newton : Kelley [348, 349, 350 ; 1995-
2003], dont la dernière référence contient de nombreux conseils sur la mise en œuvre
et le contrôle de l’algorithme ; Higham [313 ; 2002, § 2.5] donne une analyse d’erreur ;
Deuflhard [168 ; 2004] décrit l’utilisation des algorithmes de Newton dans la résolution
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de problèmes gouvernés par des équations différentielles ; Dedieu [160 ; 2006] présente
la théorie en dimension infinie (avec des résultats de Smale) ; Argyros [18 ; 2008] ;
Ulbrich [598 ; 2011] fait une synthèse en dimension infinie sur la méthode de Newton
semi-lisse, Izmailov and Soldov [330 ; 2014] traitent des problèmes d’optimisation et
d’inéquations variationnelles.

Exercices

10.1. Montrez qu’en un point non stationnaire, lorsqu’elle est bien définie, la direction de
Newton pour minimiser f est une direction de descente de x 7→ ϕ(x) := ‖∇f(x)‖,
où ‖ · ‖ est une norme quelconque.
Remarque. On sait qu’au contraire la direction de Newton n’est pas nécessairement
une direction de descente de f en un point éloigné d’une solution forte. On pourrait
donc penser qu’il est préférable de globaliser la méthode de Newton en cherchant à
minimiser ϕ. Il n’en est rien. Cela vient du fait que ϕ est moins bien conditionnée
que f (pensez au cas quadratique), si bien que loin d’une solution le pas accepté par
ϕ peut être très petit, au point d’empêcher tout progrès significatif vers la solution.

10.2. On considère l’algorithme de Newton pour résoudre l’équation non linéaire F (x) = 0,
où F : Rn → Rn est C1,1 dans le voisinage de x∗, une solution telle que F ′(x∗)
soit inversible. Pour mesurer le progrès vers la solution, on utilise la fonction x 7→
ϕ(x) := ‖F (x)‖, où ‖ · ‖ est une norme quelconque. Montrez que le pas unité le long
de la direction de Newton d = −F ′(x)−1F (x) est accepté localement par l’inégalité
d’Armijo : si x est voisin de x∗ et ω ∈ ]0, 1[, on a ϕ(x+ d) 6 ϕ(x) + ωϕ′(x;d).
Montrez qu’il en est de même si ϕ(x) = ‖F (x)‖p, avec p > 1 (norme arbitraire).

10.3. Lignes de flux de Newton [306]. On considère le problème de la minimisation d’une
fonction f : Rn → R. Les lignes de flux de Newton sont les courbes t 7→ x(t), solutions
de l’équation différentielle

ẋ = −H(x)−1g(x), x(0) = x0,

où ẋ désigne la dérivée de x(·) par rapport à t, H(x) := ∇2f(x) est supposé inversible
aux points visités x(t), g(x) := ∇f(x) et x0 est une condition initiale arbitraire. Ces
courbes ont des propriétés remarquables dont certaines sont aisées à vérifier.
1) Le gradient le long d’une ligne de flux vérifie g(x(t)) = e−tg(x0) et donc, si

g(x0) 6= 0, le gradient normalisé g(x)/‖g(x)‖ y est constant (la norme ‖ · ‖ est
arbitraire).

Soient x0 ∈ R et N0 := {x ∈ Rn : f(x) 6 f(x0)}. On suppose à présent que H(x) ≻ 0
pour tout x ∈ N0 et qu’il existe un point x∗ ∈ N0 tel que ∇f(x∗) = 0.

2) Montrez que limt→∞ x(t) = x∗.
3) Montrez que limt→∞ etẋ(t) = −H(x∗)−1g(x0).
4) Montrez que l’application x ∈ N0 7→ g(x) est injective.

On se donne à présent une autre fonction f̃ : Rn → R telle que ∇2f̃(x) ≻ 0 pour
x ∈ N0 et qui ne diffère de f que sur un ouvert Ω := {x ∈ Rn : f(x) 6= f̃(x)} tel que
x0 /∈ Ω. On note x̃ : [0,+∞[ 7→ Rn la ligne de flux de Newton associée à f̃ , issue de
x0 := x̃(0).

5) Montrez que x̃(t) = x(t) si x(t) /∈ Ω ou si x̃(t) /∈ Ω.

Conclusion. On a donc le résultat étonnant suivant : le flux de Newton associé à une
perturbation modérée f̃ de f (telle que ∇2f̃(x) ≻ 0) n’est différent de celui associé
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à f qu’aux points x tels que f(x) 6= f̃(x). Dès lors, après la zone perturbée, le flux
de Newton recolle au flux de la fonction non perturbée.



11 Algorithmes de quasi-Newton

The key ideas that led me to the development of variable-metric
algorithms were 1) to update a metric in the space of gradients
during the search for an optimum, rather than waiting until the
search was over, and 2) to accelerate convergence by using each

updated metric to choose the next search direction.

W.C. Davidon, dans la nouvelle introduction de son article
fondateur des méthodes de quasi-Newton, écrit en 1959, mais

qui ne fut publié qu’en 1991, lors de la parution du premier
numéro de la revue SIAM Journal on Optimization [155, 156].

I was able to minimize some nonquadratic functions of 100
variables by Davidon’s method in 1962. I mentioned this fact at

a meeting that was held at Imperial College then, but this
remark was impromptu, it was made in a discussion that

included the view from a senior person that 10-variable
problems were usually too difficult and I was nervous.

M.J.D. Powell [495 ; 2003].

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la résolution du problème d’optimisation sans
contrainte {

min f(x)
x ∈ Rn

par des algorithmes à directions de descente particuliers. On note {xk}k>1 la suite
des itérés et gk = ∇f(xk) le gradient de f en xk. Les itérés sont donc générés par la
récurrence

xk+1 = xk + αkdk, k > 1,

où le pas αk > 0 est déterminé par recherche linéaire (section 6.3) et dk est une
direction de descente. Dans les méthodes de quasi-Newton, dk est de la forme

dk = −M−1
k gk. (11.1)

Si Mk = ∇2f(xk), on retrouve la méthode de Newton, si bien que le nom donné aux
méthodes décrites ci-dessous apparaît naturel. Cependant, tout algorithme ayant une
direction de descente de la forme (11.1) ne se retrouve pas pour autant dans cette
classe de méthodes. Le qualificatif quasi-Newton fait en effet référence à un ensemble

433
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de techniques mises au point à partir des années 1960 permettant de générer les
matrices Mk à partir des gradients gk.

Dans beaucoup de problèmes, on cherche à éviter le calcul des dérivées secondes,
pour les raisons suivantes :

l’évaluation de ∇2f(xk) ou le produit de cete hessienne par un vecteur comme dans
l’algorithme de Newton tronqué (section 10.3.1) peut demander trop de temps de
calcul,
on ne dispose pas toujours des dérivées secondes et leur calcul peut demander un
investissement humain trop important, alors que l’on voudrait obtenir un résultat
rapidement par des algorithmes peut-être plus lents que l’algorithme de Newton
mais ne demandant que le calcul des dérivées premières,
la fonction peut ne pas être deux fois dérivable,
on ne dispose pas de place mémoire pour stocker les O(n2) éléments d’une matrice
(c’est la moins bonne des raisons, voir section 10.3.1).

Ce sont des situations dans lesquelles les algorithmes de quasi-Newton sont très utiles.
Dans ceux-ci, la matrice Mk dans (11.1) n’est pas égale à ∇2f(xk), mais est générée
par des formules qui cherchent à ce que cette matrice soit proche de la hessienne
de f . On parle de formules de mise à jour. Celles-ci ne font intervenir que les dérivées
premières de f . C’est en utilisant la variation du gradient de f d’une itération à l’autre
que ces formules permettent d’engranger de l’information sur la hessienne.

Dans ce chapitre, on se propose d’introduire et d’étudier ces formules de mise à
jour et les algorithmes de quasi-Newton qui les utilisent. Voici quelques propriétés de
ces algorithmes.

Localement (proche d’une solution), les algorithmes de quasi-Newton convergent
moins rapidement que l’algorithme de Newton. Dans les implémentations correctes,
les itérés convergent toutefois q-superlinéairement.
Chaque itération demande moins de calcul au simulateur que dans l’algorithme de
Newton : il ne faut pas évaluer les dérivées secondes.
Dans leur version standard, ces algorithmes peuvent être utilisés pour un nombre
de variables qui n’est pas trop grand, disons n 6 500 pour fixer les idées. Cette
borne sur n vient d’une part du coup de l’itération (de l’ordre de O(n2) opérations
dans l’optimiseur) et du fait que les algorithmes deviennent plus lents lorsque n
augmente. Notons qu’il existe des adaptations de ces algorithmes quasi-newtoniens
pouvant être utilisées pour résoudre des problèmes de très grande taille, avec
plusieurs millions de variables, par exemple. Ces méthodes sont dites à mémoire
limitée car elles ne demandent pas que l’on garde Mk en mémoire. L’algorithme
ℓ-BFGS de la section 11.2.5 est de ce type. Il est très utilisé.

Hypothèse générale à ce chapitre. Nous développerons la théorie lorsque le produit
scalaire que l’on se donne sur Rn est le produit scalaire euclidien : (u, v) 7→ uTv.
Dans ce cas, ∇f(x) est le vecteur des dérivées partielles de f . On peut se placer
dans un cadre plus général en ne faisant aucune hypothèse sur le produit scalaire
(u, v) 7→ 〈u, v〉 utilisé. Il faut alors utiliser le produit tensoriel associé (u, v) 7→ u⊗ v,
où (u⊗ v) est la matrice d’ordre n définie par

(u⊗ v)d := 〈v, d〉u, pour tout d ∈ Rn.
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Pour obtenir des formules de mise à jour tenant compte du produit scalaire utilisé (et
donc du préconditionnement que cela implique), il suffit le plus souvent de remplacer
dans les formules obtenues une matrice de la forme uvT par la matrice u⊗ v. Voir par
exemple [244] et ses références pour plus détails.

11.1 Système d’équations

11.1.1 Formules de mise à jour

11.1.2 Convergence linéaire locale

Lemme 11.1 (détérioration bornée)

Démonstration. ✷

11.2 Optimisation

11.2.1 Formules de mise à jour

Principes

Supposons que Mk soit connue et cherchons quelle valeur donner à Mk+1 pour
que cette matrice approche ∇2f(xk+1). On cherche à ce que Mk+1 soit proche de
la hessienne de f pour que l’algorithme hérite des bonnes propriétés de convergence
locale de l’algorithme de Newton.

Soient
sk := xk+1 − xk et yk := gk+1 − gk,

où gk = ∇f(xk) comme d’habitude. Le développement de Taylor avec reste intégral
s’écrit

yk =

(∫ 1

0

∇2f(xk + tsk) dt

)
sk.

Si on veut que la nouvelle matrice Mk+1 approche la hessienne de f , il semble
raisonnable de lui imposer de satisfaire l’équation vérifiée par la hessienne moyenne∫ 1

0 ∇2f(xk + tsk) dt, à savoir
yk =Mk+1sk. (11.2)

Cette relation porte le nom d’équation de quasi-Newton. D’autre part, comme la
hessienne de f est symétrique, il est normal d’imposer également cette propriété à
Mk+1 :

Mk+1 =MT

k+1. (11.3)

Rien n’assure a priori que cette idée simple d’imposer à Mk+1 de vérifier des propriétés
facilement exprimable de la hessienne moyenne donnera une matrice avec de bonnes
propriétés, mais l’expérience a montré que l’inspiration est excellente.
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Si n > 1, les conditions (11.2) et (11.3) ne suffisent pas pour déterminer Mk+1 : il
y a n(n+ 1)/2 inconnues et n équations seulement. Ce manque de conditions laisse
une liberté dont ne se sont pas privé les spécialistes en optimisation numérique. Les
années 1960-80 ont vu ainsi naître de nombreuses formules de mise à jour. Les plus
importantes en optimisation sont la formule SR1 et la formule de BFGS.

Avant d’introduire ces formules, notons que lorsque n = 1, les conditions (11.2) et
(11.3) déterminent Mk+1, qui est le scalaire yk/sk (on suppose xk+1 6= xk). L’algo-
rithme de quasi-Newton avec pas unité associé donne (en décalant les indices d’une
unité et en supposant gk−1 6= gk et gk 6= 0) :

xk+1 = xk −
sk−1

yk−1
gk ou

xk − xk+1

gk − 0
=
xk−1 − xk
gk−1 − gk

.

On reconnaît l’algorithme de la sécante. Les méthodes de quasi-Newton portent d’ail-
leurs parfois ce nom. La figure 11.1 rappelle ce qu’est l’algorithme de la sécante en

xk−1xk+1 xk

x∗

f ′

xk

x∗

xk+1

f ′

Fig. 11.1. Comparaison des algorithmes de Newton (à gauche) et de quasi-Newton (à droite)
lorsque n = 1

dimension 1 et le compare à l’algorithme de Newton lorsqu’on cherche à minimiser
une fonction x ∈ R 7→ f(x) ∈ R en annulant sa dérivée. Dans l’algorithme de Newton
(à gauche), le nouvel itéré xk+1 est obtenu en calculant l’intersection avec l’axe des
abscisses de la droite tangente à la courbe x 7→ f ′(x) en (xk, f

′(xk)) (c’est le zéro de
la fonction f ′ linéarisée en xk), tandis que dans l’algorithme de la sécante (à droite),
on prend l’intersection du même axe avec la droite passant par (xk−1, f

′(xk−1)) et
(xk, f

′(xk)). Dans ce dernier algorithme, on ne doit pas linéariser f ′ (c’est-à-dire
calculer la dérivée seconde de f), mais on doit utiliser la valeur de f ′ aux deux points
xk−1 et xk.

Formule SR1

Une première idée est de rechercher parmi les matrices vérifiant (11.2) et (11.3),
une matrice Mk+1 suffisamment proche de Mk en imposant que la différence entre
les deux matrices soit de rang 1. On prend une correction de faible rang de manière
à assurer une certaine stabilité à la suite {Mk}. Il semble en effet raisonnable de
souhaiter que ces matrices n’oscillent pas trop au cours des itérations.

On cherche donc une mise à jour de la forme
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Mk+1 =Mk + uvT,

où u et v sont deux vecteurs de Rn à déterminer. Si on veut queMk+1 vérifie l’équation
de quasi-Newton (11.2), il faut que u et v satisfassent

yk =Mksk + (vTsk)u.

Si vTsk = 0, soit Mk vérifie déjà l’équation de quasi-Newton, soit une correction
de rang 1 de Mk ne permet pas d’obtenir une matrice vérifiant cette équation. Si
vTsk 6= 0, la relation ci-dessus permet de déterminer u, ce qui conduit à

Mk+1 =Mk +
(yk −Mksk)v

T

vTsk
.

Pour que Mk+1 soit symétrique (on suppose que Mk l’est), il faut donc prendre v =
yk −Mksk, ce qui donne

Mk+1 =Mk +
(yk −Mksk)(yk −Mksk)

T

(yk −Mksk)Tsk
. (11.4)

Cette formule porte le nom de formule SR1 (Symétrique de Rang 1). Elle n’est
bien définie que si (yk −Mksk)

Tsk 6= 0. En pratique, cela nécessite l’utilisation de
garde-fous corrigeant le dénominateur dans (11.4) s’il est trop petit. La formule SR1
est souvent utilisée lorsqu’il n’est pas possible ou qu’il n’est pas nécessaire que Mk+1

soit définie positive. Si cette propriété est souhaitable, on recourt à la formule de
BFGS décrite ci-après, laquelle a de meilleures propriétés que la formule SR1.

Formule de BFGS

Une autre manière d’imposer à Mk+1 d’être proche de Mk est de minimiser
l’« écart » entre Mk+1 et Mk, toujours en requérant que Mk+1 soit symétrique et
vérifie l’équation de quasi-Newton (11.2). On est donc conduit à considérer le prob-
lème en la variable matricielle M ∈ Rn×n suivant :





min « écart »(M,Mk)
yk =Msk
M =MT.

(11.5)

On dit alors que la matrice est obtenue par une approche variationnelle. La fonction
« écart » utilisée dans ce problème est spécifiée ci-dessous.

Il est souvent intéressant d’imposer également la définie positivité des matricesMk.
En effet, dans ce cas, dk donnée par (11.1) est une direction de descente de f en xk.
Cette exigence n’est pas dépourvue de fondement puisque Mk doit approcher∇2f(x∗)
qui est semi-définie positive en la solution et définie positive en des solutions fortes
(celles vérifiant les conditions d’optimalité du second ordre).

Pour obtenir des matrices ayant cette propriété de définie positivité, il ne suffit
pas d’ajouter cette contrainte au problème (11.5). En effet, le cône Sn++ des matrices
symétriques définies positives est un ouvert dans l’espace vectoriel des matrices Rn×n,
si bien qu’avec cette contrainte additionnelle, (11.5) peut ne pas avoir de solution.
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Imposer la semi-définie positivité (on a alors un fermé) n’est pas satisfaisant non
plus, car Mk+1 ne serait pas nécessairement inversible et dk ne serait pas bien défini
par (11.1). On va donc chercher à ce que ce soit le critère dans (11.5) qui impose la
définie positivité de la matrice solution.

Dans ce but, on commence par introduire une fonction ψ : Sn → R∪ {+∞}, dont
le domaine est Sn++ et qui forme une « barrière » au bord du cône Sn++ (elle tend vers
l’infini lorsque son argument se rapproche du bord de Sn++) ainsi qu’à l’infini :

ψ(M) = trM + ldM, (11.6)

où la fonction log-déterminant ld : Sn → R ∪ {+∞} est définie en M ∈ Sn par

ld(M) =

{
− log detM si M ∈ Sn++

+∞ sinon

Les propriétés annoncées de ψ peuvent se voir sur son expression suivante. Si on note
{λi} les valeurs propres de M , on a trM =

∑n
i=1 λi, detM =

∏n
i=1 λi et donc

ψ(M) =

n∑

i=1

(λi − logλi), si M ∈ Sn++.

1

1

t − log t

(11.7)

Étant donné l’allure de la fonction t ∈ R++ 7→ t − log t, ψ(M) tend vers l’infini si
l’une des valeurs propres de M tend vers zéro ou vers l’infini.

La formule (11.7) montre aussi que l’unique minimiseur de ψ est la matrice iden-
tité (λi = 1 pour tout i). Afin de minimiser l’écart entre M et Mk, on va chercher
à ce que M

−1/2
k MM

−1/2
k soit proche de I. Ceci peut être obtenu en minimisant

ψ(M
−1/2
k MM

−1/2
k ). On est donc conduit à résoudre le problème suivant sur l’espace

vectoriel Sn des matrices symétriques :




min ψ(M
−1/2
k MM

−1/2
k )

yk =Msk
M ∈ Sn++ (contrainte implicite).

(11.8)

Si sk = 0, de deux choses l’une : soit yk 6= 0 et le problème ci-dessus n’a pas de solution
(son ensemble admissible est vide), soit yk = 0 et sa solution est Mk (ψ prend alors
sa valeur minimale n sur Sn++). Le cas non trivial où sk 6= 0 est examiné dans la
proposition suivante.

Proposition 11.2 Supposons queMk soit symétrique définie positive et que sk 6=
0. Alors, le problème (11.8) a une solution si, et seulement si, yTk sk > 0. Sous
cette condition la solution Mk+1 de (11.8) est unique et est donnée par l’une des
formules suivantes :
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Mk+1 =Mk +
yky

T

k

yTk sk
− Mksks

T

kMk

sTkMksk
, (11.9)

Wk+1 =

(
I − sky

T

k

yTk sk

)
Wk

(
I − yks

T

k

yTk sk

)
+
sks

T

k

yTk sk
, (11.10)

où on a noté Wk :=M−1
k et Wk+1 :=M−1

k+1.

Démonstration. D’abord, il est clair que si (11.8) a une solution Mk+1, qui est
une matrice symétrique définie positive, on a yTk sk = sTkMk+1sk > 0. On suppose
dorénavant que yTk sk > 0.

Montrons d’abord que le problème (11.8) a au plus une solution. L’ensemble ad-
missible de (11.8) étant clairement convexe, il suffit de vérifier que ψ est strictement
convexe, ce que l’on fait en calculant ses dérivées secondes. Rappelons que, pour une
matrice inversible A, det′(A) ·H = (detA) tr(A−1H). Alors, pour tout M ∈ Sn++ et
tout H ∈ Sn non nul, on a avec W :=M−1 :

ψ′(M) ·H = trH − tr(WH),

ψ′′(M) ·H2 = tr(W 1/2HW 1/2)(W 1/2HW 1/2) > 0.

On achève la démonstration en calculant explicitement la solution M = Mk+1

de (11.8) au moyen des conditions d’optimalité du premier ordre. On travaille dans
l’espace vectoriel Sn des matrices symétriques d’ordre n, muni du produit scalaire
〈A,B〉 = trAB. On note λ ∈ Rn le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte
affine de (11.8), si bien que le lagrangien s’écrit

ℓ(M,λ) = ψ(W
1/2
k MW

1/2
k ) + λT(yk −Msk).

On cherche M ∈ Sn++ telle que pour tout H ∈ Sn la dérivée directionnelle de ℓ en M
dans la direction H soit nulle, c’est-à-dire

tr(W
1/2
k HW

1/2
k )− tr(M

1/2
k WM

1/2
k )(W

1/2
k HW

1/2
k )− λTHsk = 0.

En utilisant la relation tr(AB) = tr(BA), on obtient pour tout H ∈ Sn :

0 = tr(WkH)− tr(WH)− tr(skλ
TH) = tr

([
Wk −W −

skλ
T + λsTk
2

]
H

)
.

Comme le facteur de H ci-dessus est dans Sn, on a

W =Wk −
skλ

T + λsTk
2

.

Pour calculer λ, on utilise l’équation de quasi-Newton, qui donne
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sk =Wkyk −
yTkλ

2
sk −

yTk sk
2

λ.

En prenant le produit scalaire avec yk et en utilisant le fait que yTk sk 6= 0, on trouve
yTkλ = yTk (Wkyk − sk)/(yTk sk) qui, injecté dans la relation ci-dessus, fournit la valeur
du multiplicateur

λ =
−2
yTk sk

(sk −Wkyk) +
yTk (sk −Wkyk)

(yTk sk)
2

sk.

En utilisant celle-ci dans la formule de W ci-dessus, on trouve l’expression de Wk+1

suivante

Wk+1 =Wk +
(sk −Wkyk)s

T

k + sk(sk −Wkyk)
T

yTk sk
− yTk (sk −Wkyk)

(yTk sk)
2

sks
T

k . (11.11)

Par un calcul laborieux, mais mécanique, on vérifie que cette formule est équivalente
à (11.10) et que Mk+1 donné par (11.9) est bien l’inverse de Wk+1 donné par (11.10)
(il suffit de vérifier que Mk+1Wk+1 = I).

Il reste à montrer que la matrice obtenue est bien dans Sn++ (le problème (11.8)
a des points stationnaires en dehors de cet ensemble), si yTk sk > 0. Pour un vecteur
v ∈ Rn arbitraire, la formule (11.9) donne

vTMk+1v = vTMkv −
(sTkMkv)

2

sTkMksk
+

(yTk v)
2

yTk sk
.

Le dernier terme est positif. On voit qu’il en est de même de la somme des deux
premiers termes, car d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

(sTkMkv)
2 6 ‖M1/2

k sk‖22 ‖M1/2
k v‖22 = (sTkMksk)(v

TMkv).

Donc vTMk+1v > 0 et ce produit ne peut être nul que si v ⊥ yk et v ‖ sk, ce qui n’est
vrai que si v = 0, car yTk sk > 0. ✷

Les formules (11.9) et (11.10) portent le nom de formules de BFGS directe
et inverse. L’appellation BFGS vient des initiales des auteurs (Broyden, Fletcher,
Goldfarb et Shanno) qui ont proposé cette formule dans des articles parus en
1970 [96, 209, 257, 545]. On notera les formules (11.9) et (11.10) de la manière sui-
vante :

Mk+1 = BFGS(Mk, yk, sk) et Wk+1 = BFGS(Wk, yk, sk).

Notons que la première de ces formules peut aussi s’écrire sous la forme de produits
de matrices [92, 258] :

Mk+1 =
(
I + vks̄

T

k

)
Mk

(
I + s̄kv

T

k

)
,

où vk := −Ms̄k + ȳk, s̄k := sk/(s
T

kMksk)
1/2 et ȳk := yk/(y

T

k sk)
1/2. Observons enfin

que les corrections Mk+1−Mk et Wk+1−Wk apportées par la formule de BFGS sont
des matrices de rang 2.

La proposition 11.2 a pour corollaire immédiat que si s 6= 0
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∃M ∈ Sn++ : y =Ms ⇐⇒ yTs > 0. (11.12)

Cette proposition a une extension naturelle au cas où l’on impose plus d’une équation
de quasi-Newton, qui doivent toutefois être compatibles : M ∈ Sn++ doit vérifier Y =
MS, où Y , S ∈ Rn×p et S est injective (voir l’exercice 11.1). L’équivalence (11.12)
devient alors

∃M ∈ Sn++ : Y =MS ⇐⇒ Y TS ∈ Sn++.

On utilise rarement une formule de mise à jour qui génère une matrice M vérifiant le
système Y = MS rassemblant plus d’une équation de quasi-Newton, car on ne sait
pas comment satisfaire la condition Y TS ≻ 0 qui assure la définie positivité de M . La
situation est différente si l’on n’a qu’une seule équation de quasi-Newton à satisfaire,
car nous verrons qu’il est aisé de vérifier la condition yTs > 0 apparaissant dans
(11.12) (voir la section 11.2.2).

Propriétés algébriques

Voici une propriété de la formule de BFGS qui justifie l’utilisation de cette for-
mule pour construire des préconditionneurs symétriques définis positifs de systèmes
linéaires. Elle nous apprend que, si au cours de la minimisation d’une fonction quadra-
tique strictement convexe sur Rn par l’algorithme du gradient conjugué, on met à
jour une matrice par le formule de BFGS (resp. par la formule de BFGS inverse), en
utilisant les couples (Aui, ui) formés à partir des directions conjuguées ui, la matrice
obtenue après n itérations est la hessienne de la fonction minimisée (resp. son inverse).

Proposition 11.3 Soit A une matrice symétrique et u1, . . . , up des directions
non nulles, conjuguées par rapport à cette matrice (c’est-à-dire : uTi Auj = 0, pour
i 6= j et uTi Aui > 0). On se donne une matrice M1 symétrique définie positive et
on définit Mi+1 = BFGS(Mi, Aui, ui), pour i = 1, . . . , p. Alors,
(i) Mk+1ui = Aui, pour k = 1, . . . , p et i = 1, . . . , k,
(ii) si p = n, on a Mn+1 = A.

Démonstration. La première propriété se démontre par récurrence. Elle est vérifiée
pour k = 1 : M2u1 = Au1 (c’est l’équation de quasi-Newton vérifiée par M2). Sup-
posons qu’elle le soit pour un k = 1, . . . , l − 1, avec 2 6 l 6 p, et démontrons la pour
k = l. Soit 1 6 i < l. Par conjugaison et récurrence, uTl Aui = 0 et uTl Mlui = uTl Aui =
0. Dès lors, la formule de BFGS (11.9) donne Ml+1ui = Mlui = Aui. Si i = l, on a
Ml+1ui = Aui (c’est l’équation de quasi-Newton vérifiée par Ml+1).

Si p = n, Mn+1 prend la même valeur que A sur les n vecteurs linéairement
indépendants u1, . . . , un. Donc Mn+1 = A. ✷

Terminons cette section par deux formules qui nous seront utiles pour étudier la
convergence de l’algorithme de BFGS, celles de la trace et du déterminant.
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Proposition 11.4 Si Mk+1 et Mk sont reliés par le formule de BFGS (11.9)
avec Mk définie positive et yTk sk > 0, on a

trMk+1 = trMk +
‖yk‖22
yTk sk

− ‖Mksk‖22
sTkMksk

et detMk+1 = detMk

(
yTk sk

sTkMksk

)
.

Démonstration. La formule de la trace se déduit directement de (11.9). Pour celle
du déterminant, on écrit

detMk+1 = det(Mk) det

(
I +

M−1
k yky

T

k

yTk sk
− sks

T

kMk

sTkMksk

)
.

Pour évaluer le dernier déterminant, on utilise le point (iii) de l’exercice B.16. ✷

Propriétés asymptotiques N

Supposons que l’on ait deux suites {yk}k>1 et {sk}k>1 de vecteurs de Rn, vérifiant
yTk sk > 0 pour tout k > 1, et une matrice d’ordre n symétrique définie positive M1.
On génère alors la suite {Mk}k>1 par la formule de BFGS : Mk+1 = BFGS(Mk, yk, sk)
pour tout k > 1. On s’intéresse ici aux propriétés que peuvent induire les vecteurs yk
et sk sur la suite {Mk}. Ces propriétés seront utiles pour étudier le comportement
asymptotique des suites générées par l’algorithme de BFGS.

On sait déjà, d’après la proposition 11.2, que les matrices Mk sont toutes symé-
triques définies positives.

Formule de mise à jour pour matrices creuses N

11.2.2 L’algorithme de BFGS

D’après la proposition 11.2, on aura un algorithme à directions de descente si
dans (11.1), Mk est générée par la formule de BFGS à partir d’une matrice initiale
M1 définie positive et si à chaque itération on réalise l’inégalité yTk sk > 0. La formule
de BFGS génère alors des matrices Mk définies positives. Il est tout à fait remarquable
que l’inégalité yTk sk > 0 soit satisfaite lorsque la recherche linéaire détermine le pas
αk > 0 par la règle de Wolfe (section 6.3.4 ; rappelons que l’on a choisit le produit
scalaire euclidien 〈u, v〉 := uTv). En effet, si l’on retranche gTk dk dans les deux membres
de l’inégalité (6.11b), on obtient

yTk sk > (ω2−1) gTk sk > 0,

car ω2 < 1 et gTk sk = αkg
T

k dk < 0 (dk est une direction de descente). Pour minimi-
ser une fonction non linéaire (non quadratique) au moyen de la formule de BFGS,
on utilise donc toujours la recherche linéaire de Wolfe. Ceci conduit à l’algorithme
parfaitement bien défini suivant.
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Algorithme 11.5 (de BFGS)

0. On se donne deux constantes ω1 et ω2 pour la recherche linéaire de Wolfe :
0 < ω1 <

1
2 et ω1 < ω2 < 1.

Choix d’un itéré initial x1 ∈ Rn et d’une matrice initialeW1 définie positive
(approximation de l’inverse de la hessienne ∇2f(x1)).
Initialisation : k := 1.

1. Test d’arrêt : si ∇f(xk) = 0, arrêt de l’algorithme.
2. Calcul de la direction de descente : dk = −Wkgk.
3. Recherche linéaire de Wolfe : trouver un pas αk > 0 tel que l’on ait (6.11a)

et (6.11b).
4. xk+1 := xk + αkdk.
5. Mettre à jour la matrice Wk par la formule (11.10) dans laquelle on prend
sk = xk+1 − xk et yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk).

6. Accroître k de 1 et aller en 1.

En pratique, on arrête l’algorithme à l’étape 1 lorsque ∇f(xk) est suffisamment petit.
On notera Mk = W−1

k l’inverse des matrices générées par l’algorithme ci-dessus, qui
approchent donc la hessienne ∇2f . On trouvera à la section 11.2.4 plus de détails
sur la mise en œuvre de l’algorithme de BFGS. Analysons d’abord ses principales
propriétés.

11.2.3 Propriétés de l’algorithme de BFGS

Convergence globale

My favorite results are his proof of the global convergence of the
BFGS method for convex functions, and the introduction of the

least change approach for derivative-free optimization.

J. Moré (2015), dans un hommage à M.J.D. Powell [439].

Un des plus beaux résultats de convergence en optimisation sans contrainte est le
théorème 11.6 ci-dessous. Il donne des conditions assurant la convergence globale de
l’algorithme de BFGS lorsque la fonction à minimiser est convexe. On notera qu’il
n’est pas nécessaire de supposer la forte convexité du critère. La beauté du résultat
tient en particulier au fait qu’il est rare de pouvoir démontrer la convergence d’un
algorithme quasi-newtonien, avec si peu d’hypothèses sur les objets générés par celui-
ci. On suppose seulement que l’algorithme génère une suite {xk} (ce qui signifie qu’il
ne s’arrête pas à l’étape 1 parce que le gradient y est nul ; auquel cas, il n’y a rien à
démontrer) et que la suite f(xk) est bornée inférieurement (il existe une constante C
telle que pour tout indice k, f(xk) > C). On ne fait aucune hypothèse sur la suite
des matrices {Mk}.
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Théorème 11.6 (convergence globale de BFGS) Supposons que f : Rn →
R soit convexe et C1,1 dans un voisinage convexe de {x ∈ Rn : f(x) 6 f(x1)}, où
x1 ∈ Rn. On considère l’algorithme de BFGS démarrant en x1 avec une matrice
M1 symétrique définie positive et on suppose que celui-ci génère une suite {xk}
telle que {f(xk)} soit bornée inférieurement. Alors, lim infk→∞ ‖gk‖ = 0.

Démonstration. On note C1, C2, . . . des constantes strictement positives. L’idée de
la démonstration est de contrôler le comportement des matrices {Mk} en obtenant
une majoration de leur trace et une minoration de leur déterminant, ce qui permettra
d’avoir une borne inférieure sur le pas αk. On note

qk :=
sTkMksk
‖sk‖22

et cos θk :=
−gTkdk

‖gk‖2‖dk‖2
=

sTkMksk
‖Mksk‖2‖sk‖2

le quotient de Rayleigh de Mk dans la direction sk et le cosinus de l’angle entre dk et
l’opposé du gradient.

Première étape. On utilise la formule de la trace pour montrer que pour tout k > 1 :

trMk+1 6 C1k et
k∑

i=1

‖Misi‖22
sTi Misi

=

k∑

i=1

qi
cos2 θi

6 C1k. (11.13)

En effet, comme f ∈ C1,1, on a ‖yk‖22/(yTk sk) 6 C2 (proposition 3.69) et donc la
formule de la trace (proposition ??) donne

trMk+1 6 trMk + C2 −
‖Mksk‖22
sTkMksk

6 trM1 + C2k −
k∑

i=1

‖Misi‖22
sTi Misi

.

On en déduit la première estimation de (11.13) avec C1 := trM1 + C2. D’autre part,
comme Mk+1 est définie positive, on a trMk+1 > 0 et l’inégalité précédente donne la
seconde estimation de (11.13).

Deuxième étape. En utilisant la majoration de la trace (11.13) et une minoration
du déterminant, on obtient une minoration de la plus petite valeur propre de Mk+1,
donc une minoration du pas. On montre en fait que cela conduit à la borne inférieure
suivante sur le pas moyen : pour tout k > 1,

(
k∏

i=1

αi

) 1
k

> C3. (11.14)

En effet, par la formule du déterminant (proposition ??) et la règle de Wolfe (6.11b) :
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detMk+1 =
yTk sk

sTkMksk
detMk

>
(1−ω2)

αk
detMk

>
(1−ω2)

k

∏k
i=1 αi

detM1

>
Ck

4∏k
i=1 αi

,

avec C4 := (1−ω2)min(1, detM1). D’autre part, en utilisant l’inégalité géométrico-
arithmétique (3.76), (11.13) et le fait que kn 6 (en)k :

detMk+1 6

(
1

n
trMk+1

)n

6

(
C1

n
k

)n

6 Ck
5 ,

avec C5 := max(1, C1/n)
nen. Les deux estimations ci-dessus conduisent à (11.14) avec

C2 := C4/C5.
Troisième étape. En exploitant la deuxième estimation de (11.13), on obtient une

majoration du pas moyen pondéré. On se défera de la pondération dans le raison-
nement par l’absurde de la quatrième étape. Pour tout k > 1 :

(
k∏

i=1

αi‖gi‖22

) 1
k

6
C6

k
. (11.15)

En effet,
k∑

i=1

‖Misi‖22
sTi Misi

=
k∑

i=1

αi‖gi‖22
−gTi si

6 C1k. (11.16)

On utilise ensuite deux fois l’inégalité géométrico-arithmétique (3.76) et la règle de
Wolfe (6.11a)

k∏

i=1

αi‖gi‖22 6 Ck
1

k∏

i=1

(−gTi si) [(11.16) et (3.76)]

6

(
C1

k

k∑

i=1

(−gTi si)
)k

[(3.76)]

6

(
C1

ω1k

k∑

i=1

(f(xi)− f(xi+1))

)k

[(6.11a)]

=

(
C1

ω1k
(f(x1)− f(xk+1))

)k

.

On en déduit (11.15), avec C6 := C1(f(x1)− fmin)/ω1, où fmin ∈ R est un minorant
de {f(xk)}.

Quatrième étape. On conclut par un raisonnement par l’absurde. Supposons que
le résultat ne soit pas vrai. Alors ‖gk‖ > C7 > 0 et (11.15) donne
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(
k∏

i=1

αi

) 1
k

6
C6

C2
7k
,

qui est en contradiction avec (11.14). ✷

Observons que si l’on avait supposé f fortement convexe, on n’aurait pu utiliser de
la recherche linéaire de Wolfe que ce qui est contenu dans la condition de Zoutendijk
(6.21). En effet la formule du déterminant aurait donné pour une constante générique
strictement positive C :

detMk+1 > C
‖sk‖2
sTkMksk

detMk >
Ck

∏k
i=1 qi

,

qui avec la formule de la trace aurait conduit à
(

k∏

i=1

qi

) 1
k

> C.

Alors la seconde estimation de (11.13) et l’inégalité géométrico-arithmétique (3.76)
auraient donné (

k∏

i=1

qi
cos2 θi

) 1
k

6
1

k

k∑

i=1

qi
cos2 θi

6 C.

Donc

C 6

(
k∏

i=1

qi

) 1
k

6 C

(
k∏

i=1

cos2 θi

) 1
k

6
C

k

k∑

i=1

cos2 θi.

On en aurait déduit que
∑

k>0 cos
2 θi = ∞ et, avec (6.21), que lim inf ‖gk‖ = 0.

Lorsque f est seulement convexe, nous avons vu que la règle de Wolfe intervenait à
plusieurs endroits dans la démonstration.

Corollaire 11.7 Sous les hypothèses du théorème 11.6, si la fonction f est forte-
ment convexe, alors la suite {xk} converge vers l’unique minimum de f .

Démonstration. Si f est fortement convexe, il existe un unique point x∗ minimisant
f sur Rn.

Montrons qu’il existe une sous-suite de {xk} qui converge vers x∗. La suite {xk} est
bornée (elle est dans {x : f(x) 6 f(x1)} qui est borné). Dès lors, d’après le théorème,
on peut trouver une sous-suite convergente {xk}k∈K, telle que gk → 0. On en déduit
que xk → x∗ lorsque k →∞ dans K (ça ne peut pas être un autre point du fait de la
continuité du gradient et de l’unicité du point annulant le gradient).

On a alors que f(xk)→ f(x∗). En effet, la suite {f(xk)} est décroissante et bornée
inférieurement. Donc elle converge et ça ne peut être que vers f(x∗), car une sous-suite
converge vers cette valeur.

Il reste à conclure. De toute sous-suite {xk}k∈K′ , on peut extraire une sous-suite
convergente (elle est bornée), qui ne peut converger que vers x∗ (car f(xk) converge
vers f(x∗)). Alors, toute la suite {xk} converge vers x∗. ✷
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Convergence locale

Terminaison quadratique

Indeed for many years the only intrusion of theory on my
research was the point of view that, if an algorithm does not

perform well when the objective function is quadratic, then it is
unlikely that it will be efficient in general use. This rule of

thumb and trying to make good use of available information
were the main considerations that helped me to develop several

successful algorithms for unconstrained calculations.

M.J.D. Powell [495 ; 1991].

L’algorithme de BFGS peut être interprété comme une extension de l’algorithme
du gradient conjugué (GC) préconditionné. Si on l’utilise pour minimiser une fonction
quadratique strictement convexe, donc de la forme

x ∈ Rn 7→ f(x) =
1

2
xTAx− bTx,

où la matrice A est d’ordre n symétrique définie positive et b ∈ Rn, en faisant de la
recherche linéaire exacte, alors l’algorithme génère les mêmes itérés que l’algorithme
du GC préconditionné par la matrice W1 = M−1

1 . Cette propriété est connue sous le
nom de terminaison quadratique.

Proposition 11.8 (terminaison quadratique) Si f : Rn → R est quadra-
tique strictement convexe. Alors l’algorithme de BFGS avec recherche linéaire
exacte est bien défini et génère les mêmes itérés que l’algorithme du gradient con-
jugué préconditionné par la matrice W1 =M−1

1 . En particulier, il converge en au
plus n itérations.

Démonstration. On montre par récurrence que l’on a pour tout k > 1 tel que
gk 6= 0 :

Wigk =W1gk, i = 1, . . . , k − 1, (11.17)

dk = dGC

k :=

{ −W1g1 si k = 1

−W1gk +
gT

kW1gk
gT

k−1W1gk−1
dk−1 si k > 2,

(11.18)

où dGC

k est la direction du GC préconditionné par la matrice W1.
Si g1 6= 0 et k = 1, les deux identités sont clairement vérifiées puisque la première

direction de l’algorithme de BFGS est d1 = −W1g1.
Supposons à présent que les identités (11.17) et (11.18) aient lieu jusqu’à un in-

dice k > 1 et montrons qu’elles ont également lieu pour l’indice k + 1 si gk+1 6= 0.
Sous l’hypothèse de récurrence, les itérés x1, . . . , xk+1 de l’algorithme de BFGS sont
identiques à ceux générés par le GC préconditionné par W1. Dès lors sTi gk+1 = 0 pour
i = 1, . . . , k (exercice 8.3) et, par la formule (11.10),

Wi+1gk+1 =

(
I − siy

T

i

yTi si

)
Wigk+1, pour i = 1, . . . , k.
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On a aussi gTi W1gk+1 = 0 pour i = 1, . . . , k (exercice 8.3), et donc yTi W1gk+1 = 0
pour i = 1, . . . , k− 1. L’identité ci-dessus avec i = 1, . . . , k− 1 permet alors d’obtenir
(11.17) par récurrence sur i. L’identité ci-dessus avec i = k donne

dk+1 = −Wk+1gk+1 = −W1gk+1 +
yTkW1gk+1

yTk dk
dk.

On en déduit (11.18) en notant que yTkW1gk+1 = gTk+1W1gk+1 et yTk dk = −gTk dk =

gTkW1gk (on utilise l’hypothèse de récurrence et gTk dk−1 = 0). ✷

11.2.4 Mise en œuvre de l’algorithme de BFGS

Formules de mise à jour directe ou inverse

A priori, il parait plus intéressant de mettre à jour Wk, l’inverse de Mk par (11.10),
que Mk par (11.9), de manière à ne pas devoir résoudre le système linéaire Mkdk =
−gk pour déterminer la direction de descente dk à l’étape 2 de l’algorithme. Dans
cette approche, la direction dk = −Wkgk est obtenue en O(n2) opérations, alors que
la résolution d’un système linéaire en demande O(n3) en général. On notera aussi que
la mise à jour de Wk par (11.10) peut se faire en O(n2), par la suite d’opérations
suivantes :

W̃k :=

(
I − sky

T

k

yTk sk

)
Wk =Wk − s̄k(Wkȳk)

T

Wk+1 := W̃k

(
I − yks

T

k

yTk sk

)
+
sks

T

k

yTk sk
= W̃k − (W̃k ȳk)s̄

T

k + s̄ks̄
T

k ,

dans lesquelles on a noté s̄k := sk/(y
T

k sk)
1/2 et ȳk := yk/(y

T

k sk)
1/2. Évidemment, W̃k

et Wk+1 peuvent être stockées dans Wk. Dans les problèmes avec contraintes, on doit
mettre à jour la matrice directe Mk et cela se fait parfois par la formule suivante

Mk+1 =Mk + ukv
T

k + vku
T

k + vkv
T

k , (11.19)

qui est équivalente à (11.9) si on prend s̄k := sk/(s
T

kMksk)
1/2, ȳk := yk/(y

T

k sk)
1/2,

uk :=Mks̄k et vk := ȳk −Mks̄k.
En pratique il est préférable d’utiliser (11.10) plutôt que (11.11). Cette dernière

formule est en effet instable, du fait des erreurs d’arrondi qui y sont moins bien
contrôlées et qui peuvent rendre Wk+1 indéfinie. Cette affirmation relève de notre
propre expérience avec ces formules, mais nous ne connaissons pas d’étude précise
sur le sujet. On observe toutefois que par le second terme de (11.11), on retranche
une matrice semi-définie positive, alors que dans (11.10) on fait la somme de deux
matrices semi-définies positives. Dans la procédure de calcul proposée ci-dessus, dans
laquelle on évite de devoir former la matrice (I − s̄kȳ

T

k ) et de faire un produit de
deux matrices (ce qui requiert O(n3) opérations), on ne bénéficie pas entièrement de
cette bonne propriété, car on retrouve des différences de matrices pouvant entraîner
de l’instabilité. De ce point de vue, on pourra aussi préférer la formule (11.19) pour
la mise à jour de la matrice directe.
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Certains auteurs [248, 258] préfèrent mettre à jour les facteurs de Cholesky Lk

de Mk = LkL
T

k de manière à contrôler la définie positivité de cette matrice qui peut
être perdue du fait des erreurs d’arrondi (pour les problèmes difficiles seulement).
Cette mise à jour des facteurs de Cholesky de Mk peut se faire en O(n2) opérations.
Le calcul de la direction de descente dk demande aussi O(n2) opérations (il y a deux
systèmes linéaires triangulaires à résoudre), alors qu’il en faudrait O(n3) si Mk n’était
pas connue par ses facteurs triangulaires.

D’autres auteurs enfin [259, 494, 550] utilisent la troisième approche qui consiste
à mettre à jour des facteurs Zk de Wk = ZkZ

T

k (qui ne sont pas de Cholesky). Cela
permet d’avoir un meilleur contrôle de la définie positivité de Wk. Cette approche
jette un nouvel éclairage sur les liens avec l’algorithme du gradient conjugué (voir à
ce sujet les propositions 11.3 et 11.8).

Choix de la matrice initiale

Le choix de la matrice symétrique définie positive initiale M1 est crucial pour un
bon fonctionnement de l’algorithme de BFGS. On conçoit en effet que prendreM1 = I
peut avoir des effets désastreux, parce que la matrice identité peut être beaucoup trop
grande ou trop petite, selon les cas, et que, Mk+1 −Mk étant une matrice de rang 2,
la suite {Mk} ne va pas évoluer rapidement (on tient d’ailleurs beaucoup à cette
propriété de stabilité de la formule de BFGS).

En toute logique, il faudrait prendre comme matrice initiale M1 une matrice sy-
métrique définie positive approchant convenablement ∇2f(x1). On dispose parfois
d’une telle matrice. Par exemple, cela peut être une approximation définie positive de
la diagonale de cette hessienne (on rappelle qu’en toute généralité, celle-ci est aussi
coûteuse à évaluer que la hessienne complète, voir l’exercice ??) ou une partie définie
positive de ∇2f(x1) (comme JT

1 J1 dans les problèmes de moindres-carrés lorsque la
jacobienne J1 = r′(x1) du résidu au point initial est calculable à peu de frais et est
injective, voir la section 19.3).

Parfois, il est intéressant de prendre pour M1, la matrice obtenue en fin de réso-
lution par l’algorithme de BFGS d’un problème voisin. Dans ce dernier cas, on parle
de démarrage à chaud.

Le plus souvent, cependant, on ne dispose d’aucune matrice « naturelle » M1

et il faut démarrer à froid. On prend alors M1 = I ou W1 = I. Ensuite M2 =
BFGS(σ1I, y1, s1) ou W2 = BFGS(σ̄1I, y1, s1), avec

σ1 :=
yT1 s1
‖s1‖22

et σ̄1 :=
yT1 s1
‖y1‖22

. (11.20)

Pour k > 2, on prend comme d’habitude Mk+1 = BFGS(Mk, yk, sk) ou Wk+1 =
BFGS(Wk, yk, sk). Les facteurs scalaires σ1 et σ̄1, connus sous le nom de facteurs
d’Oren-Luenberger, sont déterminés par le souci d’avoir σ1I et σ̄1I les plus proches
possibles, dans des sens très variés, du sous-espace affine {M ∈ Sn : y1 = Ms1} des
matrices symétriques vérifiant l’équation de quasi-Newton (voir l’exercice 11.3). On
notera que σ1 et σ̄1 sont tous les deux strictement positifs (on suppose yT1 s1 > 0). On
notera également que, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, σ1 6 (σ̄1)

−1 sans que l’on
ait nécessairement égalité, si bien que générer les matrices directes ou inverses avec
les initialisations ci-dessus ne donnent pas le même algorithme. On pourrait d’ailleurs



450 11. Algorithmes de quasi-Newton

aussi prendre σ1 = ‖y1‖22/(yT1 s1) et σ̄1 = ‖s1‖22/(yT1 s1). On ne connaît pas de critère
faisant l’unanimité permettant de faire le bon choix des facteurs σ1 ou σ̄1 ; on utilise
souvent (11.20).

Mise à l’échelle répétée

Nous avons dit que la suite {Mk} était très stable. Hélas parfois trop ! Si l’initia-
lisation n’est pas satisfaisante et que les itérés progressent rapidement, on aimerait
que les matrices évoluent plus vite pour s’adapter à la hessienne courante. Il peut
donc être intéressant de catalyser la mise à jour en multipliant Mk ou Wk par un
facteur scalaire avant leur mise à jour, mais après leur utilisation. On prend donc
Mk+1 = BFGS(σkMk, yk, sk) ou Wk+1 = BFGS(σ̄kWk, yk, sk), avec des scalaires
σk > 0 et σ̄k > 0 valant

σk :=
yTk sk

sTkMksk
et σ̄k :=

yTk sk

yTkWkyk
. (11.21)

Ceux-ci sont obtenus par un raisonnement analogue à celui conduisant à (11.20)

Ce qui peut ne pas fonctionner

L’algorithme de BFGS avec recherche linéaire en optimisation demande que le
gradient soit calculé avec une bonne précision. Si ce n’est pas le cas, en particulier
lorsque le gradient est estimé par différences finies, l’algorithme pourra s’interrompre
prématurément parce que la direction générée ne sera pas une direction de descente.
En effet, celle-ci s’écrit dk = −Wkgk, où gk est le gradient calculé et Wk est une
matrice définie positive dont on ne contrôle pas le conditionnement κ2(Wk). Comme,
selon (6.4), l’inverse de ce dernier minore l’angle θk entre dk et −gk, on pourra avoir
un angle θk arbitrairement proche de π/2. Si gk n’est pas suffisamment précis, il se
pourra que la direction dk calculée par l’algorithme de BFGS ne soit pas de descente
en xk, entraînant l’échec de la recherche linéaire. Si la précision obtenue alors n’est
pas suffisante, il n’y a qu’un seul remède : calculer le gradient avec plus de précision
(éviter la discrétisation d’un gradient en dimension infinie, faire de la différentiation
automatique ou manuelle, chasser les erreurs d’arrondi).

Mentionnons aussi, mais sans insister, que des exemples de non-convergence de
l’algorithme de BFGS avec recherche linéaire ont été découverts [411 ; 2004], soit
environ 35 ans après son introduction. Il y a peu de chance toutefois que cette non-
convergence s’observe en pratique.

11.2.5 L’algorithme ℓ-BFGS

Si le problème est de grande taille, disons avec un nombre de variables n supérieur
à 500 (ce seuil dépend en partie des performances des ordinateurs), les méthodes de
quasi-Newton telles qu’on les a présentées ne sont plus adaptées, pour deux raisons
au moins. D’abord parce qu’il peut être impossible de mettre en mémoire une matrice
d’ordre n. Ensuite, même si le stockage d’une telle matrice est possible, sa mise à jour
peut prendre beaucoup de temps (celle-ci requiert en effet de l’ordre de n2 opéra-
tions) et son adaptation à la hessienne courante peut être lente (dans les formules de
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mise à jour vues, la différence entre deux matrices successives est de faible rang, si
bien qu’il faut normalement un nombre de mises à jour proportionnel à n pour que
l’approximation courante devienne correcte et que l’algorithme devienne efficace).

Une belle découverte, très utile en pratique, a été de constater que l’on peut
adapter beaucoup de méthodes de quasi-Newton à des problèmes de très grande taille
en appliquant les principes suivants :

1. on ne forme l’approximation de la hessienne qu’en utilisant un nombre limité de
couples (yi, si), disons m, avec m≪ n (typiquement m ≃ 5 . . . 10) ;

2. on ne mémorise que ces couples, pas la matrice elle-même, et les mises à jour se
font à partir d’une matrice initiale peu encombrante en mémoire (typiquement
une matrice diagonale) ; la matrice approchant la hessienne (ou son inverse) est
donc définie de manière implicite, sans représentation en mémoire ;

3. on calcule le produit de cette matrice (ou de son inverse) par un vecteur (comme
cela est requis par la formule (11.1)) par un algorithme qui doit être efficace et
peut se passer d’une représentation explicite de la matrice Wk.

Une technique de mise à jour reposant sur ces principes est dite à mémoire limitée.
La sélection des bons couples (yi, si) est un problème délicat qui n’a pas trouvé de
réponse satisfaisante, si bien que l’on sélectionne en général les m plus récents, ceux
sensés donner la meilleure information sur la hessienne courante. De même, le choix de
la matrice initiale est encore aujourd’hui un sujet de recherche ; certains auteurs [399]
choisissent la matrice identité multipliée par un des scalaires de (11.21) ; d’autres [244]
utilisent des matrices diagonales, elles-mêmes mises à jour au cours des itérations.
Enfin, nous verrons qu’une conséquence de la différentiation automatique en mode
inverse (section 5.5.3) est que le produit de la matrice implicite par un vecteur pourra
se faire de manièrre efficace si la forme quadratique associée à cette matrice s’évalue
rapidement.

Soyons plus concret et décrivons la mise à jour par la formule de BFGS in-
verse (11.10) de l’approximation à mémoire limitée de l’inverse de la hessienne, qui suit
les principes énoncés aux points 1-3 ci-dessus. L’algorithme correspondant est appelé
l’algorithme ℓ-BFGS [458]. La matrice implicite (c.-à-d., non stockée) à l’itération k
est toujours notée Wk. Au moment de la mise à jour, on suppose que xk et xk+1

sont connus ; le premnier itéré est noté x1. Comme mentionné ci-dessus, on utilise en
général les couples les plus récents :

{(yk−m̄+i, sk−m̄+i) : i = 1, . . . , m̄}, (11.22)

où
m̄ := min(m, k).

Partant d’une matrice initiale W 0
k facilement mémorisable et qu’il faut spécifier, la

matrice implicite suivante Wk+1 est obtenue par

W i
k := BFGS(W i−1

k , yk−m̄+i, sk−m̄+i), pour i = 1, . . . , m̄

Wk+1 =W m̄
k ,

où BFGS symbolise la fomule de BFGS inverse (11.10). Il s’agit ici d’une description
formelle de Wk+1, car cette matrice n’est pas stockée.
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Notre but à présent est de montrer que le produit de la matrice implicite Wk+1,
représentée par la matrice W 0

k et les couples (11.22), par un vecteur v peut se faire
aisément. Dans (11.1), v = gk+1, mais ce qui suit est valable pour un vecteur v
arbitraire, ce qui pourra être utile pour les problèmes avec contraintes. On note

pour i = 1, . . . , m̄ : ρi := (yTk−m̄+isk−m̄+i)
−1 et Vi := I − ρiyk−m̄+is

T

k−m̄+i,

pour i = 0, . . . , m̄ : la fonction v ∈ Rn 7→ ϕi(v) := (vTW i
kv)/2

et on définit par récurrence

qm̄ = v et qi−1 = Vk−m̄+iqi (pour i = m̄, . . . , 1).

Alors, grâce à (11.10), on a par récurrence

ϕm̄(v) = ϕm̄(qm̄)

=
1

2
qTm̄V

T

k W
m̄−1
k Vkqm̄ +

ρk
2

(sTkqm̄)2

= ϕm̄−1(qm̄−1) +
ρk
2

(sTkqm̄)2

= ϕ0(q0) +

m̄∑

i=1

ρk−m̄+i

2
(sTk−m̄+iqi)

2.

Cette valeur ϕm̄(v) se calcule donc par l’algorithme

ϕ := 0;
q := v;
for (i := m̄; i > 1; i := i− 1) {

αi := sTk−m̄+iq;
ϕ := ϕ+ ρk−m̄+i

2 α2
i ;

q := q − ρk−m̄+iαiyk−m̄+i;
}
ϕ := ϕ+ 1

2q
TW 0

k q;

(11.23)

Comme Wk+1v est le gradient en v de v 7→ ϕm̄(v), on peut calculer ce vecteur en
exécutant le code adjoint de (11.23) (voir la section 5.5.3 et plus spécialement le
code (5.32) et l’exercice 5.9). On note ϕ, q et α := (α1, . . . , αm̄) les variables adjointes
de ϕ, q et α := (α1, . . . , αm̄). Ce code adjoint s’écrit alors

ϕ := 1;
q := 0;
α := 0;
q :=W 0

k q;
for (i := 1; i 6 m̄; i := i+ 1) {

αi := αi − ρk−m̄+iy
T

k−m̄+iq;
αi := αi + ρk−m̄+iαiϕ;
q := q + αisk−m̄+i;
αi := 0;

}
v := q;
q := 0;
ϕ := 0;

(11.24)
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La valeur de Wk+1v est obtenu à la sortie de l’algorithme (11.24) dans le vecteur v. En
combinant (11.23) et (11.24), en ne conservant que les instructions qui sont utiles au
calcul de Wk+1v et en plaçant q dans q et tous les αi dans β, on obtient l’algorithme
suivant :

q := v;
for (i := m̄; i > 1; i := i− 1) {

αi := sTk−m̄+iq;
q := q − ρk−m̄+iαiyk−m̄+i;

}
q :=W 0

k q;
for (i := 1; i 6 m̄; i := i+ 1) {

β := ρk−m̄+i(αi − yTk−m̄+iq);
q := q + βsk−m̄+i;

}

(11.25)

La valeur de Wk+1v est obtenu à la sortie de l’algorithme (11.25) dans le vecteur q.
L’approche que nous avons utilisée pour obtenir l’algorithme de calcul (11.25) montre
pourquoi celui est efficace : il est fondé sur l’algorithm compact (11.23) calculant
rapidement 1

2v
TWk+1v et le mode inverse de différentiation automatique, que l’on

sait ne pas dégrader l’efficacité de (11.23).
Le nombre d’opérations pour le calcul de la direction de ℓ-BFGS par (11.25) est

approximativement 4mn additions et 4mn multiplications.
Pour conclure, résumons les instructions de l’algorithme ℓ-BFGS.

Algorithme 11.9 (ℓ-BFGS)

0. On se donne deux constantes ω1 et ω2 pour la recherche linéaire de Wolfe :
0 < ω1 <

1
2 et ω1 < ω2 < 1.

Choix d’un itéré initial x1 ∈ Rn et d’un nombre de mises à jour m.
Initialisation : k := 1, m̄ = 0.

1. Test d’arrêt : si ∇f(xk) = 0, arrêt de l’algorithme.
2. Calcul de la direction de descente dk : on détermine une matrice initiale
W 0

k et on calcule dk par l’algorithme (11.25) (sauf si m̄ = 0, auquel cas on
prend dk = −W 0

k gk).
3. Recherche linéaire de Wolfe : trouver un pas αk > 0 tel que l’on ait (6.11a)

et (6.11b).
4. xk+1 := xk + αkdk.
5. Si k > m, effacer (yk−m, sk−m) de la mémoire. Stocker (yk, sk).
6. Accroître k de 1 et aller en 1.

On résout aujourd’hui couramment des problèmes avec n ≃ 106 . . . 108 par l’algorithme
ℓ-BFGS, en particulier en météorologie [145, 146] ou océanographie.

Notes N

L’algorithme de la sécante pour trouver un zéro d’une fonction non linéaire remonte
au moins à Newton, probablement vers 1665 [617 ; I, p. 489-491]. [639]
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Le théorème 11.6 et son corollaire 11.7 sont dus à Powell [490 ; 1976]. Ce résultat
ne peut pas s’étendre aux fonctions non convexes : on a trouvé des contre-exemples
lorsque l’algorithme est globalisé par une recherche linéaire exacte [492 ; 1984], par
celle de Wolfe [151 ; 2002] ou par celle prenant le pas αk donnant le minimum exact le
long de la direction de recherche et assurant la condition d’Armijo (6.9) [411 ; 2004].
Ce point noir de l’algorithme n’empêche pas sont utilisation avec succès. Certains
auteurs ont proposé des modifications de l’algorithme de manière à pouvoir en montrer
la convergence sur des fonctions non convexes, mais cette manière de procédé n’a pas
l’approbation de tous. Ainsi Li et Fukushima [393 ; 2001] ont obtenu un résultat de
convergence globale et superlinéaire avec une modification du vecteur yk en yk+rksk,
où le scalaire rk ∼ ‖gk‖. Comme lot de consolation, mentionnons que l’algorithme
de DFP, bien moins efficace que l’algorithme de BFGS, converge pour les problèmes
avec 2 variables et une recherche linéaire prenant le premier minimum local [496 ;
2000].

Prise en compte de la parcimonie : technique originale due à Toint [592 ; 1977] ;
difficultés de non-existence et de non-définie-positivité relevées par Sorensen [564 ;
1982] ; approche de Fletcher [213 ; 1995] utilisant la fonction ψ de Byrd et Nocedal.

L’algorithme ℓ-BFGS de la section 11.2.5 a été proposé par Nocedal [458]. La
dérivation de l’algorithme (11.25) présentée, utilisant la différentiation automatique,
est reprise de [246]. Dans les problèmes avec contraintes, c’est l’approximation de
hessiennes directes dont on a besoin ; on peut en construire des approximations quasi-
newtoniennes à mémoire limitée [103, 102]. Le choix du bon nombre m de mises à jour
reste aujourd’hui un sujet intriguant. De manière surprenante, il n’est pas vrai que
prendrem le plus grand possible améliore les performances de l’algorithme. Le nombre
d’itérations pour atteindre un seuil d’optimalité donné peut facilement varier avec un
facteur 3 lorsque m s’échelonne, disons de 5 à 50, avec une efficacité optimale pour
des valeurs erratiques de m. Boggs et Byrd [68] ont proposé des techniques efficaces
pour déterminer m de manière adaptative au cours des itérations. Lin, Harchaoui et
Mairal [396 ; 2017] proposent un algorithme fondé sur la technique ℓ-BFGS, destiné à
minimiser f = f0 + ψ, où f0 est convexe C1,1 et ψ est convexe non lisse (par exemple
ψ = ‖ · ‖1 ou ψ = IC), qui peut se voir comme une méthode ℓ-BFGS inexacte sur la
régularisée de Moreau-Yosida de f (section 3.7.2).

Des algorithmes de BFGS et de ℓ-BFGS pour la minimisation d’une fonction réelle
de variables complexes sont proposés dans [562].

Divers résultats ont aussi été obtenus pour minimiser une fonction non lisse avec
l’algorithme de BFGS [392, 637, 296].

Exercices

11.1. Formule de BFGS par blocs. Soient Y , S ∈ Rn×p avec S injective et M ∈ Sn
++. On

considère le problème






minM̄ ψ(M−1/2M̄M−1/2)

Y = M̄S
M̄ ∈ Sn

++,

où ψ : Sn
++ → R est la fonction définie par (11.6). Montrez que ce problème a

une solution si, et seulement si, Y TS ∈ Sn
++. Montrez que, sous cette condition, la

solution M̄ du problème est unique et est donnée par l’une des formules suivantes :
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M̄ =M −MS(STMS)−1STM + Y (Y TS)−1Y T

W̄ =
(

I − S(Y TS)−1Y T

)

W
(

I − Y (Y TS)−1ST

)

+ S(Y TS)−1ST

= W + (S −WY )(Y TS)−1ST + S(Y TS)−1(S −WY )T

− S(Y TS)−1Y T(S −WY )(Y TS)−1ST.

où on a noté W :=M−1 et W̄ := M̄−1.

11.2. Formule de mise à jour PSB. Soient yk et sk deux vecteurs de Rn et Mk une matrice
d’ordre n symétrique. On considère le problème en M ∈ Rn×n suivant







min ‖M −Mk‖F
yk =Msk
M =MT,

(11.26)

où ‖ · ‖F est la norme de Frobenius sur l’ensemble des matrices. Montrez que, si
sk 6= 0, le problème (11.26) a une solution unique Mk+1 et que celle-ci s’écrit

Mk+1 =Mk +
(yk −Mksk)s

T

k + sk(yk −Mksk)
T

‖sk‖22
− (yk −Mksk)

Tsk
‖sk‖42

sks
T

k . (11.27)

Si sk = 0 et yk 6= 0, le problème (11.26) n’a pas de solution. Si sk = yk = 0, le
problème (11.26) a comme unique solution Mk+1 =Mk.
Remarque. La formule (11.27) porte le nom de formule PSB (Powell-Symétrique-
Broyden). En pratique, elle donne généralement de moins bons résultats que la for-
mule de BFGS. On observera que le cas sk = 0 et yk 6= 0 ne peut pas se présenter en
optimisation ; quant au cas sk = yk = 0, il est normalement signe que l’itéré courant
est stationnaire.

11.3. Initialisation de l’algorithme de BFGS. Montrez que σ1 et σ̄1 donnés dans (11.20) sont
respectivement solutions des problèmes en (σ,M) ∈ R×Rn×n et (σ̄,W ) ∈ R×Rn×n

suivants 





minσ,M ‖σI −M‖F
y1 =Ms1
M =MT

et







minσ̄,W ‖σ̄I −W ‖F
Wy1 = s1
W =W T.

11.4. Propriétés de l’algorithme de BFGS. On considère l’algorithme de BFGS pour mi-
nimiser une fonction non linéaire f . On note xk le k-ième itéré, gk le gradient de f
en xk, Gk := vect{g1, . . . , gk}, Wk = M−1

k la matrice générée et ⊥Q l’orthogonalité
par rapport au produit scalaire associé à une matrice symétrique définie positive Q.
Montrez que pour tout k > 1, on a

(i) Wkv ∈W1(Gk), pour tout v ∈ Gk ; en particulier, Wkgk ∈W1(Gk) ;
(ii) Wkv =W1v, pour tout v ⊥W1 Gk.

De plus, si W1 = σI , avec σ > 0, on a
(iii) Mkv ∈ Gk, pour tout v ∈ Gk ;
(iv) Mkv = σv, pour tout v ⊥I Gk.

Remarque. Ce résultat montre que la direction de recherche est dans W1(Gk).





Partie III

Méthodes de
l’optimisation avec contraintes
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Dans ce chapitre, nous présentons quelques méthodes d’optimisation dans lequel
le critère est non linéaire et les contraintes sont suffisamment simples. Elles s’inspirent
directement des techniques de descente en optimisation sans contrainte, en utilisant
la notion de direction de descente et en faisant décroître le critère à chaque itération.
Elles ont aussi la caractéristique de maintenir la suite des itérés {xk} dans l’ensemble
admissible X . Si l’approche est générale, elle ne trouvera son efficacité que si les
contraintes sont affines, si bien que le problème devra pouvoir être mis sous la forme
suivante : {

min f(x)
Ax 6 b,

(12.1)

où f : Rn → R est une fonction régulière, A est une matrice m× n et b ∈ Rm.
Une direction de descente de f en un point qui n’est pas dans l’ensemble admis-

sible X est de peu d’utilité : si elle permet de faire décroître f , elle n’est d’aucune
aide pour ramener les itérés dans l’ensemble admissible. Par conséquent, si on désire
utiliser des directions de descente de f , on est forcé de générer des suites {xk} ad-
missibles, c’est-à-dire contenues dans X . On est alors amené à introduire la notion de
direction de descente admissible dk. De petits pas le long de ces directions permettent
de faire décroître f tout en restant dans X . Alors on peut par exemple définir la suite
{xk} par xk+1 = xk + αkdk, avec αk suffisamment petit pour que f décroisse et que
xk+1 soit dans X .

Cette méthode est attrayante par sa simplicité, mais elle n’est pas convergente.
On connaît en effet un contre-exemple, dû à Wolfe [625 ; 1972]. Nous n’allons pas le
décrire en détail, mais il est instructif de comprendre ce qui s’y passe. Dans celui-ci
(voir figure 12.1), on minimise sur l’orthant positif (X = {x ∈ R3 : x > 0}) une
fonction convexe de 3 variables; on utilise la méthode ci-dessus, en prenant dk = −gk
comme direction de descente admissible; on prend le pas optimal si celui-ci laisse xk+1

dans X , sinon on prend le plus grand pas possible de manière à rester dans X . On con-
state que l’algorithme construit une suite {xk} oscillant entre deux faces de l’orthant
positif et convergeant vers un point non stationnaire (!) situé sur l’intersection des
deux faces. Que se passe-t-il ? Une façon d’interpréter ce résultat est de dire que les
bornes (x > 0) de l’ensemble admissible forcent le pas à être trop petit et provoquent
ainsi la « fausse » convergence de la suite. On a vu, en effet, au chapitre 6.3, qu’un des
devoirs de la recherche linéaire est d’empêcher le pas d’être trop petit afin d’assurer
la convergence des méthodes à directions de descente. La présence des contraintes
d’inégalité empêche ici de satisfaire cette propriété.

On peut trouver plusieurs remèdes pour éviter cette fausse convergence. L’un d’eux
consiste à poursuivre la recherche du pas au delà du point d’activation xk + α̂kdk du

459



460 12. Projection et activation

point limite

e1
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0
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x1
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x4
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Fig. 12.1. Contre-exemple de Wolfe

chemin α 7→ xk + αdk sur le bord de X . Comme l’on veut que les itérés restent
dans X , la recherche se poursuit alors, non pas le long de dk, mais le long du chemin
α 7→ xk+αdk projeté sur X . On parle de méthodes de projection. Cette approche sera
examinée à la section 12.1. On comprend que pour que celle-ci soit efficace, il faut
que la projection sur X soit peu coûteuse. C’est le cas notamment des ensembles X
définis par des contraintes de borne :

X = {x ∈ Rn : a 6 x 6 b}, a et b ∈ Rn. (12.2)

Une autre approche consiste à bloquer certaines contraintes pendant quelques ité-
rations (cas où X est donné par des contraintes d’inégalité affines), c’est-à-dire de
considérer certaines contraintes d’inégalité comme des contraintes d’égalité. On parle
alors de méthodes différentiation automatique, aussi appelées méthodes de pivotage
dans les problèmes de complémentarité [141] (section 12.2). Ces méthodes sont surtout
utilisées en optimisation quadratique, c’est-à-dire pour la minimisation de fonctions
quadratiques en présence de contraintes affines :

X = {x ∈ Rn : Ax 6 b}, A : m× n, b ∈ Rm. (12.3)

12.1 Méthode de projection

Dans cette section, nous étudions les méthodes dans lesquelles le chemin de
recherche de l’itéré suivant est obtenu en projetant sur X le chemin affine α 7→
xk + αdk :

xk(α) := PX(xk + αdk), (12.4)

où dk ∈ Rn, α > 0 et PX est un opérateur de projection sur X (voir figure 12.2). Par
conséquent, α 7→ xk(α) est un chemin de recherche admissible et en prenant

xk+1 = xk(αk), αk > 0, (12.5)

on générera une suite {xk} admissible, c’est-à-dire avec xk ∈ X .
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dk

X

xk

xk(α)

Fig. 12.2. Méthode du chemin projeté

12.1.1 Méthode du gradient projecté

Venons-en maintenant à l’étude d’un algorithme de résolution du problème (12.1),
basé sur (12.4)–(12.5). On suppose que X est un convexe fermé non vide de Rn.

La première question qui se pose est de savoir si l’on fait décroître f le long du
chemin xk(α) défini en (12.4). En général, ce n’est pas le cas, tout au moins si dk
est une direction de descente stricte quelconque de f (c.-à-d., une direction vérifiant
gTk dk < 0, gk = ∇f(xk)). On peut en effet construire aisément un exemple où l’on n’a
pas

f(xk(α)) < f(xk), pour α > 0 petit. (12.6)

La figure 12.3 illustre une telle situation. La direction dk est de descente car elle
forme avec −gk un angle plus petit que π/2 (on suppose que gradient et angle font
ici référence au produit scalaire euclidien), ce qui n’est pas le cas du chemin projeté
α 7→ xk(α). Cependant, si l’on prend dk = −gk et donc

X

−gk

xk

dk

xk(α)

xk + αdk

Fig. 12.3. Projection d’une direction de descente dk quelconque
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xk(α) := PX(xk − αgk), (12.7)

la condition (12.6) est vérifiée. Nous allons le voir.
La méthode utilisant le chemin (12.7) comme chemin de descente porte le nom

de méthode du gradient projecté. Elle a été introduite par Goldstein [262 ; 1964] et
Levitin et Polyak [391 ; 1966]. Cette méthode n’est pratiquement utilisable que lorsque
la projection sur l’ensemble des contraintes est facile à réaliser, par exemple dans le
cas de contraintes de borne (12.2). Les lemmes 12.1, 12.2 et 12.3 donnent quelques
propriétés fondamentales de cette méthode.

Lemme 12.1 Soit X un convexe fermé non vide de Rn. Alors, le point x̄ ∈ X
est un point stationnaire du problème (12.1) si, et seulement si,

x̄ = PX(x̄− α∇f(x̄)), (12.8)

pour un (ou tout) α > 0.

Démonstration. D’après la proposition 4.7, lorsque X est convexe, la stationnarité
de f en x̄ s’exprime par

〈∇f(x̄), y − x̄〉 > 0, ∀y ∈ X.

Pour α > 0, cette condition est équivalente à

〈x̄− (x̄− α∇f(x̄)), y − x̄〉 > 0, ∀y ∈ X.

Comme x̄ ∈ X , la caractérisation (2.28a) implique que cette condition est équivalente
à (12.8). ✷

En conséquence de ce lemme, l’itéré courant xk de l’algorithme (12.5) est un point
stationnaire du problème (12.1) si, et seulement si, xk+1 = xk.

Lemme 12.2 On suppose que X est un convexe fermé non vide de Rn et pour
xk ∈ X, on considère le chemin α 7→ xk(α) défini en (12.7). Alors, pour tout
α ∈ R, on a

α 〈gk, xk(α)− xk〉 6 −‖xk(α) − xk‖2. (12.9)

Démonstration. Comme xk ∈ X et que xk(α) est la projection de xk −αgk sur X ,
la caractérisation (2.28a) donne

〈xk − xk(α), xk(α) − xk + αgk〉 > 0.

On en déduit (12.9). ✷

Ce résultat montre que
sk(α) := xk(α)− xk
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est une direction de descente de f en xk, quel que soit α > 0 : l’angle entre −gk et
sk(α) reste toujours inférieur à π/2.

Lemme 12.3 On suppose que X est un convexe fermé non vide de Rn, que f
est de classe C1 et que sa dérivée est lipschitzienne, de module L. Soit xk ∈ X.
Alors, si 0 < σ < 1 et 0 6 α 6 2(1− σ)/L, on a

f(xk(α)) 6 f(xk) + σ 〈gk, xk(α)− xk〉. (12.10)

Démonstration. On a

f(xk(α)) − f(xk) =

∫ 1

0

f ′(xk + tsk(α)) · sk(α) dt

6 〈gk, sk(α)〉 +
L

2
‖sk(α)‖2.

En utilisant (12.9), on trouve

f(xk(α))− f(xk) 6
(
1− Lα

2

)
〈gk, sk(α)〉.

En remarquant que, d’après (12.9), 〈gk, sk(α)〉 est négatif lorsque α est positif, on en
déduit (12.10) lorsque 0 6 α 6 2(1− σ)/L. ✷

Dès lors, lorsque xk n’est pas stationnaire, les inégalités (12.9) et (12.10) montrent
que l’on fait décroître f en se déplaçant le long du chemin α 7→ xk(α) (α > 0 petit).

Les deux résultats suivants donnent des méthodes de détermination du pas α qui
assurent la convergence de la méthode du gradient projecté : pas petit (théorème 12.4)
et pas d’Armijo (théorème 12.5). Ce sont des extensions naturelles de résultats connus
pour les problèmes sans contraintes.

Théorème 12.4 Soit X un convexe fermé non vide de Rn. Supposons que f
soit bornée inférieurement sur X, que f soit de classe C1 et que sa dérivée soit
lipschitzienne de module L. Alors l’algorithme du gradient projecté, avec un pas
αk pris dans un compact de ]0, 2/L[ génère une suite de points {xk} telle que

‖xk+1 − xk‖ → 0.

De plus, tous les points d’adhérence de {xk} sont stationnaires.

Démonstration. Si αk est dans un compact de ]0, 2/L[, on peut trouver σ ∈ ]0, 1[
tel que

αk ∈
[
σ,

2(1− σ)
L

]
.

Alors, d’après les lemmes 12.2 et 12.3, on a
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f(xk+1) 6 f(xk)− σ
‖xk+1 − xk‖2

αk

6 f(xk)−
σL

2(1− σ)‖xk+1 − xk‖2.

Comme f est bornée inférieurement sur X et que f(xk) décroît, f(xk+1)−f(xk)→ 0.
On en déduit que ‖xk+1 − xk‖ → 0.

Si x̄ est un point d’adhérence de {xk}, on peut trouver une sous-suite d’indices K
telle que xk → x̄, pour k →∞ dans K. Comme ‖xk+1−xk‖ → 0, on a aussi xk+1 → x̄,
pour k →∞ dans K. On peut également supposer que αk → ᾱ, pour k →∞ dans K
(au besoin on extrait une nouvelle sous-suite de K). En passant à la limite dans

xk+1 = PX(xk − αk∇f(xk))

(on se rappelle que PX est continu, par (2.29)), on a

x̄ = PX(x̄− ᾱ∇f(x̄)).

Comme ᾱ > 0, le lemme 12.3 montre que x̄ est stationnaire. ✷

En général la constante de Lipschitz de f ′ n’est pas connue et il n’est pas réaliste
(et il est souvent inefficace) de choisir le pas comme dans le théorème 12.4. Il est
préférable de déterminer αk selon la règle suivante qui est une extension de la règle
d’Armijo utilisée en optimisation sans contrainte (voir section 6.3.3).

On se donne deux constantes σ ∈ ]0, 1[ et β ∈ ]0, 1[ ainsi qu’une estimation α0
k > 0

du pas à l’itération k (il est important que {α0
k} et {1/α0

k} forment des suites bornées).
On prend αk = βjkα0

k, jk étant le plus petit entier tel qu’avec ce αk, on ait

f(xk(αk)) 6 f(xk) + σ 〈gk, xk(αk)− xk〉. (12.11)

Lorsque f est régulière, on peut toujours trouver un tel pas αk. En effet, d’après le
lemme 12.3, cette inégalité est vérifiée lorsque αk est plus petit que 2(1− σ)/L (où L
est la constante de Lipschitz de f). Ceci montre que par la règle ci-dessus, on a

αk > min

(
α0
k,

2(1− σ)β
L

)
. (12.12)

On prend ensuite xk+1 = xk(αk).
Le théorème suivant montre que cette manière de procéder est satisfaisante.

Théorème 12.5 ([50]) Soit X un convexe fermé non vide de Rn. Supposons
que f soit bornée inférieurement sur X, que f soit de classe C1, avec une dérivée
lipschitzienne. Alors, l’algorithme du gradient projeté, avec un pas αk déterminé
par l’extension de la règle d’Armijo (12.11), génère une suite {xk} telle que

‖xk+1 − xk‖ → 0. (12.13)
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De plus, tous les points d’adhérence de {xk} sont stationnaires.

Démonstration. D’après (12.11), le lemme 12.2 et le fait que αk 6 α0
k 6 C, on a

f(xk+1) 6 f(xk)−
σ

C
‖xk+1 − xk‖2.

Comme f(xk) converge, on en déduit (12.13). Si x̄ est un point d’adhérence de {xk},
on peut trouver une sous-suite d’indices K telle que

xk → x̄, ᾱk → ᾱ, pour k →∞ dans K.

D’après (12.12) et le fait que {1/α0
k} est bornée, on a ᾱ > 0. On s’y prend ensuite

comme à la fin de la preuve de le théorème 12.4. ✷

Étant une extension de la méthode de la plus forte pente, la méthode du gradi-
ent projeté n’a pas une bonne vitesse de convergence. On peut toutefois utiliser les
idées développées ci-dessus pour définir une méthode de Newton projetée : voir Bert-
sekas [52 ; 1982]. On peut aussi préconditionner la méthode en utilisant des produits
scalaires différents pour la définition du gradient de f et pour la projection sur X :
voir Gafni et Bertsekas [227 ; 1984].

12.2 Méthodes différentiation automatique N

La méthode que nous décrivons dans cette section est fondée sur une idée as-
sez générale. Toutefois, d’un point de vue pratique, elle ne pourra être utilisée avec
efficacité qu’en optimisation quadratique. Ces restrictions apparaîtront au cours de
l’exposé.

12.2.1 Motivation et schéma des méthodes

Pour construire une suite minimisante {xk} admissible, c’est-à-dire contenue
dans X , on peut s’appuyer sur la notion de direction de descente admissible.

Définition 12.6 Soit x ∈ X . On dit que d est une direction admissible en x pour X
si x+ αd ∈ X pour tout α > 0 suffisamment petit (de manière plus précise : il existe
ᾱ > 0 tel que pour 0 6 α 6 ᾱ on ait x + αd ∈ X). On dit que d est une direction
de descente admissible en x pour le problème (12.1), s’il existe ᾱ > 0 tel que pour
0 6 α 6 ᾱ :

x+ αd ∈ X et f(x+ αd) 6 f(x). (12.14)

Il s’agit donc d’une direction de descente (non stricte) de f telle qu’avec un petit
déplacement dans cette direction, on reste dans X . ✷
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On ne peut pas toujours trouver une direction vérifiant ces conditions, mais si X
est convexe et xk n’est pas stationnaire, une telle direction existe toujours. En effet,
du fait de la convexité de X , les directions de la forme dk = yk − xk, où yk ∈ X et
yk 6= xk sont des directions admissibles pour X . Alors, s’il n’existait pas de direction
de descente admissible en xk, cela voudrait dire que, pour yk ∈ X fixé, il existerait
une suite de αi > 0, αi → 0, telle que f(xk + αi(yk − xk)) > f(xk). En passant à la
limite, on trouverait

〈gk, yk − xk〉 > 0, ∀yk ∈ X.
Ceci impliquerait la stationnarité de xk (proposition 4.7). Nous supposerons donc
que X est convexe pour pouvoir trouver à chaque étape une direction de descente
admissible.

Nous allons utiliser des directions admissibles dans une approche fondé sur la
notion d’activation de contraintes (en anglais, Active Set Methods). L’idée est de
bloquer — on dit aussi activer — certaines contraintes définissant X , c’est-à-dire que
des contraintes d’inégalité seront considérées comme contraintes d’égalité pendant un
certain nombre d’itérations (on évite ainsi l’oscillation qui se produit dans le contre-
exemple de Wolfe). Ceci n’est concevable que si les contraintes sont affines, sinon la
réalisation de ci(xk) = 0 est trop coûteuse. Pour simplifier l’exposé, nous supposerons
qu’il n’y a pas de contraintes d’égalité.

Le problème (P ) à résoudre dans cette section est donc

(P )

{
min f(x)
Ax 6 b,

(12.15)

où A est une matrice m × n et b ∈ Rm. L’ensemble admissible est convexe (clair).
Les équations d’optimalité s’écrivent en (x̄, λ̄) (les contraintes étant affines, elles sont
qualifiées; on peut donc trouver un multiplicateur λ̄) :





∇f(x̄) +ATλ̄ = 0,
Ax̄ 6 b,
λ̄ > 0,
λ̄T(Ax̄ − b) = 0.

(12.16)

On note A(j), la j-ième ligne de A. Si J ⊆ [1 :m] est un ensemble d’indices, on
note AJ la matrice |J | × n, obtenue en extrayant de A ses lignes j ∈ J . On définit
b(j) et bJ de manière analogue. Enfin, l’ensemble actif en xk, I0(xk), se notera ici
simplement

Ik = {j : 1 6 j 6 m, A(j)xk = b(j)}.
Soit Tk une partie de Ik qu’on appelle ensemble de travail. On considère alors le

problème

(PTk
)

{
min f(x)
ATk

x = bTk
,

(12.17)

dans lequel x est contraint à appartenir à l’espace actif

ETk
= {x ∈ Rn : ATk

x = bTk
}.

Ce problème est en général beaucoup plus facile à résoudre que le problème (12.15).
Ses équations d’optimalité du premier ordre s’écrivent : ∃λk ∈ Rm tel que
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{
∇f(xk) +AT

Tk
(λk)Tk

= 0
ATk

xk = bTk
.

(12.18)

On a le résultat instructif suivant.

Proposition 12.7 Soient x̄ une solution du problème (P ) et xk une solution du
problème (PTk

), dans lequel Tk = I0(x̄).
(i) Si f est convexe sur ETk

et xk ∈ X, alors xk est solution de (P ).
(ii) Si f est strictement convexe sur ETk

, alors xk = x̄.

Démonstration. Montrons que

f(xk) = f(x̄).

D’une part, f(xk) 6 f(x̄), car x̄ est solution du problème (PTk
) auquel on ajoute la

contrainte d’appartenance à X . D’autre part, si dk = xk − x̄, la convexité de f sur
ETk

permet d’écrire
f(x̄) + f ′(x̄) · dk 6 f(xk).

Alors, si f(xk) < f(x̄), on aurait f ′(x̄) · dk < 0 et dk serait une direction de descente
stricte de f en x̄ :

f(x̄+ αdk) < f(x̄), pour α > 0 petit.

Mais comme dk ∈ N (AI0(x̄)), on a

x̄+ αdk ∈ X, pour α > 0 petit.

Ces deux dernières conclusions contrediraient l’optimalité de x̄. Donc f(xk) = f(x̄).
Les conditions (i) et (ii) de l’énoncé se déduisent immédiatement de ce résultat.

✷

Ce résultat montre que pour minimiser une fonction f strictement convexe sur
X , il y a deux choses à faire : identifier I0(x̄), c’est-à-dire trouver les indices des
contraintes actives en la solution, et minimiser f sur l’espace actif correspondant.

Donc, si f est strictement convexe et le problème (P ) a une solution, on pourrait
s’y prendre de la manière suivante. On calcule la solution de (PTk

) pour toutes les
combinaisons possibles d’ensemble actif (en nombre fini) — on écarte les problèmes
sans solution. Parmi ces solutions, on ne retient que celles qui sont dans X . Parmi
ces dernières, celle qui donne la plus petite valeur de f est la solution de (12.15).
Cependant, cette manière de procéder est à proscrire, du fait du nombre exponentiel
de problèmes (PTk

) à résoudre (il y en a 2m si on résout aussi ceux qui ont plus de n
contraintes d’égalité, ce qui n’est pas inutile car la matrice extraite ATk

peut être de
rang inférieur à n).

Les méthodes différentiation automatique gardent de cette démarche l’idée de
résoudre un nombre fini (et restreint) de problèmes (PTk

), en les sélectionnant de
manière qu’on espère appropriée. À chaque itération, on dispose d’un ensemble de
travail Tk ⊆ Ik servant à identifier I0(x̄). Celui-ci est mis à jour après une phase
de minimisation (éventuellement partielle) de f sur l’espace actif ETk

correspondant.
Voici précisément comment ces algorithmes s’y prennent.
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Schéma 12.8 (activation de contraintes)

1. Initialisation : choisir x1 ∈ X (Ax1 6 b) et T1 ⊆ I1;
2. Pour k = 1, 2, . . . faire :

2.1. Si xk est un point stationnaire de (PTk
) et (λk)Tk

est un multiplicateur
associé, alors :

2.1.1. Si (λk)Tk
> 0, xk est un point stationnaire de (P ) et on s’arrête;

2.1.2. Sinon on désactive des contraintes correspondant à des (λk)(j) <
0, j ∈ Tk (mise à jour de Tk); On prend xk+1 := xk; On passe
à l’itération suivante;

2.2. Trouver une direction de descente admissible dk pour (PTk
) en xk;

2.3. Par une règle de recherche linéaire « convenable », trouver un pas
αk > 0 tel que xk+1 := xk + αkdk ∈ X ;

2.4. Choisir Tk+1 tel que Tk ⊆ Tk+1 ⊆ Ik+1; Si αk = 0 en 2.3, alors il faut
que pour un indice l ∈ Ik \Tk d’une contrainte sur laquelle on bute en
xk dans la direction dk, on ait l ∈ Tk+1.

Cet algorithme demande quelques explications, notamment en ce qui concerne les
affirmations qui y sont faites. Nous allons les donner.

Avant cela, remarquons que tout n’est pas spécifié dans cet algorithme : à l’étape
2.1.2, on ne dit pas si on désactive une ou toutes les contraintes à multiplicateur
strictement négatif; à l’étape 2.2, on ne précise pas comment on doit déterminer la
direction dk; à l’étape 2.3, la règle de recherche linéaire n’est pas très explicite; enfin, à
l’étape 2.4, un certain choix est laissé à l’utilisateur quant à la détermination de Tk+1.
Il ne s’agit donc que d’un schéma d’algorithme qu’on adaptera à chaque situation.
Remarquons également qu’on ne désactive des contraintes qu’à l’étape 2.1.2, lorsque
xk est solution de (PTk

), et qu’on n’active des contraintes qu’à l’étape 2.4.

L’affirmation de l’étape 2.1.1 est justifiée parce que si xk est point stationnaire de
(PTk

), on a (12.18). On voit alors qu’en prenant x̄ = xk et λ̄ ∈ Rm avec

λ̄(i) =

{
(λk)(i) si i ∈ Tk
0 sinon,

le couple (x̄, λ̄) vérifie (12.16). Pour avoir un minimum de (P ), il suffirait que xk soit
un minimum de (PTk

) avec ∇2f(xk) défini positif sur ETk
et que les composantes de

(λk)Tk
soient strictement positives (utiliser directement le théorème ?? et la remar-

que ??). Ce n’est pas ce que l’algorithme teste; il ne pourra donc trouver que des
points stationnaires.

À l’étape 2.1.2, l’intérêt de désactiver des contraintes correspondant à des multi-
plicateurs strictement négatifs est de pouvoir, en général, faire décroître f à l’itération
suivante. En effet, supposons que l’on désactive les contraintes d’indices j1 ∈ Tk, . . . ,
jp ∈ Tk, correspondant à des multiplicateurs (λk)(j1), . . . , (λk)(jp) strictement négat-
ifs. Supposons également que ATk

soit surjective; elle a donc un inverse à droite que
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l’on note A−
Tk

. Alors, en prenant des coefficients positifs α1, . . . , αp, non tous nuls, la
direction

d = −
p∑

i=1

αiA
−
Tk
ejiTk

(ej est le j-ième vecteur de base de Rm et ejTk
est le vecteur extrait) vérifie

ATk
d = −

p∑

i=1

αie
ji
Tk
. (12.19)

En utilisant l’équation d’optimalité de xk, on a

f ′(xk) · d = −(λk)TTk
ATk

d =

p∑

i=1

αi(λk)(ji) < 0.

Ceci montre que d est une direction de descente de f en xk = xk+1. On déduit
aussi de (12.19) que A(j)d = 0, pour j ∈ Tk \ {j1, . . . , jp} = Tk+1 et donc que d est
admissible pour (PTk+1

). Mais bien que l’on ait A(ji)d = −αi 6 0, pour i = 1, . . . , p,
il se peut que d ne soit pas admissible pour (P ), parce qu’il peut y avoir un indice
j ∈ Ik \Tk pour lequel A(j)d > 0. On aurait alors un pas nul à l’étape 2.3 de l’itération
suivante avec un danger de cyclage (on retourne périodiquement au même ensemble
de travail sans bouger en x). Comme notre discussion l’indique, ceci ne se produira
pas si R(AT

Tk
) = R(AT

Ik
) et si ATk

est surjective. En particulier, si AIk est surjective,
il suffira de prendre Tk = Ik. On est donc conduit à la définition suivante.

Définition 12.9 On dit que les contraintes Ax 6 b sont non dégénérées si AI0(x) est
surjective pour tout x vérifiant Ax 6 b. ✷

Comme à l’étape 2.3, xk n’est pas stationnaire pour (PTk
), on peut trouver une

direction de descente admissible pour ce problème.
Il sera utile de calculer le pas d’activation α̂k, c’est-à-dire le pas α maximal laissant

xk + αdk dans X . On doit avoir α̂k maximal tel que

A(j)(xk + α̂kdk) 6 b(j), ∀j.

Comme Axk 6 b, il suffit de considérer les indices j tels que A(j)dk > 0. On voit que

α̂k = min
j:A(j)dk>0

b(j) −A(j)xk

A(j)dk
. (12.20)

Par convention, α̂k = +∞ si A(j)dk 6 0 pour tout j.

L’algorithme différentiation automatique s’utilise avec plus ou moins de succès
pour la minimisation de fonctions régulières quelconques en présence de contraintes
linéaires, avec une légère modification toutefois. Lorsque la fonction n’est pas quadra-
tique, calculer une solution exacte de (PTk

) est une tâche longue et coûteuse. On se
contente alors de tester à l’étape 2.1 si xk est « presque » stationnaire et si c’est le
cas, on désactive des contraintes correspondant à des multiplicateurs négatifs.
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Comme on le comprend, la nécessité de devoir désactiver des contraintes afin d’i-
dentifier l’espace actif au point optimal – ce qui ne peut se faire en toute sécurité qu’en
des points stationnaires d’un problème (PTk

) – fait que la méthode différentiation au-
tomatique convient préférentiellement à la minimisation de fonctions quadratiques :

f(x) =
1

2
xTQx+ qTx, (12.21)

où Q est une matrice symétrique d’ordre n et q ∈ Rn. Dans la suite nous allons voir
comment préciser l’algorithme pour qu’il soit convergent dans les deux cas suivants :

Q est définie positive (optimisation quadratique strictement convexe),
Q est semi-définie positive (optimisation quadratique convexe).

Le second cas inclut le premier, mais l’introduction progressive des solutions algorith-
miques aidera à la compréhension des méthodes. Lorsque Q est indéfinie le problème
peut avoir de nombreuses solutions locales et la recherche d’un minimum local est
plus difficile; quant à la recherche du minimum global, c’est un problème très difficile
(NP-complet, dans la terminologie de la théorie de la complexité).

Notes

La méthode du gradient projeté a été à l’origine proposée par Goldstein [262 ; 1964]
ainsi que Levitin et Polyak [391 ; 1966] pour minimiser une fonction différentiable sur
un convexe fermé non vide de Rn. Le théorème 12.4 est repris de ces articles. Le
théorème 12.5 est repris de Bertsekas [50 ; 1976].

Pour l’algorithme du gradient projeté, voir Calamai et Moré [104 ; 9187].

Exercices

12.1. Projection sur un pavé. Pour l ∈ (R ∪ {−∞})n et u ∈ (R ∪ {+∞})n tels que l 6 u,
on définit le pavé [l, u] := {x ∈ Rn : l 6 x 6 u}. Le projeté x̄ = P[l,u](x) de x ∈ Rn

sur [l, u], pour le produit scalaire euclidien, est donnée par

x̄i =







li si xi < li
xi si li 6 xi 6 ui

ui si ui < xi.

En particulier, le projeté orthogonal de x ∈ Rn sur l’orthant positif Rn
+ est x+ :=

max(0, x) (le maximum est pris composante par composante).

12.2. Gradient projeté. Soient X une partie convexe d’un espace euclidien E et f : E → R
une fonction dérivable en x ∈ X. Le gradient projeté de f en x est la projection
orthogonale du gradient ∇f(x) de f en x sur −TxX. On le note

gP(x) := P−Tx X ∇f(x).

1) On a aussi
gP(x) := −PTx X(−∇f(x)).
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2) La condition d’optimalité du premier ordre ∇f(x) ∈ (TxX)+ (théorème 4.6) est
équivalente à l’équation gP(x) = 0.

3) S’il est non nul, l’opposé du gradient projeté est une direction de descente de f
en x, car on a

〈∇f(x),−gP(x)〉 6 −‖gP(x)‖2.
4) On simplifie les notations en introduisant g := ∇f(x) et gP := gP(x). Alors, quel

que soit α > 0, on a

PX(x− αg) = x− αgP ⇐⇒ x− αgP ∈ X, (12.22)

autrement dit, la projection du chemin émanant de x et porté par l’opposé
du gradient se confond avec le chemin émanant de x et porté par l’opposé du
gradient projeté, tant que ce dernier chemin est dans X. Par ailleurs, lorsque X
est polyédrique, les propriétés dans (12.22) ont lieu pour tout α > 0 petit.

Supposons maintenant que E = Rn, que l’on munit du produit scalaire euclidien.
Pour l ∈ (R ∪ {−∞})n et u ∈ (R ∪ {+∞})n tels que l < u, on définit le pavé
[l, u] := {x ∈ Rn : l 6 x 6 u} et on considère un point x ∈ [l, u].
5) Tx[l, u] = {d ∈ Rn : di > 0 si xi = li, di 6 0 si xi = ui}.
6) Pour tout i ∈ [1 :n], on a

[gP(x)]i =







min(0, ∂f
∂xi

(x)) si li = xi
∂f
∂xi

(x) si li < xi < ui

max(0, ∂f
∂xi

(x)) si xi = ui.

7) Si x minimise f sur [l, u], alors

∂f

∂xi
(x)







> 0 si li = xi

= 0 si li < xi < ui

6 0 si xi = ui.

12.3. Projection sur l’intersection d’un pavé et d’une contrainte affine.

12.4. Projection sur Rn
6.





13 Pénalisation

Cette théorie et ces phénomènes nous montrent comment on
peut amener autrui à modifier ses comportements sans recourir

à l’autorité, ni même à quelque stratégie persuasive, mais par
des moyens détournés.

J.-L. Beauvois et R.-V. Joule (1987). Petit traité de
manipulation à l’usage des honnêtes gens [39].

13.1 Vue d’ensemble

La pénalisation est un concept simple qui permet de transformer un problè-
me d’optimisation avec contraintes en un problème ou en une suite de problèmes
d’optimisation sans contrainte ou avec des contraintes simples. C’est un concept qui
a une utilité à la fois théorique et numérique. Ce que le qualificatif « simple » signifie
dépendra du contexte, des questions que l’on se pose, de la disponibilité d’algorithmes
de résolution.

En analyse, l’approche par pénalisation est parfois utilisée pour étudier un problè-
me d’optimisation dont certaines contraintes sont difficiles à prendre en compte, alors
que le problème pénalisant ces contraintes difficiles a des propriétés (l’existence de
solution par exemple) mieux comprises ou plus simples à mettre en évidence. Si l’on
a de la chance ou si la pénalisation est bien choisie, des passages à la limite parfois
délicats permettent d’obtenir des propriétés du problème original. Par exemple, on
peut obtenir des conditions d’optimalité d’un problème avec contraintes, à partir
des conditions d’optimalité des problèmes pénalisés ([207, 99], proposition 13.11).
D’autre part, comme nous allons le souligner ci-dessous, la pénalisation est un outil
permettant d’étudier les problèmes d’optimisation avec et sans contrainte dans un
même formalisme.

D’un point de vue numérique, cette transformation en problèmes sans contrainte
(ou avec contraintes simples) permet d’utiliser des algorithmes d’optimisation sans
contrainte (ou avec ces contraintes simples) pour obtenir la solution de problèmes dont
l’ensemble admissible peut avoir une structure complexe. Cela semble merveilleux, in-
espéré, de voir que l’on puisse ainsi utiliser des algorithmes qui ne cherchent qu’à
minimiser une fonction pour trouver des points qui, en plus d’être optimaux, sont
admissibles. Cette approche est de ce fait très souvent utilisée. Elle permet d’obtenir
une solution de qualité suffisante rapidement sans avoir à entrer dans l’algorithmique

473
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sophistiquée de l’optimisation avec contraintes. Ce n’est cependant pas une technique
universelle, car elle a ses propres inconvénients : non-différentiabilité, nécessité de mi-
nimiser une suite de fonctions, parfois de plus en plus mal conditionnées, paramétrage
délicat. C’est cette approche qui est suivie, avec un raffinement remarquable, dans les
méthodes de points intérieurs (chapitres 18, 18 et 20), conduisant ainsi à des algo-
rithmes polynomiaux pour de grandes familles de problèmes d’optimisation.

La pénalisation peut intervenir dans un contexte très général. On désigne par E
un ensemble arbitraire, par X une partie de E et par f : E → R une fonction. On
considère le problème de minimiser f sur X . L’ensemble admissible X pourra être
l’intersection de deux ensembles :

X := Xr ∩Xs.

L’ensemble Xr est celui défini par des contraintes qui seront relaxées ou relâchées par
la pénalisation. Théoriquement, elles ne seront vérifiées que lorsqu’un paramètre de
pénalisation atteindra sa limite ; d’une point de vue numérique, elles ne seront vérifiées
qu’à la convergence des algorithmes. L’ensemble Xs est celui des contraintes simples
ou strictes, qui seront maintenues sans être relaxées par la pénalisation. Formalisons
cela. Le problème considéré s’écrit donc

(PX) inf
x∈Xr∩Xs

f(x)

et les différentes techniques de pénalisation que nous verrons consistent souvent à
transformer ce problème par un ou des problème(s) de la forme

(Pr) inf
x∈Xs

Θr(x),

où Θr(x) est obtenu en ajoutant à f(x) le terme r p(x) :

Θr := f + r p. (13.1)

Ici, r est un scalaire strictement positif, appelé facteur de pénalisation, et p : E→ R
est une fonction, dénommée fonction pénalisante. La locution fonction de pénalisation
sera réservée à la fonction que l’on minimise dans le problème de pénalisation, qui
est Θr dans (Pr). Le but de cette fonction pénalisante est de pénaliser la violation
des contraintes (on parle alors de pénalisation extérieure, section 13.2) ou l’abord de
la frontière de l’ensemble admissible (on parle dans ce cas de pénalisation intérieure,
section 13.3). Parfois, au lieu de pénaliser le critère f , on pénalise le lagrangien du
problème (c’est le cas de l’approche du lagrangien augmenté, section 13.4) ; cette
technique a des avantages, mais aussi des inconvénients. Numériquement, l’intérêt
de (Pr) est de pouvoir être résolu par une méthode d’optimisation sans contrainte
(lorsque Xs = E) ou avec contraintes simples ; celles définissant Xs.

La transformation du problème avec contraintes (PX) en problème(s) (Pr) sans
contrainte ou avec contraintes simples soulève deux questions : Est-ce possible ? Quel
en est le prix ? La première question renvoie à celle de savoir si en résolvant (Pr)
on résout (PX) et, de manière plus précise, à celle de la détermination du lien entre
les ensembles de solutions de (PX) et (Pr) et du lien entre les valeurs optimales.
La seconde question concerne l’efficacité numérique d’une telle transformation. La
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réponse à ces deux questions va dépendre du choix de la fonction pénalisante p et du
facteur de pénalisation r.

Par exemple, on pourrait choisir la fonction pénalisante p égale à la fonction indi-
catrice de Xr, p = IXr , c’est-à-dire

p(x) =

{
0 si x ∈ Xr

+∞ si x /∈ Xr.

Il est clair que dans ce cas, les problèmes (PX) et (Pr) sont identiques : ils ont les
mêmes ensembles de solutions et la même valeur optimale. Cette fonction pénalisante
est parfois utilisée dans la théorie, car elle permet de traiter en même temps les
problèmes avec ou sans contrainte (voir chapitre 14). Ce choix de p n’est cependant
pas très utile numériquement car les méthodes classiques d’optimisation ne peuvent
pas être utilisées sur des fonctions qui prennent la valeur +∞ dans des régions visitées
par les itérés (dans quelle direction se déplacer pour faire décroîtreΘr si l’itéré courant
n’est pas dans Xr ?). Nous allons donc, dans ce chapitre, introduire diverses fonctions
pénalisantes p, autres que l’indicatrice de Xr, et en étudier les propriétés théoriques
et algorithmiques.

La première question posée ci-dessus conduit à la notion de pénalisation exacte, à
laquelle on fera souvent allusion dans ce chapitre.

Définition 13.1 (pénalisation exacte) On dit qu’une fonction de pénalisation
Θr associée au problème (PX) est exacte si toute « solution » de (PX) est « solution »
de (Pr) ; on dit qu’elle est inexacte dans le cas contraire, c’est-à-dire qu’il y a des
« solutions » de (PX) qui ne sont pas « solution » de (Pr). ✷

Dans cette définition, le terme « solution » est pris dans un sens ambigu et il faudra
chaque fois préciser si l’on veut parler de point stationnaire, de minimum local ou de
minimum global.

La structure du problème (Pr), dont le critère est la somme pondérée de deux
fonctions, permet d’énoncer d’emblée une propriété très générale sur le comportement
de chaque terme en un minimum global x̄r de (Pr), lorsque le facteur de pénalisa-
tion r varie. Intuitivement, si r augmente, on attache moins d’importance à f et plus
d’importance à p, si bien qu’il semble normal que f(x̄r) croisse et que p(x̄r) décroisse.
La proposition suivante énonce cela de façon rigoureuse. Le résultat est très général
puisqu’il ne requiert aucune hypothèse sur l’ensemble Xs, ni a fortiori d’hypothèse de
convexité ou de différentiabilité ; seule la structure du critère Θr intervient.

Proposition 13.2 (monotonie en pénalisation) Soient Xs un ensemble non
vide, f et p : Xs → R deux fonctions, r ∈ R et Θr := f + r p. Si r1 < r2 sont
deux réels et si x̄ri ∈ argmin{Θri(x) : x ∈ Xs} (i = 1, 2), alors

1) p(x̄r1) > p(x̄r2),
2) f(x̄r1) 6 f(x̄r2) si r1 > 0,
3) Θr1(x̄r1) 6 Θr2(x̄r2 ) si p(x̄r2) > 0.

Démonstration. 1) En exprimant que x̄ri minimise Θri sur Xs, on obtient :
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f(x̄r1) + r1p(x̄r1) 6 f(x̄r2) + r1p(x̄r2)

f(x̄r2) + r2p(x̄r2) 6 f(x̄r1) + r2p(x̄r1).

En sommant, on trouve (r2−r1)p(x̄r2) 6 (r2−r1)p(x̄r1). Alors r2 > r1 implique alors
que p(x̄r2) 6 p(x̄r1).

2) En tenant compte du point 1 et du fait que r1 > 0, la première inégalité exposée
ci-dessus permet d’écrire

f(x̄r1) + r1p(x̄r1) 6 f(x̄r2) + r1p(x̄r1),

si bien que f(x̄r1) 6 f(x̄r2).
3) On a Θr1(x̄r1) 6 Θr1(x̄r2) par l’optimalité de x̄r1 ; puis Θr1(x̄r2) 6 Θr2(x̄r2)

par la positivité de p(x̄r2). ✷

Le même raisonnement montre que l’on a une croissance ou décroissance stricte des
suites si x̄r est l’unique minimum de (Pr) et si x̄r change avec r.

Un second résultat général, ne dépendant principalement que de la structure de Θr,
concerne les points d’adhérence des minimiseurs x̄r des fonctions de pénalisation Θr

lorsque r ↓ 0. Dans ce cas, la fonction pénalisante p agit de moins en moins et il
est naturel de se demander si les minimiseurs x̄r de Θr ne convergeraient pas vers
un minimiseur de f sur Xs, donc sans tenir compte de la contrainte d’appartenance
à Xr, à savoir un élément de S := argmin{f(x) : x ∈ Xs}. La proposition suivante
donne des conditions pour qu’il en soit ainsi. Puisque’il est question de convergence
des x̄r, on a besoin cette fois d’une topologie sur E.

Proposition 13.3 (point d’adhérence lorsque r ↓ 0) Soit E un espace
topologique. Supposons que Xs soit fermé dans E, que f et p : Xs → R soient
s.c.i., que S := argmin{f(x) : x ∈ Xs} soit non vide et que, pour une suite de
r ↓ 0, (Pr) ait au moins une solution, notée x̄r. Alors tout point d’adhérence de
{x̄r}r↓0 est solution de

inf
x∈S

p(x).

Démonstration. Soient x̂ ∈ S 6= ∅ et x̄ un point d’adhérence de {x̄r}r↓0 (pour une
sous-suite de r ↓ 0). Il suffit de montrer que x̄ ∈ S et que p(x̄) 6 p(x̂).

[Montrons que x̄ ∈ S] Pour cela, on observe que x̄ ∈ Xs, parce que Xs est fermé,
que x̄r ∈ Xs et que x̄r → x̄. Il reste à montrer que, pour un point x ∈ Xs arbitraire,
on a f(x̄) 6 f(x). L’optimalité de x̄r permet d’écrire

∀x ∈ Xs : f(x̄r) + rp(x̄r) 6 f(x) + rp(x). (13.2)

On passe à la limite inférieure lorsque r ↓ 0 dans cette inégalité :
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f(x̄) 6 lim inf
r↓0

f(x̄r) [f est s.c.i. et x̄r → x̄]

6 lim inf
r↓0

f(x̄r) + lim inf
r↓0

rp(x̄r) [(A.12), p est s.c.i. et p(x̄) ∈ R]

6 lim inf
r↓0

(
f(x̄r) + rp(x̄r)

)
[(A.2a)]

6 lim inf
r↓0

(
f(x) + rp(x)

)
[(13.2)]

= f(x).

[Montrons que p(x̄) 6 p(x̂)] Observons d’abord que f(x̄r) ∈ R (car f est à valeurs
réelles sur Xs et x̄ ∈ S ⊆ Xs). Ensuite, comme x̂ ∈ S, on a f(x̂) 6 f(x̄r), si bien que
(13.2) en x = x̂ ∈ Xs, f(x̄r) ∈ R et r > 0 conduisent à

p(x̄r) 6 p(x̂).

En prenant la limite inférieure lorsque r ↓ 0, on trouve que p(x̄) 6 p(x̂). ✷

Nous serons souvent amenés à considérer le problème d’optimisation sous con-
traintes fonctionnelles suivant :

(PEI,X)





min f(x)
ci(x) = 0, i ∈ E
ci(x) 6 0, i ∈ I
x ∈ Xs,

(13.3)

où f et les ci sont des fonctions définies sur un espace euclidien E (produit scalaire
noté 〈·, ·〉) à valeurs dans R, (E, I) forme une partition de [1 :m] et Xs est un fermé
de E. Le nombre de contraintes d’égalité et d’inégalité se note mE et mI , et leur
somme m = mE +mI . Le lagrangien de ce problème est l’application ℓ : E×Rm 7→ R
définie en (x, λ) ∈ E× Rm par

ℓ(x, λ) := f(x) + λTc(x).

Si v ∈ Rm, on note v# ∈ Rm le vecteur défini par

(v#)i =

{
vi si i ∈ E
v+i si i ∈ I. (13.4)

Les contraintes de (PEI,Xs) s’écrivent alors simplement c(x)# = 0 (attention : l’appli-
cation x 7→ c(x)# n’est pas différentiable en général ; on n’a donc fait que remplacer la
difficulté liée à la présence de contraintes d’inégalité par une autre !). Nous renvoyons
le lecteur à la section 4.4 pour d’autres notations.

13.2 Pénalisation extérieure

13.2.1 Définition et exemples

Commençons l’exposé par un exemple, qui résume assez bien le fonctionnement
de la pénalisation extérieure.
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Exemple 13.4 On considère le problème à une variable et une contrainte suivant
{
inf 1− x− 1

3x
3

x 6 0,
(13.5)

auquel on associe la fonction de pénalisation suivante

Θr(x) = 1− x− 1

3
x3 + r(x+)2.

où x+ := max(0, x). Cette pénalisation est dite quadratique, à cause de l’exposant 2
sur x+ (section 13.2.4). L’effet de cette pénalisation peut s’observer à la figure 13.1,
dont l’abscisse est c(x) = x. On voit que le terme r(x+)2 ne joue un rôle qu’à l’extérieur

X
c(x)
r = 1

r = 1.2

r = 1.5

r = 2

r = 3
r = 5

f(x) = 1− x− 1
3
x3

x̄ x̄r

Fig. 13.1. Pénalisation quadratique du problème (13.5), avec r = 1, 1.2, 1.5, 2, 3 et 5.

de l’ensemble admissible R−. C’est la raison pour laquelle on qualifie cette pénalisation
d’extérieure. D’autre part, on observe que le minimiseur local de Θr (il n’existe ici que
si r > 1) est extérieur à l’ensemble admissible. Plus r est grand, plus le minimiseur se
rapproche de la solution du problème, qui est ici x̄ = 0, et la suite de ces minimiseurs
converge vers cette solution lorsque r tend vers l’infini. Cependant, plus r est grand,
plus le minimum local est accentué (la dérivée seconde de Θr si elle existait serait
élevée), ce qui pourra être une source de difficultés numériques. ✷

Dans la section 13.2.2, nous montrerons de manière rigoureuse que ce que nous
venons d’observer sur cet exemple simple se produit pour une grande classe de fonc-
tions de pénalisation. Cet exemple est en effet représentatif d’une technique de pé-
nalisation appelée pénalisation extérieure, que l’on peut formaliser. Dans celle-ci, la
fonction de pénalisation est de la forme Θr = f + r p, avec une fonction pénalisante p
vérifiant les propriétés suivantes :

p est s.c.i. sur E, (13.6a)

∀x ∈ E : p(x) > 0, (13.6b)

p(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ X. (13.6c)
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Observons que ces conditions impliquent que X est un ensemble de sous-niveau de
la fonciton s.c.i. p, si bien qu’il est nécessairement fermé. Le qualificatif « extérieur »
vient de la propriété (13.6c), qui exprime que Θr ne modifie f qu’à l’extérieur de
l’ensemble admissible.

Le tableau 13.1 donne des exemples de fonctions pénalisantes satisfaisant (13.6),

Contraintes
définissant X

Fonction
pénalisante

Nom de la
pénalisation

Références

c(x) = 0 p(x) = ‖c(x)‖22 quadratique [143, 144]

c(x) 6 0 p(x) = ‖c(x)+‖22 quadratique [2]

Tableau 13.1. Exemples de pénalisation extérieure.

si l’on suppose que c a une propriété de continuité adéquate, conduisant à ce que l’on
appelle la pénalisation quadratique (section 13.2.4). Pour u ∈ Rp, on y a noté u+ le
vecteur de Rp dont la i-ième composante vaut max(ui, 0). La norme ℓ2 y est notée
‖ · ‖2. Les fonctions pénalisantes p du tableau 13.1 font de Θr = f + r p une fonction
de pénalisation inexacte, puisque l’on trouve pour toute solution x̄ de (PX) :

∇Θr(x̄) = ∇f(x̄)

et que rien n’impose, dans les conditions d’optimalité, que ce vecteur soit nul. Donc x̄
n’est généralement pas solution de (Pr).

13.2.2 Propriétés

Nous étudions dans cette section les propriétés asymptotiques des solutions (min-
ima globaux) x̄r de (Pr), lorsque r tend vers l’infini. La proposition 13.5 énonce des
conditions pour que les points d’adhérence de {x̄r} soient solutions du problème orig-
inal (PX). La proposition 13.6 montre que, si l’une des fonctions de pénalisation Θr

est coercive, l’existence d’une suite bornée {x̄r} de minimiseurs est assurée; comme
cette suite a alors des points d’adhérence, le résultat de la proposition précédente 13.5
s’y applique.

Proposition 13.5 (optimalité asymptotique) Soient X un fermé non vide,
f une fonction semi-continue inférieurement et p : E→ R une fonction vérifiant
(13.6). Alors, tout point d’adhérence de la suite {x̄r}r↑∞ est solution de (PX).

Démonstration. Soit x̄ un point d’adhérence de {x̄r}r↑∞ et xri → x̄ pour une
sous-suite de facteurs de pénalisation {ri}i>0 →∞. Observons que, pour i fixé,

∀x ∈ X : Θri(x̄ri) 6 Θri(x) = f(x), (13.7)

où la première inégalité provient de l’optimalité de x̄ri et la seconde de l’admissibilité
de x et de (13.6c).
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Montrons d’abord que x̄ ∈ X ou encore, par (13.6c), que p(x̄) = 0. Comme f est
s.c.i., on peut trouver un indice i0 tel que

∀ i > i0 : f(x̄)− 1 6 f(x̄ri).

En ajoutant rip(x̄ri) aux deux membres de cette inégalité et en utilisant (13.7), on
obtient

∀x ∈ X et i > i0 : f(x̄) + rip(x̄ri)− 1 6 Θri(x̄ri) 6 f(x).

Dès lors,

∀x ∈ X et i > i0 : p(xri) 6
f(x)− f(x̄) + 1

ri
.

En fixant x ∈ X et en prenant la limite inférieure quand i→∞, on trouve par (13.6a)
et (13.6b) que 0 6 p(x̄) 6 lim infi→∞ p(xri) 6 0. Donc p(x̄) = 0.

Montrons maintenant l’optimalité de x̄. En minorant Θri(x̄ri) par f(x̄ri) dans
(13.7), on obtient

∀x ∈ X : f(x̄ri) 6 f(x).

Comme f est s.c.i., en prenant la limite inférieure, on a f(x̄) 6 lim inf f(xri) 6 f(x).
COmme x est arbitraire dans X et x̄ ∈ X , x̄ minimise f sur X . ✷

La proposition suivante suppose la coercivité de Θr0 pour un certain r0 > 0, ce
qui permet d’assurer l’existence de minimiseurs globaux des Θk lorsque r > r0, ainsi
que

Proposition 13.6 (existence d’une suite de minimiseurs) Soient X un
fermé non vide, f une fonction semi-continue inférieurement et p : E → R une
fonction vérifiant (13.6). Supposons aussi qu’il existe un r0 > 0 tel que Θr0 soit
coercive. Alors,

1) ∀r > r0, (Pr) a au moins une solution, que l’on note x̄r,
2) la suite {x̄r}r↑∞ est bornée,
3) tout point d’adhérence de la suite {x̄r}r↑∞ est solution de (PX).

Démonstration. 1) On voit que, pour r > r0, Θr est s.c.i. sur E (exercice A.3) et
est coercive. Par conséquent, (Pr) a au moins une solution x̄r (corollaire 1.4).

2) Pour x ∈ X et r > r0, on a

Θr0(x̄r) 6 Θr(x̄r) 6 Θr(x) = f(x). (13.8)

La première inégalité vient du fait que (r− r0)p(x̄r) > 0 et la seconde de l’optimalité
de x̄r. En fixant x dans X , cela montre que {Θr0(x̄r)}r↑∞ est bornée et par la coer-
civité de Θr0 , on en déduit que {x̄r}r↑∞ est bornée.

3) C’est une conséquence de la proposition 13.5. ✷

Les résultats précédents ont une valeur indicative sur le comportement des minima
globaux de Θr. Malheureusement, le même résultat ne tient plus pour les minima
locaux. Par exemple, si
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c(x) = 2x3 − 3x2 + 5 = (x+ 1)(2x2 − 5x+ 5), (13.9)

le problème {
inf 0
c(x) = 0

(13.10)

consiste à chercher l’unique racine réelle x̄ = −1 de c. Mais le problème pénalisé

inf r|c(x)|2

a un minimum local en x̄r = 1 quel que soit r > 0. On n’a donc pas la convergence de
ces minima locaux vers x̄ = −1. La proposition 13.11 ci-dessous donne les propriétés
des points d’adhérence de la suite des points stationnaires approchés de Θr lorsque
r → +∞. Elle est donc complémentaire de la proposition précédente qui ne s’intéresse
qu’aux minima globaux.

Une autre limitation du théorème est de supposer que Θr0 est bornée inférieure-
ment sur E. Si ce n’est pas le cas, il se peut que (PX) ait une solution mais que (Pr)
n’en ait pas. C’est le cas pour le problème suivant

{
inf x3

x > 0

Alors Θr(x) = x3 + r(x−)2 n’est pas bornée inférieurement. Dans de pareils cas, on
peut rajouter un terme de pénalisation plus fort à l’infini ou introduire des bornes sur
les variables.

Remarque 13.7 Pour que la suite de minimiseurs {x̄r} s’approche d’une solution
de (PX), il faut faire croître le facteur de pénalisation r (proposition 13.5). Dans ces
conditions, la proposition 13.2 nous apprend que la suite {f(x̄r)} croît. Si la croissance
de cette suite est stricte, les points x̄r ne peuvent être qu’extérieurs à X , sinon les
points d’adhérence de {x̄r} ne pourraient pas être solutions de (PX). En effet, on
aurait alors des points de X aussi proches que l’on veut d’une solution x̄ en lesquels f
prendrait une valeur strictement inférieure à f(x̄), ce qui contredirait l’optimalité
de x̄.

Nous verrons à la remarque 13.12, une autre manière d’aboutir à la même conclu-
sion, après avoir montré comment construire une suite convergeant vers un multipli-
cateur optimal. ✷

La propriété suivante montre que la pénalisation extérieure permet d’avoir une
borne inférieure du coût optimal de (PX). Ceci peut être utile pour certaines méthodes
de résolution de problèmes d’optimisation avec variables entières, du type branch-
and-bound. En première analyse, le résultat est un peu magique, car en minimisant
la fonction Θr qui majore f , on obtient une valeur optimale plus petite que celle
de f sur X . La magie s’estombe si l’on se rappelle que (i) la pénalisation n’opère
qu’en dehors de l’ensemble admissible, là où le critère peut prendre des valeurs plus
basses que val(PX) et (ii) la valeur optimale de (Pr) est obtenue par minimisation
sur l’espace E tout entier, alors que celle de (PX) est le résultat d’une minimisation
sur X seulement. La figure 13.1 illustre ces remarques.
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Proposition 13.8 (minorant de la valeur optimale)
1) Si p(·) > 0, la suite {val(Pr)} croît avec r.
2) Si p(·) > 0 et p(X) = {0}, la suite {val(Pr)} est majorée par val(P ).

Démonstration. 0) Comme au point 3 de la proposition 13.2 (mais ici, on ne suppose
pas l’existence de minimiseurs des Θr), lorsque r1 < r2, on a pour tout x ∈ E :

val(Pr1) 6 f(x) + r1p(x) 6 f(x) + r2p(x), (13.11)

parce que r1 < r2 et p(·) > 0.
1) En prenant l’infimum en x ∈ E à droite, on obtient val(Pr1) 6 val(Pr2), si bien

que {val(Pr)} croît avec r.
2) Si à droite dans (13.11), on prend l’infimum en x ∈ X , on obtient val(Pr1) 6

val(P ), parce que p(X) = 0. ✷

13.2.3 Schéma algorithmique

La proposition 13.5 conduit au schéma algorithmique suivant, qui approche des
solutions de (PX) par des solutions approchées (à ε près) des problèmes pénalisés (Pr),
avec ε ↓ 0 et r ↑ ∞.

Algorithme 13.9 (pénalisation extérieure) Une itération passe de
l’itéré courant (xk, εk, rk) ∈ E×R++×R à l’itéré suivant (xk+1, εk+1, rk+1)
par les étapes suivantes.

1. Test d’arrêt. Arrêt si xk est satisfaisant.
2. Nouveaux paramètres. Choisir εk+1 < εk (plus de précision) et rk+1 > rk

(plus de pénalisation).
3. Nouvel itéré. Trouver un minimiseur approché (à εk+1 près) xk+1

de Θrk+1
en démarrant les itérations en xk.

Le schéma algorithmique décrit ci-dessus est simple mais peu précis. Il pose
quelques problèmes de mise en œuvre qui méritent d’être discutés.

Remarques 13.10 1) Voici deux critères d’arrêt qui peuvent être utilisés au point 1.

Pour une fonction pénalisante p vérifiant p(X) = {0}, x̄ est solution de (PX), si x̄
est admissible et minimise Θr. En effet, dans ce cas, en plus d’être admissible, x̄
vérifie

f(x̄) = Θr(x̄) [p(X) = {0}]
6 Θr(x), ∀x ∈ E [optimalité de x̄]

= f(x), ∀x ∈ X [p(X) = {0}],
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si bien que x̄ minimise f sur X . On peut donc considérer que si xk minimise Θrk

avec suffisamment de précision (i.e., avec un εk > 0 suffisamment petit) et si
xk est presque admissible (la vérification de cette propriété peut faire intervenir
les fonctions décrivant X), alors xk est satisfaisant.
On peut aussi se contenter de l’optimalité au premier ordre, en ne vérifiant
que la satisfaction approchée des conditions d’optimalité de KKT (4.33). Il
faut alors disposer d’un multiplicateur optimal approché, ce qui est possible
pour certaines fonctions pénalisantes (pour la pénalisation quadratique, voir la
proposition 13.11).

2) Si l’on veut que les solutions approchées de (Pr) convergent vers une solution
de (PX), il faut nécessairement que εk ↓ 0 et rk ↑ ∞ (proposition 13.11).

3) À l’étape 3, il n’est pas aisé de donner un critère d’arrêt pour la minimisation
de Θrk+1

qui soit entièrement satisfaisant. Si l’on ne s’intéresse qu’aux points sta-
tionnaires, on pourra par exemple décider d’arrêter cette étape si

‖∇Θrk+1
(xk+1)‖ 6 εk+1.

On aimerait en effet ne pas passer trop de temps dans la minimisation de Θr

si son minimiseur est éloigné de la solution du problème original, parce que r
n’est pas assez grand. Nous verrons que, dans l’approche par points intérieurs en
optimisation linéaire (chapitre 18), cette question est traitée avec beaucoup plus
de précision qu’ici.

4) La manière avec laquelle l’algorithme 13.9 procède, celle de minimiser (approxima-
tivement) une suite de fonctions de pénalisation avec des facteurs de pénalisation r
croissants, a un aspect étrange. Pourquoi, en effet, ne pas prendre directement r
très grand et ne minimiser qu’une seule fonction Θr ?

Une première raison est que l’on ne sait pas ce qu’est une valeur de r très grande
(cela dépend du problème traité), ce qui donne du sens à cette détermination
progressive d’un bon facteur de pénalisation.

Mais il y a une autre raison, plus importante que la première, qui provient du mau-
vais conditionnement du problème de minimisation de Θr pour de grandes valeurs
de r (remarque 13.12.2) et des erreurs numériques. Ainsi, si l’on commence à mi-
nimiser Θr avec une grande valeur de r à partir d’un itéré initial arbitraire, il n’est
numériquement pas possible de trouver son minimum, parce que les itérés générés
vont surtout se concentrer sur la décroissance de la fonction pénalisante p en ne
voyant plus f , dont la contribution à Θr est alors marginale. Pour remédier à cette
situation, il faut suivre le chemin des minimiseurs r 7→ x̄r (le tracé progressif rouge
à la figure 13.2). Les chances de trouver un point minimisant Θr seront d’autant
plus grandes que l’itéré initial n’est pas trop éloigné du chemin des minimiseurs et
que le minimiseur de Θr n’est pas trop éloigné de cet itéré initial. Ces conditions
sont remplies dans l’algorithme 13.9 si rk+1 > rk n’est pas pris beaucoup plus
grand que rk, car on y suppose que l’itéré initial xrk de minimisation de Θrk+1

est
proche de celui minimisant Θrk , donc proche du chemin des minimiseurs. ✷

Les considérations précédentes montrent que l’algorithme 13.9 est conceptuelle-
ment simple mais coûteux (il demande beaucoup de temps de calcul), puisqu’il faut
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r = 0 r = 1

r = 10 r = 100

Fig. 13.2. Tracé progressif du chemin des minimiseurs dans la pénalisation quadratique
du problème inf{‖x − x0‖22 : c(x) = 0}, où x0 = (0.2, 0.8) et c(x) = x2 + 0.2(x1 − 1)2 −
0.2. Celui-ci converge vers la solution du problème et l’on pourra trouver cette solution en
suivant ce chemin. Les courbes de niveaux des fonctions de pénalisation, pour des facteurs de
pénalisation r pris dans {0, 1, 10, 100}, montrent la détérioration du conditionnement avec
l’augmentation de r (rapprochement progressif de celles-ci sur celles de ‖c(·)‖2).

nécessairement résoudre une suite de problèmes d’optimisation non linéaires, avec
l’intérêt de ne jamais devoir prendre en charge explicitement les contraitnes de (PX).

13.2.4 Pénalisation quadratique

On considère à présent le cas plus concret de la résolution numérique par pénalisa-
tion quadratique du problème (PEI), un problème introduit à la section 4.4 et rappelé
en (13.3). On parle de pénalisation quadratique, lorsque le problème pénalisé associée
à (PEI) est le suivant

inf
x∈E

(
Θr(x) := f(x) +

r

2
‖c(x)#‖2

)
, (13.12)

où v# ∈ Rm est défini en (13.4). Lorsque c est continue, il s’agit d’une pénalisation
extérieure, puisque la fonction pénalisante x 7→ p(x) := r

2‖c(x)#‖2 vérifie les condi-
tions (13.6) ; dès lors les résultats obtenus à la section 13.2.2 s’appliquent. Lorsque f
et c sont différentiable en x ∈ E, on a

∇Θr(x) = ∇f(x) +
∑

i∈E∪I

r[c(x)]#i ∇ci(x). (13.13)

On trouvera à l’exercice 13.1 quelques informations supplémentaires sur cette fonction
de pénalisation.
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Bien qu’étant une méthode entièrement primale, le schéma algorithmique 13.9
utilisant la pénalisation quadratique permet d’obtenir une estimation des multipli-
cateurs optimaux associés aux contraintes d’égalité ou d’inégalité de (PEI). Cette
estimation peut être précieuse, en particulier, pour estimer l’erreur commise sur les
conditions d’optimalité du premier ordre (4.33) et ainsi mesurer la proximité d’un
point stationnaire de (PEI). C’est aussi un myen de montrer l’existence de multipli-
cateur optimaux.

Proposition 13.11 (approximation d’un multiplicateur optimal) On
suppose que les fonctions f et c définissant (PEI,Xs) sont continûment diffé-
rentiables et que pour une suite de r → ∞, Θr a un point stationnaire approché
x̄r, dans le sens où

‖∇Θr(x̄r)‖ 6 εr,

avec εr → 0 quand r → +∞. On suppose aussi que x̄r → x̄ lorsque r → +∞,
que x̄ est un point admissible de (PEI) et que les conditions (QC-MF) ont lieu
en x̄, Alors

1) {r c(x̄r)#}r→∞ est bornée,
2) tout point d’adhérence λ̄ de {r c(x̄r)#} est tel que (x̄, λ̄) vérifie les conditions

d’optimalité (4.33) de (PEI,Xs).

Démonstration. La différentiabilité supposée de f et c implique celle de Θr . Alors,
en tenant compte de (13.13), on voit que l’optimalité approchée de x̄r implique que

∇f(x̄r) +
∑

i∈E∪I

r[c(x̄r)]
#
i ∇ci(x̄r)→ 0, lorsque r →∞. (13.14)

1) Notons λr := r[c(x̄r)]
# et montrons par l’absurde que la suite {λr}r→∞ est

bornée. S’il n’en était pas ainsi, on pourrait trouver une sous-suite de r → ∞ telle
que

‖λr‖ → ∞ et
λr
‖λr‖

→ µ 6= 0. (13.15)

Après division par ‖λr‖, la limite (13.14) donne
∑

i∈E∪I

µi∇ci(x̄) = 0. (13.16)

Par la définition de λr, on voit que µI > 0. Par ailleurs, la convergence de x̄r → x̄
et la définition de λr montrent que µI\I0(x̄) = 0. Alors, l’identité (13.16) et (QC-MF)
(définition 4.41) impliquent que µ = 0, ce qui est en contradiction avec (13.15).

2) Soit λ̄ un point d’adhérence de {λr}. En passant à la limite dans (13.14), on
voit que le gradient du lagrangien s’annule :

∇f(x̄) +
∑

i∈E∪I

λ̄i∇ci(x̄) = 0.

Par ailleurs, la définition de λr montre que λ̄I > 0 et que λ̄I\I0(x̄) = 0. Le couple
(x̄, λ̄) vérifie donc les conditioins d’optimalité du premier ordre de (PEI). ✷
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Remarques 13.12 1) Accessoirement, la convergence d’une sous-suite convergente
de {rc(x̄r)#} vers un multiplicateur optimal λ̄ montre que, pour les contraintes
d’inégalité ci associées à des multiplicateurs λ̄i > 0, on a rci(x̄r) > 0 pour r
grand. Ceci veut dire que ces contraintes d’inégalité ne sont pas vérifiées pour r
grand. Autrement dit, x̄r converge vers x̄ par l’extérieur de l’ensemble défini par
ces contraintes.

2) La pénalisation quadratique permet de mettre en évidence l’influence du facteur
de pénalisation r sur le conditionnement du problème (Pr). Nous entendons par là
le conditionnement de la hessienne de Θr lorsque celle-ci existe. La formule (13.13)
montre que la fonction de pénalisation quadratique Θr est différentiable, mais n’est
pas nécessairement deux fois différentiable si I 6= ∅. Pour mettre en évidence par
calcul la détérioration du conditionnement du problème (Pr) avec r, considérons
alors le cas où il n’y a que des contratintes d’égalité (I = ∅ et on note cE = c).
Alors

Θr(x) = f(x) +
r

2
‖c(x)‖2,

∇Θr(x) = ∇f(x) + r c′(x)Tc(x),

∇2Θr(x) = ∇2f(x) +
m∑

i=1

r ci(x)∇2ci(x) + r c′(x)Tc′(x).

Intéressons-nous à la hesienne ∇2Θr(x̄r) en un point stationnaire x̄r de Θr. Sous
les hypothèses de la proposition 13.11, les points d’ahérence des facteurs r ci(x̄r)
de la hessienne ∇2ci(x̄r) sont des multiplicateurs optimaux, si bien que les deux
premiers termes ∇2f(x̄r) +

∑m
i=1 r ci(x̄r)∇2ci(x̄r) de la hessienne ∇2Θr(x̄r) ont

comme point d’adhérence des hessiennes du lagrangien en une solution, si bien
que ces termes n’induisent pas un conditionnement problématique. À l’inverse le
dernier terme a en général un conditionnement qui explose avec r. En effet, la
forme quadratique associée à r c′(x̄r)Tc′(x̄r), à savoir v 7→ r‖c′(x̄r)v‖2, est nulle
dans le noyau de c′(x̄r), alors que sa courbure explose dans l’espace orthogonal (si
celui-ci n’est pas de dimension nulle). ✷

L’application de la pénalisation quadratique à l’optimisation quadratique est exa-
minée à la section ??.

13.3 Pénalisation intérieure N

Dans certains problèmes, le fait que les itérés x̄r générés par pénalisation extérieure
ne soient pas admissibles peut être un inconvénient, par exemple, parce que f n’est
pas définie à l’extérieur de X . On peut introduire des méthodes de pénalisation dans
lesquelles les itérés x̄r restent dans X . On parle alors de pénalisation intérieure. L’idée
est d’utiliser un terme de pénalisation p qui tend vers l’infini lorsque x s’approche de
la frontière ∂X de X .

Au problème simple (13.5), on pourra par exemple associé la fonction de pénali-
sation intérieure, dite logarithmique, suivante

Θr(x) = 1− x− 1

3
x3 − r log(−x).
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L’effet de cette pénalisation peut s’observer à la figure 13.3.

c(x)

r = 5

1

0.2
0.04

f(x) = 1 − x − 1
3x

3

x̄x̄r

Fig. 13.3. Pénalisation logarithmique de l’exemple (13.5) pour r = 5, 1, 0.25, 0.05

On comprend que, dans cette section, il est nécessaire de supposer que l’intérieur
X◦ de X est non vide :

X◦ 6= ∅.

Cette hypothèse exclut d’emblée la possibilité de prendre en compte directement des
contraintes d’égalité. Des artifices permettent toutefois de traiter de telles contraintes.

Les fonctions pénalisantes p considérées dans cette section satisfont les conditions
suivantes :

p est continue sur X◦ (13.17a)

p > 0, sur X◦ (13.17b)

p(x)→ +∞, quand x ∈ X◦ converge vers un point de ∂X. (13.17c)

On considère alors le problème de pénalisation

(Pr) inf
x∈X◦

Θr(x),

où Θr(x) = f(x) + r p(x). La condition (13.17c) crée une « barrière » au bord de
l’ensemble admissible, si bien que Θr porte parfois le nom de fonction barrière.

Le tableau 13.2 donne deux exemples de fonctions p satisfaisant (13.17) lorsque
l’ensemble admissible s’écrit X = {x ∈ E : c(x) 6 0}, avec c : E → Rm. On sup-
pose que {x ∈ E : c(x) < 0} n’est pas vide. La fonction de pénalisation intérieure
inverse est due à Carroll [107 ; 1961]. La fonction de pénalisation logarithmique est
due à l’économétricien norvégien R. Frisch [223 ; 1955]. Cette pénalisation a connu
un renouveau avec les algorithmes de points intérieurs, que nous étudierons plus en
détail au chapitre 18 dans le cadre de l’optimisation linéaire.

Le théorème suivant étudie la suite {x̄r} des solutions des problèmes pénalisés.
Contrairement à la pénalisation extérieure, il faut ici faire tendre r vers 0 (et non vers
+∞), ce qui a pour effet de diminuer l’influence de la fonction pénalisante, dont le
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Contraintes
définissant X

Fonction
pénalisante

Nom de la
pénalisation

Références

c(x) 6 0 p(x) =
∑m

i=1
1

−ci(x)
inverse [107, 206]

c(x) 6 0 p(x) = −∑m
i=1 log(−ci(x)) logarithmique [223]

Tableau 13.2. Exemples de pénalisation intérieure.

rôle est de repousser les points vers l’intérieur de X , et donc de permettre à x̄r de se
rapprocher de la frontière de l’ensemble admissible, si cela est nécessaire.

Théorème 13.13 (convergence de la pénalisation intérieure) Supposons
que f soit continue sur E et que l’ensemble admissible X, non vide, vérifie

X = X◦.

On suppose également que soit X est borné, soit f(x) → ∞ quand ‖x‖ → ∞.
Alors, si la fonction pénalisante p vérifie (13.17), on a

1) ∀r > 0, (Pr) a au moins une solution x̄r,
2) la suite {x̄r}r↓0 est bornée,
3) tout point d’adhérence de {x̄r}r↓0 est solution de (PX).

Algorithme 13.14 (pénalisation intérieure) Une itération passe de
l’itéré courant (xk, εk, rk) ∈ E×R++×R à l’itéré suivant (xk+1, εk+1, rk+1)
par les étapes suivantes.

1. Test d’arrêt. Arrêt si xk est satisfaisant.
2. Nouveaux paramètres. Choisir εk+1 < εk (plus de précision) et rk+1 ∈

]0, rk[ (moins de pénalisation).
3. Nouvel itéré. Trouver un minimiseur approché (à εk+1 près) xk+1

de Θrk+1
en démarrant les itérations en xk.

13.4 Le lagrangien augmenté

Since you ask me to mention a gratifying paper, let me pick “A
method for nonlinear constraints in minimization problems”,

because it is regarded as one of the sources of the “augmented
Lagrangian method”, which is now of fundamental importance
in mathematical programming. I have been very fortunate to

have played a part in discoveries of this kind.

M.J.D. Powell [497 ; 2003]
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Le fait de devoir faire tendre r vers sa valeur limite (+∞ ou 0 suivant le type
de pénalisation, extérieure ou intérieure) dans les fonctions de pénalisation précé-
dentes, pour retrouver la solution du problème original, induit, on l’a vu, un mauvais
conditionnement des problèmes pénalisés. Il est raisonnable de penser que cet effet
numériquement indésirable (si la pénalisation est utilisée comme outil théorique, on
se fiche complètement de cette question) sera moins critique si l’on peut construire
des fonctions de pénalisation qui, pour une valeur finie du paramètre de pénalisation,
ont un minimum en la solution du problème original. C’est ce que l’on a appelé une
pénalisation exacte.

Si une fonction de pénalisation Θr est exacte et différentiable en une solution x̄,
on doit avoir ∇Θr(x̄) = 0. C’est bien ce qui manque aux fonctions de la table 13.1,
puisqu’elles satisfont ∇Θr(x̄) = ∇f(x̄), qui n’est pas nul en général. Cela se voit aussi
à la figure 13.1 dans laquelle la pente Θ′

r(0) = f ′(0) est non nulle et indépendante
de r. Dès lors, avant d’ajouter un terme quadratique à f , il semble judicieux de lui
ajouter un terme linéaire de telle sorte que la pénalisation agisse sur une fonction
ayant une pente nulle en x̄. C’est ce que suggère la figure 13.4, dans laquelle on a

X

c(x)

ℓ1(x, λ̄)

f(x) = 1− x− 1
3
x3

ℓ(x, λ̄) = 1− 1
3
x3

x̄

Fig. 13.4. Pénalisation quadratique du lagrangien du problème (13.5)

ajouté la fonction linéaire x → x au critère x 7→ 1 − x − 1
3x

3 de l’exemple 13.4.
On voit que la pénalisation quadratique de la fonction résultante admet x̄ comme
minimiseur local, ici quel que soit le facteur de pénalisation r > 0 ; la fonction de
pénalisation obtenue est donc exacte. Que prendre comme terme linéaire ? On peut
raisonner de deux manières différentes, qui sont d’ailleurs reliées entre elles. Le plus
simple est de dire que l’on connait une fonction dont la pente est nulle en la solution :
c’est le lagrangien ℓ(·, λ̄) avec multiplicateur optimal λ̄, comme nous l’apprennent les
conditions d’optimalité (4.33). C’est donc le terme λ̄Tc(x) qu’il faut ajouter à f(x)
avant de faire agir la pénalisation. On remarquera que le terme est linéaire en c(x),
pas en x (c’est la même chose pour le problème 13.5). On peut aussi raisonner en
utilisant l’analyse de sensibilité de la section 4.6.1. La fonction valeur v admet comme
dérivée première (sous les hypothèses fortes de la proposition 4.72): v′(0) = λ̄. Si l’on
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veut modifier le problème pour que cette dérivée soit nulle, il faut ajouter λ̄Tc(x) au
critère, ce qui revient à faire la transformation f(·) y ℓ(·, λ̄) opérée ci-dessus.

13.4.1 Conditions d’exactitude du lagrangien

Le lagrangien du problème (PEI,Xs) est une fonction de pénalisation exacte si les
données du problème sont convexes et si le multiplicateur utilisé est optimal. C’est en
substance ce qu’affirme le résultat suivant.

Proposition 13.15 (exactitude du lagrangien d’un problème convexe)
Supposons que f et les {ci}i∈I soient convexes et que cE soit affine. On suppose
également que f et c sont différentiables en une solution x̄ du problème et qu’il
existe un multiplicateur λ̄ tel que les conditions d’optimalité (KKT) aient lieu.
Alors x 7→ ℓ(x, λ̄) a un minimum en x̄.

Démonstration. Avec les hypothèses de convexité et la positivité de λ̄I , l’application
x ∈ E 7→ ℓ(x, λ̄) est convexe. Selon les hypothèses, cette fonction est différentiable
en x̄ et, d’après les conditions d’optimalité (KKT), on a ∇xℓ(x̄, λ̄) = 0. On en déduit
que ℓ(·, λ̄) a un minimum (global) en x̄. ✷

Si l’on connaissait un multiplicateur optimal λ̄, ℓ(·, λ̄) serait une fonction de pé-
nalisation, n’ayant peut-être pas la forme de Θr dans (13.1), mais qui pourrait être
minimisée pour trouver une solution de (PEI,Xs). Mais λ̄ est une solution duale, qui
doit aussi être trouvée. On appelle relaxation lagrangienne, la technique qui recherche
une solution de (PEI,Xs) en minimisant ℓ(·, λ) pour une suite de multiplicateurs λ que
l’on fait converger vers un multiplicateur optimal. Il reste à préciser comment on met
à jour les multiplicateurs et à étendre cette approche aux problèmes non convexes.
C’est ce à quoi nous nous attacherons dans cette section 13.4.

13.4.2 Le lagrangien augmenté de (PE)

Si le problème n’est pas convexe, le lagrangien n’est plus nécessairement une fonc-
tion de pénalisation exacte. Il peut aussi ne pas être borné inférieurement. C’est le
cas dans l’exemple (13.5), pour lequel le multiplicateur optimal vaut λ̄ = 1 (d’après
la proposition 4.72, c’est f ′(0)) : x 7→ ℓ(x, λ̄) = 1 + 1

3x
3 n’est pas bornée inférieure-

ment. On comprend qu’en l’absence de convexité, il n’y a plus de sens à minimiser le
lagrangien pour obtenir une solution de (PEI,Xs). Le lagrangien augmenté peut être
vu comme un moyen de remédier à cet inconvénient.

Commençons par le cas où il n’y a que des contraintes d’égalité, en considérant le
problème (PE) de la page 569. Les conditions d’optimalité du premier et second ordre
du théorème 4.17 et de la proposition ?? nous disent que, si l’on restreint h à être voisin
de 0 et à appartenir à l’espace tangent aux contraintes en x̄, l’application h 7→ ℓ(x̄+
h, λ̄) est convexe et minimale en h = 0. Par contre, les conditions d’optimalité ne disent
rien sur les valeurs prises par ℓ(·, λ̄) dans l’espace complémentaire au plan tangent.
Comme ∇xℓ(x̄, λ̄) = 0, on comprend que l’on pourra convexifier ℓ(·, λ̄) autour de x̄,
et créer ainsi localement une cuvette minimisée en x̄, en lui ajoutant un terme positif
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qui croît transversalement à la contrainte, mais qui est sans effet longitudinalement.
Un terme ayant cette propriété est ‖c(x)‖22. Il semble donc naturel de considérer la
fonction

ℓr(x, µ) = f(x) + µTc(x) +
r

2
‖c(x)‖22. (13.18)

Cette fonction, définie pour (x, µ) ∈ E × Rm, est le lagrangien augmenté associé au
problème (PE)

1. Le facteur de pénalisation r > 0 est un paramètre qu’il faudra ajuster,
tout comme le multiplicateur µ qui devra tendre vers un multiplicateur optimal.

Examinons la structure du lagrangien augmenté. On vient de le construire comme
un lagrangien que l’on a pénalisé par un terme semblable à ceux utilisés en pénalisation
extérieure (voir le tableau 13.1). Contrairement aux fonctions de pénalisation de cette
section, le lagrangien augmenté sera une fonction de pénalisation exacte lorsque µ = λ̄
et r est assez grand (mais fini !), mais cette propriété ne sera que locale (notion qui
sera clarifiée ci-dessous). En ajoutant le terme λ̄Tc(x) à la fonction de pénalisation
inexacte x 7→ f(x) + r

2‖c(x)‖22, on a forcé son exactitude en corrigeant la pente de
cette fonction en x̄. En ajoutant le terme r

2‖c(x)‖22 au lagrangien, on peut à présent
traiter des problèmes non convexes.

L’étude de l’exactitude du lagrangien augmenté (13.18) passe par le lemme B.3
de Finsler. Celui-ci décrit en quelque sorte la version linéarisée (ou « quadrati-
sée ») du mécanisme en jeu dans le lagrangien augmenté (et c’est comme cela que
nous l’utiliserons) : M est définie positive dans le noyau de ATA, mais on n’a pas
d’information sur M dans l’espace complémentaire R(ATA) (comparez avec ce que
l’on sait sur le lagrangien dans le voisinage d’une solution). En ajoutant un multiple
de ATA à M , on peut rendre la matrice résultante définie positive. On observera que
la matrice ajoutée rATA n’a pas d’effet dans N (A), puisque uTATAu = 0 pour tout
u ∈ N (A).

Théorème 13.16 (exactitude du lagrangien augmenté de (PE)) On sup-
pose que f et c sont deux fois dérivables en un minimum local x̄ de (PE). On
suppose également qu’il existe un multiplicateur λ̄ tel que ∇xℓ(x̄, λ̄) = 0 et tel que
la condition suffisante d’optimalité du second ordre (4.28) ait lieu. Alors, il existe
un réel r̄ tel que pour tout r > r̄, le lagrangien augmenté (13.18) a un minimum
local strict en x̄.

Démonstration. On a∇xℓr(x, λ̄) = ∇xℓ(x, λ̄)+rA(x)
Tc(x), avec A(x) := c′(x). Dès

lors ∇xℓr(x̄, λ̄) = 0. D’autre part, ∇2
xxℓr(x̄, λ̄) = ∇2

xxℓ(x̄, λ̄) + rA(x̄)TA(x̄). D’après
la condition du second ordre (4.28), ∇2

xxℓ(x̄, λ̄) est définie positive dans le noyau de
A(x̄). Alors, le lemme B.3 de Finsler nous apprend que ∇2

xxℓr(x̄, λ̄) est définie positive
lorsque r est assez grand. On en déduit que, pour r assez grand, ℓr(·, λ̄) a un minimum
local strict en x̄ (proposition 4.11). ✷

1 Ce type de pénalisation porte le nom de lagrangien modifié dans la littérature russe.
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13.4.3 Le lagrangien augmenté de (PEI)

Le lagrangien augmenté associé au problème (PEI,Xs) s’introduit de manière na-
turelle en utilisant la dualité ; nous le ferons au chapitre 14. Nous allons l’introduire ici
par une approche plus intuitive, qui s’appuie sur la formule (13.18) et qui apportera
des informations qualitatives intéressantes.

Une idée pourrait être de suivre la structure de (13.18) en ajoutant au lagrangien
le terme pénalisant les contraintes utilisé dans (13.12), ce qui donnerait la fonction

x 7→ f(x) + µTc(x) +
r

2
‖c(x)#‖22.

Celle-ci a l’inconvénient de ne pas toujours être deux fois différentiable en une solution
(car t 7→ (t+)2) ne l’est pas), quel que soit la régularité de f et c. On préfère donc
adopter la démarche suivante, due à Rockafellar [520 ; 1973].

Dans un premier temps, on écrit (PEI,Xs) sous une forme équivalente, en intro-
duisant des variables d’écart s ∈ RmI :





inf(x,s) f(x)
cE(x) = 0
cI(x) + s = 0
s > 0.

Ensuite, ce problème est approché en utilisant le lagrangien augmenté associé à ses
contraintes d’égalité (formule (13.18)) avec un facteur de pénalisation r > 0 :

inf
x

inf
s>0

(
f(x) + µT

EcE(x) +
r

2
‖cE(x)‖22 + µT

I (cI(x)+s) +
r

2
‖cI(x)+s‖22

)
.

Le lagrangien augmenté du problème (PEI,Xs) est la fonction de (x, µ) définie comme
la valeur minimale du problème d’optimisation en s > 0 ci-dessus :

ℓr(x, µ) := inf
s>0

(
f(x) + µT

EcE(x) +
r

2
‖cE(x)‖22

+ µT

I (cI(x)+s) +
r

2
‖cI(x)+s‖22

)
.

(13.19)

La minimisation en s peut être menée explicitement puisque le problème est quadra-
tique en s avec une hessiene diagonale et que l’on n’a que des contraintes de borne
sur s. Plus précisément, comme le critère du problème ci-dessus s’écrit

r

2

∥∥∥s+ cI(x) +
µI

r

∥∥∥
2

2
+ « des termes indépendants de s »,

il s’agit de projeter −cI(x)− µI/r sur l’orthant positif. On trouve donc

s = max
(
−cI(x)−

µI

r
, 0
)
,

si bien que

cI(x) + s = max
(
−µI

r
, cI(x)

)
. (13.20)

En remplaçant cI(x) + s par cette valeur dans le critère du problème d’optimisation
ci-dessus on obtient le lagrangien augmenté associé aux contraintes cE(x) = 0 et
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cI(x) 6 0 du problème (PEI,Xs). C’est la fonction ℓr : E × Rm → R, définie pour
(x, µ) ∈ E× Rm et r > 0 par

ℓr(x, µ) = f(x) + µTc̃µ,r(x) +
r

2
‖c̃µ,r(x)‖22, (13.21)

où, pour λ ∈ RmI et r > 0, c̃µ,r : E→ Rm est définie par

(c̃µ,r(x))i =

{
ci(x) si i ∈ E
max

(−µi

r , ci(x)
)

si i ∈ I. (13.22)

Ce lagrangien augmenté a donc une structure tout à fait semblable au lagrangien
augmenté associé au problème avec contraintes d’égalité (PE), pourvu que l’on fasse
intervenir la modification non différentiable de c définie par c̃µ,r ci-dessus. On notera
d’ailleurs que

c̃µ,r(x) = 0 ⇐⇒
{
cE(x) = 0
0 6 µI ⊥ cI(x) 6 0,

où la notation 0 6 u ⊥ v 6 0 signifie u > 0, v 6 0 et uTv = 0. La nullité des com-
posantes I de c̃µ,r(x) exprime donc à la fois les conditions de signes sur la contrainte
et son multiplicateur, ainsi que la complémentarité.

Les deux relations de monotonie du lemme ci-dessous nous seront utiles. La seconde
provient de l’expression suivante des termes associés aux contraintes d’inégalité dans
la lagrangien augmenté :

µT

I (c̃µ,r(x))I +
r

2
‖(c̃µ,r(x))I‖22 =

1

2r

∑

i∈I

[
max(0, µi + rci(x))

2 − µ2
i

]
. (13.23)

Lemme 13.17 1) ∀ (x, µ) ∈ Rn × Rm, r ∈ R++ → ℓr(x, µ) est croissante.

2) ∀ r > 0, ∀µI ∈ RmI , vI ∈ RmI → µT

I max
(−µI

r , vI
)
+ r

2

∥∥max
(−µI

r , vI
)∥∥2

est croissante (pour l’ordre vI 6 v′I ⇔ vi 6 v′i pour tout i ∈ I).

Démonstration. 1) C’est une conséquence de la technique utilisée ci-dessus pour
construire le lagrangien augmenté (13.21) : l’argument de l’infimum dans (13.19) croît
lorsque r augmente.

2) On utilise l’expression de droite dans (13.23), dont la croissance en cI(x) est
claire, quel que soit le signe de µI . ✷

Malgré l’opérateur max dans (13.22), le lagrangien augmenté est différentiable
en (x, λ). Pour le voir, le plus simple est d’utiliser l’expression à droite dans (13.23)
pour les termes associés aux contraintes d’inégalité. Comme la dérivée de (t+)2 est
2t+ et que (a+ b)+ − a = max(−a, b), on obtient

∇xℓr(x, µ) = ∇f(x) + c′(x)T(µ+ rc̃µ,r(x)) (13.24)

∇µℓr(x, µ) = c̃µ,r(x). (13.25)
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L’opérateur max dans (13.22) ne permet pas, en général, d’avoir la différentiabilité
seconde de ℓr(·, µ) : c’est le talon d’Achille de ce lagrangien augmenté. Il a été à la
source de nombreux développements. En fait, pour x proche d’une solution x̄ de
(PEI,Xs) et µ = λ̄ (un multiplicateur optimal), on a en utilisant la complémentarité
λ̄TI cI(x̄) = 0 et la positivité de λ̄I :

ℓr(x, λ̄) = ℓ(x, λ̄) +
r

2

∑

i∈E∪I0+(x̄)

ci(x)
2 +

r

2

∑

i∈I00(x̄)

(ci(x)
+)2. (13.26)

La présence de l’opérateur (·)+ dans (13.26) montre que ℓr(·, λ̄) peut ne pas être plus
d’une fois différentiable en x̄. En cas de complémentarité stricte, I00(x̄) = ∅ et la
dernière somme disparaît, si bien que le lagrangien augmenté peut s’écrire (toujours
pour x proche de x̄):

ℓr(x, λ̄) = ℓ(x, λ̄) +
r

2

∑

i∈E∪I0(x̄)

ci(x)
2.

Localement, les contraintes d’égalité et les contraintes d’inégalité actives sont alors
traitées de la même manière et ℓr(·, λ̄) est régulière en x̄ (pourvu que f et c le soient).
Nous résumons ces propriétés de différentiabilité dans la proposition suivante.

Proposition 13.18 (différentiabilité du lagrangien augmenté)
1) Le lagrangien augmenté ℓr, défini en (13.21), est différentiable en µ et son

gradient est donné par (13.25).
2) Si f et c sont différentiables en x, alors ℓr est différentiable en x et son

gradient est donné par (13.24).
3) Si (x̄, λ̄) est un point stationnaire de (PEI,Xs) vérifiant la complémentar-

ité stricte et si (f, cE∪I0(x̄)) est p fois dérivable (p ∈ N) dans un voisinage
de x̄, alors le lagrangien augmenté est p fois dérivable dans un voisinage
(éventuellement plus petit) de x̄.

Le résultat suivant est l’analogue du théorème 13.16 pour le lagrangien augmenté
(13.21). Il donne des conditions pour que ce lagrangien augmenté soit exact en x̄. La
condition suffisante d’optimalité semi-forte (4.62) qui y est utilisée est plus forte que
la condition faible (4.59), mais plus faible que la condition forte (4.63). Le résultat
n’a pas lieu si on ne suppose que la condition faible (4.59).

On a vu au théorème 13.16 que l’exactitude du lagrangien augmenté de (PE) était
fondée sur le lemme de Finsler. Le lecteur perspicace remarquera que la technique
utilisée dans la démonstration du théorème ci-dessous est calquée sur celle mise en
œuvre en annexe pour démontrer le lemme B.3 de Finsler.

Théorème 13.19 (exactitude du lagrangien augmenté de (PEI,Xs
)) On

suppose que f et cE∪I0(x̄) sont deux fois dérivables en un minimum local x̄
de (PEI,Xs). On suppose également que les conditions de (KKT) ont lieu et que la
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condition suffisante d’optimalité du second ordre semi-forte (4.62) a lieu pour un
certain multiplicateur optimal λ̄. Alors, il existe un réel r̄ > 0 et un voisinage V
de x̄ tels que pour tout r > r̄, le lagrangien augmenté (13.21), avec µ = λ̄, a un
minimum strict en x̄ sur V .

Démonstration. Il suffit de montrer qu’il existe un r̄ > 0 et un voisinage V de x̄
dans E tel que

ℓr̄(x̄, λ̄) < ℓr̄(x, λ̄), pour tout x ∈ V \ {x̄}.
En effet, si cette affirmation est vraie pour r̄, elle le sera pour tout r > r̄, avec le
même voisinage V . Ceci est dû au fait que ℓr(x̄, λ̄) = f(x̄) est indépendant de r et
que, d’après le point (i) du lemme 13.17, r 7→ ℓr(x, λ̄) croît avec r.

On démontre cette affirmation par l’absurde en supposant qu’il existe une suite
de réels rk →∞ et une suite de points xk → x̄, tels que pour k > 1 : xk 6= x̄ et

ℓrk(xk, λ̄) 6 ℓrk(x̄, λ̄). (13.27)

En extrayant une sous-suite au besoin, on peut supposer que pour k →∞ :

xk − x̄
‖xk − x̄‖

→ d, avec ‖d‖ = 1.

En posant tk := ‖xk − x̄‖, on obtient alors

xk = x̄+ tkd+ o(tk).

Notre but à présent est de montrer que d est une direction critique. Ceci s’obtient
en faisant un développement limité des fonctions intervenant dans le membre de
gauche de (13.27), exprimé par la formule (13.26) : développement au deuxième ordre
du lagrangien et au premier ordre des contraintes dans les deux sommes de (13.26).
Pour simplifier les notations, on introduit L̄ := ∇2

xxℓ(x̄, λ̄). De la régularité de f et c
et de l’optimalité de (x̄, λ̄), on déduit

ℓ(xk, λ̄) = ℓ(x̄, λ̄) +
t2k
2
dTL̄d+ o(t2k),

ci(xk) = tk c
′
i(x̄) · d+ o(tk), pour i ∈ E ∪ I0(x̄).

On injecte ces estimations dans (13.27), en utilisant (13.26) et ℓrk(x̄, λ̄) = ℓ(x̄, λ̄) :

t2k
2
dTL̄d+ o(t2k) +

rk
2

∑

i∈E∪I0+(x̄)

(tkc
′
i(x̄) · d+ o(tk))

2

+
rk
2

∑

i∈I00(x̄)

(
[tkc

′
i(x̄) · d+ o(tk)]

+
)2

6 0. (13.28)

La limite dans (13.28) quand k →∞, après avoir divisé par t2krk, conduit à

c′i(x̄) · d = 0, si i ∈ E ∪ I0+(x̄)
c′i(x̄) · d 6 0, si i ∈ I00(x̄).
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Dès lors, d est une direction critique non nulle.
D’autre part, (13.28) implique également

t2k
2
dTL̄d+ o(t2k) 6 0.

En prenant la limite après avoir divisé par t2k, on obtient dTL̄d 6 0. Cette inégalité
est en contradiction avec (4.62), puisque d ∈ C(x̄) \ {0}. ✷

13.4.4 Méthode du lagrangien augmenté

Le concept de lagrangien augmenté a été introduit dans un but algorithmique. Il
est toujours utilisé aujourd’hui pour résoudre de grands problèmes, surtout lorsque
les techniques d’algèbre linéaire requises dans les algorithmes newtoniens comme la
programmation quadratique successive (voir chapitre 15) ne peuvent pas être util-
isées, du fait de la dimension des problèmes. On utilise aussi le lagrangien augmenté
pour résoudre des problèmes structurés, comme ceux de l’optimisation quadratique
convexe [161, 122 ; 2005-2016].

L’algorithme classique associé au lagrangien augmenté est connu sous le nom de
méthode des multiplicateurs. Cette méthode s’apparente à la relaxation lagrangienne,
dans le sens où l’on y minimise (avec plus ou moins de précision) le lagrangien aug-
menté pour une suite de multiplicateurs λk, que l’on cherche à faire converger vers un
multiplicateur optimal, et de facteurs de pénalisation rk que l’on adapte pour qu’ils
soient « suffisamment grands ». L’algorithme est piloté par la recherche du multipli-
cateur optimal, d’où son nom.

D’un point de vue numérique, l’intérêt principal du lagrangien augmenté, par
rapport aux méthodes de pénalisation extérieure et intérieure des sections 13.2 et
13.3, est de ne pas devoir faire tendre le facteur de pénalisation vers une limite qui
rend la pénalisation indéfinie (r → +∞ en pénalisation extérieure) ou inopérante
(r ↓ 0 en pénalisation intérieure). Grâce à cette propriété, le lagrangien augmenté
conserve un conditionnement raisonnable ; ses courbes de niveau ne s’allongent pas
trop. Son inconvénient majeur est de devoir mettre à jour un multiplicateur, en plus
du facteur de pénalisation. Heureusement, on dispose d’une formule de mise à jour
naturelle, que nous introduirons ici comme une heuristique, mais à laquelle nous
donnerons davantage de sens après que les notions de fonction duale et de méthode
proximale auront été introduites (voir chapitre 14).

Le théorème 13.19 nous apprend que si l’on connaît un multiplicateur optimal
λ̄ et si l’on prend r assez grand, on a quelques chances de trouver une solution de
(PEI,Xs) en minimisant le lagrangien augmenté ℓr(., λ̄). On ne connaît en général
aucune de ces deux informations, si bien que c’est algorithmiquement qu’elles doivent
être recherchées.

Supposons que l’on dispose au début de l’itération k, d’un facteur de pénalisation
rk > 0 et d’un multiplicateur approché λk ∈ Rm. La mise à jour de se dernier se fera
par une formule qui fait suite aux considérations suivantes (cette formule est vue ici
comme une heuristique). Le théorème 13.19 suggère de minimiser ℓrk(·, λk). Supposons
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que ce problème ait une solution, que l’on note xk. Par optimalité, ∇xℓrk(xk, λk) = 0,
qui par (13.24) s’écrit

∇f(xk) +
∑

i∈E∪I

(
λk + rk c̃λk,rk(xk)

)
i
∇ci(xk) = 0,

où c̃λk,rk est défini en (13.22). Comme, pour résoudre (PEI,Xs), on cherche à annuler
le gradient du lagrangien de ce problème, les facteurs de ∇ci(xk) ci-dessus semblent
être de bons candidats pour être la nouvelle approximation du multiplicateur optimal.
On prend donc

λk+1 = λk + rk c̃λk,rk(xk).

Dans certains cas, comme dans le schéma algorithmique 13.20 ci-dessous, on rem-
place rk par un « pas » αk > 0. Donnons une autre expression de λk + αk c̃λk,αk

(xk),
qui nous informera sur le signe de ses composantes correspondant aux inégalités.
Pour i ∈ I et en laissant tomber l’indice d’itération k, on a λi + αc̃λ,α(x)i =
λi + αmax(−λi/α, ci(x)) = max(0, λi + αci(x)). On en déduit que

λk + αk c̃λk,αk
(xk) = (λk + αkc(xk))

#.

Les composantes d’indice i ∈ I de λk+1 sont donc positives.
On manque d’arguments solides pour trouver une règle de mise à jour du facteur

de pénalisation rk qui soit entièrement satisfaisante (le cas des fonctions quadra-
tiques convexes est une exception [161, 122 ; 2005-2016]). On se contente en général
d’augmenter rk si c̃λk,rk ne décroît pas suffisamment vite vers zéro. Cela paraît
raisonnable, étant donné que rk apparaît en facteur de la norme des contraintes dans
la lagrangien augmenté (sous la forme (13.19)) et que c’est effectivement son rôle
lorsque λk reste constant (on est alors proche de la pénalisation extérieure). Mais
il ne faut pas oublier que λk joue un rôle tout aussi important que rk pour forcer
l’admissibilité des itérés. D’ailleurs dès que rk est supérieur à un certain seuil, le bon
réglage de λk devrait suffire pour obtenir l’admissibilité.

Nous donnons ci-dessous un schéma algorithmique inspiré de celui utilisé dans
Lancelot, un code d’optimisation généraliste qui est fondé sur le lagrangien aug-
menté [137 ; 1992]. Fletcher [212 ; 1987, page 292] propose un algorithme semblable.

Algorithme 13.20 (méthode des multiplicateurs) Une itération
passe de l’itéré courant (λk, rk) ∈ Rm ×R++, vérifiant (λk)I > 0, à l’itéré
suivant (λk+1, rk+1) ∈ Rm × R++, vérifiant (λk+1)I > 0, par les étapes
suivantes.

1. Nouvel itéré primal. Avec ℓrk défini en (13.21), calculer

xk ∈ argmin ℓrk(·, λk).

2. Test de convergence. Arrêt si c̃λk,rk(xk) ≃ 0, où c̃µ,r est défini en (13.22).
3. Nouveau multiplicateur. Choisir un pas αk > 0 et prendre

λk+1 = λk + αk c̃λk,αk
(xk) = (λk + αkc(xk))

#.
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3. Mise à jour du paramètre de pénalisation rk si nécessaire.

Ce schéma algorithmique mérite quelques éclaircissements.

À l’étape 1, il est rare que l’on minimise complètement le lagrangien augmenté ;
de toute façon, un test d’arrêt pour la minimisation de ce problème non linéaire
doit être introduit, si le roblème original est lui-même non linéaire. Une possibi-
lité est d’utiliser le principe général selon lequel il ne faut pas être plus exigeant
dans la minimisation interne (l’étape 1), que ce que l’algorithme a obtenu par la
boucle externe (ensemble des étapes 1 à 4). Autrement dit, on peut utiliser un test
qui compare les normes des quantités qui doivent tendre vers zéro dans les pro-
blèmes interne (∇xℓrk(xk, λk), voir (13.24)) et externe (c̃λk,rk(xk), voir (13.25)) ;
l’algorithme se contente d’un xk vérifiant

‖∇xℓrk(xk, λk)‖ 6 σ‖c̃λk,rk(xk)‖, (13.29)

où σ > 0 est une constante « bien choisie ». À notre connaissance, on n’a pas
réussi jusqu’à présent (2021) à démontrer la convergence de l’algorithme avec un
critère d’arrêt des itérations internes aussi simple que celui-là, même pour les
problèmes convexes, sans pour autant avoir d’argument écartant l’opportunité
d’un tel critère. Pour diverses contributions sur ce sujet, on pourra consulter
[53, 136, 299, 135, 55, 176, 557, 558, 178, 179, 559, 177, 323, 175, 13, 187, 205, 188 ;
1982-2013].

Le test d’arrêt de l’étape 2 est fondé sur le fait que l’on a bien optimalité au pre-
mier ordre si c̃λk,rk(xk) = 0. En effet, l’optimalité à l’étape 1 et (13.24) impliquent
que ∇xℓ(xk, λk) = 0. Par ailleurs, c̃λk,rk(xk) = 0 implique que

cE(xk) = 0 et min

(
(λk)I
rk

,−cI(xk)
)

= 0.

Cette dernière relation est équivalente aux relations de complémentarité 0 6

(λk)I ⊥ −cI(xk) > 0, qui avec cE(xk) = 0, montrent que les autres conditions
du système d’optimalité (4.33) de KKT sont vérifiées.

À l’étape 3, on prend souvent le pas αk = rk comme le suggère la discussion qui
précède.

La seconde partie de la formule de mise à jour de λk à l’étape 3 montre que
(λk+1)I > 0, si bien que l’algorithme se retrouve au début de l’itération suivante
dans les mêmes conditions qu’à l’itération courante.

La mise-à-jour du facteur de pénalisation rk à l’étape 4 est une opération déli-
cate, car on manque souvent de connaissance pour en détermniner une valeur
correcte, si bien que les concepteurs de solveur utilisent des heuristiques variées.
Par exemple, dans [13 ; 2007], rk n’est mis à jour que lorsqu’au cours de l’itération
précédente, une amélioration suffisante de l’admissibiité ou de la complémentarité
n’est pas observée. Mentionnons le cas particulier de l’optimisation quadratique
convexe, qui est bien mieux compris, pour lequel l’algorithme peut régler la valeur
de rk en fonction de la vitesse de convergence prescrite [161, 122].
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Algorithme du lagrangien augmenté pour résoudre un problème convexe non ré-
alisable. Lorsque le problème est convexe, l’algorithme du lagrangien augmenté est
identique à l’algorithme proximal sur la fonction duale (proposition 14.39), si bien
que son comportement sur des problèmes non réalisables peut se déduire de celui de
l’algorithme proximal ; il est décrit dans [97, 510, 567 ; 1977-1987]. On montre que
l’algorithme a un comportement maîtrisé :

il trouve la plus petite translation s̄, au sens de la norme ℓ2, randant le problème
réalisable,
il minimise l’objectif sur les contraintes translatées par ce s̄.

On peut être plus précis lorsque le problème est quadratique convexe [218 ; 1982, re-
marque 5.6] et [159 ; 2006] (pour les contraintes d’égalité seulement) et [122 ; 2016]
(pour les contraintes d’inégalité) et montrer un résultat de convergence linéaire glo-
bale.

13.4.5 Méthode du lagrangien augmenté à directions alternées N

L’algorithme du lagrangien augmenté à directions alternées, souvent référencé par
son sigle anglo-saxon ADMM abrégeant Alternating Direction Method of Multipliers,
s’est montré sur le devant de la scène ces dernières années, du fait de son intérêt dans
la résolution des problèmes à données massives (apprentissage approfondi, acquisition
comprimée2, traitement d’images, etc) [300, 85]. Dans ces problèmes aux milliards de
variables, on ne cherche pas une solution précise, hors d’atteinte, mais l’accent est
mis sur l’obtention rapide d’une solution approchée. L’algorithme ADMM convient
à cette situation. Cet algorithme a été introduit dans les années 1970 pour résoudre
certains types d’équations aux dérivées partielles [254, 226]. Il s’agit d’une méthode de
lagrangien augmenté, dans laquelle la minimisation de ce dernier, à multiplicateur fixé,
se fait de manière très approchée par un unique cycle de Gauss-Seidel (section 7.3.3).
L’évocation de ce couple de mathématiciens suggère que le problème puisse être décrit
par (au moins) deux groupes de variables, notées x ∈ E et y ∈ F, des groupes parfois
introduits artificiellement (par duplication de variables par exemple) de manière à
pouvoir appliquer la méthode et bénéficier de ses caractéristiques.

L’algorithme ADMM est en réalité adapté à la résolution de problèmes qui peuvent
s’écrire de la manière suivante :

{
inf(x,y) f(x) + g(y)
Ax+By = c,

(13.30)

où f : E→ R∪{+∞} et g : F→ R∪{+∞} sont des fonctions définies sur des espaces
vectoriels E et F pouvant prendre la valeur +∞ (c’est-à-dire pouvant prendre en
compte implicitement des contraintes supplémentaires), A ∈ L(E,G) et B ∈ L(F,G)
sont des applications linéaires à valeurs dans un espace euclidien G, et c ∈ G. Le
lagrangien augmenté associé est la fonction ℓr : E× F× G→ R définie en (x, y, λ) ∈
E× F×G par

2 Traduction française de compressed sensing [35]. Il s’agit de trouver des solutions (de
systèmes linéaires sous-déterminés par exemple) avec le plus de zéros. On exprime ce
problème en utilisant la norme ℓ1 : inf{‖x‖1 : x ∈ X}.
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ℓr(x, y, λ) = f(x) + g(y) + 〈λ,Ax +By − c〉+ r

2
‖Ax+By − c‖2,

où r > 0 est le facteur d’augmentation, 〈·, ·〉 est le produit scalaire de G et ‖ · ‖ est la
norme associée à ce dernier.

Algorithme 13.21 (ADMM) Une itération passe de l’itéré courant
(yk, λk) ∈ F×G à l’itéré suivant (yk+1, λk+1) par les étapes ci-dessous :

xk+1 ∈ argmin
x∈E

ℓr(x, yk, λk) (13.31)

yk+1 ∈ argmin
y∈F

ℓr(xk+1, y, λk) (13.32)

λk+1 := λk + r(Axk+1 +Bxk+1 − c). (13.33)

Comme annoncé, l’algorithme ressemble très fort à l’algorithme du lagrangien
augmenté 13.20, si ce n’est que la minimisation complète de ℓr(·, ·, λk) est remplacée
par un cycle gauss-seidelien (section 7.3.3) : une première minimisation en x dans
(13.31), avec y fixé à yk, suivie d’une minimisation en y dans (13.32), avec x fixé
à xk+1 ; c’est tout, alors que l’algorithme de Gauss-Seidel itérerait ce cycle jusqu’à
minimisation complète du lagrangien augmenté. C’est à cette double minimisation
que l’on doit le vocable directions alternées utilisé dans le nom de l’algorithme. On
notera que xk est une variable auxiliaire qui ne doit pas exister au début de l’itération.
Par ailleurs, cet algorithme n’est pas une méthode de dualité (chapitre 14), comme
l’est l’algorithme du lagrangien augmenté, car l’itéré contient la variable primale yk.

On peut montrer que la convergence du coût est en O(1/k) [307, 430]. Des efforts
importants ont été faits pour améliorer cette vitesse de convergence du coût, pour
qu’elle soit en O(1/k2), notamment par le schéma de Nesterov [453, 264].

13.5 Pénalisation exacte non différentiable N

Le lagrangien augmenté étudié à la section 13.4 est une première manière d’obtenir
une pénalisation exacte (voir la définition 13.1), pourvu que l’on connaisse un multi-
plicateur optimal (comme ce n’est généralement pas le cas, la méthode des multiplica-
teurs – l’algorithme 13.20 – approche celui-ci de manière itérative). L’idée sous-jacente
est de pénaliser quadratiquement une fonction dont la dérivée est nulle en la solution,
le lagrangien ℓ(·, λ̄).

Une autre manière d’obtenir une pénalisation exacte est de le faire au moyen
d’une fonction pénalisante non différentiable. Illustrons cela sur l’exemple 13.4. La
figure 13.5 montre que si l’on ajoute le terme r x+ à la fonction 1 − x − 1

3x
3, on

obtient une fonction de pénalisation exacte dès que r > 1. Ce seuil r = 1 vient bien
sûr ici de la pente de f en zéro et en toute généralité de la pente de la fonction valeur
en zéro, si bien que c’est à nouveau le multiplicateur optimal λ̄ qui jouera un rôle-clé
dans la détermination de ce seuil.
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X
c(x)

f(x) = 1− x− 1
3
x3

x̄

r = 1 r = 2

r = 3

r = 4

Fig. 13.5. Pénalisation non différentiable du problème (13.5) avec r = 1, 2, 3 et 4.

De manière plus générale, si l’on enlève les carrés aux fonctions pénalisantes de la
table 13.1, on obtient des fonctions de pénalisation exactes : si r est pris assez grand,
les solutions locales de (PX) sont solutions locales du problème pénalisé. Cela semble
très intéressant, puisque l’on remplace un problème d’optimisation avec contraintes
par un unique problème d’optimisation sans contrainte. On ne peut cependant pas
gagner sur tous les plans : si la fonction de pénalisation est exacte, elle est aussi non
différentiable et donc plus délicate à minimiser. La minimisation de ces fonctions se fait
en général de manière détournée : on obtient une direction de descente en résolvant un
problème auxiliaire et non pas en calculant quelque chose ressemblant à un gradient.
Nous verrons au chapitre 15 une utilisation de cette idée.

Dans cette section, on considère le problème d’optimisation avec contraintes ex-
plicites

(PEI)





inf f(x)
ci(x) = 0, i ∈ E
ci(x) 6 0, i ∈ I,

décrit dans l’introduction de ce chapitre, auquel on associe la fonction de pénalisation
suivante :

Θr(x) = f(x) + r‖c(x)#‖p, (13.34)

où r > 0 et ‖ · ‖p est une norme quelconque. La première pénalisation de ce type a été
introduite par Ablow et Brigham [2 ; 1955], avec la norme ℓ1. Le résultat fondamental
est donné à la proposition 13.24, qui énonce des conditions pour que Θr soit une
fonction de pénalisation exacte.

Sa démonstration utilise les deux lemmes suivants. Le premier étudie la différen-
tiabilité de Θr et utilise l’opérateur Pv : Rm → Rm, défini pour u et v 6 0 dans Rm

par

(Pvu)i =





ui si i ∈ E
u+i si i ∈ I et vi = 0
0 si i ∈ I et vi < 0.
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Lemme 13.22 Si f et c admettent des dérivées directionnelles en un point x ∈
E, alors Θr admet des dérivées directionnelles en x et si c(x)# = 0, on a

Θ′
r(x; d) = f ′(x; d) + r‖Pc(x)c

′(x; d)‖p.

Démonstration. Le fait que Θr admette des dérivées directionnelles en x vient de
ce que (·)# et ‖ · ‖p sont lipschitziennes et admettent, ainsi que f et c, des dérivées
directionnelles en x (proposition C.3).

Si c(x)# = 0, on a

Θ′
r(x; d) = f ′(x; d) + r(‖ · ‖p)′(0; (c#)′(x; d)).

Mais
(‖ · ‖p)′(0; v) = lim

t↓0
1

t
‖tv‖p = ‖v‖p

et
(c#)′(x; d) = (·#)′(c(x); c′(x; d)) = Pc(x)c

′(x; d).

On en déduit le résultat. ✷

Le second lemme montre qu’avec un facteur de pénalisation suffisamment grand,
Θr domine le lagrangien ordinaire ℓ(·, λ̄) sur E. On rappelle de (A.8) que la norme
duale de ‖ · ‖p pour le produit scalaire euclidien est la norme ‖ · ‖d définie par

‖y‖d = sup
‖x‖p61

yTx.

Lemme 13.23 Si λ ∈ Rm vérifie r > ‖λ‖d et λI > 0, alors pour tout x ∈ E on a
ℓ(x, λ) 6 Θr(x).

Démonstration. Comme λI > 0, on a

ℓ(x, λ) 6 f(x) + λTc(x)#.

On en déduit que

ℓ(x, λ) 6 f(x) + ‖λ‖d‖c(x)#‖p 6 f(x) + r‖c(x)#‖p = Θr(x). ✷

Voici le résultat annoncé donnant des conditions suffisantes pour que Θr soit une
fonction de pénalisation exacte en x̄. L’hypothèse (13.35) ne peut avoir lieu que si
l’ensemble des multiplicateurs optimaux est borné, ce qui revient à dire que la con-
dition suffisante de qualification des contraintes de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF)
(définition 4.41) a lieu.
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Proposition 13.24 (exactitude de Θr) Soit x̄ un minimum local du problè-
me (PEI). On suppose que f et c sont deux fois dérivables en x̄ et lipschitziennes
dans un voisinage de x̄. On suppose également que x̄ vérifie les conditions suffi-
santes d’optimalité du second ordre faible (4.59). On suppose enfin que

r > sup
λ̄∈Λ(x̄)

‖λ̄‖d et r > ‖λ̂‖d, pour un λ̂ ∈ Λ(x̄), (13.35)

où Λ(x̄) est l’ensemble non vide des multiplicateurs optimaux associés à x̄.
Alors, x̄ est un minimum local strict de la fonction de pénalisation Θr donnée en
(13.34).

Démonstration. On raisonne par l’absurde en supposant que x̄ n’est pas un mini-
mum local strict de Θr. Alors, il existe une suite {xk} telle que xk 6= x̄, xk → x̄ et

∀k > 1 : Θr(xk) 6 Θr(x̄). (13.36)

1) Construction d’une direction critique non nulle. Comme la suite {(xk − x̄)/
‖xk − x̄‖} est bornée (‖ · ‖ est une norme arbitraire), on peut en extraire une sous-
suite convergente : (xk − x̄)/‖xk − x̄‖ → d, où ‖d‖ = 1. En notant αk = ‖xk − x̄‖,
on a

xk = x̄+ αkd+ o(αk).

Montrons que d est la direction critique recherchée.

Comme Θr est lipschitzienne dans un voisinage de x̄, on a

Θr(xk) = Θr(x̄+ αkd) + o(αk).

Alors (13.36) montre que Θ′
r(x̄; d) 6 0. Alors, grâce au lemme 13.22, on peut écrire

f ′(x̄) · d+ r‖Pc(x̄)(c
′(x̄) · d)‖p 6 0. (13.37)

On a donc certainement
f ′(x̄) · d 6 0. (13.38)

D’autre part, d’après les hypothèses, on peut trouver un multiplicateur optimal λ̂
tel que r > ‖λ̂‖d. En utilisant les conditions d’optimalité du premier ordre, no-
tamment la positivité de λ̂I et la complémentarité λ̂TI cI(x∗) = 0, on a

f ′(x̄) · d = −
∑

i∈E∪I

λ̂i c
′
i(x̄) · d

> −λ̂TPc(x̄)(c
′(x̄) · d)

> −‖λ̂‖d‖Pc(x̄)(c
′(x̄) · d)‖p.

Alors (13.37) implique que Pc(x̄)(c
′(x̄) · d) = 0, c’est-à-dire

{
c′i(x̄) · d = 0 pour i ∈ E
c′i(x̄) · d 6 0 pour i ∈ I0(x̄).

Ces relations et (13.38) montrent que d est une direction critique non nulle.
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Soit à présent λ̄ le multiplicateur dépendant de d, déterminé par (4.59). D’après
la proposition 4.49, on a

dT∇2
xxℓ(x̄, λ̄)d > 0.

Alors le développement suivant (on utilise le fait que ∇xℓ(x̄, λ̄) = 0)

ℓ(xk, λ̄) = ℓ(x̄, λ̄) +
α2
k

2
dT∇2

xxℓ(x̄, λ̄)d+ o(α2
k)

permet de voir que, pour k suffisamment grand, on a

ℓ(xk, λ̄) > ℓ(x̄, λ̄). (13.39)

On conclut en obtenant une contradiction. Pour k grand, on a

Θr(xk) 6 Θr(x̄) [par (13.36)]

= f(x̄)

= ℓ(x̄, λ̄)

< ℓ(xk, λ̄) [par (13.39)]

6 Θr(xk) [par le lemme 13.23],

ce qui est absurde. ✷

Notes

Origine du lagrangien augmenté. Le lagrangien augmenté (13.18) associé aux pro-
blèmes avec contraintes d’égalité remonte au moins à Arrow et Solow [24 ; 1958] qui
l’utilisent pour localiser des points-selles au moyen d’équations différentielles modi-
fiant les variables primales et duales simultanément. Il a été redécouvert et utilisé
indépendamment par Hestenes [311 ; 1969] et Powell [486 ; 1969] dans le même con-
texte algorithmique qu’ici, celui de la méthode des multiplicateurs du schéma 13.20,
qui modifie les variables primales et duales séquentiellement. Le lagrangien augmenté
(13.21) permettant de prendre en compte des contraintes d’inégalité est attribué à
Rockafellar [518, 520, 521, 524 ; 1971-76] ; voir aussi Buys [100 ; 1972] et Arrow, Gould
et Howe [23 ; 1973]. On pourra consulter la revue de Bertsekas [51 ; 1976] pour plus
de références bibliographiques avant 1976.

Lagrangiens augmentés plus réguliers. Même en l’absence de complémentarité
stricte, on peut obtenir des lagrangiens augmentés plus réguliers que celui (13.19)
de la section 13.4.3 (voir ce qu’il en est dit à la proposition 13.18), si le terme de pé-
nalisation quadratique est remplacé par d’autres fonctions (divergence de Bregman,
ϕ-divergence, etc) ; sur ces questions, on pourra consulter [111, 576, 186, 30, 31, 551 ;
1992-2006]. Il n’est pas clair, cependant, qu’une telle fonction plus régulière soit in-
téressante numériquement [59, 187].

Algorithme du lagrangien augmenté pour résoudre un problème quadratique con-
vexe. La proposition ?? étend un résultat de [252, 253, 218 ; 1976-1982] au cas où H
n’est définie positive que dans le noyau de A ; la démonstration est identique. La
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convergence linéaire globale de l’algorithme du lagrangien augmenté (ou méthode des
multiplicateurs) sur les problèmes quadratiques convexes (éventuellement non réalis-
ables) est étudiée dans [161, 122].

Minimisation inexacte du lagrangien augmenté. On gagne en efficacité en mini-
misant de manière approchée le lagrangien augmenté à l’étape 1 de la méthode des
multiplicateurs (schéma 13.20), avec une précision qui dépend de la proximité de la
solution. Pour une étude locale dans le cas de l’optimisation non linéaire, on pourra
lire [205].

Pénalisation exacte. Nous avons montré que l’on peut obtenir des fonctions de
pénalisation qui sont exactes en des points vérifiant les conditions d’optimalité du
second ordre (proposition 13.24). On peut suivre la démarche inverse et retrouver les
conditions d’optimalité à partir du concept de pénalisation exacte. Voir [99, 640].

Exercices

13.1. Pénalisation quadratique. Soit Θr : E → R la fonction de pénalisation quadratique
définie en (13.12).
1) Montrez qu’en x ∈ E :

Θr(x) = inf
s∈R

mI
+

f(x) +
r

2
‖cE(x)‖22 +

r

2
‖cI(x) + s‖22.

Remarque. La fonction Θr s’obtient donc en remplaçant les contraintes c(x)# = 0
de (PEI) par les contraintes équivalentes (cE(x) = 0, cI(x) + s = 0 et s > 0) et
en prenant une pénalisation quadratique des contraintes d’égalité tout en gardant
explicite les contraintes de positivité s > 0.

2) Montrez que, si f et c définissant (PEI) sont différentiables en x, alors

∇Θr(x) = ∇f(x) +
∑

i∈E∪I

r[c(x)]#i ∇ci(x).

13.2. Conditionnement limite de la hessienne du lagrangien augmenté. Soient H une ma-
trice d’ordre n symétrique et A une matrice de type m×n telles que σ := inf{vTHv :
v ∈ N (A), ‖v‖2 = 1} > 0. On note κ2(Hr) le conditionnement ℓ2 de la matrice
Hr := H + rATA. Montrez que

lim
r→+∞

κ2(Hr)

r
=

‖A‖22
σ

.

13.3. Pénalisation exacte ℓ1. On suppose que f et c sont régulières dans un voisinage d’une
solution x̄ de (PEI). On se donne des scalaires positifs ri, i ∈ E ∪ I , et on considère
la fonction de pénalisation suivante

Θ1
r(x) = f(x) +

∑

i∈E

ri|ci(x)|+
∑

i∈I

rici(x)
+.

On suppose également qu’il existe un multiplicateur λ̄ = {λ̄i}i∈E∪I tel que (x̄, λ̄)
vérifie les conditions suffisantes d’optimalité du deuxième ordre. Montrez que si

ri > |λ̄i|, pour i ∈ E ∪ I,

alors x̄ est un minimum local strict de Θ1
r .
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13.4. Lagrangien augmenté non différentiable [70 ; 1989]. On suppose que f et c sont
régulières dans un voisinage d’une solution x̄ du problème inf{f(x) : c(x) = 0}.
On suppose également qu’il existe un multiplicateur λ̄ tel que (x̄, λ̄) vérifie les con-
ditions suffisantes d’optimalité du deuxième ordre de ce problème. Montrez que

Θµ,r(x) = f(x) + µTc(x) + r‖c(x)‖p

est une fonction de pénalisation exacte du problème d’optimisation considéré si r >
‖λ̄− µ‖d.

13.5. Courbes de niveaux de fonctions de pénalisation. On considère un problème de mini-
misation sur R2







inf f(x)
x ∈ R2

c(x) = 0,

en présence d’une unique contrainte d’égalité. Les fonctions f et c : R2 → R sont
supposées régulières. La figure 13.6 donne les tracés des courbes de niveau de trois

A B C

xr

xrxr

Fig. 13.6. Courbes de niveaux de 3 fonctions de pénalisation

fonctions de pénalisation associées au problème ci-dessus. L’ensemble admissible du
problème est représenté dans chaque tracé par la courbe en trait large du bas. Déter-
minez pour chaque tracé A, B et C, laquelle des fonctions de pénalisation Θ1

r , Θ
2
r ou

Θ3
r données ci-après qui a été utilisée pour dessiner ces courbes de niveau, sachant

que toutes les trois ont été utilisées. Dans celles-ci r est un scalaire strictement positif
et λ∗ est le multiplicateur optimal du problème. Le minimum de ces fonctions est
repéré par le point xr dans chaque dessin.

Θ1
r(x) = f(x) +

r

2
‖c(x)‖22

Θ2
r(x) = f(x) + λT

∗c(x) +
r

2
‖c(x)‖22

Θ3
r(x) = f(x) + r‖c(x)‖2



14 Dualité

Les sages lui réservent toujours l’autre moitié du sens que mère
nature sagement redoubla.

B. Gracián (1647). Oracle manuel et art de prudence.
Traduction de B. Pelegrín [274].

Unus ego et multi in me.

M. Yourcenar. L’Œuvre au noir [636 ; 1968].

On the basis of this duality, close connections between otherwise
disparate properties are revealed. [...] In this way the analysis of
a given situation can often be translated into an equivalent yet

very different context. This can be a major source of insights as
well as a means of unifying seemingly divergent parts of theory.

R.T. Rockafellar, R.J.-B. Wets [528 ; 1998].

La dualité est une technique magique qui permet de révéler la face cachée de cer-
tains problèmes d’optimisation et d’établir des liens entre des problèmes qui peuvent
paraître sans point commun au premier abord. Elle permet ainsi de mettre au jour
de nouvelles propriétés sur ces problèmes, de mieux les comprendre, et d’introduire
des algorithmes de résolution non triviaux. Parfois, la dualité apporte un éclairage
original sur des algorithmes connus, conduisant alors à une meilleure conception de
ceux-ci, voire à des résultats de convergence.

On sait que les problèmes d’optimisation avec contraintes ont des variables cachées,
qui n’apparaissent pas dans l’expression du problème original, mais qui sont pour-
tant extrêmement précieuses : ce sont les multiplicateurs optimaux. On les utilise
pour écrire les conditions d’optimalité, pour reconnaître les solutions, mais aussi pour
définir des algorithmes de résolution, comme nous allons le voir dans ce chapitre et
dans d’autres. Dans cet ouvrage, ces multiplicateurs sont apparus lors de l’obtention
des conditions d’optimalité (chapitre 4), par l’intermédiaire du lemme de Farkas (sec-
tion 2.5.5) : dans le cas du problème (PEI), sachant que le gradient de l’objectif en
la solution est dans le cône dual du cône tangent à l’ensemble admissible en ce point
(CN1 de Peano-Kantorovitch de la proposition 4.6), qui est alors un cône polyé-
drique, on en déduit que ce gradient est l’image par une application linéaire d’un
vecteur dont les composantes correspondant aux contraintes d’inégalité sont signées ;
ce sont les multiplicateurs optimaux (voir la démonstration du théorème 4.32 par
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exemple). Ces multiplicateurs forment apparemment un obscur vecteur, dont l’utilité
ne semblait a priori que technique (l’écriture des conditions d’optimalité), mais dont
la signification s’est manifestée par l’interprétation marginaliste de ses composantes
que l’on a pu en faire (section 4.6.1) : les multiplicateurs optimaux expriment la vari-
ation au premier ordre de la valeur optimale du problème d’optimisation, lorsqu’on
perturbe ses contraintes. Ce chapitre met en évidence une troisième propriété remar-
quable de ces multiplicateurs optimaux : ils sont parfois solutions d’autres problèmes
d’optimisation, que l’on qualifie de duaux du problème original. Ce dernier est alors
qualifié de primal .

En plus de donner une nouvelle interprétation aux multiplicateurs optimaux, la du-
alité a aussi un intérêt algorithmique. Les méthodes primales de résolution d’un prob-
lème d’optimisation se concentrent sur la détermination d’une solution optimale x̄ en
construisant une suite {xk} qui converge vers elle. Les méthodes vues précédemment
peuvent être qualifiées de primales : méthodes de projection (section 12.1), méthodes
d’activation (section 12.2) et méthodes de pénalisation (chapitre 13). Dans ces ap-
proches algorithmiques, un multiplicateur optimal λ̄ est obtenu comme sous-produit
de l’algorithme, permettant en particulier de vérifier l’optimalité de x̄ (voir par exem-
ple la proposition 13.11). Dans les méthodes duales, celles utilisant la dualité, l’effort
est d’abord porté sur la recherche d’un multiplicateur optimal λ̄ (aussi appelé vari-
able duale, d’où le nom donné à ces approches algorithmiques) : on génère une suite de
multiplicateurs {λk} convergeant vers λ̄. Dans les bons cas, la solution primale x̄ est
obtenue comme sous-produit de l’algorithme. C’est bien sûr le problème dual qui va
aider à construire cette suite {λk}. Le problème dual n’est pas déterminé de manière
unique et on verra une technique permettant d’en générer autant que l’on veut. Ceux-
ci sont plus ou moins adaptés à un problème donné et plus ou moins aisés à résoudre.
L’intérêt des méthodes duales apparaît lorsqu’on peut trouver un problème dual qui
est plus simple à résoudre que le problème original et (cela paraît évident) qui a un
rapport avec lui.

Il n’est pas toujours possible de trouver un problème dual dont les solutions sont les
multiplicateurs optimaux et qui soit simple à analyser ou à résoudre numériquement.
Même si cet objectif n’est pas atteint, les techniques de dualisation introduites dans
ce chapitre restent précieuses car les problèmes duaux qu’elles construisent ont la
propriété d’avoir une valeur optimale inférieure à celle du problème primal ; c’est
la relation dite de dualité faible de la proposition 14.2. La différence entre les deux
valeurs optimales est appelée le saut de dualité. Sur papier, le problème dual permet
donc d’obtenir une borne inférieure de la valeur optimale du problème primal, parfois
précise et souvent utile (voir l’exercice 19.3 par exemple). Numériquement, si le saut
de dualité est faible et si le problème dual est plus simple à résoudre que le problème
original, sa résolution permettra de trouver des solutions approchées du problème
original dont la pertinence dépendra de chaque cas (comme exemple, on peut citer la
relaxation SDP de problèmes non convexes ou combinatoires).

La notion de dualité est très générale et apparaît dans des contextes variés. En op-
timisation, elle peut s’appliquer à la minimisation de fonctions définies sur un ensem-
ble X non vide quelconque. Celui-ci peut être Rn, un espace fonctionnel, un ensemble
discret ou une partie d’un de ces espaces éventuellement définie par des relations
fonctionnelles. Nous allons garder cette généralité aussi longtemps que possible.



509

Les fonctions considérées dans ce chapitre seront à valeurs dans R = R ∪ {−∞,
+∞}. Elles peuvent donc prendre les valeurs −∞ et +∞. L’intérêt de cette générali-
sation audacieuse vient de ce que le problème d’optimisation

min
x∈X

f(x),

dans lequel X est un ensemble arbitraire, peut alors représenter un problème d’opti-
misation avec contrainte. Par exemple, le problème

{
min f̃(x)
x ∈ A,

où A est une partie de X et f̃ : X → R est à valeurs réelles, pourra s’écrire comme
ci-dessus si l’on définit

f = f̃ + IA,
où IA : X → R ∪ {+∞} est la fonction indicatrice de l’ensemble A. On peut donc
traiter dans un même cadre les problèmes avec et sans contrainte. On rappelle que le
domaine d’une fonction f : X → R est l’ensemble des points de X où elle ne prend
pas la valeur +∞. On le note

dom f := {x ∈ X : f(x) < +∞}.

La fonction f peut y prendre la valeur −∞ cependant.
Il est difficile d’acquérir une bonne maîtrise de la dualité, malgré les nombreuses

synthèses qui ont été publiées sur le sujet. C’est en effet une théorie qui peut être
abordée avec des points de vue très différents et les liens entre ceux-ci ne sont pas
toujours clairs. La dualité peut en effet être présentée sur des problèmes particuliers
comme ceux de l’optimisation linéaire ou quadratique [174] ou sur certains prob-
lèmes convexes (section 14.3) ; elle peut aussi être introduite à partir des conditions
d’optimalité (chapitre 4) des problèmes différentiables [622], à partir de la dualité
min-max [572, 406], ou encore à partir de la perturbation de problèmes [236], avec
éventuellement l’apport de la conjugaison [515]. Nous essayerons de décrire ici, au
moins en partie, ces différents points de vue.

Nous commencerons par introduire la dualité min-max (section 14.1). Pour l’uti-
liser, on écrit le critère du problème d’optimisation original, qualifié ici de primal,
comme un supremum, si bien que ce problème primal s’écrit comme l’inf-sup d’une
fonction de couplage ϕ. Par définition, le problème dual s’obtient alors en inversant
l’infimum et le supremum. Il s’écrit donc comme le sup-inf de la même fonction ϕ.
Cette notion de dualité est liée au concept de point-selle. Il y a beaucoup de manières
d’écrire une fonction comme un supremum et toutes n’ont pas un intérêt équivalent,
parce que le problème dual résultant n’est pas plus simple à résoudre que le problème
primal ou n’apporte pas d’information pertinente. À la section 14.2, nous présentons
l’approche souvent fructueuse qui consiste à « plonger » le problème original dans une
famille de problèmes qui sont des perturbations de celui-ci. Cela donne une procé-
dure pour écrire f comme un supremum et se ramener ainsi à la dualité min-max.
Ces notions sont ensuite appliquées au cadre particulier de la dualité de Fenchel (sec-
tion 14.3) et à la minimisation de fonctions sur Rn en présence de contraintes d’égalité
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et d’inégalité (sections 14.5 et 14.6). Finalement, deux approches numériques de réso-
lution par dualité sont présentées (section 14.7) ; toutes deux recherchent un point-selle
de ϕ : la première approche le fait par l’intermédiaire de la fonction duale, la seconde
travaille directement sur ϕ.

On peut lire ce chapitre de deux manières différentes. Dans la première, l’on se
passe de la notion de fonction conjuguée et l’on fait l’impasse sur le lien entre dualité
et perturbation de problème d’optimisation (section 14.2). Pour cela, on lit d’abord
la section 14.1, puis directement les sections 14.5 et 14.6 en considérant les lagrang-
iens des formules (14.43) et (14.57) comme des fonctions de couplage ϕ (celles de la
section 14.1) données. Pour avoir une connaissance plus approfondie de la dualité, il
faudra passer par la notion de fonction conjuguée, que l’on pourra aborder en seconde
lecture. Ce concept permet d’établir les formules des lagrangiens ordinaire (14.43) et
augmenté (14.57) à partir de perturbations du problème d’optimisation original.

14.1 Dualité min-max

As far as I can see, there could be no theory of games [...]
without that theorem [...] I thought there was nothing worth

publishing until the ‘Minimax Theorem’ was proved.

J. von Neumann, cité par J.L. Casti [108 ; 1996, p. 19].

La règle du «maximin » nous dit de hiérarchiser les solutions
possibles en fonction de leur plus mauvais résultat possible :

nous devons choisir la solution dont le plus mauvais résultat
est supérieur à chacun des plus mauvais résultats des autres.

J. Rawls (1971). Théorie de la Justice [508].

L’histoire de la dualité min-max a probablement commencé avec le théorème du
minimax de von Newmann (1928), auquel il est fait allusion dans la première épigraphe
de cette section (il est proposé à l’exercice 17.12). Cette théorie a pris beaucoup
d’ampleur et une grande importance, du fait de sa généralité qui permet de l’appliquer
à des domaines variés.

14.1.1 Introduction d’un problème dual

Soient X un ensemble et f : X → R une fonction pouvant prendre des valeurs
infinies. On considère le problème d’optimisation

(P ) inf
x∈X

f(x).

Sa valeur optimale (éventuellement infinie) et son ensemble de solution (éventuelle-
ment vide) seront respectivement notés

val(P ) et Sol(P ).
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Dans cette section, le problème (P ) d’où l’on part est appelé le problème primal et
ses solutions sont appelées les solutions primales.

De manière à introduire un problème dual de (P ), on cherchera à représenter f(x)
comme un supremum :

f(x) = sup
y∈Y

ϕ(x, y), (14.1)

où Y est un ensemble et ϕ : X × Y → R sera appelée la fonction de couplage entre
variables x et y. Par exemple, si f ∈ Conv(Rn), elle est l’enveloppe supérieure de ses
minorantes affines (point 1 de la proposition 3.46). Un autre exemple, plus pratique,
est donné ci-dessous (l’exemple 14.1) et nous verrons à la section 14.2, une procédure
permettant d’écrire f de cette manière. Lorsque f s’écrit comme ci-dessus, le problème
primal devient

(P ) inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y). (14.2)

Insistons sur le fait que cette écriture veut dire que l’on cherche à minimiser la fonction
x 7→ supy∈Y ϕ(x, y).

On appelle problème dual de (P ) relatif à ϕ le problème noté (D) et défini par

(D) sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y). (14.3)

On a donc simplement inversé l’ordre dans lequel les extremums en x ∈ X et en
y ∈ Y sont pris. La valeur optimale du problème (D) (éventuellement infinie) et son
ensemble de solution (éventuellement vide) seront respectivement notés

val(D) et Sol(D).

Les solutions de (D) sont appelées les solutions duales. Le problème dual consiste
donc à minimiser ce que l’on appelle la fonction duale δ associée à ϕ :

δ : y 7→ δ(y) := − inf
x∈X

ϕ(x, y). (14.4)

On gardera à l’esprit que, pour chaque y ∈ Y , il faut résoudre un problème de mini-
misation pour connaître la valeur δ(y) de la fonction duale !

Les problèmes
inf
x∈X

ϕ(x, y) et sup
y∈Y

ϕ(x, y)

sont appelé respectivement problème interne primal en y ∈ Y et problème interne
dual en x ∈ X . Dans certains contextes, ils portent parfois le nom de problèmes de
Lagrange. On note respectivement

X̄(y) := argmin
x∈X

ϕ(x, y) et Y (x) := argmax
y∈Y

ϕ(x, y) (14.5)

leur ensemble de solutions.
On peut souvent représenter f comme en (14.1) au moyen de différentes fonc-

tions ϕ. À chacune d’elles correspond un problème dual différent. Il n’y a donc pas
unicité du problème dual. En voici un exemple de dualisation, dont le principe est
généralisable à d’autres contextes.
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Exemple 14.1 Considérons le problème d’optimisation avec contraintes d’égalité

inf
x∈X

c(x)=0

f(x),

dans lequel c : X → Rm. Ce problème peut s’écrire sous la forme

inf
x∈X

f̃(x),

si on définit f̃ = f + IXc où Xc = {x ∈ X : c(x) = 0}. Les propriétés (1.1) sont
importantes ici et joueront pleinement leur rôle dans tout ce chapitre. L’observation
essentielle, à présent, est que l’on peut écrire f̃ comme un supremum :

f̃(x) = sup
y∈Rm

(
f(x) + yTc(x)

)
.

Le problème primal s’écrit

inf
x∈X

sup
y∈Rm

(
f(x) + yTc(x)

)

et le problème dual associé est

sup
y∈Rm

inf
x∈X

(
f(x) + yTc(x)

)
.

Si X = Rn, la fonction de couplage ϕ utilisée ici est le lagrangien du problème. Nous
reviendrons sur cette dualisation à la section ??. ✷

14.1.2 Liens entre problèmes primal et dual, point-selle

Les problèmes primal et dual semblent a priori très différents. Si on met l’accent
sur la minimisation en x, le problème primal consiste à minimiser la fonction x 7→
supy ϕ(x, y) obtenue en maximisant point par point une famille F de fonctions x 7→
ϕ(x, y), paramétrées par y ∈ Y . Par ailleurs, le problème dual consiste à chercher
dans cette famille F , une fonction ϕ(·, y), y ∈ Y , dont le minimum est le plus élevé
possible. Y a-t-il un lien entre ces deux problèmes ? De quelle nature est il ? C’est ce
que l’on examine dans cette section, tout en restant à un niveau de généralité élevé.

La proposition suivante donne une relation entre les valeurs optimales primale
et duale. Il s’agit d’un résultat très général puisqu’il ne fait d’hypothèse, ni sur les
ensembles X et Y , ni sur la fonction ϕ.

Proposition 14.2 (dualité faible) On a

sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) 6 inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y). (14.6)
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Démonstration. On a bien sûr

∀x′ ∈ X, ∀ y′ ∈ Y : ϕ(x′, y′) 6 ϕ(x′, y′)

et donc certainement

∀x′ ∈ X, ∀ y′ ∈ Y : inf
x∈X

ϕ(x, y′) 6 ϕ(x′, y′).

En fixant x′ ∈ X et en prenant le supremum en y′ ∈ Y dans les deux membres, on
obtient

∀x′ ∈ X : sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) 6 sup
y∈Y

ϕ(x′, y).

Le membre de gauche est indépendant de x′, on peut donc prendre l’infimum en
x′ ∈ X à droite et garder l’inégalité. Ceci conduit au résultat. ✷

Dans le cadre de la dualité min-max, on appelle saut de dualité l’écart positif entre
les deux membres de (14.6) :

Saut de dualité := val(P )− val(D) > 0,

étant sous-entendu que ce saut est nul si val(P ) et val(D) ont tous deux la même
valeur infinie. On dit qu’il n’y a pas de saut de dualité si ce dernier est nul. En général,
lorsqu’il y a un saut de dualité, les solutions éventuelles des problèmes primal et dual
n’ont pas de rapports entre elles. Comme le montre le résultat suivant, l’existence de
solutions primale et duale et l’égalité en (14.6) sont étroitement liés à l’existence de
point-selle de ϕ (notion introduite à la définition 3.81).

Théorème 14.3 (caractérisation des points-selles) Un couple de points
(x̄, ȳ) ∈ X × Y est un point-selle de ϕ sur X × Y si, et seulement si, x̄ est
solution du problème primal (14.2), ȳ est solution du problème dual (14.3) et
on a

sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) = inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y). (14.7)

Dans ces conditions, la valeur en (14.7) est ϕ(x̄, ȳ).

Démonstration. Quel que soit le couple (x̄, ȳ) ∈ X × Y , on a

inf
x∈X

ϕ(x, ȳ) 6 sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) 6 inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y) 6 sup
y∈Y

ϕ(x̄, y), (14.8)

où la première inégalité provient de la définition même du « sup inf », la seconde n’est
autre que (14.6) et la troisième provient de la définition même de l’« inf sup ».

[⇒] Si (x̄, ȳ) ∈ X×Y est un point-selle de ϕ, alors les membres à l’extrême gauche
et à l’extrême droite dans (14.8) sont tous deux égaux à ϕ(x̄, ȳ). On en déduit que
l’on a égalité partout dans (14.8), c’est-à-dire que x̄ est solution primale (par l’égalité
de droite), que ȳ est solution duale (par l’égalité de gauche) et qu’il n’y a pas de saut
de dualité (par l’égalité du milieu).
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[⇐] Réciproquement, si x̄ est solution du problème primal, si ȳ est solution du
problème dual et s’il n’y a pas de saut de dualité, on a égalité partout dans (14.8).
Dès lors (les inégalités à gauche et à droite ci-dessous proviennent de la définition de
l’infimum et du supremum)

ϕ(x̄, ȳ) > inf
x∈X

ϕ(x, ȳ) = sup
y∈Y

ϕ(x̄, y) > ϕ(x̄, ȳ).

On a donc égalité partout dans cette dernière relation. On en déduit (3.72). ✷

L’ensemble des points-selles d’une fonction ϕ : X × Y → R a une structure très
particulière, comme le montre le résultat suivant.

Corollaire 14.4 (produit cartésien des points-selles) Supposons que la
fonction ϕ : X × Y → R ait un point-selle. Alors

1) l’ensemble des points-selles de ϕ est le produit cartésien Sol(P )× Sol(D),
2) la fonction ϕ prend une valeur constante sur Sol(P )× Sol(D), disons ϕ̄,
3) on a

Sol(P ) =
⋂

y∈Y

{x ∈ X : ϕ(x, y) 6 ϕ̄},

Sol(D) =
⋂

x∈X

{y ∈ Y : ϕ(x, y) > ϕ̄}.

Démonstration. 1) Montrons d’abord que l’ensemble des points-selles est un produit
cartésien, disons X0 × Y0. Soient (x1, y1) et (x2, y2) deux points-selles de ϕ ; il s’agit
de montrer que (x1, y2) est aussi un point-selle. Par le théorème 14.3, x1 est solution
primale (car (x1, y1) est un point-selle), y2 est solution duale (car (x2, y2) est un
point-selle) et il n’y a pas de saut de dualité (car ϕ a un point-selle) ; on utilise alors
la condition suffisante du théorème 14.3.

Il reste à montrer que X0 × Y0 = Sol(P ) × Sol(D). Comme ϕ a un point-selle, la
condition nécessaire du théorème 14.3 nous dit que X0 ⊆ Sol(P ) et Y0 ⊆ Sol(D), si
bien queX0×Y0 ⊆ Sol(P )×Sol(D). Inversement, si (x̄, ȳ) ∈ Sol(P )×Sol(D), l’absence
de saut de dualité (qui se déduit de la condition nécessaire du théorème 14.3 et du
fait que ϕ a un point-selle) et la sondition suffisante du théorème 14.3 nous informe
que (x̄, ȳ) est un point-sellede ϕ, donc (x̄, ȳ) ∈ X0 × Y0.

2) Soient (x1, y1) et (x2, y2)in Sol(P )× Sol(D). Il s’agit de montrer que ϕ(x1, y1) =
ϕ(x2, y2). En utilisant le fait que (x1, y2) est un point-selle (inégalité (3.72)), on a

ϕ(x1, y1) 6 ϕ(x1, y2) 6 ϕ(x2, y2).

En permutant les indices, on trouve que ϕ(x1, y1) = ϕ(x2, y2).
3) Soit X̄ := ∩y∈Y {x ∈ X : ϕ(x, y) 6 ϕ̄}. Il s’agit de montrer que Sol(P ) = X̄

(l’expression de Sol(D) s’obtient de la même manière). Si x1 ∈ Sol(P ), alors ϕ(x1, y) 6
ϕ̄ pour tout y ∈ Y (c’est l’inégalité de gauche dans (3.72)) ; donc x1 ∈ X̄. Inversement,
si x1 ∈ X̄, on a supy ϕ(x1, y) 6 ϕ̄ = infx supy ϕ(x, y) donc x1 est solution primale et
x1 ∈ Sol(P ). ✷
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Lorsque ϕ a un point-selle, on dispose d’une approche duale pour résoudre le
problème (P ), celle qui consiste à résoudre le problème dual : on cherche ȳ ∈ Y
solution de

sup
y∈Y

(
inf

x∈X
ϕ(x, y)

)
.

Considérons alors le problème interne primal en une solution duale ȳ :

inf
x∈X

ϕ(x, ȳ). (14.9)

Le corollaire suivant montre que les solutions du problème primal sont solutions de ce
problème (mais la réciproque n’est pas nécessairement vraie, voir la section ??). On
rappelle que X̄(y) et Y (x) sont définis en (14.5).

Corollaire 14.5 Si ϕ a un point-selle (x̄, ȳ), alors

∅ 6= Sol(P ) ⊆ X̄(ȳ) et ∅ 6= Sol(D) ⊆ Y (x̄).

Démonstration. D’après le théorème 14.3, x̄ est solution primale et ȳ est solution
duale ; donc Sol(P ) 6= ∅ et Sol(D) 6= ∅. Par ailleurs, si x̂ est solution primale, alors
(x̂, ȳ) est un point-selle (aussi par le théorème 14.3), et donc x̂ ∈ X̄(ȳ). De même, si
ŷ est solution duale, alors (x̄, ŷ) est un point-selle et donc ŷ ∈ Y (x̄). ✷

14.1.3 Existence de point-selle N

Nous concluons cette section par un résultat d’existence de point-selle qui joue
un peu le même rôle que celui de Weierstrass sur la minimisation de fonction (il est
aussi de nature topologique), mais qui requiert des hypothèses beaucoup plus fortes.
La discussion ci-dessous motive partiellement ces hypothèses.

Observons que la fonction ϕ a peu de chance d’avoir un point-selle si X ou Y
est un ensemble fini. Par exemple si Y = {0, 1} et si les fonctions ϕ(·, 0) et ϕ(·, 1)
sont comme à gauche dans la figure 14.1, il y aura un saut de dualité (et donc pas
de point-selle). À l’inverse, si ϕ(x, ·) est affine sur Y = [0, 1] avec les mêmes fonctions
ϕ(·, 0) et ϕ(·, 1) que précédemment (ce qui est suggéré par l’ensemble des courbes à
droite dans la figure 14.1, correspondant à diverses valeurs de y ∈ [0, 1]), on obtient
pour un certain ȳ ∈ [0, 1] une courbe ϕ(·, ȳ) ayant val(P ) comme valeur minimale (la
convexité des fonctions ϕ(·, y) joue ici un rôle important), ce qui implique qu’il n’y
a pas de saut de dualité (voir aussi l’exercice 14.1). Dans le résultat ci-dessous, on
suppose que X et Y sont des parties convexes d’espaces vectoriels et que la fonction ϕ
est convexe-concave.

La démonstration du résultat ci-dessous est fondée sur l’observation faite dans la
remarque précédente.
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ϕ(·, 0)
ϕ(·, 1)

val(D)

val(P )

ϕ(·, 0)
ϕ(·, ȳ)

ϕ(·, 1)

Fig. 14.1. Exemples avec et sans saut de dualité : ϕ(x, y) = 2(1− y)[(x+ 1)2 − 1] + y[(x−
1)2 − 1]. À gauche, Y = {0, 1} : il y a un saut de dualité car aucune des fonctions ϕ(·, y) n’a
pour valeur minimale val(P ). À droite, Y = [0, 1] : il n’y a pas de saut de dualité car pour
ȳ = 2/3, ϕ(·, ȳ) a pour valeur minimale val(P ) ; la solution duale est donc ȳ.

Théorème 14.6 (Sion, existence de point-selle) Supposons que X et Y
soient des ensembles convexes non vides d’espaces vectoriels topologiques, que X
soit compact et que

(i) pour tout y ∈ Y , ϕ(·, y) est quasi-convexe s.c.i.,
(ii) pour tout x ∈ X, ϕ(x, ·) est quasi-concave s.c.s..

Alors
sup
y∈Y

min
x∈X

ϕ(x, y) = min
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y). (14.10)

Démonstration. Il suffit de montrer l’absence de saut de dualité, car le minimum (au
lieu de l’infimum) en x ∈ X dans (14.10) est une conséquence directe de la compacité
de X , du caractère s.c.i. de ϕ(·, y) (quel que soit y ∈ Y ) et de x 7→ supy∈Y ϕ(x, y) et
du théorème de Weierstrass (théorème 1.2). Comme val(D) 6 val(P ) par la dualité
faible, il suffit de montrer que

∀ ε > 0, ∃ y ∈ Y : inf
x∈X

ϕ(x, y) > val(P )− ε.

On procède par étapes, avec un ensemble Y de plus en plus général.

Étape 1 : on suppose que Y est un intervalle [y1, y2].

Étape 2 : on suppose que Y est un polytope co{y1, . . . , yp}.
Étape 3 : cas général. ✷

Le théorème 14.6 affirme l’absence de saut de dualité, mais pas l’existence d’un
point-selle. Celui-ci sera toutefois bien présent si Y est également compact. En effet,
sous les hypothèses du théorème, y 7→ minx∈X ϕ(x, y) est s.c.s., si bien que son ma-
ximum sur le compact Y est atteint (théorème de Weierstrass) ; ce maximum est une
solution duale ; l’existence d’une solution primale-duale et l’absence de saut de dualité
assure alors l’existence d’un point-selle.

Par ailleurs, si X n’est pas compact, mais que Y l’est, on peut appliquer le
théorème à −ϕ, ce qui donne

max
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) = inf
x∈X

max
y∈Y

ϕ(x, y).
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14.1.4 Schéma algorithmique

La dualisation min-max conduit au schéma algorithmique (ou principe algorith-
mique très grossièrement décrit) suivant. Ce schéma se concentre sur la génération
d’une suite {yk} ⊆ Y que l’on cherche à faire tendre vers une solution du problème
dual (D) défini en (14.3). La suite primale générée, {xk} ⊆ X , apparaît ici comme un
sous-produit, aidant à la construction de la suite duale.

Schéma algorithmique 14.7 (de dualité) Une itération passe de
l’itéré courant yk ∈ Y à l’itéré suivant yk+1 ∈ Y par les étapes suivantes.
1. Calcul de l’itéré primal :

xk ∈ argmin
x∈X

ϕ(x, yk). (14.11)

2. Vérification de l’optimalité : si (xk, yk) est satisfaisant, on s’arrête.
3. Nouvel itéré dual : on calcule yk+1 en utilisant des informations recueil-

lies en résolvant le problème interne dans (14.11).

Ce schéma est très peu précis. On ne dit pas en effet comment se vérifie l’optimalité,
ni comment on calcule yk+1 à partir de yk et des informations obtenues en résolvant
le problème interne dans (14.11), mais on ne peut guère en dire davantage à ce niveau
de généralité. Nous serons plus précis lorsque les problèmes d’optimisation considérés
seront plus palpables, décrits en termes de critère à minimiser et de contraintes fonc-
tionnelles à réaliser. Le schéma algorithmique dual ci-dessus servira alors de canevas
permettant d’y broder des méthodes plus précises.

Pour que le schéma algorithmique dual, qui cherche à résoudre (D), ait quelqu’in-
térêt, il est souhaitable que les conditions suivantes soient remplies.

(D1) En résolvant (D) on résout aussi (P ). Il faut donc que les deux problèmes aient
un lien entre eux, ce qui n’est pas toujours le cas. L’existence d’un point-selle
de ϕ sera une propriété précieuse pour obtenir ce lien (voir la section 14.1.2).

(D2) Il est beaucoup plus facile de résoudre les problèmes internes dans (14.11) que
de résoudre (P ). Il faut en effet résoudre un tel problème interne en X à chaque
itération.

(D3) Si Y est un espace topologique et si ȳ est un point d’adhérence de la suite
générée {yk}, il est souhaitable que les solutions du problème interne primal
infx∈X ϕ(x, ȳ) soient solutions du problème primal, c’est-à-dire que ce problème
interne n’ait pas de solutions importunes (voir le corollaire 14.5).

Comme beaucoup dépend de la fonction ϕ, son choix sera guidé par les trois conditions
ci-dessus.
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14.2 Dualité par perturbation

As a graduate student at Harvard, I got interested in convexity
because I was amazed by linear programming duality and

wanted to invent a nonlinear programming duality. That was
around 1961. [...] It was while I was writing up my

dissertation—focused then on dual problems stated in terms of
polar cones—that I came across Fenchel’s conjugate convex
functions. [...] They turned out to be a wonderful vehicle for

expressing nonlinear programming duality, and I adopted them
wholeheartedly. Around the time the thesis was nearly finished,

I also found out about Moreau’s efforts to apply convexity
ideas, including duality, to problems in mechanics.

R.T. Rockafellar sur le site Wikimization.

Dans cette section, nous décrivons une méthode permettant, dans les bons cas,
d’écrire f comme le supremum d’une fonction, appelée lagrangien. On se ramène ainsi
à la notion de dualité min-max introduite en section 14.1. Un intérêt de cette approche
est de donner des conditions dans lesquelles il n’y a pas de saut de dualité, sans faire
référence à la notion de point-selle comme à la section 14.1.2, mais en examinant les
propriétés de la fonction valeur associée aux perturbations.

14.2.1 Perturbation du problème primal

Rappelons la forme du problème primal

(P ) inf
x∈X

f(x),

dans lequel l’ensemble X est toujours quelconque. On note comme précédemment par
val(P ) la valeur de l’infimum dans (P ). L’idée est de plonger le problème primal dans
une famille de problèmes qui sont des perturbations de celui-ci. Ces perturbations
sont introduites en se donnant une fonction de perturbation

Φ : X × P → R : (x, p) 7→ Φ(x, p),

où P est un espace vectoriel de dimension finie. On suppose que l’on retrouve (P )
lorsque la perturbation est nulle :

Φ(x, 0) = f(x), ∀x ∈ X. (14.12)

On considère alors la famille de problèmes

(Pp) inf
x∈X

Φ(x, p),

qui sont des perturbations de (P ).
La variation de l’infimum de (Pp) avec p est représentée par la fonction valeur

v : P → R, qui est définie par

http://www.convexoptimization.com/wikimization/index.php/R._Tyrrell_Rockafellar
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v(p) = inf
x∈X

Φ(x, p).

Cette fonction joue un rôle important dans toute cette section. On a clairement

val(P ) = v(0). (14.13)

14.2.2 Le problème dual

Comme on a pris soin de prendre la perturbation p dans un espace vectoriel, on
peut considérer la conjuguée v∗ de la fonction valeur v. On sait que cette opération
ne sera utile que si v est propre avec une minorante affine, c’est-à-dire

dom v 6= ∅ et v a une minorante affine.

Dans ces conditions v∗ ∈ Conv(P ) (proposition 3.43) et il y a un sens à minimiser v∗ :
d’une part, le caractère fermé de v∗ a tendance à assurer l’existence d’une solution
(par exemple si v∗ est coercive) et, d’autre part, la convexité annule l’ambiguïté entre
solution locale et globale. Ceci nous amène à considérer le problème

(D) − inf
p∗∈P

v∗(p∗) = sup
p∗∈P

−v∗(p∗). (14.14)

Le signe «− » est introduit pour se ramener au cadre de la dualité min-max (sec-
tion 14.1). Ce problème est appelé problème dual associé aux perturbations et la fonc-
tion

δ = v∗ (14.15)

est appelée fonction duale associée aux perturbations : le problème dual consiste donc
à minimiser la fonction duale.

On peut aussi exprimer le problème dual en termes de la fonction de perturba-
tion Φ. En effet,

v∗(p∗) = sup
p∈P

(
〈p∗, p〉 − v(p)

)

= sup
p∈P

(
〈p∗, p〉 − inf

x∈X
Φ(x, p)

)

= sup
p∈P

sup
x∈X

(
〈p∗, p〉 − Φ(x, p)

)
(14.16)

= Φ∗(0, p∗). (14.17)

Dès lors
(D) − inf

p∗∈P
Φ∗(0, p∗) = sup

p∗∈P
−Φ∗(0, p∗).

On note val(D) la valeur valeur optimale du problème dual (D) et Sol(D)
l’ensemble de ses solutions. On a clairement

val(D) = v∗∗(0) et Sol(D) = ∂v∗∗(0), (14.18)

que l’on comparera avec (14.13). La première identité provient du fait que
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val(D) = − inf
p∗∈P

v∗(p∗) = sup
p∗∈P

−v∗(p∗) = v∗∗(0).

Alors la seconde identité de (14.18) provient de ce que p̄∗ est solution du problème
dual si, et seulement si, −v∗(p̄∗) = v∗∗(0), ce qui s’écrit aussi 0 = v∗(p̄∗) + v∗∗(0).
D’après la proposition 3.55 (avec f = v∗∗ et f∗ = (v∗∗)∗ = v∗), cette dernière égalité
est équivalente au fait que p̄∗ ∈ ∂v∗∗(0).

Nous montrerons avec la proposition 14.8 que le problème primal a « quelques
chances » d’être de la forme inf-sup et que le problème dual est bien de la forme
sup-inf.

14.2.3 Le lagrangien associé aux perturbations

En (14.16), le supremum en p dépend essentiellement de la perturbation que l’on
se donne. Si cette perturbation est simple, il sera en général possible de donner une
expression explicite de la valeur du supremum en p. Cela nous conduit à introduire
la notion de lagrangien associé aux perturbations, qui est la fonction

ℓΦ : X × P → R,

définie par

ℓΦ(x, p
∗) := − sup

p∈P

(
〈p∗, p〉 − Φ(x, p)

)
= −Φ∗

x(p
∗), (14.19)

où on a introduit l’application associée à Φ et à x ∈ X suivante

Φx : p 7→ Φ(x, p).

Ce lagrangien dépend des perturbations choisies et n’est donc pas nécessairement iden-
tique au lagrangien ordinaire (4.34), introduit pour écrire les conditions d’optimalité.
Nous verrons plus loin (à la section ??) que l’on peut choisir des perturbations telles
que le lagrangien (14.19) redonne, là où il prend des valeurs finies, le lagrangien ordi-
naire (4.34).

Par (14.15) et (14.16), la valeur de la fonction duale en p∗ se récrit

δ(p∗) = − inf
x∈X

ℓΦ(x, p
∗). (14.20)

Cette formule est donc identique à celle définissant la fonction duale par (14.4) en
dualité min-max, lorsqu’on prend le lagrangien (x, p∗) ∈ X × P 7→ ℓΦ(x, p

∗) comme
fonction de couplage (x, y) ∈ X × Y 7→ ϕ(x, y).

Remarquons bien que, dans le couple (x, p∗) dont dépend ℓΦ, x est une variable
primale, appartenant à l’espace sur lequel est défini le problème (P ), et p∗ est une
variable duale, variant dans l’espace dual de l’espace des perturbations.

Proposition 14.8 (dualité faible) On a



14.2. Dualité par perturbation 521

val(D) = sup
p∗∈P

inf
x∈X

ℓΦ(x, p
∗)

6 inf
x∈X

sup
p∗∈P

ℓΦ(x, p
∗)

6 val(P ).

(14.21)

Démonstration. L’égalité (14.21)a vient de la définition de (D) et de ce que

−v∗(p∗) = − sup
x∈X

(−ℓΦ(x, p∗)) = inf
x∈X

ℓΦ(x, p
∗).

L’inégalité (14.21)b découle de la proposition 14.2. Enfin l’inégalité (14.21)c est obte-
nue comme suit

sup
p∗∈P

ℓΦ(x, p
∗) = sup

p∗∈P
inf
p∈P

(Φ(x, p)− 〈p∗, p〉) 6 sup
p∗∈P

Φ(x, 0) = f(x).
✷

Définition 14.9 On appelle saut de dualité, la quantité positive val(P )−val(D). On
dit qu’il n’y a pas de saut de dualité si le saut de dualité est nul, c’est-à-dire si

val(D) = val(P ).
✷

Grâce à (14.13) et (14.18), l’inégalité val(D) 6 val(P ) s’écrit v∗∗(0) 6 v(0), qui
n’est autre que l’inégalité bien connue entre une fonction et sa biconjuguée (corol-
laire 3.47). On a donc, par cette théorie de la dualité par perturbation, transformé la
question importante de l’absence de saut de dualité par celle de savoir si la fonction
valeur et sa biconjuguée (qui la convexifie) coïncide en 0. C’est donc l’analyse de la
fonction valeur v qui peut apporter ici une réponse à cette question.

La proposition 14.10 ci-dessous examine les propriétés du lagrangien ℓΦ associé
aux perturbations. Le point 2 donne des conditions pour que f s’écrive comme un
supremum, à savoir que Φ∗∗

x (0) = Φx(0) pour tout x ∈ X , auquel cas la dualité par
pertubation se ramène à la dualité min-max de la section 14.1.

Proposition 14.10 (propriétés du lagrangien associé aux perturba-
tions)
1) Pour tout x ∈ X, l’application p∗ ∈ P → −ℓΦ(x, p∗) est convexe et fermée.
2) Si, pour x ∈ X, Φ∗∗

x (0) = Φx(0), alors

f(x) = sup
p∗∈P

ℓΦ(x, p
∗). (14.22)
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En particulier, l’identité (14.22) a lieu si Φx ∈ Conv(P ) ou si Φx ∈ Conv(P )
et ∂Φx(0) 6= ∅.

Démonstration. 1) Il s’agit en effet de l’enveloppe supérieure de fonctions affines
(proposition 3.34).

2) Par (14.12) et (14.19), on a

Φx(0) = f(x),

Φ∗∗
x (0) = sup

p∗∈P
(−Φ∗

x(p
∗)) = sup

p∗∈P
ℓΦ(x, p

∗).

On en déduit l’expression de f(x) si Φ∗∗
x (0) = Φx(0), ce qui est le cas si Φx ∈ Conv(P )

(point 3 de la proposition 3.46) ou si Φx ∈ Conv(P ) et ∂Φx(0) 6= ∅ (point 2 du
corollaire 3.60). ✷

Les propriétés démontrées au chapitre 3 conduisent aux résultats de la proposi-
tion 14.11 ci-dessous qui apportent une réponse à la question de l’absence de saut
de dualité et à l’existence de solution primale ou duale à partir des propriétés de
la fonction valeur v en 0 (point 1) ou sur P tout entier (point 2). La proposition
fait l’hypothèse de convexité de v, mais n’est pas pour autant limitée aux problèmes
convexes car des problèmes non convexes peuvent très bien avoir une fonction valeur
convexe. Remarquons que, dans le point 1 de la proposition, les conditions données
sur v en 0 sont de plus en plus restrictives puisque 0 ∈ (dom v)◦ =⇒ 0 ∈ (dom v)−◦

[clair] =⇒ ∂v(0) 6= ∅ [proposition 3.62] =⇒ v est s.c.i. en 0 [clair par le point (ii) de
la proposition 3.55] ; il est donc normal que les conséquences de ces hypothèses soient
de plus en plus riches.

Proposition 14.11 (existence de solution duale et saut de dualité)
1) Si la fonction valeur v ∈ Conv(P ) et 0 ∈ dom v, on a

a) v est s.c.i. en 0 ⇐⇒ val(P ) = val(D),
b) ∂v(0) 6= ∅ ⇐⇒ val(P ) = val(D) et Sol(D) 6= ∅ =⇒ Sol(D) = ∂v(0),
c) 0 ∈ (dom v)−◦ =⇒ val(P ) = val(D) et Sol(D) = ∂v(0) 6= ∅,
d) 0 ∈ (dom v)◦ =⇒ val(P ) = val(D), Sol(D) = ∂v(0) est un compact

non vide et v est lipschitzienne dans un voisinage de 0.
2) Si v ∈ Conv(P ), alors val(P ) = val(D) ∈ R.

Démonstration. 1.a) C’est une récriture de la seconde partie du corollaire 3.47.
1.b) Si ∂v(0) 6= ∅, alors v(0) = v∗∗(0) (corollaire 3.60, point 2) et ∂v(0) = ∂v∗∗(0)

(corollaire 3.60, point 3). L’égalité v(0) = v∗∗(0) montre qu’il n’y a pas de saut de
dualité et le fait que ∂v(0) 6= ∅ implique alors que Sol(D) ≡ ∂v∗∗(0) est non vide.

Réciproquement, v(0) = v∗∗(0) (pas de saut de dualité) implique que ∂v(0) =
∂v∗∗(0) (corollaire 3.60, point 3). Comme Sol(D) ≡ ∂v∗∗(0) est non vide, il en est de
même de ∂v(0).

1.c) Si 0 ∈ (dom v)−◦, v est sous-différentiable en 0 (proposition 3.62). On applique
alors le point 1.b.
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1.d) Si 0 ∈ (dom v)◦, alors v est lipschitzienne dans un voisinage de 0 (proposi-
tion 3.14) et ∂v(0) est non vide et compact (proposition 3.64).

2) Si v ∈ Conv(P ), v∗∗ = v (point 3 de la proposition 3.46), donc v(0) = v∗∗(0),
c’est-à-dire qu’il n’y a pas de saut de dualité (mais les valeurs optimales peuvent être
infinies). ✷

14.2.4 Perturbation du problème dual

Le procédé de dualisation par perturbation du problème primal introduit aux
sections 14.2.1 et 14.2.2 peut être inversé : on peut plonger le problème dual dans une
famille de problèmes perturbés dont le dual associé redonne le problème primal.

Le problème dual consiste à minimiser la fonction p∗ 7→ v∗(p∗) = Φ∗(0, p∗). Ce fait
suggère de prendre comme fonction de perturbation de (D), la fonction (x∗, p∗) 7→
Φ∗(x∗, p∗) et de considérer les problèmes duaux perturbés suivants

(Dx∗) inf
p∗∈P

Φ∗(x∗, p∗).

La fonction valeur associée à ces perturbations est la fonction w : X → R, qui est
définie par

w(x∗) = inf
p∗∈P

Φ∗(x∗, p∗).

Contrairement à v dont la convexité n’est pas assurée, w est toujours convexe, comme
fonction marginale de la fonction convexe Φ∗. On note que

val(D) = −w(0). (14.23)

La conjuguée de w s’écrit
w∗(x) = Φ∗∗(x, 0) (14.24)

et le dual du dual est le problème suivant

(DD) inf
x∈X

w∗(x) = inf
x∈X

Φ∗∗(x, 0).

Proposition 14.12 (retour au primal) Si X est un espace vectoriel et si
Φ ∈ Conv(X,P ), alors f = w∗ et le problème (DD) n’est autre que le problème
primal (P ).

Démonstration. Clair à partir de l’expression (14.24) de w∗ et du point 3 de la
proposition 3.46 qui assure que Φ∗∗ = Φ grâce au fait que Φ ∈ Conv(X,P ). ✷
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14.3 Dualité de Fenchel

La dualité de Fenchel regroupe un ensemble de résultats issus de la dualisation
d’un problème d’optimisation à la structure particulière, le problème (PF ) ci-dessous.
Celui-ci se rencontre fréquemment en optimisation convexe. Nous avons choisi de
construire le dual par la technique de perturbation (section 14.2), mais nous aurions pu
le faire au moyen de la dualité min-max lagrangienne de la section 14.1 (exercice 14.4).
Nous allons un peu plus loin que la construction du dual, cependant, on donnant des
conditions suffisantes assurant l’absence de saut de dualité et l’existence de solutions
primale et duale.

Le cadre est le suivant. On se donne deux espaces euclidiens E et F (produits
scalaires tous deux notés 〈·, ·〉), une fonction f : E → R ∪ {+∞}, une application
linéaire A : E→ F (on note A∗ son adjointe) et une fonction g : F→ R ∪ {+∞}. On
considère le problème, dit primal,

(PF ) inf
x∈E

(
f(x) + g(Ax)

)
. (14.25)

Introduisons un problème dual par perturbation de Ax. On considère le fonction
valeur

vF : F→ R : p 7→ vF (p) := inf
x∈E

(
f(x) + g(Ax+ p)

)
. (14.26)

Sa conjuguée s’écrit

v∗F (λ) = sup
x∈E

sup
p∈F

(
〈λ, p〉 − f(x)− g(Ax+ p)

)

= sup
x∈E

(
−〈λ,Ax〉 − f(x) + g∗(λ)

)

= f∗(−A∗λ) + g∗(λ).

Le problème dual consiste à maximiser −v∗F (−λ) (on fait un changement de variable
λy −λ) :

(DF ) sup
λ∈F

(
−f∗(A∗λ)− g∗(−λ)

)
. (14.27)

Un résultat de dualité faible découle directement de la proposition 14.8.

Proposition 14.13 (dualité de Fenchel faible) On a val(DF ) 6 val(PF ).

Pour obtenir un résultat de dualité forte, assurant en particulier l’absence de
saut de dualité, val(PL) = val(DF ), nous allons analyser la régularité de la fonction
valeur vF et utiliser les résultats du chapitre 3. Calculons d’abord le domaine de vF .
Clairement, p ∈ dom vF si, et seulement si, il existe un x ∈ dom f tel que Ax + p ∈
dom g ou encore p ∈ dom g −A(dom f). Nous avons donc montré que

dom vF = dom g −A(dom f).

On comprend donc pourquoi l’ensemble à droite intervient dans le résultat suivant.
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Théorème 14.14 (dualité de Fenchel forte) On suppose que f ∈ Conv(E),
que g ∈ Conv(F), que val(PF ) ∈ R et que

0 ∈
(
dom g −A(dom f)

)◦
. (14.28)

Alors val(PF ) = val(DF ) et Sol(DF ) est non vide et compact.

Démonstration. En tant que fonction marginale définie par (14.26), avec f ∈
Conv(E) et g ∈ Conv(F), vF est une fonction convexe. Elle est aussi propre car
vF (0) ∈ R et, par (14.28), 0 ∈ (dom vF )

◦ (donc vF ne peut pas prendre la valeur
−∞). Le résultat se déduit alors de la proposition 14.11, point 1.d. ✷

Ce résultat a de multiples applications. Nous en donnons deux à titre d’illustration.
Le corollaire 14.15 étend des résultats des propositions 3.71 et 3.72 au cas de fonctions
pouvant prendre la valeur +∞. Le corollaire 14.16 étudie la dualité de Fenchel pour
des problèmes avec contraintes linéaires d’égalité.

Corollaire 14.15 Dans le cadre défini ci-dessus, avec f et g convexes, on a

∂(f + g ◦A)(x) ⊇ ∂f(x) +A∗∂g(Ax),

avec égalité si la condition de stabilité (14.28) a lieu.

Démonstration. [⊇] Soit x ∈ dom f tel que ∂f(x) 6= ∅ et ∂g(Ax) 6= ∅ (sinon,
l’inclusion est triviale). Si x∗ ∈ ∂f(x) et y∗ ∈ ∂g(Ax), alors x ∈ dom f , Ax ∈ dom g
et quel que soit d ∈ E, on a

f ′(x; d) > 〈x∗, d〉 et g′(Ax; d) > 〈y∗, d〉.

Alors (
f + g ◦A

)′
(x; d) = f ′(x; d) + g′(Ax;Ad) > 〈x∗ +A∗y∗, d〉.

Donc x∗ +A∗y∗ ∈ ∂(f + g ◦A)(x) et l’inclusion a lieu.
[⊆] Soient à présent x̄ ∈ dom(f + g ◦A) et s̄ ∈ ∂(f + g ◦A)(x̄), ce qui s’écrit aussi

0 ∈ ∂(f + g ◦A)(x̄)− s̄. Alors x̄ est solution du problème

inf
x∈E

(
f̃(x) + g(Ax)

)
,

où f̃(x) := f(x)− 〈s̄, x〉. Comme f̃∗(x∗) = f∗(x∗ + s̄), le dual de ce problème s’écrit

sup
λ∈F

(
−f∗(A∗λ+ s̄)− g∗(−λ)

)
.

Si la condition de stabilité (14.28) a lieu (dom f̃ = dom f), les valeurs optimales
des problèmes ci-dessus sont égales (d’après le théorème). Comme elles sont finies, le
problème dual a une solution, disons λ̄ et on a
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f(x̄) + f∗(A∗λ̄+ s̄) + g(Ax̄) + g∗(−λ̄) = 〈s̄, x̄〉.

En utilisant le fait que f(x̄) + f∗(A∗λ̄ + s̄) > 〈A∗λ̄ + s̄, x̄〉 et g(Ax̄) + g∗(−λ̄) >

−〈A∗λ̄, x̄〉, on obtient

〈s̄, x̄〉 6 f(x̄) + f∗(A∗λ̄+ s̄) + g(Ax̄) + g∗(−λ̄).

On a donc des égalités dans les trois inégalités précédentes. Celles-ci impliquent que
A∗λ̄ + s̄ ∈ ∂f(x̄) et −λ̄ ∈ ∂g(Ax̄). Donc s̄ ∈ ∂f(x̄) + A∗∂g(Ax̄), ce qui conclut la
démonstration. ✷

Corollaire 14.16 On suppose donnés f : E → R ∪ {+∞}, une application
linéaire A : E→ F et un élément b ∈ F. Alors

sup
y∈F

(
〈b, y〉 − f∗(A∗y)

)
6 inf

x∈E

Ax=b

f(x)

Si f et g sont convexes et si b ∈ (A(dom f))◦, alors on a égalité ci-dessus et,
lorsqu’il est fini, le supremum à gauche est atteint.

Démonstration. On considère le problème (14.25) avec g = I{b}, la fonction indica-
trice du singleton {b}. On a g∗(y∗) = 〈b, y∗〉 et le dual de (14.25) s’écrit comme
à gauche dans l’inégalité ci-dessus. Enfin la condition de stabilité (14.28) s’écrit
0 ∈ (b −A(dom f))◦, c’est-à-dire b ∈ (A(dom f))◦. ✷

14.4 Dualité non convexe de Toland

La dualité de Toland est une technique permettant de construire un problème
d’optimisation dual, non nécessairement convexe. Elle trouve des applications dans
la dualisation de problèmes dont le coût s’écrit comme une différence de fonctions
convexes (section ??) et en calcul des variations (en dimension infinie) pour montrer
l’existence de solution des équations d’Euler-Lagrange.

La technique ressemble à celle de la dualité par perturbation de Rockafellar (sec-
tion 14.2), mais les perturbations sont supposées ici « concaves », alors qu’elles étaient
naturellement « convexes » dans la dualisation de Rockafellar. Il est remarquable que
ce changement radical de dispositif ait quand même permis d’aboutir à une dualisation
utile.

14.4.1 Perturbation du problème primal

On note le problème primal

(P ) inf
x∈X

f(x),
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dans lequel l’ensemble X et la fonction f : X → R sont quelconques. On note comme
d’habitude Sol(P ) l’ensemble des solutions de (P ) et val(P ) sa valeur optimale.

Comme à la section 14.2.1, on suppose que l’on peut plonger le problème primal
dans une famille de problèmes qui sont des perturbations de celui-ci. Ces perturbations
sont introduites en se donnant une fonction de perturbation

Φ : X × P → R : (x, p) 7→ Φ(x, p),

où P est un espace vectoriel de dimension finie (si l’on n’a pas besoin de structure
sur X et f , on en a besoin sur la perturbation). On suppose que l’on retrouve f
lorsque la perturbation est nulle :

∀x ∈ X : Φ(x, 0) = f(x). (14.29)

Comme annoncé dans l’introduction de cette section, pour que la dualisation proposée
ci-dessous se passe sans saut, l’on aura besoin que la fonction de perturbation soit
concave en p à x fixé :

∀x ∈ X : −Φ(x, ·) ∈ Conv(P ). (14.30)

14.4.2 Le problème dual

Le problème dual de Rockafellar (14.14) s’écrit

(DR) − inf
p∗∈P

sup
x∈X

sup
p∈P

(
〈p∗, p〉 − Φ(x, p)

)
,

où l’on a utilisé l’expression (14.16) de la conjuguée de la fonction valeur. On note
val(DR) la valeur optimale de ce problème. Le problème dual de Toland s’écrit quant
à lui

(DT ) inf
p∗∈P

inf
x∈X

sup
p∈P

(
〈p∗, p〉+ Φ(x, p)

)
. (14.31)

On note Sol(DT ) l’ensemble des solutions de (DT ) et val(DT ) sa valeur optimale.
Le signe «+ » devant Φ(x, p) dans (DT ) se justifie par le fait que l’on souhaite

introduire une perturbation Φ(x, ·) concave (voir (14.30) et la discussion introduisant
la notion de conjuguée avant (3.33)). Avec cette modification, il est difficile de voir
au premier coup d’œil s’il y a un lien entre les valeurs optimales duales val(DR) et
val(DT ). Ce lien existe cependant et il sera manifeste après la mise en évidence de
l’inégalité de dualité faible suivante.

Proposition 14.17 (dualité faible) val(P ) 6 val(DT ).

Démonstration. Il suffit d’observer qu’en prenant p = 0, on a

sup
p∈P

(
〈p∗, p〉+ Φ(x, p)

)
> Φ(x, 0) = f(x).

En prenant l’infimum en (p∗, x) ∈ P × X de chaque membre de cette inégalité, on
obtient le résultat. ✷
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La relation de dualité faible de la dualisation de Rockafellar (proposition 14.8) permet
alors d’écrire

val(DR) 6 val(P ) 6 val(DT ).

Ces inégalités montrent que la dualisation de Toland n’est pas une dualisation min-
max, laquelle aurait conduit à une valeur optimale duale plus petite que la valeur
optimale primale (proposition 14.2).

De manière à simplifier les écritures, on introduit deux notations. Ces notations
rappellent celles utilisées dans la dualisation de Rockafellar de la section 14.2, mais
n’ont cependant pas de lien avec elles.

On peut faire apparaître une conjuguée avec le supremum de (DT ), en intro-
duisant la fonction opposée Ψ de Φ :

Ψ := −Φ (14.32)

et les fonctions partielles, à x ∈ X fixé :

Ψx := Ψ(x, ·) : P → R.

Le dual se récrit alors
(DT ) inf

p∗∈P
inf
x∈X

Ψ∗
x(p

∗). (14.33)

Comme Ψ∗
x : P → R est convexe, il est normal de la minimiser en p∗, ce qui

est fait dans (DT ). Quant à la minimisation en x ∈ X dans (DT ), elle a permis
d’avoir l’inégalité de dualité faible de la proposition 14.17.

La fonction duale δ : P → R est alors définie en p∗ ∈ P par

δ(p∗) := inf
x∈X

Ψ∗
x (p

∗). (14.34)

Avec ces notations, le problème dual consiste à minimiser la fonction duale :

(DT ) inf
p∗∈P

δ(p∗). (14.35)

Proposition 14.18 (dualité forte) Si

∀x ∈ X : Ψ∗∗
x (0) = Ψx(0), (14.36)

alors val(P ) = val(DT ).

Démonstration. On a

val(P ) = inf
x
−Ψx(0) [f(x) = −Ψ(x, 0) = −Ψx(0)]

= inf
x
−Ψ∗∗

x (0) [par hypothèse]

= inf
x

inf
p∗

Ψ∗
x(p

∗) [définition de la biconjuguée]

= val(DT ) [(14.33)]. ✷
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C’est le moment de se rappeler de la condition (14.30) requérant la concavité de la
fonction de perturbation Φ(x, ·), c’est-à-dire la convexité de Ψx, quel que soit x ∈ X ,
et qui était annoncée comme souhaitable pour éviter un saut de dualité. La remarque
ci-dessous renforce ce point de vue, avec plus de précision.

Remarque 14.19 La condition suffisante de dualité forte (14.36) est réalisée si l’une
des conditions suivantes a lieu :

∀x ∈ X : Ψx ∈ Conv(P ) et ∂Ψx(0) 6= ∅. (14.37)

∀x ∈ X : Ψx ∈ Conv(P ), (14.38)

En effet, d’une part, (14.37) implique (14.36) par le point 2 de la proposition 3.60.
D’autre part, (14.38) implique (14.36) par le point 3 de la proposition 3.46.

Même si les conditions (14.37) et (14.38) ne sont pas comparables, la seconde
posera plus de difficulté du fait de la vacuité éventuelle de ∂Ψx(0), qui, on le verra,
a « vocation » à contenir les solutions duales, pourvu que x soit une solution primale
(proposition 14.22). ✷

14.4.3 Existence de solutions primale et duale

Le premier résultat donne des conditions pour que l’existence d’une solution duale
entraîne celle d’une solution primale. En calcul des variations, en dimension infinie,
les conditions (14.39) donnent une forme faible des équations d’Euler-Lagrange et la
condition de transversalité naturelle [593].

Proposition 14.20 (existence de solution primale) Supposons que (14.30)
et (14.36) aient lieu. Si p̄∗ ∈ Sol(DT ), si x 7→ Ψ∗

x (p̄
∗) est s.c.i. et s’il existe une

suite minimisante dans (14.34) qui converge vers x̄, alors x̄ est solution primale,
il n’y a pas de saut de dualité et l’on a

f(x̄) = Ψ∗
x̄ (p̄

∗) = δ(p̄∗). (14.39)

Démonstration. Par (14.36) et la proposition 14.18, il n’y a pas de saut de dualité,
si bien qu’il suffit de montrer que f(x̄) 6 Ψ∗

x̄(p̄
∗) 6 val(DT ).

Soit {xk} la suite minimisante convergeant vers x̄ et telle que Ψ∗
xk
(p̄∗) converge

vers δ(p̄∗). On a

f(x̄) = Ψx̄(0) [(14.29) et (14.32)]

6 Ψ∗
x̄(p̄

∗) [conjuguée]

6 lim inf
k→∞

Ψ∗
xk
(p̄∗) [x 7→ Ψ∗

x(p̄
∗) est s.c.i.]

= δ(p̄∗) [Ψ∗
xk
(p̄∗)→ δ(p̄∗)]

= val(DT ) [p̄∗ ∈ Sol(DT )].

Ce sont les inégalités attendues. ✷
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Remarque 14.21 On verra à la remarque ??, dans le cas particulier de l’optimisa-
tion DC, que la condition (14.39) n’est pas suffisante pour assurer que x̄ ∈ Sol(P ) et
p̄∗ ∈ Sol(DT ). ✷

Le résultat suivant montre que si x̄ est une solution primale et que ∂Ψx̄(0) est non
vide, alors ce dernier ensemble est formé de solutions duales et il n’y a pas de saut de
dualité.

Proposition 14.22 (existence de solution duale) Si (14.30) a lieu, si x̄ ∈
Sol(P ) et si p̄∗ ∈ ∂Ψx̄(0), alors p̄∗ est solution duale, il n’y a pas de saut de dualité
et l’on a (14.39).

Démonstration. Par l’inégalité de dualité faible (proposition 14.17), il suffit de
montrer que δ(p̄∗) 6 Ψ∗

x̄ (p̄
∗) 6 val(P ). L’hypothèse p̄∗ ∈ ∂Ψx̄(0) permet d’écrire

∀ p ∈ P : Ψx̄(p) > Ψx̄(0) + 〈p̄∗, p〉 = − val(P ) + 〈p̄∗, p〉.

On en déduit

val(P ) > sup
p∈P

(
〈p̄∗, p〉 − Ψx̄(p)

)
= Ψ∗

x̄(p̄
∗) > δ(p̄∗),

par la définition (14.34) de la fonction duale. C’est l’inégalité attendue. ✷

14.4.4 Suites minimisantes primales et duales

Dans cette section, l’on montre comment une suite minimisante duale peut être
construite à partir d’une suite minimisante primale. Le premier résultat suppose la
condition suffisante d’absence de saut de dualité (14.37) selon laquelle ∂Ψx(0) 6= ∅
quel que soit x ∈ X ; la suite minimisante duale est alors construite en choisissant
ses éléments p∗k de manière arbitraire dans ∂Ψxk

(0). Le second résultat ne suppose
que (14.38) ; les sous-différentiels ∂Ψxk

(0) peuvent alors être vides ; dans ce cas, on
construit la suite minimisante duale à partir d’éléments des sous-différentiels ∂Ψxk

(pk)
pris en des points pk convergeant vers zéro.

Proposition 14.23 (existence de suite minimisante duale I) Supposons
que (14.37) ait lieu. Si {xk} est une suite minimisante pour (P ) et p∗k ∈ ∂Ψxk

(0),
alors {p∗k} est une suite minimisante pour (DT ).

Démonstration. On adapte à la situation présente, la démonstration de la proposi-
tion 14.22. L’hypothèse p∗k ∈ ∂Ψxk

(0) permet d’écrire

∀ p ∈ P : Ψxk
(p) > Ψxk

(0) + 〈p∗k, p〉 = −f(xk) + 〈p∗k, p〉.

On en déduit
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f(xk) > sup
p∈P

(
〈p∗k, p〉 − Ψxk

(p)
)
= Ψ∗

xk
(p∗k) > δ(p∗k) > val(DT ),

par la définition (14.34) de la fonction duale. Comme {xk} est une suite minimi-
sante primale, f(xk) → val(P ). Par ailleurs, il n’y a pas de saut de dualité grâce à
l’hypothèse (14.37) (voir la remarque 14.19), si bien que f(xk) → val(DT ). En pas-
sant à la limite dans l’inégalité ci-dessus, on voit que δ(p∗k) → val(DT ), c’est-à-dire
que {p∗k} est une suite minimisante duale. ✷

Proposition 14.24 (existence de suite minimisante duale II) Supposons
que (14.38) ait lieu. Si {xk} est une suite minimisante pour (P ), alors il existe une
suite {pk} → 0 dans P telle que ∂Ψxk

(pk) 6= ∅ et il existe une suite minimisante
{p∗k} pour (DT ) avec des p∗k ∈ ∂Ψxk

(pk).

Démonstration. ✷

14.5 Dualisation lagrangienne

14.5.1 Dualisation de contraintes d’égalité et d’inégalité

Dans cette section, on considère le problème d’optimisation sous contraintes fonc-
tionnelles suivant

(P ) ≡ (PX,EI)





min f(x)
x ∈ X
ci(x) = 0, ∀i ∈ E
ci(x) 6 0, ∀i ∈ I,

(14.40)

où X est toujours un ensemble quelconque et E et I sont des ensembles finis d’indices,
contenant respectivement mE = |E| et mI = |I| éléments, formant une partition de
[1 :m]. Donc m = mE +mI et on note cE = {ci}i∈E et cI = {ci}i∈I . La fonction f et
les fonctions ci, i ∈ E ∪ I, sont définies sur X à valeurs dans R.

Nous introduisons deux problèmes duaux de (14.40) en utilisant deux types de
problèmes perturbés. Le lagrangien correspondant aux premières perturbations est
très voisin du lagrangien ordinaire (4.34), servant à écrire les conditions d’optimalité.
Cette approche est bien adaptée aux problèmes convexes. À l’inverse, lorsque le prob-
lème (14.40) n’est pas convexe, c’est le second type de perturbations qui est le plus
approprié. Celles-ci conduisent au lagrangien augmenté.

Les problèmes duaux introduits ci-dessous sont obtenus en perturbant les con-
traintes fonctionnelles de (14.40), sans toucher à la « contrainte » x ∈ X considérée
comme « contrainte dure ». On dit que l’on dualise les contraintes fonctionnelles, celles
définies au moyen des fonctions cE et cI . Comme X est un ensemble quelconque, la
démarche suivie englobe le cas où on ne dualiserait qu’une partie des contraintes fonc-
tionnelles. En effet, X peut être un ensemble défini par d’autres contraintes d’égalité
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ou d’inégalité et peut donc prendre en compte les contraintes non dualisées. Cette
remarque soulève la question du choix des contraintes à dualiser dans un cas concret.
Sur ce sujet, ce sont les conditions (D1)-(D3) de la page 517 qui servent de gouverne.
Comme les contraintes non dualisées (celles prisent en compte par X) se retrouvent
dans les problèmes internes primaux (14.11), on cherchera à dualiser les contraintes
difficilement traitées par un algorithme de minimisation.

Pour p = (pE , pI) ∈ Rm, on introduit le problème perturbé de (PX,EI) suivant et
la fonction valeur v0 associée :

v0 : p ∈ Rm 7→ v0(p) := inf
x∈X

cE(x)+pE=0
cI(x)+pI60

f(x) ∈ R. (14.41)

La fonction de perturbation Φ0 est donc définie sur X × Rm par

Φ0(x, p) =

{
f(x) si cE(x) + pE = 0 et cI(x) + pI 6 0
+∞ sinon.

(14.42)

Le lagrangien associé à ces perturbations se calcule au moyen de la formule (14.19).
Avec λ = (λE , λI) ∈ Rm, on trouve

ℓ0(x, λ) = − sup
p=(pE ,pI)

(
〈λ, p〉 − Φ0(x, p)

)

= − sup
p=(pE ,pI )
pE=−cE(x)
pI6−cI(x)

(
〈λ, p〉 − f(x)

)
.

Finalement, on obtient comme lagrangien associé à la fonction de perturbation (14.42) :

ℓ0(x, λ) =




f(x) +

∑

i∈E∪I

λici(x) si λI > 0

−∞ sinon.
(14.43)

Pour λ tel que λI > 0, on retrouve le lagrangien ordinaire (4.34), servant à exprimer
les conditions d’optimalité. Celui-ci correspond donc aux perturbations (14.41) du
problème (14.40).

Le problème dual s’écrit

(D0) sup
λ=(λE ,λI )

λI>0

inf
x∈X

ℓ0(x, λ) (14.44)

On notera que les seules contraintes qui portent sur les variables duales sont des
contraintes de positivité sur λI . Ces contraintes sont simples, surtout si on les compare
aux contraintes (éventuellement non linéaires) d’égalité et d’inégalité du problème
original (14.40).

Le problème primal (14.40) s’écrit aussi

inf
x∈X

sup
λ=(λE ,λI )

λI>0

ℓ0(x, λ),
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ce qui montre que l’on a égalité en (14.21)c. On remarque en effet que cette quantité
s’écrit

inf
x∈X

sup
λ

λI>0

(
f(x) +

∑

i∈E∪I

λici(x)

)

= inf
x∈X

{
f(x) si cE(x) = 0 et cI(x) 6 0
+∞ sinon

= val(PX,EI).

La proposition suivante analyse le lien entre les points-selles du lagrangien ordi-
naire (14.43) et les solutions de (14.40). Schématiquement, les points-selles du lagran-
gien ordinaire sont des solutions de (14.40) et la réciproque est vraie si le problème
est convexe. Le point 2 de ce résultat apporte des précisions sur ce qui est affirmé à
la proposition 13.15 : sous des hypothèses de convexité, non seulement x̄ minimise le
lagrangien ℓ0(·, λ̄), mais (x̄, λ̄) est un point-selle de ℓ0.

Proposition 14.25 (point-selle de ℓ0 et KKT) On suppose que X = Rn.
1) Si (x̄, λ̄) est point-selle du lagrangien ordinaire (14.43) sur Rn×Rm, alors x̄

est solution (globale) de (14.40). Si, de plus, les fonctions f et c sont
différentiables, alors les conditions d’optimalité (4.33) soient vérifiées avec
(x∗, λ∗) ≡ (x̄, λ̄).

2) Réciproquement, supposons que f et les {ci}i∈I soient convexes, que cE soit
affine et que les fonctions f et c soient différentiables en une solution x̄ du
problème. Supposons également qu’il existe un multiplicateur λ̄ tel que les
conditions d’optimalité de Karush, Kuhn et Tucker (4.33) aient lieu avec
(x∗, λ∗) ≡ (x̄, λ̄). Alors, (x̄, λ̄) est un point-selle du lagrangien ordinaire
(14.43) sur Rn × Rm.

Démonstration. 1) Si (x̄, λ̄) est point-selle du lagrangien (14.43) sur Rn × Rm,
alors x̄ est solution du problème primal (théorème 14.3), qui n’est autre que (14.40).
On peut aussi invoquer la proposition 4.74.

Si, de plus, f et c sont différentiables, le fait que x̄ minimise ℓ0(·, λ̄) sur Rn im-
plique que ∇xℓ0(x̄, λ̄) = 0. Par ailleurs, le fait que λ̄ maximise ℓ(x̄, ·) sur Rm implique
l’admissibilité de x̄, ainsi que la complémentarité (implication (i) ⇒ (ii) de la propo-
sition 4.73).

2) La minimalité de ℓ0(·, λ̄) en x̄ a été démontrée par la proposition 13.15 et la
maximalité de ℓ0(x̄, ·) en λ̄ résulte de l’implication (ii) ⇒ (i) de la proposition 4.73.

✷

D’après le théorème 14.3 et la proposition 14.25, on voit que, pour une grande
classe de problèmes convexes, il n’y a pas de saut de dualité et que l’on peut trouver λ̄
en résolvant le problème dual (14.44). Sans convexité, il peut y avoir ou ne pas y avoir
de saut de dualité comme le montre l’exemple 1 ci-dessous.

Exemples 14.26 (saut de dualité et existence de solution primale-duale) Il
est un cas où la fonction valeur (14.41) associée au problème perturbé se calcule
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facilement. C’est celui où le critère f : R→ R est une fonction croissante, où X = R
et où les contratintes se résument à l’appartenance à R+ :

{
inf f(x)
x > 0,

Par la croissance de f , la valeur optimale de ce problème est f(0) et sa fonction valeur
s’écrit p ∈ R 7→ v0(p) := inf(f(x) : x > p} = f(p). La biconjuguée de v0 est donc
l’enveloppe convexe fermée de f , si bien que la saut de dualité v0(0)− v∗∗0 (0) s’écrit
aussi f(0) − f∗∗(0), ce qui peut se voir aisément par l’examen de f . Voici quelques
cas de fonctions croissantes f .

1) Problème non convexe avec ou sans saut de dualité. Prenons pour f la pertur-
bation suivante de l’exponentielle

v0 = f

v∗∗0
saut de dualité x 7→ f(x) = ex + αβ(1+x)β(1−x), (14.45)

où α > 0 est pris assez petit, tandis que la perturbation a pour support le compact
[−1, 1] et est construite au moyen de la fonction β : R → R+, de classe C∞, définie
par

x 7→ β(1+x)β(1−x)
β(t) =

{
e−1/t2 si t > 0
0 si t 6 0.

Dans ce cas, le saut de dualité v0(0)−v∗∗0 (0) est non nul (voir la figure ci-dessus, à côté
de la formule de f). Si au lieu de f on prenait la fonction ft : x 7→ ft(x) := f(x+ t),
avec f donnée par (14.45) et t /∈ [−1, 1], il n’y aurait pas de saut de dualité, bien
que v0 ne soit pas convexe.

2) Problème convexe avec ou sans saut de dualité et sans solution duale. Supposons
que f soit définie par

v0 = f

f0
↑ ∞

f(x) =




−√−x si x < 0
f0 si x = 0
+∞ si x > 0.

Si f0 > 0, la fonction est convexe. Dans ce cas, la biconjuguée de v0 = f est la fonction
définie par

v∗∗0 (x) = f∗∗(x) =

{
−√−x si x 6 0
+∞ si x > 0.

En accord avec le point 1.a de la proposition 14.11, on voit que le saut de dualité f0−0
est nul si, et seulement si, f0 = 0, c’est-à-dire si, et seulement si, v0 = f est s.c.i. en 0.
Par ailleurs, comme v∗∗0 n’est pas sous-différentiable en 0 [par la proposition 3.62 et
(v∗∗0 )′(0;−1) = −∞], le problème dual n’a pas de solution ; voir (14.18). ✷
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La proposition 14.27 ci-dessous est intéressante pour ses interprétations, qui sont
multiples. Donnons-en deux, qui ne sont pas sans rapport.

Le calcul de la fonction valeur v0 en une perturbation p donnée requiert la résolu-
tion du problème (PX,EI) perturbé par p comme dans (14.41), qui est potentielle-
ment difficile à résoudre. La proposition nous apprend que l’on peut évaluer cette
fonction en une perturbation p non connue à l’avance en minimisant le lagran-
gien ordinaire ℓ0(·, λ̄), problème normalement plus simple : si x̄ est un minimiseur
de ce lagrangien, alors v0(−c(x̄)) = f(x̄). On comprend par la figure 14.2, qui

−c(x̄)

f(x̄)

ℓ0(x̄, λ̄)

minorante affine
de v0 de pente λ̄
exacte en −c(x̄)

v0

p

Fig. 14.2. Illustration de la proposition 14.27

illustre la proposition, que toutes les perturbations ne sont pas nécessairement
atteignables par cette méthode, en particulier si v0 n’est pas convexe ou si v0
est convexe mais n’est pas sous-différentiable. Ainsi, un point x̄ satisfaisant les
contraintes ne pourra pas nécessairement être obtenu par cette méthode.

Le résultat exprime aussi, à sa manière, le théorème d’Everett (exercice 14.12) :
si x̄ minimise le lagrangien ℓ0(·, λ̄) avec λ̄I > 0, alors x̄ minimise f sur Xp :=
{x ∈ X : cE(x) + pE = 0, cI(x) + pI 6 0}. En effet, puisque v0(−c(x̄)) = f(x̄),
il s’en ensuit que f(x) > f(x̄) pour tout x ∈ Xp ; de plus, comme x̄ ∈ Xp, x̄ est
bien solution du problème perturbé comme dans (14.41) par p = −c(x̄).

Proposition 14.27 (minorante affine de v0) Soient λ̄ ∈ Rm tel que λ̄I > 0
et ℓ0 le lagrangien ordinaire, défini par (14.43). Alors x̄ ∈ argmin{ℓ0(x, λ̄) : x ∈
X} si, et seulement si, la fonction affine

p ∈ Rm 7→ ℓ0(x̄, λ̄) + λ̄Tp (14.46)

est une minorante de la fonction valeur v0 définie en (14.41). Dans ce cas, cette
minorante affine est exacte en p = −c(x̄) et on a v0(−c(x̄)) = f(x̄).

Démonstration. [Préliminaire] Pour p ∈ Rm, on note Xp := {x ∈ X : cE(x)+pE =
0, cI(x) + pI 6 0} l’ensemble admissible du problème perturbé dans (14.41). On
observe que dom v0 = {p ∈ Rm : Xp 6= ∅}.
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[⇒] Pour tout ε > 0 et p ∈ dom v0, on peut trouver un x ∈ Xp tel que f(x) 6
v0(p) + ε. Par la propriété de x̄ et λ̄I > 0, on a

ℓ0(x̄, λ̄) + λ̄Tp 6 f(x) + λ̄T(c(x) + p) 6 v0(p) + ε.

Comme ε > 0 et p ∈ dom v0 sont arbitraires, on en déduit que la fonction affine
(14.46) est une minorante de v0 sur dom v0, donc aussi sur Rm.

[⇐] Quel que soit le couple (x, p) ∈ Xp × Rm, on a par hypothèse :

ℓ0(x̄, λ̄) + λ̄Tp 6 v0(p) 6 f(x). (14.47)

Quel que soit x ∈ X , (x, p) ∈ Xp × Rm en prenant p = −c(x), si bien que l’inégalité
entre les membres extrêmes de (14.47) conduit à ℓ0(x̄, λ̄) 6 ℓ0(x, λ̄) et montre que
x̄ ∈ argmin{ℓ0(x, λ̄) : x ∈ X}.

[Conclusion] Si p = −c(x̄), (x̄, p) ∈ Xp×Rm et (14.47) devient f(x̄) 6 v0(−c(x̄)) 6
f(x̄), ce qui montre d’une part l’exactitude de la minorante affine (14.46) en p = −c(x̄)
et v0(−c(x̄)) = f(x̄). ✷

Voici une propriété reliant la fonction valeur v0 définie en (14.41) et le problème
dual (D0) défini en (14.44) ; elle donne des conditions pour que le problème dual soit
non borné, qui sont que val(D0) 6= +∞ et 0 /∈ adh(dom v0). Dans ce cas, bien sûr,
l’infimum de la fonction duale vaut −∞. La démonstration montre que la fonction
duale tend en réalité vers −∞ le long du vecteur directeur de l’hyperplan séparant 0
et l’adhérence de dom v0.

Proposition 14.28 (dual lagrangien non borné) Lorsque val(D0) 6= −∞,
on a

0 /∈ dom v0 =⇒ val(D0) = +∞.

Démonstration. Soit D := dom v0. Si 0 /∈ D , on peut séparer strictement {0} et D :
il existe µ ∈ Rm tel que

sup
p∈D

µTp < 0.

On déduit deux informations de cette inégalité.

D’abord µI > 0. En effet, en prenant x ∈ X , i ∈ I et t > 0, on voit que p :=
−c(x)− tei est dans D , si bien que µTp 6 0 ou −µTc(x)− tµi 6 0 pour tout t > 0,
dont on déduit que µi > 0.
Pour x ∈ X , p := −c(x) ∈ D et donc

inf
x∈X

µTc(x) > 0. (14.48)

Par la définition de δ0 et X 6= ∅, on a δ0 > −∞. Par ailleurs, val(D) 6= −∞
implique qu’il existe un λ > 0 tel que δ0(λ) < +∞. Pour ce λ > 0, on a donc
δ0(λ) ∈ R.

Avec ce λ et le µ utilisé en (14.48), on a pour tout t > 0 : λ+ tµ > 0 et donc
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δ0(λ+ tµ) = − inf
x∈X

f(x) + (λ+ tµ)Tc(x)

6 − inf
x∈X

ℓ(x, λ)
︸ ︷︷ ︸

δ0(λ)∈R

−t inf
x∈X

µTc(x)
︸ ︷︷ ︸

>0 par (14.48)

,

qui tend donc vers −∞ lorsque t→ +∞. On en déduit que val(D0) = +∞. ✷

Voici un corrolaire immédiat qui donnent des conditions pour que val(P ) ∈ R (ce
qui implique, en particulier, que (P ) est réalisable). Une de ces conditions est que
val(D0) ∈ R, mais on pourra très bien avoir val(D0) < val(P ) (présence d’un saut de
dualité).

Corollaire 14.29 Si dom v0 est fermé et val(D0) ∈ R, alors val(P ) ∈ R.

14.5.2 Dualisation de contraintes générales

Dans cette section, on considère un problème avec containtes plus générales que
dans la section précédente, comme en (4.5), à savoir

(PPQ)





inf f(x)
x ∈ P
c(x) ∈ Q,

où f : E→ R et c : E→ F sont des fonctions, P ⊆ E est un ensemble et Q ⊆ F est un
convexe fermé non vide de F (pas nécessairement un cône). Dans cette description et
dans toute cette section, E et F sont deux espaces euclidiens dont les produits scalaires
sont tous deux notés 〈·, ·〉.

Le cas particulier où Q est un cône convexe fermé non vide permet parfois d’avoir
des propriétés intéressantes supplémentaires. On note alors

Q ≡ K

pour éviter les confusions, et le problème (PPQ) est alors noté (PPK).
On prend comme lagrangien du problème (PPQ) la fonction ℓ : E×F→ R qui est

définie en (x, λ) ∈ E× F par

ℓ(x, λ) = f(x) + 〈λ, c(x)〉.

Ce choix de lagrangien indique clairement que l’on cherche à dualiser la contrainte
fonctionnelle c(x) ∈ Q, tandis que la contrainte x ∈ P sera laissée telle quelle.

Évidemment, le problème (PPQ) peut s’écrire

inf
x∈P

f(x) + IQ(c(x)),

où IQ est l’indicatrice de Q. La dualisation min-max du problème (section 14.1)
s’obtient en observant d’abord que IQ(c(x)) peut s’écrire comme un supremum. On
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utilise pour cela le fait que, Q étant un convexe fermé non vide, l’indicatruce IQ
est incluse dans Conv(F) (proposition 3.6), si bien que cette dernière est égale à sa
biconjuguée (point 3 de la proposition 3.46) et s’écrit donc bien comme un supremum.
En utilisant l’identité I∗Q = σQ (point 3 de l’exercice 3.28), dans laquelle σQ est la
fonction d’appui de Q, on a pour tout y ∈ F :

IQ(y) = I∗∗Q (y) = sup
λ∈F

〈λ, y〉 − σQ(λ). (14.49)

Le raisonnement précédent montre donc que le problème (PPQ) s’écrit aussi

inf
x∈P

sup
λ∈F

ℓ(x, λ)− σQ(λ).

Le dual min-max correspondant à cette formulation s’écrit donc

(DPQ) sup
λ∈F

inf
x∈P

ℓ(x, λ)− σQ(λ). (14.50)

Dans ce problème dual, la minimisation en x se fait uniquement sur le lagrangien,
tandis que la fonction d’appui σQ n’intervient que dans la maximisation en λ. Comme
cette fonction d’appui peut prendre des valeurs infinies, elle impose à λ d’appartenir
à son domaine qui est dans (Q∞)−, le cône dual négatif du cône asymtotique de Q
(point 5 de la proposition 3.11). Par sonséquent, le problème dual s’écrit aussi

sup
λ∈(Q∞)−

inf
x∈P

ℓ(x, λ) − σQ(λ). (14.51)

Dans le cas où Q ≡ K est un cône convexe fermé non vide, σK = IK− (point 3 de
l’exercice 3.28) et le problème dual se simplifie en

(DPK) sup
λ∈K−

inf
x∈P

ℓ(x, λ). (14.52)

La proposition suivante établit un lien entre les points-selles de (x, λ) ∈ P × F 7→
ℓ(x, λ) − σQ(λ) et des conditions d’optimalité globales du problème (PPQ) qui, en
dehors de leur caractère global (minimisation globale du lagrangien), rappellent les
conditions du premier ordre (4.73) du théorème 4.56. Il n’y a pas d’hypothèse de
convexité dans ce résultat, mais le fait d’avoir un point-selle du lagrangien est rarement
vérifié sans convexité.

Proposition 14.30 (point-selle et COs globales) Dans le cadre décrit au
début de cette section, les conditions suivantes sont équivalentes

(i) (x̄, λ̄) est point-selle de (x, λ) ∈ P × F 7→ ℓ(x, λ)− σQ(λ),
(ii) x̄ ∈ argmin {ℓ(x, λ̄) : x ∈ P} et λ̄ ∈ NQ(c(x̄)).

Lorsque Q ≡ K est un cône convexe fermé non vide, les conditions d’optimalité
du point (ii) s’écrivent
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x̄ ∈ argmin {ℓ(x, λ̄) : x ∈ P} et K− ∋ λ̄ ⊥ c(x̄) ∈ K. (14.53)

Démonstration. 1) [(i)⇒ (ii)] Montrons la première affirmation de (ii). Observons
d’abord que

σQ(λ̄) ∈ R. (14.54)

En effet σQ(λ̄) > −∞, parce que Q est non vide, et σQ(λ̄) < +∞, parce que λ̄
maximise λ 7→ ℓ(x̄, λ) − σQ(λ) qui est fini en λ = 0. Alors, le fait que x̄ minimise
x 7→ ℓ(x, λ̄)− σQ(λ̄) sur P implique que x̄ minimise x 7→ ℓ(x, λ̄) sur P .

La deuxième affirmation de (ii) se démontre en exploitant davantage le fait que λ̄
maximise λ 7→ ℓ(x̄, λ)− σQ(λ). Comme f(x̄) ∈ R, cela s’écrit

sup
λ∈F

〈λ, c(x̄)〉 − σQ(λ) = 〈λ̄, c(x̄)〉 − σQ(λ̄). (14.55)

Par (14.49), le membre de gauche prend pour valeur IQ(c(x̄)), qui est fini (car le
membre de droite l’est par (14.54)). Donc c(x̄) ∈ Q. Cela implique aussi que chaque
membre est nul et donc que σQ(λ̄) = 〈λ̄, c(x̄)〉 ou encore 〈λ̄, y〉 6 〈λ̄, c(x̄)〉 pour tout
y ∈ Q, c’est-à-dire que λ̄ ∈ NQ(c(x̄)).

[(ii) ⇒ (i)] On remonte le raisonnement en sens inverse, avec quelques nuances.
D’abord, ℓ(x, λ̄) est fini quel que soit x ∈ P ; donc, que σP (λ̄) soit fini ou pas, il est clair
que x̄ ∈ argmin {ℓ(x, λ̄) : x ∈ P} implique que x̄ minimise x ∈ P 7→ ℓ(x, λ̄)− σP (λ̄),
si bien que x̄ est solution primale. Pour montrer que λ̄ est slution duale et qu’il n’y
a pas de saut de dualité, il s’agit de démontrer (14.55) ou, en utilisant (14.49) et
c(x̄) ∈ Q (qui provient de la seconde condition dans (ii)), que 〈λ̄, c(x̄)〉 = σQ(λ̄) ou
encore que

∀ y ∈ Q : 〈λ̄, y〉 6 〈λ̄, c(x̄)〉.
Lorsque c(x̄) ∈ Q, comme ici, cette condition est équivalente à λ̄ ∈ NQ(c(x̄)), qui est
garantie par (ii).

2) Pour obtenir (14.53), on utilise le lemme 4.55. ✷

14.6 Dualisation lagrangienne augmentée

14.6.1 Dualisation de contraintes d’égalité et d’inégalité

En dualité, le lagrangien augmenté a plusieurs intérêts :
si le paramètre de pénalisation r est pris assez grand, il n’y a pas de saut de
dualité pour des problèmes (14.40) non convexes (proposition 14.31),
la fonction duale associée est différentiable, c’est la régularisée de Moreau-Yosida
de la fonction duale associée au lagrangien ordinaire,
si r est pris assez grand, les problèmes internes primaux n’ont pas de solutions
importunes.
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Mais il a aussi des inconvénients, celui de détériorer le conditionnement des prob-
lèmes internes primaux et celui d’empêcher le découplage des variables des problèmes
décomposables.

Le lagrangien augmenté a déjà été introduit dans le chapitre sur la pénalisation,
essentiellement au moyen de considérations intuitives, cherchant à créer une cuvette
autour d’une solution vérifiant les conditions d’optimalité du second ordre (voir la
section 13.4). On l’introduit ici par une technique de perturbation avec un autre
objectif, celui de convexifier la fonction valeur dans un voisinage de 0. Si l’on ajoute
au critère de (14.41) le terme (r/2)‖p‖22, celui-ci se retrouvera ajouter tel quel à la
fonction valeur, ce qui aura pour effet de la convexifier près de l’origine.

Soit r > 0. Pour p = (pE , pI) ∈ Rm, on introduit le problème perturbé de (PX,EI)
suivant et la fonction valeur vr associée :

vr : p ∈ Rm 7→ vr(p) := inf
x∈X

cE(x)+pE=0
cI(x)+pI60

(
f(x) +

r

2
‖p‖22

)
= v0(p) +

r

2
‖p‖22 ∈ R. (14.56)

On a noté ‖ · ‖2 la norme ℓ2. La perturbation des contraintes est donc identique à
celle utilisée dans (14.41), mais ici une perturbation du critère est aussi introduite. Le
problème d’optimisation dans (14.56) équivaut à minimiser en x la fonction définie
sur X × Rm par

Φr(x, p) =

{
f(x) +

r

2
‖p‖22 si cE(x) + pE = 0 et cI(x) + pI 6 0

+∞ sinon.

Calculons le lagrangien ℓr associé aux perturbations introduites. Pour λ =
(λE , λI), il s’écrit

ℓr(x, λ) = − sup
p=(pE ,pI)

(
〈λ, p〉 − Φr(x, p)

)

= f(x)− sup
p=(pE ,pI)
pE=−cE(x)
pI6−cI(x)

(
〈λ, p〉 − r

2
‖p‖22

)
.

Si r = 0, on retrouve le lagrangien ordinaire ℓ0 de la formule (14.43). Si r > 0, le
supremum en pI est atteint pour pI = min(λI/r,−cI(x)), si bien que l’on a

ℓr(x, λ) = f(x) +
∑

i∈E

[
λici(x) +

r

2
ci(x)

2
]

+
∑

i∈I

[
λi max

(−λi
r
, ci(x)

)
+
r

2

(
max

(−λi
r
, ci(x)

))2
]
.

(14.57)
On a donc retrouvé le lagrangien augmenté défini en (13.21). Remarquons que, con-
trairement au lagrangien ordinaire, le lagrangien augmenté ne prend que des valeurs
finies. Cette formule est compliquée, surtout du fait de la présence des contraintes
d’inégalité. S’il n’y a que des contraintes d’égalité, elle devient
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ℓr(x, λ) = f(x) + λTc(x) +
r

2
‖c(x)‖22,

qui est le lagrangien ordinaire avec pénalisation quadratique des contraintes.
Le problème dual s’écrit comme d’habitude

sup
λ=(λE ,λI )

inf
x∈X

ℓr(x, λ)

et le problème primal s’écrit

inf
x∈X

sup
λ=(λE ,λI)

ℓr(x, λ).

Pour ce dernier, on constate en effet que

sup
λ=(λE ,λI)

ℓr(x, λ)

= f(x) +
∑

i∈E

sup
λi

[
λici(x) +

r

2
ci(x)

2
]

(14.58)

+ sup
λI∈RmI


−

∑

i∈I
rci(x)+λi60

(λi)
2

2r
+

∑

i∈I
rci(x)+λi>0

(
λici(x) +

r

2
ci(x)

2
)

 .

Le supremum en λi (i ∈ E) du premier crochet vaut +∞ si ci(x) 6= 0 et vaut 0 si
ci(x) = 0. Le supremum en λi (i ∈ I) du second crochet vaut +∞ si ci(x) > 0 et 0 si
ci(x) 6 0 [il est atteint en tout λi > 0 si ci(x) = 0 et en λi = 0 si ci(x) < 0]. Dès lors,
on retrouve le problème primal :

inf
x∈X

sup
λ=(λE ,λI)

ℓr(x, λ) = inf
x∈X

{
f(x) si cE(x) = 0 et cI(x) 6 0
+∞ sinon.

On a donc, ici aussi, égalité en (14.21)c.
La proposition suivante donne des conditions pour ne pas avoir de saut de du-

alité localement. Pour les problèmes non convexes sur Rn, on peut donc avoir des
résultats de dualité locaux via le lagrangien augmenté. Ce résultat renforce celui du
théorème 13.19 en affirmant que, non seulement ℓr(·, λ̄) est minimisée localement en x̄,
mais que ℓr(x̄, ·) est maximisée en λ̄.

Proposition 14.31 (point-selle de ℓr et KKT) On considère le problème
(14.40) avec X = Rn et on suppose que f et cE∪I0(x̄) sont deux fois dérivables
en un minimum local x̄ de ce problème. On suppose également que les conditions
de (KKT) ont lieu en (x∗, λ∗) = (x̄, λ̄) ∈ Rn × Rm et que la condition suffisante
d’optimalité du second ordre semi-forte (4.62) a lieu pour un certain multiplica-
teur optimal λ̄. Alors, il existe un réel r̄ > 0 et un voisinage V de x̄, tels que pour
tout r > r̄, tout x ∈ V \ {x̄} et tout λ ∈ Rm, on ait
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ℓr(x̄, λ) 6 ℓr(x̄, λ̄) < ℓr(x, λ̄). (14.59)

Démonstration. La minimalité stricte de ℓr(·, λ) en x̄ sur V , pour r au-delà d’un
certain seuil r̄ > 0, a été établie au théorème 13.19. Il reste donc à montrer la maxi-
malité de ℓr(x̄, ·) en λ̄. Ici le seuil r̄ > 0 n’est pas nécessaire : un r > 0 suffit.

Soient λ ∈ Rm et r > 0. D’après (14.57), on a

ℓr(x̄, λ) = f(x̄) +
∑

i∈I
rci(x̄)+λi>0

(
λici(x̄) +

r

2
ci(x̄)

2
)
−

∑

i∈I
rci(x̄)+λi60

(λi)
2

2r
.

Le dernier terme est clairement négatif. Quant au second, en utilisant rci(x̄)+λi > 0
et ci(x̄) 6 0, on voit que chaque terme de la somme est 6 −rci(x̄)2 + r

2ci(x̄)
2 6 0.

Donc
ℓr(x̄, λ) 6 f(x̄).

On conclut en observant que f(x̄) = ℓr(x̄, λ̄). En effet, il suffit d’utiliser dans
l’expression de ℓr(x̄, λ̄) ci-dessus le fait que λ̄ici(x̄) = 0, que rci(x̄) + λ̄i > 0 im-
plique que λ̄i > 0 et donc ci(x̄) = 0, et que rci(x̄) + λ̄i 6 0 implique que λ̄i = 0. ✷

Les fonctions duales associées au lagrangien ordinaire (14.43) et au lagrangien
augmenté (14.57) sont définies en λ ∈ Rm respectivement par

δ0(λ) = − inf
x∈X

ℓ0(x, λ) et δr(λ) = − inf
x∈X

ℓr(x, λ). (14.60)

La proposition 14.32 montre que δr est une régularisée de Moreau-Yosida de δ0
sur Rm [519 ; 1973], une notion de régularisation introduite à la section 3.7.2.

Proposition 14.32 (fonction duale régularisée) On suppose que f et les
{ci}i∈I sont convexes, que cE est affine, que f et c sont à valeurs réelles et que
r > 0. Alors, les propriétés suivantes ont lieu :
1) δr est convexe fermée et ne prend pas la valeur −∞,
2) δr est la régularisée de Moreau-Yosida de δ0 pour le produit scalaire (u, v) 7→

1
r (u

Tv), c.-à-d., pour tout λ ∈ Rm,

δr(λ) = inf
µ∈Rm

(
δ0(µ) +

1

2r
‖µ− λ‖22

)
, (14.61)

3) si, de plus, δ0 6≡ +∞, alors δr prend des valeurs finies (elle est donc dans
Conv(Rm)) et est C1,1 sur Rm.

Démonstration. 1) Par sa définition (14.60) et l’expression (13.19) du lagrangien
augmenté, δr est l’enveloppe supérieure en (x, s) ∈ X × RmI

+ de fonctions affines, si
bien qu’elle est convexe, fermée (proposition 3.34) et ne prend pas la valeur −∞.
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2) La formule (14.60) de δr, le fait que ℓr est le lagrangien associé à la perturbation
(14.56) de (PEI) et (14.20) nous informent que δr = v∗r , où vr est la fonction valeur
définie en (14.56). De même δ0 = v∗0 . Comme vr et v0 sont reliés par la formule

vr = v0 + rχ,

où χ la fonction autoconjuguée p 7→ 1
2‖p‖22, on aura un lien entre δr et δ0 en calcu-

lant v∗r comme conjuguée d’une somme de fonctions (proposition 3.54).
Par la convexité de (PEI), la fonction Φ0 définie par (14.42) est convexe et donc

aussi v0 qui en est la fonction marginale (proposition 3.35). D’autre part v0 6≡ +∞
(quel que soit x ∈ Rn, v0(−c(x)) 6 f(x) < +∞). Si v0 prend la valeur −∞, il en
est de même de vr (pour la même valeur de l’argument), auquel cas δ0 = v∗0 ≡ +∞,
δr = v∗r ≡ +∞ et la formule (14.61) est vérifiée. Autrement v0 ∈ Conv(Rm) et en
appliquant le point 2 de la proposition 3.54, on trouve également la formule (14.61) :

δr(λ) = v∗r (λ)

=
(
v∗0 ⊎ (rχ)∗

)
(λ)

= inf
µ∈Rm

δ0(µ) +
1

2r
‖µ− λ‖22,

où on a utilisé la formule (3.25) de l’inf-convolution et le fait que (rχ)∗ = χ/r.
3) Observons d’abord que δ0 ∈ Conv(Rm) par le point 1 et par le fait que δ0 6≡ +∞

par hypothèse. Pour tout λ, le problème de minimisation dans (14.61) a alors une
solution unique dans dom δ0, si bien que δr est à valeurs réelles. Comme régularisée
de Moreau-Yosida, δr est dans Conv(Rm) et est C1,1 (proposition 3.80). ✷

Le lagrangien augmenté a également un intérêt pour les problèmes convexes, car
il a un effet régularisant sur la fonction duale ainsi qu’un effet stabilisateur sur les
solutions primales.

La proposition suivante est au lagrangien augmenté ce que la proposition 14.27
est au lagrangien ordinaire. Elle est illustrée par la figure 14.3. La minorante de la
fonction valeur v0 qui se manifeste ici est quadratique par morceaux plutôt qu’affine.

−c(x̄)

f(x̄)
ℓr(x̄, λ̄)

minorante quadratique
de v0 exacte en −c(x̄)

v0

p

Fig. 14.3. Illustration de la proposition 14.33
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Proposition 14.33 (minorante quadratique par morceaux de v0) Soient
r > 0, λ̄ ∈ Rm et ℓr le lagrangien augmenté (14.57). Alors x̄ ∈ argmin{ℓr(x, λ̄) :
x ∈ X} si, et seulement si, la fonction quadratique par morceaux

p ∈ Rm 7→ ℓr(x̄, λ̄) + λ̄TEpE −
r

2
‖pE‖22 −

1

2r

(
‖(λ̄I − rpI)+‖22 − ‖λ̄I‖22

)
(14.62)

est une minorante de la fonction valeur v0 définie en (14.41). Dans ce cas, cette
minorante est exacte en p = −c(x̄) et on a v0(−c(x̄)) = f(x̄).

Démonstration. [Préliminaire] Soient r > 0 et λ̄ ∈ Rm. Pour p ∈ Rm, on note
Xp := {x ∈ X : cE(x) + pE = 0, cI(x) + pI 6 0} l’ensemble admissible du problème
perturbé dans (14.56). On note aussi P := {p ∈ Rm : Xp 6= ∅} = dom v0 = dom vr.
On note enfin p 7→ χ(p) la fonction quadratique par morceaux définie en (14.62).

[⇒] Pour tout ε > 0 et p ∈ P , on peut trouver un x ∈ Xp tel que f(x) 6 v0(p)+ε.
Dès lors

χ(p) 6 ℓr(x, λ̄) + λ̄TEpE −
r

2
‖pE‖22 −

1

2r

(
‖(λ̄I − rpI)+‖22 − ‖λ̄I‖22

)

[x̄ ∈ argmin{ℓr(x, λ̄) : x ∈ X}]

= f(x) + λ̄TE(cE(x) + pE) +
1

2r

(
‖(λ̄I + rcI(x))

+‖22 − ‖(λ̄I − rpI)+‖22
)

[expressions (13.21) et (13.23) de ℓr]

6 f(x) [x ∈ Xp et donc cE(x) + pE = 0 et cI(x) + pI 6 0]

6 v0(p) + ε [définition de x].

Comme ε > 0 et p ∈ P sont arbitraires, on en déduit que la fonction χ est une
minorante de v0 sur P , donc aussi sur Rm (v0 vaut +∞ en dehors de P ).

[⇐] Quel que soit le couple (x, p) ∈ Xp × Rm, on a par hypothèse :

χ(p) 6 v0(p) 6 f(x). (14.63)

Quel que soit x ∈ X , (x, p) ∈ Xp × Rm en prenant p = −c(x), si bien que l’inégalité
entre les membres extrêmes de (14.63) conduit à χ(−c(x)) 6 v0(p) 6 f(x) ou

ℓr(x̄, λ̄) 6 f(x) + λ̄TEcE(x) +
r

2
‖cE(x)‖22 +

1

2r

(
‖(λ̄I + rcI(x))

+‖22 − ‖λ̄I‖22
)

= ℓr(x, λ̄),

par les expressions (13.21) et (13.23) de ℓr. Dès lors x̄ ∈ argmin{ℓ0(x, λ̄) : x ∈ X}.
[Conclusion] Enfin (x̄, p) ∈ Xp × Rm si p = −c(x̄), si bien que (14.63) devient

f(x̄) = χ(−c(x̄)) 6 v0(−c(x̄)) 6 f(x̄), ce qui montre d’une part l’exactitude de χ en
p = −c(x̄) et v0(−c(x̄)) = f(x̄). ✷

14.6.2 Dualisation de contraintes générales

Voir le syllabus complet.
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14.7 Méthodes numériques N

On s’intéresse dans cette section à des algorithmes de résolution du problème dual

sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y),

où ϕ : X × Y → R. Deux méthodes sont décrites. La première minimise directement
la fonction duale, si bien qu’il faut résoudre complètement les problèmes de Lagrange
pour chaque valeur prise par la variable duale. Il faut donc que le problème soit
bien adapté à cette approche : la fonction ϕ doit être facile à minimiser en x ∈ X .
La seconde est une version simplifiée de la première, dans laquelle le problème de
Lagrange est résolu de manière très grossière, puisque l’on ne fait qu’un seul pas de
minimisation.

Nous présentons ces algorithmes dans le cadre de la relaxation lagrangienne, c’est-
à-dire lorsque la fonction ϕ ci-dessus est le lagrangien d’un problème d’optimisation
avec contraintes.

14.7.1 Minimisation de la fonction duale

Nous allons introduire un algorithme minimisant la fonction duale lorsqu’il s’agit
de résoudre un problème d’optimisation sous la forme suivante :





min f(x)
c(x) 6 0
x ∈ X,

(14.64)

où f : Rn → R, c : Rn → Rm et X est une partie non vide de Rn permettant
d’exprimer les contraintes aisées à prendre en compte (typiquement des contraintes
de borne). On note ℓ(x, λ) = f(x) + λTc(x) le lagrangien qui « dualise » la contrainte
d’inégalité. Le problème dual s’écrit

inf
λ>0

δ(λ), (14.65a)

où δ : Rm
+ → R est la fonction duale, qui est définie par

δ(λ) := − inf
x∈X

ℓ(x, λ). (14.65b)

On rappelle que le problème de minimisation dans (14.65b) est appelé le problème de
Lagrange.

Même en l’absence de convexité de f et c, la fonction duale est convexe. Cette
propriété remarquable provient de l’infimum dans (14.65b) et de la structure du la-
grangien, qui est affine par rapport au multiplicateur λ. La fonction duale n’est pas
différentiable en général ; mais lorsque le problème de Lagrange a (au moins) une
solution, on dispose d’un sous gradient de δ, dont on peut faire usage dans des al-
gorithmes adaptés à la minimisation de fonctions non différentiables (par exemple la
méthode de faisceaux, décrite dans [317 ; 1993, chapitres XIV et XV]).
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Proposition 14.34 (convexité et sous-gradient de la fonction duale) Si
δ 6≡ +∞, alors δ ∈ Conv(Rn). De plus,

−c
(
argmin

x∈X
ℓ(x, λ)

)
⊆ ∂δ(λ).

Démonstration. Supposons que δ 6≡ +∞. Alors δ est propre car elle ne prend pas
la valeur −∞ (X est supposé non vide). D’autre part, comme enveloppe supérieure
(de la famille paramétrée par x ∈ X) de fonctions affines (donc convexes et fermées)
λ 7→ −ℓ(x, λ), δ est convexe et fermée (proposition 3.34).

Soit à présent x̄λ une solution du problème de Lagrange (14.65b). Pour tout µ ∈
Rm, on a

δ(µ) > −ℓ(x̄λ, µ) = δ(λ)− (µ− λ)Tc(x̄λ).
Donc −c(x̄λ) ∈ ∂δ(λ). ✷

Voici à présent des conditions assurant la différentiabilité de la fonction duale.
Dans ce cas et lorsqu’une solution x̄λ du problème de Lagrange existe, d’après le
résultat précédent, on doit avoir ∇δ(λ) = −c(x̄λ).

Proposition 14.35 (différentiabilité de la fonction duale) Supposons que
le problème de Lagrange (14.65b) ait une solution unique, notée x̄λ, pour tout λ
voisin d’un certain λ0 et que l’application λ 7→ c(x̄λ) soit continue en λ0 ; alors
δ est Fréchet-différentiable en λ0 et ∇δ(λ0) = −c(x̄λ0 ). Si de plus, λ 7→ c(x̄λ) est
continue dans un voisinage de λ0, alors δ est C1 dans un voisinage de λ0.

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition 14.34, pour λ et
λ′ ∈ dom δ et pour une solution x̄λ du problème de Lagrange en λ, on a −δ(λ′)+δ(λ) 6
(λ′ − λ)Tc(x̄λ). En inversant le rôle de λ et λ′, on obtient

(λ′ − λ)Tc(x̄λ′ ) 6 −δ(λ′) + δ(λ) 6 (λ′ − λ)Tc(x̄λ).

Fixons à présent λ = λ0 et prenons λ′ = λ0 + µ avec µ petit, de telle sorte que
x̄λ0+µ existe et que c(x̄λ0+µ) dépende continûment de µ voisin de zéro. Alors

µT[c(x̄λ0+µ)− c(x̄λ0 )] 6 −δ(λ0 + µ) + δ(λ0)− µTc(x̄λ0 ) 6 0.

Dès lors
−δ(λ0 + µ) + δ(λ0)− c(x̄λ0 )

Tµ = o(‖µ‖), lorsque µ→ 0.

Ceci montre que δ est différentiable en λ0 et que ∇δ(λ0) = −c(x̄(λ0)). ✷

Il n’est pas surprenant que le gradient ∇δ(λ) soit donné par −c(x̄λ), si on prend
le point de vue suivant. Supposons en effet des conditions un peu plus régulières que
celles de la proposition ci-dessus : la solution x̄λ ≡ x̄(λ) du problème de Lagrange
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dans (14.65b) est une fonction différentiable de λ et ℓ est différentiable. Alors δ(λ) =
−ℓ(x̄(λ), λ) et on a

δ′(λ) · µ = −ℓ′x(x̄(λ), λ) · (x̄′(λ) · µ)− ℓ′λ(x̄(λ), λ) · µ = −ℓ′λ(x̄(λ), λ) · µ,

puisque ℓ′x(x̄(λ), λ) = 0 par optimalité de x̄λ. On retrouve donc ∇δ(λ) = −c(x̄λ).
On peut à présent énoncer l’algorithme, qui peut être vu comme une méthode du

type gradient projeté (section 12.1) appliquée au problème dual. Le gradient projeté
permet de prendre en compte la contrainte de positivité sur le multiplicateur dans
(14.65a).

Algorithme 14.36 (minimisation de la fonction duale)

1. Initialisation : choix de λ1 > 0 ;
2. Pour k = 1, 2, . . . faire :

2.1. Trouver xk solution du problème minx∈X ℓ(x, λk) ;
2.2. Si xk est satisfaisant, on s’arrête ;
2.3. λk+1 = (λk + αkc(xk))

+, où αk > 0 est un pas bien choisi.

On retrouve le déplacement du gradient projeté à l’étape 2.3. On passe pour l’instant
sous silence l’étape délicate du choix du pas αk > 0.

Nous allons montrer la convergence de cet algorithme dans le cas des problèmes
(fortement) convexes, avec de petits pas αk. En ce qui concerne la convergence, des
contraintes d’égalité affines peuvent être prise en compte par c (on les remplace par
deux contraintes d’inégalité opposées).

Proposition 14.37 On considère le problème (14.64) dans lequel on suppose
que X = Rn, que f : Rn → R est différentiable et fortement convexe de mo-
dule κ > 0 et que c : Rn → Rm est lipschitzienne de module L > 0 et convexe.
On suppose également que le lagrangien ℓ a un point-selle (x̄, λ̄) sur Rn × Rm

+ .
On considère l’algorithme 14.36 dans lequel αk pris dans un compact de ]0, 2κL2 [.
Alors l’algorithme génère une suite {xk} qui converge vers x̄.

Démonstration. Comme f est fortement convexe et l’ensemble admissible du pro-
blème (14.64) est convexe, ce dernier a une solution unique, qui n’est autre que x̄. En
effet x̄ est solution du problème primal associé au lagrangien ℓ — théorème 14.3 —
qui est le problème (14.64).

L’optimalité de x̄ donne

∇f(x̄)T(x − x̄) + λ̄T
(
c′(x̄) · (x − x̄)

)
= 0, ∀x ∈ Rn.

En utilisant la convexité de c et λ̄ > 0, on obtient

∇f(x̄)T(x− x̄) + λ̄T
(
c(x)− c(x̄)

)
> 0, ∀x ∈ Rn.



548 14. Dualité

De même pour l’optimalité en xk :

∇f(xk)T(x − xk) + λTk

(
c(x)− c(xk)

)
> 0, ∀x ∈ Rn.

En prenant x = xk dans l’avant-dernière inégalité, x = x̄ dans la dernière et en
sommant, on obtient

(∇f(xk)−∇f(x̄))T(xk − x̄) 6 −(λk − λ̄)T
(
c(xk)− c(x̄)

)
.

On utilise alors la forte convexité de f et on note µk := λk − λ̄, ce qui conduit à

κ‖xk − x̄‖2 6 −µT

k

(
c(xk)− c(x̄)

)
. (14.66)

Il reste à utiliser la récurrence sur λk. On a ∇λℓ(x̄, λ) = c(x̄) et on se rappelle que
ℓ(x̄, ·) a un maximum en λ̄ sur Rm

+ . Dès lors, pour tout λ ∈ Rm
+ :

0 6 −αkc(x̄)
T(λ− λ̄) =

(
λ̄− (λ̄+ αkc(x̄))

)T
(λ− λ̄),

ce qui s’écrit aussi
λ̄ = PRm

+
(λ̄+ αkc(x̄)).

D’autre part, la récurrence sur λk donne

λk+1 = PRm
+
(λk + αkc(xk)).

On utilise alors le fait que le projecteur PRm
+

est 1-lipschitzien, la propriété de Lipschitz
de c et (14.66) :

‖µk+1‖ 6 ‖µk + αk(c(xk)− c(x̄))‖
‖µk+1‖2 6 ‖µk‖2 + 2αkµ

T

k (c(xk)− c(x̄)) + α2
k‖c(xk)− c(x̄)‖2

6 ‖µk‖2 + (αkL
2−2κ)αk‖xk − x̄‖2

6 ‖µk‖2 − ǫ2L2‖xk − x̄‖2,

si αk ∈ [ǫ, 2κL2 − ǫ], avec ǫ > 0 petit. Dès lors {‖µk‖} est décroissante, donc converge.
On en déduit que xk → x̄. ✷

Le résultat précédent n’assure pas la convergence de la suite des multiplicateurs
{λk}, alors que l’algorithme 14.36 s’intéresse principalement à cette suite ! En fait,
sous les hypothèses de la proposition, il n’y a pas unicité du multiplicateur optimal λ̄.
Par contre, si l’on suppose que les gradients des contraintes actives sont linéairement
indépendants, alors on peut montrer la convergence de λk vers l’unique multiplicateur
optimal λ̄ (voir l’exercice 14.14).

Les inconvénients de la relaxation lagrangienne sont les suivants.

La fonction duale est non différentiable en λ si le problème de Lagrange infx ℓ(x, λ)
n’a pas de solution unique. Il faut donc utiliser des algorithmes non différentiables
sophistiqués (souvent lents) pour minimiser la fonction duale.

Le recouvrement de la solution primale par infx ℓ(x, λ̄) (λ̄ est une solution duale)
n’est pas aisé.
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14.7.2 Minimisation de la fonction duale régularisée

On considère le problème (PX,EI) défini en (14.40) et on étudie le cas où l’approche
duale se fait via le lagrangien augmenté associé (14.57).

L’approche duale considéré ici consiste à minimiser la fonction duale δr associée
au lagrangien augmenté ℓr défini en (14.57), fonction duale dont on rappelle ici la
définition :

δr(λ) = − inf
x∈X

ℓr(x, λ).

Dans la version la plus simple, l’algorithme prend

λ+ = λ+ r c̃λ,r(xλ), (14.67)

où c̃λ,r est défini en (13.22) et xλ est un minimiseur de ℓr(·, λ). De manière plus
précise, l’algorithme s’écrit comme suit.

Algorithme 14.38 (du lagrangien augmenté)

1. Initialisation : choix d’un multiplicateur initial λ1 ∈ Rm et d’un facteur
d’augmentation initial r1 > 0 ;

2. Pour k = 1, 2, . . . faire :
2.1. Trouver xk solution du problème minx∈X ℓrk(x, λk) ;
2.2. Si c̃λk,rk(xk) ≃ 0, on s’arrête ;
2.3. λk+1 = λk + rk c̃λk,rk(xk).

La proposition suivante établit le fait remarquable selon lequel, pour les problèmes
convexes, l’algorithme du lagrangien augmenté ci-dessus se confond avec l’algorithme
proximal sur la fonction duale δ0 [519 ; 1973], un algorithme étudié à la section 7.2.

Proposition 14.39 (interprétation proximale de l’algorithme du LA)
On suppose que f et les {ci}i∈I sont convexes, que cE est affine, que f et c sont
à valeurs réelles et que r > 0. Soit λ ∈ Rm. On suppose que xλ ∈ X réalise
l’infimum dans la définition (14.60) de δr (c.-à-d., δr(λ) = −ℓr(xλ, λ)) et que
λ+ ∈ Rm réalise l’infimum dans (14.61). Alors

∇δr(λ) = −∇λℓr(xλ, λ) = −c̃λ,r(xλ), (14.68)

où c̃λ,r(xλ) est défini par (13.22). De plus, λ+ et xλ sont reliés par

λ+ = λ+ r c̃λ,r(xλ) et − c̃λ,r(xλ) ∈ ∂δ0(λ+). (14.69)

Démonstration. Soient λ ∈ Rm, xλ réalisant l’infimum dans la définition (14.60)
de δr et λ+ ∈ Rm réalisant l’infimum dans (14.61). On se rappelle que ℓr(xλ, ·)
est dérivable (proposition 13.18) et concave (par son expression (13.19)). Pour tout
λ′ ∈ Rm on a
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δr(λ
′) > −ℓr(xλ, λ′) [définition (14.60) de δr]

> −ℓr(xλ, λ)−∇λℓr(xλ, λ)
T(λ′ − λ) [concavité de ℓr(xλ, ·)]

= δr(λ)−∇λℓr(xλ, λ)
T(λ′ − λ).

Comme δr est C1,1 par le point 3 de la proposition 14.32, on déduit de l’inégalité
ci-dessus que ∇δr(λ) = −∇λℓr(xλ, λ) = −c̃λ,r(xλ), par (13.25).

Par ailleurs, comme δr est la régularisée de Moreau-Yosida de δ0 pour le produit
scalaire (u, v) 7→ 1

r (u
Tv), son gradient en λ pour ce produit scalaire s’écrit λ − λ+

(point (iv) de la proposition 3.80) et celui pour le produit scalaire euclidien est donc
1
r (λ − λ+), ce qui grâce à (14.68) donne la première relation de (14.69).

Enfin, par définition de λ+ comme unique minimiseur du problème à droite dans
(14.61), il vient 0 ∈ ∂δ0(λ+) + 1

r (λ+ − λ). Comme 1
r (λ+ − λ) = c̃λ,r(xλ), on obtient

la seconde relation de (14.69). ✷

Concluons en donnant trois interprétations de l’algorithme 14.38.

1. L’algorithme 14.38 est identique à la méthode des multiplicateurs introduite à
la section 13.4.4 comme heuristique dans une méthode de pénalisation : voir le
schéma algorithmique 13.20.

2. La proposition 14.32 nous apprend que, si (PX,EI) est convexe et si dom δ0 6= ∅,
alors δr est différentiable et son gradient s’écrit ∇δr(λ) = −c̃λ,r(xλ). Dès lors
(14.67) peut déjà être vu comme une méthode de gradient sur δr avec le pas
r > 0.

3. Enfin, la proposition 14.39 affirme que, si (PX,EI) est convexe et si dom δ0 6= ∅,
alors l’algorithme du lagrangien augmenté est identique à l’algorithme proximal
pour minimiser δ0 (section 7.2).

Le dernier point de vue implique que l’algorithme du lagrangien augmenté est
monotone sur δ0, puisque l’on a

δr(λ) = δ0(λ+) +
1

2r
‖λ+ − λ‖2 6 δ0(λ).

Comme λ+ − λ = r c̃λ,r(xλ), on peut estimer la décroissance de δ0 à chaque itération
par la norme de c̃λ,r(xλ) :

δ0(λ+) 6 δ0(λ)−
r

2
‖c̃λ,r(xλ)‖2.

Si δ0 est bornée inférieurement, cette inégalité implique la convergence de c̃λ,r(xλ)
vers zéro. Elle donne aussi une estimation de la vitesse de décroissance de ‖c̃λ,r(xλ)‖,
qui est en O(r−1/2), d’où l’intérêt de prendre r grand. Une grande valeur de r rend
par ailleurs la minimisation de ℓr souvent plus difficile, ce qui nécessite de trouver un
compromis.

14.7.3 L’algorithme d’Arrow-Hurwicz

Algorithme 14.40 (Arrow-Hurwicz)

1. Initialisation : choix de λ1 ∈ Λ et de x1 ∈ X ;
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2. Pour k = 1, 2, . . . faire :
2.1. xk+1 = PX

(
xk − α1

k∇xℓ(xk, λk)
)
;

2.2. λk+1 = PΛ

(
λk + α2

k∇λℓ(xk+1, λk)
)
;

2.3. Si (xk+1, λk+1) est satisfaisant on s’arrête.

Cet algorithme est très semblable à l’algorithme 14.36 mais on ne fait plus qu’un
seul pas de minimisation en x. Dans le cas convexe, on montre que l’on a convergence
de la méthode si α1

k et α2
k sont pris assez petits.

Sans hypothèse de forte convexité-concavité, l’algorithme d’Arrow-Hurwicz a peu
de chance de converger. En effet, si l’on cherche à trouver l’unique point-selle (0, 0) ∈
E2 de la fonction (x, y) ∈ E2 7→ ϕ(x, y) = 〈x, y〉, définie sur un espace euclidien E
de produit scalaire 〈·, ·〉, l’algorithme d’Arrow-Hurwicz avec pas infinitésimal devient
l’équation différentielle suivante

dx

dt
= −αy et

dy

dt
= αx

où α > 0. Comme (‖x‖2 + ‖y‖2)′ = 2(〈x, x′〉 + 〈y, y′〉) = 0, les trajectoires sont sur
des sphères et ne convergent donc pas vers l’unique point-selle [17 ; 1992].

Notes

La dualité min-max (section 14.1) remonte au moins à l’identité du minimax de
von Neumann [612 ; 1928] (exercice 17.12), qui considère le cas où ϕ est bilinéaire et
les ensembles X et Y sont des simplexes unitaires de dimension finie. Selon [614], ce
résultat avait été obtenu en dimensioin deux par E. Borel en 1922. Le théorème 14.6 sur
l’existence de point-selle est une généralisation de cette identité (voir Sion [554 ; 1958]
pour une version plus générale, démontrée simplement par Komiya [363 ; 1988], et
Brézis [90 ; 1973] dont nous avons suivi la démonstration). La dualité par perturbation
(section 14.2) a été introduite par Rockafellar [516, 517 ; 1969-1970]. La dualité de
Fenchel (section 14.3) a débuté avec le travail de Fenchel [203, 204 ; 1949-1951], puis
étendue par Rockafellar [517, 522 ; 1970-1974]. La section 14.4 présentant la dualité
de Toland est adaptée de [593 ; 1978].

Sur la dualité en général, on pourra consulter l’ouvrage d’Hiriart-Urruty et
Lemaréchal [317 ; chapitre XII] (problèmes convexes) et les monographies de Rock-
afellar [522], de Walk [614] et Goh et Yang [256] qui considèrent aussi les inéquations
variationnelles. La théorie est présentée en dimension infinie par Laurent [382 ; 1972]
et Ekeland et Temam [191 ; 1974].

Nous l’avons déjà mentionné au chapitre 13 : le lagrangien augmenté (14.57), iden-
tique à (13.21), a été proposé par Rockafellar [518, 519 ; 1971-1973]. Nous avons suivi
ici l’approche par perturbation de [519 ; 1973]. La proposition 14.31 est en partie due
à Arrow, Gould et Howe [23 ; 1973] qui ont montré que, sous les conditions énoncées,
(x̄, λ̄) est point-selle de ℓr(x, λ) sur B(x̄, ε)× (RmE ×RmI

+ ) ; la restriction λI > 0 n’est
pas nécessaire comme l’avait déjà observé Rockafellar [519 ; 1973] dans le cas convexe.
Comme autre contribution intéressante, citons [420 ; 2008].
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Les algorithmes fondés sur la dualité n’ont été ici qu’esquissés. Pour leur utilisa-
tion dans la résolution de problèmes quadratiques, on pourra consulter la revue de Lin
et Pang [397 ; 1987], [161 ; 2005] (avec le lagrangien augmenté). Pour des problèmes
plus généraux, la non-différentiabilité de la fonction duale, lorsqu’elle est présente,
complique évidemment beaucoup cette approche et il faut alors recourir à des algo-
rithmes adaptés. La méthode de faisceaux en est un exemple ; elle est étudiée en détail
dans [317 ; 1993, chapitres XIV et XV]. L’utilisation de la dualité lagrangienne pour
résoudre des problèmes variés est passée en revue par Lemaréchal [387 ; 2001]. Une
autre possibilité est d’utiliser une fonction de couplage ϕ autre que le lagrangien, de
manière à rendre la fonction duale différentiable. On l’a vu, le lagrangien augmenté a
cette propriété (voir aussi [520 ; 1973]). D’autres fonctions partageant cette propriété
et ayant divers avantages sont étudiées dans le livre de Golshtein et Tretyakov [266 ;
1996, section 2.5] et dans les articles d’Auslender, Ben-Tiba et Teboulle [30 ; 1999] et
d’Auslender et Teboulle [28 ; 2000].

La présentation de la décomposition de Benders à la section ??, qui remonte à [45 ;
1962], synthétise assez fidèlement [237 ; 1972].

Les techniques de dualité s’utilisent aussi pour résoudre des problèmes de grande
taille décomposables. Par exemple l’algorithme du recouvrement progressif [527 ; 1991]
est adapté aux problèmes d’optimisation stochastique discrétisés sur des arbres de scé-
narios.

Exercices

14.1. Dualité min-max avec Y fini (adapté de [266 ; lemme 4.5]). On considère le problème
min-max (14.2) avec un ensemble Y fini, que l’on prend égal à [1 : p] :

inf
x∈X

max
i∈[1 : p]

fi(x),

où X est un ensemble et les fi : X → R ∪ {+∞}, i ∈ [1 : p], sont des fonctions
propres telles que D := ∩i∈[1 : p] dom fi 6= ∅. On sait que l’inversion de l’infimum et
du maximum dans ce problème donne le plus souvent lieu à un saut de dualité (voir
l’exemple de la figure 14.1). Cependant, si l’on introduit une combinaison convexe,
on évite le saut de dualité, dans le sens suivant :

inf
x∈X

max
i∈[1 : p]

fi(x) = sup
α∈∆p

inf
x∈X

∑

i∈[1 : p]
αi 6=0

αifi(x), (14.70)

où ∆p := {α ∈ Rp
+ :
∑p

i=1 αi = 1} est le simplexe unité de Rp.

14.2. Dualité forte pour des fonctions séparables. Soient p ∈ N, X := X1 × · · · × Xp le
produit cartésien d’ensembles non vides Xi et ϕi : Xi → R, pour i ∈ [1 : p], des
fonctions arbitraires. Un x ∈ X est écrit x = (x1, . . . , xp), avec des xi ∈ Xi pour
i ∈ [1 : p]. Montrez la relation de dualité forte (comparez avec l’exemple de gauche à
la figure 14.1 dans lequel il n’y a pas séparabilité et saut de dualité)

inf
x∈X

max
i∈[1 : p]

ϕi(xi) = max
i∈[1 : p]

inf
xi∈Xi

ϕi(xi). (14.71)

14.3. Suite minimaximisante et saut de dualité [417, 110]. Soient X et Y deux ensembles
et ϕ : X × Y → R une fonction. On dit que la suite {(xk, yk)}k ⊆ X × Y est
minimaximisante pour ϕ sur X × Y s’il existe une suite {εk} ↓ 0 telle que
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∀ (x, y) ∈ X × Y : ϕ(xk, y) 6 εk + ϕ(x, yk). (14.72)

1) Il existe une suite minimaximisante pour ϕ si, et seulement si, il n’y a pas de
saut de dualité, c’est-à-dire si l’on a l’égalité (14.7).

2) Si {(xk, yk)} est une suite minimaximisante pour ϕ, alors ϕ(xk, yk) converge vers
supy infx ϕ(x, y) = infx supy ϕ(x, y).

14.4. Dualité de Fenchel et lagrangienne. Retrouver le dual de Fenchel (DF ) dans (14.27)
du problème (PF ) dans (14.25) par la dualité lagrangienne.

14.5. Dualisation d’un problème dans R2 [54]. Soit X une partie quelconque de R2. On
considère le problème :

X

x2

x1

(P )







inf x2

x ∈ X
x1 = 0.

x̄

1) En dualisant la contrainte d’égalité par le lagrangien ordinaire, montrez que le
problème dual consiste à trouver la droite de R2 qui est en-dessous de X et qui
rencontre l’axe des ordonnées le plus haut possible.

2) Montrez que si X est un convexe fermé, si {x2 ∈ R: (0, x2) ∈ X} est borné
inférieurement et si X a un point d’abscisse < 0 et un point d’abscisse > 0, alors
le lagrangien a un point-selle.

3) En choisissant des ensembles X particuliers, montrez que l’on peut rencontrer
les situations suivantes.
(a) Il y a un saut de dualité et les solutions du problème interne infx∈X (λ̄x1+

x2), où λ̄ est une solution duale, ne sont pas solutions de (P ).
(b) Le lagrangien a un point-selle, mais certaines solutions du problème interne

infx∈X (λ̄x1+x2), où λ̄ est une solution duale, ne sont pas solutions de (P ).
(c) Tout point de R est solution duale.
(d) Le problème primal a une (ou n’a pas de) solution, la valeur optimale

primale est finie, le problème dual n’a pas de solution et il n’y a pas de
saut de dualité.

4) Dualisez la contrainte «x1 = 0» par le lagrangien augmenté et donnez une in-
terprétation géométrique du problème dual. Donnez un exemple d’ensemble X
pour lequel il n’y a pas de saut de dualité avec cette dualisation par le lagran-
gien augmenté, alors qu’il y en aurait un avec la dualisation par le lagrangien
ordinaire.

Remarque. Cet exercice décrit bien ce qui peut se passer lors de la dualisation de
contraintes d’égalité. C’est alors l’épigraphe de la fonction valeur primale qui tient
lieu d’ensemble X.

14.6. Dualisation lagrangienne de problèmes classiques. Écrire le dual lagrangien des prob-
lèmes suivants.
1) Le problème d’optimisation linéaire en x ∈ Rn :







inf cTx
Ax = b
x > 0,

où c ∈ Rn, A est une matrice m× n et b ∈ Rm.
2) Un dual du dual du problème linéaire défini au point 1.
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3) Le problème généralisant le problème linéaire défini au point 1 : on se donne
deux espaces euclidiens E et F, c ∈ E, un cône non vide K de E, b ∈ F, une
application linéaire A : E → F et on considère le problème inf{〈c, x〉 : x ∈
Rn, Ax = b, x ∈ K}. On dualisera soit la contrainte d’égalité, soit les deux
contraintes (on suppose alors que K est aussi convexe et fermé), pour retrouver
le même problème dual.

4) Les problèmes d’optimisation quadratique

inf{gTx+ 1
2
xTHx : x ∈ Rn, Ax = b},

inf{gTx+ 1
2
xTHx : x ∈ Rn, Ax = b, x > 0},

où g ∈ Rn, H est une matrice d’ordre n symétrique semi-définie positive, A est
une matrice m× n et b ∈ Rm.

14.7. Dualisation lagrangienne de la projection sur un polyèdre convexe (inspiré de [394]).
On considère le problème de la projection sur un polyèdre convexe, qui peut s’écrire
de la manière suivante 





infx∈Rn
1
2
‖x− z‖2

Ax = b
x > 0,

(14.73)

où z ∈ Rn est donné, ‖ · ‖ est la norme euclidienne, A ∈ Rm×n et b ∈ Rm. On
suppose que l’ensemble admissible du problème est non vide : il existe un x0 > 0 tel
que Ax0 = b.
1) Dans quel sens peut on dire que le dual lagrangien du problème (14.73) est le

problème suivant:

sup
y∈Rm

(

−1

2
‖(ATy + z)+‖2 + bTy +

1

2
‖z‖2

)

. (14.74)

2) Montrez qu’il n’y a pas de saut de dualité entre (14.73) et (14.74).
3) Montrez que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) l’ensemble des solutions de (14.74) est borné,
(b) ∀ p 6= 0 tel que ATp 6 0, on a bTp < 0,
(c) A est surjective et il existe un x > 0 tel que Ax = b.

4) Le but de ce numéro est d’examiner un dual de (14.73) de la forme (14.74) mais
avec y restreint à l’image de A.
4.1) Montrez que l’on peut aussi prendre comme dual de (14.73) le problème

sup
y∈R(A)

(

−1

2
‖(ATy + z)+‖2 + bTy +

1

2
‖z‖2

)

. (14.75)

4.2) Montrez qu’il n’y a pas non plus de saut de dualité entre (14.73) et (14.75).
4.3) Montrez que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) l’ensemble des solutions de (14.75) est borné,
(b) ∀ p ∈ R(A) \ {0} tel que ATp 6 0, on a bTp < 0,
(c) il existe un x > 0 tel que Ax = b.

14.8. Dualité lagrangienne en optimisation conique. Soient E et F deux espaces euclidiens,
dont on note 〈·, ·〉 les produits scalaires. Soit K un cône non vide de E, c ∈ E, b ∈ F et
A une application linéaire de E dans F. On note K+ le cône dual de K et A∗ : F → E
l’application linéaire adjointe de A. On considère le problème en x ∈ E suivant :







inf 〈c, x〉
Ax = b
x ∈ K.

(14.76)
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1) Dualisation de la contrainte d’égalité. En dualisant la contrainte d’égalité avec
le lagrangien classique ℓ(x, y) = 〈c, x〉 − 〈y,Ax − b〉, montrez que l’on obtient
comme problème dual







sup 〈b, y〉
A∗y + s = c
s ∈ K+,

(14.77)

où K+ := {s ∈ Rn : 〈s, x〉 > 0, ∀x ∈ K} est le cône dual de K.
2) Dualisation de la contrainte d’appartenance au cône. Supposons que K soit un

cône convexe fermé non vide. Montrez que l’on retrouve le dual (14.77) si l’on
dualise la contrainte linéaire et la contrainte d’appartenance au cône.

3) On suppose à présent que E = R3, F = R, A(x) = x1−1 et K = R3
▽ := {x ∈ R3 :

x2
1 + x2

2 6 x2
3, x3 > 0} (voir l’exercice 2.35). Montrez que dans ce cas (14.76)

n’a pas de solution, que son dual (14.77) en a une et qu’il n’y a pas de saut de
dualité [512].

14.9. Dualisation lagrangienne du problème de région de confiance. On considère le pro-
blème de région de confiance (9.8), c’est-à-dire min{gTx+ 1

2
xTHx : x ∈ Rn, ‖x‖2 6

∆}, dans lequel g ∈ Rn, la matrice symétrique H ∈ Sn n’est pas nécessairement
semi-définie positive (le problème peut être non convexe) et le rayon de confiance
∆ > 0. Écrivez le dual lagrangien de ce problème et montrez que

min
‖x‖6∆

(

gTx+
1

2
xTHx

)

= max
λ>0

H+λI<0
g∈R(H+λI)

−
(

gT(H + λI)†g +
∆

2
λ

)

. (14.78)

Observez que cette identité n’est plus nécessairement vraie si ∆ = 0.

14.10. Dualisation wolfienne d’un problème convexe différentiable [622]. On considère les
problèmes (P ) et (D) suivants :

(P )

{
infx∈Rn f(x)
c(x) 6 0

et (D)







sup(x,λ)∈Rn×Rm ℓ(x, λ)

λ > 0
∇xℓ(x, λ) = 0,

dans lesquels f : Rn → R est une fonction convexe différentiable, les composantes
de c : Rn → Rm sont convexes différentiables et ℓ : Rn × Rm : (x, λ) 7→ ℓ(x, λ) =
f(x)+λTc(x) est le lagrangien du problème (P ). On note val(P ) et val(D) les valeurs
optimales de (P ) et de (D), respectivement.
1) Dualité faible. Montrez que val(D) 6 val(P ).
2) Dualité forte I. Montrez que si la contrainte de (P ) est qualifiée au sens de la

définition 4.30 en une solution x∗ de (P ), alors
il existe λ∗ ∈ Rm tel que (x∗, λ∗) est solution de (D),
val(D) = val(P ).

3) Dualité forte II. Montrez que si la contrainte c de (P ) est affine mais non réa-
lisable (donc val(P ) = +∞) et si les contraintes de (D) sont réalisables (donc
val(D) > −∞), alors val(D) = +∞.

4) Certificat d’inconsistance [82]. Montrez que si l’on peut trouver un couple (x, λ) ∈
Rn × Rm tel que λ > 0, λTc(x) > 0 et c′(x)Tλ = 0, alors il n’existe pas de x tel
que c(x) 6 0.

Remarques.
1) Le dual de Wolfe (D) se distingue du dual de Lagrange (14.65) par un critère

à minimiser explicite (alors que la fonction duale δ peut n’être connue que
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numériquement et évaluable algorithmiquement, pas analytiquement avec évalua-
tion rapide), mais avec une contrainte d’égalité non linéaire «∇xℓ(x, λ) = 0», qui
peut être compliquée à prendre en compte numériquement (elle est non linéaire,
non convexe, et sa dérivée fait intervenir les dérivées secondes de f et c). Il se
peut d’ailleurs que (P ) soit plus simple à résoudre numériquement que (D).

2) Cette dualisation permet d’avoir une borne inférieure sur val(P ), puisqu’elle nous
apprend que, pour les problèmes convexes, ℓ(x, λ) est une telle borne inférieure
lorsque λ > 0 et ∇xℓ(x, λ) = 0.

3) En présence de contraintes de borne additionnelles dans (P ), on peut éliminer
la contrainte d’égalité du problème dual et obtenir ainsi une borne inférieure sur
la valeur optimale primal par simple évaluation de l’objectif dual. Cette borne
inférieure de val(P ) peut toutefois aussi s’obtenir en utilisant les bornes sur x et
des minorantes affines exactes de f . [82]

14.11. Dualisation lagrangienne d’un problème homogène (inspiré de [378]). On rappelle
qu’une fonction ϕ : Rn → Rm est dite positivement homogène de degré p ∈ R si pour
tout x ∈ Rn et pour tout réel t > 0, on a ϕ(tx) = tpϕ(x). On considère le problème
d’optimisation en x ∈ Rn suivant :

(P )

{
inf f(x)
c(x) 6 b,

où b ∈ Rm et les fonctions f : Rn → R et c : Rn → Rm sont différentiables et
homogènes de degré p > 0 (le même degré strictement positif pour les deux fonctions).
On note (x, λ) ∈ Rn×Rm 7→ ℓ(x, λ) := f(x)+λT(c(x)−b) le lagrangien du problème.
Montrez que le dual lagrangien de (P ) est le problème en λ ∈ Rm convexe suivant :

(D)







sup −bTλ
λ > 0
ℓh(x, λ) > 0, ∀x ∈ Rn,

où (x, λ) 7→ ℓh(x, λ) = f(x) + λTc(x) est la partie homogène en x de ℓ.

14.12. Théorème d’Everett. On considère le problème

(PEI)







min f(x)
cE(x) = 0
cI(x) 6 0,

où les fonctions f : Rn → R, cE : Rn → RmE et cI : Rn → RmI n’ont pas de propriété
particulière (de différentiabilité ou de convexité). On note c(x) := (cE(x), cI(x)) ∈
Rm (m := mE +mI), (x, λ) 7→ ℓ(x, λ) = f(x) + λTc(x) le lagrangien,

λ 7→ δ(λ) := − inf
x∈Rn

ℓ(x, λ) (14.79)

la fonction duale et inf{δ(λ) : λ ∈ Rm, λI > 0} le problème dual. Le problème
à droite dans (14.79) est appelé problème de Lagrange. Démontrez les affirmations
suivantes.
1) Si λI > 0 et si xλ est solution du problème de Lagrange, alors xλ est solution

du problème (PEI) perturbé suivant






min f(x)
cE(x) = cE(xλ)
ci(x) 6 ci(xλ), ∀i ∈ I tel que λi > 0.

(14.80)
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2) Si x̄ est solution du problème de Lagrange avec un λ = λ̄ et si cE(x̄) = 0 et
0 6 λ̄I ⊥ (−cI(x̄)) > 0, alors x̄ est solution de (PEI).

14.13. La distance à un ensemble convexe est une valeur-selle [98]. Soient E un espace
euclidien dont le produit scalaire est noté 〈·, ·〉, ‖ · ‖ une norme sur E qui n’est pas
nécessairement celle associée au produit scalaire et C un convexe fermé non vide
de E. On note dC la distance à C pour la norme ‖ · ‖ et B̄d la boule-unité fermée
pour la norme duale. Montrez que
1) pour tout x ∈ E, on a

dC = sup
x∗∈B̄d

inf
y∈C

〈x∗, x− y〉 = inf
y∈C

sup
x∗∈B̄d

〈x∗, x− y〉,

2) l’ensemble des solutions du problème sup-inf ci-dessus est ∂ dC(x) et l’ensemble
des solutions du problème inf-sup ci-dessus est argmin{‖x− y‖ : y ∈ C}.

14.14. Convergence des multiplicateurs dans l’algorithme 14.36. On reprend le cadre défini
par la proposition 14.37 en supposant en plus que les gradients des contraintes actives
en x̄ sont linéairement indépendants. Alors il y a un unique point-selle (x̄, λ̄) du
lagrangien et la suite {λk} générée par l’algorithme 14.36 converge vers λ̄.

14.15. Norme nucléaire et rang [509]. On considère l’espace vectoriel Rm×n des matrices
réelles de type m× n, muni de différentes normes :

la norme de Frobenius (B.9), notée ‖ · ‖F , qui est associée au produit scalaire
(B.8), noté 〈·, ·〉,
la norme d’opérateur de (Rn, ‖ · ‖2) dans (Rm, ‖ · ‖2), où ‖ · ‖2 est la norme
euclidienne, dont la valeur en A ∈ Rm×n est notée ici

‖A‖ := sup
‖x‖261

‖Ax‖2,

la norme nucléaire, qui est la norme duale de la norme d’opérateur pour le produit
scalaire (B.8) de Rm×n et dont la valeur en A ∈ Rm×n est notée et définie par

‖A‖∗ := sup
‖B‖61

〈A,B〉. (14.81)

On note σ(A) le vecteur formé des valeurs singulières de A (section B.5.4), rangées
par ordre décroissant : σ1(A) > σ2(A) > · · · > 0.
1) Montrez que

‖A‖ = ‖σ(A)‖∞, ‖A‖F = ‖σ(A)‖2 et ‖A‖∗ = ‖σ(A)‖1. (14.82)

2) Montrez que

‖A‖ 6 ‖A‖F 6 ‖A‖∗ 6 rg(A)1/2‖A‖F 6 rg(A)‖A‖. (14.83)

L’inégalité ‖A‖∗ 6 rg(A)‖A‖ du point 2 montre que le rang de A est minoré par
‖A‖∗ sur la boule unité B := {A ∈ Rm×n : ‖A‖ 6 1}. Nous allons montrer que ‖ · ‖∗
est en réalité la plus grande fonction convexe fermée minorant le rang sur B. On est
obligé de restreindre le rang à une partie de Rm×n, car sinon sa biconjuguée est nulle
et donc de peu d’intérêt.
3) Montrez que rg∗∗ = 0.

On introduit donc la fonction f = rg+IB : Rm×n → R, où IB est l’indicatrice de B.
4) Montrez que f∗(A∗) = ‖(σ(A∗)− e)+‖1.
5) Montrez que f∗∗ = ‖ · ‖∗ + IB.
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14.16. Poursuite de base ou recouvrement ℓ1 [117]. La poursuite de base ou problème de
recouvrement ℓ1 consiste à recouvrer un vecteur x ∈ Rn satisfaisant une contrainte
affine et de norme ℓ1 minimale. Il s’écrit donc

{
infx∈Rn ‖x‖1
Ax = b,

(14.84)

où A : Rn → Rm est linéaire et b ∈ Rm. On munit Rn et Rm du produit scalaire
euclidien. Montrez que le dual lagrangien de ce problème s’écrit

{
supy∈Rm bTy

‖ATy‖∞ 6 1.
(14.85)

14.17. Recouvrement nucléaire [114]. Le problème de recouvrement nucléaire consiste à re-
couvrer une matrice X ∈ Rm×n satisfaisant une contrainte affine et de norme nu-
cléaire minimale. Il s’écrit donc

{
infX∈Rm×n ‖X‖∗
A(X) = b,

(14.86)

où ‖ · ‖∗ est la norme nucléaire (14.81), A : Rm×n → Rp est linéaire et b ∈ Rp.
Montrez que le dual lagrangien de ce problème s’écrit

{
supy∈Rp 〈b, y〉
‖A∗(y)‖ 6 1,

(14.87)

où A∗ est l’adjointe de A lorsque Rm×n est muni du produit scalaire (B.8) et Rp est
muni du produit scalaire aussi noté 〈·, ·〉 dans (14.87).



15 Optimisation quadratique successive

Dans ce chapitre, nous étudions une famille d’algorithmes newtoniens, qui procè-
dent donc par linéarisation de fonctions, pour résoudre les problèmes d’optimisation
avec contraintes d’égalité et d’inégalité. Les algorithmes requièrent la résolution de
problèmes d’optimisation quadratique à chaque itération, de problèmes non linéaires
donc, mais qui sont plus simples que le problème original. On s’écarte ainsi des métho-
des de Newton en résolution de systèmes d’équations différentiables ou de problèmes
d’optimisation, décritent au chapitre 10, qui ne requièrent que la résolution d’un sys-
tème linéaire à chaque itération.

L’approche étudiée est suffisamment générale pour pouvoir considérer les problè-
mes qui s’écrivent sous la forme suivante

(PEI)





min f(x)
ci(x) = 0, i ∈ E
ci(x) 6 0, i ∈ I,

où les ensembles d’indices E et I forment une partition de [1 :m] = E∪I (E∩I = ∅).
Les paramètres x à optimiser sont dans un espace euclidien E et les fonctions f : E→
R et ci : E→ R définissant le critère et les contraintes sont supposées régulières. Les
versions quasi-newtoniennes seront aussi étudiées (section 15.4).

Les notations sont celles déjà introduites à la section 4. On rassemble les contrain-
tes d’égalité et d’inégalité en une seule fonction c : E → Rm. Si v ∈ Rm, on note vE
(resp. vI) le vecteur de R|E| (resp. R|I|) formé des composantes vi de v avec i ∈ E
(resp. i ∈ I). Les fonctions définissant les contraintes d’égalité et d’inégalité seront
donc notées cE et cI , respectivement. À un vecteur v ∈ Rm, on associe le vecteur
v# ∈ Rm, défini par

(v#)i =

{
vi si i ∈ E
v+i si i ∈ I,

où v+i = max(0, vi). Avec cette notation, les contraintes de (PEI) s’écrivent c(x)# = 0,
qui n’a d’intérêt que par sa compacité, car la fonction x 7→ c(x)# est en général non
différentiable.

Si la présence de contraintes d’égalité dans (PEI) rend ce problème plus difficile
à résoudre qu’un problème sans contrainte. Le saut de complexité apporté par la
présence des contraintes d’inégalité est incomparablement plus important que celui
dû aux contraintes d’égalité.
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15.1 L’algorithme OQS et sa convergence locale

Nous présentons l’algorithme OQS comme un algorithme de Josephy-Newton sur
le système d’optimalité, lequel peut en effet s’écrire comme un problème d’inclusion,
et même de complémentarité non linéaire (section 15.1.1). Sa convergence locale peut
alors se déduire de celle de l’algorithme de Josephy-Newton (théorème ??), pourvu
que le point stationnaire considéré soit semi-stable et hémi-stable. On montre que
c’est effectivement le cas lorsque celui-ci correspond à un minimum local de (PEI)
vérifiant les conditions d’optimalité du second ordre semi-fortes (section 15.1.2).

15.1.1 L’algorithme OQS

Par définition, un couple stationnaire de (PEI) est un couple (x, λ) qui vérifie le
système d’optimalité (4.33), c’est-à-dire




∇f(x) + c′(x)∗λ = 0
cE(x) = 0
0 6 λ ⊥ cI(x) 6 0.

(15.1)

On peut récrire ce système comme l’inclusion ou le problème de complémentarité en
z := (x, λ) ci-dessous

F (z) + NK(z) ∋ 0 ou K ∋ z ⊥ F (z) ∈ K+, (15.2a)

avec

F (z) =

(
∇f(x) + c′(x)∗λ

−c(x)

)
et K = E× (RmE × RmI

+ ). (15.2b)

En effet, alors K+ = {0E} × ({0RmE } × RmI
+ ) et

(x, λ) ∈ K s’écrit λI > 0,
F (x, λ) ∈ K+ s’écrit ∇xℓ(x, λ) = 0, cE(x) = 0 et cI(x) 6 0,
(x, λ) ⊥ F (x, λ) se ramène alors à la relation de complémentarité λI ⊥ cI(x).

On retrouve donc bien (15.1).
L’algorithme de Josephy-Newton (??) appliqué à l’inclusion ou au problème de

complémentarité (15.2) consiste à déterminer l’itéré suivant zk+1 := (xk+1, λk+1) à
partir de l’itéré courant zk := (xk, λk) en résolvant l’inclusion linéarisée en z := (x, λ)
ci-dessous

F (zk) + F ′(zk)(z − zk) + NK(z) ∋ 0 (15.3a)

ou son problème de complémentarité équivalent

K ∋ z ⊥
(
F (zk) + F ′(zk)(z − zk)

)
∈ K+. (15.3b)

Voyons comment s’écrit cet algorithme lorsque (F,K) est donné par (15.2b). Obser-
vons que

F ′(x, λ) =

(
L(x, λ) c′(x)∗

−c′(x) 0

)
, (15.4)

où l’on a simplifié l’écriture en introduisant
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L(x, λ) := ∇2
xxℓ(x, λ).

La condition (x, λ) ∈ K s’écrit comme précédemment

λI > 0. (15.5a)

La condition F (zk) + F ′(zk)(z − zk) ∈ K+ se traduit par

∇f(xk) + c′(xk)
∗λk + L(xk, λk)(x− xk) + c′(xk)

∗(λ− λk) = 0, (15.5b)

cE(xk) + c′E(xk)(x− xk) = 0, (15.5c)

cI(xk) + c′I(xk)(x− xk) 6 0. (15.5d)

Enfin, la relation d’orthogonaité (x, λ) ⊥ (F (zk)+F
′(zk)(z− zk)) s’exprime alors par

λI ⊥ [cI(xk) + c′I(xk)(x − xk)]. (15.5e)

Si l’on élimine λk de (15.5b), ce système peut se récrire



∇f(xk) + L(xk, λk)(x − xk) + c′(xk)∗λ = 0,
cE(xk) + c′E(xk)(x− xk) = 0,
0 6 λI ⊥ [cI(xk) + c′I(xk)(x − xk)] 6 0.

(15.6)

Le point important est maintenant de constater que le système (15.6) est formé des
conditions d’optimalité de ce que l’on appelle le problème quadratique osculateur de
(PEI), à savoir





minx ∇f(xk)T(x− xk) + 1
2 (x− xk)T∇2

xx(xk, λ)(x − xk)
cE(xk) + c′(xk)E(x− xk) = 0
cI(xk) + c′(xk)I(x− xk) 6 0.

(15.7)

On peut à présent préciser l’itération de l’algorithme OQS local (c’est-à-dire sans
technique de globalisation de la convergence).

Algorithme 15.1 (OQS local) Une itération passe de l’itéré courant
(xk, λk) ∈ E×Rm à l’itéré suivant (xk+1, λk+1) par les étapes suivantes :
1. Test d’arrêt : si le couple (xk, λk) est satisfaisant, on s’arrête.
2. Nouvel itéré : On prend comme nouvel itéré (xk+1, λk+1) une solution

primale duale du problème quadratique osculateur (15.7).

L’algorithme OQS décompose donc la réslution du problème d’optimisation non-
linéaire (PEI) en une suite de problème d’optimisation quadratique, plus imples à
résoudre que le problème original.

15.1.2 Convergence locale

Définition 15.2 On dit qu’un couple stationnaire (x∗, λ∗) de (PEI) est semi-stable
(resp. hémi-stable) si ce couple est une solution semi-stable (resp. hémi-stable) de
l’inclusion dans (15.2a) avec F et K donnés par (15.2b).
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Si (x∗, λ∗) vérifie les conditions de KKT, on a

F (x∗, λ∗) =




0E
0RmE

−cI(x∗)


 , (15.8)

F (x∗, λ∗) + F ′(x∗, λ∗)(d, µ) =




L∗d+ c′(x∗)∗µ
−c′E(x∗)d

−cI(x∗)− c′I(x∗)d


 . (15.9)

où l’on a utilisé (15.4) et posé L∗ := L(x∗, λ∗) := ∇2
xxℓ(x∗, λ∗). La condition

F (x∗, λ∗) + F ′(x∗, λ∗)(d, µ) + NK(x∗, λ∗) ∋ 0 s’écrit

L∗d+ c′(x∗)
∗µ = 0,

c′
E∪I0+

∗
(x∗)d = 0, c′I00

∗
(x∗)d 6 0, cI\I0

∗
(x∗) + c′I\I0

∗
(x∗)d 6 0.

Le résultat suivant analyse la semi-stabilité d’un couple stationnaire pour cette
inclusion.

Proposition 15.3 (semi-stabilité d’une solution primale-duale) Si z∗ :=
(x∗, λ∗) est une solution primale-duale de (PEI), les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) z∗ est une solution primale-duale semi-stable,
(ii) (d, µ) = 0 est l’unique solution du système

L∗d+ c′(x∗)
∗µ = 0, (15.10a)

c′
E∪I0+

∗
(x∗)d = 0, (15.10b)

µI0+
∗

> 0, 0 6 µI00
∗
⊥ c′I00

∗
(x∗)d 6 0 et µI\I0

∗
= 0. (15.10c)

Démonstration. Par l’équivalence (i) ⇔ (ii) de la proposition ??, la semi-stabilité
de (x∗, λ∗) est équivalente à

(d, µ) = 0 est solution isolée de
L∗d+ c′(x∗)∗µ = 0

c′E(x∗)d = 0
cI(x∗) + c′I(x∗)d ∈ N

R
mI
+

(λ∗ + µ),

(15.11)

où l’on a tenu compte du fait que ∇xℓ(x∗, λ∗) = 0 et cE(x∗) = 0. Il revient au même
de dire que les petites solutions du système ci-dessus sont nulles. Observons que la
dernière condition ci-dessus, celle qu’il faut exprimer autrement, s’écrit aussi

0 6
(
λ∗ + µ

)
⊥
(
cI(x∗) + c′I(x∗)d

)
6 0. (15.12)

Exploitons cette condition.

Si i ∈ I0+∗ , ci(x∗) = 0 et (λ∗)i > 0, si bien que (λ∗ + µ)i > 0 pour µ petit et la
complémentarité dans (15.12) implique que c′i(x∗)d = 0
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Pour les indices dans I00∗ , ci(x∗) = 0 et (λ∗)i = 0, si bien que (15.12) implique
que 0 6 µI00

∗
⊥ c′I00

∗
(x∗)d 6 0.

Si i ∈ I \ I0∗ , ci(x∗) < 0 et (λ∗)i = 0, si bien que pour d suffisamment petit
ci(x∗)+c′i(x∗)d < 0 et donc la complémentarité dans (15.12) implique que µi = 0.

On a donc montré qu’une petite solution du système dans (15.11) est solution de
(15.10). On montre de la même manière qu’une petite solution de (15.10) est solution
du système dans (15.11). Dès lors (15.11) revient à dire que (d, µ) = 0 est solution
isolée de (15.10).

On conclut en observant que l’ensemble des solutions de (15.10) est un cône, si
bien qu’il revient au même de dire que (d, µ) = 0 est solution isolée de (15.10) ou que
(d, µ) = 0 est l’unique solution de (15.10). ✷

On rappelle que le cône critique C∗ en une solution locale de (PEI) a été défini
en (4.45a) et que L∗ est une écriture simplifiée pour la hessienne ∇2

xxℓ(x∗, λ∗) du
lagrangien ℓ évaluée en (x∗, λ∗) ∈ E× Rm.

Proposition 15.4 (semi-stabilité d’un minimum local) Si x∗ est un mi-
nimum local de (PEI) et λ∗ est un multiplicateur optimal associé, alors les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :
(i) (x∗, λ∗) est semi-stable,
(ii) λ∗ est l’unique multiplicateur associé à x∗ et les conditions suffisantes du

second ordre sont satisfaites, c’est-à-dire, ∀ d ∈ C∗ \ {0}, on a 〈L∗d, d〉 > 0.

Démonstration. 1) On exploite l’équivalence (i) ⇔ (iii) de la proposition ?? pour
obtenir une autre expression de la semi-stabilité de (x∗, λ∗). Dans ce but, on pose

(d, µ) := z − z∗ = (x, λ) − (x∗, λ∗)

et on observe qu’avec F définie en (15.2b), (15.8) et (15.9), on a

〈F ′(x∗, λ∗)(d, µ), (d, µ)〉 = 〈L∗d, d〉,
〈F (x∗, λ∗), (d, µ)〉 = 0 ⇐⇒ µI\I0

∗
= 0.

Par l’équivalence (i) ⇔ (iii) de la proposition ??, la semi-stabilité de (x∗, λ∗) est
équivalente à

on a 〈L∗d, d〉 > 0 pour tout (d, µ) ∈ E× Rm non nul tel que (15.13a)
(µ+ λ∗)I > 0, µI\I0

∗
= 0, (15.13b)

L∗d+ c′E∪I0
∗
(x∗)

∗µ = 0, (15.13c)

d ∈ C∗, cI\I0
∗
(x∗) + c′I\I0

∗
(x∗)d 6 0. (15.13d)

où C∗ := {d ∈ E : c′
E∪I0+

∗
(x∗)d = 0, c′I00

∗
(x∗)d 6 0} est le cône critique.

2) [(i)⇒ (ii)] Comme (x∗, λ∗) est semi-stable, c’est une solution isolée du système
d’optimalité 4.33 (proposition ??). Par ailleurs, l’ensemble des multiplicateurs associé
à x∗ est convexe, λ∗ est nécessairement l’unique multiplicateur associé à x∗.



564 15. Optimisation quadratique successive

L’ensemble des multiplicateurs associés à x∗ étant borné (c’est un singleton), les
conditions de qualification (QC-MF) ont lieu. On déduit alors de l’optimalité locale
de x∗ que 〈L∗d, d〉 > 0 pour toute direction critique d ∈ C∗ (théorème 4.48). Donc si
la conclusion n’a pas lieu, il existe une direction d1 ∈ C∗ \{0} telle que 〈L∗d1, d1〉 = 0.
Cette direction d1 est donc solution de





min 〈L∗d, d〉
c′
E∪I0+

∗
(x∗)d = 0

c′I00
∗
(x∗)d 6 0,

problème dont les contraintes définissent les directions critiques. Les conditions
d’optimalité de ce problème, aux contraintes qualifiées par (QC-A), affirment l’exis-
tence d’un multiplicateur µ1 ∈ Rm tel que l’on ait

(µ1)I\I0
∗
= 0,

L∗d1 + c′(x∗)
∗µ1 = 0,

c′
E∪I0+

∗
(x∗)d1 = 0,

0 6 (µ1)I00
∗
⊥ c′I00

∗
(x∗)d1 6 0.

Alors (d, µ) = t(d1, µ1), avec t > 0 suffisamment petit, vérifie (15.13b)-(15.13d) mais
pas la conclusion 〈L∗d, d〉 > 0 dans (15.13a). Cette contradiction montre que les CS2
sont vérifiées.

3) [(i)⇐ (ii)] Évidemment, si les CS2 ont lieu, x∗ est un minimum local de (PEI)
(théorème 4.49).

Pour montrer la semi-stabilité de (x∗, λ∗), on montre que (15.13) a lieu. Soit
(d, µ) non nul vérifiant (15.13b)-(15.13d). Il suffit de montrer que d 6= 0, car alors
d ∈ C∗ \ {0} et la conclusion 〈L∗d, d〉 > 0 de (15.13a) s’obtient par la CS2 supposée
dans (ii). Raisonons par l’absurde en supposant que d = 0. Alors µ 6= 0 et il est
facile de voir que λ∗ + µ serait un autre multiplicateur optimal associé à x∗, ce qui
contredirait l’unicité supposée de celui-ci. ✷

Proposition 15.5 (condition suffisante d’hémi-stabilité) Si x∗ est un mi-
nimum local de (PEI) et si (x∗, λ∗) est une solution semi-stable du système
d’optimalité (4.33), alors (x∗, λ∗) est hémi-stable.

Démonstration. Il s’agit de montrer que, pour tout α > 0 donné, on peut trouver
une constante β > 0, telle que, quel que soit (x0, λ0) ∈ B̄((x∗, λ∗), β), l’inclusion en
(x, λ) suivante

(
∇f(x0) + c′(x0)∗λ0

−c(x0)

)
+

(
L(x0, λ0) c′(x0)∗

−c′(x0) 0

)(
x− x0
λ− λ0

)
+NK(x, λ) ∋ 0

a une solution dans B̄((x∗, λ∗), α). Cette inclusion est le système d’optimalité du
premier ordre du problème quadratique en x ∈ E suivant
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min 〈∇f(x0), x− x0〉+ 1
2 〈L(x0, λ0)(x − x0), x− x0〉

cE(x0) + c′E(x0)(x− x0) = 0
cI(x0) + c′I(x0)(x− x0) 6 0.

(15.14)

Celui-ci est une perturbation du problème quadratique que l’on obtient en prenant
(x0, λ0) = (x∗, λ∗), à savoir





min 〈∇f(x∗), x− x∗〉+ 1
2 〈L∗(x− x∗), x − x∗〉

cE(x∗) + c′E(x∗)(x− x∗) = 0
cI(x∗) + c′I(x∗)(x− x∗) 6 0.

(15.15)

Observons que le problème non perturbé (15.15) admet (x∗, λ∗) comme solution
primale-duale, parce que son système d’optimalité du premier ordre en x = x∗
n’est autre que celui de (PEI), vérifié par (x∗, λ∗), et parce que ses conditions
d’optimalité du deuxième ordre sont également celles de (PEI), qui sont satisfaites par
hypothèses. Par ailleurs, la semi-stabilité entraîne l’unicité du multiplicateur (conve-
xité de l’ensemble des multiplicateurs optimaux et remarque ??(3)) et donc aussi les
conditions de qualification de Mangasarian-Fromovitz (QC-MF) (proposition 4.45).
On sait alors [514 ; théorème 4.2 et corollaire 4.3] que l’on peut trouver une solution
du système perturbé (15.14) dont l’écart à (x∗, λ∗) est majoré par une constante fois
la grandeur de la perturbation. ✷

Théorème 15.6 (convergence de l’algorithme SQP) Si f et c sont C2,1

dans la voisinage d’un minimum local x∗ de (PEI), s’il existe un unique mul-
tiplicateur optimal associé à x∗, et si les conditions suffisantes du second ordre
sont vérifiées, alors il existe un voisinage V de (x∗, λ∗) tel que si le premier itéré
(x1, λ1) ∈ V ,
1) l’algorithme SQP peut générer une suite {(xk, λk)} dans V ,
2) {(xk, λk)} converge quadratiquement vers (x∗, λ∗).

Démonstration. Par la proposition 15.4, l’unicité du multiplicateur optimal et les
conditions suffisantes du deuxième ordre, (x∗, λ∗) est une solution semi-stable de
(15.2). Par la proposition 15.5, c’est aussi une solution hémi-stable. On peut alors
appliquer le théorème ?? qui donne le résultat. ✷

15.2 L’algorithme local

15.2.1 Un algorithme non convergent

Considérons d’abord le problème avec contraintes d’égalité seulement

(PE)

{
min f(x)
c(x) = 0,

où f : E→ R et c : E→ Rm.
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On a vu au chapitre 10 comment on pouvait introduire la méthode de Newton
pour résoudre des équations non linéaires (voir (10.3)) et pour minimiser une fonction
(voir (10.7)). Pour résoudre le problème (PE), on pourrait donc être tenté d’obtenir
le déplacement dk en xk en prenant une approximation quadratique du critère et en
linéarisant les contraintes en xk. Avec cette méthode, on calculerait dk comme solution
du problème quadratique

{
min ∇f(xk)Td+ 1

2d
T∇2f(xk)d

cE(xk) + c′E(xk) · d = 0
(15.16)

et on prendrait xk+1 = xk + dk. Attention, cet algorithme n’est pas nécessaire-
ment convergent ! On connaît des exemples (voir l’exercice 15.1) dans lesquels la
solution est répulsive pour cet algorithme : on peut trouver des itérés aussi proches que
l’on veut de la solution (mais différents de la solution), tels que l’itéré suivant est plus
éloigné de la solution que l’itéré en question. En fait, si on écrit l’algorithme comme
un processus de point fixe, xk+1 = Φ(xk) pour une certaine fonction Φ, l’application Φ
n’est pas strictement contractante proche de la solution. Hélas, on voit encore parfois
cette approche utilisée de nos jours !

Pourtant il doit bien exister une méthode newtonienne, c’est-à-dire qui procède
par linéarisations, pour résoudre les problèmes avec contraintes ! Les chercheurs en
optimisation numérique se sont posés la question bien longtemps et ce n’est qu’au
milieu des années 1970, soit 30 ans après l’invention de l’algorithme du simplexe, que
la situation s’est éclaircie. Ce qui ne fonctionne pas dans l’approche qui a conduit à
(15.16), c’est qu’en traitant séparément les problèmes contradictoires «min f(x)» et
« c(x) = 0 » (le minimum de f ne vérifie en général pas la contrainte c(x) = 0, sinon
pourquoi la spécifier), on a mis en place deux algorithmes qui ne se concertent pas et
tirent à hue et à dia. Cela paraît à présent évident, la bonne démarche est de résoudre
un seul système qui détermine les solutions de (PE) et cela par un unique algorithme.
Ce système est celui formé par les conditions d’optimalité de (PE) et l’algorithme est
celui de Newton. Ce système comporte en effet n+m équations et n+m inconnues
(x∗, λ∗), ce qui en fait un candidat convenable pour être résolu par des itérations de
Newton. Nous n’allons pas écrire cet algorithme, qui est en fait un cas particulier de
celui que nous introduisons à la section suivante.

15.2.2 L’algorithme OQS

La discussion de la section 15.2.1 nous a montré qu’il était judicieux de faire des
itérations de Newton sur le système d’optimalité de (PEI). Rappelons (théorème 4.32)
que celui-ci détermine les points stationnaires (x∗, λ∗) du problème comme solution
du système de Karush, Kuhn et Tucker :

(KKT)





(a) ∇f(x∗) +A(x∗)Tλ∗ = 0
(b) cE(x∗) = 0, cI(x∗) 6 0
(c) (λ∗)I > 0
(d) (λ∗)TI cI(x∗) = 0.

(15.17)

Travailler sur ce système d’optimalité n’allait pas de soi et l’on peut dire qu’il a fallu
franchir un saut conceptuel pour y arriver.
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D’abord, ces relations forment un système en (x∗, λ∗), pas seulement en x∗. Il
faut donc les linéariser par rapport à (x, λ), pas seulement par rapport à x comme
dans l’algorithme qui a conduit à (15.16). L’algorithme de Newton qui en résultera
sera donc une méthode primale-duale, générant à la fois des itérés primaux xk et
duaux λk.

Une autre difficulté provient de la présence d’inégalités dans (15.17). La linéari-
sation de l’inégalité F (x) 6 0 en x, pour un accroissement d, se fera par
F (x) + F ′(x) · d 6 0. On verra par les résultats de convergence locale obtenus
qu’il s’agit d’un bon choix.

Soit (x, λ) ∈ E×Rm le point courant auquel on linéarise (15.17) et (d, µ) ∈ E×Rm

l’accroissement, la correction, que l’on désire apporter au point courant. L’itéré suivant
(x+, λ+) s’obtiendra donc par

x+ := x+ d et λ+ := λ+ µ.

On obtient le système suivant :




L(x, λ)d +A(x)Tµ = −∇xℓ(x, λ)
(c(x) +A(x)d)# = 0
(λ + µ)I > 0
(λ + µ)TI cI(x) + λTI (A(x)d)I = 0.

(15.18)

On a noté A(x) := c′(x) la jacobienne des contraintes et

L(x, λ) := ∇2
xxℓ(x, λ)

la hessienne du lagrangien. Bien que linéaire, le système (15.18) a l’inconvénient d’être
très difficile à résoudre. On y trouve en effet des égalités et des inégalités. De plus, on
ne voit plus le problème d’optimisation dont il est issu. On se rappelle, en effet, que
dans le cas de l’optimisation sans contrainte, le pas de Newton pouvait se voir comme
un point stationnaire d’un problème d’optimisation quadratique sans contrainte. On
aimerait pouvoir faire de même ici.

Dans ce but, on modifie le système (15.18), de manière à ce qu’il soit le sys-
tème d’optimalité d’un problème quadratique avec contraintes linéaires. Si on ajoute
le terme µTA(x)d à la dernière équation, celle-ci ressemble davantage à des condi-
tions de complémentarité (c’est alors un produit de deux facteurs). On observera par
ailleurs, que dans le voisinage d’une solution primale-duale, le terme µTA(x)d est
formé d’un produit de deux grandeurs très petites, les accroissements µ et d. L’ajout
du terme µTA(x)d apporte donc une perturbation insignifiante au système (15.18),
qui ne devrait pas modifier les propriétés de convergence rapide de l’algorithme (cette
intuition s’avérera correcte). Le système devient alors





L(x, λ)d +A(x)Tµ = −∇xℓ(x, λ)
(c(x) +A(x)d)# = 0
(λ+ µ)I > 0
(λ+ µ)TI (c(x) +A(x)d)I = 0.

(15.19)

On vérifie aisément le fait remarquable suivant : (15.19) est formé des conditions de
KKT du problème d’optimisation quadratique
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mind ∇f(x)Td+ 1
2d

TL(x, λ)d
cE(x) +AE(x)d = 0
cI(x) +AI(x)d 6 0.

(15.20)

Plus précisément, le lien entre l’accroissement µ de λ et le multiplicateur λPQ associé
aux contraintes de (15.20) s’écrit λPQ = λ+µ. Dès lors la mise à jour du couple (x, λ)
se fait par

x+ := x+ d et λ+ := λPQ. (15.21)

L’algorithme qui met à jour (x, λ) par ces formules est appelé l’algorithme OQS
(pour Sequential Quadratic Programming). Le problème (15.20) que l’on doit ré-
soudre à chaque itération pour déterminer (d, λPQ) est appelé le problème quadratique
osculateur (PQO) au problème (PEI) en (x, λ). On le déduit aisément de (PEI). Ses
contraintes sont celles de (PEI), linéarisées en x. Son critère est hybride, avec ∇f(x)
dans la partie linéaire et la hessienne du lagrangien dans la partie quadratique. Ce
qui manque au problème quadratique (15.16) est maintenant manifeste : ce problème
ne fait pas intervenir la courbure des contraintes (les dérivées secondes de c sont ab-
sentes). Dans le problème quadratique osculateur (15.20), cette courbure intervient
dans la hessienne du lagrangien, pas par une approximation quadratique des contrain-
tes.

On peut à présent résumer l’algorithme OQS local.

Algorithme 15.7 (OQS local — une itération)

On suppose que l’on dispose au début de l’itération d’un couple (x, λ) ∈
E× Rm.

1. Test d’arrêt : si (x, λ) vérifie les conditions d’optimalité (15.17), arrêt de
l’algorithme.

2. Déplacement : calculer (d, λPQ) comme point stationnaire du problème
quadratique osculateur (15.20).

3. Mise à jour des variables : le nouvel itéré (x+, λ+) est donné par (15.21).

Le coût d’une itération est essentiellement dû à la résolution du problème quadra-
tique osculateur. On a donc reporté la combinatoire du problème (PEI) sur des prob-
lèmes quadratiques, dans lesquels elle est plus facilement prise en compte. Cependant,
plusieurs difficultés peuvent se présenter :

La hessienne du lagrangien n’est pas nécessairement semi-définie positive, si bien
que le PQO est NP-ardu (voir le chapitre ??) et peut présenter des solutions
importunes (indésirables car trop grandes, nous reviendrons sur cette question
à la section 15.2.3). Pour cette raison, les implémentations de cet algorithmes
utilisent souvent une modification ou une approximation définie positive Mk de
la hessienne de L(xk, λk). S’il est réalisable, c’est-à-dire si ses contraintes sont
compatibles, le PQO peut alors être résolu en un nombre polynomial d’itérations
et n’a plus de solutions indésirables.

Le PQO peut ne pas être borné (donc ne pas avoir de solution). L’introduction
de l’algorithme nous a montré qu’un point stationnaire suffirait, mais il n’y a pas
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d’algorithme évident pour trouver un point stationnaire d’un problème quadra-
tique autre qu’un minimum local.

Les contraintes linéarisées du PQO peuvent être incompatibles . Diverses tech-
niques permettent de faire face à cette difficulté : relaxation des contraintes
linéarisées dans la globalisation de la convergence par recherche linéaire; la globa-
lisation de la convergence par régions de confiance prend directement en compte
cette difficulté.

15.2.3 Convergence locale N

Nous présentons ci-dessous le résultat de convergence le plus simple, celui qui se
démontre en se ramenant au cas des problèmes avec contraintes d’égalité. Pour un
résultat plus fin, nous renvoyons le lecteur à [71, 72, 73].

Commençons donc par considérer le problème où il n’y a que des contraintes
d’égalité :

(PE)

{
min f(x)
c(x) = 0.

Dans ce cas, l’algorithme OQS est l’algorithme de Newton (10.2)–(10.3) appliqué au
système d’optimalité

F (z) = 0, où z = (x, λ) et F (z) =

(
∇xℓ(x, λ)
c(x)

)
.

On a noté (x, λ) 7→ ℓ(x, λ) = f(x) + λTc(x) le lagrangien associé au problème (PE).
Le résultat de convergence locale est alors un corrolaire immédiat du théorème 10.2,
qui requiert une hypothèse de différentiabilité de F et d’inversibilité de F ′(x∗, λ∗), ce
qui conduit à la définition suivante.

Définition 15.8 (point stationnaire régulier) Un point stationnaire (x∗, λ∗) de
(PE) est dit régulier si la matrice d’ordre n+m

(
∇2

xxℓ(x∗, λ∗) c′(x∗)∗

c′(x∗) 0

)
(15.22)

est inversible.

Un point stationnaire (x∗, λ∗) de (PE) vérifiant les conditions d’optimalité du
second ordre du théorème 4.24 et tel que c′(x∗) est surjective est régulier. En effet, il
suffit de montrer que la matrice carrée (15.22) est injective pour en conclure qu’elle est
inversible. Or si (d, µ) est dans son noyau, alors d ∈ N (c′(x∗)) et dT∇2

xxℓ(x∗, λ∗)d =
0. Donc d = 0 par les conditions du second ordre. Ensuite µ = 0 par l’injectivité
de c′(x∗)∗.

Théorème 15.9 (convergence quadratique locale de l’algorithme de
Newton pour (PE)) Supposons que f et c soient de classe C2 dans un voisi-
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nage d’un point stationnaire régulier x∗ de (PE), avec multiplicateur associé λ∗.
Alors, il existe un voisinage V de (x∗, λ∗) tel que, si le premier itéré (x1, λ1) ∈ V ,
l’algorithme de Newton 15.7 est bien défini et génère une suite {(xk, λk)} con-
vergeant superlinéairement vers (x∗, λ∗). Si f ′′ et c′′ est lipschitzienne dans un
voisinage de x∗, la convergence de la suite est quadratique.

Démonstration. On applique le théorème 10.2 avec F définie ci-dessus, z = (x, λ)
et z∗ = (x∗, λ∗). La jacobienne F ′(z∗) est inversible par la régularité de z∗. La con-
vergence superlinéaire de {(xk, λk)} vers (x∗, λ∗) a lieu si (x1, λ1) est suffisamment
proche de (x∗, λ∗). Si f ′′ et c′′ son lipschitzienne proche de x∗, il en est de même de F ′

proche de z∗, et le convergence quadratique de {(xk, λk)} s’en suit. ✷

Une propriété minimale d’un algorithme convergent est de générer un déplacement
nul lorsque l’itéré courant est une solution. Cette propriété élémentaire n’a pourtant
pas nécessairement lieu lorsque le déplacement de l’algorithme OQS est une solution
arbitraire du PQO, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 15.10 On cherche à minimiser le logarithme de (1 + x) lorsque x est re-
streint à l’intervalle [0, 3] : {

minx log(1 + x)
0 6 x 6 3.

Le logarithme a été utilisé de manière à introduire de la non-convexité dans le prob-
lème (par la monotonicité du logarithmie, il aurait été équivalent de minimiser (1+x)
et le problème serait devenu linéaire). On vérifie aisément que le problème a une
unique solution primale-duale (x∗, λ∗) = (0, (1, 0)), qui satisfait les conditions suf-
fisantes d’optimalité, la complémentarité stricte et la qualification des contraintes
(QC-IL). On peut donc arguer qu’il s’agit d’une « bonne » solution. Cependant, le
problème quadratique osculateur (15.20) en cette solution s’écrit

{
mind d− 1

2d
2

0 6 d 6 3.

Ce PQO a trois points stationnaires primaux-duaux (d, λ) : à savoir un minimum local
(0, (1, 0)), un maximum (1, (0, 0)) et un minimum global (3, (0, 2)). Parmi ces points
stationnaires, seul le premier est satisfaisant puisqu’il donne un déplacement nul et
le multiplicateur optimal. Les deux autres points stationnaires sont dits importuns,
indésirables. ✷

Le phénomène qui se produit dans cet exemple ne peut avoir lieu que si L(x, λ)
n’est pas définie positive. Sinon, le PQO est strictement convexe et a donc une unique
solution dès que ses contraintes sont compatibles. Les résultats de convergence de
l’algorithme OQS doivent donc faire une hypothèse sur la solution du PQO qui est
sélectionnée par l’algorithme à chaque itération. Dans le résultat donné ci-dessous, il
est supposé que d est une solution de norme minimale.

The next lemma is useful for proving theorem 15.12. We use the notation that is
suitable for the present framework. Its proof is proposed in exercise ??.
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Lemme 15.11 (propriété de la surjectivité) Let A be an m×n surjective matrix
and µ ∈ Rm. Then, ∀ε > 0, ∃δ > 0, such that when the m×n matrix Ã and the point
µ̃ ∈ Rm satisfy ‖Ã−A‖ 6 δ and ‖ÃTµ̃−ATµ‖ 6 δ, there must hold ‖µ̃− µ‖ 6 ε.

Théorème 15.12 (convergence quadratique primale-duale de l’algorith-
me OQS) Suppose that f and c are of class C2 in a neighborhood of a stationary
point x∗ of (PEI), with associated multiplier λ∗. Suppose also that strict comple-
mentarity holds and that (x∗, (λ∗)E∪I0

∗
) is a regular stationary point of the equality

constrained problem
{

minx f(x)
ci(x) = 0, for i ∈ E ∪ I0∗ ,

(15.23)

in the sense of definition ??. Consider the OQS algorithm, in which dk is a
minimum-norm stationary point of the osculating quadratic problem (15.20).
Then there is a neighborhood V of (x∗, λ∗) such that, if the first iterate (x1, λ1) ∈
V :

(i) the OQS algorithm is well defined and generates a sequence {(xk, λk)} that
converges superlinearly to (x∗, λ∗);

(ii) the active constraints of the osculating quadratic problem (15.20) are those
of problem (PEI);

(iii) if, in addition, f and c are of class C2,1 in a neighborhood of x∗, the
convergence of {(xk, λk)} is quadratic.

Démonstration. The idea of the proof is to show that, close to (x∗, λ∗), the se-
lected minimum-norm stationary point of the osculating quadratic problem (15.20)
is actually the primal-dual Newton step on (15.23). The result then follows from
theorem 15.9.

Suppose that (x, λ) is close enough to (x∗, λ∗). Since (x∗, (λ∗)E∪I0
∗
) is a regular

stationary point of (15.23), c′E∪I0
∗
(x∗) is surjective and the osculating QP associated

with (15.23), namely
{

mindt ∇f(x)Tdt+ 1
2dt

TL(x, λ)dt
ci(x) + c′i(x) · dt = 0, for i ∈ E ∪ I0∗ ,

(15.24)

has a unique primal-dual stationary point. We denoted it by (dt, ℓ̃E∪I0
∗
) and form with

ℓ̃E∪I0
∗

a vector ℓ̃ ∈ Rm, by setting ℓ̃i = 0 for i ∈ I \ I0∗ .
Let us show that (dt, ℓ̃) is a stationary point of the osculating quadratic problem

(15.20), if (x, λ) := (xk, λk) is in some neighborhood of (x∗, λ∗); this will imply that,
for (x, λ) close to (x∗, λ∗), the OQS algorithm is well defined and that d is small (it
is a minimum-norm stationary point and dt is small by theorem 15.9). We only need
to show that

ci(x) + c′i(x) · dt 6 0 for i ∈ I \ I0∗ , (15.25)

λi > 0 for i ∈ I0∗ . (15.26)
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From theorem 15.9, (x + dt, ℓ̃) is close to (x∗, λ∗), when (x, λ) is close to (x∗, λ∗),
so that dt is small. Now (15.25) follows when (x, λ) close enough to (x∗, λ∗), since
ci(x∗) < 0 for i ∈ I \ I0∗ . On the other hand, to prove (15.26), observe that, for i ∈ I0∗ ,
(λ∗)i > 0 by strict complementarity. Therefore ℓ̃i > 0 since, by theorem 15.9, ℓ̃ is
close to λ∗ when (x, λ) is close to (x∗, λ∗).

Let us now show that the pair (d, λPQ) := (dk, λ
PQ

k ) formed of the selected
minimum-norm stationary point of the osculating QP and its associated multiplier is
in fact (dt, ℓ̃), if (x, λ) is in some neighborhood of (x∗, λ∗). Since (15.24) has a single
stationary point, for (x, λ) close to (x∗, λ∗), we have to show that (d, λPQ) satisfies
its optimality conditions. Knowing that (d, λPQ) satisfies the optimality conditions of
the osculating quadratic problem (15.20), we just have to show that

λi = 0 for i ∈ I \ I0∗ , (15.27)

ci(x) + c′i(x) · d = 0 for i ∈ I0∗ . (15.28)

Condition (15.27) is a consequence of the complementarity in (15.20) and of the fact
that, for (x, λ) close to (x∗, λ∗) and i ∈ I \ I0∗ , ci(x) + c′i(x) · d < 0 (since ci(x∗) < 0
and d is small). Condition (15.28) results from the complementarity in (15.20) and
the fact that λi > 0 for i ∈ I0∗ . For the latter claim, observe indeed that

∇f(x) + L(x, λ)d +
∑

i∈E∪I0
∗

λi∇ci(x) = 0.

Since ∇f(x) + L(x, λ)d is close to ∇f(x∗) and the gradients {∇ci(x) : i ∈ E ∪ I0∗}
are close to the linearly independent gradients {∇ci(x∗) : i ∈ E ∪ I0∗}, lemma 15.11
implies that λI0

∗
is close to (λ∗)I0

∗
> 0.

Because of (15.28) and the fact that ci(x) + c′i(x) · d < 0 for i ∈ I \ I0∗ (see the
reasonning after (15.28)), we have also proven the claim (ii) of the theorem. ✷

15.3 Globalisation de la convergence par recherche linéaire

On écrit le problème quadratique osculateur en l’itéré (xk, λk) de l’itération k
comme suit {

mind g
T

k d+
1
2d

TMkd
(ck +Akd)

# = 0.
(15.29)

Nous avons abrégé les écritures en posant

gk = ∇f(xk), ck = c(xk) et Ak = A(xk) = c′(xk).

La matrice Mk est soit L(xk, λk) ou une approximation de cette hessienne (version
quasi-newtonienne). Un point stationnaire dk de ce problème vérifie, pour un certain
multiplicateur λPQ

k ∈ Rm, les conditions d’optimalité suivantes




(a) gk +Mkdk +AT

kλ
PQ

k = 0
(b) (ck +Akdk)

# = 0
(c) (λPQ

k )I > 0
(d) (λPQ

k )TI (ck +Akdk)I = 0.

(15.30)
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15.3.1 Fonction de mérite

Afin de globaliser la méthode de Newton, on introduit la fonction de mérite (ou
fonction de pénalisation) suivante

Θσ(x) = f(x) + σ‖c(x)‖p, (15.31)

où ‖ ·‖p est une norme sur Rm et σ > 0 est un paramètre. On supposera que la norme
‖ · ‖p vérifie

v 7→ ‖v#‖p est convexe. (15.32)

C’est le cas des normes ℓp définies par (A.5), avec p ∈ [1,+∞]. On note ‖ · ‖d, la
norme duale de ‖ · ‖p pour le produit scalaire euclidien (voir (A.8)).

15.3.2 Condition de décroissance de la fonction de mérite

Proposition 15.13 (décroissance de Θσ le long de dk) Si (dk, λ
PQ

k ) vérifie
les conditions d’optimalité (15.30) et si ‖ · ‖p vérifie (15.32), alors

Θ′
σ(xk; dk) 6 gTk dk − σ‖c#k ‖p = −dTkMkdk + (λPQ

k )Tck − σ‖c#k ‖p. (15.33)

Si, de plus,
σ > ‖λPQ

k ‖d, (15.34)

alors
Θ′

σ(xk; dk) 6 −dTkMkdk. (15.35)

Donc Θ′
σ(xk; dk) < 0, si σ > ‖λPQ

k ‖d, si Mk est définie positive et si xk n’est pas
un point stationnaire de (PEI).

Démonstration. Puisqu’une norme a des dérivées directionnelles (elle est convexe,
donc la proposition 3.15 s’applique) et est lipschitzienne (on utilise sa convexité ou
l’inégalité triangulaire), la fonction v → ‖v#‖p a des dérivées directionnelles. Pour les
calculer, on observe d’abord que, par (15.32) et (15.30)-(b), on a pour t ∈ ]0, 1[ :

∥∥∥
[
ck + tAkdk

]#∥∥∥
p

=
∥∥∥
[
(1−t)ck + t(ck +Akdk)

]#∥∥∥
p

6 (1−t)‖c#k ‖p + t
∥∥∥
[
ck +Akdk

]#∥∥∥
p

= (1−t)‖c#k ‖p.

Dès lors

(‖ ·# ‖p)′(ck;Akdk) = lim
t↓0

1

t

(∥∥∥
[
ck + tAkdk

]#∥∥∥
p

− ‖c#k ‖p
)
6 −‖c#k ‖p.

Alors, en utilisant successivement (15.30)-(a), (15.30)-(b) et (15.30)-(d), on montre
(15.33) :
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Θ′
σ(xk; dk) 6 gTkdk − σ‖c#k ‖p

= −dTkMkdk − (λPQ

k )TAkdk − σ‖c#k ‖p
= −dTkMkdk + (λPQ

k )Tck − σ‖c#k ‖p.

Si σ > ‖λPQ

k ‖d, en utilisant (15.30)-(c) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée
(A.9), on trouve

(λPQ

k )Tck − σ‖c#k ‖p 6 (λPQ

k )Tc#k − σ‖c
#
k ‖p 6 (‖λPQ

k ‖d − σ)‖c
#
k ‖p 6 0.

Alors, (15.35) se déduit de (15.33). Si Θ′
σ(xk; dk) = 0 et Mk est définie positive, alors

dk = 0. De (15.30), on déduit la stationnarité de xk, avec λPQ

k comme multiplicateur
associé. ✷

Le seuil sur σ dans (15.34) rappelle celui qui fait de Θσ une fonction de pénalisation
exacte (proposition 13.24). Pour satisfaire l’inégalité (15.34), il va falloir modifier σ à
certaines itérations (on n’est pas maître de λPQ

k ). On note alors σk la valeur de σ à
l’itération k et avant de faire de la recherche linéaire (RL) on modifie éventuellement
l’ancien σ (= σk−1) de manière à avoir

σk > ‖λPQ

k ‖d + σ̄, (15.36)

où σ̄ > 0 est une « petite » constante (choix heuristique). On utilisera les règles
suivantes.

Première itération. On prend

σ̄ = max(
√
eps, ‖λ1‖d/100) et σ1 = ‖λ1‖d + σ̄,

où eps est l’epsilon-machine.

Itérations suivantes. On augmente éventuellement σ de manière à réaliser (15.36),
mais on peut aussi le faire décroître s’il s’avère être « beaucoup » trop grand (afin
d’éviter la troncature du pas).

si σk−1 < ‖λPQ

k ‖d + σ̄;
alors σk = max(1.5 σk−1, ‖λPQ

k ‖d + σ̄);
sinon

si σk−1 > 1.1(‖λPQ

k ‖d + σ̄);
alors σk = (σk−1 + ‖λPQ

k ‖d + σ̄)/2;
sinon σk = σk−1.

Plus rien ne garantit la convergence « théorique » de l’algorithme si l’on fait décroître σk
comme dans la règle ci-dessus, mais en pratique une telle heuristique peut améliorer
grandement l’efficacité de l’algorithme. On ne s’en prive donc pas. Aux analystes d’en
trouver une qui n’empêche pas la convergence !

15.4 Versions quasi-newtoniennes N

Dans les méthodes de quasi-Newton, on remplace la hessienne du lagrangien L
qui intervient dans le problème quadratique osculateur (15.20) par une matrice M ,
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symétrique définie positive, mise à jour par l’algorithme. Dans le cadre de OQS, cette
approche a au moins deux intérêts : il ne faut pas calculer de dérivées secondes et le
problème quadratique (PQ) est toujours « mieux » posé (il a au plus une solution).
Bien que la convergence soit plus lente qu’avec la méthode de Newton (elle n’est
plus que superlinéaire) et malgré les difficultés conceptuelles rencontrées par cette ap-
proche (voir plus loin), le second avantage cité ci-dessous fait que c’est essentiellement
l’approche utilisée dans les codes commerciaux ou de recherche.

La version quasi-newtonienne de OQS génère donc une suite primale-duale {(xk,
λk)} et une suite de matrices symétriques définies positives {Mk} de la manière sui-
vante. À l’étape k, on calcule d’abord la solution primale-duale (dk, λ

PQ

k ) du problème
quadratique osculateur (en espérant qu’elle existe...)

{
mind∈E g

T

kd+
1
2d

TMkd
(ck +Akd)

# = 0,
(15.37)

dans lequel Mk joue le rôle de Lk = L(xk, λk) = ∇2
xxℓ(xk, λk), la hessienne du la-

grangien ℓ, AE(xk) et AI(xk) sont les jacobiennes des contraintes d’égalité cE et cI .
Ensuite on prend xk+1 = xk + dk, λk+1 = λPQ

k et on met à jour Mk par la formule de
BFGS (c’est la formule la plus utilisée).

La formule de BFGS s’écrit :

Mk+1 =Mk −
Mkδkδ

T

kMk

δTkMkδk
+
γkγ

T

k

γTk δk
.

Les vecteurs γk et δk sont déterminés de manière à forcer Mk+1 à être définie positive
(on suppose que Mk l’est) et à être proche de Lk+1, ce qui, dans certains cas, peut
être contradictoire. Pour cela, on prend pour δk le déplacement en x :

δk = xk+1 − xk.
Le vecteur γk devrait idéalement être la variation du gradient du lagrangien

γℓk = ∇xℓ(xk+1, λk+1)−∇xℓ(xk, λk+1).

Mais, pour conserver la définie positivité de Mk, on doit avoir γTk δk > 0, ce qui n’est
pas garanti avec γk = γℓk. Si bien que l’on utilisera la correction de Powell qui consiste
à prendre

γk = θkγ
ℓ
k + (1− θk)Mkδk,

où θk est pris maximal dans ]0, 1] de manière à avoir γTk δk > 0.2 δTkMkδk. On trouve

θk =





0.8
δTkMkδk

δTkMkδk − (γℓk)
Tδk

si (γℓk)
Tδk < 0.2δTkMkδk

1 sinon.

Il reste à spécifier la matrice initiale. On prendra M1 = I (matrice identité) à la
première itération. Mais, après le calcul de x2 et avant le calcul de M2, on modifie la
valeur de M1 en ηI, où η a une valeur reflétant l’échelle du problème (ou la « valeur
moyenne » de L1) :

η =
‖γ1‖22
γT1 δ1

.

Il faut en effet attendre que la première itération soit terminée pour évaluer cette
grandeur. Puis on calcule M2 par la formule de BFGS.
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15.5 Le diable se cache dans les détails N

Si l’on veut qu’un algorithme fonctionne bien, il faut soigner les « détails », qui
n’en sont pas en réalité, mais qui ont été passé sous silence dans les développements
précédents. De nombreuses questions d’apparence anodine doivent en effet être traitées
avec le plus grand soin si l’on veut avoir une méthode numérique efficace, donnant de
bons résultats sur des bans d’essai de problèmes-tests.

15.5.1 Incompatibilité des contraintes

Un problème d’optimisation non linéaire peut avoir des contraintes incompatibles,
donc ne pas avoir de points admissibles, auquel cas le problème n’a évidemment
pas de solution. Il est souhaitable toutefois que l’algorithme puisse détecter une telle
situation. Dans l’algorithme OQS, cette situation se manifestera par l’intermédiaire du
problème quadratique osculateur (PQO) qui pourra lui aussi présenter des contraintes
linéaires incompatibles. Le lien entre l’incompatibilité des contraintes du problème non
linéaire et celle des PQOs est toutefois complexe à étudier et on se contentera ici de
présenter les méthodes qui ont été proposées pour traiter les PQOs inconsistants.

Méthodes possibles :

La pénalisation exacte des contraintes linéarisées [211 ; 1982] consiste à remplacer
le PQO par sa version pénalisée exacte suivante

{
mind ∇f(x)Td+ 1

2 d
THd+ σ ‖(c(x) +A(x)d)#‖1

‖d‖∞ 6 ∆,
(15.38)

dans laquelle H ≃ ∇2
xxℓ(x, λ), σ > 0 est pris assez grand et la contrainte joue le

rôle de région de confiance. Ce problème a toujours une solution, mais il est non
lisse ; il peut se récrire sous la forme d’un problème quadratique standard, pourvu
que l’on introduise des variables auxiliaires, en faisant passer le terme normé du
critère en contrainte (exercice 1.8). Si H ≻ 0, le direction d est de descente pour
la fonction de mérite (15.31).

– Avantage de l’approche : robustesse.

– Inconvénient de l’approche : pas de solveur disponible pour résoudre un problè-
me sous la forme (15.38); la transformation de (15.38) en problème quadratique
standard introduit des variables auxiliaires.

Le mode élastique [250 ; 2002] consiste à relaxer le PQO comme suit




min(d,v,w) ∇f(x)Td+ 1
2 d

THd+ σ
∑

i∈E∪I(vi + wi)
cE(x) +AE(x)d − vE + wE = 0
l 6 cI(x) +AI(x)d − vI + wI 6 u
vI > 0
wI > 0,

dans lequel v = (vE , vI) et w = (wE , wI) assurent la compatibilité des nou-
velles contraintes. Par le terme de pénalisation linéaire σ

∑
i(vi + wi), on essaye

d’annuler (v, w) pour que, si possible, d soit une solution du PQO initial.
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Certaines approches algorithmiques de résolution du PQO, comme celle du la-
grangien augmenté (section 13.4), calculent une solution de





mind ∇f(x)Td+ 1
2 d

THd
cE(x) +AE(x)d+ s̄E(x) = 0
l 6 cI(x) +AI(x)d+ s̄I(x) 6 u,

où s̄(x) = (s̄E(x), s̄I(x)) est le vecteur de norme euclidienne minimale rendant
les contraintes du PQO compatibles [122 ; 2016]. La direction d ainsi calculée est
de descente pour Θσ, pourvu que σ soit assez grand et H < 0.

15.5.2 Troncature du pas : l’effet Maratos

15.5.3 Problèmes de commande optimale

Du point de vue de l’optimisation, un problème de commande optimale discrétisé
se présente sous la forme

(PSI)





min f(x)
cS(x) = 0
cI(x) 6 0.

Il ressemble très fort au problème (PEI), si ce n’est que la fonction cS : R→ RmS , qui
remplace la fonction cE , a des propriétés particulières. Il peut d’ailleurs y avoir en plus
des contraintes d’égalité additionnelles cE(x) = 0 sans ces propriétés particulières;
nous les avons omises pour alléger l’exposé. Voici la structure apportée par l’équation
cS(x) = 0, dite équation d’état.

La variable x = (y, u) est partitionnée en variable d’état y ∈ RmS et en variable
de commande u ∈ Rn−mS . On partitionne de la même manière la jacobienne de cS :

c′S(x) =
(
B(x) N(x)

)
,

avec une matrice B(x) carrée d’ordre mS . L’hypothèse-clé est de supposer que B(x)
est inversible en tout point rencontré, en particulier en la solution (et donc dans
son voisinage). Cette hypothèse permet, dans certaines approches algorithmiques,
de représenter l’état comme fonction implicite de la commande et donc d’éliminer
l’état du problème, ce qui peut représenter une réduction importante de la dimen-
sion du problème (lorsque n−mS ≪ n). Ce n’est cependant pas ce point de vue que
nous allons présenter ici. Notre but est de montrer que l’algorithme OQS, dans une
version dite réduite, permet d’avoir le même gain en dimension et donc en nombre
d’opérations, tout en évitant la nécessité souvent coûteuse d’avoir des itérés qui sa-
tisfont l’équation d’état. L’approche est surtout avantageuse lorsqu’il n’y a que des
contraintes d’inégalité sur la commande, autrement dit lorsque ∂cI/∂y ≡ 0.

Le problème quadratique osculateur (PQO) associé à (PSI) en (xk, λk) s’écrit




mind g
T

k d+
1
2d

TLkd
cS(xk) + c′S(xk)d = 0
cI(xk) + c′I(xk)d 6 0.

(15.39)

L’hypothèse d’inversibilité de Bk = B(xk) permet d’introduire un inverse à droite
A−

k de Ak ≡ c′S(xk) et une matrice Z−
k dont les colonnes forment une base du noyau

de Ak :
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A−
k =

(
B−1

k

0

)
et Z−

k =

(
−B−1

k Nk

In−m

)
.

Ces matrices ne peuvent en général pas être calculées explicitement, mais on s’autorise
à les appliquer à un vecteur, ce qui requiert à chaque fois la résolution d’un système
linéaire. Alors toute solution de l’équation d’état linéarisée est de la forme

dk = rk + Z−
k hk,

où
rk = −A−

k cS(xk) ∈ E

est un pas de restauration de l’équation d’état à commande fixée et hk ∈ Rn−mS est
à déterminer. Si on reporte cette structure de dk dans (15.39), le PQO devient

{
minh (gk + Lkrk)

T Z−
k h+ 1

2 h
TZ−T

k LkZ
−
k h

cI(xk) + c′I(xk)rk + c′I(xk)Z
−
k h 6 0.

Ce problème se simplifie considérablement si l’on peut faire disparaître la matri-
ce Z−

k . Dans ce but, on suit les étapes suivantes :

on approche Z−T

k LkZ
−
k par une matrice Mk générée par une technique quasi-

newtonienne,
ne pouvant plus calculer le terme Lkrk dans la partie linéaire du critère (car Lk

n’est ni calculé ni approché), on le néglige,
il faut par ailleurs supposer que la matrice c′I(xk)Z

−
k est simple à calculer.

Les deux premières étapes définissent ce que l’on appelle les méthodes de quasi-Newton
réduites. L’abandon du terme Lkrk fait perdre la convergence superlinéaire, mais on
garde toutefois la convergence superlinéaire en 2 pas, c’est-à-dire

‖xk+2−x∗‖
‖xk−x∗‖

→ 0.

Le troisième point ci-dessus sera certainement satisfait s’il y a peu de contraintes
d’inégalité ou si celles-ci portent uniquement sur les variables de commande (alors
c′I(xk)Z

−
k = (∂cI/∂u)(xk)). Dans ce dernier cas, le PQO devient particulièrement

simple {
minh g

T

kZ
−
k h+ 1

2 h
TMkh

cI(xk) + c′I(xk)r + (∂cI/∂u)(xk)h 6 0.

Le vecteur Z−T

k gk = −NT

k B
−T

k ∇yf(xk) +∇uf(xk) est appelé le gradient réduit. On
y reconnaît l’état adjoint B−T

k ∇yf(xk).

Notes

La section ?? ne fait que guigner sur les inclusions fonctionnelles en espérant
inciter le lecteur à davantage s’intéresser davantage à ce vaste sujet [173].

On a mis longtemps à mettre au point l’algorithme de Newton pour résoudre
les problèmes d’optimisation avec contraintes d’égalité et d’inégalité. Ce n’est, en
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effet, qu’au milieu des années 1970 que cette recherche a abouti, soit près de 30
ans après l’invention de l’algorithme du simplexe (chapitre 17). C’est d’ailleurs ce
dernier que l’on a d’abord essayé de généraliser à l’optimisation non linéaire [621],
mais la voie n’était pas directe. Les numériciens ont ensuite développé les méthodes
de pénalisation (chapitre 13), en particulier l’approche par lagrangien augmenté. La
prise de conscience de l’existence d’une méthode newtonienne directe n’est venue
qu’ensuite [500, 302, 303, 491].

Pour un état de l’art sur l’algorithme OQS, on pourra consulter par exemple
la section 5 de [272 ; 2005], la partie III de [73 ; 2006], Fletcher [214 ; 2010] et
l’ouvrage technique et approfondi d’Izmailov et Solodov [330 ; 2014]. Voir aussi Iz-
mailov, Kurennoy et Solodov [329 ; 2012]. La dérivation du résultat de convergence
locale de l’algorithme OQS (section 15.1) à partir de celui de Josephy-Newton est
reprise de Bonnans [72 ; 1994]. Pour l’établissement de conditions kantorovitchéennes
de convergence, on pourra consulter Argyros et Hilout [19 ; 2010].

Exercices

15.1. Non convergence locale de l’algorithme (15.16). Écrire l’algorithme dont les itérés
sont calculés par la récurrence xk+1 = xk + dk, avec dk solution de (15.16), sous la
forme xk+1 = Φ(xk), où Φ : E → E. On supposera que xk est voisin d’une solution
x∗, que c′(x∗) est surjective et que ∇2f(x∗) est inversible. Montrez que le spectre
de Φ′(x∗) n’est pas dans la boule unité ouverte pour l’exemple en x = (x1, x2) ∈ R2

suivant : {
minx −ax2

1 + 2x2

x2
1 + x2

2 = 1,

dans lequel a ∈ ]0, 1[.





16 Méthodes de points intérieurs

At the same time, we find that the nature of the [interior-point]
methods, is in fact, independent of the specific properties of
linear programming problems, so that these methods can be

extended onto more general convex programs.

Y.E. Nesterov, A.S. Nemirovskii (1994). [456].

16.1 Méthodes de points intérieurs en optimisation convexe

16.1.1 Vue d’ensemble

Soit E un espace vectoriel de dimension finie (> 1), muni d’un produit scalaire
〈·, ·〉, dit de référence, et de sa norme associée ‖ · ‖. Dans cette section, nous nous
intéressons à la résolution numérique de problèmes d’optimisation convexes, que l’on
supposera écrits sous la forme

(P )

{
inf 〈c, x〉
x ∈ X. (16.1)

Ici c ∈ E et X est un convexe de E. Le fait que le critère soit linéaire n’introduit pas
de perte de généralité, car on peut toujours faire passer en contrainte un critère, qui
serait ici convexe, comme à la proposition 1.13.

La théorie que nous présentons ci-dessous, principalement développée par Nesterov
et Nemirovskii [455 ; 1993], peut être vue comme une généralisation des méthodes de
points intérieurs que nous verrons sous des formes un peu différentes dans les cas
particuliers de l’optimisation linéaire (chapitre 18) et de l’optimisation semi-définie
positive (chapitre 20). Chronologiquement, elle a été construite après la découverte
de ces dernières, dans un but évident de généralisation et d’extension de son do-
maine d’application. C’est aussi pour cette raison que nous la présentons dans cette
partie décrivant les méthodes générales de l’optimisation avec contraintes. Le lecteur
pourra d’ailleurs étudier les chapitres 18 et 20, avant d’aborder cette section, mais
rien n’impose un tel ordre de lecture.

Cette théorie est remarquable, puisqu’elle conduit au résultat impressionnant selon
lequel tout problème d’optimisation convexe, écrit sous la forme ci-dessus, peut être
résolu avec une précision arbitraire donnée en un nombre polynomial d’itérations ne
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dépendant de la précision demandée que par son logarithme. La dépendance polyno-
miale ne se fait pas directement par rapport à la dimension de E, car la structure de
l’ensemble admissibleX intervient également, mais par l’intermédiaire d’un module de
complexité ϑf , dont la dépendance par rapport à dimE pourra parfois être explicitée.
Cela paraît très attrayant. Il faut toutefois que l’on dispose d’une barrière autoconcor-
dante f dont le domaine est l’intérieur de l’ensemble admissibleX pour que ce résultat
ait lieu. Même si l’on peut montrer qu’une telle fonction existe toujours, on ne dispose
pas nécessairement d’une forme analytique de celle-ci, si bien que le résultat peut ne
pas avoir une utilité pratique immédiate. On connaît cependant de grandes classes de
problèmes auxquelles sont associées des fonctions autoconcordantes : l’optimisation
linéaire (chapitre 18) et l’optimisation SDP (chapitre 20). Mais on connait aussi des
problèmes convexes qui sont NP-ardus, les problèmes d’optimisation copositive [69 ;
2012] ; donc pour lesquels l’évaluation d’une barrière auto-concoirdante ne pourra se
faire en temps polynomial que si P = NP.

Nous introduisons d’abord, à la section 16.1.2, la notion de fonction auto-con-
cordante et en donnons les propriétés utiles à l’étude des algorithmes décrits. Nous
présentons ensuite, à la section 16.1.3, les barrières autoconcordantes, qui sont des
fonctions autoconcordantes pour lesquelles la direction de Newton est bornée (pour
une métrique particulière). Ce sont ces fonctions qui permettent d’obtenir des résultats
de complexité itérative polynomiale des méthodes de points intérieurs. Nous concluons
la section par trois algorithmes typiques et en démontrons leur complexité polynomiale
(section 16.1.4). On peut accéder à l’étude d’un algorithme polynomialement conver-
gent avec un minimum d’effort préalable : il suffit de définir les notions de fonction
autoconcordante (définition 16.1 et définitions équivalentes de la proposition 16.5)
et de barrière autoconcordante (définition 16.18), d’étudier les propositions 16.8 et
16.11 et d’établir l’inégalité de droite dans (16.15) et celle de la proposition 16.28; on
a alors toute l’information nécessaire à la compréhension et à l’analyse du premier
algorithme présenté à la section 16.1.4.

La seconde partie de ce chapitre s’intéresse au cas des problèmes non linéaires et
non convexes. Il n’y a alors plus de résultat de complexité polynomiale. Après avoir
présenté un schéma algorithmique parfois implémenté, nous en étudions le comporte-
ment asymptotique.

16.1.2 Fonction autoconcordante

On verra aux chapitres 18 et 20, que la fonction logarithmique joue un rôle impor-
tant dans la conception des algorithmes de points intérieurs et dans l’étude de leur
convergence polynomiale. Les fonctions autoconcordantes sont celles qui ont les pro-
priétés du logarithme qui y jouent un rôle-clé, avec l’intérêt supplémentaire de pouvoir
être définie sur des ouverts convexes plus généraux que l’intérieur de l’orthant positif
(exemple 16.2) ou du cône des matrices semi-définies positives (exemple 16.3).

Les fonctions autoconcordantes f : E→ R ∪ {+∞}, dont l’adhérence du domaine
définira l’ensemble admissible de (P ), devront au moins vérifier les propriétés suivan-
tes : 




dom f est un ouvert convexe non vide,
f est C2 sur son domaine et
∇2f(x) ≻ 0 pour tout x ∈ dom f.

(16.2)
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Évidemment, de telles fonctions sont strictement convexes. On note

g(x) := ∇f(x) et H(x) := ∇2f(x)

le gradient et hessienne de f en x ∈ dom f pour le produit scalaire de référence.

Métrique riemannienne associée à une fonction vérifiant (16.2)

On peut introduire sur le domaine d’une fonction f : E → R ∪ {+∞} vérifiant
(16.2) une métrique riemannienne en se donnant en tout point x ∈ dom f un produit
scalaire et sa norme associée

〈u, v〉x := f ′′(x) · (u, v) = 〈H(x)u, v〉 et ‖v‖x := 〈v, v〉1/2x .

Cette métrique ne dépend pas du produit scalaire de référence, puisqu’elle est définie
à partir de la donnée de f seule. On utilise aussi la notation ‖ · ‖x pour la norme d’un
opérateur linéaire sur E, subordonnée à la norme vectorielle définie ci-dessus. On note

Bx(y, 1) := {y + v ∈ E : 〈H(x)v, v〉 < 1}
B̄x(y, 1) := {y + v ∈ E : 〈H(x)v, v〉 6 1}

les boules ouverte et fermée de centre y ∈ E et de rayon 1 pour la métrique 〈·, ·〉x. On
peut les voir comme des ellipsoïdes centrés en y.

Les gradient et hessienne de f pour la métrique 〈·, ·〉x sont notés gx et Hx et valent
en y ∈ dom f :

gx(y) = H(x)−1g(y) et Hx(y) = H(x)−1H(y).

En particulier gx(x) = −d(x) est l’opposé de la direction de Newton en x pour mini-
miser f et Hx(x) = I. On notera que Hx(y) est auto-adjoint pour le produit scalaire
〈·, ·〉x.

Il est clair que, pour v fixé, ‖v‖x varie continûment avec x (car f est C2), mais on
a un peu mieux : pour tout ε ∈ ]0, 1[, il existe un voisinage V de x ∈ dom f , tel que
pour tout y ∈ V et tout v ∈ E non nul, on a

1− ε 6 ‖v‖y‖v‖x
6

1

1− ε . (16.3)

En effet, pour V suffisamment petit, on a

‖v‖2y = ‖v‖2x + 〈(H(x)−1/2H(y)H(x)−1/2−I)H(x)1/2v,H(x)1/2v〉
6 ‖v‖2x + ‖H(x)−1/2H(y)H(x)−1/2−I‖ ‖v‖2x
6 (1 + ε)‖v‖2x
6 (1− ε)−2‖v‖2x,

car 1 + ε 6 (1 + ε)2 6 (1 − ε)−2. On en déduit l’inégalité de droite dans (16.3). En
inversant x et y, on a

‖v‖2x 6 ‖v‖2y + ‖H(y)−1/2H(x)H(y)−1/2−I‖ ‖v‖2y 6 (1 − ε)−2‖v‖2y.
On en déduit l’inégalité de gauche dans (16.3).

On aurait pu mettre 1 + ε à droite dans (16.3) au lieu de (1 − ε)−1. Nous avons
choisi ce dernier majorant car cela nous permet d’introduire de façon un peu plus
naturelle la notion de fonction autoconcordante, laquelle vérifie cette propriété avec
V = Bx(x, 1) et ε = ‖y − x‖x.
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Fonction autoconcordante

Définition 16.1 On dit qu’une fonction f : E → R ∪ {+∞} est autoconcordante, si
elle vérifie les conditions (16.2) et si les deux propriétés suivantes ont lieu :

(AC1) ∀x ∈ dom f , Bx(x, 1) ⊆ dom f ,
(AC2) ∀x ∈ dom f , ∀y ∈ Bx(x, 1), ∀v ∈ E \ {0}, on a

1− ‖y − x‖x 6
‖v‖y
‖v‖x

6
1

1− ‖y − x‖x
. (16.4)

On note AC(E) l’ensemble des fonctions autoconcordantes sur E. ✷

Les inégalités (16.4) sont remarquables si on les compare à (16.3) : aucune cons-
tante indéterminée n’est utilisée et le voisinage Bx(x, 1) sur lequel elles ont lieu est
bien précisé. Cette absence de constante inconnue est une caractéristique que l’on
s’attachera à préserver dans toutes les propriétés des fonctions autoconcordantes et
qui contribuera à l’obtention des résultats de polynomialité.

La condition (AC1) donne à une fonction autoconcordante f une allure proche de
la frontière de son domaine qui rappelle celle de l’opposé du logarithme au voisinage
de 0 (proposition 16.4). En particulier, f(x) tend vers +∞ lorsque x tend vers un point
de ∂(dom f). La condition (AC2) exprime à sa manière le caractère lipschitzien de la
hessienne de f (proposition 16.5). Cette propriété permet en particulier de comparer
deux directions de Newton successives (proposition 16.11), ce qui sera important dans
le contrôle des itérés dans les méthodes de points intérieurs.

Les fonctions autoconcordantes existent ! En voici deux exemples emblématiques,
qui seront respectivement utilisées en optimisation linéaire (chapitre 18) et en optimi-
sation semi-définie positive (chapitre 20). Le logarithme y joue un rôle important. On
peut d’ailleurs voir l’autoconcordante comme un moyen d’introduire sur un ensem-
ble convexe quelconque une fonction ayant les propriétés particulières de l’opposé du
logarithme sur R++, qui sont décisives pour l’obtention des résultats de polynomialité.

Exemple 16.2 La fonction log-barrière lb : Rn → R ∪ {+∞} définie en x ∈ Rn par

lb(x) =

{
−∑n

i=1 log xi si x > 0
+∞ sinon

(16.5)

est autoconcordante (voir l’exercice 16.1 pour une définition géométrique de cette
fonction).

Démonstration. On munit Rn du produit scalaire euclidien et on noteX = Diag(x1,
. . . , xn) et e le vecteur dont les composantes valent 1. Alors, pour x ∈ dom lb = Rn

++,
g(x) = −X−1e et H(x) = X−2. La fonction lb vérifie donc bien les hypothèses (16.2).

Ensuite, si x > 0 et y ∈ Bx(x, 1), on a
∑

i(yi − xi)2/x2i < 1, ce qui implique que
|yi − xi| < xi pour tout i, ou encore yi > 0; donc y ∈ dom lb.

D’autre part, pour x et y ∈ dom lb,

‖v‖2y =

n∑

i=1

(
vi
yi

)2

=

n∑

i=1

(
vi
xi

)2(
xi
yi

)2

6 ‖v‖2x max
16i6n

(
xi
yi

)2

.
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Mais
yi
xi

> 1−
∣∣∣∣
yi
xi
− 1

∣∣∣∣ > 1− ‖y − x‖x > 0.

On en déduit l’inégalité à droite dans (16.4). Pour obtenir l’inégalité de gauche, on
écrit

‖v‖2y > ‖v‖2x min
16i6n

(
xi
yi

)2

et on observe que

yi
xi

6 1 +

∣∣∣∣
yi
xi
− 1

∣∣∣∣ 6 1 + ‖y − x‖x 6
1

1− ‖y − x‖x
.

✷

Exemple 16.3 La fonction log-déterminant ld : Sn → R ∪ {+∞} définie en X ∈ Sn
par

ld(X) =

{
− log detX si X ∈ Sn++

+∞ sinon
(16.6)

est autoconcordante.

Démonstration. On munit Sn du produit scalaire 〈A,B〉 = trAB. Le domaine de
ld est Sn++. C’est bien un ouvert et sur celui-ci, ld est C∞. En se rappelant qu’en X
inversible det′(X) ·H = (detX)(trX−1H), on trouve que ld′(X) ·H = −〈X−1, H〉 et
que ld′′(X) · H2 = 〈X−1HX−1, H〉 = ‖X−1/2HX−1/2‖2, qui est strictement positif
pour H non nul. La fonction ld vérifie donc bien les hypothèses (16.2).

Soient à présent X ≻ 0 et Y ∈ BX(X, 1). Alors

‖Y −X‖2X = ld′′(X) · (Y −X)2

= trX−1(Y −X)X−1(Y −X)

= tr(X−1/2Y X−1/2 − I)(X−1/2Y X−1/2 − I)

=

n∑

i=1

(1− λi)2,

où les λi sont les valeurs propres de X−1/2Y X−1/2. Comme ‖Y −X‖X < 1, tous les
(1 − λi)2 < 1 et donc toutes les valeurs propres λi > 0. Dès lors X−1/2Y X−1/2 ≻ 0
ou encore Y ≻ 0.

Il reste à montrer (16.4). Soient X ≻ 0, Y ∈ BX(X, 1) et V ∈ Sn. On note

Ȳ := X−1/2Y X−1/2 et V̄ := X−1/2V X−1/2.

Les valeurs propres de Ȳ sont notées 0 < λ1 6 λ2 6 · · · 6 λn (on a vu que Y ≻ 0
et que Ȳ ≻ 0) et sa factorisation spectrale est de la forme Ȳ = QΛQT, où Q est
orthogonale et Λ := Diag(λ1, . . . , λn). On a vu que

‖V ‖2X = ‖V̄ ‖2

et on calcule facilement
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‖V ‖2Y = tr Y −1V Y −1V

= tr(X1/2Y −1X1/2)(X−1/2V X−1/2)(X1/2Y −1X1/2)(X−1/2V X−1/2)

= tr Ȳ −1V̄ Ȳ −1V̄

= tr(Ȳ −1/2V̄ Ȳ −1/2)2

= tr(Λ̄−1/2QTV̄ QΛ̄−1/2)2

=
∑

i,j

1

λi
(QTV̄ Q)2ij

1

λj
(16.7)

6
1

λ21
‖QTV̄ Q‖2

=
1

λ21
‖V̄ ‖2

=
1

λ21
‖V ‖2X

On obtient l’inégalité de droite dans (16.4) en observant que

λ1 > 1− |λ1 − 1| > 1−
(∑

i(λi − 1)2
)1/2

= 1− ‖Y −X‖X .

L’inégalité de gauche dans (16.4) s’obtient de la même manière. On minore ‖V ‖2Y
ci-dessus à partir de (16.7) pour obtenir ‖Y ‖2Y > ‖V ‖2X/λ2n et on utilise

λn 6 1 + |λn − 1| 6 1 +
(∑

i(λi − 1)2
)1/2

= 1 + ‖Y −X‖X 6
1

1− ‖Y −X‖X
.

✷

L’hypothèse (AC1) porte sur la courbure de f qui doit être assez importante en
un point x proche de ∂(dom f), la frontière du domaine de f . En exploitant cette
propriété, on peut déduire le résultat de la proposition suivante selon laquelle, le
long d’une droite rencontrant ∂(dom f), une fonction autoconcordante croît au moins
autant que l’opposé du logarithme dans le voisinage de 0. On en déduit que f(x) tend
vers l’infini lorsque x tend vers un point de ∂(dom f).

Proposition 16.4 (croissance proche de la frontière du domaine) Soient
x ∈ dom f , x̄ ∈ ∂(dom f) et xt = (1−t)x̄+ tx avec t ∈ ]0, 1]. Alors

f(xt) > f(x) + f ′(x) · (xt−x) − log t+ t− 1. (16.8)

Dès lors, si une suite {xk} ⊆ dom f converge vers un point de ∂(dom f), alors
f(xk)→ +∞.

Démonstration. Comme x̄ = xt + (x̄ − xt) /∈ dom f , on a ‖x̄ − xt‖xt > 1 (par la
propriété (AC1)), ce qui s’écrit f ′′(xt) · (x̄− xt)2 > 1 ou encore

f ′′(xt) · (x̄− x)2 >
1

t2
. (16.9)

Pour t ∈ ]0, 1], le développement de Taylor d’ordre 2 avec reste intégral s’écrit
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f(xt) = f(x) + f ′(x) · (xt−x) +
∫ 1

0

(1−α) f ′′(x + α(xt−x)) · (xt−x)2 dα.

En utilisant (16.9), on a

f ′′(x+ α(xt−x)) · (xt−x)2 = (1−t)2 f ′′(x1−α(1−t)) · (x̄− x)2 >
(1−t)2

(1− α(1−t))2 .

On a aussi en posant β = 1− α(1−t) :

∫ 1

0

(1−t)2(1−α)
(1 − α(1−t))2 dα =

∫ t

1

t− β
β2

dβ = −1 + t− log t.

En regroupant les trois dernières relations, on trouve (16.8).
Venons-en à la seconde partie de la proposition : une suite {xk} ⊆ dom f converge

vers un point de ∂(dom f). Soit x ∈ dom f , qui est un ouvert. On peut donc trouver
r > 0 tel que B(x, r) ⊆ dom f . Dès que xk ∈ B(x̄, r), x + t(xk−x) /∈ dom f pour
t > 0 assez grand. En effet, dans le cas contraire, par convexité du domaine de f ,
on aurait B(xk, r) ⊆ dom f , ce qui n’est pas possible puisque x̄ appartiendrait à
cette boule sans appartenir à dom f . Pour k assez grand, on peut donc trouver un
x̄k ∈ ∂(dom f) tel que xk = (1−tk)x̄k + tkx, avec 0 < tk 6 1. Alors, par convexité
de dom f , B(xk, tkr) ⊆ dom f . Donc tk 6 ‖xk − x̄‖/r et tk ↓ 0 lorsque k → ∞. En
utilisant l’inégalité (16.8), on trouve

f(xk) > f(x) + f ′(x) · (xk−x)− 1 + tk − log tk.

Comme xk → x̄ et tk ↓ 0, on trouve que f(xk)→ +∞ lorsque k →∞. ✷

Ce résultat implique qu’une fonction autoconcordante est fermée :

AC(E) ⊆ Conv(E). (16.10)

En particulier, f a un minimum si son domaine est borné.
Si on fixe v dans les inégalités de (16.4), on voit que cette propriété essentielle

des fonctions autoconcordantes exprime à sa manière que la hessienne H(x) ne varie
pas trop vite avec x. La proposition ci-dessous donne une autre expression de cette
propriété en faisant disparaître v. Ainsi, en se rappelant que Hx(x) = I, on voit que la
première inégalité dans (16.12) traduit une condition de Lipschitz radiale locale sur la
hessienne (x est fixé et y doit être voisin de x), si bien qu’une fonction autoconcordante
est un peu plus régulière que C2.

Proposition 16.5 (hessienne lipschitzienne) Dans la définition d’une fonc-
tion autoconcordante, on peut remplacer (AC2) par l’une des conditions équiva-
lentes suivantes :
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∀x ∈ dom f, ∀y ∈ Bx(x, 1),

‖Hx(y)‖x, ‖Hx(y)
−1‖x 6

1

(1− ‖y − x‖x)2
(16.11)

ou
∀x ∈ dom f, ∀y ∈ Bx(x, 1),

‖Hx(y)− I‖x, ‖Hx(y)
−1 − I‖x 6

1

(1− ‖y − x‖x)2
− 1.

(16.12)

Démonstration. On note 0 < λ1 6 · · · 6 λn les valeurs propres de Hx(y).
[(AC2) ⇔ (16.11)] Les inégalités dans (16.11) s’obtiennent en prenant le supre-

mum et l’infimum en v 6= 0 du quotient ‖v‖y/‖v‖x dans (16.4). En utilisant le fait
que Hx(y) est auto-adjointe et définie positive pour le produit scalaire local en x, on
obtient (exercice 4.12) :

max
v 6=0

‖v‖2y
‖v‖2x

= max
v 6=0

〈H(y)v, v〉
‖v‖2x

= max
v 6=0

〈Hx(y)v, v〉x
‖v‖2x

= λn = ‖Hx(y)‖x,

min
v 6=0

‖v‖2y
‖v‖2x

= min
v 6=0

〈H(y)v, v〉
‖v‖2x

= min
v 6=0

〈Hx(y)v, v〉x
‖v‖2x

= λ1 =
1

‖Hx(y)−1‖x
.

L’équivalence entre (AC2) et (16.11) s’en déduit.
[(16.11) ⇔ (16.12)] Les valeurs propres de Hx(y) − I sont λi − 1. D’autre part,

λ1 > 0 et (λ1 − 1)2 > 0 permettent d’écrire 1− λ1 6 1
λ1
− 1. Dès lors (exercice 4.12)

‖Hx(y)− I‖x = maxi |λi − 1|
= max{λn − 1, 1− λ1}
6 max{λn − 1, 1

λ1
− 1}

= max{‖Hx(y)‖x − 1, ‖Hx(y)
−1‖x − 1}.

On démontre de la même manière la seconde inégalité de (16.12). Réciproquement
les inégalités de (16.12) impliquent directement celles de (16.11), car ‖Hx(y)− I‖x >

‖Hx(y)‖x − 1 et ‖Hx(y)
−1 − I‖x > ‖Hx(y)

−1‖x − 1. ✷

Règles de calcul

Nous énonçons ci-après quelques opérations qui préservent l’autoconcordance.

Proposition 16.6 (restriction à un sous-espace vectoriel) Si f ∈ AC(E)
et E0 est un sous-espace vectoriel de E qui rencontre dom f , alors f |E0 ∈ AC(E0).

Démonstration. Il est clair que le domaine de f |E0 (= E0 ∩ dom f) est bien un
ouvert non vide de E0, que f |E0 est C2 sur E0 et que (f |E0)

′′(x) · v2 = f ′′(x) · v2 > 0,
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pour tout x ∈ dom f |E0 et tout v non nul dans E0. D’autre part, les normes ‖ · ‖x
associées à f |E0 et f sont identiques, si bien que les autres propriétés requises pour
que f |E0 soit autoconcordante sont remplies. ✷

Proposition 16.7 (somme) Si f1 et f2 ∈ AC(E) et si dom f1 ∩ dom f2 6= ∅,
alors f1 + f2 ∈ AC(E).

Démonstration. Les conditions (16.2) sont clairement vérifiées. D’autre part, si on
note Bx,i(x, 1) la boule unité de centre x pour la métrique 〈u, v〉x,i = f ′′

i (x) · (u, v), la
définie positivité des hessiennes Hi(x) implique clairement que Bx(x, 1) ⊆ Bx,1(x, 1)∩
Bx,2(x, 1) ⊆ dom f1 ∩ dom f2 [car les fi ∈ AC(E)] = dom f . Enfin, en notant que
pour des nombres réels strictement positifs a, b, c et d, on a

min

(
a

c
,
b

d

)
6
a+ b

c+ d
6 max

(
a

c
,
b

d

)
,

on obtient pour un vecteur v 6= 0 :

min

(
‖v‖2y,1
‖v‖2x,1

,
‖v‖2y,2
‖v‖2x,2

)
6
‖v‖2y
‖v‖2x

6 max

(
‖v‖2y,1
‖v‖2x,1

,
‖v‖2y,2
‖v‖2x,2

)
.

En utilisant le fait que les fi ∈ AC(E), on obtient

min
(
1−‖y−x‖x,1, 1−‖y−x‖x,2

)
6
‖v‖y
‖v‖x

6 max

(
1

1−‖y−x‖x,1
,

1

1−‖y−x‖x,2

)
.

Il reste à observer que, quel que soit l’indice i = 1, 2, on a 1−‖y−x‖x 6 1−‖y−x‖x,i
et que (1−‖y−x‖x,i)−1 6 (1−‖y−x‖x)−1, établissant ainsi (16.4). ✷

Une fonction linéaire n’est pas une fonction autoconcordante (elle n’est pas stricte-
ment convexe), mais si on l’ajoute a une fonction autoconcordante, on ne détruit pas
l’autoconcordance de cette dernière.

Proposition 16.8 (ajout d’une fonction linéaire) Si f ∈ AC(E) et c ∈ E,
alors f(·) + 〈c, ·〉 ∈ AC(E).

Démonstration. Clair car dom(f + c) = dom f est ouvert, f + c est C2 sur son
domaine et ∇2(f + c)(x) = ∇2f(x) pour x ∈ dom f . Les autres propriétés requises
s’en suivent. ✷
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Proposition 16.9 (précomposition par une application affine) Si F est
un autre espace vectoriel de dimension finie, si a : E → F est affine et injective,
si f ∈ AC(F) et si dom f ∩ a(E) 6= ∅, alors f ◦ a ∈ AC(E).

Démonstration. On peut écrire a(x) = Ax− b, avec A : E→ F linéaire injective et
b ∈ F. On note fa := f ◦ a et ‖ · ‖ax = ‖A · ‖a(x) la norme locale en x associée à fa. Le
dom fa = {x ∈ E : a(x) ∈ dom f} est un ouvert non vide, sur lequel fa est C2 avec
(fa)′′(x) · v2 = f ′′(a(x)) · (Av)2 > 0 pour tout v non nul, grâce à l’injectivité de A.
Dès lors (16.2) a lieu.

Soit à présent x ∈ dom fa et y ∈ E tel que ‖y−x‖ax < 1. Alors, ‖A(y−x)‖a(x) < 1
ou encore ‖a(y) − a(x)‖a(x) < 1, ce qui implique que a(y) ∈ dom f (puisque a(x) ∈
dom f et f ∈ AC(F)) ou encore y ∈ dom fa.

Enfin, si x ∈ dom fa et y ∈ E est tel que ‖y − x‖ax < 1, on a

‖v‖ay
‖v‖ax

=
‖Av‖a(y)
‖Av‖a(x)

6
1

1− ‖a(y)− a(x)‖a(x)
=

1

1− ‖y − x‖ax
.

L’inégalité de gauche dans (16.4) se démontre de la même manière. ✷

Exemple 16.10 En composant la fonction lb sur Rm et la fonction affine a : Rn →
Rm définie par a(x) = Ax− b (on suppose que A est injective et que {x : Ax > b} est
non vide), on obtient une fonction autoconcordante

{
−∑m

i=1 log(Aix− bi) si Ax > b
+∞ sinon,

dont l’adhérence du domaine est le polyèdre convexe {x ∈ Rn : Ax > b}. L’hypothèse
d’injectivité de A requiert que l’on ait au moins n contraintes linéaires linéairement
indépendantes. ✷

Itérations de Newton sur une fonction autoconcordante

Soit
d(x) := −H(x)−1g(x) = −gx(x)

la direction de Newton en x ∈ dom f sur une fonction f ∈ AC(E). On note

x+ := x+ d(x) (16.13)

l’itéré calculé par une itération de Newton en x.
La proposition ci-dessous permet de comparer, dans leurs normes locales, les di-

rections de Newton d(x) et d(x+) en deux points successifs x et x+ = x+ d(x).
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Proposition 16.11 (comparaison de deux directions de Newton succes-
sives) Si f ∈ AC(E), x ∈ dom f et ‖d(x)‖x < 1, alors x+ ∈ dom f et

‖d(x+)‖x+ 6

( ‖d(x)‖x
1− ‖d(x)‖x

)2

.

Démonstration. On observe d’abord que si x ∈ dom f et ‖x+−x‖x = ‖d(x)‖x < 1,
alors x+ ∈ dom f car Bx(x, 1) ⊆ dom f pour les fonction autoconcordante. Ensuite,
comme la direction de Newton ne dépend pas du produit scalaire utilisé, on peut
écrire d(x+) = −Hx(x+)

−1gx(x+). La norme ‖Hx(x+)
−1‖x pourra se majorer grâce à

l’autoconcordance de f , voir (16.11), tandis que le lien entre gx(x+) et gx(x) = −d(x)
s’obtiendra par un développement de Taylor.

On a

‖d(x+)‖2x+
= 〈g(x+), H(x+)

−1g(x+)〉 = 〈gx(x+), H(x+)
−1H(x)gx(x+)〉x.

Mais H(x+)
−1H(x) = Hx(x+)

−1, si bien que

‖d(x+)‖2x+
= 〈gx(x+), Hx(x+)

−1gx(x+)〉x 6 ‖Hx(x+)
−1‖x ‖gx(x+)‖2x.

On note δ := ‖d(x)‖x. Alors (16.11) implique que ‖Hx(x+)
−1‖x 6 (1−δ)−2 et il reste

donc à montrer que ‖gx(x+)‖x 6 δ2(1− δ)−1. On utilise pour cela un développement
de Taylor de g(x+) autour de x :

gx(x+) = H(x)−1g(x+)

= H(x)−1

[
g(x) +

∫ 1

0

H(x+td(x)) d(x) dt

]

=

∫ 1

0

[Hx(x+td(x)) − I] d(x) dt.

En prenant la norme locale en x et en utilisant (16.12) :

‖gx(x+)‖x 6

(∫ 1

0

‖Hx(x+td(x)) − I‖x dt

)
δ

6

(∫ 1

0

[
1

(1 − δt)2 − 1

]
dt

)
δ

=
δ2

1− δ .
✷

Soit qx le modèle quadratique de f en x ∈ dom f , c’est-à-dire son développement
de Taylor à l’ordre 2. On a pour tout y ∈ dom f :

qx(y) = f(x)− 〈d(x), y − x〉x +
1

2
‖y − x‖2x.
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La proposition suivante donne une estimation de l’erreur entre f et son modèle quadra-
tique qx. On ne s’étonnera pas que l’erreur est en O(‖y − x‖3x) puisque la dérivée
seconde d’une fonction autoconcordante vérifie une condition de Lipschitz radiale lo-
cale; et on appréciera que, pour y dans le voisinage Bx(x, 1) de x, aucune constante
inconnue n’intervient dans l’estimation.

Proposition 16.12 (erreur du modèle quadratique) Soient f ∈ AC(E),
x ∈ dom f et y ∈ Bx(x, 1). Alors

∣∣f(y)− qx(y)
∣∣ 6 ‖y − x‖3x

3
(
1− ‖y − x‖x

) .

Démonstration. En utilisant le développement

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) +
1

2
ϕ′′(0) +

∫ 1

0

∫ t

0

(
ϕ′′(s)− ϕ′′(0)

)
ds dt

sur la fonction ϕ(t) = f(x+ t(y−x)), on obtient

f(y) = qx(y) +

∫ 1

0

∫ t

0

〈[Hx(x+ s(y−x))− I](y − x), y − x〉x ds dt.

En prenant les normes, puis en utilisant (16.12), ce qui est licite puisque y ∈ Bx(x, 1),
on en déduit

∣∣f(y)− qx(y)
∣∣ 6 ‖y − x‖2x

∫ 1

0

∫ t

0

‖Hx(x + s(y−x)) − I‖x ds dt

6 ‖y − x‖2x
∫ 1

0

∫ t

0

(
1

(
1− s‖y − x‖x

)2 − 1

)
ds dt

= ‖y − x‖3x
∫ 1

0

t2

1− t‖y − x‖x
dt

6
‖y − x‖3x

1− ‖y − x‖x

∫ 1

0

t2 dt

=
‖y − x‖3x

3
(
1− ‖y − x‖x

) .
✷

La proposition suivante donne, en cas d’existence d’un minimum x∗, une estima-
tion du progrès vers celui-ci que réalise une itération de Newton.

Proposition 16.13 (progrès vers le minimum) Supposons que f ∈ AC(E)
ait un minimum en x∗ ∈ dom f .
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1) Si x ∈ dom f est tel que x∗ ∈ Bx(x, 1), alors x+ vérifie

‖x+ − x∗‖x 6
‖x− x∗‖2x

1− ‖x− x∗‖x
.

2) Si x ∈ dom f est tel que x ∈ Bx∗(x∗,
1
4 ), alors x+ vérifie

‖x+ − x∗‖x∗ < 4‖x− x∗‖2x∗
.

Démonstration. 1) En retranchant x dans chaque membre de (16.13) et en faisant
un développement de Taylor avec reste intégral de g(x) autour de x∗, on obtient
classiquement

x+ − x∗ =

∫ 1

0

[
I −Hx

(
x∗ + t(x−x∗)

)]
(x − x∗) dt.

En prenant les normes, puis en utilisant (16.12), ce qui est légitime puisque x∗ +
t(x−x∗) ∈ Bx(x, 1), on trouve avec δ+ := ‖x+ − x∗‖x et δ := ‖x− x∗‖x :

δ+ 6

∫ 1

0

∥∥∥I −Hx

(
x∗ + t(x−x∗)

)∥∥∥
x
δ dt 6

∫ 1

0

(
δ

(1− (1−t)δ)2 − δ
)

dt =
δ2

1− δ .

2) Afin de récrire l’inégalité obtenue au point 1 en termes de ‖x+ − x∗‖x∗ et
‖x− x∗‖x∗ , on utilise les inégalités suivantes, déduites de (16.4) :

‖x+ − x∗‖x∗

(
1− ‖x− x∗‖x∗

)
6 ‖x+ − x∗‖x,

‖x− x∗‖x 6
‖x− x∗‖x∗

1− ‖x− x∗‖x∗

.

Lorsque x ∈ Bx∗(x∗,
1
2 ), l’inégalité du point 1 devient alors

‖x+ − x∗‖x∗ 6
‖x− x∗‖2x∗(

1− ‖x− x∗‖x∗

)2 (
1− 2‖x− x∗‖x∗

) .

On obtient alors l’inégalité du point 2 lorsque, par exemple, x ∈ Bx∗(x∗,
1
4 ). ✷

Proposition 16.14 (existence d’un minimum se déduisant d’une direc-
tion de Newton petite) Si f ∈ AC(E) et si ‖d(x)‖x 6 1

4 pour un x ∈ dom f ,
alors f a un minimum en un point x∗ ∈ dom f ,

‖x+ − x∗‖x 6
3‖d(x)‖2x(

1− ‖d(x)‖x
)3 et ‖x− x∗‖x 6 ‖d(x)‖x +

3‖d(x)‖2x(
1− ‖d(x)‖x

)3 .

Démonstration. ✷
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Autres propriétés

Proposition 16.15 (existence d’un minimum) Si f ∈ AC(E) est minorée
par une constante (par exemple parce que dom f est borné), alors f a un mini-
mum.

Démonstration. ✷

Proposition 16.16 (comportement frontière) Si f ∈ AC(E) et si {xk} ⊆
dom f est une suite convergeant vers un point x̄ ∈ ∂(dom f), alors f(xk)→ +∞
et ‖g(xk)‖ → +∞. En particulier, f ∈ Conv(E).

Démonstration. ✷

Dans le voisinage d’un point x ∈ dom f , l’application g(·) est inversible (on peut
utiliser le théorème de la fonction inverse, car g′(x) = H(x) est inversible) : pour v
petit, on peut écrire g(x) + v = g(x + u) pour un certain u ∈ E. La proposition
suivante quantifie la petitesse de v pour que g(x) + v soit dans l’image de g.

Proposition 16.17 (inversion du gradient) Soient f ∈ AC(E), x ∈ dom f

et r 6 1
4 . Si ‖v‖x 6 r, il existe u ∈ B̄x(v,

3r2

(1−r)3 ) tel que gx(x) + v = gx(x+u).

Démonstration. On considère f̃ ∈ AC(E), définie en y ∈ E par

f̃(y) = f(y)− 〈gx(x) + v, y〉x.

Le minimum de f̃ , s’il existe, est le point x+ u recherché.
On observera que f̃ ∈ AC(E) (proposition 16.8). Le déplacement de Newton en x

sur f̃ s’écrit
−H(x)−1(g(x)−H(x)gx(x) −H(x)v) = v.

Sa norme locale étant plus petite que 1
4 , f̃ a un minimum (proposition 16.14); notons le

x+u ∈ dom f . Selon la même proposition, ‖u−v‖x 6 3‖v‖2x/(1−‖v‖x)3 6 3r2/(1−r)3.
✷

16.1.3 Barrière autoconcordante

Pour être autoconcordante, une fonction doit vérifier les propriétés globales (16.2)
et les propriétés locales (AC1) et (AC2). Pour être une barrière autoconcordance, il
faut qu’une propriété globale supplémentaire ait lieu.
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Définition 16.18 On dit qu’une fonction f : E → R ∪ {+∞} est une (fonction)
barrière autoconcordante, si f ∈ AC(E) et si

ϑf := sup
x∈dom f

‖gx(x)‖2x (16.14)

est fini. Le scalaire ϑf est appelé le module de complexité de f . On note BAC(E)
l’ensemble des fonctions barrières autoconcordantes sur E. ✷

Comme la direction de Newton s’écrit d(x) = −gx(x), une barrière auto-concor-
dante a ses directions de Newton bornées en norme locale. On observe que ni gx(x),
ni ‖ · ‖x ne dépendent du produit scalaire de référence; il en est donc de même de ϑf .
Enfin, il est clair que ϑf > 0 (sinon gx(x) = 0 pour tout x ∈ dom f , ce qui ne serait
possible que si g(x) = 0 pour tout x ∈ dom f ou encore que si f était constante, en
contradiction évidente avec la stricte convexité d’une fonction autoconcordante). Nous
verrons que l’on a en fait ϑf > 1 (proposition 16.28), ce qui peut paraître surprenant
au premier abord.

Exemple 16.19 La fonction lb : Rn → R ∪ {+∞} définie en (16.5) est une barrière
autoconcordante avec ϑlb = n.

Démonstration. On sait que lb ∈ AC(Rn) (exemple 16.2). D’autre part, si on note
X = Diag(x1, . . . , xn) et e le vecteur dont les composantes valent 1, le gradient de lb
pour la métrique locale s’écrit gx(x) = H(x)−1g(x) = (X−2)−1(−X−1e) = −x. Dès
lors ϑlb = supx>0 ‖x‖2x = supx x

TX−2x = n. ✷

Exemple 16.20 La fonction ld : Sn → R ∪ {+∞} définie en (16.6) est une barrière
autoconcordante avec ϑld = n.

Démonstration. On sait que ld ∈ AC(Sn) (exemple 16.3). Le gradient g(X) et la
hessienne H(X) de ld en X ≻ 0 vérifient g(X) = −X−1 et H(X)M = X−1MX−1

pour tout M ∈ Sn. Alors −X−1 = g(X) = H(X)gX(X) = X−1gX(X)X−1, si bien
que gX(X) = −X . Finalement ‖gX(X)‖2X = 〈g(X), gX(X)〉 = tr I = n. ✷

Calcul autoconcordant

Proposition 16.21 (restriction à un sous-espace vectoriel) Si f ∈
BAC(E) et si E0 est un sous-espace vectoriel de E qui rencontre dom f , alors
f |E0 ∈ BAC(E0) et ϑf |E0 6 ϑf .

Démonstration. En effet, f |E0 ∈ AC(E0) (proposition 16.6). Par ailleurs, si PE0,x

est le projecteur orthogonal sur E0 pour la métrique riemannienne en x et si g|E0,x(x)
est le gradient de f |E0 en x pour cette même métrique, on a g|E0,x(x) = PE0,xgx(x) et
‖PE0,xv‖x 6 ‖v‖x (quel que soit v ∈ E). Dès lors
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ϑf |E0 = sup
x∈E0∩dom f

‖g|E0,x(x)‖2x 6 sup
x∈E0∩dom f

‖gx(x)‖2x 6 sup
x∈dom f

‖gx(x)‖2x = ϑf .

✷

Proposition 16.22 (somme) Si f1 et f2 ∈ BAC(E) et si dom f1∩dom f2 6= ∅,
alors f1 + f2 ∈ BAC(E) et ϑf1+f2 6 ϑf1 + ϑf2 .

Démonstration. On sait déjà que f := f1 + f2 ∈ AC(E) (proposition 16.7). On
simplifie les écritures en notant gi := gi(x), Hi := Hi(x), g = g1+g2 et H = H1+H2.

Il faut estimer ‖gx(x)‖x, mais comme cette quantité ne dépend pas du produit
scalaire de référence, on peut supposer que celui-ci est tel que H(x) = I. Alors on a

‖gx(x)‖2x = f ′′(x) ·
(
H(x)−1g(x)

)2
= ‖g‖2 = ‖g1 + g2‖2.

On développe le carré et on introduit vi := H
−1/2
i gi :

‖gx(x)‖2x = ‖g1‖2 + ‖g2‖2 + 2〈g1, g2〉 = 〈H1v1, v1〉+ 〈H2v2, v2〉+ 2〈H1/2
1 v1, H

1/2
2 v2〉.

On utilise alors H1 +H2 = H = I :

‖gx(x)‖2x = 〈(I−H2)v1, v1〉+ 〈(I−H1)v2, v2〉+ 2〈H1/2
1 v1, H

1/2
2 v2〉

= ‖v1‖2 + ‖v2‖2 − ‖H1/2
2 v1‖2 − ‖H1/2

1 v2‖2 + 2〈H1/2
1 v1, H

1/2
2 v2〉.

Mais H1 et H2 commutent (car H1H2 = H1(I −H1) = (I −H1)H1 = H2H1) et donc
aussi H1/2

1 et H1/2
2 . Alors la somme des trois derniers termes ci-dessus est la quantité

négative −‖H1/2
2 v1 −H1/2

1 v2‖2. On en déduit

‖gx(x)‖2x 6 ‖v1‖2 + ‖v2‖2 = 〈H−1
1 g1, g1〉+ 〈H−2

2 g2, g2〉 6 ϑf1 + ϑf2 .

En prenant le supremum en x ∈ dom f à gauche on obtient ϑf 6 ϑf1 + ϑf2 . ✷

La proposition 16.8 ne s’étend pas aux barrières autoconcordantes.

Contre-exemple 16.23 La fonction x ∈ R 7→ x − log x n’est pas une barrière au-
toconcordante. En effet, g(x) = 1 − 1/x, H(x) = 1/x2, gx(x) = x2 − x, ‖gx(x)‖2x =
(x2 − x)2/x2 = (x− 1)2 qui n’est pas borné sur R++. ✷

Proposition 16.24 (précomposition par une application affine) Si F est
un autre espace euclidien, si a : E → F est affine et injective, si f ∈ BAC(F) et
si dom f ∩ a(E) 6= ∅, alors f ◦ a ∈ BAC(E) et ϑf◦a 6 ϑf .

Démonstration. On sait déjà que f̃ := f ◦ a ∈ AC(E) (proposition 16.9). Soient
x ∈ E tel que y := a(x) ∈ dom f . On prend 〈·, ·〉y comme produit scalaire de référence
sur F et on suppose que a(x) = Ax+ b avec A linéaire injective.
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Calculons le gradient et la hessienne de f̃ en x. On a f̃ ′(x) · u = f ′(y) · (Au) =
〈A∗g(y), u〉 et f̃ ′′(x) · (u, v) = f ′′(y) · (Au,Av) = 〈A∗Au, v〉 (avec le produit scalaire
choisi sur F, H(y) = I). Dès lors

g̃(x) = A∗g(y) et H̃(x) = A∗A.

On peut alors évaluer

‖g̃x(x)‖2x = 〈H̃(x)−1g̃(x), g̃(x)〉
= 〈(A∗A)−1A∗g(y), A∗g(y)〉
= 〈A(A∗A)−1A∗g(y), g(y)〉y
6 ‖A(A∗A)−1A∗‖y ‖gy(y)‖2y
6 ϑf ,

car A(A∗A)−1A∗ étant un projecteur orthogonal pour le produit scalaire 〈·, ·〉y (il est
idempotent et auto-adjoint), il est de norme ‖ · ‖y inférieure à 1. ✷

Autres propriétés

Beaucoup de propriétés des barrières autoconcordantes se déduisent des bornes que
l’on peut obtenir sur ses dérivées directionnelles. C’est ce sur quoi se concentrent les
deux propositions suivantes. On y fait usage de l’inverse de la fonction de Minkowski
de dom f , de pôle x ∈ adh(dom f), qui est défini en y ∈ E par

αx(y) = sup{α > 0 : x+ α(y − x) ∈ dom f}.

La fonction de Minkowski est l’application y 7→ 1/αx(y).

Proposition 16.25 (dérivée directionnelle première) Soient f ∈ BAC(E)
et x ∈ dom f .
1) Si y ∈ dom f , alors

−ϑf
αy(x) − 1

6 f ′(x) · (y − x) < ϑf . (16.15)

2) Si y ∈ ∂(dom f) et αy(x) >
(
1 + ϑ

1/2
f

)2
, alors

1−
(
1 + ϑ

1/2
f

)2

αy(x)
6 f ′(x) · (y − x). (16.16)

Démonstration. 1) Démontrons d’abord l’inégalité de droite dans (16.15). On exa-
mine f le long de la droite portée par x et y ∈ dom f , en introduisant la fonction ϕ
définie par ϕ(t) := f(x + t(y−x)). Il s’agit donc de démontrer que ϕ′(0) < ϑf ou
1/ϕ′(0) > 1/ϑf , car on peut supposer que ϕ′(0) > 0 (sinon le résultat est trivial). Si
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ϕ′(0) > 0, alors, par convexité, ϕ′(t) > 0 pour t > 0 dans le domaine de ϕ. Comme 1
est dans le domϕ, il suffit en fait de démontrer l’inégalité un peu plus forte

1

ϕ′(0)
− 1

ϕ′(1)
>

1

ϑf
. (16.17)

Celle-ci suggère de regarder comment varie 1/ϕ′(t) ou encore d’intégrer la dérivée de
ce quotient entre 0 et 1. On trouve

(
− 1

ϕ′(t)

)′
=
ϕ′′(t)
ϕ′(t)2

>
1

ϑf
, (16.18)

où l’inégalité à droite vient des estimations suivantes, dans lesquelles on a noté xt :=
x+ t(y−x) :

|ϕ′(t)| = |〈gxt(xt), y − x〉xt | 6 ‖gxt(xt)‖xt ‖y − x‖xt 6 ϑ
1/2
f ‖y − x‖xt ,

ϕ′′(t) = ‖y − x‖2xt
.

Après intégration de (16.18) entre 0 et 1, on obtient (16.17).
Pour établir l’inégalité de gauche dans (16.15), on introduit la fonction ϕ définie

par ϕ(t) := f(y + t(x−y)). Il s’agit donc de majorer ϕ′(1) = −f ′(x) · (y − x), que
l’on peut supposer strictement positif (sinon le résultat est trivial). Par convexité, on
a alors ϕ′(t) > 0 pour t > 1 dans le domaine de ϕ. Comme ci-dessus, ϕ′(t) vérifie
(16.18). Après intégration entre 1 et t, on obtient cette fois

ϑf − (t−1)ϕ′(1) >
ϑfϕ

′(1)
ϕ′(t)

.

Le membre de droite reste strictement positif pour tout t > 1 dans domϕ; il en est
donc de même du membre de gauche. En prenant le plus grand t possible, c’est-à-dire
t = αy(x), on voit que ϕ′(1) 6 ϑf/(αy(x) − 1), qui est l’inégalité recherchée.

2) On note T := αy(x) si cette quantité est finie; sinon T est un nombre arbitraire-
ment grand. On définit à présent ϕ ∈ AC(R) par ϕ(t) := f(y + t(x−y)). Il s’agit de
majorer ϕ′(1). Le domaine de ϕ est l’intervalle ]0, T [. Comme ϕ est autoconcordante
et 0 /∈ domϕ, on a pour tout t ∈ ]0, T [ :

ϕ′′(t)t2 > 1.

D’autre part, en appliquant à ϕ l’inégalité de gauche dans (16.15), qui est encore
vérifiée pour y ∈ ∂(dom f), on trouve ϕ′(t)(−t) > −ϑf/(α0(t)−1) (proposition 16.21).
Comme α0(t) = T/t, on obtient pour tout t ∈ ]0, T [ :

ϕ′(t) 6
ϑf
T − t .

On intègre alors ϕ′′(t) de 1 à t ∈ ]t, T [ et on tient compte des deux dernières inégalités :

ϕ′(1)− 1

t
+ 1 6 ϕ′(1) +

∫ t

1

ϕ′′(s)ds = ϕ′(t) 6
ϑf
T − t

ou encore
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ϕ′(1) 6
ϑf
T − t +

1

t
− 1. (16.19)

Si T := αy(x) < +∞, on peut prendre t = T/(1 + ϑ
1/2
f ), qui est dans ]1, T [, par

l’hypothèse sur αy(x). On trouve

ϕ′(1) 6
ϑf (1 + ϑ

1/2
f )

Tϑ
1/2
f

+
1 + ϑ

1/2
f

T
− 1 =

(1 + ϑ
1/2
f )2

T
− 1,

qui est bien (16.16). Si αy(x) = +∞, on peut prendre T et t arbitrairement grand
dans (16.19), si bien que l’on trouve ϕ′(1) 6 −1 et donc aussi (16.16). ✷

Les dérivées directionnelles secondes peuvent s’exprimer en utilisant la norme lo-
cale. C’est ce que nous faisons dans la proposition suivante.

Proposition 16.26 (dérivée directionnelle seconde) Soient f ∈ BAC(E)
et x, y ∈ dom f vérifiant f ′(x) · (y − x) > 0. Alors ‖y − x‖x 6 4ϑf + 1.

Démonstration. ✷

Les propositions précédentes ont de nombreuses conséquences. En voici déjà
quelques-unes, toutes immédiates, apportant un éclairage sur l’allure des barrières
autoconcordantes.

Si d fait un angle plus petit que π/2 avec un gradient g(x) 6= 0 d’une barrière
autoconcordante, alors la demi-droite {x + td : t > 0} rencontre la frontière de
son domaine.

Cet énoncé suppose que l’on utilise le même produit scalaire pour définir l’angle
et le gradient. Il se déduit de l’inégalité de droite dans (16.15). Si on utilise aussi
la proposition 16.26, la zone où doit se trouver le domaine de f est représenté à
la figure 16.1.

Bx(x, 4ϑf+1)

x

g(x)

∂(dom f)

x+ {y : 〈g(x), y−x〉 = ϑf}

Fig. 16.1. Localisation du domaine d’une barrière autoconcordante

Le domaine d’une barrière autoconcordante ne contient pas de droite. En parti-
culier, il ne peut être E tout entier.
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En effet, supposons que {x0+αd : α ∈ R} ⊆ dom f . Alors, pour tout x = x0+αd,
on aurait f ′(x) ·d = 0 (prendre y = x+ td avec t→ ±∞ dans l’inégalité de droite
dans (16.15)). On en déduirait que f ′′(x) ·d2 = 0, ce qui ne serait pas compatible
avec la stricte convexité de f .

Si x ∈ dom f et d ∈ (dom f)∞(x), alors f ′(x) · d 6 −1/αx(x−d) < 0.

Comme −d /∈ (dom f)∞(x) (car dom f ne contient pas de droite), α := αx(x−d)
est fini et y := x− αd est sur la frontière de dom f . D’autre part αy(x) =∞ et,
d’après (16.16), f ′(x) · (y − x) > 1.

Le résultat suivant montre que, dans le cas où f a un minimum, celui-ci est bien
centré dans le domaine de f . De plus, les ellipsoïdes inscrit Bx∗(x∗, 1) et circonscrit
Bx∗(x∗, 4ϑf+1) permettent d’avoir une bonne estimation de son volume.

Proposition 16.27 (existence d’un minimum) Une fonction f ∈ BAC(E)
a un minimum x∗ si, et seulement si, son domaine est borné. Dans ce cas

Bx∗(x∗, 1) ⊆ dom f ⊆ Bx∗(x∗, 4ϑf+1).

Démonstration. Si dom f est borné, f a un minimum (proposition 16.15). Inverse-
ment si f a un minimum x∗ ∈ dom f , on a Bx∗(x∗, 1) ⊆ dom f par la définition de
l’autoconcordance et dom f ⊆ Bx∗(x∗, 4ϑf+1) par la proposition 16.26 (appliquée à
x = x∗, avec g(x∗) = 0). ✷

Estimation du module de complexité

Mieux vaut disposer d’une barrière autoconcordante avec un module de complex-
ité petit car, comme nous le verrons à la section 16.1.4, la complexité itérative des
algorithmes sera proportionnelle à ϑω

f , avec un certain ω > 0. Le module de complex-
ité ne peut toutefois pas être arbitrairement petit. D’une part, il doit être supérieur
à 1 (proposition 16.28), ce que ne suggère pas sa définition.

Proposition 16.28 (minorant de ϑf) Si f ∈ BAC(E), alors ϑf > 1.

Démonstration. On peut trouver un x ∈ dom f tel que gx(x) 6= 0 car une fonction
autoconcordante ne peut être constante (elle a une hessienne définie positive). Alors
y := x + tgx(x)/‖gx(x)‖x est dans le domaine de f pour tout t ∈ [0, 1[ (on sait en
effet que Bx(x, 1) ⊆ dom f lorsque f est autoconcordante). En utilisant ce y dans
l’inégalité de droite dans (16.15), on obtient

ϑf > t
〈g(x), gx(x)〉
‖gx(x)‖x

= t ‖gx(x)‖x.

Le supremum sur les x ∈ dom f tels que gx(x) 6= 0 et sur les t ∈ [0, 1[ à droite conduit
à ϑf > ϑ

1/2
f ou ϑf > 1. ✷
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Existence de barrière autoconcordante

Nous admettrons le théorème fondamental suivant [455 ; Theorem 2.5.1]. Une
droite fait référence ici à un sous-espace affine de dimension 1.

Théorème 16.29 (fondamental) Il existe une constante ν > 0 telle que pour
tout entier n > 1 et pour tout ouvert convexe Ω de Rn ne contenant pas de droite,
il existe une fonction f ∈ BAC(Rn) telle que dom f = Ω et ϑf 6 νn.

16.1.4 Trois approches algorithmiques N

Problème et méthodes

On considère le problème

(P )

{
inf 〈c, x〉
x ∈ X,

dans lequel c ∈ E et X ⊆ E est l’adhérence du domaine d’une fonction f ∈ BAC(E).
On note

val(P )

la valeur optimale de (P ). On cherche à résoudre ce problème par des méthodes de
points intérieurs, générant donc des itérés dans l’intérieur supposé non vide de X .

Comme l’ensemble admissibleX n’est pas donné par des contraintes fonctionnelles,
les méthodes de points intérieurs pour résoudre (P ) sont nécessairement primales,
dans le sens où elles ne s’intéressent qu’à la variable primale x (à la différence des
méthodes de points intérieurs primales-duales des chapitres 18 et 20, qui génèrent
conjointement des itérés primaux et des multiplicateurs).

Définition 16.30 On appelle chemin central du problème (P ), noté C , l’image de
l’application (µ > 0) 7→ x(µ) ∈ dom f , où x(µ) est le minimum (s’il existe) de la
fonction fµ définie par

fµ(x) =
1

µ
〈c, x〉+ f(x).

✷

S’il existe, le minimum de la fonction strictement convexe fµ est nécessairement
unique. Comme nous avons supposé que f ∈ BAC(E), fµ ∈ AC(E) (proposition 16.8),
mais fµ peut ne pas être dans BAC(E) (contre-exemple 16.23).

Les algorithmes de points intérieurs se servent du chemin central comme d’un
guide qui va conduire les itérés vers une solution du problème. Cette stratégie est
motivée par le fait que la valeur du critère dans (P ) décroît vers la valeur optimale le
long du chemin central (lorsque µ ↓ 0). La décroissance de la valeur optimale de fµ
est assurée par la proposition 13.2, tandis que sa convergence vers la valeur optimale
du problème (P ) se déduit clairement de l’estimation suivante :

〈c, x(µ)〉 6 val(P ) + ϑf µ. (16.20)
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Démontrons cette inégalité. Par optimalité, ∇fµ(x(µ)) = 0, ce qui s’écrit

− 1

µ
c = g(x(µ)).

En prenant le produit scalaire avec y − x(µ) pour y ∈ dom f , on a grâce à la propo-
sition 16.25 :

− 1

µ
〈c, y − x(µ)〉 = 〈g(x(µ)), y − x(µ)〉 < ϑf .

Dès lors, 〈c, x(µ)〉 < 〈c, y〉+ ϑf µ, pour tout y ∈ dom f . On en déduit (16.20).
C’est la direction de Newton en x sur fµ, pour des paramètres µ décroissant vers

zéro, qui joue un rôle important dans les algorithmes décrits ci-après. Elle est notée
et définie par

dµ(x) := −H(x)−1

(
1

µ
c+ g(x)

)
. (16.21)

On aura aussi besoin d’imposer aux itérés x de se trouver suffisamment proche d’un
point central x(µ). Le contrôle de cette proximité se fera au moyen d’un voisinage qu’il
est agréable de définir à partir de la direction de Newton dµ(x), parce que celle-ci est
calculée dans les algorithmes. Pour µ > 0 et α > 0, on définit le voisinage suivant
de x(µ) :

Vµ(α) := {x ∈ dom f : ‖dµ(x)‖x 6 α}. (16.22)

Le voisinage V (α) du chemin central est alors la réunion de ces Vµ(α) pour tous les
µ > 0.

Si fµ n’a pas de minimum, le voisinage Vµ(α) peut être vide. En fait, d’après
la proposition 16.14, supposer Vµ(α) 6= ∅, avec α ∈ ]0, 14 [, assure du même coup
l’existence de x(µ). Cette hypothèse sera implicite dans les algorithmes décrits ci-
après.

Algorithme des petits déplacements

L’algorithme des petits déplacements relève du principe de la poursuite d’un ob-
jectif fuyant, ce que l’on a schématisé à la figure 16.2 : en l’itéré courant x, supposé

X

x+

x(µ)
C

S

x(µ+)

c

x

Fig. 16.2. Algorithme des petits déplacements
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proche d’un point central x(µ), on se fixe pour objectif un autre point central x(µ+)
avec µ+ < µ, et l’on fait un déplacement de Newton dans sa direction (donc sur fµ+),
ce qui conduit au nouvel itéré x+. On n’a pas besoin de connaître x(µ+); seuls µ+ et
fµ+ sont utiles au calcul du déplacement de Newton. Le processus se répète jusqu’à
ce que µ soit assez petit devant ϑf ou devant un majorant de ϑf , que l’on suppose
connu. L’inégalité (16.20) permet d’avoir une estimation de l’erreur sur le coût sans
avoir besoin de connaître la valeur optimale val(P ), pourvu que ϑf soit connu. La
proximité du point central x(µ) se fait au moyen du voisinage Vµ(α) avec α = 1/9.
Quant à la décroissance de µ, elle se fait simplement par la règle µ+ = σµ, avec la
constante σ ∈ ]0, 1[ bien choisie.

On peut à présent décrire de manière précise, l’algorithme dont on montrera la
polynomialité.

Algorithme 16.31 (PIC petits déplacements — une itération)

On se donne µ > 0 et α := 1/9. On suppose que l’itéré courant x ∈ Vµ(α).
L’itéré suivant x+ est calculé comme suit.
1. Mise à jour du paramètre µ+ = σµ, avec

σ =
8ϑ

1/2
f

1 + 8ϑ
1/2
f

. (16.23)

2. Calcul de la direction de Newton dµ+(x).
3. Nouvel itéré : x+ = x+ dµ+(x).

Cet algorithme fait usage de ϑf , qu’il faut donc connaître. On pourrait aussi utiliser
un majorant θ de ϑf , ce qui aurait pour effet d’augmenter σ, mais alors la complexité
itérative de l’algorithme serait en O(θ1/2) au lieu de O(ϑ1/2f ).

Théorème 16.32 (convergence et complexité de l’algorithme des pe-
tits déplacements) L’algorithme 16.31 est bien défini, converge (µk → 0 q-
linéairement) et pour tout ε ∈ ]0, 1[, il existe un indice K := ⌈9ϑ1/2f log ε−1⌉ tel
que µk 6 εµ0, dès que k > K.

Démonstration. L’algorithme sera bien défini si on montre que x+ ∈ Vµ+(α), c’est-
à-dire si ‖dµ+(x+)‖x+ 6 α. La proposition 16.11 permet d’estimer la norme précédente
en fonction de ‖dµ+(x)‖x. Commençons donc par estimer cette dernière en fonction
de ‖dµ(x)‖x que l’on sait être 6 α, par récurrence. On a

dµ+(x) = −H(x)−1

(
1

µ+
c+ g(x)

)
=

µ

µ+
dµ(x) +

(
µ

µ+
− 1

)
gx(x).

En utilisant µ+ = σµ, ‖dµ(x)‖x 6 α, ‖gx(x)‖x 6 ϑ
1/2
f , les valeurs de α = 1/9 et de σ

utilisées par l’algorithme et ϑf > 1 (proposition 16.28), on obtient
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‖dµ+(x)‖x 6
α

σ
+

(
1

σ
− 1

)
ϑ
1/2
f 6

1

9

(
1

8ϑ
1/2
f

+ 1

)
+

1

8
6

1

4
.

Comme fµ+ ∈ AC(E) (proposition 16.8) et ‖dµ+(x)‖x < 1, on peut utiliser la propo-
sition 16.11, qui conduit à

‖dµ+(x+)‖x+ 6

( ‖dµ+(x)‖x
1− ‖dµ+(x)‖x

)2

6
1

9
= α.

L’algorithme est donc bien défini et µk+1 = σµk, avec σ < 1, montre que µk → 0
linéairement.

Il reste à démontrer la polynomialité. On a

log µk = logµk−1 − log

(
1 +

1

8ϑ
1/2
f

)

6 logµk−1 −
1/(8ϑ

1/2
f )

1 + 1/(8ϑ
1/2
f )

[car log(1+t) > t
1+t ]

6 logµ0 −
k

1 + 8ϑ
1/2
f

[par récurrence].

Dès lors, log(µk/µ0) 6 log ε, dès que k > K := ⌈9ϑ1/2f log ε−1⌉ > (1 + 8ϑ
1/2
f ) log ε−1

(on se rappelle que ϑf > 1). ✷

Algorithme des grands déplacements

L’inconvénient de l’algorithme des petits déplacements est de réduire µ très lente-
ment, puisqu’on le multiplie à chaque itération par le facteur σ donné par (16.23), qui
est proche de 1 lorsque ϑf est grand. Dans l’algorithme des grands déplacements,
on décide de réduire µ par un facteur σ arbitrairement petit à chaque étape de
l’algorithme : µ+ := σµ. Fort bien. Mais il n’est alors plus garanti que x+ dµ+(x) soit
dans le voisinage Vµ+(α) de x(µ+) lorsque x ∈ Vµ(α). Or on a besoin que le nouvel
itéré x+ soit dans Vµ+(α) pour qu’au début de l’étape suivante on se retrouve dans
les mêmes conditions qu’à l’étape courante. Dans l’algorithme des grands déplace-
ments, on obtient x+ ∈ Vµ+(α) en faisant plusieurs itérations de Newton amorties,
avec des pas déterminés par recherche linéaire sur fµ+ . L’algorithme est schématisé à
la figure 16.3. Cet algorithme génère donc des itérés intermédiaires xi. On appellera
itération l’ensemble des opérations menant d’un itéré intermédiaire au suivant et étape
l’ensemble des itérations conduisant de x à x+ et correspondant à une réduction de
µ en µ+ = σµ. Voici une description précise d’une étape de l’algorithme.

Algorithme 16.33 (PIC grands déplacements — une étape)

Soient α = 1/4 et σ ∈ ]0, 1[ deux constantes indépendantes de l’étape consid-
érée. On suppose que l’itéré courant x ∈ Vµ(α), pour un µ > 0. L’itéré suivant
x+ ∈ Vµ+(α) est calculé comme suit.
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x(µ)

x(µ+)

x+

xi

C

S

c

x

X

Fig. 16.3. Algorithme des grands déplacements

1. Mise à jour du paramètre : µ+ = σµ.
2. Itérations de Newton avec recherche linéaire.

2.1. x0 := x, i := 0.
2.2. Tant que xi /∈ Vµ+(α) :

calcul du pas ti > 0 qui minimise t 7→ fµ+(xi + tdµ+(xi)),
xi+1 := xi + tidµ+(xi),
i := i+ 1.

3. Nouvel itéré : x+ := xi, i(x) := i.

La difficulté principale de l’analyse de l’algorithme est de montrer que le nombre
i(x) d’itérés intermédiaires à chaque étape est borné (par une constante ne dépendant
que de ϑf et de σ). La complexité polynomiale de l’algorithme sera une conséquence
aisée de ce fait.

Théorème 16.34 (convergence et complexité de l’algorithme des
grands déplacements) L’algorithme 16.33 est bien défini, converge (µk → 0 q-
linéairement) et pour tout ε ∈ ]0, 1[, on a µk 6 εµ0, dès que le nombre d’itérations
de Newton est supérieur à (80ϑf logσ ε)/σ.

Démonstration. 1) Première étape : la décroissance maximale que l’on peut obtenir
sur fµ+ à partir de x ∈ Vµ(α) est bornée :

fµ+(x) − fµ+(x(µ+)) 6
2ϑf
σ
. (16.24)

Cette inégalité s’obtient en deux temps, en estimant la décroissance de fµ+ de x à
x(µ) puis de x(µ) à x(µ+) :

fµ+(x)− fµ+(x(µ)) 6

√
ϑf

σ
(16.25)

fµ+(x(µ)) − fµ+(x(µ+)) 6

(
1

σ
− 1

)
ϑf . (16.26)
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En sommant ces deux inégalités et en tenant compte du fait que ϑf > 1 (proposi-
tion 16.28), on obtient (16.24).

Pour établir (16.25), on commence par exprimer la convexité de fµ+ :

fµ+(x) − fµ+(x(µ)) 6 f ′
µ+

(x) · (x− x(µ)) = 〈dµ+(x), x(µ) − x〉x.

Pour estimer le membre de droite, on note que ‖x−x(µ)‖x 6 3/4 lorsque x ∈ Vµ(1/4)
(proposition 16.14) et on exprime dµ+(x) en fonction de dµ(x), dont on connaît la
grandeur :

dµ+(x) =
µ

µ+
dµ(x) +

(
µ

µ+
− 1

)
gx(x) =

1

σ
dµ(x) +

(
1

σ
− 1

)
gx(x). (16.27)

On obtient

fµ+(x)− fµ+(x(µ)) 6 ‖dµ(x)‖x ‖x− x(µ)‖x

6

(
1

σ
‖dµ(x)‖x +

(
1

σ
− 1

)
‖gx(x)‖x

)
3

4

6

(
1

σ

1

4
+

(
1

σ
− 1

)√
ϑf

)
3

4

6
1

σ

1

4

√
ϑf +

1

σ

3

4

√
ϑf [car ϑf > 1]

=

√
ϑf

σ
.

Pour établir (16.26), on commence également par exprimer la convexité de fµ+ :

fµ+(x(µ)) − fµ+(x(µ+)) 6 f ′
µ+

(x(µ)) · (x(µ) − x(µ+))

= 〈dµ+(x(µ)), x(µ+)− x(µ)〉x(µ).

Comme précédemment, la direction de Newton dµ+(x(µ)) peut s’exprimer en fonction
de dµ(x(µ)), qui est nulle car x(µ) minimise fµ, grâce à (16.27) avec x remplacé par
x(µ) :

dµ+(x(µ)) =

(
1

σ
− 1

)
gx(µ)(x(µ)).

En utilisant l’inégalité de droite dans (16.15), on trouve bien (16.26) :

fµ+(x(µ)) − fµ+(x(µ+)) 6

(
1

σ
− 1

)
〈gx(µ)(x(µ)), x(µ+)− x(µ)〉x(µ) 6

(
1

σ
− 1

)
ϑf .

2) Deuxième étape : tant que xi /∈ Vµ+(α), fµ+ décroît au moins de 1/40 lors de
chaque itération de Newton :

xi /∈ Vµ+(1/4) =⇒ fµ+(xi+1) 6 fµ+(xi)−
1

40
.

En effet, fµ+(xi+1) 6 fµ+(xi+t̃idµ+(xi)) avec le pas particulier t̃i := (5‖dµ+(xi)‖xi)
−1

puisque le pas ti minimise t 7→ fµ+(xi + tdµ+(xi)) et que t̃i‖dµ+(xi)‖xi < 1 implique



16.1. Méthodes de points intérieurs en optimisation convexe 607

que xi+ t̃idµ+(xi) ∈ dom f . La proposition 16.12 permet alors de développer fµ+(xi+
t̃idµ+(xi)) :

f(xi+1) 6 fµ+(xi + t̃idµ+(xi))

6 fµ+(xi)− t̃i‖dµ+(xi)‖2xi
+

1

2
t̃2i ‖dµ+(xi)‖2xi

+
t̃3i ‖dµ+(xi)‖3xi

3(1− t̃i‖dµ+(xi)‖xi)
.

= fµ+(xi)−
1

5
‖dµ+(xi)‖xi +

1

50
+

1

300

6 fµ+(xi)−
1

20
+

1

50
+

1

300
[‖dµ+(xi)‖xi >

1
4 lorsque xi /∈ Vµ+(1/4)]

6 fµ+(xi)−
1

40
.

3) Troisième étape : le nombre d’itérations de Newton par étape de l’algorithme est
borné. En effet, en utilisant les résultats obtenus dans les deux premières étapes de la
démonstration, on voit que, tant que xi−1 /∈ Vµ+(1/4), on a

i

40
6 fµ+(x) − fµ+(xi) 6 fµ+(x)− fµ+(x(µ+)) 6

2ϑf
σ
.

Dès lors i(x) 6 80ϑf/σ.
4) Conclusion. Puisque x+ ∈ Vµ+(α) en un nombre fini d’étapes, l’algorithme est

bien défini. De plus, si on note µk (k > 0) les paramètres utilisés à chaque étape de
l’algorithme on a évidemment µk = σµk−1 = σkµ0, qui converge donc q-linéairement
vers zéro. De plus µk/µ0 6 ε dès que σk 6 ε, ce qui s’écrit

k > logσ ε =⇒ µk 6 εµ0

(σ ∈ ]0, 1[, donc x 7→ logσ x est décroissante). Par ailleurs, le nombre total nk

d’itérations de Newton pour terminer les k premières étapes vérifie

nk :=

k−1∑

l=0

i(xl) 6
80ϑf
σ

k.

On a donc les implications

nk >
80ϑf
σ

logσ ε =⇒ k > logσ ε =⇒ µk 6 εµ0.
✷

La complexité itérative polynomiale de l’algorithme des grands déplacements est
donc en O(ϑf logσ ε), ce qui est moins bien que celle de l’algorithme des petits déplace-
ments, lequel est en O(

√
ϑf log ε

−1). Lorsqu’on le particularise à des cas concrets (voir
les chapitres 18 et 20), cet algorithme est en pratique plus rapide que l’algorithme des
petits déplacements. Il y a donc un écart entre la pratique et la théorie, qui n’est pas
comblé à ce jour.
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Algorithme prédicteur-correcteur N

16.2 Méthodes de points intérieurs en optimisation non
linéaire N

On considère, pour simplifier, le problème avec contraintes d’inégalité seulement,
celles pour lesquelles les algorithmes de points intérieurs (PI) ont été conçus. On l’écrit
sous la forme

(PI)

{
min f(x)
c(x) > 0,

où f : Rn → R et c : Rn → Rm sont des fonctions régulières. Le problème peut
ne pas être convexe (on ne demande pas que f et les −ci soient convexes). On note
λ ∈ Rm le multiplicateur associé à la contrainte dans le lagrangien, lequel est la
fonction ℓ : Rn × Rm → R définie par

ℓ(x, λ) = f(x)− λTc(x),

où le signe «− » tient compte de la positivité requise des contraintes.
Pourvu que les contraintes soient qualifiées en une solution particulière x∗, il existe

un multiplicateur optimal λ∗ tel que l’on ait les conditions d’optimalité (KKT) sui-
vantes 



∇xℓ(x∗, λ∗) = 0
C(x∗)λ∗ = 0
c(x∗) > 0 et λ∗ > 0.

(16.28)

On a noté C(x) := Diag(c1(x), . . . , cm(x)). On note L∗ := ∇2
xxℓ(x∗, λ∗) la hessienne

du lagrangien en z∗ := (x∗, λ∗) et

I0 := {i : ci(x∗) = 0} et I− := {i : ci(x∗) < 0}

l’ensemble des indices des contraintes actives et inactives en x∗. Évidemment ces
ensembles d’indices forment une partition de [1 :m].

Le premier intérêt des méthodes de points intérieurs est leur propension à mieux
gérer l’aspect combinatoire des problèmes d’optimisation avec contraintes d’inégalité,
c’est-à-dire de trouver la bonne manière d’activer celles-ci parmi les 2m possibilités.
Plus exactement, elles remplacent la combinatoire par du mauvais conditionnement,
celui des systèmes linéaires à résoudre. La gestion de ce mauvais conditionnement
relève de l’algèbre linéaire et est en général plus simple à prendre en compte.

16.2.1 Un algorithme de PI primal-dual

Schéma algorithmique

Le problème barrière associé à (PI) s’écrit, pour un paramètre de pénalisation
µ > 0 :

min

(
fµ(x) := f(x)− µ

m∑

i=1

log ci(x)

)
.

Dans celui-ci la contrainte c(x) > 0 est implicite (le critère est considéré comme
prenant la valeur +∞ si c(x) 6> 0). Ce problème n’a donc de sens que s’il existe un
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point strictement admissible, ce qui sera le cas sous les hypothèses 16.36 ci-dessous.
Un point stationnaire x de fµ est strictement admissible et vérifie, pour un λ ∈ Rm,
les conditions suivantes : {

∇xℓ(x, λ) = 0
C(x)λ = µe.

(16.29)

Ce sont les conditions d’optimalité (16.28), dans lesquelles les conditions de complé-
mentarité ont été perturbées et les contraintes c(x) > 0 et λ > 0 sont implicites.
L’ensemble

C := {z : F (z, µ) = 0 pour un certain µ > 0}
est appelé le chemin central primal-dual.

Même si les fonctions f et −ci sont convexes, la fonction fµ ci-dessus n’est en
général pas une fonction autoconcordante. Cela n’empêche pas de l’utiliser en pra-
tique pour concevoir des algorithmes efficaces. Cependant, si l’on ne suppose que la
continuité et la convexité de f et des −ci, le chemin central pourra avoir une allure
surprenante, parfois indésirable. Ainsi, dans R2, avec une fonction f convexe continue
et la contrainte x2 > 0, on peut avoir les chemins centraux de la figure 16.4. Les deux
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Fig. 16.4. Exemples de chemins centraux indésirables

premiers ont été dessinés avec une fonction f convexe continue, mais peuvent aussi se
présenter si f est C∞ [241]. Dans celui de gauche en forme d’antenne, il y a un nombre
infini de segments horizontaux qui s’accumulent sur la droite x2 = 0. Celui du milieu
en zigzag a un nombre infini de tournants. De tels chemins centraux ne peuvent pas
se présenter si les fonctions f et −ci sont convexes et analytiques [134, 433] ou si le
lagrangien est fortement convexe pour un jeu de multiplicateurs [20]. Si la fonction
f n’est que convexe continue, on peut avoir un chemin central comme dans le tracé
de droite [33]. Ces exemples suggèrent que l’approche par points intérieurs n’est pas
toujours appropriée.

On fera souvent référence à l’application F : Rn+m×R→ Rn+m associée à (16.29)
et définie en z = (x, λ) et µ par

F (z, µ) =

(
∇xℓ(x, λ)
C(x)λ − µe

)
.

Alors (16.29) se récrit F (z, µ) = 0 tandis que z∗ vérifie F (z∗, 0) = 0. Observons que



610 16. Méthodes de points intérieurs

F ′
z(z, 0) = F ′

z(z, µ) =

(
∇2

xxℓ(x, λ) −c′(x)T
Λc′(x) C(x)

)
.

L’algorithme que nous allons étudier utilise des directions de Newton en z = (x, λ)
sur l’équation F (z, µ) = 0. On la note dµ(z) et elle est définie par le système linéaire

F ′
z(z, µ) dµ(z) = −F (z, µ).

D’autre part, il génère des itérés z dans le voisinage V := ∪µ>0 Vµ du chemin central,
où pour µ > 0 fixé

Vµ :=
{
(x, λ) ∈ Rn+m : c(x) > 0, λ > 0,

‖∇xℓ(x, λ)‖2 6 εD(µ), ‖C(x)λ − µe‖2 6 εC(µ)
}
.

(16.30)
La dépendance en µ des seuils εD(·) > 0 et εC(·) > 0 sera déterminée au cours de
l’analyse pour que, asymptotiquement, l’algorithme soit bien posé et génère une suite
convergeant rapidement.

Précisons à présent une itération de l’algorithme.

Algorithme 16.35 (PINL asymptotique — une itération)

Asymptotiquement, une itération de l’algorithme, de z := (x, λ) à z+ :=
(x+, λ+) se déroule comme suit. On suppose au départ que z ∈ Vµ.
1. Mise à jour : µ+ := φ(µ).
2. Calcul de la direction de Newton dµ+(z).
3. z+ := z + dµ+(z).

Cet algorithme fonctionne donc de manière assez semblable à l’algorithme 16.31 des
petits déplacements et la figure 16.2 peut aussi le schématiser (sauf qu’ici les hy-
pothèses 16.36 impliquent que l’ensemble S des solutions est localement réduit au
point x∗). La différence essentielle vient de la définition de la direction de Newton
qui est ici primale-duale (calculée sur F (z, µ+) = 0), alors qu’elle est primale dans
l’algorithme des petits déplacements (calculée sur min fµ+). L’analyse et l’expérience
ont montré qu’une direction primale-duale donnait de meilleurs résultats (théoriques
et pratiques) qu’une direction primale, mais on n’avait pas d’autre choix pour ré-
soudre le problème général (16.1), qui ne présente pas de multiplicateur de manière
naturelle. Une autre différence porte sur la définition des voisinages Vµ, qui se fait ici
à partir des conditions d’optimalité plutôt que de la direction de Newton. Cette dif-
férence n’est pas essentielle car, comme on le verra au lemme 16.40, ces deux quantités
sont semblables (∼) dans le voisinage d’une solution z∗ vérifiant les hypothèses 16.36.
Dans le cas non linéaire non convexe qui nous occupe ici, loin de z∗, on utilise souvent
plusieurs itérations de Newton avec µ fixé ou les règles de mise à jour de ce paramètre
sont telles que celui-ci varie peu lorsque l’itéré courant est éloigné du chemin central.
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16.2.2 Analyse asymptotique

Dans cette section, le problème (PI) et sa solution primale-duale z∗ = (x∗, λ∗)
considérée sont supposés vérifier les hypothèses fortes suivantes.

Hypothèses 16.36
(H1) Régularité : les fonctions f et c sont C2 dans un voisinage de la solution x∗.
(H2) (QC-IL) : c′I0(x∗) est surjective,
(H3) Complémentarité stricte : pour tout i, ci(x∗) + (λ∗)i > 0,
(H4) (CS2) : uTL∗u > 0 pour toute direction non nulle u dans le noyau de c′I0(x∗).

Dans l’analyse asymptotique de cette section, il sera nécessaire de comparer entre
elles des grandeurs dépendant de µ > 0, disons u ≡ u(µ) et v ≡ v(µ), lorsque µ→ 0 (il
s’agit ici d’une analyse asymptotique). On notera u = O(v) s’il existe une constante C,
indépendante de µ, telle que ‖u(µ)‖ 6 C‖v(µ)‖ pour tout µ > 0 petit. On notera u ∼ v
si u = O(v) et v = O(u). Enfin, on notera u = o(v), s’il existe une fonction µ 7→ ε(µ)
telle que ε(µ)→ 0 et ‖u(µ)‖ 6 ε(µ)‖v(µ)‖ lorsque µ→ 0.

Comme le montre la proposition ci-dessous, sous les hypothèses 16.36, le chemin
central se présente dans le voisinage de z∗ comme une courbe régulière, que l’on
note µ 7→ z(µ), définie pour µ voisin de zéro. En particulier, pour µ > 0, la courbe
est formée de points strictement admissibles. Par contre, pour de grand µ > 0, rien
n’assure que F (x, µ) = 0 ait une unique solution (il peut ne pas y en avoir ou y en
avoir plusieurs).

Proposition 16.37 (le chemin central) Si les hypothèses 16.36 ont lieu, alors
F ′
z(z∗, 0) est inversible et, dans un voisinage de z∗, le chemin central est une

courbe de classe C1. De plus

(z(µ)− z∗) ∼ µ.

Démonstration. On a

F ′
z(z∗, 0) =

(
L∗ −AT

∗
Λ∗A∗ C∗

)
,

où A∗ = c′(x∗), Λ∗ = Diag(λ∗) et C∗ = Diag(c(x∗)). La première partie de la propo-
sition sera une conséquence du théorème des fonctions implicites (théorème C.14) si
l’on montre que F ′

z(z∗, 0) est inversible.
Soit (d, ν) dans le noyau de F ′

z(z∗, 0). La composante i ∈ I0 de la seconde équation
s’écrit (λ∗)ic′i(x∗)d = 0. Comme (λ∗)I0 > 0 par complémentarité stricte, on voit que
d ∈ N (c′I0(x∗)). Les composantes i ∈ I− de la seconde équation impliquent par
ailleurs que νI− = 0, si bien que la première équation devient L∗d− c′I0(x∗)TνI0 = 0.
En multipliant cette dernière par d, on trouve dTL∗d = 0 et donc d = 0 par la CS2.
Alors, cette même équation et (QC-IL) montrent que νI0 = 0, donc ν = 0.

Venons-en à la seconde partie de la proposition. On note

ẽ = (0, e) ∈ Rn × Rm,
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avec e = (1, . . . , 1) ∈ Rm. Alors, µẽ = F (z(µ), 0) − F (z(µ), µ) = F (z(µ), 0), car
F (z(µ), µ) = 0. En faisant un développement de Taylor de F (z(µ), 0) autour de z∗,
on obtient

µẽ = F ′
z(z∗, 0)(z(µ)− z∗) + o(z(µ)− z∗).

Comme F ′
z(z∗, 0) est inversible et que ẽ ∼ 1, on en déduit que (z(µ)− z∗) ∼ µ. ✷

Le but de l’analyse asymptotique que nous présentons ci-après est de déterminer
les fonctions εD(·) et εC(·) et de préciser la règle de décroissance de µ en µ+ = φ(µ) à
l’étape 1 de l’algorithme : cette dernière doit faire tendre µ vers zéro le plus rapidement
possible, tout en assurant que z+ ∈ Vµ+ lorsque z ∈ Vµ. Le résultat principal de
cette analyse est de montrer que la décroissance de µ peut être sous-quadratique
dans l’algorithme 16.35, alors qu’elle était seulement linéaire dans l’algorithme 16.31
des petits déplacements. Évidemment les hypothèses ne sont pas identiques dans les
deux cas. L’analyse est asymptotique dans le sens où z est supposé proche de z∗.
Nous l’avons répartie sur plusieurs lemmes, de manière à bien localiser les besoins sur
εD(·), εC(·) et φ(·). Ces lemmes cherchent à établir la dépendance en µ de différentes
grandeurs afin d’établir que z − z∗, tout comme z(µ) − z∗ (proposition 16.37), se
comporte comme µ, avec une suite de µ convergeant vers zéro sous-quadratiquement.

Lemme 16.38 (estimation de c(x) et λ dans Vµ) Si (H1) et (H3) ont lieu et si
z est voisin de z∗ et vérifie ‖C(x)λ − µe‖2 6 εC(µ), avec εC(µ) 6 κµ et 0 < κ < 1,
alors

i ∈ I0 =⇒ ci(x) ∼ µ et λi ∼ 1,

i ∈ I− =⇒ ci(x) ∼ 1 et λi ∼ µ.

Démonstration. Par hypothèse, on a pour tout i, |λici(x) − µ| 6 εC(µ) 6 κµ. Dès
lors

∀i : (1− κ)µ 6 λici(x) 6 (1 + κ)µ. (16.31)

Pour i ∈ I0, (λ∗)i > 0 par complémentarité stricte, si bien que λi ∼ 1 lorsque
z = (x, λ) est voisin de z∗; de (16.31), on déduit que ci(x) ∼ µ. Pour i ∈ I−,
ci(x∗) > 0, si bien que ci(x) ∼ 1 lorsque z = (x, λ) est voisin de z∗; de (16.31),
on déduit que λi ∼ µ. ✷

Lemme 16.39 Si les hypothèses 16.36 ont lieu, si µ > 0 est petit, si z ∈ Vµ est voisin
de z∗, alors
1) z − z(µ) = O(εD(µ)) +O(εC(µ)),
2) z − z∗ = O(εD(µ)) +O(εC(µ)) +O(µ).

Démonstration. Par définition de z(µ) on a F (z(µ), µ) = 0 et un calcul simple
montre que F ′

z(z(µ), µ) = F ′
z(z(µ), 0). Alors un développement de Taylor de F (z, µ)

autour de z(µ) donne

F (z, µ) = F ′
z(z(µ), 0)(z − z(µ)) + o(‖z − z(µ)‖).

Comme F ′
z(z(µ), 0) est d’inverse borné pour µ proche de zéro (proposition 16.37), on

en déduit le point 1 :
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(z − z(µ)) ∼ F (z, µ) = O(εD(µ)) +O(εC(µ)),

la dernière estimation provenant du fait que z ∈ Vµ. Le point 2 se déduit alors de

z − z∗ = (z − z(µ)) + (z(µ)− z∗)

du point 1 et du fait que z(µ)− z∗ = O(µ) (proposition 16.37). ✷

Lemme 16.40 (estimation de dµ+(z)) Si les hypothèses 16.36 ont lieu et si z est
voisin de z∗, alors

dµ+(z) ∼ F (z, µ+).

Si, de plus, z ∈ Vµ et 0 6 µ+ 6 µ, on a

dµ+(z) = O(εD(µ)) +O(εC(µ)) +O(µ).

Démonstration. La première estimation vient de

dµ+(z) = −F ′
z(z, µ+)

−1F (z, µ+) = −F ′
z(z, 0)

−1F (z, µ+)

et du fait que F ′
z(z, 0) est borné et d’inverse borné pour z proche de z∗ (proposi-

tion 16.37). Par la seconde estimation, on utilise le majorant suivant de F (x, µ+) :

F (z, µ+) = F (z, µ)︸ ︷︷ ︸
O(εD(µ))+O(εC(µ))

+ (µ− µ+)ẽ︸ ︷︷ ︸
‖·‖26µm1/2

.

✷

Le lemme ci-dessous cherche à établir des conditions pour que l’itéré suivant z+ :=
z + dµ+(z) soit strictement admissible. Une de ces conditions impose que µ+ ne soit
pas trop petit devant µ, ce qui est naturel : il faut que µ2 = o(µ+), ce qui interdit
une décroissance quadratique du paramètre de pénalisation (µ+ = O(µ2)). Elle est
réalisée, par exemple, en prenant µ+ = µ2−τ , où 0 < τ < 1. On parle de vitesse de
convergence sous-quadratique de la suite des µ vers zéro.

Lemme 16.41 (admissibilité stricte de z+) Si les hypothèses 16.36 ont lieu, si
z ∈ Vµ est voisin de z∗, si 0 < µ+ 6 µ avec µ assez petit et si

εD(µ) = O(µ), εC(µ) 6 κµ avec 0 < κ < 1 et µ2 = o(µ+),

alors c(x+) > 0 et λ+ > 0.

Démonstration. Observons que

dµ(z) = −F ′
z(z, 0)

−1F (z, µ) = O(F (z, µ)) = O(εD(µ)) +O(εC(µ)) = O(µ). (16.32)

Considérons d’abord les indices i ∈ I0. On utilise systématiquement les estimations
ci(x) ∼ µ et λi ∼ 1 obtenues au lemme 16.38, ainsi que (16.32). Pour λ proche de λ∗,
on a

(λ+)i = λi︸︷︷︸
∼1

+ dλi︸︷︷︸
O(µ)

> 0.
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Par ailleurs, la i-ième composante de la seconde équation définissant dµ(z) = (dx, dλ)
s’écrit

λic
′
i(x)dx + ci(x)dλi = µ+ − λici(x). (16.33)

Cette relation permet d’évaluer ci(x) + c′i(x)dx et donc d’estimer ci(x+) à partir de
son développement de Taylor autour de x (γ > 0 est une constante indépendante
de µ) :

ci(x+) = ci(x) + c′i(x)dx +O(‖dx‖2)
= λ−1

i︸︷︷︸
∼1

µ+ − λ−1
i︸︷︷︸
∼1

ci(x)︸ ︷︷ ︸
∼µ

dλi︸︷︷︸
O(µ)

+O(‖dx‖2)︸ ︷︷ ︸
O(µ2)

= γµ+ +O(µ2) > 0,

grâce à l’hypothèse µ2 = o(µ+).
On s’y prend de manière semblable pour les indices i ∈ I−, en utilisant systéma-

tiquement les estimations ci(x) ∼ 1 et λi ∼ µ obtenues au lemme 16.38, ainsi que
(16.32). Pour x proche de x∗, on a

ci(x+) = ci(x)︸ ︷︷ ︸
∼1

+O(dx)︸ ︷︷ ︸
O(µ)

> 0.

En partant de (16.33) et en utilisant l’hypothèse µ2 = o(µ+), on obtient (γ > 0 est
une constante indépendante de µ) :

(λ+)i = λi + dλi = ci(x)
−1

︸ ︷︷ ︸
∼1

µ+ − ci(x)−1

︸ ︷︷ ︸
∼1

λi︸︷︷︸
∼µ

c′i(x)dx︸ ︷︷ ︸
O(µ)

> γµ+ +O(µ2) > 0.

✷

Lemme 16.42 (l’algorithme est bien posé) Si les hypothèses 16.36 ont lieu, si
z ∈ Vµ est voisin de z∗, si 0 < µ+ 6 µ et si

εD(µ) ∼ µ, εC(µ) ∼ µ et µ2 = o(µ+),

alors F (x+, µ+) = o(µ+) et z+ ∈ Vµ+ .

Démonstration. Un développement de Taylor, la définition de dµ+(z), le lem-
me 16.31, les hypothèses sur εD(µ) et εC(µ) et enfin µ2 = o(µ+) donnent

F (z+, µ+) = F (z, µ+) + F ′
z(z, µ+)dµ+(z)︸ ︷︷ ︸
0

+O(‖dµ+(z)‖2) = O(µ2) = o(µ+).

ce qui démontre la première estimation annoncée. Par ailleurs, ∇xℓ(x+, λ+) et
C(x+)λ+ − µ+e, que l’on vient d’estimer à des o(µ+), vérifient donc certainement

‖∇xℓ(x+, λ+)‖2 6 εD(µ+) et ‖C(x+)λ+ − µ+e‖2 6 εC(µ+),

ce qui veut dire que z+ ∈ Vµ+ . ✷

Les lemmes précédents montrent que l’algorithme est bien posé si εD(µ), εC(µ) et
µ+ vérifient les règles suivantes :
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il existe des constantes 0 < κD
1 6 κD

2 telles que κD
1µ 6 εD(µ) 6 κD

2µ,

il existe des constantes 0 < κC
1 6 κC

2 < 1 telles que κC
1µ 6 εC(µ) 6 κC

2µ,

µ2 = o(µ+).

Il reste à monter que (z+− z) ∼ µ+, ce qui permettra de conclure que la convergence
de z → z∗ est sous-quadratique.

Lemme 16.43 (z converge tangentiellement au chemin central) Si les hypo-
thèses précédentes ont lieu, on a

z+ = z∗ + µ+z
′(0) + o(µ+), (16.34)

où z′(0) est la dérivée de z(·) en zéro.

Démonstration. Comme F ′
z(z∗, 0) est inversible, en dérivant F (z(µ), µ) en µ = 0,

on obtient

z′(0) = −F ′(z∗, 0)
−1F ′

µ(z∗, 0) = −F ′(z∗, 0)
−1

(
0
−e

)
. (16.35)

Par un développement de Taylor, F (z+, λ+) = o(µ+) (lemme 16.42), on a

F (z+, λ+)︸ ︷︷ ︸
o(µ+)

= F (z∗, 0)︸ ︷︷ ︸
0

+F ′
z(z∗, 0)(z+ − z∗) + F ′

µ(z∗, 0)µ+ + o(‖z+ − z∗‖) + o(µ+).

En multipliant à gauche par F ′(z∗, 0)−1, en tenant compte de (16.35) et en réarran-
geant, on trouve

z+ − z∗ = µ+z
′(0) + o(‖z+ − z∗‖) + o(µ+).

On en déduit que z+ − z∗ = O(µ+) et donc le résultat. ✷

Proposition 16.44 (convergence sous-quadratique de PINL) Si les hypo-
thèses 16.36 ont lieu, si z ∈ Vµ est voisin de z∗, si 0 < µ+ 6 µ et si

εD(µ) ∼ µ, εC(µ) ∼ µ et µ+ = O(µ2−τ ), avec 0 < τ < 1,

on a (z+− z∗) ∼ µ+. En particulier, la convergence de z vers z∗ est sous-quadra-
tique.

Démonstration. D’après (16.34), z+−z∗ = O(µ+). Réciproquement, en multipliant
cette équation (16.34) par z′(0), on trouve

‖z′(0)‖2 ‖z+ − z∗‖2 > z′(0)T(z+ − z∗) = µ+‖z′(0)‖22 + o(µ+).

D’après (16.35), z′(0) 6= 0, si bien que µ+ = O(‖z+ − z∗‖). ✷
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Notes

La présentation de la section 16.1 suit d’assez près l’approche de Renegar [512 ;
2001] et peut être vue comme une introduction à ce très bel opuscule. L’ouvrage de
référence est celui de Nesterov et Nemirovskii [455 ; 1993] et nous en avons parfois
repris certains résultats non présents chez Renegar (voir aussi Nesterov [452 ; 2004]).
La théorie des fonctions autoconcordantes s’enrichit considérablement lorsque leur
domaine est l’intérieur d’un cône convexe fermé K. Elle est utile lorsque le problème
d’optimisation à résoudre a un ensemble admissible qui est l’intersection de K et d’un
sous-espace affine. On parle d’optimisation conique. On peut alors introduire des
algorithmes de points intérieurs primaux-duaux (les variables duales sont associées
aux contraintes affines). Les méthodes vues aux chapitres 18 et 20 en sont des cas
particuliers. Les bases de l’optimisation conique sont présentées dans les deux ouvrages
précités, ainsi que dans [44].

L’analyse asymptotique de la section 16.2.2 est reprise de [271]. Elle peut se mener
sous des conditions plus faibles que les hypothèses 16.36, voir [628].

Exercices

16.1. Autre expression de lb. Un ellipsoïde non dégénéré centré en zéro est un ensemble
de la forme EA = {v ∈ Rn : vTAv 6 1}, où A ≻ 0. Si x ∈ Rn

++, lb(x) = log σn/V (x)
où σn est le volume de la sphère unité dans Rn et V (x) est le volume du plus
volumineux ellipsoïde inscrit dans Rn

+ et centré en x. Montrez que cet ellipsoïde est
la boule unité B̄x(0, 1) pour la norme locale en x associée à lb.

16.2. Exemples et contre-exemples de fonctions et de barrières autoconcordantes [452].
1) Une fonction quadratique strictement convexe f : x ∈ Rn 7→ 1

2
xTAx + bTx, où

A ≻ 0 et b ∈ Rn, est une fonction autoconcordante, mais n’est pas une barrière
autoconcordante.
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Étude de problèmes particuliers





17 Optimisation linéaire : théorie et algorithme du
simplexe

Curiously, up to 1947 when I first proposed that a model based
on linear inequalities be used for planning activities of

large-scale enterprises, linear inequality theory had produced
only 40 or so papers, in contrast to linear equation theory and
the related subjects of linear algebra and approximation, which

had produced a vast literature.

G.B. Dantzig (1914-2005). Origins of the simplex
method [154 ; 1990].

Connaissances supposées. Une grande partie de la section 2.4 nous sera utile, en par-
ticulier pour les notions de polyèdre convexe et de sommet, ainsi que pour le résultat
d’existence de solution de problème d’optimisation linéaire (théorème 2.20). Les con-
ditions d’optimalité d’un problème d’optimalité linéaire seront directement déduites
des conditions de Karush, Kuhn et Tucker (théoreme 4.32 et proposition 4.33). Le
problème dual d’un problème d’optimisation linéaire s’obtiendra par la dualité min-
max (section 14.1).

17.1 Introduction

17.1.1 Le problème à résoudre

Un problème d’optimisation linéaire (OL) est un problème d’optimisation dans
lequel le critère et les fonctions définissant les contraintes sont linéaires (on devrait
dire affines) ; il s’agit donc de minimiser une fonction linéaire sur un polyèdre convexe.
Comme nous le verrons, la formulation suivante du problème est tout à fait générale.
Il s’agit de trouver la solution x ∈ Rn du problème

(PL)





infx c
Tx

Ax = b
x > 0.

(17.1)

Un problème d’optimisation linéaire écrit de cette manière est dit sous forme standard.
On appelle critère du problème, la fonction linéaire x 7→ cTx. Les données dans (PL)
sont deux vecteurs c ∈ Rn (appelé coût du problème) et b ∈ Rm (en général m 6 n),
et une matrice A de dimension m × n. La contrainte d’inégalité x > 0 veut dire

619
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que toutes les composantes de x doivent être positives : xi > 0 pour tout i ∈ [1 :n].
On notera x > 0, lorsque toutes les composantes de x seront strictement positives.
L’ensemble

Rn
+ = {x ∈ Rn : x > 0}

est appelé l’orthant positif de Rn.
On rappelle que l’on dit que le problème (PL) est réalisable si son ensemble ad-

missible
Fp := {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0}

est non vide. Un point de Fp est dit admissible. On dit que (PL) est borné si la valeur
optimale de (PL) est finie.

Dans ce chapitre, nous allons étudier le problème (PL) (structure et propriétés) et
donner un algorithme pour le résoudre : l’algorithme du simplexe. Les algorithmes de
points intérieurs seront décrits et étudiés au chapitre 18. Remarquons déjà que le pro-
blème (PL) n’est « intéressant », c’est-à-dire qu’il mérite une étude approfondie, que
par la présence des contraintes d’inégalité. En effet, sans ces contraintes le problème
se réduit à deux cas complémentaires triviaux. Si c ∈ N (A)⊥, tout point x vérifiant
Ax = b est solution. Si c /∈ N (A)⊥, il existe une direction d telle que Ad = 0 et
cTd < 0 et donc cT(x+ td)→ −∞ lorsque t→ +∞ : si le problème est réalisable (en
l’occurrence, il existe un x tel que Ax = b), il n’est pas borné.

En ce qui concerne les algorithmes de résolution de (PL), on distingue deux classes
principales de méthodes.

Les méthodes de points-frontière génèrent des itérés sur la frontière de l’ensemble
admissible Fp. La méthode typique de cette classe est l’algorithme du simplexe,
introduit par Dantzig en 1947 [153 ; 1951] ; il consiste à faire des déplacements le
long des arêtes du polyèdre convexe Fp ; nous le présenterons et l’étudierons à la
section 17.4. Cet algorithme n’est pas polynomial dans le pire des cas, bien qu’il
soit polynomial en moyenne et en perturbations moyennées (section 17.4.5).

Les méthodes de points intérieurs, développées à partir des travaux de Kar-
markar [346 ; 1984], génèrent des itérés dans l’intérieur relatif de l’ensemble ad-
missible Fp. Ces méthodes peuvent être polynomiales et sont particulièrement
intéressantes lorsqu’il y a beaucoup de contraintes d’inégalité, parce qu’elles ne
ressentent pas l’irrégularité du bord de l’ensemble admissible. Nous présenterons
et étudierons quelques algorithmes de points intérieurs au chapitre 18.

17.1.2 Formulations canoniques

Un problème d’optimisation linéaire se présente souvent sous l’une des deux formes
suivantes : la forme standard (PL) donnée ci-dessus et la forme canonique

(P ′
L)

{
min (c′)Tx
A′x 6 b′.

Ces deux formulations sont équivalentes dans le sens où le problème (PL) peut s’écrire
sous la forme (P ′

L) :
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min cTx

A
−A
−I


 x 6



b
−b
0




et inversement, le problème (P ′
L) peut s’écrire sous la forme (PL) en décomposant

x = u− v, avec u > 0 et v > 0, et en introduisant des variables d’écart z > 0 :




min
(
cT −cT 0

)


u
v
z




A′u− A′v + z = b′

u > 0, v > 0, z > 0.

On a pris l’habitude de décrire et d’étudier les algorithmes de résolution des pro-
blèmes d’optimisation linéaire mis sous forme standard (PL) et c’est ce que nous ferons
dans ce chapitre et le suivant. Cependant, il peut être plus avantageux de considérer
une autre formulation, en fonction du problème que l’on a à résoudre. D’autre part,
les codes d’optimisation linéaire généralistes acceptent le plus souvent des contraintes
écrites sous la forme :

Ax = b et l 6 Bx 6 u,

où les matrices A et B et les vecteurs b, l et u ont des dimensions appropriées. Il
faut donc parfois adapter les algorithmes au cadre que l’on considère ; ceci se fait en
général sans difficulté.

17.1.3 Exemples : problèmes d’optimisation dans des réseaux

Un réseau n’est pas autre chose qu’un graphe (orienté ou non), c’est-à-dire une
collection de nœuds et d’arcs qui relient ces nœuds. Disons qu’il y a m nœuds, indicés
par i = 1, . . . ,m, et n arcs, indicés par j = 1, . . . , n. Ces derniers peuvent aussi être
spécifiés par des couples (ordonnés ou non, suivant que le graphe est ou n’est pas
orienté) formés des nœuds qu’ils relient : l’arc (i1, i2) relie les nœuds i1 et i2.

Dans la discussion qui suit, le réseau est supposé être utilisé comme support à
l’acheminement d’un produit (eau, gaz, électricité, voitures, trains, avions, télécom-
munications, messages internet, quantité abstraite, etc). La quantité de produit qui
transite par l’arc j est notée xj . Il est normal de supposer que c’est une grandeur
positive. L’équilibre du réseau s’exprime en écrivant que la quantité de produit qui
sort du nœud i est égale à la quantité qui y entre plus la quantité bi qui y est produite
(« loi de Kirchhoff»). Pour tout i, on doit avoir

∑

j : arc sortant
du nœud i

xj =
∑

j : arc entrant
du nœud i

xj + bi. (17.2)

La quantité bi produite au nœud i peut représenter ce qui y est apporté (auquel cas
bi > 0) ou ce qui y est consommé ou demandé (auquel cas bi < 0). Les équations
précédentes s’écrivent sous forme matricielle :

Ax = b et x > 0, (17.3)
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où la matrice A est appelée la matrice d’incidence du réseau. Cette matrice peut avoir
des dimensions considérables en pratique, mais elle est très creuse puisqu’elle n’a que
deux éléments non nuls par colonne. En effet, au vu de (17.2), la colonne j associée à
l’arc j contient Aij = +1 si i est le nœud d’origine de l’arc j, Aij = −1 si i est le nœud
de destination de l’arc j et Aij = 0 dans les autres cas. En particulier, la somme des
lignes de A est nulle, ce qui implique que A n’est pas surjective. Ceci peut poser des
difficultés algorithmiques et requiert au moins une condition de compatibilité sur b, à
savoir b ∈ R(A), ce qui conduit à

m∑

i=1

bi = 0. (17.4)

On montre cependant que A est de rang m− 1 lorsque le graphe associé au réseau est
connexe, ce qui veut dire que deux nœuds distincts i et i′ peuvent être reliés par une
chemin (une suite d’arcs (i1, i2), (i2, i3), . . . , (ip−1, ip), avec i1 = i et ip = i′) ; voir
[57] par exemple.

Un exemple de problème d’optimisation linéaire classique dans les réseaux est le
problème du transport à coût minimal. On cherche à acheminer des produits identiques
depuis certains nœuds d’origine (disons pour i ∈ O) jusqu’à des nœuds de destination
(disons pour i ∈ D, avec O ∩ D = ∅). Ceci s’exprime par le positionnement des
composantes de b aux valeurs désirées : bO > 0, bD < 0 et bi = 0 si i /∈ O ∪D, tout
en respectant (17.4). D’autre part, en supposant que le coût de transport sur chaque
arc est linéaire en xj (coût cj par unité transportée), le coût total du transport sera

n∑

j=1

cjxj = cTx.

C’est la quantité que l’on cherche à minimiser. On reconnaît dans la minimisation
de ce critère sous les contraintes de réseau (17.3), le problème d’optimisation linéaire
sous forme standard (PL).

Un autre exemple de problème d’optimisation linéaire classique et celui du plus
court chemin dans un graphe. C’est un cas particulier du problème précédent : bi0 =
+1 au nœud de départ i0, bi1 = −1 au nœud d’arrivée i1 et les autres bi sont nuls,
tandis que cj > 0 donne la longueur du chemin représenté par l’arc j. Si x̄ est la
solution du problème, x̄j = 0 signifie que l’on ne passe pas par l’arc j et x̄j = 1
signifie que l’on y passe. On peut avoir des valeurs entre 0 et 1 si le problème a
plusieurs solutions.

17.2 Étude du problème

17.2.1 Structure de l’ensemble admissible

L’ensemble admissible Fp d’un problème d’optimisation linéaire est un polyèdre
convexe (voir la section 2.4), exprimé dans une représentation duale. Les développe-
ments théoriques et algorithmiques en optimisation linéaire se font en général sur la
forme suivante de l’ensemble admissible
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Fp = {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0},

où A est m× n et b ∈ Rm. On supposera alors toujours que

A est surjective.

Théoriquement, ce n’est pas une hypothèse restrictive (en pratique, c’est plus délicat).
En effet si b /∈ R(A), l’ensemble admissible est vide et le problème est mal posé. Sinon,
on peut toujours éliminer les équations redondantes de Ax = b pour se ramener à une
matrice surjective (si des lignes de A sont linéairement dépendantes [ATy = 0 pour
un y 6= 0], les éléments de b obéissent à la même dépendance [bTy = 0]).

On adopte une notation déjà utilisée. Si x ∈ Rn
+, on écrit

I+(x) := {i : xi > 0} et I0(x) := {i : xi = 0}.

On rappelle que x ∈ Fp est un sommet de Fp si la sous-matrice A :I+(x), formée des
colonnes de A avec indices dans I+(x), est injective (proposition 2.21). On a donc
nécessairement |I+(x)| 6 m, et on peut bien sûr avoir |I+(x)| < m.

Définition 17.1 On dit qu’un sommet x ∈ Fp est dégénéré si |I+(x)| < m et qu’il
est non dégénéré si |I+(x)| = m. ✷

Un concept jouant un rôle-clé dans l’algorithme du simplexe (section 17.4) est
celui de base d’indices.

Définitions 17.2 On appelle base d’indices un ensemble B de m indices pris dans
[1 :n] tels que la sous-matrice A :B formée des m colonnes correspondantes de A soit
inversible.

Si x ∈ Rn, les composantes xi avec i ∈ B sont alors dites basiques et celles avec
i /∈ B sont dites non basiques.

On dit qu’une base d’indices B est associée à un sommet x ∈ Fp si I+(x) ⊆ B. ✷

À une base d’indices B on associe l’ensemble d’indices complémentaire N = [1 :n]\B.
Après permutations éventuelles des colonnes, on pourra donc écrire

A =
(
A :B A :N

)
,

avec A :B inversible. On note (xB , xN ) la partition correspondante d’un point x ∈ Rn.
Un sommet non dégénéré n’a, bien sûr, qu’une seule base d’indices qui lui est

associée, à savoir I+(x). Si x est un sommet dégénéré, le nombre de bases d’indices
qui lui sont associées peut être très grand, bien que majoré par

(
n− |I+(x)|
m− |I+(x)|

)
=

(
n− |I+(x)|
n−m

)
.

Exemples 17.3 Dans R2, x = 0 est un sommet dégénéré de l’ensemble défini par

x

{
x1 − x2 = 0
x > 0.
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Dans R3, le point x = (0, 0, 1) est un sommet dégénéré de l’ensemble défini par

e2

e1

x



x1 + x2 + x3 = 1
x1 − x2 = 0
x > 0.

✷

On connait des problèmes d’optimisation linéaire pratiques dans lesquels l’ensemble
admissible a un nombre factoriel de sommets et chaque sommet a un nombre expo-
nentiel de bases d’indices [34 ; 1972]. On a donc imaginé des techniques capables de
faire face à cette dégénérescence.

L’optimisation linéaire a son propre jargon, que l’on doit reconnaître si l’on veut
comprendre les ouvrages et articles écrits par les spécialistes de la discipline, en par-
ticulier les contributions fondatrices. Certains termes, chargés d’histoire, apportent
pourtant d’inutiles complications et confusions ; nous les éviterons. Il en va ainsi de
solution pour désigner un point (pour nous, une solution sera une solution du prob-
lème d’optimisation linéaire), de solution admissible pour désigner un point admissible
ou encore de solution basique admissible pour désigner un sommet de Fp. Plus d’un
demi-siècle après l’introduction de cette terminologie compliquée, nous nous sommes
permis de la simplifier et de l’accorder avec celle utilisée en analyse convexe et en
optimisation non linéaire.

Jargon de l’optimisation linéaire Terminologie adoptée
base base d’indices

solution point
solution admissible point admissible
solution basique —

solution basique admissible sommet
solution admissible optimale solution

solution basique admissible optimale solution-sommet

On trouvera dans le lexique en fin d’ouvrage la terminologie anglo-saxone dont sont
issus les termes de la première colonne.

17.2.2 Existence de solution et conditions d’optimalité

On considère le problème (PL) sous la forme standard

(PL)





min cTx
Ax = b
x > 0.

On note
inf(PL) := inf

x∈Fp

cTx

la valeur optimale de (PL).
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Pour le problème (PL), l’existence de solution ne résulte pas directement du théo-
rème sur la minimisation de fonctions continues sur un compact (théorème 1.2). En
effet, l’ensemble admissible Fp n’est pas nécessairement compact. De plus, x 7→ cTx
ne tend pas nécessairement vers +∞ lorsque ‖x‖ → ∞ dans Fp (sauf si l’ensemble
des solutions est borné et si Fp n’est pas borné, voir l’exercice 17.4). Il est donc
nécessaire de donner une démonstration spécifique. Une possibilité est d’utiliser la
remarque 2.19 comme dans la démonstration de la proposition 2.20. Nous rappelons
le résultat ci-dessous.

Théorème 17.4 (existence de solution) Le problème (PL) a une solution si,
et seulement si, il est réalisable (Fp 6= ∅) et borné (inf f > −∞).

L’algorithme du simplexe repose sur le résultat suivant. Cet algorithme va re-
chercher en effet une solution-sommet, dont l’existence est assurée par la proposition
qui suit. Ce résultat dépend fortement de la représentation de l’ensemble admissible
adoptée dans (PL) et ne serait plus vrai pour un ensemble admissible de la forme
{x ∈ Rn : Ax 6 b}.

Proposition 17.5 (existence de solution-sommet) Si le problème (PL) a
une solution, alors il a une solution en un sommet de Fp.

Démonstration. L’ensemble des solutions de (PL),

Sol(PL) = {x ∈ Rn : cTx = val(PL), Ax = b, x > 0},

est un polyèdre convexe écrit sous forme standard. Il a donc un sommet (proposi-
tion 2.21), disons x̂. D’autre part, Sol(PL) est une face de Fp (exercice 2.11). Donc
son sommet x̂ est aussi un sommet de Fp (exercice 2.16, point 2). ✷

Voici le résultat donnant les conditions d’optimalité du problème (PL).

Proposition 17.6 (conditions d’optimalité) Le point x est solution de (PL)
si, et seulement si, il existe y ∈ Rm et s ∈ Rn tels que





(a) ATy + s = c, s > 0
(b) Ax = b, x > 0
(c) xTs = 0.

(17.5)

Démonstration. Ce sont les conditions de KKT qui sont nécessaires (on utilise ici
le fait que les contraintes de (PL) sont qualifiées, car affines) et suffisantes (car le
problème (PL) est convexe). On les obtient en introduisant le lagrangien

ℓ(x, y, s) = cTx− yT(Ax− b)− xTs.
✷
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La nécessité des conditions (17.5) peut aussi se voir en observant que, par opti-
malité de x, le critère augmente le long des directions d tangentes en x à l’ensemble
admissible (voir le théorème 4.6), ce qui s’exprime par

c ∈ {d : Ad = 0, dI > 0}+, avec I = {i : xi = 0},
et en utilisant le lemme de Farkas. D’autre part, le fait que les conditions (17.5) soient
suffisantes pour impliquer l’optimalité de x peut aussi se montrer directement : pour
tout x′ ∈ Fp, on a

cTx = sTx+ yTAx [par (a)]

= yTb [par (b) et (c)]

6 sTx′ + yTAx′ [par Ax′ = b, x′ > 0 et s > 0]

= cTx′ [par (a)].

Le couple (y, s) donné par la proposition précédente est appelé solution duale
du problème linéaire (PL) et x est alors appelé solution primale. La variable s est
aussi appelée variable d’écart duale, car elle joue le rôle de variable d’écart dans
la relation ATy 6 c, qui est une autre façon d’écrire l’équation (17.5)(a). On note
Sp ⊆ Rn l’ensemble des solutions primales et Sd ⊆ Rm × Rn l’ensemble des solutions
duales. On note aussi Spd l’ensemble des triplets (x, y, s) qui sont solutions du système
d’optimalité (17.5). Malgré la non-linéarité de (17.5)(c), l’ensemble Spd est un convexe,
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 17.7 (produit cartésien des solutions) On a

Spd = Sp × Sd,

en particulier, Spd est un polyèdre convexe. Autrement dit, si (x1, y1, s1) et
(x2, y2, s2) sont des solutions primales-duales alors (x1, y2, s2) et (x2, y1, s1) le
sont aussi.

Démonstration. Par hypothèse, on a




ATy1 + s1 = c, s1 > 0
Ax1 = b, x1 > 0
(x1)Ts1 = 0

et





ATy2 + s2 = c, s2 > 0
Ax2 = b, x2 > 0
(x2)Ts2 = 0.

On voit qu’il suffit de montrer que (x1)Ts2 = 0 et (x2)Ts1 = 0. Comme cTx1 = cTx2,
on a

(x1)Ts2 = (x1)T(c−ATy2)

= (x1)Tc− bTy2
= (x2)Tc− (Ax2)Ty2

= (x2)T(c−ATy2)

= (x2)Ts2

= 0.
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De même pour (x2)Ts1 = 0.
On note finalement que, comme ensembles de solutions de problèmes d’optimisation

linéaires, Sp et Sd sont des polyèdres convexes, si bien qu’il en est de même de Spd
(point 8 de l’exercice 2.20). ✷

On montrera plus loin (en section 17.3) que les couples formés des solutions pri-
males et duales sont les points-selles du lagrangien ℓ sur Rn × (Rm × Rn

+). Le ré-
sultat précédent peut donc aussi se déduire de cette observation puisque l’ensemble
des points-selles est le produit cartésien de l’ensemble des solutions primales par
l’ensemble des solutions duales (corollaire 14.4).

L’identité (17.5)(c) forme ce que l’on appelle les conditions de complémentarité.
Comme x > 0 et s > 0, elle s’écrit de manière équivalente

∀i ∈ [1 :n], xi > 0 =⇒ si = 0,

qui exprime que si la i-ième contrainte d’inégalité n’est pas active, le multiplicateur
associé est nul. On dit qu’une solution primale-duale (x, y, s) de (PL) est strictement
complémentaire si

∀i ∈ [1 :n], xi > 0 ⇐⇒ si = 0.

Toutes les solutions ne sont pas nécessairement strictement complémentaires. Le ré-
sultat suivant montre cependant qu’en optimisation linéaire on peut toujours trouver
une solution strictement complémentaire.

Introduisons deux ensembles d’indices B et N, qu’il faudra se garder de confondre
avec la base d’indices B et son complémentaire N dans [1 :n], introduits au début de
ce chapitre :

B := {i ∈ [1 :n] : ∃x ∈ Sp vérifiant xi > 0}
N := {i ∈ [1 :n] : ∃ (y, s) ∈ Sd vérifiant si > 0}.

Par les conditions de complémentarité et du fait que l’ensemble des solutions primales-
duales est un produit cartésien (proposition 17.7), ces deux ensembles n’ont pas
d’indice commun : B ∩ N = ∅. En effet, si i ∈ B, alors si = 0 pour toute solu-
tion duale (y, s), et donc i /∈ N. Compte tenu de cette observation, montrer qu’il
existe une solution primale-duale strictement complémentaire revient à montrer que
(B,N) forme une partition de [1 :n].

Proposition 17.8 (existence d’une solution strictement complémentai-
re) Si le problème (PL) a une solution, alors il a une solution primale-duale
strictement complémentaire, et donc

B ∩N = ∅ et B ∪N = [1 :n]. (17.6)

Démonstration. Construisons d’abord la solution primale. Pour que celle-ci ait le
plus grand nombre de composantes non nulles possible, on l’écrit comme combinaison
convexe de solutions ayant chacune au moins une composante strictement positive :
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par définition de B, on sait que pour tout i ∈ B, on peut choisir une solution x̄i de
(PL) avec x̄ii > 0. On prend

x̄ =
1

|B|
∑

i∈B

x̄i,

où |B| désigne le nombre d’éléments de B. C’est aussi une solution (c’est une com-
binaison convexe de solutions d’un problème convexe, ou on vérifie directement que
cTx̄ = inf f , Ax̄ = b, x̄ > 0) et elle vérifie x̄B > 0 (c’est une solution avec le moins
de contraintes actives possible, située dans l’intérieur relatif de la face optimale, voir
l’exercice 17.7). D’après les conditions d’optimalité de la proposition 17.6, il existe
(y0, s0) ∈ Rm × Rn tel que {

ATy0 + s0 = c,
0 6 s0 ⊥ x̄ > 0.

(17.7)

D’après la proposition 17.7, il reste à trouver une solution duale (ȳ, s̄) avec s̄i > 0
pour i /∈ B. Dans ce but, on considère le problème d’optimisation linéaire suivant





minx −eTBcx
Ax = b
x > 0
cTx 6 val(PL),

où l’on a noté eBc le vecteur de Rn dont toutes composantes avec indices dans le
complémentaire B

c de B valent 1 et les autres composantes sont nulles. L’ensemble
admissible de ce problème est formé des solutions de (PL) et par définition de B, sa
valeur optimale est nulle. Alors x̄ est solution de ce problème et l’on peut trouver des
multiplicateurs optimaux (y1, s1, t1) ∈ Rm × Rn × R tels que




ATy1 + s1 + eBc = t1c
0 6 s1 ⊥ x̄ > 0
0 6 t1 ⊥ (val(PL)− cTx̄) > 0.

Si t1 n’est pas nul, on peut conclure avec la solution duale (y1, s1+ eBc)/t1, mais rien
ne garantit que t1 6= 0. On combine alors cette solution duale avec celle donnée en
(17.7) :

ȳ :=
1

1 + t1
(y0 + y1) et s̄ :=

1

1 + t1
(s0 + s1 + eBc),

qui est clairement une solution duale de (PL). De plus, comme s0 > 0 et s1 > 0, on
a s̄Bc > 0. ✷

En réalité, comme l’exercice 17.7 demande de le montrer, l’ensemble Ssc
pd

des solu-
tions primales-duales strictement complémentaires se confond avec l’intérieur relatif
de l’ensemble des solutions primales-duales :

Ssc
pd

= S−◦
pd
.

Les ensembles d’indices B et N permettent de donner une description simple de
l’ensemble Sp des solutions primales et l’ensemble Sd des solutions duales de (PL).
Pour une raison qui apparaîtra claire plus loin, on note
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Fd := {(y, s) ∈ Rm × Rn : ATy + s = c, s > 0}.

Proposition 17.9 (faces optimales primale et duale) Si (PL) a une solu-
tion, alors l’ensemble de ses solutions primales est la face exposée de Fp définie
par

Sp = {x ∈ Fp : xN = 0}
= {x ∈ Rn : Ax = b, xB > 0, xN = 0} (17.8a)

et l’ensemble de ses solutions duales est la face exposée de Fd définie par

Sd = {(y, s) ∈ Fd : sB = 0}
= {(y, s) ∈ Rm × Rn : ATy + s = c, sB = 0, sN > 0}. (17.8b)

Démonstration. Le fait que Sp soit une face exposée de l’ensemble convexe Fp

provient de l’expression Sp = {x ∈ Fp : cTx 6 val(PL)} de l’ensemble des solutions
primales.

Démontrons à présent la première égalité dans (17.8a) (la seconde se déduit facile-
ment de la première et de (17.6)). Si x ∈ Sp, alors x ∈ Fp et xN = 0 (par la proposi-
tion 17.8 et la définition de B). Inversement, si x ∈ Fp et xN = 0, alors en prenant une
solution duale (y, s) arbitraire (elle existe car (PL) a une solution), le triplet (x, y, s)
vérifie les conditions d’optimalité (17.5) (car sB = 0 d’après la proposition 17.8 et la
complémentarité) ; donc x est solution de (PL).

Les affirmations concernant Sd se démontrent de la même manière. ✷

L’exercice 17.7 demande également de démontrer que l’intérieur relatif de Sp est
donné par

S−◦
p

= {x ∈ Sp : xB > 0}
= {x ∈ Rn : Ax = b, xB > 0, xN = 0} (17.9a)

et l’intérieur relatif de Sd est donné par

S−◦
d

= {x ∈ Sd : sN > 0}
= {(y, s) ∈ Rm × Rn : ATy + s = c, sB = 0, sN > 0}. (17.9b)

17.3 Dualité

17.3.1 Dualité en optimisation linéaire

Nous ferons référence ici aux notions vues à la section 14.1. On part du problème
d’optimisation linéaire

(PL)





min cTx
Ax = b
x > 0

et on introduit la fonction de couplage
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ϕ(x, y) = cTx− yT(Ax− b),

par laquelle on n’a dualisé que les contraintes d’égalité. On a

inf
x>0

sup
y
ϕ(x, y) = inf

x>0

{
cTx si Ax = b
+∞ sinon.

On retrouve donc le problème (PL), si l’on adopte la convention que la valeur minimale
de (PL) vaut +∞ lorsque l’ensemble admissible est vide.

Alors, le problème dual de (PL) pour la fonction ϕ ci-dessus s’écrit

sup
y

inf
x>0

(
(c−ATy)Tx+ bTy

)
= sup

y

{
bTy si ATy 6 c
−∞ sinon.

On trouve finalement comme problème dual

(DL)

{
max bTy
ATy 6 c,

si l’on prend la convention que la valeur maximale dans (DL) vaut −∞ lorsque
l’ensemble admissible de (DL) est vide. C’est aussi un problème d’optimisation
linéaire.

On peut obtenir un problème dual de (PL) en dualisant également la contrainte
x > 0, c’est-à-dire en utilisant le lagrangien ℓ(x, y, s) = cTx−yT(Ax−b)−xTs comme
fonction de couplage (il faut alors imposer s > 0 dans la dualité). On obtient alors
comme problème dual 




max bTy
ATy + s = c
s > 0,

qui est équivalent à (DL).
Remarquons enfin que les conditions d’optimalité de (DL) sont aussi celles de (PL)

et que le dual du dual est le primal.
On dit que (y, s) est admissible pour le problème dual (DL), si ATy + s = c et si

s > 0. On note

Fp := {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0},
Fd := {(y, s) ∈ Rm × Rn : ATy + s = c, s > 0}

les ensembles admissibles de (PL) et de (DL) respectivement.
Appliquons à présent les résultats obtenus dans le cadre général au problème d’op-

timisation linéaire (PL). De la proposition 14.2, on obtient le résultat suivant.

Proposition 17.10 (dualité faible en optimisation linéaire) On a

sup
ATy6c

bTy 6 inf
Ax=b
x>0

cTx. (17.10)
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Ce résultat s’obtient également facilement par calcul. En effet, si x ∈ Fp et si (y, s) ∈
Fd, la différence entre la valeur du critère primal et celle du critère dual est positive
et donnée par la formule

cTx− bTy = xTs > 0. (17.11)

On a en effet, cTx = (ATy+s)Tx = bTy+xTs. La positivité de xTs conduit à l’inégalité
de dualité faible (17.10).

Théorème 17.11 (dualité forte en optimisation linéaire) Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) (PL) et (DL) sont réalisables,
(ii) (PL) a une solution,
(iii) (DL) a une solution.

Lorsque ces propriétés ont lieu il n’y a pas de saut de dualité, c’est-à-dire que l’on
a égalité en (17.10).

Démonstration. [(i)⇒ (ii)] Si (i) a lieu, l’inégalité de dualité faible (17.10) montre
que (PL) est réalisable et borné. Ce problème a donc une solution (théorème 17.4).

[(ii)⇒ (iii)] Les conditions d’optimalité (17.5), qui ont lieu si (PL) a une solution,
sont aussi celles de (DL), qui a donc aussi une solution.

[(iii) ⇒ (i)] Les conditions d’optimalité (17.5) de (DL) montrent que (PL) est
réalisable.

Supposons que x̄ soit une solution de (PL). Alors il existe un couple (ȳ, s̄) tel
que les conditions d’optimalité (17.5) soient vérifiées. Comme x̄ ∈ Fp, (ȳ, s̄) ∈ Fd et
x̄Ts̄ = 0, (17.11) montre qu’il n’y a pas de saut de dualité. ✷

D’après ce théorème, si val(PL) ∈ R ou si val(DL) ∈ R, il n’y a pas de saut de
dualité. Mais on peut très bien avoir

val(DL) = val(PL) = −∞ (pas de saut de dualité) : A = 0, b = 0 et c < 0,
val(DL) = val(PL) = +∞ (pas de saut de dualité) : A = 0, b 6= 0 et c = 0,
val(DL) = −∞ et val(PL) = +∞ (saut de dualité infini) : A = 0, b 6= 0 et c < 0.

Dès lors, pour qu’il n’y ait pas de saut de dualité il faut et il suffit que (PL) ou (DL)
soit réalisable.

Corollaire 17.12 Il n’y a pas de saut de dualité si, et seulement si, (PL) ou
(DL) est réalisable.

Démonstration. Supposons en effet que val(PL) = val(DL). Si ces valeurs sont
réelles, alors (PL) et (DL) sont réalisables. Si ces valeurs égalent −∞ [resp. +∞], seul
(PL) [resp. (DL)] est réalisable.

Réciproquement, supposons que (PL) soit réalisable (le raisonnement est le même
si c’est (DL) qui est réalisable). Si (PL) est aussi borné, il a une solution et le résultat
se déduit du théorème. Si (PL) n’est pas borné, alors val(PL) = −∞, donc val(DL) =
−∞ par dualité faible et il n’y a pas de saut de dualité. ✷
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Le point (i) est souvent un moyen commode de montrer qu’un problème d’opti-
misation linéaire a une solution : on montre qu’il est réalisable et que son dual l’est
également. Ce théorème permet de retrouver le lemme de Farkas (voir l’exercice 17.8).
Quelques conséquences de ce théorème sont données à l’exercice 17.10.

17.3.2 Une relation entre le primal et le dual

Le théorème de dualité forte a montré que les propriétés des problèmes primal et
dual sont très liées. Dans cette section nous donnons d’autres exemples de relations
entre les deux problèmes.

On dit que x ∈ Fp est strictement admissible pour le problème primal (PL) si
x > 0 (toutes les composantes de x sont > 0). De même, on dit que (y, s) ∈ Fd est
strictement admissible pour le problème dual (DL) si s > 0. On définit les ensembles
de points strictement admissibles

Fs
p

:= {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0}
Fs

d
:= {(y, s) ∈ Rm × Rn : ATy + s = c, s > 0}.

S’ils sont non vides, ce sont les intérieurs relatifs de Fp et Fd respectivement.
Pour les problèmes d’optimisation convexes, le rapprochement des propositions

4.43 [(QC-S)⇐⇒ (QC-MF)] et 4.45 [(QC-MF)⇐⇒ Λ∗ borné] suggère que l’existence
d’un point strictement admissible primal équivaut au caractère borné de l’ensemble
des solutions duales. En optimisation linéaire, le dual du dual est le primal, si bien
que l’existence d’une solution duale strictement admissible devrait aussi équivaloir au
caractère borné de l’ensemble des solutions primales. C’est une manière de trouver
naturelles les équivalences énoncées dans la proposition suivante. Nous en donnons une
démonstration directe ci-dessous ; l’exercice 17.11 propose d’autres approches moins
techniques et qui pourront être utiles pour étendre ce résultat à d’autres problèmes.
On y a noté

Sd,s = {s : il existe y ∈ Rm tel que (y, s) ∈ Sd}
la projection de Sd sur Rn. On note aussi e = (1 · · · 1)T.

Proposition 17.13 Supposons que les problèmes primal et dual soient réalisables
(Fp 6= ∅ et Fd 6= ∅). Alors

Sp est borné ⇐⇒ Fs
d
6= ∅, (17.12)

Sd,s est borné ⇐⇒ Fs
p
6= ∅. (17.13)

Démonstration. Comme

Sp = {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0, cTx 6 val(PL)}

est un convexe fermé non vide, Sp est borné si, et seulement si, son cône asymptotique
(exercice 2.20)

S∞
p

= {d ∈ Rn : Ad = 0, d > 0, cTd 6 0}
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est réduit au singleton {0} (proposition 2.8). Si Fs
d

est non vide, il existe (y, s) :
c = ATy + s, avec s > 0. Alors pour d ∈ S∞

p
, on a 0 > cTd = yTAd + sTd = sTd, ce

qui implique que d = 0 (car d > 0 et s > 0). Inversement, si S∞
p

= {0}, son cône dual
est Rn. Celui-ci s’écrit (corollaire 2.46, de Farkas)

(S∞
p
)+ = {ATy + s− αc : s ∈ Rn

+, α ∈ R+}.

Il existe donc y ∈ Rm, s ∈ Rm
+ et α ∈ R+ tels que ATy + s − αc = −e + c, ce qui

s’écrit aussi ATy + (s+ e) = (α+ 1)c. Alors (y, s+e)/(α+1) ∈ Fs
d
.

La seconde partie de la proposition peut se démontrer de la même manière. Sd
étant un polyèdre convexe, il en est de même de Sd,s (proposition 2.18), qui est donc
aussi fermé. Alors

Sd,s = {s ∈ Rn
+ : il existe y ∈ Rm tel que ATy + s = c, bTy > val(DL)}

est borné si, et seulement si, son cône asymptotique

S∞
d,s = {r ∈ Rn

+ : il existe z ∈ Rm tel que ATz + r = 0 et bTz > 0} (17.14)

est réduit à {0}. Si Fs
p
6= ∅, il existe x > 0 tel que Ax = b. Quel que soit r ∈ S∞

d,s, on
a rTx = −zTAx = −zTb 6 0. Comme x > 0 et r > 0, on en déduit que r = 0. Donc
Sd,s est borné. Inversement, si S∞

d,s est réduit à {0}, son cône dual (on a noté x0 une
solution particulière de Ax0 = b)

(S∞
d,s)

+ = R−x0 +N (A) + Rn
+, (17.15)

est Rn. Alors, on peut écrire −e = −αx0 + h+ p, avec α ∈ R+, h ∈ N (A) et p ∈ Rn
+ ;

donc A(p+ e) = αb et (x0+p+e)/(1+α) ∈ Fs
p
. ✷

Évidemment, si Sd,s n’est pas borné, Sd ne l’est pas non plus, ni SD,y := {y : il
existe s ∈ Rn tel que (y, s) ∈ Sd} d’ailleurs. Par ailleurs, si A est surjective, il revient
au même de dire que Sd,s est borné ou que Sd est borné.

17.4 Algorithmes du simplexe

In the summer of 1947, when I began to work on the simplex
method for solving linear programs, the first idea that occurred
to me is one that would occur to any trained mathematician,

namely the idea of step-by-step descent (with respect to the
objective function) along edges of the convex polyhedral set

from one vertex to an adjacent one. I rejected this algorithm
outright on intuitive grounds—it had to be inefficient because it
proposed to solve the problem by wandering along some path of

outside edges until the optimal vertex was reached.

G.B. Dantzig (1914-2005). Origins of the simplex
method [154 ; 1990].

On considère le problème d’optimisation linéaire sous forme standard
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(PL)





min cTx
Ax = b
x > 0,

dont les conditions d’optimalité s’écrivent (proposition 17.6) : ∃ (y, s) ∈ Rm×Rn, tels
que 




ATy + s = c, s > 0
Ax = b, x > 0
xTs = 0.

On sait que si ce problème a une solution il a une solution sur un sommet du polyèdre
(proposition 17.5)

Fp = {x : Ax = b, x > 0}.
Si m et n sont grands, il peut y avoir beaucoup de sommets, ce qui exclut de

les explorer tous. L’algorithme du simplexe de Dantzig [153 ; 1951] sélectionne les
sommets à explorer. L’algorithme se déroule en général en deux étapes :

Phase I : trouver un sommet de Fp,
Phase II : passer d’un sommet à l’autre de manière à faire décroître f , jusqu’à ce
que l’on trouve une solution-sommet.

Dans la phase I, on résout un problème d’optimisation linéaire auxiliaire dont on
connaît un sommet (voir la section 17.4.4). On peut donc utiliser l’algorithme du
simplexe pour résoudre ce problème. Dans la phase II, on évite de parcourir tous les
sommets en faisant décroître le critère à chaque itération, si possible strictement. On
ne visite donc plus les sommets dont la valeur du critère est supérieure à celle au
sommet courant.

17.4.1 Algorithme du simplexe primal

In my mind for example, solving a linear programming problem
by the simplex method means moving from vertex to vertex of a

vertical convex polyhedron until the bottom is reached.
Therefore such terms as shadow prices, complementarity
slackness, tableaux and nonbasic variables leave me cold.

M.J.D. Powell [495 ; 1990].

Hypothèse. On suppose que A a plein rang m < n.

La version de l’algorithme du simplexe que nous présentons dans cette section
est celle connue sous le nom d’algorithme du simplexe révisé. Cet algorithme est
géométriquement très simple : chaque itération consiste à passer d’un sommet du
polyèdre convexe, qu’est l’ensemble admissible, à un sommet adjacent en suivant une
arête particulière de ce polyèdre, de manière à faire décroître la fonction coût. Il
est bien de garder cette idée générale à l’esprit car la description algébrique d’une
itération est relativement longue et doit prendre en compte quelques cas particuliers
(problème non borné et pas nul) qui distraient.
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Une itération de l’algorithme démarre donc en un sommet x̂. Nous l’avons déjà
dit : le calcul d’un tel sommet n’est pas une opération triviale, mais nous verrons à
la section 17.4.4 comment on peut la réaliser. On note B une base d’indices associée
à ce sommet et N le complémentaire de B dans [1 :n]. Au départ de l’itération, on a
donc

x̂B > 0, x̂N = 0 et A :Bx̂B = b (donc x̂B = A−1
:Bb),

où, comme précédemment, A :B (resp. A :N ) désigne la sous-matrice de A formée de
ses colonnes avec indices dans B (resp. N)

L’algorithme du simplexe génère en réalité une suite de bases d’indices plutôt
qu’une suite de sommets. Il y a une distinction entre les deux notions lorsque le sommet
est dégénéré, auquel cas il peut y avoir plusieurs bases d’indices correspondant à un
même sommet. Si l’algorithme du simplexe visite un sommet dégénéré, il est possible
qu’il ne change pas de sommet à l’itération suivante, mais il changera alors de base
d’indices. Cependant décrire l’algorithme en termes de bases d’indices fait perdre
l’aspect géométrique de l’algorithme, qu’il nous semble précieux de conserver. Dès
lors, nous considérerons que l’itéré de l’algorithme est un sommet, mais que certaines
itérations font un déplacement nul.

1 Reconnaître l’optimalité.

Soit x un point de l’ensemble admissible Fp, qui vérifie donc Ax = b. Comme B
est une base d’indices, on peut exprimer les composantes basiques xB de x en fonction
de b et de ses composantes non basiques xN :

xB = A−1
:B(b−A :NxN ).

On peut également exprimer le coût cTx en fonction de xN :

cTx = cTBA
−1
:B(b−A :NxN ) + cTNxN .

Son gradient par rapport à xN est appelé le coût réduit. Il s’écrit

r = cN −AT

:NA
−T

:B cB. (17.16)

Dans l’algorithme du simplexe, ce coût réduit sert, d’une part, à détecter l’opti-
malité éventuelle de l’itéré courant x̂ (cette question est examinée dans la proposi-
tion 17.14 ci-dessous) et, d’autre part, à sélectionner une arête de Fp le long de laquelle
la fonction coût décroît lorsque x̂ n’est pas optimal (voir le point 2 ci-dessous).

Proposition 17.14 Un sommet x̂ de Fp est solution du problème (PL) si, et
seulement si, il existe une base d’indices B ⊆ [1 :n] associée à x̂ telle que le coût
réduit r > 0.

Démonstration. [⇒] Supposons que x̂ soit un sommet de Fp qui soit optimal pour
le problème (PL). Alors, par les conditions d’optimalité (17.5), il existe une solution
duale (y, s) ∈ Rm × Rn telle que

ATy + s = c, s > 0 et x̂Ts = 0.
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Comme x̂ est un sommet, A :I+(x̂) est injective (en particulier |I+(x̂)| 6 m).
Montrons que l’on peut trouver une base d’indices B associée à x̂ telle que, après

modification éventuelle de y et s dans les conditions d’optimalité ci-dessus, on ait
sB = 0. On s’y prend en un nombre fini d’étapes en commençant par prendre B′ :=
{i : si = 0}. De x̂I(x̂) > 0 et x̂Ts = 0, il vient sI(x̂) = 0 et donc I+(x̂) ⊆ B′.

1. Si rgA :B′ = m, on n’a pas besoin de modifier y et s. En effet, l’affirmation est
démontrée car, par le théorème de la base incomplète (théorème B.1), on peut
trouver B ⊆ B′ tel que I+(x̂) ⊆ B, |B| = m et A :B inversible (c’est-à-dire B est
une base d’indices associée à x̂). Cette base d’indices B est bien telle que sB = 0.

2. Si rgA :B′ < m, on peut trouver une direction µ ∈ Rm telle que AT

:B′µ = 0
et AT

:N ′µ 6= 0 (avec N ′ := [1 :n] \ B′) ; c’est possible car autrement on aurait
N (AT

:B′) ⊆ N (AT) ou R(A) ⊆ R(A :B′), ce qui contredirait dimR(A) = m et
dimR(A :B′) < m. On peut supposer que AT

:N ′µ 
 0. On prend alors le plus
grand t > 0 tel que s′N ′ = sN ′ − tAT

:N ′µ > 0. Ce t est strictement positif, car
sN ′ > 0 par définition de B′ et N ′. On note j un indice de N ′ tel que s′j = 0.
Alors avec y′ = y + tµ et s′ = s− tATµ. Alors, on a

ATy′ + s′ = c, s′ > 0 et x̂Ts′ = 0.

À la fin du point 2, on se retrouve avec des conditions d’optimalité vérifiées par le
triplet (x̂, y′, s′) et avec un ensemble d’indices B′′ := {i : s′i = 0} ⊇ B′ ∪{j}. On peut
alors revenir au point 1 avec B′′ plutôt que B′. Comme chaque cycle augmente les
ensembles d’indices B′, B′′, . . . d’au moins un indice et comme rgA = m, le cycle est
nécessairement interrompu au point 1 après un nombre fini d’étapes.

Il reste à montrer que pour la base d’indices B associée à x̂ telle que sB = 0, on a un
coût réduit r positif. Comme sB = 0, on a y = A−T

:B cB, si bien sN = cN −AT

:NA
−T

:B cB
n’est autre que le coût réduit. Comme sN > 0, on a ben montré que le coût réduit est
positif.

[⇐] Supposons que, pour une base d’indice B associée à x̂, le coût réduit r > 0. Si
l’on introduit le multiplicateur y = A−T

:B cB, on trouve r = cN−AT

:Ny. En réarrangeant
ces deux dernières équations et en posant s = (0, r), on trouve

ATy + s = c, s > 0 et x̂Ts = 0.

Comme Ax̂ = b et x̂ > 0, (x̂, y, s) vérifie les conditions d’optimalité (17.5), ce qui
implique que x̂ est optimal. ✷

Si le sommet optimal est dégénéré, il peut y avoir un coût réduit r � 0 pour une
base d’indices arbitraire associée à ce sommet, comme le montre l’exemple suivant :

c = (2, 1)

x̂
x1 + x2 = 0





min 2x1 + x2
x1 + x2 = 0
x > 0.

L’ensemble admissible est réduit au singleton {(0, 0)}. La solution du problème est
donc forcément x̂ = (0, 0), qui est un sommet dégénéré. Si l’on prend pour base
d’indices B = {1}, le coût réduit r = −1 strictement négatif. Ceci signifie que l’on
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peut faire décroître le critère en augmentant xN = x2 tout en satisfaisant la contrainte
d’égalité (c’est le sens du coût réduit). Mais ici, on ne peut pas augmenter x2 sans
sortir de l’ensemble admissible (ce ne serait pas le cas si le sommet était non dégénéré).
À l’inverse, si l’on prend pour base d’indices B = {2}, le coût réduit r = 1 est positif,
ce qui est annoncé par la proposition 17.14 (il n’y a pas d’autre base d’indices).

La technique utilisée par l’algorithme du simplexe pour détecter l’optimalité
éventuelle du sommet courant x̂ est la positivité du coût réduit, calculé en utili-
sant la base d’indices B courante. Il s’agit d’un critère essentiellement primal (il ne
fait pas intervenir de multiplicateur ou variable duale). Lorsque l’itéré courant est
un sommet-solution non dégénéré, il n’y a qu’une seule base d’indices associée à ce
sommet, si bien que le coût réduit est positif et l’algorithme s’interrompt. À l’inverse,
lorsque l’itéré courant est un sommet-solution dégénéré, il se peut que la base d’indices
courante ne permette pas d’avoir un coût réduit positif. Il est donc important que
l’algorithme dispose d’un mécanisme lui permettant de changer de base d’indices si
cela est nécessaire jusqu’à en trouver une permettant d’avoir un coût réduit positif
(comme dans l’exemple ci-dessus). Un mécanisme permettant d’obtenir la conver-
gence de l’algorithme du simplexe (c’est-à-dire d’éviter son cyclage) est appelé règle
d’anti-cyclage ; les principales règles d’anti-cyclage seront vues à la section 17.4.2.

2 Déplacement le long d’une arête.

Si r a une composante strictement négative, disons rj < 0, cela veut dire que
l’on peut faire décroître le coût en augmentant la composante j de x̂N . On est donc
tenté de chercher un nouveau point admissible en faisant un déplacement suivant une
direction d, c’est-à-dire

x(α) = x̂+ αd,

telle que la composante non basique de d soit

dN = ejN . (17.17)

On a noté ej le j-ième vecteur de base de Rn et ejN = (ej)N . Pour que ce déplacement
d = (dB , dN ) soit acceptable, il faut d’abord que l’on ait Ax(α) = b, donc Ad = 0, ce
qui détermine sa composante basique :

dB = −A−1
:BA :Ne

j
N . (17.18)

Sur le choix de l’indice j. Remarquons que le coût décroît bien le long de d puisque
l’on a

cTd = rj < 0.

Si r a plusieurs composantes strictement négatives, il semble donc raisonnable de
choisir l’indice j parmi ceux donnant la composante de r la plus négative. C’est ce
que l’on appelle la règle du coût réduit minimal. Cette règle ne garantit cependant
pas l’efficacité globale de l’algorithme qui est principalement liée au nombre total
d’itérations, c’est-à-dire au nombre de sommets visités (aspect global), ce qui ne peut
se déduire d’un calcul de dérivée (aspect local). D’autres règles existent (comme celles
introduites par les règles d’anti-cyclage décrites à la section 17.4.2) et les algorithmes
du simplexe diffèrent en particulier par l’heuristique adoptée à cette étape.
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Il est intéressant d’observer que le déplacement porté par la direction d se fait le
long d’une arête de Fp.

Proposition 17.15 Soient d défini comme ci-dessus et D := {x̂+αd ∈ Fp : α >

0}. Alors soit D est réduit au sommet {x̂}, soit c’est une arête de Fp.

Démonstration. Si x̂+ αd /∈ Fp pour tout α > 0, on a D = {x̂}.
Supposons maintenant que x̂ + αd ∈ Fp pour tout α > 0 petit. D’après la propo-

sition 2.21, il suffit de montrer que pour α > 0 petit :

dimN (A :I+(x̂+αd)) = 1.

Observons que, si (x̂+αd)i = 0, on a nécessairement di = 0 (c’est clairement le cas si
i ∈ N \ {j} ; ce l’est aussi si i ∈ B car alors x̂i = 0) ; alors, le fait que Ad = 0 montre
que

A :I+(x̂+αd)dI+(x̂+αd) = 0, dI+(x̂+αd) 6= 0,

et donc que dimN (A :I+(x̂+αd)) > 1. Par ailleurs, l’inversibilité de A :B et I+(x̂+αd) ⊆
B ∪ {j}, montre que dimN (A :I+(x̂+αd)) 6 1. ✷

3 Détection d’un problème non borné (dB > 0).

Si dB > 0, alors
∀α > 0 : x(α) > 0,

et comme le coût cTx(α) = cTx̂+ α cTd décroît strictement le long de la direction de
descente d, le problème n’est pas borné.

4 Pivotage (dB � 0).

Si dB � 0, on ne peut plus prendre un pas arbitrairement grand. Pour que l’on ait
x(α)B > 0, il faut que α 6 α̂, où

α̂ = min

{
− x̂i
di

: i ∈ B, di < 0

}
. (17.19)

Lorsque le sommet x̂ est dégénéré (il y a des x̂i = 0 pour i ∈ B), ce pas maximal
α̂ peut être nul (voir ci-après). Soit k un indice donnant le min ci-dessus. Alors,
x̂k + α̂dk = 0 et on peut faire sortir l’indice k de la base d’indices B, et y faire entrer
l’indice j. La nouvelle base d’indices s’écrit

B+ = (B ∪ {j}) \ {k}.

Proposition 17.16 L’ensemble B+ est une base d’indices.
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Démonstration. Il s’agit de montrer que A :B+ est inversible. Si ce n’est pas le cas,
l’inversibilité de A :B implique que Aj est combinaison linéaire des {Ai : i ∈ B \ {k}},
c’est-à-dire

A :Ne
j
N = A :Bu, avec uk = 0.

On en déduit que u = −dB. On a alors une contradiction, car d’une part dk = 0 (car
uk = 0) et dk < 0 (car k donne le min en (17.19)). ✷

L’opération de mise à jour de la base d’indices B en B+, qui consiste à lui adjoindre
l’indice j et à lui ôter l’indice k, est parfois appelée pivotage et la règle déterminant
le choix des indices j et k est alors appelée règle de pivotage.

5 Progrès ou stagnation.

Deux situations peuvent maintenant se présenter.
Si α̂ > 0, le coût décroît strictement et on peut passer à l’itération suivante avec

x̂+ := x̂+ α̂d comme nouveau sommet et B+ comme nouvelle base d’indices.
Si α̂ = 0 (ceci ne peut se produire que si le sommet x̂ est dégénéré), il y a un

changement de base d’indices sans changer de sommet (le pas α̂ est nul). Si l’on
ne prend pas quelques précautions, l’algorithme peut cycler (par exemple en faisant
entrer k dans la base et en faisant sortir j à l’itération suivante). On a mis au point
des règles d’anti-cyclage pour faire face à cette situation. Certaines d’entre elles sont
présentées dans la section suivante.

17.4.2 Règles d’anti-cyclage N

Nous énonçons ci-dessous quelques règles d’anti-cyclage et renvoyons le lecteur aux
articles qui les introduisent pour une démonstration de leur propriété d’anti-cyclage.
Ces articles sont souvent difficiles à comprendre, si l’on n’est pas familier avec le
jargon développé par les spécialistes de l’algorithme du simplexe, en particulier avec
la description de l’algorithme sous forme de tableau.

Règle des petites perturbations N

Règle lexicographique N

Règle des plus petits indices de Bland

La règle consiste à faire entrer dans la base B+ le plus petit indice j ∈ N tel
que le coût réduit rj < 0 (voir le point 2 ci-dessus) et à en faire sortir le plus petit
indice k ∈ argmin{−x̂i/di : i ∈ B, di < 0} (voir la formule (17.19)). Cette règle a été
proposée par Bland [64 ; 1977].

17.4.3 Énoncé de l’algorithme

On peut résumer l’algorithme décrit ci-dessus comme suit.
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Algorithme 17.17 (simplexe révisé) On suppose au départ de l’ité-
ration que l’on dispose d’un sommet x̂ de Fp et d’une base d’indices asso-
ciée B. Une itération calcule un nouveau sommet x̂+ et une nouvelle base
d’indices B+, à moins qu’il ne soit observé que x̂ est solution ou que le
problème est non borné. Voici les différentes étapes de cette itération.

1. Coût réduit. Calculer le multiplicateur y ∈ Rm, solution du système
linéaire

AT

:By = cB

et en déduire le coût réduit

r = cN −AT

:Ny.

2. Optimalité. Si r > 0, on s’arrête : x̂ est solution du problème (PL).
3. Direction de descente. Soit j un indice tel que rj < 0, respectant

une règle d’anti-cyclage de la section 17.4.2. On définit la direction de
descente d ∈ N (A) du critère x 7→ cTx par

dB = −A−1
:BA :Ne

j
N et dN = ejN ,

où ej est le j-ième vecteur de base de R|N |.
4. Problème non borné. Si dB > 0, on s’arrête car le problème (PL) n’est

pas borné : cT(x̂+ αd)→ −∞ lorsque α→∞.
5. Pas maximal. On calcule le pas maximal α̂ jusqu’à la frontière de

l’ensemble admissible Fp :

α̂ := min

{
− x̂i
di

: i ∈ B, di < 0

}
.

Ce pas peut être nul. On note k un des indices donnant le minimum
ci-dessus et respectant une règle d’anti-cyclage de la section 17.4.2.

6. Nouveau sommet. x̂+ = x̂+ α̂d.
7. Nouvelle base d’indices. B+ = (B ∪ {j}) \ {k}.

Théorème 17.18 (convergence de l’algorithme du simplexe révisé) Si le
problème d’optimisation linéaire, écrit sous la forme standard (PL), est réalisable
(c’est-à-dire Fp 6= ∅), l’algorithme du simplexe révisé décrit ci-dessus termine
après un nombre fini d’étapes, soit en déterminant que le problème (PL) est non
borné, soit en en trouvant une solution-sommet.

17.4.4 Démarrage de l’algorithme du simplexe

Pour utiliser l’algorithme du simplexe présenté ci-dessus, il faut disposer d’un itéré
initial qui est un sommet de l’ensemble admissible Fp := {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0}.



17.4. Algorithmes du simplexe 641

Nous présentons dans cette section plusieurs manières de faire face à cette exigence.
Certaines méthodes de pivotage se déroulent en une seule phase, comme l’algorithme
en croix [115, 578, 579, 615 ; 1979-1987].

Technique des deux phases

Comme son nom l’indique, la technique des deux phases décompose la résolution
d’un problème d’optimisation linéaire en deux étapes. La phase/étape I consiste à ré-
soudre un problème d’optimisation linéaire auxiliaire, dont on connait un sommet, par
l’algorithme du simplexe. La résolution de ce problème auxiliaire fournit un sommet
du polyèdre convexe Fp (pourvu que celui-ci soit non vide) ou indique que Fp = ∅.
Dans la phase II, on résout le problème (PL) par l’algorithme du simplexe, à partir
du sommet obtenu dans la première phase.

La phase I consiste donc à trouver un point du polyèdre convexe écrit sous forme
standard, à trouver un x ∈ Rn tel que Ax = b et x > 0. Elle réalise cette tâche en
résolvant le problème d’optimisation linéaire suivant :





min
∑m

i=1 zi
Ax+Dz = b
x > 0, z > 0,

(17.20a)

où D est la matrice diagonale définie par

Dii =

{
1 si bi > 0
−1 si bi < 0.

(17.20b)

Proposition 17.19 Le point (0, Db) est un sommet de l’ensemble admissible du
problème (17.20a), lequel a toujours une solution. Si ce problème est résolu par
l’algorithme du simplexe en partant de ce point, il obtient pour solution un point
(x̂, ẑ). Si ẑ 6= 0, le problème (PL) n’est pas réalisable. Si ẑ = 0, x̂ est un sommet
de l’ensemble admissible de (PL).

Démonstration. Il est clair que (0, Db) est un sommet de l’ensemble admissible de
(17.20a), car les colonnes de D sont linéairement indépendantes (proposition 2.21).
Comme (17.20a) est borné (

∑m
i=1 zi > 0), il a une solution (proposition 17.4). Si

l’algorithme du simplexe est démarré en (0, Db), il trouve une solution (x̂, ẑ).
Si ẑ 6= 0, la valeur optimale de (17.20a) est non nulle et le problème (PL) n’est

pas réalisable (car si x ∈ Fp, (x, 0) est admissible pour (17.20a) et donne une valeur
nulle au critère).

Si ẑ = 0, on a Ax̂ = b et x̂ > 0, donc x̂ ∈ Fp. D’autre part, (x̂, 0) étant un sommet
de l’ensemble admissible de (17.20a), les colonnes {Aj : x̂j > 0} sont linéairement
indépendantes ; donc x̂ est un sommet de Fp. ✷
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Technique du grand M

Cette technique combine les phases I et II de manière à ne devoir résoudre qu’un
seul problème d’optimisation linéaire, à savoir le problème





min cTx+M (
∑m

i=1 zi)
Ax +Dz = b
x > 0, z > 0,

(17.21)

où D est pris comme en (17.20b) et M > 0 est une constante choisie « suffisamment
grande ». On ne connait pas a priori la valeur qu’il faut donner à M pour que les
problèmes (17.21) et (PL) soient équivalents, c’est-à-dire pour qu’en une solution
(x̂, ẑ) de (17.21) on ait ẑ = 0. Le raisonnement suivant montre pourquoi ils le seront
si M est « suffisamment grand ».

On peut en effet voir (17.21) comme la pénalisation exacte, au moyen de la
norme ℓ1, de la contrainte z = 0 dans





min cTx
Ax+Dz = b
z = 0
x > 0, z > 0.

Ce dernier problème est équivalent à (PL). Dès lors, selon la théorie développée à la
section 13.5, si M est supérieur à la norme ℓ∞ (norme duale de la norme ℓ1 pour le
produit scalaire euclidien) de tout multiplicateur optimal associé à la contrainte z = 0
dans ce dernier problème, et si Fp 6= ∅, alors toute solution (x̂, ẑ) de (17.21) sera telle
que ẑ = 0 et donc x̂ sera solution de (PL).

17.4.5 Complexité

L’algorithme du simplexe n’est pas polynomial. Klee et Minty [354 ; 1972] ont
en effet construit un problème, dans lequel l’ensemble admissible est un cube de Rn

légèrement déformé, pour lequel l’algorithme du simplexe avec la règle du coût réduit
minimal visite les 2n sommets de l’ensemble admissible. Des variantes de l’exemple de
Klee et Minty existent pour la plupart des règles de pivotage autres que celle du coût
réduit minimal, bien que l’on ne sache pas s’il n’existe pas de règle permettant d’éviter
ce comportement exponentiel (voir [581] et ses références). Le nombre d’opérations
pour résoudre le problème par l’algorithme du simplexe dans le pire des cas n’est donc
pas nécessairement borné par un polynôme dépendant des dimensions de celui-ci ou
de la longueur des données le définissant. On parle de complexité pire-cas, celle que
l’on peut observer dans le cas le moins favorable.

Cependant, en pratique, ces algorithmes sont souvent très efficaces. La raison tient
peut-être au fait que, bien que non polynomial dans le pire des cas, il est polynomial
en moyenne pour des données distribuées aléatoirement suivant diverses lois de pro-
babilité (voir Borgwardt [75, 76], Smale [556], Megiddo [418] et Sharmir [544]) et en
perturbations moyennées (technique qualifiée d’analyse lisse par ses auteurs [566] et
qui consiste à étudier la complexité moyenne de l’algorithme pour des données variant
aléatoirement autour de données fixées arbitraires).
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La non-polynomialité pire-cas de l’algorithme du simplexe a stimulé la recherche
d’algorithmes pouvant être polynomiaux en optimisation linéaire, un problème jugé
suffisamment « simple » pour admettre un tel algorithme. Ceci a conduit aux algo-
rithmes de points intérieurs, que nous verrons au chapitre 18.

Notes

L’énoncé du problème dual d’un problème d’optimisation linéaire est attribué
à J. Von Neumann. L’existence de solutions strictement complémentaires (propo-
sition 17.8) a été montré par Goldman et Tucker (1956).

On pourra trouver d’autres résultats sur l’optimisation linéaire dans les références
suivantes : Minoux [422 ; 1983] ; Chvátal [125 ; 1983] a une approche très opérationnelle
de l’optimisation linéaire et de l’algorithme du simplexe et s’intéresse à la modélisation
de problèmes concrets sous forme de problèmes d’optimisation linéaire, notamment
des problèmes de transport dans les réseaux ; Schrijver [540 ; 1986] ; Fletcher [212 ;
1987] ; Ciarlet [127 ; 1988] ; Goldfarb et Todd [260 ; 1989] ; Nering et Tucker [451 ;
1993] ; Saigal [534 ; 1995], Helgason et Kennington [308 ; 1995] discutent de l’utilisation
de l’algorithme du simplexe dans divers problèmes d’optimisation linéaire rencontrés
dans les réseaux ; le même commentaire s’applique à l’ouvrage de Bertsimas et Tsitsik-
lis [57 ; 1997], qui contient des chapitres sur les problèmes de grande taille avec leurs
méthodes de décomposition, sur les problèmes d’OL dans les réseaux et sur les prob-
lèmes en nombres entiers ; Vanderbei [604 ; 1997] ; Martin [408 ; 1999] aborde, dans
la partie IV de son ouvrage, les méthodes de décomposition pour résoudre les grands
problèmes linéaires (décomposition de Benders, de Dantzig-Wolfe et lagrangienne) et
traite, dans le chapitre 14, de l’optimisation dans les réseaux ; Padberg [468 ; 1999].

Exercices

17.1. Optimisation linéaire et admissiblité polyédrique. Montrez que résoudre un problème
d’optimisation linéaire revient à trouver un point admissible d’un polyèdre convexe,
dont les données se déduisent aisément de celles du problème d’optimisation linéaire.

17.2. Effet d’une perturbation du coût. On considère le problème d’optimisation linéaire,
sous sa forme standard (PL). On s’intéresse à la valeur optimale ϕ : Rn → ϕ(c) :=
inf {cTx : Ax = b, x > 0} ∈ R, comme fonction du coût c.

(i) La fonction ϕ est concave.
(ii) Le point x̄ est l’unique solution de (PL) si, et seulement si, il existe ǫ > 0 tel

que si l’on remplace c par c̃ dans (PL), avec ‖c̃−c‖ 6 ǫ, x̄ est encore (l’unique)
solution du problème.

(iii) Si pour c = c0, (PL) a une unique solution x̄0, alors ϕ est linéaire dans un
voisinage de c0 et ∇ϕ(c0) = x̄0.

17.3. Hypothèse de non dégénérescence et qualification des contraintes. Soient A ∈ Rm×n,
b ∈ Rm et x un sommet du polyèdre convexe {x : Ax = b, x > 0}. Montrez que x
est non dégénéré si, et seulement si, (AT II0(x)) est injective, où II0(x) est la matrice
formée des colonnes d’indices i ∈ I0(x) de la matrice identité (ce qui n’est autre que
la condition de qualification des contraintes (QC-IL)).
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17.4. Ensemble de solutions borné. Supposons que l’ensemble admissible Fp du problème
d’optimisation linéaire (PL) ne soit pas borné et que son ensemble de solution Sp le
soit. Montrez qu’alors le critère cTx tend vers l’infini à l’infini dans Fp.

17.5. Polyèdres convexes imbriqués. Soient PA et PB deux polyèdres convexes de Rn définis
par

PA := {x ∈ Rn : Ax 6 a} et PB := {x ∈ Rn : Bx 6 b},
où A ∈ RmA×n, a ∈ RmA , B ∈ RmB×n et b ∈ RmB . On suppose que PA 6= ∅.
Montrez que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) PA ⊆ PB ,
(ii) ∃ Y ∈ RmB×mA

+ tel que Y A = B et Y a 6 b.

17.6. Inclusions polaires.
1) Soient E un espace euclidien et A et B deux ensembles convexes fermés non

vides de E. On note σA et σB les fonctions d’appui de ces ensembles. Alors, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A ⊆ B,
(ii) σA 6 σB ,
(iii) ∀α ∈ R, {d ∈ E : σB(d) 6 α} ⊆ {d ∈ E : σA(d) 6 α},
(iv) ∀α ∈ {−1, 1}, {d ∈ E : σB(d) 6 α} ⊆ {d ∈ E : σA(d) 6 α}.

Les équivalences (i) ⇔ (iii) ⇔ (iv) permettent d’associer des inclusions, polaires
l’une de l’autre, dans certains cas.
2) Si P := {x ∈ Rn : Ax 6 b} est le polyedre convexe non vide, formé à partir de
A ∈ Rm×n et b ∈ Rm, et si α ∈ R, alors

{d ∈ Rn : σP (d) 6 α} = AT{y ∈ Rm
+ : bTy 6 α}. (17.22)

3) On note E (M) := {x ∈ Rn : xTMx 6 1} l’ellipsoïde de Rn centré en 0, façonné
par une matrice M ≻ 0 d’ordre n. Alors, pour H ≻ 0, on a

{d ∈ Rn : σE (H)(d) 6 1} = E (H−1). (17.23)

4) Polyèdres convexes imbriqués. Avec les notations de l’exercice 17.5, on a

PA ⊆ PB ⇐⇒







∀α ∈ R,
BT{z ∈ RmB

+ : bTz 6 α} ⊆
AT{y ∈ RmA

+ : aTy 6 α}.
(17.24a)

⇐⇒







∀α ∈ {−1, 1},
BT{z ∈ RmB

+ : bTz 6 α} ⊆
AT{y ∈ RmA

+ : aTy 6 α}.
(17.24b)

On peut retrouver l’équivalence de l’exercice 17.5 à partir de (17.24).
5) Circonscription ellipsoïdique d’un polyèdre convexe. Soient H ≻ 0 et P := {x ∈

Rn : Ax 6 b} 6= ∅ le polyèdre convexe de Rn défini au moyen de A ∈ Rm×n et
b ∈ Rm. Alors

P ⊆ E (H) ⇐⇒ E (H−1) ⊆ AT{y ∈ Rm
+ : bTy 6 1}. (17.25)

17.7. Solutions strictement complementaires. Soit Ssc

pd
l’ensemble des solution primales-

duales strictement complémentaires (proposition 17.8). Montrez
1) les formules de S−◦

p
et S−◦

d
données par (17.9),

2) Ssc

pd
= S−◦

pd
= S−◦

p
× S−◦

d
,

3) x ∈ S−◦
p

⇔ ∃ (y, s) ∈ Sd tel que (x, y, s) ∈ Ssc

pd
(nécessairement (y, s) ∈ S−◦

d
),

4) (y, s) ∈ S−◦
d

⇔ ∃x ∈ Sp tel que (x, y, s) ∈ Ssc

pd
(nécessairement x ∈ S−◦

p
).
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17.8. Dualité linéaire et lemme de Farkas.
1) Retrouvez le lemme de Farkas, sous la forme {Ax : x > 0} = {y : ATy > 0}+

(voir le corollaire 2.46), à partir des résultats de dualité en optimisation linéaire
(théorèmes 17.10 et 17.11).

2) Soient A une matrice m×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn et α ∈ R, tels que {x : Ax > b} 6= ∅.
Montrez que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) tout x vérifiant Ax > b vérifie aussi cTx > α.
(ii) il existe y ∈ Rm

+ tel que ATy = c et bTy > α.

17.9. Théorèmes de l’alternative par l’optimisation linéaire, que l’on écrit ici sous la forme
d’équivalences. Voir aussi l’exercice 2.39.
1) Théorème de l’alternative de Motzkin non-homogène [295 ; théorème 3.17]. Soient

A ∈ RmA×n, B ∈ RmB×n et C ∈ RmC×n des matrices ayant un même nombre de
colonnes et a ∈ RmA , b ∈ RmB et c ∈ RmC des vecteurs. Alors, les affirmations
suivantes sont équivalentes :
(i) ∃ x ∈ Rn : Ax = a, Bx 6 b et Cx < c,
(ii) ∀ (α, β, γ) ∈ RmA ×RmB

+ ×RmC
+ vérifiant ATα+BTβ+CTγ = 0 et aTα+

bTβ + cTγ 6 0, on a aTα+ bTβ = 0 et γ = 0.

17.10. Dualité. On considère le problème d’optimisation linéaire (PL) et son dual (DL).
Démontrez les affirmations suivantes.
1) Si (PL) est réalisable et non borné, alors (DL) n’est pas réalisable,
2) Si (PL) n’est pas réalisable et (DL) est réalisable, alors (DL) est non borné.

17.11. Contributions à la proposition 17.13.
1) Vérifiez l’identité (17.14).
2) Vérifiez l’identité (17.15).
3) Autre démonstration de (17.12).

(i) Montrez que Fs
d

est vide si, et seulement si, il existe un indice i ∈ [1 :n] tel
que le problème inf{−si : ATy+ s = c, s > 0} est réalisable et a une valeur
optimale nulle.

(ii) Conclure en utilisant un argument de dualité.
4) Autre démonstration de (17.13).

(i) Montrez que Fs
p

est vide si, et seulement si, il existe un indice i ∈ [1 :n] tel
que le problème min{−xi : Ax = b, x > 0} est réalisable et a une valeur
optimale nulle.

(ii) Conclure en utilisant un argument de dualité.

17.12. Identité du minimax de von Neumann [612 ; 1928]. Soient A une matrice de type
m× n et ∆p le simplexe unitaire de Rp. Montrez que

max
y∈∆m

min
x∈∆n

yTAx = min
x∈∆n

max
y∈∆m

yTAx. (17.26)

17.13. Détection d’une solution unique par l’algorithme du simplexe [260 ; corollaire 3.1].
Montrez que si le coût réduit r défini par (17.16) a ses composantes strictement
positives, alors le sommet courant est l’unique solution de (PL).

17.14. Lemme de Hoffman [319 ; 1952]. Le lemme de Hoffman est une borne d’erreur, c’est-
à-dire une estimation (ici, une majoration) de la distance à un ensemble par des
quantités plus facilement calculables que la distance elle-même. On s’intéresse ici à
la distance au polyèdre convexe, défini par PA,b = {x ∈ Rn : Ax 6 b}, où A ∈ Rm×n

et b ∈ Rm. On note BA le cône convexe des vecteurs b ∈ Rm tels que PA,b 6= ∅. On
se donne également une norme ‖ · ‖ sur Rn. Enfin, on note
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dPA,b(x) := min
z∈PA,b

‖z − x‖

la distance de x ∈ Rn à PA,b, mesurée au moyen de la norme ‖ · ‖. Le lemme de
Hoffman affirme que

∀A ∈ Rm×n, ∃ h > 0, ∀ b ∈ BA, ∀x ∈ Rn : dP (x) 6 h ‖(Ax− b)+‖2, (17.27)

où (·)+ = max(0, ·), composante par composante, et ‖ · ‖2 est la norme euclidienne
sur Rm. La constante h ne dépend donc que de A. Autrement dit, on peut estimer
la distance de x à PA,b par la norme du résidu (Ax− b)+.
(i) Montrez que l’on peut trouver des A ∈ Rm×n tels que h est arbitrairement

grand.
(ii) Démonstration de (17.27) [295 ; 2010, section 11.8].

(a) On note ‖ · ‖d la norme duale de la norme ‖ · ‖. Montrez que

∃ u ∈ Rn : ‖u‖d = 1 et dP (x) = sup
y>0

ATy=u

(Ax− b)Ty. (17.28)

(b) Montrez que l’on peut choisir une solution du problème d’optimisation
linéaire dans (17.28), qui soit majorée en norme par une constante ne dépen-
dant que de A.

(c) Démontrez (17.27).



18 Optimisation linéaire : algorithmes de points
intérieurs

My view of interior point methods for optimization calculations
with linear constraints is that it seems silly to introduce

nonlinearities and iterative procedures for following central
paths, because these complications are not present in the

original problem. On the other hand, when the number of
constraints is huge, then algorithms that treat constraints

individually are also unattractive, especially if the attention to
detail causes the number of iterations to be about the number of
constraints. It is possible, however, to retain linear constraints

explicitly, and to take advantage of the situation where the
boundary of the feasible region has so many linear facets that it
seems to be smooth. This is done by the TOLMIN software that
I developed in 1989, for example, but the number of variables is

restricted to a few hundred, because quadratic models with full
second derivative matrices are employed. Therefore eventually I

expect interior point methods to be best only if the number of
variables is large. Another reservation about this field is that it
seems to be taking far more than its share of research activity.

M.J.D. Powell [497 ; 2003].

Ce chapitre se limite à l’étude de quelques aspects des algorithmes de suivi de
chemin primaux-duaux en optimisation linéaire. Ce sont souvent les algorithmes de
points intérieurs les plus efficaces en pratique. D’autres approches de points intérieurs
ont été proposées et peuvent être utiles dans des contextes particuliers : algorithme
de l’ellipsoïde de Dikin, algorithmes à réduction de potentiel, etc. Nous renvoyons le
lecteur aux notes de fin de chapitre pour des références sur ceux-ci.

Comme leur nom l’indique les algorithmes de suivi de chemin génèrent des itérés
qui suivent ce que l’on appelle aujourd’hui le chemin central . Celui-ci sert de guide,
conduisant les itérés vers une solution particulière du problème (ou vers la solution
s’il n’y en a qu’une). Nous l’étudions en détail à la section 18.1.

La partie algorithmique de ce chapitre est importante et débute par des remar-
ques générales sur les approches primales-duales (section 18.2). Vient ensuite l’étude
de trois algorithmes supposant que l’on dispose d’un premier itéré admissible (section
18.3) : les algorithmes des petits déplacements, des grands déplacements et prédicteur-
correcteur. Les algorithmes sont motivés et décrits ; leur convergence et leur complex-
ité itérative sont étudiées. Le premier algorithme a la complexité itérative théorique
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la meilleure, mais ce sont les deux derniers qui sont les plus efficaces en pratique, le
dernier étant le plus souvent implémenté (dans une version plus élaborée, il est vrai).
Enfin, la section 18.4 décrit et analyse un algorithme n’imposant pas aux itérés d’être
admissibles.

Connaissances supposées. Les bases de l’optimisation linéaire (chapitre 17) ; la notion
de fonction asymptotique (section 3.3.4), qui est utilisée pour montrer l’existence du
chemin central ; l’algorithme de Newton (section 10.1.1).

Rappel et notations

On considère le problème d’optimisation linéaire dans Rn suivant, dit sous forme
standard

(P )





infx c
Tx

Ax = b
x > 0,

où, rappelons-le, c ∈ Rn, A est une matrice m×n et b ∈ Rm. Son ensemble admissible
est noté

Fp := {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0}.
L’ensemble des itérés strictement admissibles est noté

Fs
p
:= {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0}.

Lorsqu’il est non vide, c’est l’intérieur relatif de Fp (exercice 2.20). L’ensemble des
solutions de (P ) est noté Sp.

La dualisation lagrangienne de (P ) conduit au problème dual suivant (voir la
section 17.3.1) :

(D)





sup bTy
ATy + s = c
s > 0.

Son ensemble admissible est noté

Fd := {(y, s) ∈ Rm × Rn : ATy + s = c, s > 0}.

On note aussi
Fs

d
:= {(y, s) ∈ Rm × Rn : ATy + s = c, s > 0},

qui, lorsqu’il est non vide, est l’intérieur relatif de Fd. L’ensemble des solutions de
(D) est noté Sd.

Les conditions d’optimalité de (P ) affirment que x est solution de ce problème si,
et seulement si, il existe un couple (y, s) ∈ Rm × Rn tel que l’on ait




ATy + s = c, s > 0
Ax = b, x > 0
xTs = 0.

(18.1)

Ce sont aussi les conditions d’optimalité du problème dual : (y, s) est solution de (D)
si, et seulement si, il existe x ∈ Rn tel que l’on ait (18.1).
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Nous désignerons par X = Diag(x1, . . . , xn) la matrice diagonale portant les com-
posantes du vecteur x sur sa diagonale ; de même S = Diag(s1, . . . , sn), etc. On
utilisera constamment le vecteur

e :=



1
...
1




dont la dimension se déduira clairement du contexte. Observons que Xe = x.

18.1 Le chemin central primal-dual

Le chemin central est une courbe située dans

Fs := Fs
p
×Fs

d
= {z = (x, y, s) : Ax = b, ATy + s = c, x > 0, s > 0}

paramétrée par un scalaire µ > 0. C’est donc l’image d’une application

µ ∈ ]0,+∞[ 7→ z(µ) := (x(µ), y(µ), s(µ)) ∈ Fs.

Celui-ci sert de guide aux itérés, les conduisant vers une solution primale-duale par-
ticulière du problème (P ). Pour qu’il soit défini, il faut évidemment que Fs

p
et Fs

d

soient non vides, ce qui, d’après les propositions 17.11 et 17.13, peut s’exprimer en
termes primaux seulement :

Fs
p
6= ∅ et Sp est non vide et borné. (18.2)

On fera cette hypothèse dans toute cette section. La variable duale y(µ) ne sera définie
de façon univoque que si A est surjective.

Comme son nom l’indique, les points z(µ) sont « bien centrés » dans l’ensemble
admissible. On montrera que, sous certaines conditions, z(µ) émane (pour µ→ +∞)
du centre analytique de l’ensemble admissible F := Fp × Fd pour aboutir (lorsque
µ ↓ 0) au centre analytique de la face optimale primale-duale S := Sp × Sd.

Définition et existence

Il y a plusieurs manières d’introduire le chemin central primal-dual (voir aussi
l’exercice 18.5). Nous commencerons par utiliser la technique de perturbation des con-
ditions d’optimalité, qui est celle qui se généralise le plus facilement à des problèmes
ne faisant pas partie de l’optimisation (comme les problèmes de complémentarité).
L’existence du chemin central est cependant plus aisément démontrable si l’on re-
vient dans le domaine de l’optimisation en interprétant le système perturbé comme
les conditions d’optimalité d’un problème pénalisé. Nous considérerons les cas de la
pénalisation des problèmes dual et primal.

Les équations d’optimalité (18.1) sont formées de deux équations linéaires ATy +
s = c et Ax = b, qui à elles seules ne présentent pas trop de difficulté, ainsi que des
conditions

xTs = 0, x > 0, s > 0.
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Ces dernières renferment toute la combinatoire du problème. Il y a en effet 2n façons
de les réaliser en choisissant, pour tout i, si c’est xi ou si qui est nul. On peut faire
disparaître cette combinatoire en perturbant chaque condition xisi = 0 en xisi = µ
(µ > 0 est un paramètre) et en imposant la stricte positivité de x et s :




ATy + s = c, s > 0
Ax = b, x > 0
Xs = µe.

xi

si

(18.3)

On a noté
X := Diag(x1, . . . , xn) et e := (1 · · · 1)T.

Le graphique à droite dans (18.3) montre comment, dans l’espace (xi, si), la courbe
non différentiable définie par xisi = 0 est transformée en la courbe différentiable
définie par xisi = µ. Au passage, cette observation montre le lien qu’il peut y avoir
entre combinatoire et non différentiabilité. Lorsqu’elle existe, la solution de ce système
perturbé (18.3) est un point central z(µ) = (x(µ), y(µ), s(µ)).

Nous venons d’exposer l’approche par perturbation. On peut aussi obtenir le systè-
me (18.3) par une technique de pénalisation. En effet, (18.3) sont les conditions d’op-
timalité du problème obtenu à partir du problème (P ) par pénalisation logarithmique
de sa contrainte de positivité :

(Pµ)

{
inf cTx+ µ lb(x)
Ax = b,

(18.4)

où lb : Rn → R ∪ {+∞} est la fonction log-barrière définie en x ∈ Rn par (c’est une
fonction autoconcordante, voir l’exemple 16.2)

lb(x) =

{
−∑n

i=1 log xi si x > 0
+∞ sinon.

En effet, comme les contraintes de (Pµ) sont qualifiées (elles sont affines), il existe
un multiplicateur de Lagrange y ∈ Rm tel que l’on ait les conditions d’optimalité
suivantes : {

ATy + µX−1e = c
Ax = b.

En posant s = µX−1e, on retrouve (18.3). On appelle (Pµ) le problème barrière primal
(les logarithmes dans lb forment une barrière empêchant x de quitter l’orthant positif).

Une troisième manière d’introduire le chemin central est de pénaliser la contrainte
de positivité s > 0 du problème dual. LorsqueFs

d
6= ∅, on peut considérer le problème :

(Dµ)

{
sup bTy − µ lb(s)
ATy + s = c.

(18.5)

Comme il s’agit d’un problème de maximisation, la pénalisation est obtenue en re-
tranchant la barrière logarithmique (comparez avec le problème (Pµ)).

Intéressons-nous à présent à des conditions assurant l’existence du chemin central.
Le fait que le système d’optimalité (18.1), qui est non linéaire, ait une solution n’assure
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en rien qu’il en est de même pour le système perturbé (18.3). Il faut certainement que
Fs 6= ∅ (équivalente à (18.2)) et il se fait que cette condition est aussi suffisante. Elle
joue ici le rôle de la condition de qualification de Slater du système (18.1).

Proposition 18.1 (existence du chemin central) Si (18.2) a lieu et µ > 0,
alors le système (18.3) a une solution. Celle-ci est unique en x et s. Elle est
également unique en y si A est surjective.

Démonstration. D’après ce qui précède (x, y, s) est solution de (18.3) si, et seule-
ment si, x est solution de (Pµ) de multiplicateur y et si s = µX−1e (la condition est
suffisante du fait de la convexité du problème (Pµ)). Il reste à montrer que (Pµ) a
une solution, car du fait de la stricte convexité de x 7→ cTx − µ∑n

i=1 log xi, celle-ci
est nécessairement unique en x et en s = µX−1e.

On considère la fonction ψµ ∈ Conv(Rn) définie par

ψµ(x) = cTx+ µ lb(x) + I{x∈Rn:Ax=b}(x),

où IP désigne la fonction indicatrice de l’ensemble P . Ses minimiseurs sont ceux de
(Pµ). Il suffit donc que sa fonction asymptotique ψ∞

µ vérifie ψ∞
µ (d) > 0 pour tout

d 6= 0, pour que (Pµ) ait un ensemble non vide (et borné) de solutions (proposi-
tion 3.29). On observe que

lb∞(d) =

{
0 si d > 0
+∞ sinon.

Dès lors

ψ∞
µ (d) =

{
cTd si Ad = 0 et d > 0
+∞ sinon.

Si ψ∞
µ (d) 6 0, on a

d 6= 0, cTd 6 0, Ad = 0 et d > 0.

La bornitude de Sp entraîne alors que d = 0, ce qui démontre l’existence d’un mini-
miseur de ψµ, c’est-à-dire d’une solution de (Pµ). ✷

On notera
z(µ) := (x(µ), y(µ), s(µ))

un triplet solution de (18.3) (unique en x et s). Le chemin central est donc l’image de
l’application

µ ∈ ]0,+∞[ 7→ z(µ).

Propriétés

Nous allons montrer que, sous certaines conditions, le chemin central émane du
centre analytique de l’ensemble admissible Fp (lorsque µ→ +∞ et si Fs

p
est non vide

et borné) pour aboutir au centre analytique de la face optimale (lorsque µ ↓ 0 et si So
p

est non vide et borné). Il nous faut d’abord définir ce que sont ces centres analytiques.
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Proposition 18.2 (centre analytique de l’ensemble admissible) Si Fs
p

est
non vide et borné, le problème

{
inf lb(x)
Ax = b

(18.6)

a une solution unique x̌ ∈ Rn caractérisée par les conditions suivantes :

Ax̌ = b, x̌ > 0, X̌−1e ∈ R(AT). (18.7)

De même, si Fs
d

est non vide et borné et si A est surjective, le problème
{
inf lb(s)
ATy + s = c (s > 0)

(18.8)

a une solution unique (y̌, š) ∈ Rm×Rn caractérisée par les conditions suivantes :

ATy̌ + š = c, š > 0, Š−1e ∈ N (A). (18.9)

Démonstration. Le problème (18.6) est celui obtenu par pénalisation logarithmique
du problème 




inf 0
Ax = b
x > 0.

Son ensemble de solution étant Fp, qui par hypothèse est non vide et borné, la propo-
sition 18.1 implique que (18.6) a une solution unique, soit x̌ ∈ Rn. Celle-ci est carac-
térisée par les conditions d’optimalité de (18.6) qui peuvent s’exprimer par (18.7).

La seconde partie se démontre de la même manière. ✷

Lorsqu’elles existent, les solutions uniques de (18.6) et (18.8) sont appelées les
centres analytiques des ensembles admissibles Fp et Fd, respectivement. On utilise
le qualificatif « analytique », car ce n’est pas une notion géométrique dans le sens
où elle ne dépend pas que de la forme de Fp et Fd, mais également des équations
que définissent ces ensembles. Ainsi, si l’on ajoute une contrainte superflue, c’est-à-
dire une contrainte ne modifiant pas l’ensemble admissible, son centre analytique est
déplacé (voir l’exercice 18.4). On pourrait penser que la notion géométrique de centre
de gravité serait un concept plus attrayant, mais son calcul n’est pas aisé, même si
l’ensemble est comme ici un polyèdre convexe [633 ; section 2.1.1].

Venons-en maintenant à la notion de centre analytique de la face optimale. On
rappelle les notations de la section 17.2.2 :

B := {i ∈ [1 :n] : ∃x ∈ Sp vérifiant xi > 0}
N := {i ∈ [1 :n] : ∃ (y, s) ∈ Sd vérifiant si > 0}.

On sait que B et N forment une partition de [1 :n] (propositions 17.7 et 17.8) et que
l’ensemble des solutions de (P ) est la face de Fp, appelée aussi face optimale de Fp,
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définie par
Sp = {x ∈ Fp : xN = 0}.

On note son intérieur relatif

So
p
= {x ∈ Fp : xB > 0, xN = 0}. (18.10)

Proposition 18.3 (centre analytique de la face optimale) 1) Si Sp est non
vide et borné et si B 6= ∅, le problème

{
inf lb(xB)
Ax = b, xN = 0 (xB > 0)

(18.11)

a une solution unique x̂ ∈ Rn, caractérisée par les conditions

Ax̂ = b, x̂B > 0, x̂N = 0, X̂−1
B
e ∈ R(AT

:B). (18.12)

2) De même si Sd est non vide et borné (donc A est surjective) et si N 6= ∅, le
problème {

inf lb(sN)
ATy + s = c, sB = 0 (sN > 0)

(18.13)

a une solution unique (ŷ, ŝ) ∈ Rm × Rn, caractérisée par les conditions

ATŷ + ŝ = c, ŝB = 0, ŝN > 0, A :NŜ
−1
N
e ∈ R(A :B). (18.14)

Démonstration. En ne considérant que les variables d’indices dans B (xN étant fixé
à 0), le problème (18.11) est obtenu par pénalisation logarithmique du problème





inf 0TxB
A :BxB = b
xB > 0.

Par l’hypothèse B 6= ∅, {xB : AxB = b, xB > 0} est non vide et l’ensemble des
solutions de ce problème (qui se confond avec son ensemble admissible, c’est-à-dire
SP ) est non vide et borné. Par la proposition 18.1, (18.11) a une solution unique. Celle-
ci est caractérisée par les conditions d’optimalité de (18.11) qui peuvent s’exprimer
par (18.12).

La seconde partie se démontre de la même manière. ✷

Lorsqu’ils existent, les points x̂ et (ŷ, ŝ) définis par (18.12) et (18.14) sont appelés
les centres analytiques des faces optimales.

On peut à présent décrire le chemin central. On sera amené à comparer le com-
portement de quantités (éventuellement vectorielles) qui dépendent du paramètre µ.
Ainsi si µ 7→ v(µ) et µ 7→ w(µ) sont deux fonctions de µ, on notera :

v = O(w) s’il existe une constante positive C (indépendante de µ) telle que
lorsque µ ↓ 0 on a v(µ) 6 Cw(µ) (inégalité vectorielle),
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v ∼ w si v = O(w) et w = O(v).

Avec ces notations, v = O(1) signifie que {v(µ)}µ↓0 est bornée et v ∼ 1 signifie que
{v(µ)}µ↓0 et {v(µ)−1}µ→0+ sont bornées.

On trouvera à l’exercice 18.6 un résultat précisant le point (ii).

Proposition 18.4 (description du chemin central) Supposons que (18.2)
ait lieu. Alors
(i) si A est surjective, x > 0 et s > 0, alors la matrice



0 AT I
A 0 0
S 0 X




est inversible et l’application µ 7→ z(µ) définissant le chemin central est de
classe C∞ ;

(ii) si µ croît, cTx(µ) et x(µ)Ts(µ) croissent et bTy(µ) décroît ;
(iii) pour µ̄ > 0 fixé, les ensembles {x(µ) : 0 < µ 6 µ̄} et {s(µ) : 0 < µ 6 µ̄}

sont bornés ; si A est surjective, l’ensemble {y(µ) : 0 < µ 6 µ̄} est aussi
borné ;

(iv) si Fp est borné, x(µ) converge vers le centre analytique de Fp, lorsque µ→
+∞ ; de même si Fd est borné (donc A surjective), (y(µ), s(µ)) converge
vers le centre analytique de Fd, lorsque µ→ +∞ ;

(v) si µ ↓ 0, on a xB(µ) ∼ 1, xN(µ) ∼ µ, sB(µ) ∼ µ, sN(µ) ∼ 1 et (x(µ), s(µ))
→ (x̂, ŝ) le centre analytique des faces optimales.

Démonstration. (i) L’application µ 7→ z(µ) est fonction implicite de F (z, µ) = 0,
où

F (z, µ) =



ATy + s− c
Ax− b
Xs− µe


 .

Comme F est C∞, la fonction implicite sera C∞ si la matrice F ′
z(z, µ) (celle donnée

au point (ii)) est inversible pour z = z(µ). C’est bien le cas, car si (dx, dy, ds) est
dans son noyau, on trouve successivement

ds = −X−1Sdx, dx = S−1XATdy et AS−1XATdy = 0.

Comme A est surjective et (x, s) > 0, la matrice AS−1XAT est inversible, ce qui
implique que (dx, dy, ds) = 0.

(ii) Ce résultat se démontre comme dans la théorie de la pénalisation (proposition
13.2), en considérant les problèmes pénalisés (Pµ) et (Dµ). Pour le saut de dualité,
on utilise x(µ)Ts(µ) = cTx(µ) − bTy(µ). (Voir aussi l’exercice 18.6 pour un résultat
plus précis et une démonstration directe lorsque A est surjective.)

(iii) Comme Sp est borné, l’ensemble {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0, cTx 6 cTx(µ̄)} est
aussi borné (ils ont le même cône asymptotique). Or x(µ) est dans ce dernier ensemble
lorsque µ ∈ ]0, µ̄] (par le point (ii)), donc {x(µ)}0<µ6µ̄ est borné.
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De même, comme Fs
p
6= ∅, l’ensemble {s ∈ R+ : il existe y ∈ Rm tel que ATy+s =

c et bTy > bTy(µ̄)} est borné (les deux ensembles ont le même cône asymptotique
{r ∈ R+ : il existe z ∈ Rm tel que ATz+ r = 0, et bTz > 0}). Comme s(µ) appartient
à cet ensemble lorsque µ ∈ ]0, µ̄] (par le point (ii)), {s(µ)}0<µ6µ̄ est bornée.

Si A est surjective, l’équation ATy(µ) + s(µ) = c montre que {y(µ) : 0 < µ 6 µ̄}
est aussi borné.

(iv) Si Fp est borné, {x(µ)} ⊆ Fp est bornée. Il suffit donc de montrer que cette
suite a un unique point d’adhérence quand µ → ∞, qui est le centre analytique x̌.
Soit x̄ un point adhérent à {x(µ)} : pour une sous-suite x(µ) → x̄. Comme x(µ) est
la solution de (Pµ), on a quel que soit x ∈ Fs

p
:

cTx(µ) + µ lb(x(µ)) 6 cTx+ µ lb(x).

En divisant par µ > 0 et en passant à la limite quand µ → ∞, on trouve pour tout
x ∈ Fs

p
:

lb(x̄) 6 lb(x).

Ceci montre que x̄ = x̌.
On s’y prend de la même manière pour (y(µ), s(µ)). Par optimalité, pour tout

couple (y, s) ∈ Fs
d
, on a

bTy(µ)− µ lb(s(µ)) > bTy − µ lb(s).

(v) Soit (x̄, ȳ, s̄) une solution strictement complémentaire (proposition 17.8). On
réduit le saut de dualité xTs en remplaçant x par x̄ :

x̄Ts(µ) 6 x(µ)Ts(µ) = nµ.

Comme x̄N = 0, x̄T
B
sB(µ) 6 nµ. Mais x̄B > 0, donc sB(µ) = O(µ). Alors, de

xi(µ)si(µ) = µ, pour tout i, on déduit que 1 = O(xB(µ)). Mais {xB(µ)} est bornée,
donc xB(µ) ∼ 1. En utilisant à nouveau xi(µ)si(µ) = µ, pour tout i, on déduit que
sB(µ) ∼ µ.

De la même manière,

x(µ)Ts̄ 6 x(µ)Ts(µ) = nµ.

Comme s̄B = 0 et s̄N > 0, on a xN(µ) = O(µ). En utilisant alors xi(µ)si(µ) = µ, on
a sN(µ) ∼ 1 ({s(µ)} bornée) et donc xN(µ) ∼ µ.

Il reste à montrer que (x(µ), y(µ), s(µ)) converge vers le centre analytique de la
face optimale lorsque µ ↓ 0. Comme {(x(µ), s(µ))} est bornée, il existe des sous-suites
telles que

x(µ)→ x̃ et s(µ)→ s̃.

Passons à la limite dans (18.3). Comme ATy(µ) = c − s(µ) converge et que R(AT)
est fermé, il existe ỹ ∈ Rm tel que l’on ait





ATỹ + s̃ = c
Ax̃ = b

X̃s̃ = 0.
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Donc z̃ = (x̃, ỹ, s̃) est solution primale-duale. Dès lors x̃N = 0 et s̃B = 0. D’autre part,
(xB(µ), sN(µ)) ∼ 1 implique que (x̃B, s̃N) > 0. Il reste à montrer que X̃−1

B
e ∈ R(AT

:B)

et A :NS̃
−1
N
e ∈ R(A :B) pour conclure.

Comme (xN(µ), sB(µ)) ∼ µ, il existe une sous-suite telle que (xN(µ), sB(µ))/µ→
(x′

N
, s′

B
). À la limite dans X(µ)s(µ)/µ = e, on trouve

X̃−1
B
e = s′

B
et S̃−1

N
e = x′

N
.

D’autre part Ax(µ) = b = A :Bx̄B (car x̄N = 0), donc

−A :B
xB(µ)− x̄B

µ
= A :N

xN(µ)

µ
→ A :Nx

′
N.

Comme R(A :B) est fermé, A :Nx
′
N
∈ R(A :B). De même AT

:By(µ) + sB(µ) = cB =
AT

:Bȳ (car s̄B = 0), donc

AT

:B

ȳ − y(µ)
µ

=
sB(µ)

µ
→ s′B.

Comme R(AT

:B) est fermé, s′
B
∈ R(AT

:B). ✷

18.2 Éléments constitutifs des algorithmes

Cheminement

Résoudre le problème d’optimisation (P ) revient à résoudre ses conditions d’op-
timalité (18.1), lesquelles sont nécessaires et suffisantes. En apparence simple, ce
système d’équations et d’inéquations présente plusieurs difficultés, toutes liées aux
conditions de complémentarité 0 6 s ⊥ x > 0. D’une part, l’équation sTx = 0 qui
exprime la perpendicularité de s et x est non linéaire. D’autre part, elle présente une
« combinatoire » importante. Elle s’écrit en effet, du fait de la positivité de s et x :
xisi = 0, pour tout i ∈ [1 :n] ; il faut donc décider pour tout indice i si xi = 0 ou
si = 0, et il y a 2n possibilités.

Si l’on a un premier itéré primal-dual z := (x, y, s) avec x > 0 et s > 0, on pourrait
songer à résoudre le système d’optimalité (18.1) directement par des itérations de
Newton amorties : à chaque itération, on détermine un pas α > 0 le long de la direction
de Newton d := (dx, dy, ds) de telle sorte que l’itéré suivant z+ := (x+, y+, s+) =
z + αd vérifie encore x+ > 0 et s+ > 0. On sait en effet que la stricte positivité des
variables x et s assure que l’équation de Newton



0 AT I
A 0 0
S 0 X





dx
dy
ds


 = −



ATy + s− c
Ax− b
Xs


 ,

associée au système d’optimalité est bien définie (la matrice est inversible par la propo-
sition 18.4). L’expérience à montré que cette stratégie, qui est suivie par l’algorithme
affine (« affine scaling algorithm »), ne conduit pas à des algorithmes polynomiaux. La
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raison provient probablement du fait que, lorsque z est proche du bord de l’ensemble
admissible primal-dual, le pas α > 0 le long de d, assurant l’admissibilité des itérés,
peut devenir très petit, empêchant tout progrès significatif vers la solution. Une des
techniques mises au point pour obtenir la polynomialité consiste à forcer les itérés de
rester proche du chemin central, d’une part, et à être moins gourmand, d’autre part,
en ne cherchant pas à résoudre le système non linéaire (18.1) directement.

Il est difficile de renoncer à la direction de Newton, dont on connaît les qualités, si
bien que le fait de faire des déplacements le long de telles directions est conservé dans
les algorithmes de points intérieurs considérés dans ce chapitre. De manière à prévenir
le phénomène des petits pas décrit ci-dessus, les algorithmes vont maintenir les itérés
suffisamment proches du chemin central étudié à la section 18.1. Nous montrerons en
effet dans chaque cas que, dans ces conditions, le pas α pris le long de la direction de
Newton est borné inférieurement par une constante strictement positive en O(n−ω),
où ω > 0 dépend de l’approche algorithmique, en particulier du type de voisinage du
chemin central où sont maintenus les itérés. Même si l’on peut regretter que la borne
inférieure sur le pas dépende de n (il ne semble pas possible d’éviter cela), on est au
moins assuré que les pas ne deviendront pas arbitrairement petits. Cette dépendance
en n aura une incidence directe sur la complexité itérative des algorithmes, c’est-à-dire
sur le nombre d’itérations qu’ils requièrent pour s’approcher d’une solution à ε > 0
près.

Pour des raisons évidentes, on dit que les algorithmes qui viennent d’être briève-
ment décrits sont des méthodes de suivi de chemin. La solution que l’on recherche
par ces algorithmes, le centre analytique de la face optimale situé au bout de chemin
central, est un point singulier parce que la jacobienne du système de Newton n’y est
en général pas inversible. On ne peut donc pas appliquer directement les techniques
de suivi de chemin que l’on utilise dans les méthodes d’homotopie par exemple. Celles
mises en œuvre pour suivre le chemin central dans les méthodes de points intérieurs
sont originales. Elles dépendent des algorithmes, mais elles relèvent presque toujours
d’un principe que l’on peut voir comme la poursuite d’un objectif fuyant, ce que l’on a
schématisé à la figure 18.1 : en l’itéré zk ∈ Fs de l’itération k, on se fixe pour objectif

C

S

z(µ1)z(µ2)

z(µ3)

z4

z3

z2

z1

Fig. 18.1. Poursuite d’un objectif fuyant

un point z(µk) sur le chemin central C , mais après avoir fait un pas de Newton dans
sa direction (parfois plusieurs pas) conduisant à zk+1, on change d’objectif en visant
un autre point z(µk+1) sur le chemin central, plus près de la solution (µk+1 < µk).
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On se rapproche ainsi petit à petit de la solution cherchée, laquelle est en quelque
sorte inaccessible directement. Ce principe s’est avéré fécond.

Certains algorithmes imposent aux itérés d’être strictement admissibles (sec-
tion 18.3). Leur complexité itérative est en O(nω log ε−1), avec ω = 1

2 ou 1, ce qui
veut dire que le nombre d’itérations pour atteindre une solution à ε > 0 près est
majoré par une constante (indépendante de n et de ε) fois nω log ε−1 (une définition
précise de cette complexité itérative sera donnée plus loin). La complexité itérative
en O(n1/2 log ε−1) est la meilleure que l’on ait obtenue ; mais les algorithmes qui
la réalisent demandent que l’on dispose d’un premier itéré strictement admissible.
D’autres algorithmes autorisent les itérés à ne pas satisfaire les équations linéaires de
(18.1), ce qui peut être utile s’il n’y a pas de point primal-dual strictement admis-
sible (c’est-à-dire si Fs = ∅) ou si l’on ne dispose pas initialement d’un tel point.
Leur complexité itérative est moins bonne ; elle est en O(n2 log ε−1) pour l’algorithme
étudié à la section 18.4.

Voici à présent quelques concepts qui jouent un rôle-clé dans l’étude des algo-
rithmes de points intérieurs.

Mesures du saut de dualité et du centrage

Le contrôle des itérés dans les algorithmes de points intérieurs se fait par plusieurs
« mesures » : mesure du saut de dualité, mesure du centrage et mesure de l’admissibi-
lité.

Si l’on veut se donner une cible sur le chemin central primal-dual C , il est nécessaire
de savoir près de quel point central l’itéré courant z se trouve. Il n’y aurait en effet
pas de sens à se donner une cible qui soit plus éloignée de la solution que ne l’est
l’itéré courant. Trouver le point central le plus proche de z n’est cependant pas un
problème simple, ni d’ailleurs bien posé car, le chemin central n’étant pas un convexe
fermé, la projection de z sur C n’est en général pas bien définie (proposition 2.25).
Par contre, l’image de C par l’application surjective (et bijective si A est surjective,
voir l’exercice 18.2)

p : z = (x, y, s) ∈ Fs 7→ (x1s1, . . . , xnsn) ∈ Rn
++ (18.15)

est la demi-droite {µe : µ > 0}, si bien que la projection dans l’espace d’arrivée de
cette application se fait trivialement en résolvant le problème

min
µ∈R

‖Xs− µe‖2.

x1s1

p(C )

Xs

x2s2

µ̄(z)e

Sa solution est la moyenne arithmétique des produits xisi :

µ̄ ≡ µ̄(z) := xTs

n
.

On l’appelle la mesure du saut de dualité (ou plus simplement le saut de dualité ;
il s’agit alors d’un abus de langage car, d’après le théorème 17.11, il n’y a pas de
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saut de dualité en la solution d’un problème d’optimisation linéaire). Les algorithmes
chercheront à faire tendre µ̄(z) vers 0.

Pour z = (x, y, s) ∈ Fs :

z ∈ C ⇐⇒ Xs = µ̄(z)e.

Un point z ∈ Fs est donc proche du chemin central si ‖(Xs)/µ̄(z) − e‖ est petit
devant 1 ou encore si ‖Xs − µ̄(z)e‖ est petit devant µ̄(z). On appelle mesure du
centrage pour la norme ℓp, p ∈ [1,∞], la quantité

γp(z) := ‖Xs− µ̄(z)e‖p.

Divers voisinages du chemin central sont associés à ce concept de centrage.
On définit une première famille de voisinages, paramétrés par p ∈ [1,∞] et θ ∈

[0, 1[, par
Vp(θ) := {z ∈ Fs : ‖Xs− µ̄(z)e‖p 6 θµ̄(z)}. (18.16)

Dans cette famille de voisinages, on utilisera essentiellement V2(θ), qui donne les
meilleurs résultats de complexité. Cependant, il est parfois trop petit, ne laissant pas
assez de liberté aux itérés. On montre en effet que pour n > 2,

⋃
06θ<1 V2(θ) 6= Fs.

Cette affirmation est examinée à l’exercice 18.7.
On fera aussi usage de

V −
∞(θ) := {z ∈ Fs : Xs > (1−θ)µ̄(z)e}, (18.17)

où θ ∈ [0, 1[. Ce voisinage contient V∞(θ) et est assez grand puisque l’on peut montrer
que

⋃
06θ<1 V

−
∞(θ) = Fs. On se référera à nouveau à l’exercice 18.7 pour un examen

de ces affirmations.

Sur la complexité itérative des algorithmes

Contrairement à l’algorithme du simplexe, les méthodes de points intérieurs ne
sont pas des algorithmes à terminaison finie : ils ne trouvent pas la solution en un
nombre fini d’étapes. En effet, à chaque itération, on a x > 0 et s > 0, ce qui n’est
jamais le cas en une solution de (P ) (voir la troisième condition dans (18.1)). On ne
peut donc estimer que le nombre d’opérations pour trouver une solution à ε > 0 près.
La proximité de la solution se mesurera ici par la petitesse du saut de dualité µ̄(z).
En réalité, il existe des procédures, dites de purification (section ??), permettant de
déterminer une solution exacte strictement complémentaire par quelques opérations
d’algèbre linéaire à partir d’un itéré généré par un algorithme de points intérieurs,
suffisamment proche de la face optimale.

On ne s’intéressera ici qu’à la complexité itérative des algorithmes. On veut dire
par là que l’on cherche à estimer le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une
solution à ε > 0 près, dans le pire des cas. Les résultats que nous donnerons sur cette
question feront usage du lemme suivant. On note {zk} la suite des itérés générés par
l’algorithme considéré et µ̄k = µ̄(zk).
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Lemme 18.5 (de complexité) Supposons qu’il existe des constantes δ > 0 et
ω > 0, telles que pour tout k > 0, les itérés {zk} vérifient

µ̄k+1 6

(
1− δ

nω

)
µ̄k.

Alors, pour tout ε ∈ ]0, 1] et tout k > (nω log ε−1)/δ, on a

µ̄k

µ̄0
6 ε.

Démonstration. En prenant le logarithme de l’inégalité donnée dans l’énoncé et en
utilisant le fait que log(1 + t) 6 t, on a

log µ̄k+1 6 log

(
1− δ

nω

)
+ log µ̄k 6 − δ

nω
+ log µ̄k.

Par récurrence

log
µ̄k

µ̄0
6 − kδ

nω
.

Dès lors µ̄k/µ̄0 6 ε si −kδ/nω 6 log ε, ce qui s’écrit aussi k > (nω log ε−1)/δ. ✷

En pratique, on cherche à avoir un saut de dualité inférieur à un seuil donné ε > 0 :

µ̄k 6 ε,

plutôt que l’inégalité relative µ̄k 6 ε µ̄0 fournie par le lemme. Le résultat reste le
même, mais avec K qui dépend de µ̄0 > 0. En effet, on peut écrire µ̄0 = ε1−κ pour un
certain κ > 0 (éventuellement grand) dépendant donc de l’itéré initial. On utilise alors
le lemme avec ε/µ̄0 = εκ au lieu de ε : pour tout ε > 0 et tout k > K := O(nω log ε−1),
on a µ̄k 6 ε.

18.3 Algorithmes avec itérés admissibles

18.3.1 Préliminaires

Les algorithmes étudiés dans cette section génèrent des itérés strictement admis-
sibles, c’est-à-dire dans Fs. Dès lors, les résidus sont toujours nuls : rc = 0 et rb = 0.
Chaque nouvel itéré z+ est obtenu à partir du précédent z en se déplaçant le long de
la direction de Newton d, solution de (18.34), qui s’écrit ici



0 AT I
A 0 0
S 0 X





dx
dy
ds


 =




0
0

µe−Xs


 . (18.18)
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Du fait de la linéarité des résidus et de l’utilisation de la direction de Newton pour
mettre à jour les itérés, on voit qu’il suffit que les premiers résidus rc et rb soient nuls
pour que les suivants le soient aussi. Par exemple, si rb(z) = 0, on a en z+ = z + αd :
rb(z+) = rb(z) + αAdx = 0. De même pour rc.

Pour que les algorithmes soient bien posés et convergent, il faudra que les itérés
conservent la stricte positivité de x et s et fassent décroître le saut de dualité µ̄(z)
vers 0. On comprend que l’analyse des algorithmes passe par l’examen de l’évolution
du saut de dualité µ̄(z) et de la mesure du centrage γ2(z) := ‖Xs− µ̄(z)e‖2 le long
de la direction de Newton. C’est ce qu’étudie le lemme suivant. On suppose que le
paramètre µ est de la forme σµ̄, avec σ > 0.

Lemme 18.6 (évolution du saut de dualité et du centrage) Soit d = (dx,
dy, ds) la direction de Newton en z = (x, y, s) ∈ Fs, avec µ := σµ̄, σ > 0. On
note z(α) := z + αd. Alors les relations suivantes sont vérifiées :
(i) µ̄(z(α)) = [1− α(1 − σ)]µ̄,
(ii) γ2(z(α)) 6 (1− α)γ2(z) + α2‖dXds‖2.

Démonstration. On a

xi(α)si(α) = (xi + αdxi)(si + αdsi) = xisi + α(sidxi + xidsi) + α2dxidsi. (18.19)

En sommant et en utilisant le fait que dxTds = 0 (car Adx = 0 et ATdy + ds = 0) :

µ̄(z(α)) = µ̄+
α

n
(sTdx+ xTds).

On utilise ensuite le fait que sTdx+xTds = eT(Sdx+Xds) = eT(σµ̄e−Xs) = n(σ−1)µ̄
pour trouver (i).

En reprenant (18.19) et en utilisant sidxi + xidsi = σµ̄− xisi ainsi que la valeur
trouvée pour µ̄(z(α)), on a

xi(α)si(α) − µ̄(z(α)) = (1 − α)xisi + (α − 1)µ̄+ α2dxidsi

= (1 − α)(xisi − µ̄) + α2dxidsi.

On en déduit (ii). ✷

Le point (i) du lemme précédent montre qu’en prenant σ = 0 et en faisant un pas
unité (α = 1), on annule le saut de dualité. Il est peu probable cependant que cela
conduise en une solution car il y a de fortes chances pour qu’en chemin on ait perdu
la positivité des variables x et s (même si l’on a conservé la somme des xisi positive).

Le point (ii) montre que le contrôle du centrage γ2(z(α)) passe par celui de
‖dXds‖2. L’estimation de dXds sera toujours un passage-clé des démonstrations
de convergence des algorithmes. On utilisera à plusieurs reprises la technique sui-
vante. On observe que la dernière équation du système de Newton (18.18) s’écrit
Sdx+Xds = µ−Xs. En la multipliant par (XS)−

1
2 , elle devient

D−1dx+Dds = (XS)−
1
2 (µe−Xs), (18.20)
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où
D = X

1
2S− 1

2 .

Le lemme de Mizuno ci-dessous donne alors un moyen de relier la quantité dXds =
(D−1dX)(Dds) qui nous intéresse à la somme des deux vecteurs D−1dx+Dds, dont
on a une autre expression en (18.20).

Lemme 18.7 (Mizuno [424]) Si u, v ∈ Rn vérifient uTv > 0 et si U :=
Diag(u1, . . . , un), alors

‖Uv‖2 6
1√
8
‖u+ v‖22.

Démonstration. On a

‖Uv‖22 =

n∑

i=1

(uivi)
2 6

(
∑

uivi<0

uivi

)2

+

(
∑

uivi>0

uivi

)2

,

parce que les doubles produits à droite sont tous positifs. La relation uTv > 0 s’écrit
aussi

∑
uivi<0 |uivi| 6

∑
uivi>0 uivi et comme αβ 6 (α+ β)2/4, on obtient

‖Uv‖22 6 2

(
∑

uivi>0

uivi

)2

6
1

8

(
∑

uivi>0

(ui + vi)
2

)2

=
1

8
‖u+ v‖42.

✷

18.3.2 Algorithme des petits déplacements

L’algorithme des petits pas est conceptuellement l’un des plus simples. Sa très
faible complexité itérative est obtenue de la manière suivante (voir la figure 18.2).
L’algorithme fait des déplacements de Newton complets, avec pas α = 1, si bien

z+

C

d (avec σ = 1)

S

d

d (avec σ = 0)

V2(θ)

z

Fig. 18.2. Algorithme des petits déplacements
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que µ̄(z+) = σµ̄(z) (lemme 18.6). On ne peut pas alors prendre σ trop petit, sous
peine de sortir de Fs, comme lorsque σ = 0. En prenant σ = 1 − δ/n1/2 comme
facteur de réduction de µ̄ (δ > 0 étant une constante), on s’assure d’une part de
rester dans un voisinage V2(θ) (avec θ ∈ ]0, 1[ fixé) et d’autre part d’une complexité
en O(n1/2 log ε−1) (voir le lemme de complexité 18.5). Pour que les itérés restent dans
le voisinage V2(θ), une relation doit relier θ et δ, à savoir :

δ2 + θ2

(1− δ)(1− θ)θ 6
√
8.

θ

δ

2/5

2/5

(18.21)

Elle est vérifiée pour (δ, θ) dans la zone représentée dans la figure ci-dessus, par
exemple pour δ = θ = 2/5.

Algorithme 18.8 (PIL petits pas)

On se donne θ et δ vérifiant (18.21) et :
– un voisinage du chemin central V2(θ),
– un facteur de réduction de µ̄ : σ = 1− δ/n1/2.
L’itéré courant z est supposé dans V2(θ).
L’itéré suivant z+ ∈ V2(θ) s’obtient par les étapes suivantes.
1. Calcul de la direction de Newton d, solution de (18.18) avec µ = σµ̄(z).
2. Nouvel itéré : z+ = z + d.

L’analyse de cet algorithme commence par l’estimation de ‖dXds‖2 (lemme 18.9),
suivie d’une estimation de µ̄(z+) (lemme 18.10). On peut alors conclure grâce au
lemme de complexité.

Lemme 18.9 Dans l’algorithme 18.8, on a

‖dXds‖2 6
θ2 + n(1−σ)2√

8(1−θ)
µ̄.

Démonstration. L’identité (18.20) et le lemme de Mizuno (qui s’applique car
(D−1dx)T(Dds) = 0) permettent d’écrire

‖dXds‖2 = ‖(D−1dX)(Dds)‖2 6
1√
8
‖(XS)− 1

2 (σµ̄e−Xs)‖22.

D’une part, lorsque z ∈ V2(θ), on a xisi > (1− θ)µ̄. Dès lors

‖(XS)− 1
2 ‖22 =

1

mini xisi
6

1

(1−θ)µ̄ .

D’autre part, on écrit σµ̄e−Xs = (µ̄e−Xs)−(1−σ)µ̄e et on observe que eT(µ̄e−Xs) =
0. Dès lors, pour des z ∈ V2(θ), on a
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‖σµ̄e−Xs‖22 = ‖µ̄e−Xs‖22 + n(1−σ)2µ̄2 6 θ2µ̄2 + n(1−σ)2µ̄2.

En utilisant ces deux dernières majorations dans la première, on obtient le résultat.
✷

Lemme 18.10 Si θ ∈ ]0, 1[ et δ ∈ ]0, 1[ vérifient (18.21), alors z+ ∈ V2(θ) et

µ̄(z+) =

(
1− δ

n1/2

)
µ̄(z).

Démonstration. D’après le point (i) du lemme 18.6 et α = 1, on a

µ̄(z+) = σµ̄.

En utilisant l’expression choisie pour σ, on en déduit la formule de µ̄(z+) de l’énoncé.
Il reste à montrer que z+ ∈ V2(θ). D’après le point (ii) du même lemme, le lemme

précédent, on a pour tout α ∈ [0, 1] :

γ2(z(α)) 6 (1− α)γ2(z) + α2 θ
2 + n(1−σ)2√

8(1−θ)
µ̄

6 θ

(
1− α+ α

θ2 + n(1−σ)2√
8(1−θ)θ

)
µ̄, (18.22)

où on a utilisé le fait que z ∈ V2(θ) et α 6 1. Dès lors, compte tenu du fait que
µ̄(z(α)) = (1− α+ ασ)µ̄ (voir le point (i) du lemme 18.6), on a

γ2(z(α)) 6 θµ̄(z(α)), ∀α ∈ [0, 1], (18.23)

si la fraction dans (18.22) est inférieure à σ. C’est ce qui impose à σ d’être une fonction
de n. En prenant σ = 1− δ/n1/2 comme dans l’algorithme, on voit qu’il faut que l’on
ait

θ2 + δ2√
8(1−θ)θ

6 1− δ

n1/2
.

Cette inégalité est la plus restrictive lorsque n = 1 : c’est l’inégalité (18.21) qui est
vérifiée. L’estimation (18.23) que nous venons de démontrer implique que γ2(z+) 6

θµ̄(z+) et que xi(α)si(α) > 0 pour tout α ∈ [0, 1]. Donc les composantes de x(α) et
s(α) ne peuvent s’annuler. Comme elles sont strictement positives en α = 0, elles le
reste en α = 1. Dès lors z+ ∈ V2(θ). ✷

L’estimation obtenue dans le lemme précédent et le lemme de complexité 18.5
permettent d’obtenir facilement le résultat de convergence et de complexité itérative
suivant.
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Théorème 18.11 (convergence et complexité de l’algorithme des petits
déplacements) L’algorithme 18.8 converge (µ̄k → 0 q-linéairement) et pour tout
ε > 0, il existe un indice K = O(n1/2 log ε−1) tel que µ̄k 6 εµ̄0, dès que k > K.

Même si la réduction du saut de dualité µ̄k par le facteur 1 − δ/n1/2 assure à
l’algorithme des petits déplacements la meilleure complexité itérative obtenue à ce
jour, µ̄k tend vers zéro assez lentement lorsque n est grand. Par exemple, si on prend
δ = 2/5 et si n = 104, il faudra 575 itérations pour réduire le saut de dualité d’un
facteur 10. C’est beaucoup. Cet algorithme n’est donc guère utilisé en pratique. Il
nous a toutefois permis de présenter de manière concise un des meilleurs résultats de
complexité que peuvent apporter les méthodes de points intérieurs en optimisation
linéaire.

18.3.3 Algorithme des grands déplacements

On obtient de plus grands déplacements, et donc une efficacité numérique meilleure
en pratique, en utilisant V −

∞(θ) comme voisinage du chemin central devant contrôler
les itérés. La complexité itérative théorique est cependant moins bonne ; elle est
en O(n log ε−1). Dans l’algorithme proposé ci-dessous, on prend un pas α le long
de la direction de Newton le plus grand possible.

Algorithme 18.12 (PIL grands pas)

On se donne :
– un voisinage du chemin central V −

∞(θ), avec θ ∈ ]0, 1[,
– des bornes 0 < σmin < σmax < 1 pour le facteur de réduction de µ̄.
L’itéré courant z est supposé dans V −

∞(θ).
L’itéré suivant z+ ∈ V −

∞(θ) s’obtient par les étapes suivantes.
1. Choix de σ ∈ [σmin, σmax].
2. Calcul de la direction de Newton d, solution de (18.18) avec µ = σµ̄(z).
3. Calcul du pas α le plus grand possible dans ]0, 1] tel que z + αd ∈ V −

∞(θ).
4. Nouvel itéré : z+ = z + αd.

Typiquement, on prend θ = 0.99, ce qui permet à V −
∞(θ) d’occuper une grande partie

de Fs. L’étape 3 demande de calculer le plus grand pas α permettant à z(α) = z+αd
de rester dans V −

∞(θ). Il faut donc vérifier que xi(α)si(α) > (1−θ)µ̄(z(α)) pour tout i.
Comme xi(α), si(α) et µ̄(z(α)) dépendent linéairement de α (lemme 18.6), on voit
que cela revient à trouver les racines de n fonctions quadratiques.

L’analyse de l’algorithme 18.12 commence par l’estimation de ‖dXds‖2.

Lemme 18.13 Dans l’algorithme 18.12, on a

‖dXds‖2 6
n(2−θ)√
8(1−θ)

µ̄.
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Démonstration. Comme (D−1dx)T(Dds) = 0, on peut appliquer le lemme de
Mizuno sur l’identité (18.20). Cela donne

‖dXds‖2 6
1√
8
‖(XS)− 1

2 (σµ̄e−Xs)‖22.

Lorsque z ∈ V −
∞(θ), on a xisi > (1 − θ)µ̄. Dès lors, en développant le carré

‖dXds‖2 6
1√
8
‖σµ̄(XS)− 1

2 e − (XS)
1
2 e‖22

6
1√
8

(
σ2µ̄2 n

(1− θ)µ̄ − 2nσµ̄+ nµ̄

)

6
1√
8

(
1

(1− θ) + 1

)
nµ̄,

où on a majoré σ2 6 1 et négligé −2nσµ̄ 6 0. ✷

Lemme 18.14 Dans l’algorithme 18.12, il existe une constante δ indépendante de n
telle que

µ̄(z+) 6

(
1− δ

n

)
µ̄(z).

Démonstration. Il s’agit d’obtenir une borne inférieure sur le pas maximal α per-
mettant de rester dans V −

∞(θ), qui soit en O(n−1). Le résultat se trouve alors en
appliquant le point (i) du lemme 18.6.

D’après le lemme précédent, il existe une constante C1 > 0 indépendante de n
telle dxidsi > −C1nµ̄. En utilisant (18.19) comme dans le lemme 18.6, l’équation de
Newton et xisi > (1− θ)µ̄ (car z ∈ V −

∞(θ)), on trouve pour t > 0 :

xi(t)si(t) = (1− t)xisi + tσµ̄+ t2dxidsi

> (1− t)(1 − θ)µ̄+ tσµ̄− C1t
2nµ̄.

D’après le point (i) du lemme 18.6, µ̄(z(t)) = (1− t+ tσ)µ̄. Alors l’inégalité ci-dessus
montre que l’on aura xi(t)si(t) > (1−θ)µ̄(z(t)) ≡ (1−θ)(1−t+tσ)µ̄ et xi(t)si(t) > 0 si

t 6
θσ

C1n
et t <

1

1− σ .

Comme α est le plus grand t > 0 tel que xi(t)si(t) > (1 − θ)µ̄(z(t)), xi(t) > 0 et
si(t) > 0, pour tout i, on a

α > min

(
θσ

C1n
,

1

2(1− σ)

)
.

On note à présent qu’avec les bornes encadrant σ ∈ [σmin, σmax], on a σ(1− σ) >
C2, une constante strictement positive indépendante de n. Dès lors, la formule de
µ̄(z(α)) du lemme 18.6, conduit à l’estimation cherchée :

µ̄(z(α)) = [1− α(1 − σ)]µ̄ 6

(
1− δ

n

)
µ̄,
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où δ = min(θC2/C1, 1/2). ✷

On peut maintenant conclure aisément en appliquant le lemme de complexité 18.5.

Théorème 18.15 (convergence et complexité de l’algorithme des
grands déplacements) L’algorithme 18.12 converge (µ̄k → 0 q-linéairement)
et pour tout ε > 0, il existe un indice K = O(n log ε−1) tel que µ̄k 6 εµ̄0, dès que
k > K.

18.3.4 Un algorithme prédicteur-correcteur

Les algorithmes précédents souffrent du fait que le facteur de réduction σ du saut
de dualité est imposé (il vaut 1 − δ/n1/2 dans l’algorithme des petits déplacements)
ou minoré (par σmin dans l’algorithme des grands déplacements) a priori. Il semble
en effet préférable de laisser l’algorithme choisir lui-même une réduction maximale
de µ̄(z). C’est ce qui motive l’algorithme prédicteur-correcteur, que nous présentons
dans cette section.

Cet algorithme doit son nom au fait qu’il alterne des phases de prédiction et des
phases de correction (voir la figure 18.3). La phase de prédiction en z ∈ Fs a pour

V2(θ
′)

V2(θ)

S z′

z

z+

d′

d

C

Fig. 18.3. Un algorithme prédicteur-correcteur

but de faire décroître le saut de dualité µ̄ le plus possible, ce qui s’obtient en suivant
la direction de Newton d avec σ = 0 (voir la proposition 18.6 (i)) et en prenant le plus
grand pas α > 0 le long de cette direction, de manière toutefois à ce que z′ = z + αd
reste dans un voisinage V2(θ′) (avec un pas unité, z′ serait vraisemblablement en
dehors de l’ensemble admissible). Le point z′ ne peut être le nouvel itéré car une
direction de prédiction en ce point aurait de grande chance de sortir immédiatement
de V2(θ′). L’étape de correction a donc pour but de revenir dans un voisinage du
chemin central V2(θ) plus petit (avec 0 < θ < θ′ < 1). Ce recentrage se fait par un
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pas unité le long de la direction de Newton d′ avec σ = 1, donc sans modification du
saut de dualité. Il faut que θ et θ′ vérifient les inégalités

0 < θ < θ′ < 1 et
(θ′)2

1− θ′ 6
√
8θ, (18.24)

pour que le pas unité le long de d′ conduise en un point z+ dans V2(θ). Les valeurs
θ = 1

4 et θ′ = 1
2 conviennent. On considère qu’une itération est formée d’une phase

de prédiction suivie d’une phase de correction.

Algorithme 18.16 (PIL prédicteur-correcteur)

On considère deux voisinages V2(θ) et V2(θ′), avec θ et θ′ vérifiant (18.24).
On suppose que l’itéré courant z := (x, y, s) ∈ V2(θ).
L’itéré suivant z+ ∈ V2(θ) s’obtient par les étapes suivantes.
1. Phase de prédiction :

1.1. Calcul du déplacement de Newton d, solution de (18.18) avec µ = 0.
1.2. Calcul d’un pas α le plus grand possible dans ]0, 1] tel que z + αd ∈

V2(θ
′).

1.3. Itéré intermédiaire : z′ = z + αd.
2. Phase de correction :

2.1. Calcul du déplacement de Newton d′, solution de (18.18) en z = z′,
avec µ = µ̄′ := µ̄(z′).

2.2. Nouvel itéré : z+ = z′ + d′ (pas unité).

L’étape 1.2 demande de calculer le plus grand pas α permettant à z(α) = z + αd de
rester dans V2(θ′). Il faut donc vérifier que ‖X(α)s(α)− µ̄(z(α))e‖22 = (θ′)2µ̄(z(α))2.
Comme x(α), s(α) et µ̄(z(α)) dépendent linéairement de α (lemme 18.6), on voit que
cela revient à trouver la racine maximale d’un polynôme quartique (d’ordre 4).

Nous analysons dans les deux lemmes suivants les phases de prédiction et de cor-
rection, avant de conclure par un résultat de convergence et de complexité. Dans la
phase de prédiction la décroissance du saut de dualité se fait par un facteur sem-
blable à celui de l’algorithme des petits déplacements, mais cette fois l’algorithme a
la possibilité de faire décroître µ̄ plus rapidement.

Lemme 18.17 (phase de prédiction) Si 0 < θ < θ′ < 1, il existe une constante
δ > 0 indépendante de n telle que, lorsque z ∈ V2(θ), la phase de prédiction conduit à
un point z′ ∈ V2(θ′) avec

µ̄′ 6

(
1− δ

n1/2

)
µ̄.

Démonstration. On cherche à estimer le pas maximal α tel que z + αd reste dans
V2(θ

′). Ceci se fait en contrôlant l’évolution du centrage le long de d.
On applique le lemme de Mizuno en considérant (18.20) avec σ = 0, ce qui est

licite car (D−1dx)T(Dds) = 0. On a
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‖dXds‖2 = ‖(D−1dX)(Dds)‖2 6
1√
8
‖(XS)−1

2Xs‖22 =
n√
8
µ̄.

Alors le point (ii) du lemme 18.6 donne pour z ∈ V2(θ) et z(t) := z + td :

γ2(z(t)) 6

[
(1 − t)θ + t2

n√
8

]
µ̄.

D’après le point (i) du lemme 18.6, µ̄(z(t)) = (1− t)µ̄ > 0, si t < 1. Dès lors z(t) sera
certainement dans V2(θ′) si t < 1 et si le membre de droite ci-dessus est inférieur à
θ′µ̄(z(t)) = θ′(1− t)µ̄, ce qui s’écrit encore

n√
8
t2 6 (θ′ − θ)(1 − t).

Cette inégalité est vérifiée pour tout t ∈ [0, δ/
√
n], où δ > 0 est fixé indépendamment

de n par :
δ2√
8
6 (θ′ − θ)(1 − δ).

Il suffit en effet d’observer que pour t ∈ [0, δ/
√
n], on a nt2 6 δ2 et 1 − δ 6 1 −

δ/
√
n 6 1 − t. Comme la phase de prédiction détermine le plus grand pas α tel que

z(α) ∈ V2(θ′), ce pas vérifie α > δ/
√
n. Dès lors

µ̄(z(α)) = (1− α)µ̄ 6

(
1− δ

n1/2

)
µ̄.

✷

Lemme 18.18 (phase de correction) Si θ et θ′ vérifient (18.24) et si z′ ∈ V2(θ′),
alors la phase de correction donne un point z+ ∈ V2(θ) tel que µ̄+ = µ̄′.

Démonstration. Le point (i) du lemme 18.6 et σ = 1 montrent immédiatement que
µ̄+ = µ̄′. Il reste à montrer que z+ ∈ V2(θ).

D’après le lemme de Mizuno et (18.20) avec µ = µ̄, la direction de Newton d′ =
(dx′, dy′, ds′) calculée en z′ vérifie

‖dX ′ds′‖2 6
1√
8
‖(X ′S′)−

1
2 (µ̄′e−X ′s′)‖22 =

1√
8

n∑

i=1

(x′is
′
i − µ̄′)2

x′is
′
i

.

Puisque z′ ∈ V2(θ′), on a pour tout i : ‖X ′s′ − µ̄′e‖2 6 θ′µ̄′, donc x′is
′
i > (1− θ′)µ̄′, si

bien que

‖dX ′ds′‖2 6
1√

8(1 − θ′)µ̄′ ‖X
′s′ − µ̄′e‖22 6

(θ′)2√
8(1− θ′)

µ̄′.

Le point (ii) du lemme 18.6 avec α = 1 et (18.24) donnent

‖X+s+ − µ̄+e‖2 6
(θ′)2√
8(1− θ′)

µ̄+ 6 θµ̄+.

Pour conclure que z+ ∈ V2(θ), il reste à montrer que x+ > 0, s+ > 0, mais ceci se
déduit du fait aisément démontrable que z′ + td′ ∈ V2(θ′) pour tout t ∈ [0, 1]. ✷
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Théorème 18.19 (convergence et complexité de l’algorithme prédic-
teur-correcteur) L’algorithme prédicteur-correcteur 18.16 converge (µ̄k → 0
q-linéairement) et pour tout ε > 0, il existe un indice K = O(n1/2 log ε−1) tel
que µ̄k 6 εµ̄0, dès que k > K.

Démonstration. D’après les lemmes 18.17 et 18.18, on a

µ̄k+1 6

(
1− δ

n1/2

)
µ̄k.

On utilise alors le lemme de complexité 18.5. ✷

En pratique, le pas α > 0 le long de la direction de prédiction est souvent proche
de 1, si bien que l’algorithme converge souvent très rapidement. On peut d’ailleurs
montrer que la convergence de µ̄k → 0 est superlinéaire. Malgré cela, l’algorithme peut
être gêné par le petitesse du voisinage V2(θ), surtout dans les premières itérations.

18.4 Un algorithme sans admissibilité forcée

On ne dispose pas toujours d’un itéré primal-dual strictement admissible. Parfois
même il n’y en a pas, alors que le problème est parfaitement bien posé. Cette situation
se rencontre, par exemple, si l’on transforme un problème d’optimisation linéaire de
la forme inf{cTx : Ax 6 b} sous la forme standard : inf{cTu− cTv : Au−Av + z = b,
(u, v, z) > 0}, où z est un vecteur de variables d’écart et u− v joue le rôle de x. Dans
ce cas, les contraintes du problème dual s’écrivent : ATy + s1 = c, −ATy + s2 = −c,
y + s3 = 0 et (s1, s2, s3) > 0. En sommant les deux premières contraintes, on voit
que s1 et s2 sont nuls : il n’y a pas de point strictement admissible pour le dual. Il
est donc intéressant de développer des algorithmes dans lesquels les itérés ne vérifient
pas les contraintes linéaires de (18.1).

Dans les algorithmes n’obligeant pas les itérés à rester dans Fs, quoique main-
tenant x > 0 et s > 0 (c’est leur aspect « points intérieurs »), il y a deux objectifs
à réaliser : annuler les résidus (rb, rc) = (Ax − b, ATy + s − c) et le saut de dualité
µ̄ = xTs/n. Ces algorithmes opèrent comme précédemment, en faisant des déplace-
ments le long de la direction de Newton d, solution de (18.34).

On s’est longtemps demandé si l’on pourrait un jour trouver des algorithmes poly-
nomiaux dans lesquels les itérés ne sont pas admissibles. Une façon d’y arriver est de
ne pas faire décroître le saut de dualité plus vite que l’admissibilité. La possibilité de
réaliser ce principe est fondé sur les observations de l’évolution des résidus et du saut
de dualité le long de la direction de Newton, disons en z + αd, α > 0, alors que le
point courant z n’annule pas les résidus. On note

r(z) := (rb(z), rc(z)) = (Ax − b, ATy + s− c).

On vérifie facilement que les résidus varient de façon affine :

r(z + αd) = (1− α)r(z).
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De même pour les normes, pour autant que α 6 1 :

‖r(z + αd)‖2 = (1− α)‖r(z)‖2. (18.25)

Le saut de dualité évolue quant à lui de façon non linéaire. En utilisant la troisième
équation de (18.34), on a sTdx+ xTds = nµ− xTs = n(µ− µ̄) et donc

µ̄(z + αd) =
1

n
(x+ αdx)T(s+ αds) = µ̄+ α(µ− µ̄) + α2

n
dxTds.

Sans admissibilité, on n’a plus dxTds = 0, si bien que la décroissance de µ̄(z(α)) pour
de petit pas α > 0 n’est assurée que si on prend µ < µ̄ (on n’est pas maître du signe
de dxTds) et on se fera à l’idée de prendre comme précédemment

µ = σµ̄, avec un σ ∈ ]0, 1[.

On verra par la suite qu’il faut être plus contraignant sur la valeur de σ. On a alors

µ̄(z + αd) = (1 − α)µ̄+ ασµ̄+
α2

n
dxTds. (18.26)

On en déduit que

µ̄(z + αd) > (1 − α)µ̄, pour α > 0 petit. (18.27)

En comparant (18.25) et (18.27), on voit que si ‖r‖2 6 ρµ̄ à l’itéré courant (pour
une constante ρ > 0), on a pour α > 0 petit :

‖r(z + αd)‖2 6 (1− α)ρµ̄ 6 ρµ̄(z + αd).

L’inégalité ‖r‖2 6 ρµ̄ est donc conservée à l’itération suivante. Autrement dit, de
petits pas le long de la direction de Newton maintiennent les itérés dans le voisinage
du chemin central suivant :

V −
∞ ≡ V −

∞(θ, ρ) := {z := (x, y, s) : (x, s) > 0, ‖r(z)‖2 6 ρµ̄(z), Xs > (1−θ)µ̄(z)e} .

On prend θ ∈ ]0, 1[ et de manière à ce que le premier itéré soit dans ce voisinage, on
prend

ρ = ρ′
‖r0‖2
µ̄0

, avec ρ′ > 1. (18.28)

Ce voisinage diffère de V −
∞(θ) par le fait que le résidu r = (rb, rc) ne doit pas néces-

sairement être nul.
Nous donnons ci-dessous une itération d’un algorithme de suivi de chemin fondé

sur les observations précédentes. Il ne demande donc pas d’avoir un premier itéré
admissible et permet de faire de grands déplacements via l’utilisation du voisinage
V −
∞ . L’algorithme est très simple. À chaque itération, on fait un pas α > 0 le long de

la direction de Newton d, de manière à rester dans V −
∞ , tout en faisant décroître le

saut de dualité µ̄. Une recherche linéaire sur α 7→ µ̄(z+αd) assure la décroissance du
saut de dualité et du même coup celle des résidus (puisque les itérés restent dans V −

∞).
Cette stratégie est possible car, comme nous l’avons montré ci-dessus, la direction de
Newton rentre dans V −

∞ et est une direction de descente de µ̄.
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Algorithme 18.20 (PIL sans admissibilité)

On se donne des constantes :
– ω ∈ ]0, 1[ est utilisé dans la recherche linéaire sur µ̄(·),
– σ ∈ ]0, 1−ω[ est le facteur de réduction de µ̄ dans le système de newton,
– θ ∈ ]0, 1[ et ρ vérifiant (18.28) définissent le voisinage V −

∞(θ, ρ).
On suppose que l’itéré courant z ∈ V −

∞(θ, ρ).
L’itéré suivant z+ ∈ V −

∞(θ, ρ) s’obtient par les étapes suivantes.
1. Direction de Newton. Calcul de la direction de Newton d = (dx, dy, ds),

solution de (18.34), avec µ = σµ̄(z).
2. Recherche linéaire. Prendre un pas α le plus grand possible dans ]0, 1] tel

que z + αd ∈ V −
∞(θ, ρ) et

µ̄(z + αd) 6 (1− ωα)µ̄(z). (18.29)

3. Nouvel itéré. z+ := z + αd.

Les valeurs typiques des constantes sont

ω = 10−2, σ = 0.25 et θ = 0.99.

On note zk les itérés, αk le pas pris à l’étape 2, rkb := Axk−b, rkc := ATyk+sk−c,
rk := (rkb , r

k
c ), µ̄k := µ̄(zk) et

Dk := X
1/2
k S

−1/2
k .

On simplifiera µ̄(zk +αdk) en µ̄k(α) sans que cela ne porte à confusion (la dimension
de l’argument change).

La preuve de convergence vise essentiellement à montrer que le pas αk pris à
l’étape 2 de l’algorithme est borné inférieurement par une constante ᾱ > 0. Dans ce
cas, grâce à (18.29), µ̄k+1 6 (1−ωᾱ)µ̄k, ce qui montre la convergence q-linéaire de µ̄k.
De même, en utilisant (18.25), on a ‖rk+1‖2 6 (1−ᾱ)‖rk‖2, si bien que la convergence
q-linéaire des résidus sera aussi une conséquence immédiate de l’estimation αk > ᾱ.

La convergence de cet algorithme s’obtient sans hypothèse supplémentaire, mais
on n’a pu démontrer sa polynomialité qu’en supposant z0 de la forme

z0 = (ζ0e, 0, ζ0e), avec un scalaire ζ0 > ‖(x∗, s∗)‖∞, (18.30)

où z∗ est une solution primale-duale arbitraire [629]. Évidemment, en pratique, on ne
peut pas réaliser (18.30) car on ne connaît pas de solution primale-duale, mais on a
observé que l’algorithme est plus rapide si l’itéré initial est bien centré (X0s0 = ζ20e
sous l’hypothèse (18.30)) avec un rapport ‖r0‖2/µ̄0 petit (il est de l’ordre 1/ζ0 sous
l’hypothèse (18.30)). En pratique, on prend donc z0 = (ζ0e, 0, ζ0e), avec ζ0 « grand ».

La formule (18.26) montre que nous avons besoin d’une estimation de |(dxk)T(dsk)|.
Celle-ci découlera des estimations de D−1

k dxk et Dkds
k données dans le lemme très

technique suivant.
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Lemme 18.21 Il existe une constante C1 > 0 telle que pour tout k > 0 :

‖D−1
k dxk‖2 6 C1µ̄

1/2
k et ‖Dkds

k‖2 6 C1µ̄
1/2
k .

Si z0 vérifie (18.30), alors C1 = 9ρ′

(1−θ)1/2
n est indépendante de ζ0.

Démonstration. D’après (18.25) et par récurrence, on a

rk = βkr
0, où βk :=

k−1∏

i=0

(1− αk). (18.31)

Première étape : il existe une constante C′
1 (= 4ρ′n/ζ0 si (18.30) a lieu) telle que

βk‖(xk, sk)‖1 6 C′
1µ̄k. (18.32)

Soit z∗ une solution du problème (P ). On introduit

z̄ := βkz
0 + (1 − βk)z∗ − zk.

On voit facilement que Ax̄ = 0 et ATȳ + s̄ = 0, si bien que x̄Ts̄ = 0, ce que l’on
exploite :

0 =
(
βkx

0 + (1 − βk)x∗ − xk
)T (

βks
0 + (1− βk)s∗ − sk

)

= β2
k(x

0)Ts0 + (1− βk)2(x∗)Ts∗ + (xk)Tsk

+ βk(1− βk)
[
(x0)Ts∗ + (x∗)Ts0

]
− βk

[
(x0)Tsk + (xk)Ts0

]

− (1− βk)
[
(x∗)Tsk + (xk)Ts∗

]
.

La majoration que l’on cherche vient de l’avant dernier terme que l’on fait passer dans
le membre de gauche. D’autre part, le dernier terme est négatif ((x∗, s∗, xk, sk) > 0 et
βk 6 1) et on le néglige, (x0)Ts0 = nµ̄0, (x∗)Ts∗ = 0 par optimalité, (xk)Tsk = nµ̄k,
(x0)Ts∗ 6 ‖x0‖∞‖s∗‖1 et (x∗)Ts0 6 ‖s0‖∞‖x∗‖1. Cela donne

βk
[
(x0)Tsk + (xk)Ts0

]
6 nβ2

kµ̄0 + nµ̄k + βk(1− βk) ‖(x0, s0)‖∞ ‖(x∗, s∗)‖1.

Ensuite, le membre de gauche est minoré par βkξ0‖(xk, sk)‖1, où

ξ0 := min
16i6n

min{x0i , s0i }.

On obtient aussi un facteur commun µ̄k à tous les termes à droite, car, d’après (18.31)
et l’appartenance de zk ∈ V −

∞ , on a βk = ‖rk‖2/‖r0‖2 6 ρµ̄k/‖r0‖2. En utilisant
également 0 6 βk 6 1, on obtient finalement l’inégalité

βkξ0‖(xk, sk)‖1 6 n
ρµ̄0

‖r0‖2
µ̄k + nµ̄k +

ρ

‖r0‖2
µ̄k ‖(x0, s0)‖∞ ‖(x∗, s∗)‖1,

qui est bien de la forme (18.32).
Supposons à présent que z0 vérifie (18.30). On note

ρ′ :=
ρµ̄0

‖r0‖2
,
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qui est > 1 et peut être considéré comme une constante ne dépendant pas de l’itéré
initial. D’autre part, en utilisant (18.30) : ξ0 = ζ0, µ̄0 = ζ20 , ‖(x0, s0)‖∞ = ζ0 et
‖(x∗, s∗)‖1 6 2n‖(x∗, s∗)‖∞ 6 2nζ0. Dès lors, l’inégalité précédente devient

βkζ0‖(xk, sk)‖1 6 nρ′µ̄k + nµ̄k + 2nρ′µ̄k 6 4nρ′µ̄k.

Ce qui montre que l’on peut prendre C1 = 4ρ′n/ζ0.
Deuxième étape : démonstration du lemme. Comme dans la première partie on

construit deux vecteurs orthogonaux, ici formés à partir de dxk et dsk. Dans ce but,
on introduit d̄ = (d̄x, d̄y, d̄s) défini par

d̄ := dk + βk(z
0 − z∗),

où z∗ est une solution du problème (P ). On vérifie facilement que Ad̄x = 0 et ATd̄y+

d̄s = 0, si bien que d̄x
T
d̄s = 0, ce que l’on va exploiter.

Auparavant, observons que par la troisième équation du système de (18.34)

Sk

(
dxk + βk(x

0 − x∗)
)
+Xk

(
dsk + βk(s

0 − s∗)
)

= −(XkSke− σµ̄ke) + βkSk(x
0 − x∗) + βkXk(s

0 − s∗).

Après multiplication par (XkSk)
−1/2, on a

D−1
k

(
dxk + βk(x

0 − x∗)
)
+Dk

(
dsk + βk(s

0 − s∗)
)

= −(XkSk)
−1/2(XkSke− σµ̄ke) + βkD

−1
k (x0 − x∗) + βkDk(s

0 − s∗).

On utilise maintenant le fait démontré ci-dessus, que les deux premiers termes sont
orthogonaux. En prenant la norme au carré, on obtient

‖D−1
k (dxk + βk(x

0 − x∗))‖22 + ‖Dk(ds
k + βk(s

0 − s∗))‖22
6

(
‖(XkSk)

−1/2(XkSke− σµ̄ke)‖2 + βk‖D−1
k (x0 − x∗)‖2 + βk‖Dk(s

0 − s∗)‖2
)2
.

On traite maintenant séparément les deux termes du membre de gauche en utilisant
l’inégalité triangulaire :

‖D−1
k dxk‖2 et ‖Dkds

k‖2
6 ‖(XkSk)

−1/2(XkSke− σµ̄ke)‖2 + 2βk‖D−1
k (x0 − x∗)‖2 + 2βk‖Dk(s

0 − s∗)‖2.

Il reste à montrer que chaque terme du membre de droite de cette inégalité est en
O(µ̄

1/2
k ).
Pour le premier terme, on a en utilisant l’appartenance de zk à V −

∞(θ, ρ) :

‖(XkSk)
−1/2‖2 = max

16i6n

1

(xki s
k
i )

1/2
6

1

(1−θ)1/2µ̄1/2
k

D’autre part, comme σ < 1 et (xk)Tsk = nµ̄k :

‖XkSke − σµ̄ke‖22 = ‖XkSke‖22 − 2σµ̄k(x
k)Tsk + nσ2µ̄2

k 6 ‖XkSke‖21 = n2µ̄2
k.

Le premier terme est donc majoré par (1−θ)−1/2nµ̄
1/2
k .
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Pour le second terme, on observe d’abord que

‖D−1
k ‖2 = max

16i6n

ski
(xki s

k
i )

1/2
6

‖sk‖∞
(1−θ)1/2µ̄1/2

k

6
‖sk‖1

(1−θ)1/2µ̄1/2
k

.

En utilisant alors le résultat (18.32) de la première partie de la démonstration, on a

βk‖D−1
k (x0 − x∗)‖2 6

βk‖sk‖1
(1−θ)1/2µ̄1/2

k

‖x0 − x∗‖2 6
C′

1

(1−θ)1/2 µ̄
1/2
k ‖x0 − x∗‖2,

qui est bien un majorant en O(µ̄
1/2
k ). On s’y prend de la même manière pour le

troisième terme, avec la majoration ‖Dk‖2 6 ‖xk‖1µ̄1/2
k /(1−θ)1/2.

Enfin, si z0 vérifie (18.30), on s’y prend différemment pour majorer les deux
derniers termes. Dans ce cas, on a

0 6 x0 − x∗ 6 ζ0 et 0 6 s0 − s∗ 6 ζ0.

On en déduit, avec (18.32), que

βk‖D−1
k (x0 − x∗)‖2 + βk‖Dk(s

0 − s∗)‖2
6 βkζ0

(
‖D−1

k e‖2 + ‖Dke‖2
)

= βkζ0

(
‖(XkSk)

−1/2sk‖2 + ‖(XkSk)
−1/2xk‖2

)

6 ζ0‖(XkSk)
−1/2‖2(βk‖(xk, sk)‖1)

6
ζ0

(1−θ)1/2µ̄1/2
k

4ρ′n
ζ0

µ̄k

=
4ρ′

(1−θ)1/2 nµ̄
1/2
k .

Dès lors la constante C1 peut être prise comme suit

1

(1−θ)1/2 n+
8ρ′

(1−θ)1/2 n 6
9ρ′

(1−θ)1/2 n =: C1.
✷

Lemme 18.22 Il existe une constante ᾱ ∈ ]0, 1], telle que pour tout α ∈ [0, ᾱ], on a

(1− α)µ̄k 6 µ̄(zk + αdk) 6 (1 − ωα)µ̄k

(xki + αdxki )(s
k
i + αdski ) > (1−θ)µ̄(zk + αdk).

Si z0 vérifie (18.30), alors il existe une constante C2 > 0 indépendante de n telle que
ᾱ > C2n

−2.

Démonstration. On laisse tomber l’indice k. Avec la constante C1 donnée par le
lemme 18.21 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a dxTds > −C2

1 µ̄. Alors (18.26)
conduit à

µ̄(z + αd) > (1 − α)µ̄+ αµ̄

(
σ − αC2

1

n

)
> (1− α)µ̄,
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dès que
α 6 ᾱa :=

nσ

C2
1

.

En majorant cette fois dxTdx 6 C2
1 µ̄, on obtient de (18.26)

µ̄(z(α)) 6 µ̄− αµ̄+ ασµ̄ +
α2C2

1

n
µ̄ (18.33)

6 µ̄− ωαµ̄,

dès que

α 6 ᾱb :=
n(1 − ω − σ)

C2
1

.

En utilisant le fait que xisi > (1−θ)µ̄ lorsque z ∈ V −
∞(θ, ρ), on trouve

(xi + αdxi)(si + αdsi) = xisi + α(xidsi + sidxi︸ ︷︷ ︸
σµ̄−xisi

) + α2dxidsi

> (1− α)(1 − θ)µ̄+ ασµ̄ + α2dxidsi, [si α 6 1]

> ((1 − α)(1 − θ) + ασ − α2C2
1 )µ̄

> (1− θ)
(
1− α+ ασ +

1

n
α2C2

1

)
µ̄

> (1− θ)µ̄(z(α)), [par (18.33)],

où l’avant-dernière inégalité est vraie dès que

α 6 ᾱc := min

(
1,

θσ

C2
1 (1 +

1−θ
n )

)
.

Il suffit alors de prendre ᾱ := min(ᾱa, ᾱb, ᾱc) 6 1. On observe aussi que si z0 vérifie
(18.30), C1 = O(n) par le lemme 18.21. On en déduit alors que ᾱ > C2/n

2. ✷

Théorème 18.23 (convergence de l’algorithme 18.20) L’algorithme 18.20
converge : µ̄ → 0 et (rkb , r

k
c ) → 0 q-linéairement. De plus, si z0 vérifie (18.30),

alors, pour tout ε > 0, il existe un indice K = O(n2 log ε−1) tel que µ̄k 6 εµ̄0,
dès que k > K.

Démonstration. Comme l’algorithme choisit le plus grand pas tel que l’on ait
(18.29), αk est certainement supérieur à ᾱ > 0 donné par le lemme 18.22. Alors
l’inégalité (18.29) montre que l’on a

µ̄k+1 6 (1− ωᾱ)µ̄k.

Ce qui implique la convergence q-linéaire de µ̄k vers zéro. Le même raisonnement et

‖(rk+1
b , rk+1

c )‖2 = (1− αk)‖(rkb , rkc )‖2 6 (1 − ᾱ)‖(rkb , rkc )‖2
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montre que (rkb , r
k
c ) converge vers zéro q-linéairement.

Enfin, si z0 vérifie (18.30), ᾱ > C2/n
2 pour une constante C2 > 0 indépendante

de n, si bien que

µ̄k+1 6

(
1− ωC2

n2

)
µ̄k.

On conclut en utilisant le lemme de complexité 18.5. ✷

18.5 Mise en œuvre

18.5.1 Calcul du déplacement de Newton

Les algorithmes primaux-duaux calculent l’itéré suivant en se déplaçant le long de
la direction de Newton obtenue par linéarisation du système d’optimalité perturbé
(18.3). Cette direction est solution de l’équation de Newton



0 AT I
A 0 0
S 0 X





dx
dy
ds


 =



−rc
−rb

µe−Xs


 . (18.34)

On a noté les résidus

rc ≡ rc(z) := ATy + s− c et rb ≡ rb(z) := Ax− b.

Intéressons-nous aux méthodes de calcul d’une solution du système de Newton
(18.34). On peut éliminer ds grâce à la dernière équation, qui donne

ds = −X−1Sdx+ µX−1e− s.

On obtient alors ce que l’on appelle le système linéaire augmenté
(
−X−1S AT

A 0

)(
dx
dy

)
=

(
−rc − µX−1e+ s

−rb

)
.

La matrice de ce système est symétrique, mais indéfinie, et garde le caractère creux
éventuel de A. On peut le résoudre par la factorisation de Bunch et Parlett ou de
Bunch et Kaufman.

On peut poursuivre la réduction de la dimension du système linéaire à résoudre
en éliminant dx grâce à la première équation

dx = XS−1ATdy + µS−1e− x+XS−1rc.

On obtient ce que l’on appelle le système normal ou l’équation normale

(AXS−1AT)dy = −rb −A(µS−1e− x+XS−1rc).

Si A est surjective, la matrice de ce système est symétrique définie positive. En pra-
tique, c’est souvent ce système qui est résolu, par factorisation de Cholesky creuse.
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Le mauvais conditionnement dû au facteur XS−1 requiert toutefois une factorisa-
tion adaptée [630]. Par ailleurs, si A a une colonne dense, la matrice AXS−1AT perd
son caractère creux. Si celles-ci ne sont pas trop nombreuses, on peut faire face à la
difficulté de la manière suivante. Si C (resp. D) désigne l’ensemble des indices des
colonnes creuses (resp. denses) de A, on écrit

AXS−1AT = ACXCS
−1
C
AT

C
+ADXDS

−1
D
AT

C
.

On calcule les facteurs de Cholesky creux de ACXCS
−1
C
AT

C
et on prend en compte le

second terme ADXDS
−1
D AT

C par la technique de Sherman-Morrison-Woodbury.

18.5.2 Logiciels

La difficulté principale des méthodes de points intérieurs est due à la résolution
des systèmes linéaires mal conditionnés que l’on y rencontre (section 18.5.1). Si l’on
dispose de solveurs linéaires adéquats, les algorithmes peuvent s’écrire facilement et
être ainsi adaptés à des situations particulières.

Logiciels généralistes : Cplex [536], HOPDM [268], LIPSOL (en Matlab avec
solveurs linéaires en Fortran) [642], LOQO, Mosek [12, 537], OSX, PCx (en C)
[150] et SeDuMi [575, 538].

Notes

L’algorithme des petits déplacements de la section 18.3.2 a été mis au point par
Kojima, Mizuno et Yoshise [359 ; 1989] et par Monteiro et Adler [427 ; 1989] ; celui des
grands déplacements de la section 18.3.3 est dû à Kojima, Mizuno et Yoshise [358 ;
1989]. L’algorithme prédicteur-correcteur de la section 18.3.4 fut énoncé et analysé par
Mizuno, Todd et Ye [425 ; 1993], mais son principe est fondé sur les travaux antérieurs
de Monteiro et Adler [427 ; 1989] et de Sonnevend, Stoer et Zhao [560, 561 ; 1989-
1991]. L’algorithme prédicteur-correcteur de Mehrotra [419 ; 1992], que nous n’avons
pas présenté, en est une version plus élaborée. Il suit le chemin central avec plus de
précision en en construisant une approximation d’ordre plus élevé ; c’est important
pour ne pas perdre du temps dans le suivi des coudes que peut former le chemin
central. Il permet aussi d’adapter à l’itération courante le facteur σ de réduction
de µ̄, alors qu’il est donné a priori dans l’algorithme 18.16. C’est cette méthode qui
est la plus souvent implémentée dans les codes de points intérieurs pour l’optimisation
linéaire.

Le lecteur trouvera des compléments à cette brève introduction dans la monogra-
phie de S. Wright [629], qui est une très bonne référence sur les algorithmes de points
intérieurs primaux-duaux en optimisation linéaire ; nous nous en sommes souvent ins-
piré dans la partie algorithmique de ce chapitre. D’autres aspects de l’approche par
points intérieurs en optimisation linéaire sont exposés par den Hertog [165], Saigal
[534] (algorithmes affines), Terlaky [580], Jansen [334], Roos, Terlaky et Vial [529],
Vanderbei [604] et Ye [633].

Les méthodes de points intérieurs sont utilisées pour résoudre d’autres classes de
problèmes convexes, ayant un côté combinatoire provenant de relations de complé-
mentarité. On pourra consulter [73] pour les problèmes de complémentarité linéaire
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monotone (incluant l’optimisation quadratique convexe), [626] pour l’optimisation
semi-définie positive (voir aussi le chapitre 20), [512] pour l’optimisation conique (qui
permet une extension à la dimension infinie), [456] pour l’optimisation convexe (voir
aussi la section 16.1). Ces sujets sont aussi abordés par Ben-Tal et Nemirovski [44],
qui présentent de nombreux exemples et applications.

L’utilisation des points intérieurs pour résoudre les problèmes d’optimisation non
linéaire remonte à l’ouvrage pionnier de Fiacco et McCormick [207 ; 1968]. Il faut égale-
ment citer l’article parfois oublié de McLinden [416 ; 1980], qui contient des résultats
qualitatifs sur les problèmes convexes. En optimisation non linéaire, les techniques
sont moins bien maîtrisées, les algorithmes ne sont pas encore stabilisés et l’intérêt de
l’approche est débattu [241]. On trouvera dans [101] une étude de convergence d’un
algorithme se ramenant à une suite de problèmes-barrières sous contraintes d’égalité
non linéaires globalisés par régions de confiance (voir aussi la section 16.2) ; les codes
Knitro [459] et Opinl [225] s’en inspirent chacun à leur manière. Un état de l’art
est présenté dans [217].

Exercices

18.1. On suppose que c, A et b sont donnés comme en optimisation linéaire (avec A sur-
jective) et que (18.2) a lieu. Soit µ > 0. Démontrez les affirmations suivantes.
(i) Le problème (Dµ) ≡ (18.5) a une solution et une seule.
(ii) Si l’on note (xµ, yµ, sµ) le point central correspondant à µ, c’est-à-dire la solu-

tion unique de (18.3), la solution de (Dµ) n’est autre que (yµ, sµ) et xµ est le
multiplicateur optimal associé à la contrainte de (Dµ).

18.2. On suppose que c, A et b sont donnés comme en optimisation linéaire et que (18.2)
a lieu. Soit w ∈ Rn

++. Montrez qu’il existe un unique triplet (x, y, s), unique si A est
surjective, vérifiant







ATy + s = c, s > 0
Ax = b, x > 0
Xs = w.

En conséquence, l’application p définie en (18.15) est surjective (et bijective si A est
surjective).

18.3. Problèmes singuliers. Supposons que (P ) ait une solution x̄ telle que x̄ > 0. Alors
(i) c ⊥ N (A),
(ii) tout point admissible de (P ) est solution primale,
(iii) si (18.2) a lieu et µ 7→ (xµ, sµ, sµ) est le chemin central, alors xµ = x̌ pour tout

µ > 0, où x̌ est le centre analytique de Fp.
Supposons maintenant que (D) ait une solution (ȳ, s̄) telle que s̄ > 0. Alors
(iv) b = 0,
(v) tout point admissible de (D) est solution duale,
(vi) si (18.2) a lieu, si A est surjective et si µ 7→ (xµ, yµ, sµ) est le chemin central,

alors (yµ, sµ) = (y̌, š) pour tout µ > 0, où (y̌, š) est le centre analytique de Fd.

18.4. Le centre analytique n’est pas géométrique. Montrez que le centre analytique de
l’ensemble {x ∈ R2 : x > 0, x1 + x2 6 1} est ( 1

3
, 1
3
), alors que si le même ensemble

est décrit par {x ∈ R2 : x > 0, x1 + x2 6 1, x1 6 1}, on trouve ( 1
4
, 3
8
).

18.5. Autre définition du chemin central. On considère le problème d’optimisation linéaire
(P ) et on suppose que (18.2) a lieu. Montrez que pour α > val(P ), Xα := {x ∈ Fp :
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cTx 6 α} est non vide, qu’il a un centre analytique et que celui-ci est situé sur le
chemin central de (P ).

18.6. Tangente au chemin central. Soit z(µ) = (x(µ), y(µ), s(µ)) = (x, y, s) un point cen-
tral, vérifiant donc ATy + s = c, Ax = b et Xs = µe pour un certain µ > 0. On
suppose que A est surjective. Soit d = (dx, dy, ds) la dérivée de µ 7→ (x(µ), y(µ), s(µ))
en µ. Montrez que l’on a

cTdx =
1

µ
cTZ−(Z−TX−1SZ−)−1Z−Tc,

bTdy = − 1

µ
bT(AXS−1AT)−1b,

sTdx+ xTds = n,

où Z− est une matrice dont les colonnes forment une base de N (A).
Remarque. On voit que le critère primal µ 7→ cTx(µ) croît strictement (si Z−Tc 6= 0
c’est-à-dire si c /∈ R(AT)), que le critère dual µ 7→ bTy(µ) décroît strictement (si b 6=
0) et que le saut de dualité µ 7→ x(µ)Ts(µ) croît strictement. On pourra rapprocher
cela du résultat de la proposition 18.4 (ii).

18.7. Voisinages du chemin central. On suppose que c, A et b sont donnés comme en opti-
misation linéaire (avec A surjective) et que (18.2) a lieu. On considère les voisinages
Vp(θ) et V −

∞(θ) définis par (18.16) et (18.17), avec p ∈ [1,∞] et θ ∈ [0, 1[.
1) On dit qu’un espace topologique E est connexe par arcs si deux quelconques de

ses points peuvent être joints par un chemin continu, c’est-à-dire une application
continue γ : [0, 1] 7→ E telle que γ(0) est le premier point et γ(1) le second.
Montrez que Vp(θ) et V −

∞(θ) sont connexes par arcs si ces ensembles sont munis
de la topologie induite de celle de Rn × Rm × Rn.

2) Montrez que tout point (x, y, s) de Vp(θ) et de V −
∞(θ) vérifie x > 0 et s > 0, ce

qui peut s’écrire Vp(θ) ⊆ Fs et V −
∞(θ) ⊆ Fs.

3) Démontrez les affirmations suivantes.
(a) Si 1 6 p < +∞ et n > 2, alors

⋃

06θ<1 Vp(θ) 6= Fs.
(b) Si n > 3, alors

⋃

06θ<1 V∞(θ) 6= Fs.
(c) Par contre,

⋃

06θ<1 V
−
∞(θ) = Fs.



19 Systèmes non déterminés

On rencontre souvent des problèmes de moindres-carrés. Mathématiquement, ces
problèmes consistent à minimiser le carré de la norme euclidienne d’une fonction à
valeurs vectorielles, qui peut être linéaire (on parle alors de moindres-carrés linéaire,
voir la section 19.1) ou non linéaire (on parle alors de moindres-carrés non linéaire,
voir la section 19.3). Ce chapitre leur est consacré. Étant donné la grande variété
de problèmes qui peuvent être modélisés comme problème de moindres-carrés, on
les rencontre sous des appellations différentes : estimation de paramètres, problème
d’identification, de calibration ou de régression en statistiques [199, 333].

19.1 Moindres-carrés linéaire

Presque chaque soir, je fais une nouvelle édition du tableau,
qu’il est facile d’améliorer n’importe où. Contre la monotonie

du travail d’arpentage, c’est toujours une plaisante distraction ;
on peut aussi voir immédiatement si quelque chose de douteux

s’est glissé, ce qui reste à obtenir, etc. Je vous recommande
cette méthode comme modèle. Il ne vous arrivera presque plus
jamais de pratiquer une élimination directe, du moins quand

vous avez plus de deux inconnues. La procédure indirecte peut
se faire à moitié endormi, ou en pensant à autre chose.

C.F. Gauss, extrait d’une lettre à G.L. Gerling, datée du 26
décembre 1823, dans laquelle il loue les mérites de sa méthode

de relaxation, par rapport aux méthodes directes, pour
résoudre l’équation normale d’un problème de moindres-carrés

linéaire. Traduction de A. Michel-Pajus [112].

19.1.1 Définition du problème

Un problème de moindres-carrés linéaire (MCL) est un problème d’optimisation
qui s’écrit de la manière suivante :

min
x∈Rn

(
f(x) =

1

2
‖Ax− b‖22

)
, (19.1)

où ‖ · ‖2 est la norme ℓ2, A est une matrice de type m×n et b ∈ Rm. Lorsque m = n,
on parle de problème d’interpolation linéaire. Ce problème peut se voir de différentes
manières.

681
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Le premier point de vue est « concret ». On cherche à déterminer des paramètres
x ∈ Rn d’un « système » au moyen de mesures b ∈ Rm réalisées sur celui-ci. La loi qui
relie les paramètres x aux quantités mesurées Ax est supposée linéaire. Le problème
de moindres-carrés linéaire permet de déterminer les paramètres x qui donnent des
quantités mesurées Ax au plus proche des mesures b. De ce point de vue, le problème
consiste à projeter b sur l’image de A au moyen du produit scalaire euclidien (voir la
section 2.5.1, on pourrait prendre d’autres produits scalaires d’ailleurs).

Le second point de vue est « abstrait ». On s’intéresse à la résolution du système
linéaire Ax = b. On n’impose pas que b ∈ R(A), si bien que ce système n’a peut-être
pas de solution. Le problème de moindres-carrés linéaire cherche alors à résoudre ce
système linéaire « au mieux », en minimisant le résidu Ax− b.

Il s’agit donc d’un problème « fondamental », auquel sont rattachés divers concepts
bien connus en algèbre linéaire. On note

r = rgA

le rang de A.

19.1.2 Exemple : régression linéaire

En statistiques, un problème de régression linéaire consiste à déterminer au mieux
la dépendance affine supposée entre m mesures et n−1 variables. En général m≫ n.
Pour prendre les notations de la section 19.1.1, la i-ième mesure bi résulte des valeurs
(ai,1, . . . , ai,n−1) données au vecteur dont elle dépend. Si la mesure dépend affinement
du vecteur, il doit y avoir un vecteur de paramètres x ∈ Rn, inconnu mais indépendant
des mesures prises, tel que le i-ième résidu

ri = bi −




n−1∑

j=1

ai,jxj + xn




soit nul (xn est le coefficient indépendant des mesures rendant la dépendance affine
plutôt que linéaire). Si l’on note

b =



b1
...
bm


 ∈ Rm et A =



a1,1 · · · a1,n−1 1
...

...
...

am,1 · · · a1,n−1 1


 ∈ Rm×n,

le résidu
r = b−Ax ∈ Rm

doit être nul. En présence d’erreurs de mesure ou d’une relation mesures-données non
linéaire, on peut chercher à annuler r au mieux, ce qui conduit à résoudre le problème
de moindres-carrés linéaire (19.1).

Dans le cas où n = 2, les couples {(bi, ai,1)}mi=1 représentent un nuage de m points
dans le plan. Pour la solution x ∈ R2 du problème de moindres-carrés, l’application
affine a ∈ R 7→ ax1 + x2 donne la relation affine « la plus proche » des couples
{(bi, ai,1)}mi=1. La figure 19.1 reprise de [619 ; 2013, figure 2.2] donne ainsi la droite
passant au plus près, au sens des moindres-carrés, des mesures de l’indice des problè-
mes sanitaires et sociaux en fonction des inégalités de revenus ; il y a une mesure (un
point) pour chacun des 21 pays considérés dans l’étude.
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Fig. 19.1. Dépendance affine « la plus proche » de 21 couples (indice des problèmes sanitaires
et sociaux, inégalités de revenus), avec un couple par pays considéré.

19.1.3 L’ensemble des solutions

La condition d’optimalité du premier ordre de ce problème s’écrit ∇f(x) = 0 ou
encore

ATAx = ATb. (19.2)

Celle-ci porte le nom d’équation normale de (19.1).
La proposition suivante règle la question de l’existence et de l’unicité des solutions

de (19.1).

Proposition 19.1 (ensemble des solutions) Le problème (19.1) est convexe
et admet toujours une solution. Celle-ci est unique si, et seulement si, A est injec-
tive. L’ensemble des solutions de (19.1) s’écrit xp+N (A), où xp est une solution
particulière de (19.1) et la valeur optimale est 1

2‖Pb‖22, où P est le projecteur
orthogonal (pour le produit scalaire euclidien) sur R(A)⊥.

Démonstration. Le problème (19.1) consiste à projeter b sur l’image de A (voir la
section 2.5.1), qui est un convexe fermé non vide. Il existe donc un unique élément
y ∈ R(A) qui est le plus proche de b (proposition 2.25). Cet élément est de la forme
y = Ax, où x est une solution de (19.1).

Si A est injective f est strictement convexe (ATA est définie positive) et donc
(19.1) a une solution unique. Si A n’est pas injective et x est solution, tous les points
de x+N (A) (6= {x}) sont aussi solutions ; par ailleurs, si x et x′ sont deux solutions
de (19.1), elles vérifient l’équation normale et donc x− x′ ∈ N (ATA) = N (A).
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Enfin, Q = I − P étant le projecteur orthogonal sur R(A), la valeur optimale
s’écrit 1

2‖Qb− b‖22 = 1
2‖Pb‖22. ✷

Il existe de nombreuses démonstrations de l’existence d’une solution de (19.1).
Celle donnée ci-dessus considère directement le problème d’optimisation. On peut
aussi s’intéresser à son système d’optimalité (19.2) (du fait de la convexité du critère
— sa hessienne ATA est semi-défini positif — il y a équivalence entre les solutions
(19.1) et celles de son système d’optimalité ; théorème 4.9). Pour montrer que ce
dernier a toujours une solution, il suffit d’observer que ATb ∈ R(ATA).

L’ensemble des solutions de (19.1) sont donc les solutions de l’équation normale
(19.2). On peut s’intéresser à la solution de norme minimale, qui est donc définie par

{
min 1

2‖x‖22
ATAx = ATb.

(19.3)

On peut bien parler de « la » solution de norme minimale, car le critère de ce problème
étant strictement convexe, il y a exactement une unique solution de norme minimale.
On peut caractériser la solution de ce problème. Comme celui-ci est convexe, ses
conditions d’optimalité du premier ordre sont nécessaires et suffisantes (on notera en
effet que les contraintes sont qualifiées, car affines). Donc x̂ est la solution de norme
minimale si, et seulement si, il existe un multiplicateur λ ∈ Rn (non nécessairement
unique) tel que {

x̂+ATAλ = 0
ATAx̂ = ATb.

(19.4)

La première condition s’écrit aussi x̂ ∈ R(ATA) = R(AT). Dès lors, x̂ est solution de
norme minimale de (19.1), c’est-à-dire solution de (19.3), si, et seulement si,

{
x̂ ∈ R(AT)
ATAx̂ = ATb.

(19.5)

Comme x̂ est univoquement déterminé par le système linéaire d’optimalité (19.4) (il
peut cependant avoir de multiples solutions en λ si A n’est pas injective), qui se récrit

(
I ATA

ATA 0

)(
x̂
λ

)
=

(
0
ATb

)
,

l’application qui à b ∈ Rm fait correspondre x̂ est linéaire et la matrice qui la représente
est appelée le pseudo-inverse (de Moore-Penrose) de A. On note cette matrice A† et
la solution de norme minimale s’écrit

x̂ = A†b.

On peut voir x̂ comme le résultat d’une tentative de trouver une solution au système
Ax = b, qui n’en n’a pas nécessairement (on se rappelle, en particulier, que A n’est
pas carrée), au moyen de deux opérations :

la première force l’existence d’une solution en relaxant «Ax = b » en un problème
de minimisation, celui que l’on trouve dans (19.1),
la seconde force l’unicité de la solution par le problème d’optimisation (19.3).
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19.1.4 Résolution numérique

On distingue les algorithmes qui utilisent l’équation normale (19.2) (résolution
par factorisation de Cholesky ou par gradient conjugué) et ceux qui s’attaquent di-
rectement à la formulation originale (19.1) (résolution par factorisation QR ou par
factorisation en valeurs singulières).

Résolution de l’équation normale par factorisation

L’approche la plus simple est de faire la factorisation de Cholesky de ATA et de
calculer la solution de l’équation normale en résolvant les deux systèmes triangulaires
qui en découlent. Cette approche n’est pas sans inconvénients. D’une part elle oblige
de former la matrice ATA, ce qui demande O(mn2) opérations (ce n’est souvent pas
négligeable). Ensuite, on perd aussi en précision, du fait de l’annulation de l’influence
des petits éléments de A (en particulier dans les termes diagonaux (ATA)ii =

∑
j A

2
ji).

Enfin, cette approche peut éventuellement détruire la creusité éventuelle de A (si A
a une ligne pleine, ATA sera en général une matrice pleine).

Une autre possibilité, bien adaptée aux matrices A creuses est de résoudre ce que
l’on appelle le système linéaire augmenté, équivalent à l’équation normale, que l’on
obtient à partir de celle-ci en posant y = −Ax :

(
I A
AT 0

)(
y
x

)
=

(
0

−ATb

)
.

La matrice K de ce système linéaire est symétrique, mais n’est pas définie positive.
D’autre part, l’ordre n + m de K peut être beaucoup plus important que l’ordre n
de l’équation normale ; mais si A est creuse, K l’est aussi. On peut alors la factoriser
par des méthodes pouvant prendre en compte son caractère creux (comme les solveurs
MA27/MA47 de Duff et Reid [181, 182, 183]). On se rappellera que K n’est en général
pas définie positive (si A est injective, K a n valeurs propres strictement négatives et
m valeurs propres strictement positives), si bien qu’une factorisation de Cholesky ne
convient pas.

Résolution de l’équation normale par gradient conjugué

Dans cette approche, on minimise f par l’algorithme du gradient conjugué (GC),
ce qui revient à résoudre l’équation normale par le même algorithme. Théoriquement,
cet algorithme n’est bien défini que lorsque la matrice du système à résoudre, ici ATA,
est définie positive. Toutefois, grâce à la structure de l’équation normale, le GC peut
être utilisé pour résoudre cette équation. C’est ce qu’affirme la proposition suivante.
On rappelle que r = rgA.

Proposition 19.2 L’algorithme du gradient conjugué pour minimiser (19.1) est
bien défini et converge en au plus r itérations. De plus, si l’itéré initial est pris
dans R(AT) (par exemple x1 = 0), les itérés convergent vers la solution de norme
minimale de (19.1).
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Démonstration. C’est une application directe du point 2 de la proposition 8.11.
Le système linéaire à résoudre est l’équation normale (19.2) : on a bien ATA < 0,
ATb ∈ R(AT) = R(ATA) et dimR(ATA) = dimR(AT) = dimR(A) = r. ✷

Le principal avantage du GC est d’être utilisable pour les grands problèmes. Cepen-
dant, cette approche est sensible aux erreurs d’arrondi et présente des problèmes de
stabilité numérique (difficultés si A a des valeurs singulières nulles ou presque nulles).
En particulier, il ne faut pas implémenter l’algorithme du GC standard directement
sur l’équation normale. L’algorithme recommandé dans [63], appelé CGLS ci-dessous,
est celui déjà proposé par Hestenes et Steifel [312, 571]. Ces deux algorithmes sont
équivalents en arithmétique exacte, mais c’est ce dernier qui a les meilleures propriétés
de stabilité numérique.

L’algorithme CGLS génère des itérés xk, en faisant un pas αk > 0 le long d’une
direction dk : xk+1 = xk + αkdk. C’est ici le résidu rk := b − Axk, dont on cherche
à minimiser la norme, qui est mis à jour récursivement (par rk+1 = xk − αkpk,
où pk := Adk) et non pas le résidu de l’équation normale, lequel est calculé par
sk := ATrk. C’est essentiellement par cette mise-à-jour du résidu que CGLS diffère
d’une application directe du GC standard.

Algorithme 19.3 (CGLS)
1. On se donne x1 ∈ Rn ;
2. On calcule le résidu r1 = b − Ax1, l’opposé du gradient s1 = ATr1 et

sa norme au carré γ1 = ‖s1‖22 ;
3. Pour k = 1, 2, . . . faire :

3.1. Si γk ≃ 0, on s’arrête ;
3.2. Paramètre de conjugaison : si k > 2, βk = γk/γk−1 ;
3.3. Déplacement en x :

dk =

{
sk si k = 1

sk + βkdk−1 si k > 2 ;

3.4. Déplacement en r : pk = Adk ;
3.5. Calcul du pas : αk = γk/‖pk‖22 ;
3.6. Nouveau point : xk+1 = xk + αkdk ;
3.7. Nouveau résidu : rk+1 = rk − αkpk ;
3.8. Nouveau gradient : sk+1 = ATrk+1 ; γk+1 = ‖sk+1‖22 ;

On peut encore noter que l’algorithme CGLS évite de faire les produits AT(Ad) qui,
en calcul flottant, peuvent détériorer la performance lorsque le système est mal con-
ditionné ; voir [469 ; section 7.1] et [63 ; section 4.2]. Un autre algorithme à l’efficacité
semblable est LSQR de Paige et Saunders [469]. C’est une autre version stable du
GC, fondée sur la bidiagonalisation de Lanczos et la factorisation QR.

Résolution par factorisation QR de A

Soit
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A = QR

une factorisation QR de A, où Q est une matrice orthogonale et R est de la forme

R =

(
R1

0(m−r)×n

)
.

On a noté 0(m−r)×n la matrice nulle de type (m−r)×n. On sait que R1 est triangulaire
supérieure ((R1)ij = 0 si i > j) et que ses éléments diagonaux (R1)ii (1 6 i 6 r) sont
non nuls.

On a ‖QTy‖2 = ‖y‖2 par orthogonalité de Q, si bien que

‖Ax− b‖22 = ‖QT(Ax− b)‖22

= ‖Rx−QTb‖22

=
r∑

i=1

(Rx−QTb)2i +
m∑

i=r+1

(QTb)2i .

La somme du second terme ne dépend pas de x et la somme du premier terme peut
être annulée en résolvant

R1x = b̃, (19.6)

où b̃ ∈ Rn est défini par b̃i = (QTb)i pour 1 6 i 6 r. Du fait de la structure de R1,
cette équation a toujours une solution. Celle-ci est aussi une solution du problème
(19.1) puisqu’elle donne au critère f sa valeur minimale 1

2

∑m
i=r+1(Q

Tb)2i .
La solution de (19.6) est unique si A est injective, car alors r = n et le système

(19.6) est carré. Si A n’est pas injective (r < n), ce système permet d’écrire les r
premières composantes de x comme fonction de ses n − r dernières composantes,
celles-ci pouvant être choisies arbitrairement. On obtiendra la solution de (19.1) avec
le plus de zéros en prenant xi = 0 pour r + 1 6 i 6 n.

Numériquement, la résolution de (19.1) par la factorisation QR de A est très stable.
Mais la solution peut être très différente de celle de norme minimale. Mieux vaut
utiliser la factorisation SVD (plus coûteuse).

Résolution par factorisation en valeurs singulières (SVD) de A N

La décomposition en valeurs singulières de A, de type m× n et de rang r, s’écrit

A = UΣV T,

où U est une matrice de type m× r dont les colonnes sont orthogonales (UTU = Ir),
V est une matrice de type n× r dont les colonnes sont orthogonales (V TV = Ir) et Σ
est une matrice d’ordre r diagonale définie positive (Σij = 0 si i 6= j et Σii = σi > 0).
Le pseudo-inverse de A s’écrit

A† = V Σ−1UT.
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19.1.5 Estimation numérique de la qualité de la solution N

La matrice de résolution d’un problème de moindres-carrés linéaire est définie par

R = A†A.

Cette formule montre que R est le projecteur orthogonal sur R(A†). En particulier,
celui-ci projette toute solution x du problème de moindres-carrés sur la solution de
norme minimale x̂ = Rx. On aura donc R = In si, et seulement si, le problème de
moindres-carrés a une unique solution. D’autre part, plus la colonne j de R est proche
de ej (le j-ième vecteur de base de Rm), plus la j-ième composante des solutions est
bien déterminée.

La matrice de covariance des erreurs a posteriori sur la solution de norme mini-
male est définie par

Cx = A†Cb(A
†)T,

où Cb est la matrice de covariance des erreurs a priori sur les données b. La matrice Cx

spécifie comment des erreurs sur b se propagent à la solution de norme minimale.
Pour les problèmes dont la taille permet de calculer la factorisation SVD de A,

disons n et m ne dépassant pas quelques milliers, on peut calculer R et Cx par

R = V V T et Cx = V Σ−1UTCbUΣ
−1V T.

Pour les problèmes de très grande taille, le calcul explicite de A† n’est pas possible.
Dans [461], la colonne i de A†, solution de norme minimale de

inf
x
‖Ax− ei‖2

est approchée par le point obtenu après une seule itération de gradient démarrant en
zéro avec pas optimal. Ceci revient à approcher A† par ATD, où D est la matrice
diagonale des pas optimaux.

Voir [331, 618] pour des références en géophysique.

19.2 Moindres-carrés polyédrique

Dans les problèmes de moindres-carrés linéaires, on cherche à réaliser au mieux une
équation linéaire, éventuellement sans solution. Comment s’y prendre si l’on cherche
à réaliser au mieux un système d’équations et d’inéquations linéaires ? C’est à cette
question que répond la modélisation sous forme de problème de moindres-carrés polyé-
drique (MCP).

19.2.1 Définition du problème

Un système d’équations et d’inéquations linéaires peut se représenter de manière
compacte par un problème d’inclusion linéaire dans un intervalle, lequel s’écrit de la
manière suivante

Ax ∈ [l, u], (19.7)
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où A ∈ Rm×n, x ∈ Rn est l’inconnue, l ∈ (R ∪ {−∞})m et u ∈ (R ∪ {+∞})m. On
supposera toujours que l 6 u. Avec les bornes l et u pouvant avoir des composantes
infinies, il est nécessaire de préciser ce que l’on entend par l’intervalle [l, u] ; celui-ci
est défini par

[l, u] := {y ∈ Rm : l 6 y 6 u}.
Il ne contient donc pas de valeurs infinies. Le problème d’inclusion (19.7) permet de
représenter une égalité linéaire en prenant des bornes égales et une simple inégalité
linéaire en prenant une borne infinie :

Ai :x = bi ⇐⇒ Ai :x ∈ [li, ui], avec li = ui = bi,

Ai :x 6 bi ⇐⇒ Ai :x ∈ [li, ui], avec li = −∞ et ui = bi,

où Ai : désigne la ligne i de A.
Clairement, on pourra trouver une solution de l’inclusion (19.7), c’est-à-dire un

point x tel que Ax soit dans [l, u], si, et seulement si, la condition géométrique suivante
a lieu :

R(A) ∩ [l, u] 6= ∅.

0

[l, u]
R(A)

(19.8)

Si cette condition n’est pas remplie, on pourra essayer de réaliser (19.7) « au mieux »
en cherchant x tel que Ax soit le plus proche possible de [l, u], au sens de la norme ℓ2
(d’où vient le vocable « moindres-carrés »), ce qui s’écrit

min
x∈Rn

d[l,u](Ax),

0

[l, u]

Ax̄

R(A)

ȳ (19.9)

où d[l,u] : y ∈ Rm 7→ d[l,u](y) := min {‖y − y′‖2 : y′ ∈ [l, u]}. On a utilisé l’opérateur
«min » dans (19.9) plutôt que « inf », car on verra à la proposition 19.4 que ce prob-
lème a toujours une solution (comme les problèmes de moindres-carrés linéaires, voir
la proposition 19.1). La valeur optimale de (19.9) est donc la distance euclidienne
entre R(A) et [l, u].

Nous donnerons à (19.9) le nom de problème de moindres-carrés polyédrique
(MCP) ; le qualificatif polyédrique venant du fait que l’ensemble des x vérifiant (19.7)
est un polyèdre convexe.

Le problème de moindres-carrés polyédrique (19.9) peut se récrire de différentes
manières, qui aident à sa compréhension et à son analyse. En utilisant la définition
de la distance d[l,u], on voit que (19.9) se récrit comme suit

(19.9) ⇐⇒ min
(x,y)∈Rn×[l,u]

‖y −Ax‖2. (19.10)

Ici aussi l’opérateur «min » est justifié par la proposition 19.4. En introduisant s :=
y −Ax et en éliminant y, on obtient

(19.9) ⇐⇒
{
min(x,s)∈Rn×Rm ‖s‖2
l 6 Ax+ s 6 u.

(19.11)
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Les contraintes de ce problème sont toujours réalisables (par exemple en prenant
x = 0 et s ∈ [l, u] supposé non vide). Un vecteur s qui rend les contraintes de (19.11)
réalisables est appelé une translation réalisable. L’ensemble des translations réalisables
est clairement l’ensemble noté et défini par

S := [l, u] +R(A).

On peut donc interpréter le problème (19.11) comme celui qui recherche à déterminer
la plus petite translation s qui rende l’inclusion Ax+ s ∈ [l, u] réalisable ; on l’appelle
la plus petite translation réalisatible et on la note s̄. En éliminant x du problème
(19.11), on obtient

(19.9) ⇐⇒ min
s∈S
‖s‖2, (19.12)

qui est une expression du problème (19.9) ayant l’avantage d’être coercive. L’utili-
sation de l’opérateur «min » dans (19.12) est aussi justifié à la proposition 19.4. Ce
problème montre aussi que s̄ est la projection de zéro sur S :

s̄ := argmin
s∈S

‖s‖2.

0

[l, u] R(A)

s̄
S

(19.13)

Cette translation s̄ est nulle si, et seulement si, (19.7) est réalisable.

19.2.2 Existence et unicité de solution

On note P[l,u] le projecteur orthogonal sur [l, u], pour le produit scalaire euclidien
de Rm.

Proposition 19.4 (existence de solution) L’ensemble S est un polyèdre con-
vexe non vide. Les problèmes (19.9), (19.10), (19.11) et (19.12) ont tous une
solution. Leurs solutions (x̄, ȳ, s̄) se correspondent et on a

s̄ = ȳ −Ax̄ et ȳ = P[l,u](Ax̄). (19.14)

La plus petite translation réalisable s̄ est déterminée de manière unique.

Démonstration. L’ensemble S est un polyèdre convexe non vide, comme somme de
deux polyèdres convexes non vides.

L’existence et l’unicité de la plus petite translation réalisable s̄, solution de (19.13),
vient du fait qu’elle est la projection de zéro sur le convexe fermé non vide S (propo-
sition 2.25).

L’existence de solution pour les problèmes (19.9), (19.10) et (19.11) s’en déduit,
de même que la correspondance entre les solutions, s̄ = ȳ−Ax̄ et ȳ = P[l,u](Ax̄). ✷

L’unicité du problème de moindres-carrés polyédrique, caractérisée dans la propo-
sition 19.5 ci-dessous a un lien étroit avec l’unicité des solutions d’un système
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d’inégalités linéaires : on trouve une caractérisation de l’unicité semblable à celle de la
proposition 2.51 et même identique si l’inclusion (19.7) est réalisable. La caractérisa-
tion donnée dans la proposition ci-dessous généralise aussi celle de l’unicité de solution
du problème de moindres-carrés linéaire, exprimée par l’injectivité de la matrice. Nous
reviendrons sur ces deux points après la démonstration de la proposition. Dans cette
proposition, on a noté T[l,u](y) le cône tangent à [l, u] en y ∈ [l, u] et N[l,u](y) le cône
normal à [l, u] en y ∈ [l, u].

Proposition 19.5 (unicité de solution) Soit x̄ une solution du problème
(19.9). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) x̄ est solution unique de (19.9),
(ii) tout d tel que Ad ∈ T[l,u](P[l,u](Ax̄)) est nul,
(iii) AT(N[l,u](P[l,u](Ax̄))) = Rn.

Démonstration. [(i) ⇒ (ii)] Soit d ∈ Rn tel que Ad ∈ T[l,u](P[l,u](Ax̄)). Comme
l’intervalle [l, u] est polyédrique son cône tangent se confond avec son cône des direc-
tions admissibles (exercice 2.43), si bien que P[l,u](Ax̄) + tAd ∈ [l, u] pour t > 0 assez
petit. Ceci a pour conséquence que x̄t := x̄+ td, avec t > 0 assez petit, vérifie

d[l,u](Ax̄t) 6 ‖[P[l,u](Ax̄) + tAd]−Ax̄t‖2 = ‖P[l,u](Ax̄)−Ax̄‖2 = d[l,u](Ax̄).

Comme x̄ est solution de (19.9), x̄t l’est aussi. L’unicité de la solution affirmée par (i)
implique alors que x̄t = x̄, c’est-à-dire que d = 0.

[(ii)⇒ (i)] Soit x̄′ une solution de (19.9) ; on cherche à montrer que x̄′ = x̄. Par
l’unicité de s̄ (proposition 19.4), il existe des ȳ et ȳ′ ∈ [l, u] tels que s̄ = ȳ − Ax̄ =
ȳ′ − Ax̄′. Dès lors, A(x̄′ − x̄) = ȳ′ − ȳ. Comme ȳ = P[l,u](Ax̄) (proposition 19.4)
et ȳ′ ∈ [l, u], ȳ′ − ȳ ∈ T[l,u](P[l,u](Ax̄)). Alors A(x̄′ − x̄) ∈ T[l,u](P[l,u](Ax̄)) et (ii)
impliquent que x̄′ = x̄.

[(ii)⇔ (iii)] On a

(ii) ⇐⇒ {0} = {d : Ad ∈ T[l,u](P[l,u](Ax̄))}
⇐⇒ Rn = {d : Ad ∈ T[l,u](P[l,u](Ax̄))}+ (19.15)

⇐⇒ Rn = −AT(N[l,u](P[l,u](Ax̄))) (19.16)

⇐⇒ (iii),

où en (19.15) on a pris le dual de chaque membre et en (19.16) on a utilisé le lemme
de Farkas (proposition 2.45), la relation de dualité reliant le cône tangent et le cône
normal (point 4 de la proposition 2.55) et le caractère fermé de AT(N[l,u](P[l,u](Ax̄)))
(image linéaire d’un polyèdre convexe ; proposition 2.18 et exercice 2.43). ✷

Voyons quelles formes prennent les conditions nécessaires et suffisantes d’unicité
de la proposition 19.5 dans deux cas particuliers.

Dans le problème de moindres-carrés linéaire (19.1), on cherche à réaliser au mieux
le système linéaire Ax = b. On retrouve ce problème avec (19.9) en prenant pour
intervalle [l, u] le singleton {b}. Dans ce cas, le cône tangent T{b}(P{b}(Ax̄)) =
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T{b}(b) est réduit à {0} et le cône normal N{b}(P{b}(Ax̄)) = N{b}(b) est Rm. Alors
la condition (ii) exprime l’injectivité de A et (iii) la surjectivité de AT, ce qui est
bien la condition nécessaire et suffisante d’unicité révélée par la proposition 19.1.

On notera que la condition nécessaire et suffisante d’unicité de la solution du
problème de moindres-carrés linéaire ne dépend que de A, alors que celle de la
proposition 19.5 fait intervenir une solution x̄.

Si l’on cherche à réaliser au mieux un système d’inéquations Ax 6 b par l’approche
décrite à la section 19.2.1, on prendra [l, u] = ]−∞, b] dans (19.7). Alors
d]−∞,b](Ax) = dRm

−
(Ax − b) = ‖PRm

−
(Ax − b) − (Ax − b)‖2 = ‖(Ax − b)− +

(Ax− b)‖2 = ‖(Ax− b)+‖2, si bien que le problème (19.9) s’écrit dans ce cas

min
x∈Rn

‖(Ax− b)+‖2. (19.17)

Ce problème a donc toujours une solution (proposition 19.4).

Pour déterminer les conditions d’unicité de la solution de ce problème au moyen
de la proposition 19.5, on observe que P]−∞,b](Ax̄) = b+ PRm

−
(Ax̄− b) ou

P]−∞,b](Ax̄) = b− (Ax̄ − b)−. (19.18)

Alors T]−∞,b](P]−∞,b](Ax̄)) = TRm
−
(−(Ax̄ − b)−) = {d ∈ Rn : AId 6 0}, où I est

l’ensemble des indices i ∈ [1 :m] tels que (Ax̄ − b)−i = 0, c’est-à-dire

I = {i ∈ [1 :m] : (Ax̄− b)i > 0}.
Dès lors, d’après la proposition 19.5, le problème (19.17) a une solution unique si,
et seulement si, l’une des conditions équivalentes suivantes a lieu :

tout d ∈ Rn tel que AId 6 0 est nul, (19.19)

AT

I (R
|I|
+ ) = Rn.

Si le coût optimal de (19.17) est nul, l’ensemble des solutions du problème est le
polyèdre convexe {x ∈ Rn : Ax 6 b}. On sait par la proposition 2.51 que celui-ci
est le singleton {x̄} si, et seulement si, tout vecteur d vérifiant AId 6 0 est nul,
condition dans laquelle I := {i ∈ [1 :m] : (Ax̄ − b)i = 0}. C’est bien ce qu’affirme
(19.19), car les deux ensembles d’indices I sont identiques dans ce cas.

Évidemment la condition (ii) de la proposition est plus forte que l’injectivité de A
et la condition (iii) de la proposition est plus forte que la surjectivité de A ; ainsi (ii)
ou (iii)⇒ A injective ou AT surjective, mais la réciproque n’est pas garantie. Comme
contre-exemple, considérons le problème (19.17) avec m = n = 1, A = 1 et b = 0,
qui consiste à minimiser x+ sur R : A est injective (ou AT = A est surjective), mais
l’ensemble des solutions R− n’est pas un singleton, donc (ii) n’a pas lieu [en effet
R− 6= {0}] (ou (iii) n’a pas lieu [en effet R+ 6= R]).

19.2.3 Condition d’optimalité

Les problèmes (19.9), (19.10), (19.11) et (19.12) sont convexes. On peut donc
en donner des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité. On note Sol(P )
l’ensemble des solutions du problème P , tout en évitant les doubles parenthèses.
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Proposition 19.6 (conditions d’optimalité) Les conditions nécessaires et
suffisantes d’optimalité suivantes ont lieu :

x̄ ∈ Sol (19.9) ⇐⇒ AT
(
P[l,u](Ax̄)−Ax̄

)
= 0, (19.20)

(x̄, ȳ) ∈ Sol (19.10) ⇐⇒ AT(ȳ −Ax̄) = 0 et ȳ = P[l,u](Ax̄), (19.21)

(x̄, s̄) ∈ Sol (19.11) ⇐⇒ ATs̄ = 0 et s̄ = P[l,u](Ax̄)−Ax̄, (19.22)

s̄ ∈ Sol (19.12) ⇐⇒ s̄ = P[l,u]+R(A)(0). (19.23)

Démonstration. On ne change pas le problème (19.9) en élevant son critère au carré.
Ce nouveau critère est alors convexe différentiable avec un gradient pour le produit
scalaire euclidien qui, en x̄, vaut 2AT(P[l,u](Ax̄)−Ax̄). La condition nécessaire et suf-
fisante d’optimalité (19.20) découle alors de la condition de Fermat (proposition 4.9).

Les autres conditions d’optimalité (19.21) et (19.22) se déduisent de (19.20) et du
fait que les solutions des problèmes (19.9), (19.10) et (19.11) se correspondent avec
les relations (19.14). La condition d’optimalité (19.23) est immédiate. ✷

Appliquons ce résultat au problème (19.17). D’après (19.18), Ax̄−P]−∞,b](Ax̄) =
(Ax̄ − b)+, si bien que

x̄ est solution de (19.17) ⇐⇒ AT(Ax̄− b)+ = 0,

ce que l’on aurait pu obtenir directement en annulant la dérivée de la fonction dif-
férentiable x ∈ Rn 7→ ‖(Ax− b)+‖22, comme dans la démonstration de la proposition.

19.3 Moindres-carrés non linéaire

19.3.1 Définition du problème

Soit r : Rn → Rm une fonction régulière, que l’on appelle ci-dessous le résidu. On
cherche à annuler celui-ci au sens des moindres carrés, c’est-à-dire :

min
x∈Rn

(
f(x) =

1

2
‖r(x)‖2

)
, (19.24)

où ‖ · ‖ désigne la norme ℓ2. Un problème de ce type porte le nom de problème de
moindres-carrés non linéaire, parce qu’on y minimise la somme des carrés des résidus
non linéaires ri. C’est une version non linéaire du problème de moindres-carrés linéaire
(19.1), puisque l’on retrouve ce dernier en définissant r en x par r(x) = Ax − b. En
pratique, on a m≫ n, mais, sauf mention contraire, nous ne faisons pas d’hypothèse
systématique sur la grandeur relative de m et n ci-dessous.

On note
J(x) = r′(x)

la jacobienne de r en x, qui est une matrice de type m × n. On calcule aisément le
gradient et la hessienne du critère de (19.24) pour le produit scalaire euclidien :
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∇f(x) = J(x)Tr(x) et ∇2f(x) = J(x)TJ(x) +

p∑

i=1

ri(x)∇2ri(x). (19.25)

Dans un contexte où une suite {xk} ⊆ Rn est définie, on note encore

rk := r(xk), gk := ∇f(xk) et Jk := J(xk). (19.26)

19.3.2 Algorithme de Gauss-Newton

L’algorithme et sa cohérence

L’application de la méthode de Newton pour minimiser la fonction f définie en
(19.24) requiert le calcul de la hessienne ∇2f(x) et donc, comme le montre la formule
(19.25), le calcul des dérivées secondes du résidu. Pour certains problèmes de moindres-
carrés, ce calcul peut être très coûteux, si bien que l’on s’intéresse à l’algorithme qui
néglige ces termes de la hessienne et calcule donc en xk une direction dk en résolvant
le système linéaire suivant :

(
JT

k Jk
)
dk = −JT

k rk. (19.27)

On a noté Jk = J(xk) et rk = r(xk) (il y a une petite ambiguïté de notation — rk
n’est pas la k-ième composant du résidu — mais celle-ci sera toujours facilement levée
par le contexte). La perte d’efficacité locale par rapport à l’algorithme de Newton sera
donc faible si le terme négligé

∑
i ri(x)∇2ri(x) de la hessienne de f est relativement

petit, ce qui sera le cas si r est (presque) linéaire ou si r(x) est petit (cas des problèmes
d’identification).

On peut obtenir la même direction en raisonnant comme suit. On considère le
modèle quadratique de f obtenu, non pas par son développement au deuxième ordre
(ce serait l’algorithme de Newton et l’on cherche à simplifier celui-ci ici), mais en
linéarisant le résidu à l’intérieur de la norme dans (19.24). Ceci donne :

min
d∈Rn

1

2
‖rk + Jkd‖2. (19.28)

On observe que ce problème définit les mêmes directions dk que précédemment, car
l’équation d’optimalité du premier ordre de (19.28) n’est autre que (19.27). De plus
celle-ci est nécessaire et suffisante car le problème (19.28) est convexe.

Le résultat suivant montre qu’il est raisonnable de construire une méthode à di-
rection de descente en prenant la direction dk définie par (19.27) ou (19.28) comme
direction le long desquelles on se déplace.

Proposition 19.7 (direction de descente de Gauss-Newton) Le système
linéaire (19.27) a une solution dk. Si xk n’est pas un point stationnaire du problè-
me de moindres-carrés non linéaire (19.24), alors dk est une direction de descente
de f en xk.
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Démonstration. Le problème (19.28) a toujours au moins une solution car c’est un
problème de moindres-carrés linéaire (proposition 19.1). D’autre part, en prenant le
produit scalaire des deux membres de (19.27) avec dk, on trouve

gTkdk = −‖Jkdk‖2,

qui est strictement négatif lorsque xk n’est pas stationnaire (car alors JT

k rk 6= 0 et
donc Jkdk 6= 0 par (19.27)). ✷

Ceci nous conduit à l’algorithme de Gauss-Newton, dont nous décrivons une itéra-
tion ci-dessous.

Algorithme 19.8 (Gauss-Newton) L’algorithme calcule l’itéré xk+1 à
partir de l’étéré xk de la manière suivante.

1. Test d’arrêt. Si JT

k rk ≃ 0, arrêt de l’algorithme.
2. Direction de descente. Calculer une solution dk de (19.27).
3. Recherche linéaire. Trouver un pas αk > 0 en xk le long de dk par

une règle de recherche linéaire satisfaisant la condition de Zoutendijk
(6.19) ou (6.26a).

4. Nouvel itéré. xk+1 := xk + αkdk.

À l’étape 3, une règle de recherche linéaire appropriée est celle d’Armijo ou de Gold-
stein (voir la section 6.3.3).

Convergence globale et complexité itérative

Des conditions de convergence globale et de complexité itérative globale de cet
algorithme sont données dans le théorème qui suit. On y requiert une hypothèse assez
forte, qui est celle de l’injectivité uniforme de la suite {Jk}, ce qui veut dire qu’il
existe une constante αJ > 0 telle que pour tout indice k > 1 et tout vecteur v ∈ Rn,
on ait

‖Jkv‖ > αJ‖v‖. (19.29)

Dans ce cas, la direction de Gauss-Newton est déterminée de manière unique par
(19.27) et la convergence globale vers un point stationnaire de f est assurée (point 1)
avec une complexité itérative en O(ε−2) (point 2) ; cette complexité ne dépend pas
des dimensions n et m du problème.

Les résultats s’améliorent beaucoup s’il s’avère que {JT

k } est uniformément injec-
tive, puisqu’alors, l’algorithme assure la convergence de {rk} vers zéro (point 3), avec
une complexité itérative en O(log ε−1) (point 4), ce qui est spectaculairement mieux ;
cette complexité ne dépend pas de n et m. D’ailleurs, dans ce cas, on doit avoir m = n
(car Jk est déclarée bijective) et l’on cherche donc un zéro du système de n équations
à n inconnues r(x) = 0.



696 19. Systèmes non déterminés

Théorème 19.9 (convergence et complexité itérative de l’algorithme
de Gauss-Newton) Supposons que f donnée par (19.24) soit C1,1 dans un
voisinage de N1 := {x ∈ Rn : f(x) 6 f(x1)}. Soit {xk} une suite générée par
l’algorithme 19.8 de Gauss-Newton, telle que {Jk} soit bornée et uniformément
injective. Alors,

1) JT

k rk → 0,
2) il existe une constante C > 0, indépendante de n et m, telle que, pour tout

ε > 0, ‖JT

k rk‖ 6 ε pour un indice k inférieur à ⌈Cε−2⌉,
3) si, de plus, {JT

k } est uniformément injective, alors

a) f(xk)→ 0 linéairement,
b) il existe une constante C′ > 0, indépendante de n = m, telle que, pour

tout ε > 0, ‖rk‖ 6 ε‖r0‖ pour tout indice k > ⌈C′ log ε−1⌉.

Démonstration. 1) Si la condition de Zoutendijk (6.19) a lieu, on utilise la proposi-
tion 6.8 et sa conclusion (6.21). Pour cela, on observe que f∗ := infk f(xk) ∈ [0, f(x1)]
est bien fini et que le cosinus de l’angle θk entre dk et −gk est minoré par une constante
strictement positive :

cos θk :=
−gTkdk
‖gk‖ ‖dk‖

=
‖Jkdk‖2
‖JT

k rk‖ ‖dk‖
>
αJ‖Jkdk‖
‖JT

k Jkdk‖
>
αJ

βJ
, (19.30)

où l’on a utilisé (19.29) (injectivité uniforme de {Jk}) et la borne βJ sur ‖JT

k ‖ = ‖Jk‖.
Alors, (6.21) implique que gk = JT

k rk → 0.
Si la condition (6.26a) a lieu, |gTk dk| = ‖Jkdk‖2 doit tendre vers zéro (car f(xk)

et f(xk+1) tendent vers la même valeur) et comme ‖Jkdk‖ > αJ‖dk‖ par (19.29)
(injectivité uniforme de {Jk}), on a dk → 0. Par (19.27) et la bornitude de {Jk}, ceci
implique aussi gk = JT

k rk → 0.
2) Si la condition de Zoutendijk (6.19) a lieu, le résultat se déduit de la seconde

partie de la proposition 6.8 qui affirme que, pour tout ε > 0, ‖JT

k rk‖ 6 ε pour au
moins un indice k inférieur au Kε donné par (6.22), avec γ = αJ/βJ .

Considérons maintenant le cas où la condition (6.26a) a lieu. Par (19.27) et
l’existence d’une borne βJ sur ‖JT

k ‖ = ‖Jk‖, on a

‖gk‖2 = ‖JT

k Jkdk‖2 6 β2
J‖Jkdk‖2 = β2

J |gTk dk|.

Alors la condition (6.26a) se récrit

f(xk+1) 6 f(xk)− Cβ−2
J ‖gk‖2 ou Cβ−2

J ‖gk‖2 6 f(xk)− f(xk+1). (19.31)

En sommant de k = 1 à K, on trouve

min
k∈[1 :K]

‖gk‖2 6
1

K

K∑

k=1

‖gk‖2 6
f(x1)− f∗
Cβ−2

J K
.

Donc un des ‖gk‖, avec k ∈ [1 :K], est inférieur à ε > 0 si le membre de droite est
inférieur à ε2, c’est-à-dire si K > C−1β2

J (f(x1)− f∗)ε−2.
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3) Pour une constante strictement positive C1, on a

f(xk+1) 6 f(xk)− C1‖gk‖2,

soit par la condition de Zoutendijk (6.19) et (19.30), soit par la condition (6.26a) et
(19.31). Alors, en utilisant gk = JT

k rk et ‖JT

k rk‖2 > (α′
J )

2‖rk‖2 = 2(α′
J )

2f(xk) par
l’injectivité uniforme de JT

k , on trouve

f(xk+1) 6 (1− C2)f(xk),

pour la constante strictement positive C2 = 2C1(α
′
J )

2. Ceci montre la convergence
linéaire de f(xk) vers zéro (point 3.a). Puis par récurrence,

f(xk)

f(x0)
6 (1 − C2)

k.

Dès lors, pour un ε > 0 donné, ‖rk‖ 6 ε‖r0‖ si f(xk)/f(x0) 6 ε2 et donc certainement
si le membre de droite ci-dessus est inférieur à ε2 :

(1 − C2)
k 6 ε2.

En prenant les logarithmes et en tenant compte du fait que log(1−C2) < 0, on obtient
comme condition sur k :

k >
2 log ε−1

log(1 − C2)−1
.

On obtient donc le résultat du point 3.b avec la constante C′ := 2/ log(1−C2)
−1. ✷

Cette courte analyse montre que, contrairement à la méthode de Newton, l’algo-
rithme de Gauss-Newton est bien défini à tout itéré xk (la direction dk existe toujours)
et, pourvu que xk ne soit pas un point stationnaire de la fonction de moindres carrés f
définie en (19.24), la direction calculée dk est de descente pour f . Il demande toutefois
de résoudre le système linéaire (19.27), qui est moins bien conditionné que (10.3).
Sa convergence est assurée sous des conditions souvent vérifiées, mais pas toujours.
L’algorithme de Gauss-Newton peut en effet très bien générer une suite convergeant
vers un point auquel f n’est pas stationnaire, a fortiori n’annulant pas le résidu. De
plus, la vitesse de convergence peut être assez lente si le résidu n’est pas nul en la
solution ou si r y est fortement non linéaire (r′′ non nul), car l’algorithme s’écarte
alors de la méthode de Newton par un terme significativement non nul ∇2f(x) −
J(x)TJ(x) =

∑
i ri(x)∇2ri(x) (voir (19.25)).

L’algorithme de Levenberg-Morrison-Marquardt de la section suivante apporte
quelques remèdes à ces défauts ; en particulier, il permet de se défaire de la condition
d’injectivité uniforme de {Jk}.

19.3.3 Algorithme de Levenberg-Morrison-Marquardt

L’algorithme et sa cohérence

L’algorithme de Levenberg-Morrison-Marquardt (LMM) cherche à résoudre le
problème de moindres-carrés non linéaire (19.1) en générant une suite {xk} ⊆ Rn
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de la manière suivante. Il définit le déplacement sk ∈ Rn de l’itéré courant xk à l’itéré
suivant xk+1 := xk + sk en résolvant le système linéaire

(
JT

k Jk + λkMk

)
sk = −JT

k rk, (19.32)

où l’on a utilisé les notations (19.26). Dans ce système, Mk ∈ Sn++ est une matrice
symétrique définie positive, dont le rôle et les règles qu’elle doit vérifier seront pré-
cisés plus loin, et λk > 0 est un paramètre, appelé tantôt facteur de pénalisation,
tantôt multiplicateur, selon l’interprétation que l’on en fait. Ce multiplicateur joue
un rôle important dans l’algorithme, qui le détermine lui-même à chaque itération,
alors que Mk peut être laissé au choix de l’utilisateur. Ce multiplicateur est l’élément
nouveau par rapport à la direction de l’algorithme de Gauss-Newton, calculée comme
solution de (19.27), qui n’est autre que (19.32) avec λk = 0. Remarquons qu’ici, grâce
à la stricte positivité de λk et la définie positivité de Mk, la matrice du système
linéaire (19.32) est symétrique définie positive, si bien que sk y est déterminé de
manière unique. Lorsqu’il sera important de mentionner la dépendance en λk de la
solution de (19.32), on notera celle-ci

sk(λk).

Insistons sur le fait que sk est le déplacement de xk à xk+1 et pas une direction
de déplacement le long de laquelle on ferait un pas pouvant être différent de un ; pour
le dire autrement, l’algorithme présenté ci-dessous n’utilise pas de recherche linéaire
pour déterminer l’itéré suivant, comme c’est le cas pour l’algorithme de Gauss-Newton
de la section 19.3.2. Sur ce plan, l’algorithme s’apparente davantage aux méthodes à
régions de confiance. En particulier, comme nous allons le voir, c’est en augmentant λk
que l’on diminue la grandeur du déplacement sk(λk), ce qui explique pourquoi c’est
l’algorithme lui-même qui doit prendre en charge la détermination de λk. C’est aussi
ce réglage du multiplicateur λk qui permettra de faire décroître f suffisamment à
chaque itération.

On voit que si gk = 0, le déplacement donné par (19.32) est nul, si bien que
l’algorithme ne peut pas progresser. Par conséquent, l’algorithme de LMM ne peut
pas trouver mieux qu’un point stationnaire de la fonction de moindres-carrés f , mais
un tel point peut être un zéro de r si sa jacobienne y est injective. C’est donc en
ces termes que se formuleront le test d’arrêt de l’algorithme 19.10 et le résultat de
convergence globale du théorème 19.12.

Il est utile de constater que le déplacement sk de l’algorithme de LMM, solution de
l’équation (19.32), est aussi solution du problème de moindres-carrés linéaire pénalisé
suivant

min
s∈Rn

1

2
‖rk + Jks‖2 +

λk
2
sTMks, (19.33)

où ‖ ·‖ désigne la norme ℓ2 dans Rm (on pourra comparer ce problème d’optimisation
quadratique associé à celui (19.28) qui était associé au système de Gauss-Newton
(19.27)). En effet, la condition nécessaire et suffisante d’optimalité de ce problème
quadratique convexe, c’est-à-dire la nullité du gradient de son critère par rapport à s,
n’est autre que (19.32). De ce point de vue, λ est un facteur de pénalisation. Il sera
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utile d’introduire une notation pour la fonction qui intervient dans le critère de ce
problème, qui est la fonction ϕk : Rn × R→ R définie en (x, λ) ∈ Rn × R par

ϕk(s, λ) :=
1

2
‖Jks+ rk‖2 +

λ

2
sTMks.

Au terme −λ∆2/2 indépendant de s près, cette fonction est le lagrangien du problème
{
mins∈Rn

1
2 ‖Jks+ rk‖2

sTMks 6 ∆2.
(19.34)

où ∆ > 0 est le rayon de confiance du problème (voir le chapitre 9). De ce point de
vue, λ est un multiplicateur associé à la contrainte de région de confiance {s ∈ Rn :
sTMks 6 ∆2} de ce problème.

On déduit des points de vue présentés dans le paragraphe précédent que, ‖sk(λ)‖
décroît lorsque λ croît (proposition 13.2). De plus (proposition 19.11 et exercice 19.1),
lorsque λ→∞ et gk 6= 0, on a sk(λ)→ 0 et λMksk(λ)→ −gk, si bien que, dans ces
circonstances, sk(λ) s’aligne sur −M−1

k gk, dans le sens où

sk(λ) = −
‖sk(λ)‖
‖M−1

k gk‖
M−1

k gk + o(‖sk(λ)‖), lorsque λ→∞.

Par la différentiabilité supposée de la fonction f définie en (19.24), on en déduit que

f(xk + sk(λ)) = f(xk)−
gTkM

−1
k gk

‖M−1
k gk‖

‖sk(λ)‖ + o(‖sk(λ)‖), lorsque λ→∞.

Dès lors, toujours si gk 6= 0, f(xk + sk(λ)) < f(xk) si λ est pris assez grand. C’est
en ajustant λ à chaque itération que l’algorithme de LMM assure la décroissance
suffisante de f et la convergence de gk vers zéro.

Il y a plusieurs manières de déterminer λk à chaque itération. Nous présentons ci-
dessous celle proposée par Osborne [465] qui prend racine sur la méthode des régions
de confiance. Son intérêt est de ne pas devoir résoudre le problème de région de
confiance (19.34) à chaque itération, lequel peut être coûteux pour certains problèmes.
L’idée est similaire à celle utilisée par les régions de confiance et fait entrer en jeu le
rapport ρk entre la décroissance réelle de f apportée par le déplacement sk(λ), pour
un certain λ > 0, et la décroissance prédite par le modèle ϕk :

ρk(λ) :=
1

2

f(xk)− f(xk + sk(λ))

f(xk)− ϕk(sk(λ), λ)
.

Le facteur 1/2 est placé pour que la variation au premier ordre du numérateur, qui
vaut −gTk sk, soit identique à celle du dénominateur, si bien que fonction et modèle
sont alors « tangents ». Le dénominateur vaut en effet

2[f(xk)− ϕk(sk(λ), λ)] = −2 rTkJksk(λ) − ‖Jksk(λ)‖2 − λ sk(λ)TMksk(λ)

= −gTk sk(λ), (19.35)

où l’on a utilisé gk = JT

k rk et (19.32) pour obtenir la dernière égalité. Comme gk
est supposé non nul au cours de l’itération (l’algorithme s’arrête dès qu’il trouve
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un point stationnaire de f) et que sk(λ) minimise ϕk(·, λ), le dénominateur de ρk
est strictement positif. En effet, par (19.32), sk(λ) est non nul lorsque gk 6= 0 et
comme sk(λ) est l’unique point qui minimise le critère de (19.33), on a nécessairement
ϕk(sk(λ), λ) < ϕk(0, λ) = f(xk). Au passage, nous avons montré que, quel que soit
λ > 0,

gTk sk(λ) < 0.

Alors, si le rapport ρk(λ) est supérieur à un seuil préfixé η1 ∈ R++, l’on a grâce à
(19.35)

f(xk + sk(λ)) 6 f(xk) + η1 g
T

k sk(λ), (19.36)

qui rappelle la condition de décroissance suffisante (6.9) utilisée en recherche linéaire,
sauf qu’ici le pas αk est remplacé par le paramètre λ qui ajuste la grandeur de sk(λ).
On considère qu’une décroissance suffisante de f est obtenue lorsque cette inégalité
est vérifiée pour un certain λ > 0 (cet considération sera validée par le résultat de
convergence ci-dessous) et on accepte sk(λ) comme déplacement de l’itération k. Dans
le cas contraire, tant que l’inégalité ci-dessus n’est pas vérifiée, on augmente λ et on
résout à nouveau (19.32) ; on montrera par la proposition 19.11 que cette procédure
de réglage du λ se conclut en un nombre fini d’étapes.

Nous avons à présent sous la main et à l’esprit, tous les éléments permettant
d’énoncer et de comprendre une itération de l’algorithme de LMM, dans la version
d’Osborne [465]. On suppose qu’au début de l’itération k, l’on dispose d’un itéré
xk ∈ Rn, d’un multiplicateur λk−1 > 0 et d’une matrice Mk ∈ Sn++. L’itéré xk et
le multiplicateur λk−1 sont mis à jour par l’itération et une nouvelle matrice Mk

pourra être choisie en fin d’itération. Par constante, la description ci-dessous entend
une valeur qui ne dépend pas de l’itération.

Algorithme 19.10 (Levenberg-Morrison-Marquardt revisité)

L’algorithme utilise les constantes suivantes : 0 < τ1 < 1 < τ2 pour la
mise à jour de λk−1 et 0 < η1 < η2 < 1 comme seuils de satisfaction
de la décroissance de f . On suppose que Mk ∈ Sn++. Une itération de
l’algorithme se déroule comme suit.

1. Test d’arrêt. Si JT

k rk ≃ 0, arrêt de l’algorithme.
2. Déplacement. Prendre λk,0 := λk−1 et répéter les opérations suivantes

pour i ∈ N jusqu’à satisfaction du test de sortie (19.38).

2.1. Calculer la solution sk,i du système linéaire
(
JT

k Jk + λk,iMk

)
sk,i = −JT

k rk, (19.37)

2.2. Si
f(xk + sk,i) 6 f(xk) + η1g

T

k sk,i, (19.38)

sortir de la boucle courante avec sk := sk,i (on va à l’étape 3),
sinon λk,i+1 = τ2λk,i.

3. Nouveau facteur de pénalisation. Si
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f(xk + sk) 6 f(xk) + η2g
T

k sk, (19.39)

λk := τ1λk,i, sinon λk := λk,i.
4. Nouvel itéré. xk+1 := xk + sk.
5. Nouvelle matrice. Choix de Mk+1 ∈ Sn++.

Voici quelques remarques sur cet algorithme.

Le coût de cet algorithme est principalement lié au nombre de systèmes linéaires
(19.37) qu’il faut résoudre.
Typiquement, on prendra η1 ≃ 10−4, comme pour la constante ω1 de (6.9) en
recherche linéaire, de manière à rendre le test de deecroissance suffisante (19.38)
aussi peu contraignant que possible.
L’étape 3 et la constante η2 ne jouent pas de rôle dans la convergence mais sont
introduites pour ne pas imposer la croissance de la suite {λk}, ce qui ne serait pas
adéquat (le premier multiplicateur λ1 choisi peut être trop grand et donc conduire à
des déplacements sk trop petits, ce qui ralentirait la convergence). Si la décroissance
de f est forte au sens de l’inégalité (19.39), alors l’algorithme s’autorise prendre λk
plus petit que λk,i à l’itération suivante.
Au lieu de régler λk, certains auteurs [597] préfèrent prendre le multiplicateur de
la forme λk = µk‖rk‖δ, avec δ > 0 (δ = 0 dans notre cas), et ajuster µk au lieu
de λk à chaque itération.

Le caractère bien défini de l’algorithme de LMM, c’est-à-dire le fait qu’il sorte
de la boucle de l’étape 2 en un nombre fini de cycles, est suggéré par la discussion
qui précède son énoncé. Avec la proposition suivante, nous le montrons de manière
rigoureuse.

Proposition 19.11 (descente suffisante) Si r est différentiable en xk, si le
gradient gk := JT

k rk est non nul, si Mk ∈ Sn++ et si η1 ∈ ]0, 1[, alors

1) sk(λ) 6= 0 pour tout λ > 0,
2) sk(λ)→ 0 lorsque λ→∞,
3) sk(λ)/‖sk(λ)‖ → −M−1

k gk/‖M−1
k gk‖ lorsque λ→∞,

4) (19.36) est vérifiée pour tout λ suffisamment grand.

Démonstration. 1) Selon (19.32), sk(λ) est non nul parce que gk 6= 0.
2) La convergence de sk(λ) vers zéro est due au fait que sk(λ) minimise ϕk(·, λ)

et donc

0 6
λ

2
sk(λ)

TMksk(λ) 6 ϕk(sk(λ), λ) 6 ϕk(0, λ) = f(xk).

En divisant certains membres par λ > 0 et en faisant tendre λ → ∞, on voit que
sk(λ)

TMksk(λ)→ 0 et donc sk(λ)→ 0, car Mk ∈ Sn++.
3) D’après (19.32) et sk(λ) → 0, on voit que λMksk(λ) → −gk, ce qui implique

que λsk(λ)→ −M−1
k gk et donc sk(λ)/‖sk(λ)‖ → −M−1

k gk/‖M−1
k gk‖.
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4) On raisonne par l’absurde en supposant que (19.36) n’est pas vérifiée pour une
suite de λ→∞. Alors, pour ces λ→∞, on a

f(xk + sk(λ)) − f(xk)− gTk sk(λ)
‖sk(λ)‖

> (1 − η1)
−gTk sk(λ)
‖sk(λ)‖

.

Par la différentiabilité de f en xk, le membre de gauche tend vers zéro. Par le point 3,
le membre de droite tend vers (1−η1)gTkM−1

k gk/‖M−1
k gk‖, qui est strictement positif.

On a obtenu la contradiction souhaitée. ✷

Convergence globale et complexité itérative

On pourrait penser que le surcoût de l’algorithme 19.10, dû au besoin de devoir
résoudre un nouveau système linéaire (19.37) chaque fois que l’inégalité de décrois-
sance suffisante (19.38) n’est pas vérifiée, est trop important et qu’il serait préférable
de faire de la recherche linéaire bien moins coûteuse le long de la première direction
sk,0 calculée si celle-ci n’est pas acceptée par (19.38). C’est ce que propose de faire
certains auteurs. Cependant, l’algorithme décrit a l’avantage d’avoir un résultat de
convergence globale, sans requérir l’injectivité uniforme des Jk, alors que celle-ci est
requise par l’algorithme de Gauss-Newton (théorème 19.9). Seule intervient la bor-
nitude de la suite {(Jk, λkMk)} (la bornitude de {λkMk} peut-être contrôlée par un
choix d’implémentation de l’algorithme, mais pas celle de {Jk} qui dépend du problè-
me considéré). Comme annoncé dans la description de l’algorithme, sans hypothèse
supplémentaire, sa convergence s’exprime en termes du gradient gk = JT

k rk.
Le résultat qui demande le moins d’hypothèse est le suivant. Il suppose qu’une

suite est générée par l’algorithme de LMM et donc que celui-ci ne trouve pas un point
stationnaire de f en un nombre fini d’itérations.

Théorème 19.12 (convergence de l’algorithme LMM) Supposons que la
fonction de moindres-carrés f soit différentiable. Soit {(xk, λk)} une suite générée
par l’algorithme 19.10. Alors,

1) {f(xk)} converge,
2) pour toute partie infinie K de N telle que {(Jk, λkMk)}k∈K est bornée, on a
{JT

k rk}k∈K → 0 lorsque k→∞ dans K.

Démonstration. 1) La convergence de la suite {f(xk)} découle de sa décroissance
et du fait qu’elle est bornée inférieurement (par zéro).

2) D’après l’inégalité (19.38) et la convergence de f(xk), on a

gTk sk → 0, lorsque k →∞. (19.40)

Il s’agit à présent de montrer que la convergence dans (19.40) est due à un gradient gk
qui tend vers zéro et pas à la convergence de sk vers zéro (qui a probablement aussi
lieu). D’après (19.32) et la semi-définie positivité de Mk,

−gTk sk = ‖Jksk‖2 + λks
T

kMksk = ‖Jksk‖2 + λk‖M1/2
k sk‖2.
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On déduit alors de (19.40) et de la positivité de λk que

Jksk → 0 et λ
1/2
k M

1/2
k sk → 0, lorsque k →∞.

Dès lors, si {(Jk, λkMk)}k∈K est bornée, on a

JT

k Jksk → 0 et λkMksk → 0, lorsque k →∞ dans K.

La définition (19.32) de l’itération implique maintenant que gk → 0 lorsque k → ∞
dans K. ✷

Pour avoir des résultats plus forts, on a besoin d’un peu plus de régularité sur f ,
à savoir le caractère lipschitzien de sa dérivée, et sur les matrices Mk, à savoir leur
uniforme définie positivité. On peut alors montrer, dans un premier temps, que la
suite {λk} des multiplicateurs est bornée.

Lemme 19.13 (CS pour avoir des multiplicateurs bornés) Supposons que
la fonction de moindres-carrés f soit C1,1L et qu’il existe une constante βM−1 telle
que pour tout k on ait ‖M−1

k ‖ 6 βM−1 . Alors, pour tout k > 1, on a

λk 6 βλ := max

(
λ0,

τ2βM−1L

1− η1

)
. (19.41)

Démonstration. Il suffit de trouver une borne supérieure pour les multiplicateurs λk
tels que λ̂k = λk/τ2 n’a pas été accepté par l’inégalité de décroissance suffisante
(19.38). Les autres multiplicateurs sont en effet plus petits qu’un de ces derniers ou
plus petit que λ0. Si l’on note ŝk := sk(λ̂k), on a f(xk + ŝk) > f(xk)+ η1g

T

k ŝk et donc

f(xk + ŝk)− f(xk)− gTk ŝk
‖ŝk‖2

> (1− η1)
−gTk ŝk
‖ŝk‖2

. (19.42)

Le théorème des accroissements finis (corollaire C.13) et la L-lipschitzianité de f
conduisent à la majoration suivante

|f(xk + ŝk)− f(xk)− gTk ŝk| 6
(

sup
t∈]0,1[

‖∇f(xk + tŝk)−∇f(xk)‖
)
‖ŝk‖ 6 L‖ŝk‖2.

Dès lors, le membre de gauche de l’inégalité (19.42) est majoré par L. Le membre de
droite de cette même inégalité (19.42) peut être minoré en observant que (JT

k Jk +

λ̂kMk)ŝk = −gk et donc que

−gkŝk = ŝTk (J
T

k Jk + λ̂kMk)ŝk > λ̂kβ
−1
M−1‖ŝk‖2.

L’inégalité (19.42) permet donc d’écrire

L > (1− η1)β−1
M−1 λ̂k,
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ce qui donne la majoration (19.41), puisque λ̂k = λk/τ2. ✷

On aurait pu affaiblir une hypothèse du résultat précédent en n’exigeant le carac-
tère C1,1L de f que sur un voisinage suffisamment étendu de l’ensemble de sous-niveau
N1 := {x ∈ Rn : f(x) 6 f(x1)}, auquel appartiennent les itérés xk, pour que tous les
points rejetés xk + ŝk (voir la démonstration) y soient contenus. Ce soin apporté à la
démonstration est présent dans [596].

En bref, le résultat suivant nous apprend que, sans avoir besoin de l’injectivité
uniforme de {Jk}, ce qui est à comparer avec le théorème 19.9 sur la convergence de
l’algorithme de Gauss-Newton, la complexité itérative de l’algorithme 19.10 de LMM
est au pire en O(ε−2), qui est la complexité itérative des algorithmes du gradient
(proposition 6.8) et de Gauss-Newton (théorème 19.9), ce qui veut dire que l’on peut
obtenir un gradient gk de norme inférieure à un seuil ε > 0 arbitraire en moins de
O(ε−2) itérations. C’est une borne très grande, mais elle a l’intérêt de ne pas dépen-
dre de la dimension du problème. Lorsque la suite générée {JT

k } est uniformément
injective, la situation devient beaucoup plus favorable, puisqu’alors la suite {f(xk)}
converge linéairement vers zéro et la complexité itérative est en O(log ε−1).

Théorème 19.14 (complexité itérative de l’algorithme LMM) Supposons
que la fonction de moindres-carrés f soit C1,1. Soit {(xk, λk)} une suite générée
par l’algorithme 19.10. On suppose en outre que la suite {(Jk,Mk,M

−1
k )} est

bornée. Alors,

1) il existe une constante C, indépendante de n et m, telle que, pour tout ε > 0,
‖JT

k rk‖ 6 ε pour un indice k inférieur à ⌈Cε−2⌉,
2) si, de plus, {JT

k } est uniformément injective, alors

a) f(xk)→ 0 linéairement,
b) il existe une constante C′ > 0, indépendante de n et m, telle que, pour

tout ε > 0, ‖rk‖ 6 ε‖r0‖ pour tout indice k > ⌈C′ log ε−1⌉.

Démonstration. 1) En sommant les K premières inégalités (19.38), on obtient

−η1
K∑

k=1

gTk sk 6 f(x1)− f(xK+1) 6 f(x1)− f∗.

où f∗ := mink f(xk) est positif. Comme dans la démonstration du théorème 19.12,
−gTk sk = ‖Jksk‖2+λk‖M1/2

k sk‖2 et donc, par la positivité de λk, l’inégalité précédente
apporte les majorations suivantes

K∑

k=1

‖Jksk‖2 6
f(x1)− f∗

η1
et

K∑

k=1

λk‖M1/2
k sk‖2 6

f(x1)− f∗
η1

.

Soient βJ un majorant de {‖Jk‖}, βM un majorant de {‖Mk‖} et βλ un majorant de
{‖λk‖}, que existent par hypothèse et par le lemme 19.13 (ces majorants ne dépendent
pas n et m). Il vient



19.3. Moindres-carrés non linéaire 705

K∑

k=1

‖JT

k Jksk‖2 6
β2
J [f(x1)− f∗]

η1
et

K∑

k=1

λ2k‖Mksk‖2 6
βλβM [f(x1)− f∗]

η1
.

Par ailleurs,

‖gk‖2 = ‖JT

k Jksk + λkMksk‖2 [(19.32)]

6
(
‖JT

k Jksk‖+ λk‖Mksk‖
)2

[inégalité triangulaire]

6 2
(
‖JT

k Jksk‖2 + λ2k‖Mksk‖2
)

[(a+ b)2 6 2(a2 + b2)]. (19.43)

Avec les majorations précédentes, on trouve que

K

(
min

k∈[1 :K]
‖gk‖2

)
6

K∑

k=1

‖gk‖2 6 2(β2
J + βλβM )

f(x1)− f∗
η1

.

Dès lors, min{‖gk‖ : k ∈ [1 :K]} est plus petit qu’un ε > 0 arbitraire donné, dès que
le membre de droite ci-dessus est inférieur à Kε2, ce qui s’écrit

K > Kε :=

⌈
2ε−2(β2

J + βλβM )
f(x1)− f∗

η1

⌉
.

On a donc montré qu’un des ‖gk‖, avec k 6 Kε, est inférieur à ε.
2) On part de (19.38) :

f(xk+1) 6 f(xk) + η1g
T

k sk 6 f(xk)− C1‖gk‖2, (19.44)

où la dernière inégalité provient de

‖gk‖2
6 2

(
‖JT

k Jksk‖2 + λ2k‖Mksk‖2
)

[(19.43)]

6 2β2
J‖Jksk‖2 + 2βλβMλks

T

kMksk [‖JT

k ‖ 6 βJ , ‖λk‖ 6 βλ, ‖Mk‖ 6 βM ]

6 (η1/C1)(‖Jksk‖2 + λks
T

kMksk) [C1 := η1 max(2β2
J , 2βλβM )−1]

= −(η1/C1)g
T

k sk [(19.32)].

On poursuit comme dans la démonstration du point 3 du théorème 19.9 : ‖gk‖2 =
‖JT

k rk‖2 > (α′
J )

2‖rk‖2 = 2(α′
J )

2f(xk) par l’injectivité uniforme de JT

k , si bien que
(19.44) devient

f(xk+1) 6 (1− C2)f(xk),

pour la constante strictement positive C2 = 2C1(α
′
J )

2. Ceci montre la convergence
linéaire de f(xk) vers zéro (point 2.a). Puis par récurrence,

f(xk)

f(x0)
6 (1 − C2)

k.

Dès lors, ‖rk‖ 6 ε‖r0‖ si f(xk)/f(x0) 6 ε2 et donc certainement si le membre de
droite ci-dessus est inférieur à ε2 :

(1 − C2)
k 6 ε2.
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En prenant le logarithme des deux membres et en utilisant log(1−C2) < 0, on obtient
comme condition sur k :

k >
2 log ε−1

log(1 − C2)−1
.

On obtient donc le résultat du point 2.b avec la constante C′ := 2/ log(1−C2)
−1, qui

est indépendante de n et m. ✷

19.4 Recherche de solution parcimonieuse N

19.4.1 Motivation

Supposons que l’on dispose d’une mesure y :=Ms+ x (M est une matrice n× p)
d’un signal s ∈ Rp, qui est perturbée sur quelques composantes par le vecteur x ∈ Rn,
lequel a donc beaucoup de composantes nulles. Dans ce cadre, M est injective : pour
que l’opération de récupération de s à partir de y ait quelques chances de succès,
il faut qu’il y ait plus de mesures que de composantes au signal recherché. Dans ce
cadre, l’on dispose aussi d’un annihilant à gauche A de M : c’est une matrice m× n
telle que AM = 0 (par exemple, A peut être le projecteur orthogonal sur R(A)⊥).
Alors on connaît b := Ay = Ax et on cherche à écarter les mesures i corrompues par
les perturbations xi 6= 0 en résolvant

{
inf ‖x‖0
Ax = b,

(19.45)

où ‖x‖0 := |{i ∈ [1 :n] : xi 6= 0}| est le compteur de composante non nulle de x,
c’est-à-dire le nombre de ses composantes non nulles (ce n’est pas une norme, par
manque de positivité homogène). Ce problème est NP-ardu [448 ; 1995].

Voir la suite, par exemple, chez Candès et Tao [105 ; 2005].
Problème d’acquisition comprimée (compressed sensing).

19.4.2 Poursuite de base

La poursuite de base (de l’anglais basis pursuit) est une technique d’optimisation
utilisée initialement en traitement du signal qui revient à résoudre un problème de la
forme

(P1)

{
min ‖x‖1
Ax = b,

(19.46)

où l’inconnue est un vecteur x ∈ Rn, ‖ · ‖1 est la norme ℓ1, A est une matrice réelle
m × n et b ∈ Rm. Il s’agit donc de trouver le plus petit vecteur x ∈ Rn, au sens de
la norme ℓ1, qui vérifie les contraintes affines Ax = b. Ce problème est convexe, mais
non lisse.

Comme nous le verrons, l’intérêt du problème est de sélectionner une solution du
système linéaire Ax = b, supposé sous-déterminé (donc avec plus d’une solution),
ayant peu d’éléments non nuls. La non-différentiabilité de la norme ℓ1 joue un rôle-clé
dans l’obtention de cette propriété.
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L’appellation poursuite de base vient de l’algorithme du simplexe qui était proposé
dans l’article original [117 ; 1998] pour résoudre le problème ci-dessus, lequel détermine
une base optimale. Dans la terminologie de cet algorithme, il s’agit d’une sélection dem
colonnes de A telle que la sous-matrice B correspondante soit inversible et détermine
la solution par B−1b.

Motivation

Voici comment on peut être amené à résoudre un problème d’optimisation de
la forme (P1) ci-dessus. Un problème classique en traitement du signal consiste à
trouver une décomposition parcimonieuse (c’est-à-dire formée de peu d’éléments) d’un
signal donné dans un dictionnaire surabondant de signaux, contenant par exemple des
sinusoïdes (décomposition de Fourier), des ondelettes, et bien d’autres signaux. Dans
l’écriture ci-dessus, b est le signal à décomposer, les colonnes de A sont les éléments du
dictionnaire de signaux et les composantes de x sont les coefficients recherchés pour
représenter le signal au moyen des signaux du dictionnaire. On peut donc écrire

b =

m∑

j=1

xjA
j ,

où Aj est la colonne j de A. Lorsque le dictionnaire de signaux Aj est surabondant,
m > n et la décomposition de x comme ci-dessus n’est pas unique. Lorsqu’on cherche
une décomposition parcimonieuse, l’on cherche à avoir le moins de coefficients xj non
nuls. C’est ce qui permet d’avoir une représentation compacte du signal (compression
de celui-ci).

Annuler le plus de coefficients xj revient à résoudre le problème

(P0)

{
min ‖x‖0
Ax = b,

où ‖x‖0 := |{i ∈ [1 :n] : xi 6= 0}| est le nombre d’éléments non nuls de x (ce n’est
pas une norme, car l’homogénéité n’a pas lieu, mais la limite de ‖x‖p lorsque p→ 0,
d’où la notation). Ce dernier problème est malheureusement NP-ardu [448], ce qui
est aujourd’hui un handicap rédhibitoire lorsqu’on veut résoudre des problèmes de
grande taille. Le problème (P1) peut être vu comme une approximation traitable du
problème (P0), pour les raisons suivantes.

Le problème (P1) consiste à trouver un point du sous-espace affine A := {x ∈
Rn : Ax = b} le plus proche de zéro au sens de la norme ℓ1. Comme la boule
unité B1 de cette dernière est polyédrique, elle a un nombre fini de sommets et le
problème (P1) a tendance à trouver une solution en un sommet de val(P1)B1 (on
a noté val(P1) la valeur optimale du problème (P1)) ou sur une face contenant
peu de sommets de cette boule. Or les sommets de val(P1)B1 sont des multiples
des vecteurs de base de Rn, qui ont toutes leurs composantes nulles sauf une ! La
solution de (P1) aura donc tendance à avoir beaucoup d’éléments nuls.

Par ailleurs, le problème (P1) est un problème convexe, qui peut être récrit comme
un problème d’optimisation linéaire (voir ci-dessous) et donc peut être résolu en
temps polynomial.

Cette approche de résolution de (P0) par (P1) a été proposée par [117 ; 1998].
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Analyse du problème

Dualité

Le problème (P1) s’écrit aussi

inf
x∈Rn

sup
y∈Rm

(
‖x‖1 − yT(Ax− b)

)
.

Le dual lagrangien de (P1) est donc le problème

sup
y∈Rm

inf
x∈Rn

(
‖x‖1 − yT(Ax − b)

)
= sup

y∈Rm

(
bTy − sup

x∈Rn

(
(ATy)Tx− ‖x‖1

))
.

En se rappelant l’expression de la conjuguée de la norme (exercice 3.30), le dernier
supremum est nul si ‖ATy‖∞ 6 1 et vaut +∞ sinon, si bien que l’on obtient comme
problème dual lagrangien

(D1)

{
sup bTy
‖ATy‖∞ 6 1.

On a bien sûr le résultat de dualité faible

val(D1) 6 val(P1). (19.47)

Nous allons montrer qu’il y a dualité forte, dans un sens à préciser, entre le primal
(P1) et le dual (D1). Une manière de montrer cette dualité forte est de récrire ces
problèmes sous la forme des problèmes d’optimisation linéaire (P ′

1) et (D′
1) ci-dessous

et d’utiliser la dualité forte entre (P ′
1) et (D′

1) (théorème 17.11). On peut reformuler
le problème (P1) comme un problème d’optimisation linéaire en (u, v) ∈ Rn×Rn sous
forme standard :

(P ′
1)





min eTu+ eTv
(
A −A

)(u
v

)
= b,

u > 0, v > 0.

où e ∈ Rn est le vecteur dont toutes les composantes valent 1. Le lien entre les
variables (u, v) de (P ′

1) et la variable x de (P1) est x = u−v. Quant au problème dual
(D1), on peut l’écrire comme le problème d’optimisation linéaire suivant

(D′
1)

{
sup bTy
−e 6 ATy 6 e.

D’après la section 17.3.1, (D′
1) est le dual lagrangien de (P ′

1). On déduit alors du
théorème 17.11 une partie du résultat de dualité forte suivant. Il y a une différence
toutefois : il n’y a ici jamais de saut de dualité (essentiellement parce que le dual est
toujours réalisable et sa valeur optimale ne peut donc pas être −∞).

Proposition 19.15 (dualité forte en poursuite de base)
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1) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) (P1) est réalisable,
(ii) (P1) a une solution,
(iii) (D1) a une solution.

2) Il n’y a pas de saut de dualité : si les propriétés (i)-(iii) ont lieu val(D1) =
val(P1) ∈ R, sinon val(D1) = val(P1) = +∞.

3) Un point x̄ ∈ Rn est solution de (P1) et un point ȳ ∈ Rm est solution de (D1)
si, et seulement si, (x̄, ȳ) est un point-selle du lagrangien (x, y) ∈ Rn×Rm 7→
‖x‖1 − yT(Ax − b).

Démonstration. 1) Les équivalences entre (i)-(iii) se déduisent directement du thé-
orème 17.11 et de l’équivalence entre (P1) et (P ′

1), d’une part, et (D1) et (D′
1), d’autre

part.
2) D’après le théorème 17.11, il n’y a pas de saut de dualité si les propriétés (i)-(iii)

ont lieu et dans ce cas les valeurs optimales sont finies.
Supposons maintenant que les propriétés (i)-(iii) n’ont pas lieu. Alors (P1) n’a

pas de solution et donc b /∈ R(A) (on le verra au point 1 de la proposition 19.16
ci-dessous, mais c’est évident dès à présent), ce qui revient à dire que val(P1) = +∞.
Mais si b /∈ R(A), on peut écrire b = Ax0+ b1 avec b1 non nul dans R(A)⊥ = N (AT).
Alors, quel que soit t ∈ R, yt := tb1 ∈ N (AT) est admissible pour (D1) et on a
bTyt = t‖b1‖22 → +∞ lorsque t→ +∞. Donc val(D1) = +∞.

3) C’est une conséquence des points 1 et 2 et du théorème 14.3. ✷

Existence de solution, unicité, Conditions d’optimalité

La condition d’existence de solution de (P1) découlant du théorème de Weierstrass,
de nature topologique, est triviale (point 2 de la proposition 19.16 ci-dessous). Mais
le problème (P1) est convexe, si bien que ses conditions d’existence de solution sont
équivalentes à ses conditions d’optimalité ; cette remarque conduit aux conditions
d’existence de solution (19.48) qui s’expriment, comme toutes conditions d’optimalité,
en termes d’un candidat-solution x̄.

On notera que la condition (19.49) prend en compte le cas où b = 0. En effet dans
ce cas x̄ = 0 est l’unique solution de (P1). Les conditions (19.49) n’accepte pas d’utres
points, car si x̄ 6= 0, alors I 6= ∅ et l’injectivité de AI et AI x̄I = 0 impliquerait que
x̄I = 0 ; une contradiction.

Proposition 19.16 (existence, unicité, conditions d’optimalité)
1) L’ensemble des solution de (P1) est un polyèdre convexe, éventuellement vide.
2) Le problème (P1) a une solution si, et seulement si, b ∈ R(A).
3) Un point x̄ ∈ Rn est solution de (P1) si, et seulement si,

{
Ax̄ = b
il existe y ∈ Rm tel que AT

I y = s et ‖AT

Icy‖∞ 6 1,
(19.48)
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où I := {i ∈ [1 :n] : x̄i 6= 0} et s := sgn(x̄I).
4) Un point x̄ ∈ Rn est solution unique de (P1) si, et seulement si,




Ax̄ = b
AI est injective
il existe y ∈ Rm tel que AT

I y = s et ‖AT

Icy‖∞ < 1,
(19.49)

où I := {i ∈ [1 :n] : x̄i 6= 0} et s := sgn(x̄I).

Démonstration. 1) L’ensemble des solutions de (P1) est l’image par l’application
linéaire T : (u, v) ∈ Rn × Rn 7→ u − v ∈ Rn de l’ensemble des solutions du problème
d’optimisation linéaire (P ′

1), qui est un polyèdre convexe. C’est donc un polyèdre
convexe (proposition 2.18).

2) Évidemment, si (P1) a une solution x̄, b = Ax̄ ∈ R(A). Inversement, c’est aussi
évident : l’ensemble admissible est non vide (par la condition b ∈ R(A)) et fermé
(c’est un sous-espace affine en dimension finie) ; puis la coercivité du critère assure
l’existence d’une solution (proposition 1.4).

3) Le problème (P1) étant convexe, x̄ ∈ Rn en est solution si, et seulement si, zéro
est dans le sous-différentiel de la fonction

x ∈ Rn 7→ ‖x‖1 + IA(x), (19.50)

où A := {x ∈ Rn : Ax = b} (corollaire 3.61). Par la proposition 3.71, ceci peut s’écrire

0 ∈ ∂(‖ · ‖1)(x̄) + ∂IA(x̄).

Forcément, x̄ ∈ A, sinon NA(x̄) = ∅. Par ailleurs, ∂(‖ · ‖1)(x̄) = {z ∈ Rn : ‖z‖∞ 6 1,
zTx̄ = ‖x̄‖1} = {z ∈ Rn : zI = s et ‖zIc‖∞ 6 1} =: D (exercice 3.30) et ∂IA(x̄) =
NA(x̄) (exercice 3.28). On voit facilement que NA(x̄) = N (A)⊥ = R(AT), si bien que
l’élément de ∂(‖ · ‖1)(x̄) dans la condition d’optimalité ci-dessus est de la forme ATȳ
avec ȳ ∈ Rm. Dès lors (19.48) a lieu.

4) La fonction (19.50) étant polyédrique, elle a un minimiseur unique si, et seule-
ment si,

0 ∈ (∂(‖ · ‖1)(x̄) + ∂IA(x̄))◦ =
(
D +R(AT)

)◦
,

où on a utilisé les expressions de ∂(‖ · ‖1)(x̄) et ∂IA(x̄) déterminées dans la démons-
tration du point 3. Ceci peut s’exprimer par les deux conditions suivantes :

aff
(
D +R(AT)

)
= Rn, (19.51)

0 ∈ D−◦ +R(AT). (19.52)

La condition (19.51) s’exprime aussi par affD + R(AT) = Rn ou {z ∈ Rn : zI =
s} + R(AT) = Rn. Il n’est pas difficile de montrer par l’algèbre linéaire que cela
équivaut à l’injectivité de AI . La condition (19.52) est équivalente à l’existence d’un
y ∈ Rm tel que ATy ∈ D−◦ = {z ∈ Rn : zI = s et ‖zIc‖∞ < 1}. On a donc montré que
(19.49) équivaut au fait que x̄ est la solution unique de (P1). ✷
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19.4.3 Problème lasso N

Le problème lasso (pour Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) con-
siste à trouver un vecteur x ∈ Rn solution de

{
minx

1
2‖Ax− b‖22

‖x‖1 6 r,
(19.53)

où A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, r > 0, et ‖ · ‖p désigne la norme ℓp. Ce problème est convexe
(critère et contrainte convexe), mais l’on prendra garde à la non-différentiabilité de
sa contrainte.

Le problème lasso, dont le nom imagé a fait florès et a sans doute contribué à la
notoriété de son initiateur [583], est utilisé (en statistiques, en fouille de données,...)
pour résoudre approximativement des problèmes de moindres-carrés linéaires par des
vecteurs ayant beaucoup de composantes nulles (c’est la raison d’être de la norme ℓ1
en contrainte) [466, 467, 584, 585]. L’approche est surtout utile lorsque m ≪ n (il
y a alors beaucoup de x vérifiant Ax = b approximativement et la norme ℓ1 est
utilisée pour sélectionner ceux ayant beaucoup de composantes nulles), alors que le
problème de moindres-carrés linéaire classique (19.1) (sans la contrainte en norme ℓ1
dans (19.53)) est surtout utilisé lorsque m ≫ n (le plus souvent, il n’y a alors pas
de x vérifiant Ax = b).

Commençons par des propriétés de la norme ℓ1.

Lemme 19.17 (norme ℓ1) Le sous-différentiel S(x) := ∂(‖ · ‖1)(x) de la nor-
me ℓ1 en x ∈ Rn s’écrit

S(x) = {x∗ ∈ Rn : x∗i = −1 si xi < 0,

x∗i ∈ [−1,+1] si xi = 0,

x∗i = +1 si xi > 0}. (19.54)

Le cône tangent TrB1(x) à la boule rB1 de rayon r > 0 pour la norme ℓ1 en un
point x de norme ‖x‖1 = r ne dépend pas de r et est le cône dual négatif de S(x) :

TrB1(x) = S(x)−. (19.55)

Démonstration. Le sous-différentiel S(x) est calculé à l’exercice 3.30.
Pour démontrer (19.55), il est utile d’introduire

S0(x) = {x∗ ∈ Rn : x∗i = −1 si xi < 0,

x∗i = ±1 si xi = 0,

x∗i = +1 si xi > 0},

Comme la boule unité pour la norme ℓ∞ (dont les éléments ont leurs composantes
dans [−1, 1]) est l’enveloppe convexe de ses sommets (dont les composantes valent±1),
on a S(x) = coS0(x). Par ailleurs, la boule rB1 est un polyèdre convexe qui s’écrit
rB1 = {x ∈ Rn : Ex 6 r}, où la matrice E a ses 2n lignes formées de tous les vecteurs
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différents de Rn dont les composantes valent ±1. D’après l’exercice 2.43, si l’on note
I := {i : (Ex)i = r}, son cône tangent s’écrit

TrB1(x) = {d ∈ Rn : (Ed)I 6 0}
= {d ∈ Rn : sTd 6 0, ∀ s ∈ S0(x)}
= S(x)−.

Pour la dernière égalité, on a utilisé le fait que le dual négatif de S0(x) est égal à celui
de son enveloppe convexe S(x) (point 3 de la proposition 2.43). ✷

Exhibons maintenant des conditions d’existence et d’unicité de solution du prob-
lème lasso. Dans leur expression, on utilise le rayon r0 défini comme suit :

X0 := argmin{‖Ax− b‖2 : x ∈ Rn} et r0 := inf{‖x‖1 : x ∈ X0}.

Donc X0 est l’ensemble des minimiseurs sans contrainte (il est non vide par la propo-
sition 19.1) et r0 est la distance de zéro à X0 pour la norme ℓ1 (elle est donc finie).

Proposition 19.18 (existence et unicité de solution) Le problème lasso
(19.53) admet une solution. Une telle solution x̄ est unique si, et seulement si,
l’une des deux conditions suivantes est vérifiée
(i) A est injective,
(ii) r 6 r0 et N (A) ∩ S(x̄)+ = {0}.

Démonstration. Le problème a une solution par le théorème de Weierstrass (thé-
orème 1.2), parce que le critère est continu et l’ensemble admissible est non vide et
compact. Soit x̄ une solution du problème.

[⇒] Supposons x̄ soit l’unique solution du problème. Montrons dans un premier
temps que l’on a nécessairement

N (A) ∩ S(x̄)+ = {0}. (19.56)

Soit h ∈ N (A) ∩ S(x̄)+. D’après (19.55), −h ∈ N (A) ∩ T‖x‖1B1
(x) et donc pour

α > 0 petit, x̄α := x̄ − αh vérifie ‖Ax̄α − b‖2 = ‖Ax̄ − b‖2 et, par la polyédricité de
‖x‖1B1, ‖x̄α‖1 6 ‖x̄‖1 6 r. Donc x̄α est aussi solution. L’unicité de celle-ci implique
que h = 0.

On peut maintenant établir qu’une des conditions (i) ou (ii) a lieu. Si (i) n’a pas
lieu, alors nécessairement r 6 r0 (sinon il existe des solutions x̄′ de norme r0 < r et
x̄′+αh est encore solution si h ∈ N (A)\{0} et α est proche de zéro) et donc (ii) a lieu.
Si (ii) n’a pas lieu, alors nécessairement r > r0 (puisque (19.56) est vérifiée) et donc A
doit être injective pour que l’unicité ait lieu (même raisonnement que précédemment).

[⇐] Réciproquement, si (i) a lieu, le critère est strictement convexe et l’unicité de
solution s’en déduit.

Supposons maintenant que (ii) ait lieu et que x̄′ soit une solution du problème. Il
suffit de montrer que h := x̄− x̄′ est dans N (A)∩S(x̄)+, ce qui impliquera que h = 0
et donc que x̄ est la seule solution.
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Montrons que h ∈ N (A). Par convexité de l’ensemble des solutions, x̄α := x̄ − αh
est aussi solution pour tout α ∈ [0, 1]. De l’égalité ‖Ax̄ − b‖2 = ‖Ax̄α − b‖2, on
obtient ‖Ax̄− b‖22 = ‖(Ax̄− b)− αAh‖22, qui après développement donne

−2αhTAT(Ax̄− b) + α2‖Ah‖22 = 0.

Comme cette identité est vraie pour tout α ∈ [0, 1], on en déduit que h ∈ N (A).
Montrons que h ∈ S(x̄)+. Dans ce but, on observe que

‖x̄‖1 = ‖x̄′‖1 = r. (19.57)

En effet, si ‖x̄‖1 < r, x̄ est solution sans contrainte de (19.53) et donc x̄ ∈ X0, ce
qui implique que ‖x̄‖1 > r0, en contradiction avec ‖x̄‖ 6 r < r0 ; pour la même
raison ‖x̄′‖ = r. Alors x̄ et x̄′ ∈ rB1, si bien que −h ∈ TrB1(x̄) = −S(x̄)+, par
(19.55). ✷

Proposition 19.19 (conditions d’optimalité) Soit x̄ ∈ Rn. Les conditions
suivantes sont équivalentes

(i) x̄ est solution du problème lasso (19.53),
(ii) ∃ s ∈ S(x̄) tel que −AT(Ax̄− b) = ‖AT(Ax̄− b)‖∞s,
(iii) −(Ax̄− b)TAx̄ = ‖AT(Ax̄ − b)‖∞∆.

Démonstration. ✷

Montrons que l’on peut prendre comme dual lagrangien du probl¡eme lasso, le
problème

sup
z∈Rn

−
(
1

2
‖Az − b‖22 +∆ ‖ATAz‖∞

)
. (19.58)

Notes

La méthode des moindres-carrés pour l’identification de paramètres a été proposée
par Gauss. Cette approche lui permit de déterminer l’orbite de la planète Cérès en
1801 [62], découverte fortuitement la même année par Piazzi. Cette méthode fut in-
troduite indépendamment par Legendre dans ses « Nouvelles méthodes pour la déter-
mination des orbites des comètes » en 1806 et celui-ci a un temps revendiqué cette dé-
couverte. Il s’est finalement avéré que Gauss fut le premier à en avoir fait l’exposition,
mais dans des notes non publiées datant de 1799. La première référence de Gauss trai-
tant de ce sujet est sa «Theoria motus corporum coelestium » de 1809 [277]. D’autres
éléments historiques sont relatés par Goldstine [265 ; 1977].

Les problèmes de moindres-carrés linéaires et leurs techniques de résolution sont
passés en revue dans les livres et monographies de Hanson et Lawson [304] et de
Björck [61, 62]. Autres ouvrages sur l’estimation de paramètres par moindres-carrés :
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Bard [37 ; 1974] ; Arnold et Beck [22 ; 1977]. Mentionnons aussi la technique de régu-
larisation de ces problèmes due à Tikhonov [586 ; 1963]. Les problèmes de moindres-
carrés linéaires totaux sont passés en revue par Van Huffel et Vandewalle [322].

Le résultat de complexité en O(log ε−1) des théorèmes 19.9 et 19.14 a été obtenu en
reprenant un argument de [597] pour l’algorithme de Levenberg-Morrison-Marquardt,
mais qui peut aussi s’utiliser pour l’analyse de l’algorithme de Gauss-Newton.

L’algorithme de Levenberg-Morrison-Marquardt (LMM) présenté et étudié à la
section 19.3.3 a été proposé par Levenberg [389 ; 1944], avec des notations qui ren-
dent son texte difficile à suivre aujourd’hui ; l’article ne donne pas de résultat de
convergence. Sans référence à Levenberg, ni à quiconque d’ailleurs, Morrison [443 ;
1960] introduit un algorithme similaire en raisonnant à partir de ce que l’on appelle
aujourd’hui la notion de région de confiance (chapitre 9) ; il en donne quelques pro-
priétés mais pas de résultat de convergence. L’approche fut ensuite redécouverte et
analysée par Marquardt [407 ; 1963]. La détermination du paramètre de pénalisa-
tion présentée ici est due à Osborne [465 ; 1976]. Le résultat de convergence globale
(théorème 19.12) que nous donnons est plus fort que celui travaillé dans [465], car il
ne requiert pas la bornitude de {λk}, ni d’hypothèse entraînant celle-ci. La complexité
itérative de l’algorithme de LMM a été étudiée dans [596, 597] ; l’analyse que nous
en donnons dans la démonstration du théorème 19.14 nous semble plus rapide et est
directement inspirée de celle sur la complexité itérative de l’algorithme du gradient
(proposition 6.8). Pour d’autres approches et contributions, voir [437, 643] et leurs
références.

Exercices

19.1. Problème de moindres-carrés linéaire régularisé. Soient E et F deux espaces vectoriels
normés de dimension finie et de normes notées ‖·‖E et ‖·‖F respectivement, A : E → F
une application linéaire et b ∈ F. On considère le problème

(P ) inf
x∈E

‖Ax− b‖F

et sa version régularisée

(Pε) inf
x∈E

‖Ax− b‖αF + ε‖x‖β
E
,

où α > 0, β > 0 et ε > 0.
1) (P ) a une solution.
2) (Pε) a une solution. On en sélectionne une, notée x̄ε.
3) Lorsque ε→ ∞, x̄ε → 0.
4) Lorsque ε ↓ 0, ‖x̄ε‖E croît ; la suite {x̄ε}ε↓0 est bornée et ses points d’adhérence

sont solutions de min{‖x‖E : x ∈ S}, où S est l’ensemble des solutions de (P ).
5) Si E et F sont euclidiens, si ‖ · ‖E et ‖ · ‖F sont associées à un produit scalaire, si

α = β = 2, alors
(Pε) a une solution unique,
εx̄ε converge vers A∗b si ε → ∞ (A∗ est l’opérateur adjoint de A : E → F)
et si, de plus, A∗b 6= 0, alors x̄ε/‖x̄ε‖ → A∗b/‖A∗b‖ (où ‖ · ‖ est une norme
quelconque),
x̄ε converge vers la solution de norme minimale de (P ) si ε ↓ 0.
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19.2. Problème de moindres-carrés linéaire sous région de confiance. Soient A ∈ Rm×n une
matrice, b ∈ Rm et ∆ > 0. On considère le problème suivant

{
min ‖Ax− b‖
‖x‖ 6 ∆.

(19.59)

dans lequel ‖ · ‖ désigne la norme euclidienne sur Rm ou Rn.
1) Montrez que le problème (19.59) a une solution.
2) Justifiez et écrivez les conditions d’optimalité de Karush, Kuhn et Tucker de

(19.59) (de manière à rendre le calcul plus aisé, on pourra élever certaines quan-
tités au carré). Montrez que ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour
l’optimalité.

3) Montrez que l’on peut trouver une solution de (19.59) qui soit dans R(AT).
4) Montrez que (19.59) a une unique solution si, et seulement si,

B̄(0,∆) ∩ {x : AT(Ax− b) = 0} a au plus un élément.

On a noté B̄(0, ∆) la boule fermée de centre 0 et de rayon ∆ pour la norme
euclidienne.

19.3. Approximation de Tchebychev d’un système linéaire surdéterminé [86 ; ex. 5.6]. Soient
A une matrice de type m× n et b ∈ Rm. On considère le problème d’approximation
au sens de Tchebychev ou en norme ℓ∞ suivant :

vtch := min
x∈Rn

‖Ax− b‖∞. (19.60)

Le problème (19.60) n’a pas nécessairement une unique solution, mais il en a au
moins une, d’où l’utilisation du « min ».
1) Montrez que le problème (19.60) a une solution.

On ne connait pas d’expression analytique de vtch, ni a fortiori l’expression analytique
des solutions de (19.60), alors que les solutions du problème de moindres-carrés sont
connues. En particulier, on connait la forme de ses solutions xmc et son résidu optimal

rmc := Axmc − b.

Il est donc naturel de chercher à savoir si ce résidu permet d’estimer vtch et plus
précisément d’en donner une borne inférieure (positive bien sûr).
2) Montrez que

1√
m

‖rmc‖∞ 6 vtch. (19.61)

On montre maintenant que la dualité permet de resserrer cette estimation de vtch.
3) Montrez dans quel sens on peut considérer que le problème

max
y∈R

m

‖y‖161

ATy=0

bTy (19.62)

est dual du problème (19.60). Montrez que (19.62) a une solution.
4) On suppose ici que rmc 6= 0 (dans le cas contraire, vtch = 0 et il n’y a donc pas

lieu de trouver un minorant strictement positif de vtch). En choisissant bien un
point admissible du problème dual (19.62), montrez que l’on a

‖rmc‖22
‖rmc‖1

6 vtch.

Montrez que ce minorant est meilleur que celui donné en (19.61).
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19.4. Meilleure résolution d’un système linéaire non réalisable. On considère le problème
d’optimisation en x ∈ Rn suivant

(P ) inf
x∈Rn

‖Ax− b‖,

où A ∈ Rm×n, b ∈ Rm et ‖ ·‖ est une norme quelconque sur Rm. On note f : Rn → R
la fonction convexe définie en x ∈ Rn par f(x) = ‖Ax− b‖.
1) Montrez que le sous-différentiel de f en x ∈ Rn, pour le produit scalaire euclidien,

s’écrit
∂f(x) = {ATy : ‖y‖d 6 1, yT(Ax− b) = ‖Ax− b‖}, (19.63)

où ‖ · ‖d désigne la norme duale de ‖ · ‖ pour le produit scalaire euclidien.
2) Montrez dans quel sens on peut considérer le problème (D) ci-dessous comme

un problème dual min-max (section 14.1.1) de (P ) :

(D)







supy∈Rm bTy

ATy = 0
‖y‖d 6 1.

3) Montrez que (P ) et (D) ont une solution et qu’il n’y a pas de saut de dualité.
4) Montrez que l’ensemble des solutions de (P ) s’écrit

Sol(P ) = C +N (A),

où C est le convexe {x ∈ R(AT) : ‖Ax− b‖ = val(P )} et que C est réduit à un
point lorsque ‖ · ‖ est la norme ℓ2 de Rm.

5) Montrez que, lorsque la norme utilisée dans (P ) est la norme ℓ1, le problème (P )
peut s’écrire comme un problème d’optimisation linéaire.

R(A)

Ax̄1

Ax̄2

b

Remarque. Si ‖ · ‖ est la norme ℓ1, en résolvant (P ), on
cherche à satisfaire exactement le plus grand nombre possible
d’équations scalaires du système Ax = b (qui est éventuelle-
ment non réalisable), tout en minimisant l’erreur ‖Ax − b‖1,
sans savoir a priori quelles sont ces équations scalaires qui peu-
vent être résolues exactement. Ceci est illustré en dimension
m = 2 à la figure ci-jointe. On voit que la solution x̄1, obtenue
avec la norme ℓ1 rend la seconde composante de Ax̄1 égale à
celle de b, donc la seconde équation du système, c’est-à-dire
(Ax̄1− b)2 = 0, est vérifiee. Par contre, la solution x̄2, obtenue
avec la norme ℓ2, rend toutes les composantes de Ax̄2 dif-
férentes de celles de b. Par ailleurs, la résolution en norme ℓ2,
qui ne demande que la résolution d’un système linéaire, est moins coûteuse que la résolution
en norme ℓ1, laquelle requiert la résolution d’un problème d’optimisation linéaire.
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L’optimisation semi-définie positive (optimisation SDP ou OSDP) a connu un
essor important dans les années 1990 pour au moins quatre raisons. D’abord, bien
qu’ils soient non linéaires, les problèmes d’optimisation SDP peuvent être résolus en
un nombre d’itérations polynomial. Ensuite, un grand nombre de problèmes convexes
ont pu être exprimés dans ce formalisme, ce qui montre par conséquent qu’ils sont
polynomialement résolubles. Puis, certains problèmes non convexes (en particulier des
problèmes combinatoires) ont une relaxation SDP précise, qui permet de leur trouver
rapidement une solution approchée de qualité. Enfin, certains problèmes non convexes
peuvent être approché par une hiérarchie de problèmes SDP dont les valeurs optimales
convergent vers celle du problèmes original (mais se pose dans des espaces vectoriels
de dimension de plus en plus grande).

Les problèmes d’optimisation SDP ont une structure assez semblable à celle de
l’optimisation linéaire (OL), ce qui les rend très vite familiers. Les résultats que l’on
connaît en OL ne s’étendent cependant pas tous tels quels à l’optimisation SDP ; on
ne peut guère en être étonné, vu la généralité du formalisme. Notre compte-rendu
s’attachera à relever quelques subtilités qui ne peuvent être ignorées.

Connaissances supposées. La dualité par perturbation (section 14.2) pour établir
l’existence de solutions primale et duale ; la notion de fonction asymptotique (sec-
tion 3.3.4) pour l’existence du chemin central.

20.1 Définition du problème d’optimisation SDP

20.1.1 Les problèmes primal et dual

Les cônes Sn
+

et Sn
++

On note Sn l’espace vectoriel des matrices d’ordre n symétriques, qui est de dimen-
sion n(n+1)/2, Sn+ le cône de Sn formé des matrices semi-définies positives et Sn++ le
cône de Sn formé des matrices définies positives. On note aussi A < B [resp. A ≻ B]
au lieu de A−B ∈ Sn+ [resp. A−B ∈ Sn++]. La relation < introduit un ordre partiel sur
Sn, dit de Löwner. Les relations 4 et ≺ s’introduisent naturellement : A 4 B équiv-
aut à B − A < 0 et A ≺ B équivaut à B − A ≻ 0. On munit Sn du produit scalaire
〈A,B〉 = trAB =

∑n
i,j=1 AijBij (trA désigne la trace de la matrice A). La norme

associée à ce produit scalaire est le norme de Frobenius ‖A‖F = (
∑n

i,j=1 A
2
ij)

1/2.
Voici quelques propriétés des cônes Sn+ et Sn++ qui nous seront utiles.
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Lemme 20.1 (cônes Sn+ et Sn++)
1) A < 0 ⇐⇒ ∀B < 0, on a 〈A,B〉 > 0.
2) A ≻ 0 ⇐⇒ ∀B < 0 non nulle, on a 〈A,B〉 > 0.
3) Si A et B ∈ Sn+, on a 〈A,B〉 = 0 ⇐⇒ AB = 0.

Démonstration. 1) C’est l’exercice 2.35.
2) Soit A ≻ 0. Si B < 0 est non nulle, elle a une factorisation spectrale B =∑n

i=1 λiviv
T

i avec au moins un λi > 0 (les autres valeurs propres sont > 0). Alors
〈A,B〉 = ∑n

i=1 λi tr(Aviv
T

i ) =
∑n

i=1 λiv
T

i Avi > 0, puisque tous les vTi Avi > 0 et au
moins un des λi > 0.

Inversement, supposons que 〈A,B〉 > 0 pour toute matrice B < 0 non nulle. En
prenant B = vvT < 0, avec v quelconque non nul, on doit avoir 0 < 〈A,B〉 = vTAv,
ce qui montre que A ≻ 0.

3) Il est clair que AB = 0 implique que 〈A,B〉 = 0. Réciproquement, avec la
factorisation spectrale de A =

∑n
i=1 λiviv

T

i (les λi sont > 0) et 〈A,B〉 = 0, on a∑
i λiviBv

T

i = 0. Comme B ∈ Sn+, on en déduit que Bvi = 0 lorsque λi > 0. Alors
AB =

∑n
i=1 λiviv

T

i B = 0. ✷

La propriété du point 1, attribuée à Fejér, exprime l’autodualité du cône Sn+ :

(Sn+)+ = Sn+.

Si v est un vecteur, on notera Diag(v) la matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont les composantes vi de v.

Le problème primal

On se donne C ∈ Sn, A : Sn → Rm une application linéaire, et b ∈ Rm. Le
problème primal consiste à trouver X ∈ Sn solution de

(P )





inf 〈C,X〉
A(X) = b
X < 0.

(20.1)

Ce problème a une structure très semblable à la forme standard (17.1) d’un problème
d’optimisation linéaire. À première vue, les seules différences sont que l’on travaille
sur l’espace des matrices Sn plutôt que Rn (mais cela reste un espace vectoriel) et que
la contrainte de positivité est remplacée par la contrainte de semi-définie positivité de
la matrice X (d’où le nom du problème). Il n’y en a pas d’autres en effet, mais cela
implique que certaines propriétés de l’optimisation linéaire ne seront pas conservées
en optimisation SDP. Examinons le problème plus en détail.

Le critère et la contrainte d’égalité sont linéaires (ou affines), mais la contrainte
d’appartenance au cône Sn+ est « très » non linéaire, éventuellement non différentiable.
Elle exprime en effet que vTXv > 0 pour tout v ∈ Rn ; de ce point de vue, (20.1) est
un problème d’optimisation semi-infinie (il a un nombre infini de contraintes). Elle
exprime aussi que toutes les valeurs propres de X (des fonctions non linéaires et non
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différentiables de X) doivent être positives ; de ce point de vue, le problème primal est
non convexe et non différentiable. Elle exprime enfin que tous les mineurs principaux
de X (des polynômes des éléments de X) doivent être positifs ; de ce point de vue, le
problème primal est non linéaire, non convexe, à données polynomiales.

On note val(P ) la valeur optimale de (P ) et

Fp := {X ∈ Sn : A(X) = b, X < 0} (20.2a)

Fs
p

:= {X ∈ Sn : A(X) = b, X ≻ 0}, (20.2b)

les ensembles des matrices admissibles et strictement admissibles de (P ).
On peut représenter A au moyen de m matrices Ai ∈ Sn (théorème A.3 de Riesz-

Fréchet). On a

A(X) =



〈A1, X〉

...
〈Am, X〉


 . (20.3)

Dans cette représentation, l’application A est surjective si, et seulement si, les matri-
ces Ai sont linéairement indépendantes dans Sn.

Le problème dual

On se donne un produit scalaire sur Rm, également noté 〈·, ·〉, et l’on introduit
l’opérateur A∗ : Rm → Sn adjoint de A, qui est défini par

∀X ∈ Sn, ∀ y ∈ Rm : 〈A(X), y〉 = 〈X,A∗(y)〉.

La méthode la plus simple pour obtenir un dual de (P ) est d’utiliser la dualisation
lagrangienne de sa contrainte d’égalité. On utilise le lagrangien ℓ : Sn+ × Rm → R
défini par

ℓ(X, y) = 〈C,X〉 − 〈y,A(X)− b〉 (20.4)

et l’on écrit (P ) comme un inf-sup :

inf
X∈Sn

+

sup
y∈Rm

ℓ(X, y).

Le problème dual s’obtient alors en inversant l’infimum et le supremum (c’est la
dualité min-max de la section 14.1). En utilisant le lemme 20.1, on obtient

sup
y∈Rm

inf
X∈Sn

+

ℓ(X, y) = sup
y∈Rm

inf
X∈Sn

+

〈C −A∗(y), X〉+ 〈b, y〉

= sup
y∈Rm

{
〈b, y〉 si C −A∗(y) < 0
−∞ sinon.

Le problème dual de (P ) obtenu par ce procédé consiste donc à trouver (y, S) ∈
Rm × Sn solution de

(D)





sup 〈b, y〉
A∗(y) + S = C
S < 0.

(20.5)
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On note val(D) sa valeur optimale et

Fd := {(y, S) ∈ Rm × Sn : A∗(y) + S = C, S < 0} (20.6a)

Fs
d

:= {(y, S) ∈ Rm × Sn : A∗(y) + S = C, S ≻ 0}, (20.6b)

les ensembles des couples admissibles et strictement admissibles de (D). On notera
enfin

F := Fp × Fd et Fs := Fs
p
×Fs

d
.

Si l’on utilise le produit scalaire euclidien dans Rm et si l’on prend la représentation
(20.3) de A, son adjoint A∗ s’écrit

A∗(y) =
m∑

i=1

Aiyi.

Dans ce cas, le problème dual peut se voir comme celui cherchant à maximiser une
forme linéaire en y sur Sn, tout en imposant qu’une combinaison affine de matrices
(avec coefficients yi) soit semi-définie positive :

C −
m∑

i=1

Aiyi < 0. (20.7)

Rappelons que cette dernière relation est ce que l’on appelle une inégalité matricielle
linéaire (on devrait dire affine) ; IML en abrégé.

La proposition ci-dessous donne quelques conséquences simples de la dualisation
lagrangienne de (P ). Le point 1 est connu sous le nom de dualité faible. L’écart val(P )−
val(D) entre valeurs optimales primale et duale est appelé le saut de dualité. Le point 2
montre que 〈X,S〉 est l’écart entre valeurs primale et duale pour un triplet admissible
(X, y, S) ∈ F . Le point 3 donne une condition suffisante d’optimalité élémentaire,
mais bien utile.

Proposition 20.2 (conséquences de la dualisation lagrangienne)
1) val(D) 6 val(P ).
2) (X, y, S) ∈ F =⇒ 〈C,X〉 − 〈b, y〉 = 〈X,S〉 > 0.
3) (X, y, S) ∈ F et 〈X,S〉 = 0 =⇒ X ∈ Sp et (y, S) ∈ Sd.

Démonstration. 1) C’est l’inégalité de dualité faible, issue de la technique de dualité
min-max utilisée pour définir (D) ; voir la proposition 14.2.

2) Si (X, y, S) ∈ F , alors 〈C,X〉 = 〈A∗(y) + S,X〉 = 〈y,A(X)〉 + 〈X,S〉 =
〈y, b〉+ 〈X,S〉. De plus 〈X,S〉 > 0 car X < 0 et S < 0.

3) Si (X, y, S) ∈ F , on a 〈b, y〉 6 val(D) 6 val(P ) 6 〈C,X〉. Comme 〈X,S〉 = 0,
〈b, y〉 = 〈C,X〉 et donc on a égalité partout dans la relation précédente, ce qui implique
que X ∈ Sp et (y, S) ∈ Sd. ✷

La réciproque du point 3 est fausse en général (exemple 20.7-4), mais on verra
qu’elle a lieu si Fs 6= ∅ et A est surjective (corollaire 20.10). Losrqu’elle a lieu, (X, y)
est un point-selle du lagrangien ℓ défini en (20.4) sur Sn+ × Rm (exercice 20.3).
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Dualisation par perturbation

On peut obtenir le même dual (20.5) en utilisant une technique de perturbation
de la contrainte d’égalité. La fonction valeur associée s’écrit

vSDP : Rm → R : p 7→ vSDP(p) = inf
X∈Sn

A(X)=b+p
X<0

〈C,X〉. (20.8)

Sa conjuguée est la fonction v∗
SDP

: Rm → R définie par

v∗
SDP

(y) = sup
p∈Rm

(
〈y, p〉 − inf

X<0

[
〈C,X〉+ I{X:A(X)=b+p}(X)

])

= sup
X<0

(
−〈C,X〉+ sup

p∈Rm

[
〈y, p〉 − I{X:A(X)=b+p}(X)

])

= sup
X<0

(
−〈C,X〉+ 〈y,A(X)− b〉

)

= −〈b, y〉 − inf
X<0
〈C −A∗(y), X〉

=

{
−〈b, y〉 si C −A∗(y) < 0
+∞ sinon.

Avec cette technique de perturbation, le dual consiste à maximiser la fonction concave
y 7→ −v∗SDP(y), si bien que l’on retrouve le même problème dual que par la dualisation
lagrangienne.

De même, on peut retrouver le primal (20.1) par perturbation la contrainte
d’égalité du dual (20.5). La fonction valeur associée s’écrit

wSDP : Sn → R : P 7→ wSDP(P ) = inf
(y,S)∈R

m×Sn

A∗(y)+S+P=C
S<0

−〈b, y〉. (20.9)

Sa conjuguée est la fonction w∗
SDP : Sn → R définie par

w∗
SDP

(X) = sup
P∈Sn


〈X,P 〉 − inf

(y,S)
S<0

[
−〈b, y〉+ I{(y,S):A∗(y)+S+P=C}(y, S)

]



= sup
(y,S)
S<0

(
〈b, y〉+ sup

P∈Sn

[
〈X,P 〉 − I{(y,S):A∗(y)+S+P=C}(y, S)

])

= sup
(y,S)
S<0

(〈b, y〉+ 〈X,C −A∗(y)− S〉)

= 〈C,X〉 − inf
(y,S)
S<0

(〈A(X)− b, y〉+ 〈X,S〉)

=

{
〈C,X〉 si A(X) = b et X < 0
+∞ sinon.

Avec cette technique de perturbation, le primal consiste à minimiser la fonction con-
vexe X 7→ w∗

SDP(X), qui est bien le problème (20.1).
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20.1.2 Réalisabilités primale et duale

Intéressons-nous à présent à la question de la réalisabilité des problèmes primal et
dual. Quand peut-on trouver une matrice X < 0 telle que A(X) = b ? Quand peut-on
trouver un vecteur y ∈ Rm tel que A∗(y) 4 C ? Les contraintes sont-elles qualifiées
et dans quel sens ?

Dans (Rn,>), une partie de ces questions trouve une réponse dans le lemme de
Farkas (proposition 2.45). Une application de ce lemme à l’optimisation SDP s’obtient
en prenant E := Sn, F := Rm, l’application linéaire A : Sn → Rm et K := Sn+ ; cela
donne

{y ∈ Rm : A∗(y) < 0}+ = adhA(Sn+). (20.10)

On ne peut pas se passer de l’adhérence à droite, car A(Sn+) n’est pas nécessaire-
ment un fermé, alors que le cône dual à gauche est toujours fermé (point 1 de la
proposition 2.43) ; voir l’exercice 2.23 pour un exemple de cône A(Sn+) non fermé.

L’identité (20.10) nous donnera de l’information sur l’admissibilité du problème
primal (20.1). Pour avoir de l’information sur l’admissibilité du problème dual (20.5),
on utilise le lemme de Farkas sous la forme du point 1 de l’exercice 2.38, avec E := Rm,
F := Sn, l’application linéaire A∗, K = Rm et L = Sn+ ; cela donne

{X ∈ Sn+ : A(X) = 0}+ = adh
(
A∗(Rm) + Sn+

)
, (20.11)

Le résultat suivant est une conséquence directe des identités (20.10) et (20.11). La
proposition s’énonce de manière plus concise si l’on introduit les définitions suivantes.
On dit que le système en X ∈ Sn,

A(X) = b et X < 0, (20.12)

est quasi-réalisable si b ∈ adhA(Sn+), c’est-à-dire si, pour tout ε > 0, il existe bε ∈ Rm

et Xε ∈ Sn+ tels que ‖bε − b‖ 6 ε et A(Xε) = bε. De même, on dit que le système en
(y, S) ∈ Rm × Sn,

A∗(y) + S = C et S < 0, (20.13)

est quasi-réalisable si C ∈ adh (A∗(Rm) + Sn+), c’est-à-dire si, pour tout ε > 0, il
existe Cε ∈ Sn, yε ∈ Rm et Sε ∈ Sn+ tels que ‖Cε − C‖ 6 ε et A∗(yε) + Sε = Cε.
Évidemment, ces systèmes sont quasi-réalisables s’ils sont réalisables.

Proposition 20.3 (quasi-réalisabilités primale et duale)
1) Le système primal (20.12) est quasi-réalisable si, et seulement si, 〈b, y〉 > 0

pour tout y ∈ Rm tel que A∗(y) < 0.
2) Le système dual (20.13) est quasi-réalisable si, et seulement si, 〈C,X〉 > 0

pour tout X ∈ Sn+ tel que A(X) = 0.

La quasi-réalisabilité des systèmes (20.12) et (20.13) n’est pas une propriété très
forte (elle n’assure même pas leur réalisabilité !). Numériquement, il est certainement
préférable d’avoir une réalisabilité plus robuste, insensible à de petites perturbations
du second membre. On définit donc les concepts suivants. On dit que le système
(20.12) est fortement réalisable si
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b ∈ intA(Sn+).

De même, on dit que le système (20.13) est fortement réalisable si

C ∈ int (A∗(Rm) + Sn+).

Comme le montre la proposition suivante, ces concepts ont un lien avec la condition
de qualification de Robinson (4.100), notée (QC-R), pour les ensembles admissibles
écrits sous la forme (4.65), à savoir

Fp = {X ∈ Sn : cP (X) ∈ GP} (20.14)

Fd = {(y, S) ∈ Rm × Sn : cD(y, S) ∈ GD}, (20.15)

avec

cP : X ∈ Sn → (A(X)− b,X) ∈ Rm × Sn et GP = {0Rm} × Sn+,
cD : (y, S) ∈ Rm × Sn → (A∗(y) + S − C, S) ∈ Sn × Sn et GD = {0Sn} × Sn+.

Ce lien n’est guère surprenant si l’on se remémore le corollaire 4.60 assurant la stabilité
de l’ensemble admissible pour de petites perturbations (ce que l’on exprime dans ces
conditions de réalisabilité fortes) lorsque la condition de Robinson est vérifiée. Ce
corollaire a donc une réciproque dans le cas qui nous occupe ici. On notera bien que
si la surjectivité est de rigueur dans la conditions (ii) de la proposition ci-dessous, elle
ne l’est pas dans sa condition (ii′).

Proposition 20.4 (réalisabilités primale et duale fortes)
1) Si Fp 6= ∅, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) le système primal (20.12) est fortement réalisable,
(ii) Fs

p
6= ∅ et A est surjective,

(iii) (QC-R) a lieu en un/tout point de Fp, exprimé sous la forme (20.14),
(iv) {(d,D) ∈ Rm × Sn : 〈b, d〉 > 0, A∗(d) +D = 0, D < 0} = {0}.

2) Si Fd 6= ∅, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i′) le système dual (20.13) est fortement réalisable,
(ii′) Fs

d
6= ∅,

(iii′) (QC-R) a lieu en un/tout point de Fd, exprimé sous la forme (20.15),
(iv′) {D ∈ Sn : 〈C,D〉 6 0, A(D) = 0, D < 0} = {0}.

Démonstration. 1) [(i)⇒ (ii)] Montrons la surjectivité de A : soit b′ ∈ Rm. Comme
b ∈ intA(Sn+), il existe X ∈ Sn+ tel que A(X) = b et (1 − t)b + tb′ = A(Xt) avec
Xt ∈ Sn+ pour t > 0 assez petit. Alors b′ = A(Xt − (1 − t)X)/t, qui est donc bien
dans R(A).

D’autre part, comme b ∈ intA(Sn+), on peut trouver un t > 0 tel que b− tA(I) ∈
A(Xt) pour un X0 < 0, ce qui s’écrit A(X0 + tI) = b. Comme X0 + tI ≻ 0, Fs

p
est

non vide.
[(ii) ⇒ (iii)] Soit X0 ∈ Fp. On choisit de montrer que (QC-R) a lieu en X0 dans

son expression (4.101c), qui s’écrit ici sous « forme matricielle »
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(
A
I

)
Sn −

(
0Rm

TX0 Sn+

)
=

(
Rm

Sn
)
. (20.16)

Il s’agit de montrer que, grâce à (ii), tout élément du membre de droite dans (20.16)
peut s’exprimer sous la forme donnée dans le membre de gauche de cette identité. Soit
(v, S) ∈ Rm × Sn. Par la surjectivité de A, supposée dans (ii), il existe une matrice
X ∈ Sn telle que A(X) = v. Par ailleurs, par (ii), il existe une matrice X̂ ≻ 0 telle
que A(X̂) = b. Alors la matrice Xt = X + t(X̂ −X0) vérifie la première équation de
(20.16), à savoir A(Xt) = v quel que soit t ∈ R, ainsi que la seconde équation pour
t > 0 assez grand. En effet, grâce à (2.57), pour montrer que Xt−S ∈ TX0 Sn+, il suffit
de constater que, pour tout v ∈ N (X0), on a vT(Xt − S)v = vT(X − S + tX̂)v > 0
pour t assez grand.

[(iii)⇒ (iv)] Si (iii) a lieu en X0 ∈ Fp, on a (20.16). Par ailleurs, la condition (iv)
peut s’écrire





(
d
D

)
∈
(
Rm

Sn
)

:



bT 0
A∗ I
0 I



(
d
D

)
∈




R+

{0Sn}
Sn+





 = {0}. (20.17)

En prenant le dual de chaque membre et en utilisant le lemme de Farkas, on trouve
(on peut ôter l’adhérence à gauche, voir le point 3 de l’exercice 2.12)

(
b A 0
0 I I

)

R+

Sn
Sn+


 =

(
Rm

Sn
)
. (20.18)

Pour démontrer (20.18), on prend (v, S) ∈ Rm × Sn dans son membre de droite et
on cherche à le représenter par un élément de son membre de gauche. En prenant
−(v+A(I), S) ∈ Rm×Sn dans le second membre de (20.16), on obtient X1 ∈ Sn tel
que

A(X1) = −v −A(I) et X1 + S < 0 dans N (X0).

Alors X1+S+I ≻ 0 dans N (X0), si bien qu’il existe t > 0 tel que X1+S+I+tX0 ≻ 0
(lemme B.3 de Finsler). En définissant X := −(X1 + I + tX0), on a

tb+A(X) = v et S −X < 0,

si bien que (20.18) est démontré.
[(iv) ⇒ (i)] Il suffit de montrer que b est un point absorbant de A(Sn+) (proposi-

tion 2.15). Soit d ∈ Rm. Il s’agit de trouver un scalaire t > 0 tel que b+ td ∈ A(Sn+).
On utilise l’expression (20.18) de (iv) et on prend (−b− d, 0Sn) ∈ Rm × Sn dans son
membre de droite. Il existe donc (α,X1) ∈ R+ × Sn tel que

αb +A(X1) = −b− d et −X1 < 0.

Alors X := −X1/(1 +α) et t = 1/(1 +α) > 0 vérifie A(X) = b+ td et X < 0, si bien
que b+ td ∈ A(Sn+).

2) La démonstration est proposée à l’exercice 20.4. ✷

Notons que l’on peut obtenir des caractérisations de réalisabilité en termes de
géométrie algébrique [355 ; 2013].
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20.2 Exemples de modélisation SDP

Beaucoup de problèmes convexes ont une formulation SDP. L’intérêt d’exhiber
une telle formulation est de montrer que l’on peut les résoudre par des algorithmes
polynomiaux, souvent efficaces. Les exemples ont été choisis pour leur diversité. Cer-
tains problèmes non convexes ont une relaxation SDP précise, c’est-à-dire qu’il existe
un problème d’optimisation SDP dont la valeur optimale est proche de celle du prob-
lème original. Nous en présentons quelques-unes parmi les plus citées. On trouvera
d’autres exemples dans [456, 84, 626, 44, 158].

Commençons par quelques remarques qui nous permettrons de voir plus facilement
quand est-ce qu’un problème d’optimisation peut se mettre sous forme SDP.

1) On peut toujours faire passer en contrainte le critère d’un problème d’optimisa-
tion, comme à la proposition 1.13. On veut dire par là, que le problème

inf{f(x) : c(x) ∈ G},

où f : E → R et c : E → F sont des fonctions définies sur un ensemble E et G est
une partie de l’ensemble F , est équivalent au problème

inf{t : f(x) 6 t, c(x) ∈ G}.

Par conséquent, il s’agira de voir si les variables du problème d’optimisation dont
on cherche une formulation SDP peuvent s’interpréter comme des variables ma-
tricielles et si les fonctions définissant le problème (dans le critère ou les con-
traintes) peuvent s’écrire comme des fonctions matricielles à valeurs dans un Rm

(formulation primale) ou des IML (formulation duale). Souvent, dans les exemples
qui suivent, on ne s’intéressera qu’à ce second aspect de la formulation SDP.

2) Une contrainte qui s’écrit sous la forme F (y) < 0, avec F : Rm → Sn affine, est
bien une IML puisqu’elle s’écrit sous la forme (20.7), avec

C = F (0) ∈ Sn et Ai := −
∂F

∂yi
(0) ∈ Sn.

3) Dans les exemples que nous donnons ci-dessous, on utilise parfois l’équivalence
suivante

K :=

(
A B
BT C

)
≻ 0 ⇐⇒ A ≻ 0 et As

K ≻ 0, (20.19)

dans laquelle A et C sont symétriques, B est de type adéquat et la matrice As
K :=

C −BTA−1B est le complément de Schur de A dans K.

Démonstration. D’abord, il est clair que la définie positivité de K entraîne celle
de A. On peut donc montrer l’équivalence en supposant que A ≻ 0. On a alors la
factorisation gaussienne par blocs de K suivante

(
A B
BT C

)
=

(
I 0

BTA−1 I

)(
A 0
0 As

K

)(
I A−1B
0 I

)
.

Comme les deux matrices extrêmes dans le membre de droite sont inversibles et
que A ≻ 0, on a l’équivalence (20.19). ✷
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Des conditions équivalentes à la semi-définie positivité de K sont données à
l’exercice 20.7.

4) Si B ∈ Rm×n et t ∈ R, l’équivalence (20.44) avec C = tIn et A = tIm permet de
voir que

‖B‖ 6 t ⇐⇒ t2 − λmax(B
TB) < 0 ⇐⇒

(
tIm B
BT tIn

)
< 0, (20.20)

où ‖B‖ := max{‖Bx‖2 : ‖x‖2 6 1}, qui est aussi la plus grande valeur singulière
de B.

5) Certains problèmes s’expriment au moyen de plusieurs matrices X i, i ∈ [1 : s],
d’ordre respectif ni, qui doivent être semi-définies positives et d’un vecteur xl ∈ Rnl

qui est requis d’être positif. Matrices et vecteurs sont reliés par une contrainte
affine de la forme A(X1, . . . , Xs, x) = b. On peut se ramener au problème SDP
primal (20.1) en introduisant une matrice X d’ordre

∑s
i=1 ni + nl, contenant les

matrices X i et les composantes du vecteur xl sur sa diagonale et en ajoutant des
contraintes linéaires imposant la nullité des éléments en dehors de cette diagonale
par blocs. Cependant, dans un but numérique, il est préférable de développer la
théorie et l’algorithmique du problème avec les variables (X1, . . . , Xs, xl) consid-
érées séparément [575, 591, 240].

20.2.1 Optimisation linéaire

Le plus simple est d’obtenir une formulation SDP équivalente du problème d’op-
timisation linéaire dual {

sup bTy
ATy 6 c.

Il suffit en effet d’exprimer la contrainte sous la forme d’une IML équivalente :

ATy 6 c ⇐⇒ Diag

(
c−

m∑

i=1

AT

i : yi

)
< 0

⇐⇒ Diag(c)−
m∑

i=1

Diag(AT

i : )yi < 0.

20.2.2 Optimisation quadratique convexe

On considère un problème d’optimisation quadratique convexe, écrit sous la forme
suivante (de manière à renforcer l’analogie avec le problème d’optimisation SDP équiv-
alent que l’on obtient) :

{
sup bTy
yTCiy − dTi y − ei 6 0, pour i = [1 :m],

où les Ci < 0 (ce qui assure la convexité du problème). On aura une formulation SDP
de ce problème (sous la forme du problème dual), si l’on montre que la contrainte
peut s’écrire sous forme d’IML.
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Première formulation SDP

On factorise Ci = GT

i Gi (via une factorisation spectrale ou de Cholesky, par
exemple), puis on observe que

yTCiy − dTi y − ei 6 0 ⇐⇒
(

I Giy
yTGT

i dTi y + ei

)
< 0.

Cette équivalence vient du fait que −(yTCiy − dTi y − ei) est le complément de Schur
de I dans la matrice à droite. Par ailleurs, la condition de droite est bien une IML
(une combinaison affine de matrices doit être semi-définie positive).

Seconde formulation SDP

On conserve la factorisation Ci = GT

i Gi et l’on observe que

yTCiy − dTi y − ei 6 0 ⇐⇒




(1 + dTi y + ei)I

(
1− dTi y − ei

2Giy

)

(
1− dTi y − ei

2Giy

)T

1 + dTi y + ei


 < 0.

En effet, chacun des deux membres de cette équivalence implique que 1+dTi y+ei > 0 :
celui de gauche parce que Ci < 0, celui de droite parce qu’autrement 1 + dTi y + ei
serait nul et cela impliquerait que les sous-matrices sur la diagonale gauche devraient
être nulles, ce qui est impossible dans ce cas. L’équivalence se déduit alors en utilisant
le complément de Schur.

20.2.3 Minimisation de la valeur propre maximale

On se donne une application matricielle affine x ∈ Rn 7→ M(x) = A0 +∑m
i=1 xiAi ∈ Sn et l’on cherche à résoudre le problème d’optimisation

inf
x∈Rn

λmax(M(x)).

On sait qu’il s’agit d’un problème convexe non différentiable (λmax(M(·)) n’est pas
différentiable lorsque son argument x est tel que λmax(M(x)) n’est pas simple).

La transformation se fait en plaçant dans un premier temps le critère en contrainte
{
inf(x,t) t
λmax(M(x)) 6 t,

puis en exprimant la contrainte par une inégalité matricielle linéaire

λmax(M(x)) 6 t ⇐⇒ tI −M(x) < 0.
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20.2.4 Minimisation de la norme matricielle ℓ2

On se donne une application matricielle affine x ∈ Rn 7→ M(x) = A0 +∑m
i=1 xiAi ∈ Sn et l’on cherche à résoudre le problème d’optimisation

inf
x∈Rn

‖M(x)‖2.

Ce problème est équivalent au précédent si M(x) < 0, ce que l’on ne suppose pas ici.
La transformation en problème d’optimisation SDP s’obtient à nouveau en faisant

d’abord passer le critère en contrainte
{
inf(x,t) t
‖M(x)‖2 6 t,

puis en exprimant la contrainte par une inégalité matricielle linéaire

‖M(x)‖2 6 t ⇐⇒ vTM(x)2v 6 t2‖v‖22, ∀ v
⇐⇒ t2I −M(x)2 < 0

⇐⇒
(

tI M(x)
M(x) tI

)
< 0.

La dernière équivalence se vérifie directement si t = 0 (car alors on doit avoir M(x) =
0) et en passant par le complément de Schur si t > 0.

20.2.5 Minimisation globale de polynômes

On note R[x] l’ensemble des polynômes à n indéterminées x = (x1, . . . , xn) et à
coefficients dans R. Un tel prolynôme s’écrit

p(x) =
∑

α∈Nn

pαx
α,

où α = (α1, . . . , αn) est un n-uple d’entiers, xα := xα1
1 xα2

2 · · ·xαn
n est appelé un

monôme et il n’y a qu’un nombre fini de coefficients pα ∈ R non nuls. Le degré de p
est défini par deg p := maxα{|α| : pα 6= 0}, où |α| =∑n

i=1 αi.
Le problème de minimiser p sur Rn peut s’écrire comme un problème d’optimisation

à une inconnue et un nombre infini de contraintes :
{
supλ∈R λ
p(x)− λ > 0, ∀x ∈ Rn.

(20.21)

On cherche donc un moyen d’exprimer la contrainte de ce problème, à savoir de
caractériser la positivité de p−λ, si possible au moyen d’un nombre fini de conditions
de manière à pouvoir le résoudre numériquement.

Un nombre réel positif est le carré d’un autre nombre réel (sa racine carrée). Mais
un polynôme réel positif n’est pas nécessairement le carré d’un autre polynôme. Par
exemple, même s’il n’y a qu’une seule indéterminé x, x2 + 1 n’est pas de la forme
(ax + b)2, car il faudrait que a2 = 1, ab = 0 et b2 = 1 qui sont des conditions
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incompatibles entre elles. Mais un polynôme réel positif à une indéterminée peut
s’écrire comme une somme de deux carrés de polynômes réels.

Proposition 20.5 (positivité sur R) Un polynôme p ∈ R[x] à une indéter-
minée x est positif sur R si, et seulement si, il est de degré pair, disons 2m, et
s’écrit p = q2 + r2, avec q, r ∈ R[x], deg q = m et deg r 6 m− 1.

Démonstration. Les conditions énoncées sont clairement suffisantes. Montrons
qu’elles sont nécessaires.

Étant positif sur R le polynôme est nécessairement de degré pair, disons 2m, et
le coefficient dominant est positif. Il n’y a donc pas de perte de généralité à supposer
que ce dernier vaut 1. Alors le polynôme se décompose en m facteurs de la forme

(x− a)2 + b2.

C’est en effet la forme que prend (x−r)(x− r̄) lorsque r et r̄ sont les deux racines com-
plexes conjuguées a± ib. Par ailleurs toute racine réelle est de multiplicité paire sinon
le polynôme changerait de signe dans le voisinage de cette racine. Chaque doublon de
racines réelles a la forme ci-dessus avec b = 0.

On multiplie alors successivement les m facteurs de la forme q2 + r2 ci-dessus en
utilisant la formule

(q2j + r2j )(q
2 + r2) = (qjq + rjr)

2 + (qjr − rjq)2 =: q2j+1 + r2j+1.

Par récurrence, on voit que deg qj = j et deg rj 6 j−1. C’est en effet le cas pour j = 1
car deg q1 = 1 et deg r1 6 0. Que r soit nul ou non, deg qj+1 = deg qj + 1. Enfin, si
r = 0, deg rj+1 = deg rj+1 6 j et, si r 6= 0, deg rj+1 6 max(deg qj , deg rj+1) 6 j. ✷

Ce résultat surprenant ne tient plus pour des polynômes à plus d’une indéter-
minée, même si l’on s’autorise à l’exprimer comme une somme de plusieurs carrés
de polynômes ; autrement dit, un polynôme positif n’est pas nécessairement un élé-
ment de

Σ[x] :=

{
N∑

i=1

p2i : pi ∈ R[x], N ∈ N

}
, (20.22)

l’ensemble des polynômes qui peuvent s’écrire comme une somme d’un nombre fini de
carrés de polynômes. On verra à la proposition 20.6 que l’on peut prendre N =

(
n+d
d

)
.

Même si cela était connu dès 1920, le premier exemple de polynôme positif n’étant
pas dans Σ[x] n’a été trouvé qu’en 1967 par Motzkin ; il s’agit du polynôme à deux
indéterminées suivant

p(x1, x2) = 1 + x21x
2
2(x

2
1 + x22 − 3). (20.23)

On peut toutefois trouver des résultats de densité de Σ[x] dans l’ensemble des
polynômes positifs, pourvu que l’on se restreigne à un compact [48, 379]. L’intérêt
de Σ[x] vient du fait que l’appartenance à cet ensemble peut s’exprimer par une
IML, alors que l’on ne connait pas de méthode simple pour exprimer la positivité de
polynômes. On note Σ2d[x] la partie de Σ[x] formée des polynômes de degré 6 2d.
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Proposition 20.6 (caractérisation des polynômes de Σ2d[x]) Un poly-
nôme p ∈ R[x] de degré 6 2d est une somme de r carrés de polynômes si, et
seulement si, il existe une matrice S < 0 d’ordre N :=

(
n+d
d

)
et de rang 6 r telle

que p(x) = vd(x)
TSvd(x), où vd(x) est le vecteur des monômes à n variables de

degré 6 d. En particulier, on peut restreindre la somme dans (20.22) à N termes.

Démonstration. Observons d’abord queN est la dimension du vecteur des monômes
vd(x), puisque le nombre de monôme de degré d est égal au nombre de combinaisons
avec répétitions de n éléments pris d à d, c’est-à-dire à

(
n+d−1

d

)
. Alors la dimension

de vd(x) vaut (
n−1
0

)
+
(
n
1

)
+ · · ·+

(
n+d−1

d

)
=
(
n+d
d

)
= N.

Si p est une somme de r carrés de polynômes de degré 6 d, on a pour des vecteurs
si ∈ RN :

p(x) =

r∑

i=1

(sTi vd(x))
2 =

r∑

i=1

vd(x)
Tsis

T

i vd(x) = vd(x)
TSvd(x),

où S :=
∑r

i=1 sis
T

i < 0 est de rang 6 r.
Inversement, supposons que p(x) = vd(x)

TSvd(x), avec S < 0 de rang 6 r. La
décomposition spectrale de S =

∑r
i=1 sis

T

i permet d’écrire

p(x) =
r∑

i=1

vd(x)
Tsis

T

i vd(x) =
r∑

i=1

(sTi vd(x))
2.

Comme S est d’ordre N , son rang r est nécessairement plus petit que N , c’est-à-
dire qu’un polynôme de Σ[x] peut s’exprimer comme somme d’au plus N carrés de
polynômes. ✷

Montrons que le résultat précédent permet d’exprimer l’appartenance à Σ2d[x] par
une IML. La proposition affirme que p ∈ Σ2d[x] si, et seulement si, on peut trouver
une matrice S ∈ SN+ telle que

p(x) = vd(x)
TSvd(x)

=
∑

|α|, |β|6d

Sα,βx
α+β

=
∑

|γ|62d




∑

|α|, |β|6d
α+β=γ

Sα,β


xγ

=
∑

|γ|62d

〈Bγ , S〉xγ ,

où on a noté
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Bγ :=
∑

|α|, |β|6d
α+β=γ

Eα,β ,

Eα,β étant la matrice élémentaire d’ordre N dont tous les éléments sont nuls sauf celui
en positition (α, β), qui vaut 1. Il reste à identifier les coefficients de même puissance :

p ∈ Σ2d[x] ⇐⇒ ∃S ∈ SN+ , ∀ |γ| 6 2d : 〈Bγ , S〉 = pγ . (20.24)

On a bien une IML à droite, dans laquelle on recherche une matrice symétrique semi-
définie positive S d’ordre

(
n+d
d

)
soumise à

(
n+2d
2d

)
contraintes affines.

Comme Σ[x] est inclus dans l’ensemble des polynômes positifs, on obtient une re-
laxation du problème de minimisation globale de p, exprimé par (20.21), en transfor-
mant sa contrainte p−λ > 0 par p−λ ∈ Σ2d[x] : la valeur optimale du problème relaxé
sera donc plus petite. Grâce à (20.24), on obtient le problème relaxé suivant [375] :





sup(S,λ)∈SN×R λ

S00 = p0 − λ
〈Bγ , S〉 = pγ , ∀ γ ∈ Nn : 0 < |γ| 6 2d
S < 0.

On peut facilement le transformer en un problème SDP primal de la forme (20.1).
L’approche décrite brièvement ci-dessus peut s’étendre à la minimisation globale de

polynôme sur un ensemble défini par des inégalités polynomiales. Cette extention peut
se faire, par exemple, au moyen de notions fines de géométrie algébrique (théorème
de Putinar [501]) [474, 375, 376] ou pas [543].

20.2.6 Relaxation SDP de problèmes non convexes

Relaxation de rang d’un problème quadratique en variables binaires

On considère un problème quadratique (Q ∈ Sn) en nombres {−1, 1} :
{
min xTQx

x ∈ {−1, 1}n. (20.25)

Ce problème est NP-ardu [626 ; chapitre 12, page 344]. La technique de relaxation
SDP présentée ci-dessous s’utilise dans des contextes variés.

On peut écrire xTQx = 〈Q, xxT〉. D’autre part xi ∈ {−1, 1} si, et seulement si,
x2i = 1, dès lors

X = xxT et xi ∈ {−1, 1} ⇐⇒ X < 0, diag(X) = e et rg(X) = 1.

La contrainte rg(X) = 1 n’est pas convexe (le rang est à valeurs entières !). On obtient
cependant une relaxation assez précise du problème (20.25) en abandonnant cette
contrainte et en considérant à la place le problème d’optimisation SDP :





min 〈Q,X〉
diag(X) = e

X < 0.
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Relaxation de rang du problème tout quadratique

Nous allons donner ici la relaxation de rang, parfois dite de Shor et que l’on
pourrait qualifier de lagrangienne (voir l’exercice 20.8), du problème tout quadratique ;
c’est une relaxation SDP. Le terme relaxation veut dire que la valeur optimale du
problème relaxé est plus petite que celle du problème original.

Le problème tout quadratique, s’écrit




infx q0(x)
qi(x) = 0, ∀ i ∈ E
qi(x) 6 0, ∀ i ∈ I,

(20.26a)

où E et I sont des ensembles d’indices, finis et disjoints, et les qi : Rn → R sont des
fonctions quadratiques définies en x ∈ Rn par

qi(x) = xTAix+ 2bTi x+ ci, (20.26b)

avec des matrices Ai ∈ Sn, des vecteurs bi ∈ Rn et des scalaires ci ∈ R. Comme les
matrices symétriques Ai ne sont pas nécessairement semi-définies positives, le problè-
me n’est pas nécessairement convexe. Cette formulation inclut l’optimisation linéaire
(matrices Ai nulles), les problèmes en variables (0, 1) (la contrainte xi ∈ {0, 1} peut
s’exprimer par la contrainte quadratique x2i − xi = 0) et plus généralement toute
l’optimisation polynomiale (on peut en effet réduire d’une unité le degré d’un monôme
de degré> 2 en remplaçant un produit xixj par une nouvelle variable yk et en ajoutant
la contrainte quadratique xixj = yk [548]). Il s’agit donc de problèmes très difficiles,
en tout cas NP-ardus (chapitre ??).

Observons qu’une fonction quadratique peut s’écrire comme suit

xTAix+ 2bTi x+ ci =

(
x
1

)T(
Ai bi
bTi ci

)(
x
1

)
=

〈(
Ai bi
bTi ci

)
,

(
x
1

)(
x
1

)T
〉
.

où 〈·, ·〉 est le produit scalaire dans Sn+1. Si l’on note

Ãi =

(
Ai bi
bTi ci

)
, (20.27)

on peut récrire le problème d’optimisation quadratique (20.26) de la manière suivante





inf(X,x)∈Sn×Rn 〈Ã0, X〉
〈Ãi, X〉 = 0, ∀ i ∈ E
〈Ãi, X〉 6 0, ∀ i ∈ I
X =

(
x
1

)(
x
1

)T
.

La dernière condition n’est pas linéaire en (X, x) et la relaxation proposée consiste
à n’en garder qu’une partie, qui peut s’exprimer linéairement. On constate en effet
que l’élément (n + 1, n + 1) de

(
x
1

)
(xT 1) vaut 1, si bien que les (X, x) vérifiant

X =
(
x
1

)
(xT 1) vérifient aussi rgX = 1 et Xn+1,n+1 = 1 (on agrandit l’ensemble

admissible). La relaxation de rang consiste à se débarrasser de la contrainte de rang
(à valeurs entières, donc non continue et certainement très désagréable) et à ne garder
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que Xn+1,n+1 = 1 (on agrandit encore l’ensemble admissible). La formulation relaxée
obtenue ainsi s’écrit : 




inf(X,x)∈Sn×Rn 〈Ã0, X〉
〈Ãi, X〉 = 0, ∀ i ∈ E
〈Ãi, X〉 6 0, ∀ i ∈ I
Xn+1,n+1 = 1
X < 0.

(20.28)

C’est bien un problème SDP (généralisé, à cause des inégalités pour les indices dans I,
que l’on peut transformer en égalités avec des variables d’écart : 〈Ãi, X〉 + si = 0 et
si > 0, pour i ∈ I – voir la remarque 5 à la page 726). On peut montrer que c’est le
bidual lagrangien du problème (20.26), voir l’exercice 20.8.

L’erreur commise sur la valeur optimale par cette relaxation a été estimée
dans [255, 40, 454, 634, 635].

20.3 Existence de solution et CNS d’optimalité

En optimisation linéaire, les résultats d’existence de solution et de dualité forte
(théorèmes 17.4 et 17.11) assurent que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(P ) et (D) sont réalisables,
(P ) est réalisable et borné,
(D) est réalisable et borné,
(P ) a une solution,
(D) a une solution.

De plus, dans chacun de ces cas, il n’y a pas de saut de dualité. Bien que l’OL et
l’OSDP aient une structure très semblable, ces résultats ne tiennent plus pour les
problèmes d’optimisation SDP. Voici quelques contre-exemples qui pourront servir de
garde-fous.

Exemples 20.7 On peut avoir les situations suivantes.

(1) (P ) est fortement réalisable (par la matrice identité) et borné, mais n’a pas de
solution ; (D) a une unique solution ; il n’y a pas de saut de dualité. Voici un
exemple avec n = 2 et m = 1 :

C =

(
2 −1
−1 0

)
, A1 =

(
0 −1
−1 2

)
, b = 2.

(2) (P ) a une solution ; (D) est réalisable et borné, mais n’a pas de solution ; il n’y
a pas de saut de dualité (cas symétrique du précédent). Voici un exemple avec
n = 2 et m = 2 :

C =

(
0 1
1 0

)
, A1 =

(
−1 0
0 0

)
, A2 =

(
0 0
0 −1

)
, b =

(
−1
0

)
.
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(3) (P ) n’est pas réalisable ; (D) a une solution. Voici un exemple avec n = 2 et
m = 2 :

C =

(
0 0
0 0

)
, A1 =

(
1 0
0 0

)
, A2 =

(
0 1
1 0

)
, b =

(
0
2

)
.

(4) (P ) et (D) ont une solution ; il y a un saut de dualité. Voici un exemple avec
n = 3 et m = 2 :

C =



0 0 0
0 0 0
0 0 1


 , A1 =



1 0 0
0 0 0
0 0 0


 , A2 =



0 1 0
1 0 0
0 0 2


 , b =

(
0
2

)
.

✷

Les difficultés viennent en partie du fait observé dans l’exercice 2.23 que l’image
par une application linéaire d’un cône convexe fermé, comme Sn+, n’est pas nécessai-
rement fermée (alors que l’image par une application linéaire de l’orthant positif est
fermée, ce qui rend l’OL plus aisée). Si l’image de Sn+ par l’application linéaire X 7→
(〈C,X〉, A(X)) était fermée, le seul fait d’avoir (P ) réalisable et borné entraînerait
l’existence d’une solution de (P ) (même démonstration qu’à la proposition 17.4). Mais
en toute généralité, on ne peut pas étendre la proposition 17.4 à l’optimisation SDP.

On fera bien attention au fait que l’absence de saut de dualité au point 1 (resp.
au point 2) de la proposition ci-dessous n’implique pas que le problème dual (resp.
primal) a une solution, mais seulement que sa valeur optimal est identique à celle du
problème primal (resp. dual).

Proposition 20.8 (existence de solution)
1) Si Fp ×Fs

d
6= ∅, alors Sp est un compact non vide.

2) Si Fs
p
×Fd 6= ∅ et si A est surjective, alors Sd est un compact non vide.

3) Si Fs 6= ∅ et si A est surjective, alors Sp et Sd sont des compacts non vides.
Dans chacun de ces cas, il n’y a pas de saut de dualité : val(P ) = val(D).

Démonstration. Les problèmes primal et dual pouvant être obtenus par une tech-
nique de perturbation, les points 1 et 2 peuvent se déduire de la proposition 14.11,
point 1.d (on pourrait aussi utiliser la dualité de Fenchel dont le résultat de dualité
forte dérive en fait de la même proposition).

1) La fonction valeur wSDP définie en (20.9) est convexe, parce qu’elle est la fonction
marginale de la fonction convexe

(y, S, P ) ∈ Rm × Sn × Sn 7→ −〈b, y〉+ I{(y,S):A∗(y)+S+P=C}(y, S) + ISn
+
(S) ∈ R.

Il suffit alors de montrer que 0 ∈ int(domwSDP) et que wSDP ne prend pas la valeur
−∞. On voit facilement que domwSDP = C − Sn+ −A∗(Rm), si bien que la première
condition s’écrit

C ∈ int(A∗(Rm) + Sn+).
Cette relation exprime la réalisabilité duale forte qui, par la proposition 20.4, est
équivalente à Fs

d
6= ∅, qui fait partie des hypothèses. Par ailleurs, comme Fp 6= ∅,

val(P ) < +∞ et donc, par dualité faible, wSDP(0) = − val(D) > −∞. Ensuite, le fait
que 0 ∈ int(domwSDP) empêche wSDP de prendre la valeur −∞ (exercice 3.3).
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2) On s’y prend de la même manière. La fonction valeur vSDP définie en (20.8) est
convexe comme fonction marginale de la fonction convexe

(X, p) ∈ Sn × Rm 7→ 〈C,X〉+ I{X:A(X)=b+p}(X) + ISn
+
(X) ∈ R.

Il reste à montrer que 0 ∈ int(dom vSDP) et que vSDP ne prend pas la valeur −∞. On
a dom vSDP = A(Sn+)− b, si bien que la première condition s’écrit

b ∈ intA(Sn+).

Cette relation exprime la réalisabilité primale forte qui, par la proposition 20.4, est
équivalente à la surjectivité de A et à Fs

p
6= ∅. Par ailleurs, comme Fd 6= ∅, val(D) >

−∞ et donc, par dualité faible, vSDP(0) = val(P ) > −∞. Ensuite, le fait que 0 ∈
int(dom vSDP) empêche vSDP de prendre la valeur −∞.

3) C’est une conséquence immédiate des points 1 et 2. ✷

Il est intéressant de comparer les résultats de la proposition précédente avec ce
que donnent les conditions d’optimalité des problèmes primal et dual, vus comme
des problèmes « abstraits » de la section 4.5.1. Le théorème 4.56 sur lequel repose les
conditions d’optimalité ci-dessous suppose d’emblée que le problème considéré a une
solution pour pouvoir énoncer ses conditions d’optimalité et d’autres informations sur
son dual. L’hypothèse de départ est donc plus forte que dans la proposition précédente,
qui ne suppose sur le problème considéré qu’une hypothèse sur sa contrainte (rien sur
l’existence de solution), mais elle a aussi une conséquence supplémentaire, à savoir la
relation de complémentarité 〈X,S〉 = 0, laquelle n’est pas assurée aux points 1 et 2
de la proposition précédente (et ne peut l’être comme le montre l’exemple 20.7 (1)).

Proposition 20.9 (CN d’optimalité)
1) Si Sd 6= ∅, alors Fs

d
6= ∅ ⇐⇒ Sp 6= ∅ et compact.

2) Si Sp 6= ∅, alors Fs
p
6= ∅ et A est surjective ⇐⇒ Sd 6= ∅ et compact.

Dans chacun de ces cas, il n’y a pas de saut de dualité et l’on a complémentarité
entre les solutions primale X et duale (y, S), c’est-à-dire 〈X,S〉 = 0.

Démonstration. 1) Supposons que le problème dual ait une solution (y, S). Si Fs
d

est non vide, ses contraintes sont qualifiées (équivalence (ii′) ⇔ (iii′) de la propo-
sition 20.4). En utilisant le lagrangien du problème dual (y, S,X,X ′) 7→ 〈b, y〉 −
〈X,A∗(y) + S − C〉 + 〈X ′, S〉, on obtient l’existence d’un X < 0 tel que A(X) = b
et 〈X,S〉 = 0 (théorème 4.56), si bien que Sp 6= ∅. Par ailleurs Sp est borné par
la propriété de Gauvin (proposition 4.70). Inversement, si Sp est non vide et borné,
(QC-R) a lieu par cette même propriété et donc Fs

d
6= 0 par l’équivalence (ii′) ⇔

(iii′) de la proposition 20.4.
2) On raisonne de la même manière que pour le point 1, mais sur le problème

primal cette fois. ✷

On est à présent en mesure de donner des conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité et d’avoir ainsi une réciproque du point 3 de la proposition 20.2.
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Corollaire 20.10 (CNS d’optimalité) Si Fs
p
× Fs

d
6= ∅, alors (X, y, S) est

solution primale-duale de (20.1) si, et seulement si,



A∗(y) + S = C, S < 0
A(X) = b, X < 0
〈X,S〉 = 0.

(20.29)

Démonstration. Les conditions (20.29) sont nécessaires. En effet, on peut supposer
que l’opérateur A est représenté par des matrices Ai ∈ Sn comme en (20.3) et éli-
miner les contraintes redondantes sans modifier le problème ni l’hypothèse Fs

p
6= ∅.

L’opérateur A est alors remplacé par un opérateur Ã surjectif. En vertu du point 3
de la proposition 20.8, Sp × Sd 6= ∅. Alors la proposition 20.9 assure la relation de
complémentarité 〈X,S〉 = 0. On retrouve la relation d’admissibilité duale A∗(y)+S =
C avec l’opérateur A original en complétant les yi trouvés par des zéros.

Les conditions (20.29) sont suffisantes d’après le point 3 de la proposition 20.2. ✷

Soit z = (X, y, S) une solution primale-duale, sans saut de dualité : 〈X,S〉 = 0.
Alors XS = SX = 0 (lemme 20.1), en particulier X et S commutent. Il existe donc
une matrice orthogonale V qui diagonalise à la fois X et S :

V TXV = diag(ξ1, . . . , ξn) et V TSV = diag(σ1, . . . , σn).

De plus
ξiσi = 0, ξi > 0, σi > 0, pour tout i = [1 :n], (20.30)

ce qui rappelle les conditions de complémentarité en optimisation linéaire. Il y a n
relations de complémentarité et non pas dimSn = n(n+1)/2. On peut rapprocher
cette observation avec le fait que la complexité itérative des algorithmes de points
intérieurs en OSDP sera proportionnelle à nω et non pas à (dimSn)ω.

Les relations de complémentarité (20.30) impliquent que rg(X) + rg(S) 6 n. On
dit qu’une solution primale-duale (X, y, S) sans saut de dualité est strictement com-
plémentaire si

rg(X) + rg(S) = n.

20.4 Algorithmes de points intérieurs

20.4.1 Le chemin central

Définition, existence et régularité

Le chemin central est l’ensemble des solutions de



A∗(y) + S = C, S ≻ 0
A(X) = b, X ≻ 0
XS = µI.

(20.31)
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pour des µ > 0. La relaxation de la condition XS = 0, qui est équivalente à 〈X,S〉 = 0
(voir le lemme 20.1), sous la forme XS = µI est moins naturelle qu’en OL. Elle est
motivée par un argument de pénalisation intérieure (comme en OL d’ailleurs, voir la
proposition 20.12).

On introduit la fonction log-déterminant ld : Sn → R ∪ {+∞}, définie par

ld(X) :=

{
− log det(X) si X ≻ 0
+∞ sinon.

C’est la barrière logarithmique pour le cône Sn++. On se rappelle que si X ≻ 0 et
H ∈ Sn :

det ′(X) ·H = (detX)(trX−1H).

On en déduit que, pour X ≻ 0 et H , K, L ∈ Sn, on a

ld′(X) ·H = −〈X−1, H〉
ld′′(X) · (H,K) = 〈X−1HX−1,K〉

ld′′′(X) · (H,K,L) = −〈X−1HX−1KX−1 +X−1KX−1HX−1, L〉.

On a donc ∇ ld(X) = −X−1 et ∇2 ld(X) = X−1 ⊗X−1, si (X ⊗ Y ) est l’application
linéaire de Sn → Sn définie pour X et Y dans Sn par

(X ⊗ Y )H =
1

2
(XHY + Y HX). (20.32)

Il s’agit d’un produit tensoriel (exercice 20.9). On montre que ld ∈ Conv(Sn) et que ld
est strictement convexe. Il sera aussi utile de calculer la fonction asymptotique de ld
(exercice 20.10)

ld∞ = ISn
+
. (20.33)

Pour chaque µ > 0, on associe à (P ) le problème-barrière suivant

(Pµ)

{
infX∈Sn 〈C,X〉+ µ ld(X)

A(X) = b (X ≻ 0).

On vérifie aisément (en utilisant un lagrangien) que X est solution de (Pµ) si, et
seulement si, il existe (y, S) ∈ Rm × Sn tel que que l’on ait (20.31). Il s’agit de
conditions nécessaires et suffisantes, du fait de la convexité de (Pµ). Ce fait justifie a
posteriori la perturbation du système d’optimalité (20.29) adoptée dans (20.31).

De même, pour chaque µ > 0, on associe à (D) le problème-barrière suivant

(Dµ)

{
sup(y,S)∈Rm×Sn 〈b, y〉 − µ ld(S)
A∗(y) + S = C (S ≻ 0).

On montre qu’à la constante additive nµ(1 − logµ) près dans le critère de (Dµ), ce
dernier est le dual de (Pµ), obtenu par relaxation lagrangienne de sa contrainte.

Le lemme suivant donne des conditions pour que le système (20.31) linéarisé (après
d’éventuelles modifications) ait une solution unique. Cette solution est le pas de New-
ton.
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Lemme 20.11 Soient P et Q deux opérateurs linéaires de Sn → Sn tels que P
soit inversible et P−1Q soit défini positif (sans être nécessairement auto-adjoint).
On suppose que A est surjective. Alors pour rD ∈ Sn, rP ∈ Rm et rC ∈ Sn, le
système 


0 A∗ I
A 0 0
P 0 Q





dX
dy
dS


 =



rD
rP
rC


 (20.34)

a une solution unique, donnée par

dy = (AP−1QA∗)−1(rP −AP−1(rC −Q(rD)))
dS = rD −A∗(dy)

dX = P−1(rC −QdS).

Démonstration. Il suffit d’exhiber la solution. La troisième équation et l’inversibilité
de P permet d’écrire

dX + P−1QdS = P−1(rC).

Alors, comme dX ∈ Sn et P−1QdS ∈ Sn, on peut appliquer A aux deux membres, ce
qui donne en tenant compte de la seconde équation

AP−1QdS = AP−1(rC)− rP .

En appliquant AP−1Q à la première équation, on trouve alors

AP−1QA∗(dy) = AP−1Q(rD) + rP −AP−1(rC) = rP −AP−1(rC −Q(rD)). (20.35)

D’après les hypothèses, il existe des constantes γ1 > 0 et γ2 > 0 telles que
〈P−1Q(X), X〉 > γ1‖X‖2F pour tout X ∈ Sn et ‖A∗(y)‖ > γ2‖y‖ pour tout y ∈ Rm.
On en déduit que 〈AP−1QA∗(y), y〉 > γ1‖A∗(y)‖2 > γ1γ

2
2‖y‖2, si bien que AP−1QA∗

est inversible. Alors (20.35) permet de déterminer dy. La première équation donne
alors dS et la troisième dX . ✷

Observons que X ∈ Sn++ est solution de (Pµ) si, et seulement si, il existe (y, S) ∈
Rm ×Sn++ tel que l’on ait (20.31). De même (y, S) ∈ Rm × Sn++ est solution de (Dµ)
si, et seulement si, il existe X ∈ Sn++ tel que l’on ait (20.31). On peut maintenant
montrer l’existence du chemin central et en étudier la régularité, sous l’hypothèse
suivante :

Fs := Fs
p
×Fs

d
6= ∅. (20.36)

Proposition 20.12 (existence et régularité du chemin central) Si Fs
d
6= ∅

et µ > 0, alors le système (20.31) a une solution ; celle-ci est unique en X et S.
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Si, de plus, A est surjective, la solution est également unique en y et l’application
qui à µ > 0 fait correspondre cette solution (X, y, S) est de classe C∞.

Démonstration. Le lien entre les solutions X de (Pµ) et celles (X, y, S) de (20.31),
nous permet de nous intéresser à (Pµ). L’unicité de (X,S) est due à la stricte convexité
de ld dans le critère de (Pµ). Pour l’existence, on récrit le problème (Pµ) comme celui
qui consiste à minimiser la fonction ϕ : Sn → R ∪ {+∞} définie en X ∈ Sn par

ϕ(X) = 〈C,X〉+ µ ld(X) + IA (X).

where A := {X ∈ Sn : A(X) = b}. Il suffit de vérifier que ϕ∞(D) > 0 lorsque
D ∈ Sn \ {0} (proposition 3.29). En utilisant (20.33), on obtient

ϕ∞(D) = 〈C,D〉+ ISn
+
(D) + IN (A)(D).

Dès lors, si ϕ∞(D) 6 0, on a

〈C,D〉 6 0, D < 0 et A(D) = 0.

Comme Fs
d
6= ∅, on peut trouver (y0, S0) ∈ Rm × Sn++ tel que A∗(y0) + S0 = C. En

multipliant scalairement cette équation par D, on trouve 〈S0, D〉 6 0 et donc D = 0
car S0 ≻ 0 et D < 0 (proposition 20.1).

Supposons maintenant que A soit surjective. Alors la solution de (20.31) est claire-
ment également unique en y. Pour la régularité du chemin central, on récrit (20.31)
sous la forme d’un système d’équations non linéaires F (X, y, S, µ) = 0, paramétrées
par µ > 0. La fonction F est définie par

F (X, y, S, µ) =



A∗(y) + S − C
A(X)− b
−µX−1 + S


 .

Prendre XS−µI comme dernière composante pose des difficultés par la suite, car XS
n’est pas symétrique et l’on ne peut pas appliquer A. Comme F est de classe C∞, la
régularité du chemin central sera une simple conséquence du théorème des fonctions
implicites (théorème C.14), si l’on montre que

F ′
(X,y,S)(X, y, S, µ) =




0 A∗ I
A 0 0

µX−1 ⊗X−1 0 I




est inversible. Le lemme 20.11 répond à cette question par l’affirmative, puisqueX−1⊗
X−1 est un opérateur défini positif sur Sn. ✷

20.4.2 Remarques générales sur les algorithmes

Opérateur de Lyapounov

L’opérateur de Lyapounov associé à une matrice A ∈ Sn est l’application linéaire
LA : Sn → Sn dont la valeur en X ∈ Sn est donnée par
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LA(X) = AX +XA.

Étant donné B ∈ Sn, on s’intéresse au système linéaire en X ∈ Sn suivant, appelé
système de Lyapounov

AX +XA = B. (20.37)

C’est un cas particulier d’équation de Sylvester, laquelle est une équation en X de la
forme A1X +XA2 = B. Le lemme ci-dessous donne une condition sur A pour que ce
système ait une solution unique dans Sn . On y a noté λ(A) l’ensemble des valeurs
propres de A. L’hypothèse 0 /∈ λ(A) + λ(A) est donc vérifiée si A ∈ Sn++.

Lemme 20.13 Si A ∈ Sn vérifie 0 /∈ λ(A)+λ(A) et si B ∈ Sn, alors le système
de Lyapounov (20.37) a une solution et une seule dans Sn.

Démonstration. Il suffit d’exhiber la solution. Soit A = V ΛV T la factorisation
spectrale de A. Le système (20.37) devient alors

ΛY + Y Λ = C,

où Y = V TXV et C = V TBV . En prenant l’élément (i, j), on trouve (λi + λj)Yij =
Cij , ce qui permet de déterminer Y (car λi + λj 6= 0 lorsque 0 /∈ λ(A) + λ(A))
donc X = V Y V T. ✷

Si A vérifie la condition du lemme, A est inversible. Dans ce cas, la solution du
système de Lyapounov avec B = Ap, p ∈ N, se calcule aisément :

L−1
A (Ap) = 1

2A
p−1.

Mesures du saut de dualité et du centrage

La mesure du saut de dualité est la quantité

µ̄ ≡ µ̄(z) := 1

n
〈X,S〉.

On observe que z ∈ Fs est sur le chemin central si, et seulement si, X1/2SX1/2 =
µ̄(z)I. On préfère cette expression à XS = µ̄(z)I, car X1/2SX1/2 est symétrique,
ce qui n’est pas nécessairement le cas de XS. Ceci conduit à la définition de divers
voisinages du chemin central, permettant de mesurer le centrage de z ∈ Fs.

Pour θ ∈ ]0, 1[, on définit le « petit voisinage »

VF (θ) := {z ∈ Fs : ‖X1/2SX1/2 − µ̄(z)I‖F 6 θµ̄(z)},
où ‖ · ‖F désigne la norme de Frobenius : pour une matrice A symétrique, elle est
définie par ‖A‖F := 〈A,A〉1/2 = (

∑n
i=1 λ

2
i (A))

1/2.
Pour θ ∈ ]0, 1[, on définit le « grand voisinage »

V −
∞(θ) := {z ∈ Fs : ‖X1/2SX1/2 − µ̄(z)I‖−∞ 6 θµ̄(z)}

= {z ∈ Fs : λmin(XS) > (1− θ)µ̄(z)},
où ‖ · ‖−∞ est définie en A ∈ Sn par ‖A‖−∞ := −λmin(A). La dernière identité vient
du fait que z ∈ Fs est dans V −

∞(θ) si, et seulement si, µ̄(z)−λmin(X
1/2SX1/2) 6 θµ̄(z)

ou encore si, et seulement si, (1 − θ)µ̄(z) 6 λmin(XS) (on a utilisé le fait que XS,
SX et X1/2SX1/2 ont le même spectre).
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Schéma algorithmique

Il est temps de concrétiser la structure d’un algorithme de points-intérieurs primal-
dual de suivi de chemin pour résoudre le problème SDP (20.1). C’est l’objectif du
schéma algorithmique ci-dessous, qui laisse cependant beaucoup de points dans le
vague : le voisinage du chemin central n’est pas présisé et le système sur lequel est
calculé la direction de Newton n’est pas donné.

Schéma algorithmique 20.14 (PI en OSDP, approche primale-
duale) On se donne un voisinage du chemin central V (θ), avec θ ∈ ]0, 1[.
L’itéré courant z est supposé dans V (θ). L’itéré suivant z+ ∈ V (θ) s’obtient
par les étapes suivantes.
1. Calcul d’une direction de Newton d, pour une valeur de µ = σµ̄(z)

avec σ ∈ ]0.1[.
2. Calcul d’un pas α ∈ ]0, 1] tel que z + αd ∈ V (θ).
3. Nouvel itéré : z+ = z + αd.

Les directions de Newton primales-duales N

Si en optimisation linéaire, la direction de Newton primale-duale (18.34) s’impose
comme solution des équations (18.3) linéarisées, il n’en va pas de même en optimisa-
tion SDP. La difficulté vient du fait que XS n’est pas nécessairement symétrique si
l’équation

XS = µI (20.38)

n’est pas vérifiée par l’itéré courant (ce qui est bien le cas, on le verra), si bien que le
système (20.31) a plus d’équations que d’inconnues. D’ailleurs, si le système (20.31)
linéarisé a une solution (dX , dy, dS), la matrice dS sera symétrique par la première
équation linéarisée (car dS = C−A∗(y+dy)−S ∈ Sn), mais on connait des exemples
qui dans lesquels la troisième équation linéarisée (à savoir dX S +X dS = µI −XS)
peut avoir une solution dX non symétrique [395]. La question centrale est donc de
savoir comment linéariser cette équation.

Une première possibilité serait de prendre comme troisième équation

−µX−1 + S = 0,

comme on l’a fait dans la démonstration de la proposition 20.12. On retrouve alors
la méthode primale : la direction de Newton est identique à celle que l’on aurait en
appliquant l’algorithme de Newton sur (Pµ). Des algorithmes utilisant cette direction
ont été proposés, mais uniquement avec de petits déplacements. En pratique, les
pas qu’elle autorise ne sont pas aussi grands que ceux acceptables par les méthodes
primales-duales que nous considérons plus loin, ce qui ralentit la convergence.

Les algorithmes primaux-duaux cherchent à symétriser l’équation (20.38), sans
utiliser d’inverse de matrice. La première approche de ce type est due à Alizadeh,



742 20. Optimisation semi-définie positive

Haeberly et Overton [9] et la direction de Newton qu’elle calcule porte le nom de
direction d’AHO. La dernière équation est dans un premier temps symétrisée1,

1

2
(XS + SX) = µI,

et ensuite linéarisée :

1

2
(SdX + dXS +XdS + dSX) = µI − 1

2
(XS + SX). (20.39)

Le membre de gauche est de la forme PdX + QdS avec P = S ⊗ I et Q = X ⊗ I.
Malheureusement ce système peut être mal défini en certain point de Fs [590] (il est
cependant bien défini dans un petit voisinage du chemin central [432]).

Une approche plus générale consiste à procéder en trois étapes.

1) Transformation par similitude. On se donne une matrice R inversible, dépendant
de X et S, et l’on remplace l’équation (20.38) par l’équation similaire

RXSR−1 = µI.

2) Symétrisation. L’équation précédente devient

1

2
(RXSR−1 +R−TSXRT) = µI.

Si l’on introduit l’opérateur linéaire de symétrisation SR : Rn×n → Sn défini en
U ∈ Rn×n par

SR(U) =
1

2
(RUR−1 +R−TUTRT),

l’équation symétrisée précédente s’écrit

SR(XS) = µI.

3) Pseudo-linéarisation. On linéarise l’équation précédente, sans linéariser R (qui
dépend pourtant de (X,S)) :

SR(dXS +XdS) = µI − SR(XS). (20.40)

Cette procédure en trois étapes conduit à ce que l’on appelle la famille de directions
de MZ (Monteiro et Zhang).

Que prendre pour matrice R ? Dans les trois propositions suivantes, qui sont les
plus implémentées, R est choisi de telle sorte que RXSR−1 soit symétrique.

Direction de HKM primale [309, 361, 428] : R = S1/2. Par ce choix, (20.40)
devient

dX + 1
2

(
XdSS

−1 + S−1dSX
)
= µS−1 −X. (20.41)

Ceci correspond à P = ISn et Q = X ⊗ S−1 dans (20.34).

1 L’opération ◦ : (X,S) ∈ Sn 7→ X ◦ S := 1
2
(XS + SX) fait de (Sn, ◦) une algèbre de

Jordan [201, 357, 8 ; 1994-2012].
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Direction de HKM duale [309, 361, 428] :R = X−1/2. Par ce choix, (20.40) devient

1
2

(
X−1dXS + SdXX

−1
)
+ dS = µX−1 − S. (20.42)

Ceci correspond à P = X−1 ⊗ S et Q = ISn dans (20.34).

Direction de NT [457, 590] : R =W−1/2, où W est l’unique matrice symétrique
définie positive telle que WSW = X , c’est-à-dire

W = X1/2(X1/2SX1/2)−1/2X1/2 = S−1/2(S1/2XS1/2)1/2S−1/2.

Par ce choix, (20.40) devient

dX +WdSW = µS−1 −X. (20.43)

Ceci correspond à P = ISn et Q =W ⊗W dans (20.34).

Complexité : NT en O(nL) itérations, HKM en O(n3/2L) itérations.

Notes

Les équivalences (ii) ⇔ (iv) et (ii′) ⇔ (iv′) proposition 20.4 sont des expressions
équivalentes aux alternatives de Trnovská [595]. Nos présentation et démonstration
(laquelle utilisent directement le lemme de Farkas) sont toutefois différentes.

La dualité lagrangienne présentée à la section 20.1.1 remonte à Bellman et Fan
[41 ; 1963] qui utilisaient déjà une hypothèse de qualification à la Slater pour garantir
l’absence de saut de dualité. Ramana [504, 505 ; 1997] a proposé une théorie de la
dualité en optimisation SDP, différente de la dualité lagrangienne ordinaire proposée
ici, sans saut de dualité même lorsque Fs est vide. Cependant, la taille du problème
dual le rend moins accessible au calcul.

Ce chapitre doit beaucoup aux revues d’Alizadeh [7 ; 1995], de Vandenberghe et
Boyd [603 ; 1996], de Monteiro et Todd [431 ; 2000], de Todd [589 ; 2001] et au livre
de Nemirovskii et Nesterov [456 ; 1994]. Les monographies de Saigal, Vandenberghe
et Wolkowicz [626 ; 2000], de de Klerk [158 ; 2002] et d’Anjos et Lasserre [15 ; 2012]
sont riches en information sur la théorie, l’algorithmique et les applications. Monteiro
[429 ; 2003] passe en revue les méthodes récentes de résolution des problèmes d’OSDP,
incluant des approches n’utilisant pas la notion de points intérieurs.

Exercices

20.1. Faces du cône Sn
+. Pour une partie F de Sn, les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :
(i) F est une face de Sn

+,
(ii) (caractérisation par les matrices de rang 1) F = cone{vvT : v ∈ E}, où E est

un sous-espace vectoriel de Rn ; dans ce cas,
aff F = vect{vvT : v ∈ E},
dimF = d(d+ 1)/2 où d := dimE ;
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(iii) (caractérisation par l’image) F = {A ∈ Sn
+ : R(A) ⊆ E}, où E est un sous-

espace vectoriel de Rn ; dans ce cas,
aff F = {A ∈ Sn : R(A) ⊆ E},
dimF = d(d+ 1)/2 où d := dimE ;

(iv) (caractérisation par le noyau) F = {A ∈ Sn
+ : E ⊆ N (A)}, où E est un

sous-espace vectoriel de Rn ; dans ce cas,
aff F = {A ∈ Sn : E ⊆ N (A)},
dimF = d(d+ 1)/2 où d := n− dimE.

Ce résultat a pour corollaires :
1) toute face F de Sn

+ est exposée : il existe S ∈ Sn telle que F = argmin{〈S,A〉 :
A ∈ Sn

+},
2) si A ∈ Sn

+, la face engendrée par A s’écrit F (A) = {B ∈ Sn
+ : R(B) ⊆ R(A)} =

{B ∈ Sn
+ : N (A) ⊆ N (B)}.

20.2. Dualisation de la contrainte d’appartenance au cône Sn
+. Montrez que l’on peut

retrouver le dual (20.5) en dualisant la contrainte X < 0 de (20.1), plutôt que la
contrainte A(X) = b.

20.3. Point-selle du lagrangien. Le couple (X, y) est un point-selle du lagrangien ℓ défini
en (20.4) sur Sn

+ × Rm si, et seulement si, X ∈ Fp, (y, S) ∈ Fd et 〈X,S〉 = 0 (on a
noté S := C −A∗(y)).

20.4. Démontrez le point 2 de la proposition 20.4.

20.5. Semi-définie positivité et rang. Pour X ∈ Sn, on a l’équivalence suivante :

X < 0 ⇐⇒ ∃A ∈ Rn×n : rg

(
In A

AT X

)

6 n.

20.6. Formulation autoduale. On suppose que b ∈ R(A). Montrez que l’on peut écrire
les problèmes primal et dual de l’optimisation SDP de manière similaire, comme
ci-dessous :

(P )







inf 〈C,X〉
X ∈ D + L⊥

X < 0

et (D)







inf 〈D, S〉
S ∈ C + L
S < 0,

où D ∈ Sn, L est un sous espace vectoriel de Sn et L⊥ son orthogonal dans Sn.

20.7. Complement de Schur singulier . Soient A ∈ Sn, C ∈ Sm et B ∈ Rn×m. On note A†

le pseudo-inverse de A. Montrez que
(
A B
BT C

)

< 0 ⇐⇒ A < 0, R(B) ⊆ R(A) et C −BTA†B < 0. (20.44)

20.8. Relaxation de rang du problème tout quadratique. Montrez que le bidual lagrangien
du problème (20.26) est le problème (20.28).

20.9. Produit tensoriel . Montrez que l’application de Sn × Sn → L(Sn,Sn) : (X,Y ) 7→
X ⊗ Y , où X ⊗ Y est définie par (20.32), est un produit tensoriel.

20.10. Fonction asymptotique de ld. Montrez que ld∞ est donné par la formule (20.33).
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A Analyse N

A.1 Topologie

During the 20th century, real and complex analysis relied
heavily on the concepts of open set, closed set, and limit point
of a set. The earliest idea was that of the limit point of a set,
due to Weierstrass, while that of a closed set (due to Cantor)
arose somewhat later. The idea of an open set came latest of

all. The very slow diffusion of the concept of open set is
surprising in view of its importance now.

G. H. Moore [435 ; 2008].

Une topologie sur un ensemble E est une famille de parties de E, appelées ou-
verts, vérifiant les propriétés suivantes : (i) E et l’ensemble vide (noté ∅) sont des
ouverts, (ii) une intersection finie d’ouverts est un ouvert et (iii) une réunion quel-
conque d’ouverts est un ouvert. Un espace topologique E est un ensemble E muni
d’une topologie.

Une partie d’un espace topologique E est un fermé si son complémentaire est
ouvert. Par complémentarité des propriétés axiomatiques des ouverts, on voit que E
et ∅ sont aussi des fermés, qu’une réunion finie de fermés est un fermé et qu’une
intersection quelconque de fermés est un fermé.

Un voisinage d’un point x ∈ E est une partie V de E qui contient un ouvert
contenant x. Une partie est ouverte si, et seulement si, elle est voisinage de tous ses
points (c’est une caractérisation souvent utilisée). On dit qu’une topologie est séparée
si deux points distincts quelconques de E ont des voisinages disjoints (d’intersection
vide). Dans une topologie séparée, les singletons (ensembles formés d’un unique élé-
ment) sont des fermés.

Une suite d’un ensemble E est une application de l’ensemble des entiers N dans E,
k ∈ N 7→ xk ∈ E, que l’on désigne souvent par son image {xk}k∈N ou simplement {xk}.
On dit qu’une suite {xk}k∈N de E converge vers x ∈ E, ou encore que x est limite de
cette suite, si pour tout voisinage V de x, il existe un indice kV ∈ N, tel que pour
tout k > kV , on ait xk ∈ V . On peut exprimer cela en utilisant des quantificateurs :

∀V voisinage de x, ∃ kV ∈ N, ∀ k > kV : xk ∈ V.

Dans une topologie séparée, les suites ont au plus une limite. Un exemple trivial de
suite convergente est une suite stationnaire qui, par définition, est telle que xk+1 = xk
pour tout indice k supérieur à un indice donné.

747
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L’intérieur d’une partie A de E, notée A◦ ou int(A), est la réunion de tous les
ouverts contenus dans A. C’est donc un ouvert et même le plus grand ouvert contenu
dans A. L’adhérence d’une partie A de E, notée A ou adh(A), est l’intersection de tous
les fermés contenant A. C’est donc un fermé et même le plus petit fermé contenant A.
Un point est dans l’adhérence de A si, et seulement si, tout voisinage de ce point
rencontre A. On dit qu’une partie A de E est dense dans E si A = E. La frontière
d’une partie A de E, notée ∂A, est l’ensemble des points de A qui ne sont pas dans
A◦ : ∂A = A \A◦.

Si E0 est une partie d’un espace topologique E, on peut mettre une topologie
sur E0 à partir de celle de E. On appelle topologie induite de E0, celle qui est définie
comme suit : on dit qu’une partie de E0 est ouverte dans E0 si elle est l’intersection
avec E0 d’un ouvert de E.

A.2 Compacité

Pour étudier un problème, on est souvent amené à examiner une suite de problèmes
« voisins », plus faciles à traiter. On pourra étendre les propriétés de ces problèmes au
problème original si le passage à la limite peut se faire. La notion de compacité est
très utile dans ce cas car elle permet d’extraire des sous-suites convergentes à partir
de suites bornées (en tout cas dans les espaces normés), facilitant ainsi le passage à
la limite.

On dit qu’un espace topologique E est compact s’il est séparé et si la propriété de
Heine-Borel-Lebesgue suivante est vérifiée : de tout recouvrement de E par des ouverts
on peut extraire un sous-recouvrement fini. Une partie d’un espace topologique est dite
compacte si, munie de la topologie induite, cet ensemble est compact. La propriété de
Heine-Borel-Lebesgue ne donne pas une idée claire de ce qu’est un compact, mais c’est
un outil très utile pour démontrer la compacité d’un espace topologique. Ce seront
plutôt les propriétés qu’ont les ensembles compacts qui permettront de se familiariser
avec le concept de compacité.

Une partie compacte est fermée [obtenir un recouvrement en utilisant la propriété
de séparation entre les points de cette partie et un point qui ne lui appartient pas].
Un fermé dans un espace compact est aussi compact (pour la topologie induite) [c’est
clair en utilisant la propriété de Heine-Borel-Lebesgue].

On dit que x est un point d’accumulation d’une suite {xk}k>1 si tout voisinage
de x contient des points xk pour une infinité d’indices k. Toute suite d’une espace
compact admet un point d’accumulation [car l’intersection de la suite décroissante de
fermés non vides {xi}i>k est non vide].

A.3 Fonction injective, surjective, continue

Soient E et F deux ensembles et f : E→ F une application. On définit comme suit
l’image directe (resp. l’image réciproque) d’une partie A de E (resp. B de F) par f :

f(A) := {f(x) ∈ F : x ∈ A} (resp. f−1(B) := {x ∈ E : f(x) ∈ B}).



A.3. Fonction injective, surjective, continue 749

On dit que f est injective si l’image réciproque d’un singleton n’a pas plus d’un
élément (il peut n’en avoir aucun), ce qui revient à dire que x1 = x2 chaque fois que
f(x1) = f(x2). On dit que f est surjective si f(E) = F.

Si maintenant E et F sont des espaces topologiques, on dit que f est continue en
un point x ∈ E, si pour tout voisinage V de f(x) dans F, il existe un voisinage U de x
dans E tel que f(U) ⊆ V . Il revient au même de dire que l’image réciproque f−1(V )
de tout voisinage V de f(x) est un voisinage de x. On dit que f est continue si elle
est continue en tout point de E. Il en sera ainsi si, et seulement si, l’image réciproque
d’un ouvert de F est un ouvert de E ou encore si, et seulement si, l’image réciproque
d’un fermé de F est un fermé de E. D’autre part, si f : E→ F est continue et si K ⊆ E
est une partie compacte de E, alors l’image directe f(K) de K par f est compacte
[utiliser la propriété de Heine-Borel-Lebesgue].

On note R := R ∪ {−∞,+∞} la droite achevée. Soit E un ensemble et ϕ : E→ R
une fonction pouvant prendre les valeurs −∞ et +∞. On appelle épigraphe de ϕ,
l’ensemble

epiϕ := {(x, α) ∈ E× R : ϕ(x) 6 α}.
C’est donc la partie de E × R qui est « au-dessus » du graphe de ϕ (du grec epi
signifiant sur).

Soit {ak}k∈N une suite d’éléments de R. Comme la suite {infk′>k ak′}k∈N est crois-
sante, elle a une limite dans R que l’on appelle la limite inférieure de la suite {ak}k∈N

et que l’on note

lim inf
k→∞

ak := lim
k→∞

(
inf
k′>k

ak′

)
∈ R.

De manière similaire, on définit la limite supérieure de {ak}k∈N par

lim sup
k→∞

ak := lim
k→∞

(
sup
k′>k

ak′

)
∈ R.

Comme supk ak = − infk (−ak), on a

lim sup
k→∞

ak = − lim inf
k→∞

(−ak). (A.1)

Si {ak}k∈N et {bk}k∈N sont deux suites de R, alors

lim inf
k→∞

(ak + bk) > lim inf
k→∞

ak + lim inf
k→∞

bk, (A.2a)

lim sup
k→∞

(ak + bk) 6 lim sup
k→∞

ak + lim sup
k→∞

bk, (A.2b)

pourvu que l’une des limites inférieures ou supérieures des membres de droite ne vaille
pas −∞ et l’autre +∞. On a des égalités dans (A.2a) et (A.2b) si l’une des deux suites
converge. Si {ak}k∈N et {bk}k∈N sont des suites positives de R, alors

lim inf
k→∞

akbk >

(
lim inf
k→∞

ak

)(
lim inf
k→∞

bk

)
, (A.3)

pourvu qu’un des facteurs à droite ne soit pas nul et l’autre +∞.
Soient E est un espace topologique et ϕ : E → R une fonction. On dit que ϕ est

semi-continue inférieurement (s.c.i. en abrégé) en x ∈ E si
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∀ {xk} → x : ϕ(x) 6 lim inf
k→∞

ϕ(xk).

On dit que ϕ est s.c.i. si elle est s.c.i. en tout point de E. On dit que ϕ est fermée si
son épigraphe est fermé dans E×R. Comme l’affirme la proposition suivante, dont la
démonstration est proposée à l’exercice A.2, il s’agit de deux notions équivalentes.

Proposition A.1 Soient E est un espace topologique et ϕ : E→ R une fonction.
Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) ϕ est fermée,
(ii) ϕ est s.c.i.,
(iii) ∀α ∈ R, l’ensemble {x ∈ E : ϕ(x) 6 α} est fermé.

On dit que ϕ est semi-continue supérieurement (s.c.s. en abrégé) [en x ∈ E] si −ϕ est
s.c.i [en x ∈ E]. Clairement, ϕ est continue [en x ∈ E] si, et seulement si, elle est s.c.i.
et s.c.s. [en x ∈ E].

A.4 Espace métrique

Définition

Soit E un ensemble. Une distance sur E est une application d : E×E→ R ayant les
propriétés suivantes : pour tout x, y, z ∈ E, (i) d(x, y) = 0 si, et seulement si, x = y,
(ii) symétrie : d(x, y) = d(y, x), (iii) inégalité triangulaire : d(x, z) 6 d(x, y)+d(y, z).
On a tout de suite les propriétés suivantes : pour tout x, y, z ∈ E,

d(x, y) > 0 et | d(x, y) − d(y, z)| 6 d(x, z).

Un espace métrique est un couple (E, d) formé d’un ensemble E muni d’une distance d.
Dans un espace métrique (E, d), on définit la distance d’un point x ∈ E à un ensemble
P ⊆ E par

dP (x) = inf
y∈P

d(x, y). (A.4)

Un point x̄ ∈ P qui réalise l’infimum ci-dessus est appelé une projection de x sur P .
Celle-ci peut ne pas exister ou exister mais ne pas être unique (voir la section 2.5.1).

Topologie

La topologie canonique d’un espace métrique (E, d) est introduite comme suit. On
définit d’abord la boule ouverte [resp. boule fermée] de centre x et de rayon r, comme
l’ensemble

B(x, r) := {y ∈ E : d(x, y) < r} [resp. B̄(x, r) := {y ∈ E : d(x, y) 6 r}].

On dit alors que Ω ⊆ E est ouvert dans E si pour tout x ∈ Ω, il existe un rayon r > 0
tel que B(x, r) ⊆ Ω. La topologie d’un espace métrique est séparée ; en particulier,
les singletons sont des fermés et les suites ont au plus une limite.
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Fonctions lipschitzienne et contractante

Soient (E, dE) et (F, dF) deux espaces métriques et Ω un ouvert de E.
On dit qu’une fonction f : Ω → F est lipschitzienne de module L > 0, si pour tout

x, y ∈ Ω,
dF(f(x), f(y)) 6 L dE(x, y).

Ce sont des fonctions dont la variation peut être estimée par celle de leur argument.
On dit que f : Ω → F est localement lipschitzienne si tout point x ∈ Ω possède un
voisinage V contenu dans Ω sur lequel f est lipschitzienne sur V .

On dit qu’une fonction f : Ω → F est contractante, si elle est lipschitzienne de
module L = 1 et qu’elle est strictement contractante, si elle est lipschitzienne de
module L < 1.

A.5 Espace normé

Définition

Soit E un espace vectoriel sur R, une notion supposée connue. Si A et B sont des
parties de E et α ∈ R on définit la somme de Minkowski A + B de A et B, leur
différence A− B et la multiplication de A par un scalaire α par

A+B := {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}
A−B := {x− y : x ∈ A, y ∈ B}

αA := {αx : x ∈ A}.

On se gardera bien de penser que A − A se réduit à {0}. Par exemple, avec A :=
[0, 1] ⊆ R, on a A−A = [−1, 1] (voir l’exercice A.6).

Une norme sur un espace vectoriel E est une application x ∈ E 7→ ‖x‖ ∈ R qui
vérifie les propriétés suivantes : (i) ‖x‖ = 0 si, et seulement si, x = 0, (ii) pour tout
α ∈ R et tout x ∈ E : ‖αx‖ = |α| ‖x‖ et (iii) pour tout x, y ∈ E : ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖
(inégalité triangulaire). Un espace normé est un espace vectoriel muni d’une norme.
L’inégalité triangulaire implique que

∀x, y ∈ E :
∣∣∣‖x‖ − ‖y‖

∣∣∣ 6 ‖x− y‖.

On vérifie aisément que l’application (x, y) ∈ E×E 7→ ‖x−y‖ est une distance sur E ;
un espace normé est donc aussi un espace métrique. On définit alors la topologie
canonique d’un espace normé comme la topologie canonique de l’espace métrique
associé. Ses boules ouvertes [resp. fermées] sont donc de la forme

B(x, r) := {y ∈ E : ‖y − x‖ < r} et B̄(x, r) := {y ∈ E : ‖y − x‖ 6 r}.

On dit qu’une partie A d’un espace normé est bornée s’il existe r > 0 tel que A ⊆
B(0, r).

Sur Rn et pour p ∈ [1,+∞[ ⊆ R, la fonction qui à x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn fait
correspondre
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‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

(A.5a)

est une norme, dite norme ℓp ou norme de Minkowski . De même la fonction qui à
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn fait correspondre

‖x‖∞ = max
16i6n

|xi| (A.5b)

est une norme, dite norme ℓ∞. La norme ℓ2 est aussi appelée norme euclidienne. On
notera, qu’à x ∈ Rn fixé, l’application

p ∈ [1,+∞[ 7→ ‖x‖p est décroissante

et limp→∞ ‖x‖p = ‖x‖∞.
Une partie compacte d’un espace normé est fermée (vrai dans tout espace topologi-

que) et bornée. En dimension finie, la réciproque est vraie : une partie fermée et bornée
est compacte. Dans un espace normé, toute suite incluse dans un compact admet une
sous-suite convergente [on a vu qu’une telle suite avait un point d’accumulation ; la
sous-suite s’obtient en considérant des boules centrées au point d’accumulation et de
rayons décroissants].

On dit qu’une suite {xk}k>1 est une suite de Cauchy si ‖xk − xl‖ tend vers zéro
lorsque k et l tendent vers l’infini ; de manière plus précise, elle est de Cauchy si

∀ ǫ > 0, ∃K ∈ N, ∀ k, l > K : ‖xk − xl‖ < ǫ.

Un espace normé est dit complet (on parle alors d’espace de Banach) si toutes ses
suites de Cauchy convergent. L’intérêt de la notion de suite de Cauchy est de pouvoir,
dans les espaces complets, reconnaître les suites convergentes sans en connaître la
limite. Par exemple Rn muni d’une norme quelconque est un espace de Banach.

Soit {xk}k>1 une suite d’un espace normé E. On dit que la série
∑

k>1 xk est
convergente si la suite des sommes partielles {∑16k6l xk}l>1 converge dans E. On
dit que la série

∑
k>1 xk est absolument convergente si la série des normes

∑
k>1 ‖xk‖

est convergente dans R. Dans un espace de Banach, une série
∑

k>1 xk absolument
convergente est convergente et vérifie ‖∑k>1 xk‖ 6

∑
k>1 ‖xk‖.

On dit qu’une partie A d’un espace vectoriel E est un sous-espace affine de E, s’il
existe un point x ∈ E et un sous-espace vectoriel E(A) de E tels que A = x + E(A).
Il revient au même de dire que A est non vide et que tx + (1−t)y ∈ A lorsque
x, y ∈ A et t ∈ R (voir l’exercice A.7 pour une autre définition équivalente). On dit
que E(A) est le sous-espace vectoriel parallèle au sous-espace affine A (il est déterminé
de manière unique ; c’est en fait A − A) et sa dimension définit celle de A. Une
intersection quelconque de sous-espaces affines est un sous-espace affine (dont le sous-
espace vectoriel parallèle est l’intersection des sous-espaces vectoriels parallèles aux
sous-espaces affines intersectés).

On dit qu’une fonction T : E→ F entre deux espaces vectoriels E et F est linéaire
si T (αx + βy) = αT (x) + βT (y) pour tout α, β ∈ R et tout x, y ∈ E. Une fonction
linéaire T est injective si, et seulement si, T (x) = 0 implique que x = 0.

On dit qu’une fonction f : E → F entre deux espaces vectoriels E et F est affine
s’il existe une fonction linéaire T : E→ F telle que f(y)− f(x) = T (y− x) pour tout
x, y ∈ E. Il revient au même de dire que f(x) = f(0)+Tx pour tout x ∈ E ou encore
que f((1− t)x+ ty) = (1− t)f(x) + tf(y) pour tout t ∈ [0, 1] ou pour tout t ∈ R.
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Application linéaire continue

Soient E et F deux espaces normés, munis des normes ‖ · ‖E et ‖ · ‖F respective-
ment. On note L(E,F) l’ensemble des applications linéaires continues (ou opérateurs
continus) de E dans F. On vérifie qu’une application linéaire T : E→ F est continue
si, et seulement si,

‖T ‖ := sup
‖x‖E61

‖Tx‖F

est fini. L’application T 7→ ‖T ‖ définit une norme sur L(E,F). Le noyau d’une appli-
cation linéaire T ∈ L(E,F) est la partie de E définie par

N (T ) := {x ∈ E : Tx = 0}.
L’image de T est la partie de F définie par1

R(T ) := T (E) = {Tx : x ∈ E}.
On dit qu’une application de L(E,F) est inversible si elle est bijective et si son

application réciproque est continue (elle est nécessairement linéaire).

Lemme A.2 (de perturbation de Banach) Soient E et F deux espaces de
Banach. Si R et T ∈ L(E,F) sont tels que R est inversible et ‖R−1T ‖ < 1, alors
1) R− T est inversible,
2) (R− T )−1 =

∑
k>0(R

−1T )kR−1 (série normalement convergente),
3) ‖(R− T )−1‖ 6 ‖R−1‖/(1−‖R−1T ‖).

Ce résultat montre en particulier que l’ensemble des applications linéaires continues
inversibles de E dans F est un ouvert de L(E,F).

Opérateur adjoint

On appelle forme une application à valeurs dans R. Les formes linéaires continues
sont donc les éléments de E′ := L(E,R), appelé espace dual (topologique) de E. Si
f ∈ E′, on note

〈f, x〉E′,E := f(x).

Le crochet de dualité 〈·, ·〉E′,E entre E′ et E se notera aussi 〈·, ·〉 s’il n’y a pas
d’ambiguïté. On ne le confondra pas avec un produit scalaire (voir ci-dessous), qui
est lui un opérateur bilinéaire sur un même espace.

Soient E et F deux espaces de Banach. L’adjoint d’un opérateur T ∈ L(E,F) est
l’opérateur T ∗ ∈ L(F′,E′), défini de la manière suivante. Soit g ∈ F′. L’application
x ∈ E 7→ 〈g, Tx〉F′,F ∈ R est linéaire continue ; c’est donc un élément de E′, que l’on
note T ∗g. On a donc

∀x ∈ E, ∀ g ∈ F : 〈g, Tx〉F′,F = 〈T ∗g, x〉E′,E.

On remarque finalement que l’application T ∗ : g ∈ F′ 7→ T ∗g ∈ E′ est linéaire
continue. C’est l’application linéaire adjointe de T .

Voici quelques propriétés des opérateurs adjoints.
1 N pour « null space » et R pour « range space ».
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On a l’égalité des normes :
‖T ∗‖ = ‖T ‖.

Théorème de l’image fermée. Si R(T ) est fermée (c’est toujours le cas en dimen-
sion finie), le noyau de T et l’image de T ∗ sont reliés par

R(T ∗) = N (T )⊥. (A.6)

Dans ce cas,
T est injective ⇐⇒ T ∗ est surjective.

Si T est inversible, alors T ∗ est aussi inversible et

(T ∗)−1 = (T−1)∗.

On note alors souvent (T ∗)−1 = (T−1)∗ par T−∗ .

Application bilinéaire

Soient E1, E2 et F trois espaces vectoriels sur R. On dit qu’une application b :
E1 × E2 → F est bilinéaire si elle est linéaire par rapport à chacun de ses arguments,
l’autre étant fixé à une valeur arbitraire :

∀x2 ∈ E2 : x1 ∈ E1 7→ b(x1, x2) ∈ F est linéaire,

∀x1 ∈ E1 : x2 ∈ E2 7→ b(x1, x2) ∈ F est linéaire.

Si E1, E2 et F sont maintenant des espaces normés sur R, on sait qu’une application
bilinéaire b : E1 × E2 → F est continue, si, et seulement si, elle est continue en zéro,
ou encore si, et seulement si, la quantité

‖b‖ := sup
‖x1‖61
‖x2‖61

‖b(x1, x2)‖ ≡ sup
x1 6=0
x2 6=0

‖b(x1, x2)‖
‖x1‖ ‖x2‖

est finie. En réalité, b 7→ ‖b‖ est une norme sur l’ensemble des applications binliéaires
continues de E1 × E2 → F.

Soient E1 et E2 deux ensembles. On dit qu’une application a : E2
1 → E2 est

symétrique si
∀(x1, x2) ∈ E2

1 : a(x1, x2) = a(x2, x1).

A.6 Espace de Hilbert

Espace pré-hilbertien

Soit E un espace vectoriel. Un produit scalaire [275 ; 1847] sur E est une application

(x, y) ∈ E× E 7→ 〈x, y〉 ∈ R

bilinéaire (x 7→ 〈x, y〉 et y 7→ 〈x, y〉 sont linéaires) symétrique (〈x, y〉 = 〈y, x〉) et
définie positive (〈x, x〉 > 0, si x 6= 0). L’application x ∈ E 7→ ‖x‖ = 〈x, x〉1/2 ∈ R
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est une norme, dite norme associée au produit scalaire 〈·, ·〉. On appelle espace pré-
hilbertien un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. S’il est de dimension finie,
on dit qu’il s’agit d’un espace euclidien.

Par exemple, sur Rn, l’application qui à x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn et y = (y1, . . . , yn) ∈
Rn fait correspondre

xTy :=
n∑

i=1

xiyi

est un produit scalaire, appelé produit scalaire euclidien. La norme associée est la
norme euclidienne ou ℓ2.

Dans un espace pré-hilbertien, le produit scalaire et la norme associée sont liés
par l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∀x, y ∈ E : |〈x, y〉| 6 ‖x‖ ‖y‖. (A.7)

On en déduit que (on peut aussi enlever la valeur absolue)

‖x‖ = sup
‖y‖61

|〈x, y〉|.

Plus généralement, si ‖·‖p est une norme sur E, pouvant être différente de la norme as-
sociée au produit scalaire 〈·, ·〉, on définit sa norme duale ‖·‖d par (voir l’exercice A.11)

‖y‖d := sup
‖x‖p61

|〈y, x〉|. (A.8)

Sa valeur ne change pas si l’on enlève les valeurs absolues. En prenant la norme duale
de la norme duale, on retrouve la norme primale (voir le point 2 de l’exercice 3.30).
On a l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée :

∀x, y ∈ E : |〈x, y〉| 6 ‖x‖p ‖y‖d. (A.9)

Ainsi sur Rn, muni du produit scalaire euclidien, si on se donne des nombres conjugués
p et p′ ∈ [1,∞], c’est-à-dire vérifiant 1

p + 1
p′ = 1 (p = 1 si, et seulement si, p′ = +∞),

les normes ℓp et ℓp′ sont duales l’une de l’autre et l’inégalité

∀x, y ∈ Rn : |xTy| 6 ‖x‖p ‖y‖p′,

porte le nom d’inégalité de Hölder (pour une démonstration utilisant les conditions
d’optimalité, voir l’exercice 4.11).

Si (E1, 〈·, ·〉1) et (E2, 〈·, ·〉2) sont deux espaces pré-hilbertiens, l’espace produit
E := E1 × E2 := {(x1, x2) : x1 ∈ E1, x2 ∈ E2} est muni canoniquement du produit
scalaire produit suivant

〈·, ·〉 : ((x1, x2), (y1, y2)) ∈ E× E 7→ 〈x1, y1〉1 + 〈x2, y2〉2. (A.10)

Espace hilbertien

On dit que E est un espace de Hilbert ou un espace hilbertien si c’est un espace
pré-hilbertien tel que, pour la norme associée, E est complet (c’est donc un espace de
Banach).
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Théorème A.3 (de représentation de Riesz-Fréchet) Si E est un espace
de Hilbert et si f ∈ E′ alors il existe un unique ξ ∈ E tel que

∀x ∈ E : f(x) = 〈ξ, x〉.

Démonstration. Donnons une démonstration en dimension finie. Pour une démons-
tration en dimension infinie, on pourra par exemple consulter [91 ; Théorème V.5] ou
suivre l’indication donnée au cours de la démonstration.

Soit ξ ∈ E. Alors l’application

Jξ : E→ R : x 7→ 〈ξ, x〉

est linéaire continue (sa norme vaut ‖ξ‖). On a donc défini une application

J : ξ ∈ E 7→ Jξ ∈ E′.

Cette application J est également linéaire continue (de norme 1). Elle est aussi injec-
tive puisque si Jξ = 0, c’est-à-dire 〈ξ, x〉 = 0 pour tout x ∈ E, on a nécessairement
ξ = 0 (prendre x = ξ). En dimension finie, dimE′ = dimE et donc J est aussi surjec-
tive (en dimension infinie, la surjectivité de J s’obtient en montrant que l’image de J
est fermée et dense dans E′). Ceci implique que pour tout f ∈ E′ il existe un unique
ξ ∈ E tel que f = Jξ. C’est ce que l’on cherchait à démontrer. ✷

Comme son nom l’indique, le théorème précédent sert à représenter des formes
linéaires continues sur E par des vecteurs de E. Ce résultat nous sera très utile pour
définir le gradient d’une fonction différentiable et la hessienne d’une fonction deux
fois différentiable.

Par le théorème de représentation de Riesz-Fréchet, le crochet de dualité entre
f ∈ E′ et x ∈ E n’est autre que le produit scalaire entre le représentant ξ de f et x.
Alors, si E et F sont deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E,F), l’opérateur dual de T est
identifiable à un opérateur T ∗ ∈ L(F,E). Supposons à présent que T ∈ L(E,E), où E
est un espace de Hilbert. On dit que T est auto-adjoint si T = T ∗. Cette relation a
bien un sens puisque T et T ∗ appartiennent au même espace L(E,E).

Supposons à présente que l’on prenne sur des espaces de Hilbert E et F des produits
scalaires 〈〈·, ·〉〉E et 〈〈·, ·〉〉F différents de ceux 〈·, ·〉E et 〈·, ·〉F donnés dans leur définition.
Alors, par le théorème de représentation de Riesz-Fréchet, il existe des opérateurs
auto-adjoints définis positifs (donc inversibles) SE : E→ E et SF : F→ F tels que

∀ (x, x′) ∈ E× E : 〈〈x, x′〉〉E = 〈SEx, x
′〉E,

∀ (y, y′) ∈ F× F : 〈〈y, y′〉〉F = 〈SFy, y
′〉F.

Si on note T ⋆ ∈ L(F,E) l’opérateur adjoint de T ∈ L(E,F) pour ces nouveaux produits
scalaires, on a

T ⋆ = S−1
E
T ∗SF. (A.11)
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A.7 Multifonction

Soient E et F deux ensembles. On note P(F) l’ensemble des parties de F. Une
multifonction T de E dans F, aussi appelée fonction multivoque, est une application
de E dans P(F). On la note

T : E ⊸ F

pour la distinguer d’une fonction f : E → F, qui prend ses valeurs dans E et pas
dans P(E).

On définit le domaine, l’image et le graphe d’une multifonction T par

domT := {x ∈ E : T (x) 6= ∅},
R(T ) := ∪{T (x) : x ∈ domT },
G(T ) := {(x, y) ∈ E× F : y ∈ T (x)}.

On notera bien que l’on a choisi de définir le graphe comme une partie de E × F et
pas de E× P(F). L’image d’une partie P ⊆ E par T est définie par

T (P ) :=
⋃

x∈P

T (x).

Une multifonction est entièrement déterminée par son graphe et il y a une bijection
entre l’ensemble des multifonctions est l’ensemble des parties de E×F. Ainsi si G est
une partie de E × F, la multifonction T : E ⊸ F telle que G(T ) = G est définie en
x ∈ E par

T (x) := {y ∈ F : (x, y) ∈ G}.
Une multifonction est donc identique à ce que l’on appelle une relation binaire en-
tre deux ensembles, laquelle est spécifiée par la donnée d’une partie de leur produit
cartésien. Cependant, en analyse multifonctionnelle, on donne de la structure aux
ensembles E et F et on insiste sur les propriétés que l’on peut donner ainsi à la
multifonction.

La multifonction réciproque d’une multifonction T : E ⊸ F est la multifonction
notée T−1 : F ⊸ E définie par

T−1(y) = {x ∈ E : y ∈ T (x)}.

Clairement, pour x ∈ E et y ∈ F, on a

y ∈ T (x) ⇐⇒ x ∈ T−1(y),

(x, y) ∈ G(T ) ⇐⇒ (y, x) ∈ G(T−1).

On voit aussi que, pour une partie P ⊆ E, T (P ) = {y ∈ F : T−1(y) ∩ P 6= ∅}.
Une multifonction T : E ⊸ F est semi-continue supérieurement en x ∈ E si pour

tout ε > 0, il existe un δ > 0 tel que ∀x′ ∈ x + δB on a T (x′) ⊆ T (x) + εB. Cette
notion est illustrée à la figure ci-dessous.

x + δB

T (x′)

T (x)x

x′

T (x) + εB
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Lorsque E est un espace euclidien de produit scalaire 〈·, ·〉 et que F = E, on dit
que T est monotone si

∀ (x1, y1) ∈ G(T ), ∀ (x2, y2) ∈ G(T ) : 〈y2 − y1, x2 − x1〉 > 0.

et que T est fortement monotone de module α > 0 si

∀ (x1, y1) ∈ G(T ), ∀ (x2, y2) ∈ G(T ) : 〈y2 − y1, x2 − x1〉 > α‖x1 − x2‖2.

On dit que T est monotone maximale si T est monotone et si son graphe n’est pas
strictement contenu dans le graphe d’un autre opérateur monotone. On vérifie facile-
ment que cette dernière propriété s’écrit aussi

[
〈y2 − y1, x2 − x1〉 > 0, ∀ (x1, y1) ∈ G(T )

]
=⇒ (x2, y2) ∈ G(T ).

Notes

Tous les sujets abordés dans ce chapitre sont largement développés dans de nom-
breux ouvrages ; citons Choquet [124 ; 1969], Schwartz [541 ; 1991] et Mawhin [413 ;
1992].

Exercices

A.1. Si {ak}k∈N et {bk}k∈N sont des suites de R avec ak > 0, ak → a ∈ R et lim infk bk >
−∞, alors

lim inf
k→∞

akbk > a
(

lim inf
k→∞

bk
)

, (A.12)

pourvu que lim infk bk < +∞ si a = 0.

A.2. Démontrez la proposition A.1.

A.3. Soient f et g : E → R deux fonctions s.c.i. en un point x d’un espace topologique E.
Alors f + g est s.c.i. en x.

A.4. Soient E et F deux espaces topologiques et ϕ : E×F → R une fonction. On considère
la fonction marginale f : E → R définie en x ∈ E par

f(x) = inf
y∈F

ϕ(x, y).

– Si pour tout y ∈ F, ϕ(·, y) est s.c.s., alors f est s.c.s..
– Si E est un espace métrique, F est compact et ϕ est continue, alors f est continue.

A.5. Contractilité d’une distance. Soient E un espace métrique et P une partie de E.
Montrez que dP , la distance à P , est contractante.

A.6. Somme d’ensembles et inclusion. Soient A, B et C trois parties non vides d’un espace
vectoriel sur R. Montrez A+C ⊆ B ⇒ A ⊆ B−C ; mais A ⊆ B+C 6⇒ A−C ⊆ B.

A.7. Autres définitions d’une sous-espace affine. Soit A une partie non vide d’un espace
vectoriel E. Montrez que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est un sous-espace affine,
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(ii) pour tout x, y ∈ A et tout t ∈ R, on a (1− t)x+ ty ∈ A,
(iii) A− A est un sous-espace vectoriel de E et A+ (A− A) = A.

A.8. Intersection de sous-espaces affines. On note E(A) := A−A le sous-espace vectoriel
parallèle à un sous-espace affine A d’un espace vectoriel E. Soit {Ai}i∈I une famille
quelconque de sous-espaces affines, d’intersection non vide. Alors ∩i∈IAi est un sous-
espace affine et E(∩i∈IAi) = ∩i∈IE(Ai).

A.9. Norme associée à un produit scalaire. Soit E un espace pré-hilbertien, de produit
scalaire 〈·, ·〉 et de norme associée ‖ · ‖. Montrez que les identités suivantes ont lieu,
quels que soient x et y ∈ E :

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
(identité du parallélogramme)

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 = 4〈x, y〉 (relation de polarisation).

A.10. Généralisation de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Montrez que l’inégalité de Cauchy-
Schwarz (A.7) reste vraie même si 〈·, ·〉 n’est que semi-définie positive (pour tout x,
on a « 〈x, x〉 > 0 » au lieu de « 〈x, x〉 > 0»).

A.11. Norme duale. Montrez que la norme duale définie par (A.8) est effectivement une
norme.





B Algèbre linéaire N

L’algèbre linéaire est la branche des mathématiques qui étudie les espaces vectoriels
et les applications linéaires entre ceux-ci. Nous supposerons toujours que les espaces
vectoriels considérés sont réels (l’espace des scalaires est R) et de dimension finie
(notion définie ci-dessous).

B.1 Espaces vectoriels

On dit que des vecteurs u1, . . . , um en nombre fini d’un espace vectoriel E sur R
sont linéairement indépendants si quels que soient les scalaires α1, . . . , αm ∈ R, on a
l’implication

m∑

i=1

αiui = 0 =⇒ ∀ i ∈ [1 :m] : αi = 0.

On dit aussi que la famille U := (u1, . . . , un) est libre.
Supposons que l’espace vectoriel considéré E ait une base U := (u1, . . . , un), c’est-

à-dire une famille finie, libre et génératrice d’éléments ui de E. On dit alors que E est
de dimension finie. Toute base de E a alors un nombre identique d’éléments, appelé
la dimension de l’espace vectoriel. Cette base permet d’identifier E à Rn au moyen de
l’application-coordonnée γU : E → Rn qui donne les coordonnées x = (x1, . . . , xn) =
γU (u) d’un vecteur u =

∑n
i=1 xiui dans la base U .

Théorème B.1 (de la base incomplète) Toute famille libre d’un espace vec-
toriel de dimension finie peut être complétée de manière à en former une base.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on peut toujours le munir d’une
structure d’espace de Hilbert. Il suffit en effet de se donner une base de E. Le produit
scalaire euclidien sur Rn induit alors un produit scalaire sur E : 〈u, v〉 = γ(u)Tγ(v),
où γ : E → Rn est l’application-coordonnée. Comme l’espace normé Rn est complet,
il en est de même de E (γ est en effet une isométrie pour les normes associées aux
deux produits scalaires : ‖γ(u)‖2 = ‖u‖, pour tout u ∈ E).

Soient E1 et E2 deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. On définit
leur somme par

E1 + E2 := {x1 + x2 : x1 ∈ E1, x2 ∈ E2}.
On dit que E1 +E2 est une somme directe si tout élément x de E1 +E2 se décompose
de manière unique en x1 + x2 avec x1 ∈ E1 et x2 ∈ E2. On note E1 ⊕ E2 une somme

761
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directe. On dit que E1 et E2 sont supplémentaires dans E si E = E1⊕E2, ce qui est le
cas si, et seulement si, E1∩E2 = {0}. En dimension finie, tout sous-espace vectoriel E1

admet un sous-espace vectoriel supplémentaire E2 (donc tel que E1⊕E2 = E) ; on dit
alors que dimE2 est la codimension de E1.

B.1.1 Orthogonalité

Soit 〈·, ·〉 : E× E→ R un produit scalaire sur E et ‖ · ‖ la norme associée. On dit
que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si 〈x, y〉 = 0. Si E0 est un sous-espace
vectoriel de Rn, on définit son sous-espace vectoriel orthogonal par

E⊥
0 := {x ∈ Rn : 〈x, y〉 = 0 pour tout y ∈ E0}.

On a dimE = dimE0 + dimE⊥
0 et donc (E⊥

0 )
⊥ = E0.

Algorithme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soient x1, . . . , xp des vecteurs linéairement indépendants dans E. L’algorithme de
Gram-Schmidt construit à partir de ces vecteurs des vecteurs u1, . . . , up orthonor-
maux, tels que

pour tout j = 1, . . . , p : vect{u1, . . . , uj} = vect{x1, . . . , xj}, (B.1)

où vect{u1, . . . , up} désigne le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs u1, . . . ,
up, c’est-à-dire l’ensemble des vecteurs u ∈ E de la forme

u =

p∑

i=1

αiui

où α1, . . . , αp ∈ R.

Algorithme B.2 (Gram-Schmidt)

1. u1 = x1/‖x1‖ ;
2. Pour i = 2, . . . , p faire :

2.1. αij = 〈xi, uj〉, pour j = 1, . . . , i− 1 ;
2.2. ũi = xi −

∑i−1
j=1 αij uj ;

2.3. ui = ũi/‖ũi‖.

L’algorithme B.2 est bien défini si les vecteurs x1, . . . , xp sont linéairement in-
dépendants. En effet, à l’étape 1, x1 6= 0 et à l’étape 2.3, ũi 6= 0, sinon, d’après l’étape
2.2, on aurait

xi =
i−1∑

j=1

αij uj .
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Or, par récurrence, on voit que ui est combinaison linéaire des x1, . . . , xi. Alors (B.1)
impliquerait que les vecteurs x1, . . . , xi sont linéairement dépendants, ce qui est con-
traire à l’hypothèse.

On vérifie également que les vecteurs u1, . . . , up sont orthonormaux. Ils sont nor-
malisés aux étapes 1 et 2.3 de l’algorithme. Quant à l’orthogonalité, elle se montre
par récurrence : si k < i, on a

〈ui, uk〉 =
1

‖ũi‖


〈xi, uk〉 −

i−1∑

j=1

αij〈uj , uk〉




=
1

‖ũi‖
(〈xi, uk〉 − αik) [hypothèse de récurrence]

= 0.

Enfin, la relation (B.1) est bien vérifiée puisqu’à chaque étape du calcul, ui est com-
binaison linéaire de x1, . . . , xi.

B.2 Applications linéaires

Supposons que E et F soient deux espaces vectoriels réels, de dimension finie n
et m respectivement. Si L est une application linéaire de E dans F, le théorème du
rang affirme que

dimE = dimN (L) + dimR(L). (B.2)

Soient U := (u1, . . . , un) une base de E et V := (v1, . . . , vm) une base de F. On peut
associer à L ∈ L(E,F) une matrice A, tableau de dimension m × n, dont l’élément
(i, j) est le nombre réel

Aij := composante i de L(uj) dans la base V.

On dit que A est de type m × n et on note Rm×n l’ensemble des matrices de type
m × n. On dit que A est carrée d’ordre n si n = m. On note MU ,V(L) = A, pour
signifier que A est le représentant matriciel de L dans les bases U et V . La matrice
identité est la matrice carrée notée I vérifiant Iij = 0 si i 6= j et Iii = 1 pour tout i.

La trace d’une matrice carrée A ∈ Rn×n est le scalaire noté et défini par

trA =
n∑

i=1

Aii.

L’ensemble Rm×n des matrices de type m× n forme un espace vectoriel réel que
l’on peut munir d’une norme. On dit que la norme matricielle est sous-multiplcative
si lorsque A ∈ Rm×n et B ∈ Rp×n, on a

‖AB‖ 6 ‖A‖ ‖B‖. (B.3)

On dit que la norme matricielle ‖ · ‖ est subordonnée si elle peut être définie à partir
de normes vectorielles dans Rn et Rm (notées de manière identique) par la formule
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‖A‖ = sup
‖x‖61

‖Ax‖. (B.4)

Alors, pour tout x
‖Ax‖ 6 ‖A‖ ‖x‖.

On en déduit qu’une norme subordonnée est sous-multiplicative et vérifie ‖I‖ = 1. À
chaque jeu de normes vectorielles correspond une norme matricielle subordonnée. On
peut ainsi définir les normes matricielles ℓp à partir des normes vectorielles ℓp. On
montre que pour A = (Aij) ∈ Rm×n, on a

‖A‖1 = max
16j6n

‖A :j‖1, (B.5)

‖A‖2 = ‖σ(A)‖∞, (B.6)

‖A‖∞ = max
16i6m

‖Ai :‖1. (B.7)

En (B.6), on a noté σ(A) le vecteur des valeurs singulières non nulles de A. Le calcul
des normes matricielles ℓ1 et ℓ∞ peut se faire exactement en un temps linéaire en n.
Celui de la norme ℓ2 peut se faire à ε près en un temps polynomial en n et log ε−1.
Celui des autres normes matricielles ℓp pour p ∈ [1,∞] \ {1, 2,∞}, de matrice avec
des éléments rationnels, est NP-ardu, même de manière approchée [310].

On peut aussi munir Rm×n du produit scalaire suivant

〈·, ·〉 : (A,B) ∈ Rm×n × Rm×n 7→ 〈A,B〉 := tr(ABT) =
∑

i,j

AijBij , (B.8)

où tr(ABT) désigne la trace de la matrice carrée ABT. Il s’agit donc du produit
scalaire euclidien de A et B vus comme éléments de Rmn. La norme associée à ce
produit scalaire est la norme de Frobenius, que l’on note

‖A‖F :=


∑

i,j

A2
ij




1
2

. (B.9)

Ce n’est pas une norme subordonnée si n > 1, puisque ‖I‖F =
√
n, mais c’est une

norme sous-multiplcative. Pour une matrice orthogonale Q d’ordre n, on a ‖AQ‖F =
‖A‖F . On en déduit que si σ(A) désigne le vecteurs des valeurs singulières non nulles
de A, on a ‖A‖F = ‖σ(A)‖2 et donc aussi ‖A‖2 6 ‖A‖F .

On note N (A) := {x ∈ Rn : Ax = 0} le noyau d’une matrice A et R(A) := {Ax ∈
Rm : x ∈ Rn} son image. On dit qu’une matrice A est injective si N (A) = {0} (dans
ce cas n 6 m), qu’elle est surjective si R(A) = Rm (dans ce cas n > m) et qu’elle
est bijective ou inversible si elle est injective et surjective (dans ce cas n = m). Dire
qu’une matrice A est d’ordre n est inversible revient à dire qu’il existe une matrice
d’ordre n, notée A−1 et appelée matrice inverse de A, telle que

AA−1 = A−1A = I.

On appelle rang de A la dimension de son image R(A).
Ayant choisi des bases sur E et F, les produits scalaires euclidiens sur Rn et Rm

induisent des produits scalaires sur E et F (voir section B.1). Alors, si L ∈ L(E,F),
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on peut définir l’application linéaire adjointe L∗ ∈ L(F,E). La matrice associée à L∗

est donnée par
MV,U(L

∗) = AT,

où la composante (i, j) de la matrice AT vaut

(AT)ij = Aji.

La matrice AT est appelée matrice transposée de A1. Les matrices A et AT ont le même
rang (le nombre de colonnes linéairement indépendantes est identique au nombre de
lignes linéairement indépendantes). D’autre part, on a

N (AT) = R(A)⊥ (B.10)

et donc aussi N (A)⊥ = R(AT) (l’orthogonal est pris ici pour le produit scalaire
euclidien). On en déduit que A est injective si, et seulement si, AT est surjective.

Une matrice carrée est dite symétrique si AT = A. Une telle matrice est dite définie
positive si xTAx > 0 pour tout vecteur x non nul dans Rn et elle est dite semi-définie
positive si xTAx > 0 pour tout vecteur x ∈ Rn. On dit que A est définie négative
(resp. semi-définie négative) si −A est définie positive (resp. semi-définie positive).
On note respectivement

Sn, Sn+ et Sn++

l’ensemble des matrices d’ordre n qui sont symétriques, symétriques semi-définies
positives et symétriques définies positives. On notera aussi

A < 0 ⇐⇒ A ∈ Sn+
A ≻ 0 ⇐⇒ A ∈ Sn++.

Le lemme suivant nous sera utile, en particulier dans les méthodes de pénalisation.
On trouvera à l’exercice B.15 une généralisation de ce résultat.

Lemme B.3 (Finsler, 1937) Soient M et P deux matrices d’ordre n symétri-
ques, avec M définie positive dans le noyau de P (c.-à-d., uTMu > 0 pour tout
vecteur non nul u ∈ N (P )) et P semi-défine positive. Alors il existe r̄ ∈ R tel
que, pour tout r > r̄, M + rP est définie positive.

Démonstration. La démonstration la plus simple se fait par l’absurde. Si le résultat
est faux, on peut trouver une suite {rk} de réels tendant vers l’infini tels que M+rkP
n’est pas définie positive. Il existe alors une suite de vecteurs non nuls {uk} ⊆ Rn,
tels que

uTkMuk + rk(u
T

kPuk) 6 0. (B.11)

On peut supposer que ‖uk‖ = 1 (il suffit en effet de diviser l’inégalité par ‖uk‖2 6= 0).
En extrayant une sous-suite au besoin, on peut supposer que uk → u. En divisant
l’inégalité (B.11) par rk et en prenant la limite lorsque k →∞ on trouve uTPu = 0,

1 Certains auteurs, en particulier francophones mais pas seulement, note tA la transposée
de A. Nous avons préféré la notation AT qui est plus répandue internationalement.
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si bien que u ∈ N (P ) (car P < 0). L’inégalité (B.11) montre aussi que uTkMuk 6 0,
qui à la limite en k fournit uTMu 6 0. On a obtenu une contradiction, puisque par
hypothèse on doit avoir uTMu > 0 (u ∈ N (P ) et u 6= 0). ✷

Le lemme de Finsler est illustré à la figure B.1 au moyen des courbes de niveau

−1

+1

+2

0

+2

=

+1

+3

Fig. B.1. Illustration du lemme B.3 de Finsler, par les courbes de niveau des formes
quadratiques associées aux matrices M =

(
0 1
1 0

)
(à gauche), P =

(
+1 −1
−1 +1

)
(au milieu) et

M + 2P =
(
+2 −1
−1 +2

)
(à droite) ; M est définie positive sur N (P ), P est semi-définie positive

et M + 2P définie positive.

de trois formes quadratiques : x 7→ xTMx qui est indéfinie mais définie positive sur
N (P ) = R

(
1
1

)
(à gauche), x 7→ xTPx qui est semi-définie positive (au centre) et

x 7→ xT(M + 2P )x qui est définie positive (à droite).
Soit A une matrice de type m×n. Le pseudo-inverse de Moore-Penrose [434, 479]

de A est la matrice A† de type n × m telle que, quel que soit b ∈ Rm, A†b est la
solution de norme minimale du problème de moindres-carrés linéaire

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2.

On montre qu’il s’agit de l’unique matrice A† de type n×m qui vérifie

AA†A = A, A†AA† = A†, (AA†)T = AA† et (A†A)T = A†A. (B.12)

Si A = V ΣUT est la factorisation en valeurs singulières de A, on a

A† = UΣ−1V T,

si bien que AA† = V V T et A†A = UUT, qui sont les projecteurs orthogonaux sur
R(A) = R(V ) et R(AT) = R(U) respectivement.

On appelle déterminant l’unique application det : Rn×n → R : A 7→ detA qui
considérée comme fonction des colonnes de A est multilinéaire et alternée (elle change
de signe si on permute deux colonnes) et qui vérifie det I = 1. De cette définition, on
déduit la formule du déterminant :

detA =
∑

σ∈Sn

sσ Aσ11Aσ22 · · ·Aσnn.
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On a noté Sn l’ensemble des permutations de [1 :n], c’est-à-dire des applications bi-
jectives σ : [1 :n]→ [1 :n] ; σ(i) = σi la valeur en i ∈ [1 :n] de la permutation σ et sσ
la signature de σ. On sait que A est inversible si, et seulement si, son déterminant est
non nul.

B.3 Analyse spectrale

Soit A ∈ Sn. Alors toutes ses valeurs propres sont réelles. On les supposera ordon-
nées comme suit :

λ1 6 · · · 6 λn.

On note Λ = Diag(λ1, . . . , λn) et v1, . . . , vn les vecteurs propres associés aux λi. On
peut supposer qu’ils forment une base orthonormale de Rn ; alors V = (v1 · · · vn) est
une matrice orthogonale et on a V TAV = Λ, ainsi que la factorisation spectrale

A = V ΛV T =
n∑

i=1

λiviv
T

i .

La première égalité se déduit de AV = V Λ et de l’orthogonalité de V ; la seconde se
vérifie en prenant l’élément (k, l) de chaque membre.

Théorème B.4 (principe du min-max de Courant-Fisher) Soit A ∈ Sn.
Alors pour tout i = 1, . . . , n, pour tout sous-espace vectoriel E′

i de dimension
n−i+1 et pour tout sous-espace vectoriel Ei de dimension i, on a

min
x ∈ E

′
i

‖x‖2 = 1

xTAx 6 λi 6 max
x ∈ Ei

‖x‖2 = 1

xTAx. (B.13)

On a égalité à gauche en prenant E′
i = vect{vi, . . . , vn} et égalité à droite en

prenant Ei = vect{v1, . . . , vi}. Dès lors, pour tout i = 1, . . . , n :

max
s.e.v. E

′

dimE
′ = n−i+1

min
x ∈ E

′

‖x‖2 = 1

xTAx = λi = min
s.e.v. E

dimE = i

max
x ∈ E

‖x‖2 = 1

xTAx. (B.14)

Démonstration. On peut écrire E′
i = R(U), où U est une matrice n× (n−i+1) or-

thonormale (UTU = In−i+1). La première inégalité de (B.13) sera établie si l’on mon-
tre que min{xTUTAUx : ‖x‖2 = 1} 6 λi. Comme dimR(U) + dimvect{v1, . . . , vi} >
n, on peut trouver un vecteur unitaire x′ tel que Ux′ ∈ vect{v1, . . . , vi} (exercice B.1),
ce qui s’écrit Ux′ =

∑i
k=1 αkvk avec des αk tels que

∑i
k=1 α

2
k = 1. On voit que

min{xTUTAUx : ‖x‖2 = 1} 6 (x′)TUTAUx′ =
∑i

k=1 α
2
kλk 6 λi.

On obtient la première égalité de (B.14) en prenant E′ = vect{vi, . . . , vn} et x = vi.
La seonde inéaglité de (B.13) et la seconde égalité de (B.14) se démontrent de la

même manière. ✷
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Corollaire B.5 Soient A et B ∈ Sn. Alors, pour tout i = 1, . . . , n :

λi(A) + λ1(B) 6 λi(A+B) 6 λi(A) + λn(B),

ce qui implique que λi(·) est une application 1-lipschitzienne :

|λi(B)− λi(A)| 6 ‖B −A‖2.

Ce corollaire montre en particulier qu’en ajoutant à A une matrice semi-définie posi-
tive, on accroît ses valeurs propres. De plus, si B est définie positive, l’accroissement
est strict et vaut au moins λ1(B).

Corollaire B.6 (entrelacement des valeurs propres) Soient A ∈ Sn et
b ∈ Rn. Alors pour tout i = 1, . . . , n−1 :

λi(A) 6 λi(A+ bbT) 6 λi+1(A) 6 λi+1(A+ bbT),

λi(A− bbT) 6 λi(A) 6 λi+1(A− bbT) 6 λi+1(A).

Théorème B.7 (principe variationnel de Ky Fan) Soit A ∈ Sn. Alors pour
tout p = 1, . . . , n, on a

λn−p+1 + · · ·+ λn = max
X∈R

n×p

XTX=Ip

〈AX,X〉.

Théorème B.8 (inégalité de trace de Ky Fan) Pour tout A et B ∈ Sn, on
a

〈A,B〉 6 λ(A)Tλ(B), (B.15)

où 〈·, ·〉 désigne le produit scalaire (B.8). On a égalité ci-dessus si, et seulement
si, l’on peut obtenir les factorisations spectrales « ordonnées » λ(A) et λ(B) de A
et B par la même matrice orthogonale, c’est-à-dire si, et seulement si,

∃V orthogonale : A = V Diag(λ(A)) V T et B = V Diag(λ(B)) V T.

On sait que A et B ∈ Sn sont simultanément diagonalisables si, et seulement si,
elles commutent. La condition énoncée dans le théorème B.8 ci-dessus pour avoir
l’égalité dans (B.15) est plus forte, car elle requiert que les matrices diagonales
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obtenues soient ordonnées. Ainsi A = Diag(1, 2) et B = Diag(2, 1) commutent alors
que 〈A,B〉 = 4 diffère de λ(A)Tλ(B) = 5.

L’inégalité de Ky Fan est un raffinement de l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur Sn,
dans le sens où cette dernière peut se déduire de la première. En effet, si A =
V Diag(λ(A))V T avec V orthogonale, on a

‖λ(A)‖2 = ‖Diag(λ(A))‖F = ‖V Diag(λ(A))V T‖F = ‖A‖F .

Dès lors, l’inégalité de Ky Fan et l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur Rn donnent

〈A,B〉 6 λ(A)Tλ(B) 6 ‖λ(A)‖2 ‖λ(B)‖2 = ‖A‖F ‖B‖F .

On en déduit l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur Sn en tenant compte également de
celle obtenue en remplaçant ci-dessus B par −B.

En appliquant l’inégalité de Ky Fan à des matrices diagonales, on trouve une
inégalité de Hardy, Littlewood et Pólya [305], simple à démontrer directement, selon
laquelle le produit scalaire euclidien de deux vecteurs x et y est majoré par celui
des vecteurs [x] et [y] obtenus à partir des vecteurs précédents en ordonnant leurs
composantes par ordre décroissant :

∀x, y ∈ Rn : xTy 6 [x]T[y].

Un mineur principal d’une matrice carré A est le déterminant d’une sous-matrice
carrée de A dont la diagonale est une partie de celle de A : si A est d’ordre n, il s’agit
d’un

mI := det(Aij)i,j∈I , où I ⊆ [1 :n].

Les mineurs principaux de tête sont les m[1 : j] pour j = 1, . . . , n.

Proposition B.9 (critères de définie positivité) Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) A est définie positive,
(ii) toutes les valeurs propres de A sont strictement positives,
(iii) tous les mineurs principaux de tête de A sont strictement positifs.

Proposition B.10 (critères de semi-définie positivité) Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) A est semi-définie positive,
(ii) toutes les valeurs propres de A sont positives,
(iii) tous les mineurs principaux de A sont positifs.

Démonstration. [(i) ⇔ (ii)] Vient du fait qu’une matrice symétrique s’écrit
A =

∑
i λiviv

T

i où les λi sont ses valeurs prorpres et les vi sont les vecteurs pro-
pres orthogonaux associés.

[(i) ⇒ (iii)] Car alors, pour tout ε > 0, A+ εI ≻ 0. Tous les mineurs principaux
de A + εI sont donc > 0. On passe alors à la limite lorsque ε ↓ 0, en utilisant la
continuité du déterminant.
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[(iii) ⇒ (i)] On observe d’abord que, dans ce cas, lorsqu’on ajoute ε > 0 à un
élément de la diagonale de A on accroît (pas nécessairement strictement) ses mineurs
principaux. Par récurrence, il en est de même si l’on ajoute ε > 0 à plusieurs éléments
diagonaux. Montrons maintenant que si l’on ajoute ε > 0 à tous les éléments diago-
naux de A, les mineurs principaux de tête augmentent strictement ; plus précisément,
si on note mε

I les mineurs de A+ εI, on a mε
[1 : j] > εj pour tout j. Montrons cela par

récurrence. L’inégalité est claire pour j = 1. Puis

mε
[1 : j] = det

(
A[1 : j],[1 : j] + ε

j−1∑

i=1

(ei)Tei

)

︸ ︷︷ ︸
>0

+ εmε
[1 : j−1] > εj.

Par la proposition B.9, on en déduit que A+ εI ≻ 0 et donc que A < 0. ✷

Remarques B.11 1) Une matrice ne sera pas nécessairement semi-définie positive
si seuls ses mineurs principaux de tête sont positifs ; contre-exemple : Diag(0,−1).

2) Le critère (iii) ne peut être inversé pour qualifier une matrice semi-définie négative.
Ainsi (

0 1
1 0

)

a tous ses mineurs principaux négatifs, mais n’est pas semi-définie négative (ni
semi-définie positive d’ailleurs). La raison vient de ce que det(−AI,I) = detAI,I ,
si |I| est pair. ✷

B.4 Matrices complexes

B.4.1 Nombre, vecteur et matrice complexes

On note i ∈ C le nombre imaginaire pur , celui qui vérifie i2 = −1. Si x = a+ib ∈ C,
avec a et b ∈ R, on note |x| = (a2 + b2)1/2 le module de x et x̄ = a − ib ∈ C son
nombre complexe conjugué. Pour des nombres x et y ∈ C, on a

|x+ y| 6 |x|+ |y| et |xy| = |x| |y|.

Pour une matrice A ∈ Cm×n, on note AH sa transposée-conjuguée, qui est définie
par

(AH)ij = Āji.

Si A et B ∈ Cm×n, on a
(AB)H = BHAH.

Une matrice carrée A ∈ Cn×n est dite unitaire si AHA = I ou, de manière équivalente,
si AAH = I.

Dans sa notation matricielle, un vecteur v ∈ Cn est considéré comme une matrice
n× 1. On munit Cn de la norme
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v ∈ Cn 7→ ‖v‖ = (vHv)1/2 =

(
n∑

i=1

|vi|2
)1/2

∈ R.

On dit que v ∈ Cn est un vecteur propre de valeur propre λ ∈ C de A ∈ Cn×n si

Av = λv et v 6= 0. (B.16)

Dans ce cas, quel que soit α ∈ C, non nul, αv est encore vecteur propre de valeur
propre λ. On peut donc normaliser v en supposant que ‖v‖ = 1 (il suffit de multiplier
v par 1/‖v‖) ; on dit alors que le vecteur propre est unitaire. L’ensemble des valeurs
propres de A est appelé le spectre de A et est noté λ(A) ; c’est donc une partie de C.
Le rayon spectral est la quantité notée et définie par

ρ(A) := max
λ∈λ(A)

|λ|.

B.4.2 Matrice hermitienne

On dit qu’une matrice A ∈ Cn×n est hermitienne si AH = A. On note

Hn

l’espace vectoriel sur R formé des matrices complexes hermitiennes d’ordre n (ce n’est
pas un espace vectoriel sur C car iA n’est pas hermitienne si A est hermitienne non
nulle).

Si A, B ∈ Hn et v ∈ Cn, on montre facilement que vHAv ∈ R, que DiagA ∈ Rn,
que trA ∈ R et que trAB ∈ R. On peut donc munir Hn du produit scalaire

〈·, ·〉 : (A,B) ∈ Hn ×Hn 7→ 〈A,B〉 = trAB ∈ R,

qui fait de Hn un espace vectoriel euclidien.
Une matrice hermitienne a des valeurs propres réelles : λ(A) ⊆ R. Elle admet la

décomposition spectrale

A = V ΛV H =
n∑

i=1

λiviv
H

i , (B.17)

où V := (v1 · · · vn) ∈ Cn×n est une matrice unitaire et Λ est la matrice diago-
nale réelle Diag(λ1, . . . , λn) ∈ Rn×n, formée des valeurs propres de A. On peut donc
définir la semi-définie positivité d’une matrice hermitienne A par l’une des propriétés
équivalentes suivantes :

∀x ∈ Cn : xHAx > 0,

toutes les valeurs propres de A sont positives.

Cette propriété est notée A < 0.
La valeur propre maximale λmax(A) d’une matrice hermitienne A ∈ Hn vérifie la

propriété
λmax(A) = max

x∈C
n

‖x‖=1

xHAx, (B.18)

le maximum étant atteint si, et seulement si, x est dans l’espace propre associé à la
valeur propre maximale.
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B.5 Factorisations

Une matrice A est dite triangulaire inférieure si Aij = 0 lorsque i < j. Elle est
dite triangulaire supérieure si AT est triangulaire inférieure. Une matrice triangulaire
(inférieure ou supérieure) A est dite unitaire si Aii = 1 pour tout i. La résolution du
système linéaire Ax = b, où A est une matrice carrée triangulaire inférieure inversible
se fait sans difficulté en commençant par la détermination de x1 (par le première
équation), puis de x2 par la seconde (car on connaît maintenant x1) et ainsi de suite.
Si A est triangulaire supérieure, on déterminera successivement xn, xn−1, etc.

Une matrice carréeQ est dit orthogonale siQQT = I, c’est-à-dire siQT est l’inverse
de Q. Il est donc aussi aisé de résoudre un système linéaire Qx = b lorsque Q est
orthogonale.

Les factorisations matricielles rappelées ci-dessous permettent d’écrire une matrice
donnée sous la forme d’un produit de matrices triangulaire ou orthogonale.

B.5.1 Factorisation QR

La factorisation QR d’une patrice A de type m× n est la factorisation suivante

A = QR,

où Q est orthogonale d’ordre m et R est triangulaire supérieure de type m× n. Elle
est le plus souvent obtenue par des réflexions de Houselholder ou des rotations de
Givens.

Réflexions de Householder

Rotations de Givens

Un peu plus coûteuses que les réflexions de Householder pour une matrice pleine,
les rotations de Givens sont en général utilisées lorsque la matrice a une struc-
ture creuse, en particulier pour des matrices bandes ou des matrices de Hessenberg.
L’approche a alors un coût proportionnel au nombre d’éléments non nuls à gauche de
la diagonale dans le profil ligne de la matrice (tout élément ayant sur la même ligne
et à sa gauche un élément non nul est pris dans le profil).

La rotation de Givens Gkl, k < l, est une matrice qui ne diffère de la matrice
identité que par ses lignes et colonnes k et l et de manière plus précise, par la sous-
matrice d’ordre 2 :

Gkl
{k,l},{k,l} =

(
c s
−s c

)
,

où c := cos θ et s := sin θ. C’est une matrice antisymétrique et orthogonale. On se
sert de Gkl pour annuler la composante k ou l de Gklv. Par exemple, pour annuler la
composante l, il faut que svk = cvl ou tg θ = vl/vk. Comme cos θ = (1+ tg2 θ)−1/2 et
sin θ = (1− cos2 θ)1/2, il suffit donc de prendre

c =
vk

(v2k + v2l )
1/2

et s =
vl

(v2k + v2l )
1/2

.

Il n’est donc pas nécessaire de calculer θ.
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Si A est une matrice, il est clair que GklA ne modifie que les lignes k et l de A et si
ces lignes ont des éléments nuls sur la même colonne, ces éléments restent nuls après
multiplication à gauche par la matrice de Givens. Pour obtenir la factorisation QR
d’une matrice pleine A, on procède en général comme suit. On annule successivement
les éléments sous la diagonale, colonne par colonne et de bas en haut, comme l’illustre
l’exemple 4 × 3 ci-dessous, dans lequel les éléments modifiés par les opérateurs Gkl

sont soulignés :

A =




× × ×
× × ×
× × ×
× × ×




G34

−→




× × ×
× × ×
× × ×
0 × ×




G23

−→




× × ×
× × ×
0 × ×
0 × ×




G12

−→




× × ×
0 × ×
0 × ×
0 × ×




G34

−→




× × ×
0 × ×
0 × ×
0 0 ×




G23

−→




× × ×
0 × ×
0 0 ×
0 0 ×




G34

−→




× × ×
0 × ×
0 0 ×
0 0 0


 = R.

Quant à la matrice orthogonale QT, elle est le produit de droite à gauche des matrices
de Givens successivement utilisées.

B.5.2 Factorisation gaussienne (ou LU)

Newton, in notes that he would rather not have seen published,
described a process for solving simultaneous equations that later
authors applied specifically to linear equations. This method —

which Euler did not recommend, which Legendre called
“ordinary,” and which Gauss called “common” — is now named

after Gauss: “Gaussian” elimination.

J. F. Grcar [278 ; 2011].

On dit que A admet une factorisation gaussienne ou LU si l’on peut écrire

A = LU,

avec L triangulaire inférieure unitaire et U triangulaire supérieure. Un intérêt de
cette factorisation est que, si A est inversible (donc L et U le sont, car 0 6= detA =
(detL)(detU)), alors on peut résoudre le système linéaire Ax = b en résolvant suc-
cessivement les systèmes triangulaires Ly = b (en y) et Ux = y (en x).

Proposition B.12 (factorisation gaussienne) Une matrice A d’ordre n a
une unique factorisation gaussienne si, et seulement si,

pour tout k = 1, . . . , n−1, Ak := A
(1,...,k)
(1,...,k) est inversible. (B.19)

Si (B.19) n’a pas lieu, la factorisation gaussienne peut exister, mais elle n’est pas
unique.
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Démonstration. Supposons que (B.19) ait lieu. L’existence et l’unicité de la factori-
sation gaussienne peut se montrer en factorisant successivement les matrices princi-
pales de tête Ak, pour k = 1, . . . , n − 1. Soit 1 6 k 6 n−1 et supposons que Ak ait
une unique factorisation gaussienne : Ak = LkUk (c’est clairement le cas pour k = 1).
Alors

Ak+1 =

(
LkUk b
cT α

)
=

(
Lk 0
lT 1

)(
Uk u
0 β

)
, (B.20)

où b, c ∈ Rk et α ∈ R. Par (B.19), 0 6= detAk = (detLk)(detUk), si bien que Lk et
Uk sont inversibles. Alors, l, u et β sont déterminés de manière unique par

UT

k l = c, Lku = b et β = α− lTu.

Donc Ak+1 a une unique factorisation gaussienne.
Réciproquement, supposons que A = LU soit l’unique factorisation gaussienne

de A. Du fait de la structure triangulaire de L et U , on a Ak = LkUk, avec

Lk := L
(1,...,k)
(1,...,k) et Uk := U

(1,...,k)
(1,...,k), (B.21)

et donc detAk = (detLk)(detUk) = detUk (car Lk est unitaire). Dès lors, si (B.19)
n’a pas lieu, Ukk = 0 pour un indice k ∈ [1 :n− 1]. On a aussi

A =
n∑

i=1

LiUi =
k−1∑

i=1

LiUi + (Lk+Lk+1)Uk + Lk+1(Uk+1−Uk) +
n∑

i=k+2

LiUi.

On obtient donc une factorisation de A = L̃Ũ , avec

L̃i =

{
Li si i 6= k
Lk+Lk+1 si i = k

et Ũi =

{
Ui si i 6= k+1
Uk+1−Uk si i = k+1.

Il s’agit bien d’une nouvelle factorisation gaussienne puisque la matrice L̃ est trian-
gulaire inférieure unitaire et est différente de L (car Lk+1,k+1 = 1) et la matrice Ũ est
triangulaire supérieure (Ũk+1,j = 0 si j 6 k parce que Ukk = 0). Cette contradiction
avec l’hypothèse de départ montre que (B.19) est impliquée par celle-ci.

Pour la dernière partie du résultat, on constate en effet que la factorisation gaussi-
enne de la matrice nulle existe pour une matrice triangulaire unitaire L arbitraire :
0 = L0. ✷

Sous les conditions (B.19), il résulte de la démonstration précédente que les élé-
ments diagonaux de U s’écrivent U11 = A11 et pour i = 2, . . . , n :

Ukk =
detA

(1,...,k)
(1,...,k)

detA
(1,...,k−1)
(1,...,k−1)

.

En effet, Ak = LkUk, où Lk et Uk sont données par (B.21), si bien que detAk = detUk

(Lk est unitaire). Alors le calcul (B.20) conduit à detAk+1 = (detUk)Ukk =
(detAk)Ukk. En fait, tous les éléments de L et U peuvent s’exprimer par des déter-
minants [228, 321].
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La manière habituelle de construire les facteurs L et U de A est de procéder par
transformations successives de A = A(1), . . . , A(n) = U . Les éléments des k − 1
premières colonnes de A(k) situés sous la diagonale sont nuls. Pour obtenir A(k+1) à
partir de A(k), on annule la partie sous la diagonale de la colonne k de A(k), sans
toucher aux k − 1 premières colonnes :

A(k+1) =MkA
(k), avec Mk := I − vkeTk , (B.22)

où ek est le k-ième vecteur de base de Rn et le vecteur vk a ses composantes don-
nées par : (vk)i = 0 si i 6 k et (vk)i = A

(k)
ik /A

(k)
kk si i > k. Dans cette opération,

l’élément A(k)
kk est appelé le pivot. Après n−1 étapes, on obtient la matrice triangu-

laire supérieure
U =Mn−1Mn−2 · · ·M1A (B.23)

Le facteur
L =M−1

1 · · ·M−1
n−2M

−1
n−1 (B.24)

s’obtient facilement car M−1
k = I + vke

T

k . Comme produit de matrices triangulaires
inférieures unitaires, L a aussi cette propriété. D’ailleurs, on vérifie aisément que

L = I + v1e
T

1 + · · ·+ vn−1e
T

n−1.

Ce procédé n’est autre que l’élimination gaussienne (voir l’épigraphe de cette
section), qui consiste à résoudre le système linéaire Ax = b en éliminant l’une après
l’autre les variables x1, x2, . . . , xn−1, jusqu’à l’obtension d’une équation en xn seul,
que l’on résout ; on inverse ensuite l’ordre pour calculer successivement xn−1, xn−2,
. . . , x1. Explicitons cela. La première équation permet d’exprimer x1 comme fonction
affine de x2, . . . , xn par

x1 =
1

A11


b1 −

n∑

j=2

A1jxj


 ,

et d’éliminer x1 des équations d’indice i > 2, ce qui conduit au système

M1Ax =M1b,

avec M1 définie comme en (B.22). Ensuite, on peut utiliser la seconde équation de
ce dernier système pour exprimer x2 comme fonction affine de x3, . . . , xn et en éli-
minant x2 des équations d’indice i > 3 de ce dernier système, on obtient le nouveau
système

M2M1Ax =M2M1b,

avec M2 définie comme en (B.22). Si l’on poursuit de la sorte, on obtient finalement
l’équation

Ux = L−1b,

avec U et L donnés par (B.23) et (B.24). Ce système se résout en calculant d’abord xn
par la dernière équation, puis xn−1 par l’équation n − 1, et ainsi de suite jusqu’à la
première équation qui donne x1.

L’élimination gaussienne par blocs sur la matrice carrée
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M =

(
A B
C D

)
,

avec A carrée inversible, conduit à la matrice
(

I 0
CA−1 I

)
M =

(
A B
0 As

M

)
,

où
As

M := D − CA−1B

est appelé le complément de Schur de A dansM [140]. On obtient ainsi la factorisation
par blocs de M suivante

M =

(
I 0

CA−1 I

)(
A B
0 As

M

)
.

B.5.3 Factorisation de Cholesky

On suppose ci-dessous que A est une matrice symétrique d’ordre n.

Le cas défini positif

Considérons d’abord le cas où A ≻ 0. Comme tous les mineurs principaux en
tête de A sont non nuls, A a une factorisation gaussienne unique (proposition B.12).
L’unicité implique que la factorisation est nécessairement de la forme

A = RTR = LDLT,

où L est triangulaire inférieure unitaire, D ≻ 0 est diagonale et R = D1/2LT est
triangulaire supérieure. Ces factorisations sont dites de Cholesky [123 ; 1910] et sont
déterminées de façon unique. La forme LDLT permet de ne pas devoir calculer n
racines carrées. Cette factorisation permet de montrer l’équivalence suivante

A ≻ 0 ⇐⇒ ∀ I = [1 : k] : detAI,I > 0. (B.25)

Un premier algorithme calculant L et D s’obtient à partir de l’expression de
l’élément (i, j) de A : pour tout i > j,

Aij =

j∑

k=1

LikDkkLjk.

On peut donc calculer les éléments de L et D de proche en proche, en commençant
par les petits indices :

Algorithme B.13 (Factorisation de Cholesky I)
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Pour i = 1, . . . , n :
Pour j = 1, . . . , i− 1 :
Lij = (Aij −

∑j−1
k=1 LikDkkLjk)/Djj ;

Lii = 1 ;
Dii = Aii −

∑i−1
k=1 L

2
ikDkk ;

On peut aussi procéder de la manière suivante. On a

LDLT =
n∑

k=1

DkkL :kL
T

:k, (B.26)

où L :k est la k-ième colonne de L. À l’étape k de l’algorithme ci-dessous, on obtient
la matrice A(k) en retranchant de A(k−1) la matrice DkkL :kL

T

:k, de manière à annuler
ses ligne et colonne k :

A(k) = A(k−1) −DkkL :kL
T

:k =

(
0 0
0 B(k)

)
,

avec LT

:k = (0, . . . , 0, 1, Lk+1,k, . . . , Lnk) et B(k) est d’ordre n−k. Ceci conduit à
l’algorithme suivant, dans lequel on suppose que les matrices successives A(k) sont
récrites dans A, dont seule la partie triangulaire inférieure st utilisée.

Algorithme B.14 (Factorisation de Cholesky II)

Pour k = 1, . . . , n−1 :
Dkk = Akk ;
Pour i = k+1, . . . , n :
Lik = Aik/Dkk ;
Pour j = k+1, . . . , i :
Aij := Aij −DkkLikLjk ;

Ce second algorithme a l’avantage de permettre le pivotage, ce qui n’est pas le cas du
premier puisque l’élément diagonalDii (sur lequel porte pivotage) n’apparaît qu’après
le calcul de la i-ième colonne de L. À l’étape k, on pourra choisir comme pivot, un
élément maximal de la diagonale de B(k), à savoir celui dont l’indice sk est déterminé
par

sk = min
(
argmax

{
B

(k)
ii : i ∈ [k :n]

})
.

On permute ensuite les lignes k et sk de L(k) et les lignes et colonnes d’indices k et
sk de B(k).

Le cas semi-défini positif

Une matrice A semi-définie positive, ce que l’on note A < 0, admet également
une factorisation de Cholesky [313 ; section 10.3]. Pour le voir, il suffit de partir de la
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factorisation QR de A1/2 = QR, dans laquelle Q est orthogonale et R est triangulaire
supérieure, et d’écrire

A = (A1/2)T(A1/2) = RTR. (B.27)

Cependant, le facteur R n’est pas nécessairement unique dans ce cas, comme le montre
l’exemple suivant (

0 0
0 1

)
=

(
0 0

cos θ sin θ

)(
0 cos θ
0 sin θ

)
.

On peut aussi avoir la factorisation

A = LDLT, (B.28)

avec L triangulaire inférieure unitaire et D < 0 diagonale. Pour voir cela, on peut par
exemple partir de la factorisation A = RTR =

∑
k(Rk)

TRk et modifier les colonnes
Rk de R de manière à avoir soit Rkk 6= 0, soit Rk = 0. Dans ce but, on examine
successivement les colonnes d’indice k = 1, . . . , n−1 : si Rkk 6= 0, on garde Rk in-
changé ; sinon on l’annule après l’avoir ajoutée à Rk+1. On garde donc la factorisation
A = RTR. On obtient alors (B.28) en prenant Dkk = R2

kk, tandis que la colonne k
de L est le vecteur unité ek si Rkk = 0 et Lk = Rk/Rkk sinon.

La factorisation (B.28) peut s’obtenir par l’algorithme B.13, en annulant les élé-
ments Lij lorsque Djj = 0, mais cet algorithme est instable lorsque A n’est pas définie
positive. Mieux vaut utiliser l’algorithme B.14 avec pivotages.

La caractérisation (B.25) ne se généralise pas aux matrices semi-définies positives.
Cependant, on peut montrer que A est semi-définie positive si, et seulement si, tous
ses mineurs principaux sont positifs :

A < 0 ⇐⇒ ∀ I ⊆ [1 :n] : detAI,I > 0. (B.29)

Mise à jour des facteurs pour une correction de rang un

Supposons qu’une matrice Ā soit obtenue par une correction de rang 1 additive
d’une matrice A d’ordre n symétrique définie positive :

Ā = A+ αvvT,

où α > 0 est un réel et v ∈ Rn. Bien sûr, Ā est encore d’ordre n symétrique définie
positive. Si on connaît les facteurs de Cholesky de A = LDLT, on peut obtenir ceux
de Ā = L̄D̄L̄T en O(n2) opérations plutôt qu’avec les O(n3) opérations que requiert
une factorisation directe de Ā. On peut s’y prendre comme suit.

Avec p solution de Lp = v (ceci requiert O(n2) opérations), on a

Ā = L(D + α ppT)LT.

On se ramène ainsi à la factorisation de Cholesky de D + α ppT = L̃D̃L̃T et au
produit L̄ = LL̃. Bien sûr, il suffit de prendre D̄ = D̃. Nous allons montrer que cela
ne demande pas plus de O(n2) opérations.

Considérons d’abord la factorisation de Cholesky de D+ αppT = L̃D̃L̃T. En exa-
minant les colonnes des deux membres de cette identité, on remarque par récurrence
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sur j = 1, . . . , n, que la partie de la colonne j de L̃ sous la diagonale est parallèle à
la partie correspondante de p : en notant L̃j la j-ième colonne de L̃ et ek le k-ième
vecteur de base de Rn, on a

L̃j = ej + βj
(
pje

j + · · ·+ pne
n
)
. (B.30)

On vérifie que le coefficient de proportionnalité βj s’écrit

βj =
pjsj−1

D̃j

, où sj := α−∑j
k=1 β

2
kD̃k et s0 = α.

En prenant l’élément (j, j) de l’identité D + αppT = L̃D̃L̃T, on trouve alors

Dj + sj−1p
2
j = D̃j .

Ces relations permettent de montrer que sj > 0 :

sj = sj−1 − β2
j D̃j = sj−1 −

p2js
2
j−1

D̃j

= sj−1

(
Dj

Dj + sj−1p2j

)
.

On en déduit en particulier que D̃j > Dj pour tout j. On peut alors introduire
tj := 1/sj, qui vérifie la relation de récurrence numériquement stable :

tj = tj−1 +
p2j
Dj

. (B.31)

On a aussi D̃j/Dj = 1 + sj−1p
2
j/Dj = tj/tj−1, si bien que le calcul de D̃j et βj peut

se faire par

D̃j =
Djtj
tj−1

et βj =
pj
Djtj

. (B.32)

On peut à présent écrire l’algorithme qui calcule les facteurs de Cholesky de D +
α ppT = L̃D̃L̃T.

1. t0 = 1/α ;
2. Pour j = 1, . . . , n :

2.1. Calcul de tj , D̃j et βj par (B.31) et (B.32) ;
2.2. L̃jj = 1 ;
2.3. Pour k = j + 1, . . . , n : L̃kj = pkβj ;

Cet algorithme ne demande pas plus de O(n2) opérations élémentaires.
Intéressons nous à présent au produit L̄ = LL̃. En utilisant (B.30) et Lp = v:

L̄j = L
(
ej + βj(p− p1e1 − · · · − pjej)

)
= Lj + βj

(
v − p1L1 − p2L2 − · · · − pjLj

)
.

Dans l’algorithme suivant, on construit en même temps p et L̄. Au début de la j-ième
étape, le vecteur p a sa valeur correcte dans les j premières positions et a la valeur
v− p1L1− p2L2− · · · − pj−1L

j−1 dans le n− j suivantes. Comme les formules (B.31)
et (B.32) n’utilisent que pj , on obtient comme algorithme final de calcul de L̄ et D̄ :

Algorithme B.15 (Mise à jour des facteurs de Cholesky I)

1. t0 = 1/α ;
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2. p = v ;
3. Pour j = 1, . . . , n :

3.1. Calcul de tj , D̄j ≡ D̃j et βj par (B.31) et (B.32) ;
3.2. L̄jj = 1 ;
3.3. Pour k = j + 1, . . . , n :

3.3.1. pk = pk − pjLkj ;
3.3.2. L̄kj = Lkj + βjpk ;

On pourra vérifier par un raisonnement analogue que, si l’on connaît la factorisa-
tion de Cholesky A = LLT, les facteurs de Cholesky L̄L̄T de A + αvvT sont donnés
par l’algorithme suivant.

Algorithme B.16 (Mise à jour des facteurs de Cholesky II)

1. t0 = 1/α ;
2. p = v ;
3. Pour j = 1, . . . , n :

3.1. pj = pj/Ljj ;
3.2. δ = (1 + p2j/tj−1)

1/2 ;
3.3. βj = pj/(tj−1δ) ;
3.4. tj = tj−1 + p2j ;
3.5. Pour k = j, . . . , n :

3.5.1. pk = pk − pjLkj ;
3.5.2. L̄kj = δLkj + βjpk ;

Une réalisation informatique de l’algorithme précédent ne doit pas utiliser deux ma-
trices L et L̄, mais peut stocker L̄ dans L, car lorsque L̄kj est calculé, on n’a plus
besoin de Lkj .

Une autre possibilité, qui fonctionne aussi si A est singulière (mais semi-définie
positive), est fondée sur l’observation suivante (on a intégré le facteur α > 0 dans le
vecteur v) [314 ; 2008] :

Ā = A+ vvT = LLT + vvT =
(
v L

) (
v L

)T
.

La matrice
(
v L

)T
de type (n+1)×n est de rang 6 n, si bien qu’elle peut être trans-

formée en une matrice triangulaire supérieure de rang 6 n. Comme les éléments non
nuls sous la diagonale sont placés directement sous celle-ci, n rotations de Givens suf-
fisent à la transformer en une matrice triangulaire supérieure de la forme

(
L̄ 0n×1

)T
.

Si l’on note G le produit de ces rotations, qui est une matrice orthogonale, on a

Ā =
(
v L

)
GTG

(
v L

)T
=
(
L̄ 0n×1

) (
L̄ 0n×1

)T
= L̄L̄T,

qui est la factorisatiion de Cholesky souhaitée.
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Mise à jour des facteurs pour une augmentation d’ordre

Considérons à présent le cas où une matrice Ā d’ordre n + 1 symétrique définie
positive est obtenue à partir de A par l’ajout d’une ligne et d’une colonne en position
n+ 1 :

Ā =

(
A v
vT α

)
,

où v ∈ Rn et α > 0 est un nombre réel. Si les facteurs de Cholesky de A = LDLT

sont connus, on peut déterminer les facteurs de Cholesky de Ā = L̄D̄L̄T en résolvant
un seul système linéaire avec la matrice L.

Grâce à l’unicité de la factorisation de Cholesky, on vérifie en effet qu’il faut
prendre

L̄ =

(
L 0
lT 1

)
et D̄ =

(
D 0
0 δ

)
,

où l ∈ Rn et δ ∈ R sont donnés par

LD l = v et δ = α− lTD l.

Pour déterminer l, on résout d’abord le système linéaire triangulaire Lw = v qui
donne w ∈ Rn, puis l = D−1w. Au total, cette mise à jour des facteurs de Cholesky
requiert O(n2) opérations au lieu des O((n + 1)3) que demanderait une factorisation
directe de Ā.

On note au passage que la matrice symétrique Ā est définie positive si, et seulement
si, δ > 0, c’est-à-dire α > vTĀ−1v (on savait déjà que cette condition était nécessaire,
car avec v =

(
vTA−T −1

)T
on doit avoir vTĀv > 0).

Mise à jour des facteurs pour une diminution d’ordre

On suppose maintenant que Ā est obtenue à partir de A en lui ôtant la ligne i et
la colonne i. On cherche les facteurs de Cholesky de Ā = L̄D̄L̄T à partir de ceux de
A = LDLT. Ici aussi un seul système linéaire triangulaire, utilisant une sous-matrice
principale de L, doit être résolu. Il ne faut donc pas plus de O(n2) opérations.

Les matrices A et Ā sont reliées par l’identité

A =



Ā11

... ĀT

21

. . . . . .

Ā21

... Ā22


 ,

où les pointillés correspondent à la i-ième ligne et à la i-ième colonne. On a une
partition similaire pour les facteurs L, D, L̄ et D̄ :

L =



L11 0 0
. . . 1 0
L21 v L22


 , D =



D1 0 0
0 δ 0
0 0 D2


 ,

L̄ =

(
L̄11 0
L̄21 L̄22

)
et D̄ =

(
D̄1 0
0 D̄2

)
.
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On trouve facilement

Ā11 = L11D1L
T

11 = L̄11D̄1L̄
T

11,

Ā21 = L21D1L
T

11 = L̄21D̄1L̄
T

11,

Ā22 = L21D1L
T

21 + δvvT + L22D2L
T

22

= L̄21D̄1L̄
T

21 + L̄22D̄2L̄
T

22.

La factorisation de Cholesky étant unique et les facteurs inversibles, on en déduit
successivement que

L̄11 = L11, D̄1 = D1, L̄21 = L21, et L̄22D̄2L̄
T

22 = L22D2L
T

22 + δvvT.

Donc L̄22D̄2L̄
T

22 est la factorisation de Cholesky d’une correction de rang 1 de
L22D2L

T

22. Elle peut donc être obtenue en résolvant un unique système linéaire avec
la matrice L22.

B.5.4 Factorisation en valeurs singulières (SVD)

Soient E et F deux espaces euclidiens sur R (produits scalaires notés 〈·, ·〉 et normes
associées notées ‖ · ‖), de dimension respective

n := dimE et m := dimF.

On considère une application linéaire A : E → F de rang r > 1 (le cas où A est
nulle n’est guère intéressant). On note A∗ : F → E son adjointe. On sera aussi utile
d’introduire l’opérateur Â : (x, y) ∈ E× F 7→ (A∗y,Ax), qui est noté matriciellement
par

Â =

(
0 A∗

A 0

)
.

Si E0 est un sous-espace vectoriel d’un certain espace euclidien V, on note PE0 : V→
E0 le projecteur orthogonal sur E0. Enfin, on munit Rr du produit scalaire euclidien
canonique.

Proposition B.17 (factorisation en valeurs singulières) Dans le cadre
défini ci-dessus, il existe des applications injectives U : Rr → E et V : Rr → F
et un opérateur diagonal Σ = Diag(σ1, . . . , σr) : Rr → Rr : (z1, . . . , zr) 7→ (σ1z1,
. . . , σrzr) avec des σi > 0, tels que

U∗U = IRr , UU∗ = PR(A∗), V ∗V = IRr , V V ∗ = PR(A) et A = V ΣU∗.
(B.33)

On a aussi
AA∗V = V Σ2 et A∗AU = UΣ2, (B.34)

qui montrent que les σ2
i , i ∈ [1 : r], sont aussi les valeurs propres non nulles de

AA∗ et de A∗A.

Démonstration. L’opérateur Â est autoadjoint. Il a donc un système de n +m =
dimE + dimF vecteurs propres orthogonaux. Si r = rg(A) est le rang de A, alors
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rg(Â) = 2r car rg(A∗) = rg(A) et donc Â a 2r valeurs propres non nulles. Celles-ci
sont opposées deux à deux, car si

(
0 A∗

A 0

)(
ui
vi

)
= σi

(
ui
vi

)

alors (
0 A∗

A 0

)(
−ui
vi

)
= −σi

(
−ui
vi

)
.

Soient {(ui, vi)}i∈[1 : r] les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres σi > 0.
On introduit les opérateurs linéaires U : Rr → E : α 7→ ∑r

i=1 αui et V : Rr → E :
α 7→∑r

i=1 αvi qui sous forme matricielle s’écrivent

U =
(
u1 · · · ur

)
et V =

(
v1 · · · vr

)
.

On notant Σ = Diag(σ1, . . . , σr), on a alors

AU = V Σ et A∗V = UΣ. (B.35)

Montrons que l’on peut supposer que les colonnes de U et de V sont orthonormales :

U∗U = IRr et V ∗V = IRr . (B.36)

En effet, d’une part, on peut normaliser la matrice des vecteurs propres orthogonaux(
U∗ V ∗) ∗ de Â par

U∗U + V ∗V =

(
U
V

)∗(
U
V

)
= 2IRr . (B.37)

Par ailleurs, (B.35) montre que V ∗V Σ = ΣU∗U . En utilisant l’identité (B.37), on
trouve que U∗UΣ + ΣU∗U = 2IRr . En regardant l’élément (i, j) des deux membres,
on voit que 〈ui, uj〉 = 0 si i 6= j et que 2σi〈ui, ui〉 = 2σi. Ceci montre que U∗U = IRr .
Alors V ∗V = IRr se déduit de (B.37).

On peut compléter les matrices U ∈ Rn×r et V ∈ Rm×r, dont les colonnes sont
orthogonales par (B.36), par des matrices Ũ ∈ Rn×(n−r) et Ṽ ∈ Rm×(m−r), respecti-
vement, de manière à ce que

(
U Ũ

)
soit orthogonale. Mais alors

(
±U
V

)∗(
Ũ
0

)
= ±U∗Ũ = 0,

si bien que les colonnes de
(
Ũ∗ 0

) ∗ sont des vecteurs propres de Â associé à la
vecteur propre nulle, ce qui montre que

A
(
U Ũ

)
= V

(
Σ 0

)
.

Comme
(
U Ũ

)
est orthogonale, on trouve finalement

A = V
(
Σ 0

)(U∗

Ũ∗

)
= V ΣU∗.
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Il reste à montrer dans (B.33) que UU∗ = PR(A∗) et V V ∗ = PR(A). On sait
que l’opérateur idempotent et auto-adjoint UU∗ est le projecteur orthogonal sur
R(U). On obtient alors la première affirmation en observant que A∗ = UΣV ∗ et
que l’inversibilité de Σ et la surjectivité de V ∗ impliquent que R(U) = R(A∗). On
s’y prend de la même manière pour montrer la seconde affirmation.

La première identité de (B.34) s’obtient en multipliant à droite les deux membres
de AA∗ = (V ΣU∗)(UΣV ∗) = V Σ2V ∗ par V et en utilisant (B.36). La seconde
identité de (B.34) se montre de la même manière, en utilisant A∗A = UΣ2U∗. ✷

Les σi ≡ σi(A) sont appelés les valeurs singulières de A et la factorisation A = V ΣU∗

est appelée la factorisation en valeurs singulières de A. On note σ(A) le vecteur des
valeurs singulières non nulles de A, rangées en ordre décroissant :

σ1(A) > · · · > σr(A).

Si {ei}ri=1 est la base orthonormale canonique de Rr, les vecteurs ui = Uei,
i = 1, . . . , r, sont orthonormaux dans E, les vecteurs vi = V ei, i = 1, . . . , r, sont
orthonormaux dans F et

A =

r∑

i=1

σi (vi⊗ui),

où v⊗u est le produit tensoriel de v ∈ F et u ∈ E, qui est l’opérateur linéaire x ∈ E 7→
v〈u, x〉 ∈ F.

Les valeurs singulières sont aussi les r valeurs propres strictement positives de
l’application auto-adjointe Â : E × F → E × F : (x, y) 7→ (A∗y,Ax), qui sous forme
matricelle s’écrit

Â =

(
0 A∗

A 0

)
.

Cette opérateur a aussi r valeurs propres strictement négatives, les −σi, et n +m −
2r valeurs propres nulles. Le vecteur propre correspondant à σi est (ui, vi), celui
correspondant à −σi est (−ui, vi).

Les valeurs singulières sont aussi les racines carrées des r valeurs propres stricte-
ment positives des applications auto-adjointes semi-définies positives

A∗A et AA∗,

qui ont aussi respectivement n− r et m− r valeurs propres nulles.
On peut aussi obtenir la valeur singulière maximale en résolvant un problème

d’optimisation (exercice 4.13).

Théorème B.18 (inégalité de trace de von Neumann) Si A et B ∈ Rm×n,
on a

〈A,B〉 6 σ(A)Tσ(B). (B.38)

où 〈·, ·〉 désigne le produit scalaire (B.8).
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Notes

Pour l’étude de la résolution des systèmes linéaires, on pourra consulter [320, 373,
267, 164, 594]. On trouvera des inégalités matricielles intéressantes dans le livre de
Zhan [641]. L’imposant ouvrage de Higham [313] est consacré à la précision et à la
stabilité des schémas numériques de l’algèbre linéaire.

L’inégalité de trace de Ky Fan (théorème B.8), publiée en 1949 [200], est étroite-
ment reliée à un travail antérieur de von Neumann [613 ; 1937] (l’inégalité de trace
du théorème B.18). La condition pour avoir l’égalité est due à Teobald [577 ; 1975].
L’inégalité de trace de von Neumann [613 ; 1937] est plus générale que dans le
théorème B.18 puisqu’elle permet aux matrices d’être complexes et qu’elle prend en
compte des transformations unitaires supplémentaires.

L’équivalence (i) ⇔ (iii) de la proposition B.10 est reprise de [44 ; exercice 4.1].
André-Louis Cholesky (1875-1918) était un officier français, originaire de la ré-

gion Poitou-Charentes, affecté à des opérations de géodésie, d’abord en France, puis
en Crète (1907-08) et enfin en Algérie et Tunisie (1910-14). Il est décédé au com-
bat, durant la première guerre mondiale. La factorisation RTR qui porte son nom a
été publiée à titre posthume en 1924 par Benoit [47], puis retrouvée par C. Brezin-
ski [89 ; 2006] dans les archives que sa famille a déposées à l’École Polytechnique ;
le manuscrit date du 2 décembre 1910 [123]. La description de la mise à jour des
facteurs de Cholesky de la section B.5.3 est reprise de [251 ; page 42-43]. On pourra
aussi consulter [46, 247, 215, 249, 267].

Exercices

B.1. Dimension de sous-espaces vectoriels. Soient E un espace vectoriel de dimension finie,
E0 et E1 deux sous-espaces vectoriels de E. Démontrez les affirmations suivantes :
1) dim(E0 + E1) + dim(E0 ∩ E1) = dimE0 + dimE1 (formule de Grassmann),
2) E0 ∩ E1 6= ∅ si dimE0 + dimE1 > dimE.

B.2. Dimensions d’images et de noyaux. Soient E, F et G trois espaces vectoriels de di-
mension finie et A : E → F et B : E → G deux applications linéaires. Montrez
que
1) dimR

(
A
B

)
6 dimR(A) + dimR(B),

2) dimN (A) 6 dimN
(
A
B

)
+ dimR(B).

B.3. Théorème de l’application ouverte. Soit A : E → F une application linéaire continue
entre deux espaces normés, avec F de dimension finie (le résultat reste vrai sans cette
hypothèse mais est plus difficile à démontrer [91]). On note B̄E et B̄F les boules unités
fermées de E et F respectivement. Alors A est surjective si, et seulement si, il existe
r > 0 tel que rB̄F ⊆ A(B̄E).

B.4. Semi-continuité inférieure du rang. L’application rang : Rm×n → N est s.c.i..

B.5. Orthogonalité. Soient E un espace euclidien de dimension finie, muni d’un produit
scalaire, E0 et E1 des sous-espaces vectoriels. Montrez les relations suivantes.
1) E = E0 ⊕ E⊥

0 (somme directe).
2) (E⊥

0 )
⊥ = E0.

3) E0 ⊆ E1 =⇒ E⊥
1 ⊆ E⊥

0 .
4) (E0 ∩ E1)

⊥ = E⊥
0 + E⊥

1 .
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B.6. Rang-ligne et rang-colonne. Soit A une matrice m × n. Montrez que le nombre de
lignes linéairement indépendantes de A (son rang-ligne) est égal à son nombre de
colonnes linéairement indépendantes (son rang-colonne).

B.7. Dérivée du déterminant. On considère l’application déterminant det : Rn×n → R :
A 7→ detA, avec Rn×n muni du produit scalaire 〈A,B〉 = trAB. Montrez que son
gradient s’écrit

∇ det(A) = cof(A),

où cof(A) est la matrice des cofacteurs ou comatrice de A ∈ Rn×n.

B.8. Théorème d’entrelacement de Cauchy. Soient A ∈ Sn et U une matrice orthogonale
de type n×r, avec 1 6 r 6 n (c.-à-d., UTU = Ir). On note λi(M) les valeurs propres
d’une matrice symétrique M , rangées par ordre croissant. Alors pour 1 6 i 6 r, on a

λi(A) 6 λi(U
TAU) 6 λn−r+i(A).

B.9. Trouvez une matrice M d’ordre n symétrique non définie positive telle que sur deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires E1 et E2 de Rn, on ait xTMx > 0, pour tout
x ∈ E1 et pour tout x ∈ E2.
Remarque. Une matrice peut donc être définie positive dans deux sous-espaces sup-
plémentaires sans être définie positive.

B.10. 1) Si A est matrice symétrique définie positive, il existe α > 0 tel que xTAx > α‖x‖22,
pour tout x. Donnez la meilleure constante α.

2) Si A est matrice quelconque, il existe α > 0 tel que ‖ATAx‖2 > α‖Ax‖2, pour
tout x. Donnez la meilleure constante α. En déduire que x 7→ ‖ATx‖2 est une
norme sur R(A).

B.11. Produit de matrices définies positives. Si A et B ∈ Sn
++, alors la matrice non néces-

sairement symétrique AB a n valeurs propres qui sont toutes réelles et strictement
positives.

B.12. Représentation Sn
++ d’un produit scalaire. Soit 〈·, ·〉 un produit scalaire sur Rn. Mon-

trez qu’il existe une unique matrice Q d’ordre n telle que 〈x, y〉 = xTQy, pour tout
x, y ∈ Rn. De plus, Q est symétrique définie positive. [Indication : procédez comme
à la section C.2.2.]

B.13. Deux propriétés des matrices semi-définies positives. Soient A et B ∈ Sn
+. Alors

1) R(A+B) = R(A) +R(B) et N (A+B) = N (A) ∩ N (B),
2) si R(A) ⊆ R(B), alors (1− t)A+ tB ∈ Sn

+ pour t > 1 suffisamment proche de 1.

B.14. Conséquences des factorisations.
1) Soient A et B ∈ Sn avec A ≻ 0. Montrez qu’il existe une matrice inversible R et

une matrice diagonale Λ telles que A = RRT et B = RΛRT.
2) Montrez que A ∈ Rn×n et B ∈ Rn×n commutent (c.-à-d., AB = BA) si, et

seulement si, il existe V ∈ Rn×n orthogonale telle que V TAV et V TBV soient
diagonales.

B.15. Propriété d’augmentabilité [16]. SoitM une matrice symétrique d’ordre n, semi-définie
positive dans le noyau d’une autre matrice A de type m×n (c.-à-d., uTMu > 0 pour
tout u ∈ N (A)). Montrez que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) v ∈ N (A) et vTMv = 0 impliquent que Mv = 0,
(ii) il existe r ∈ R tel que M + rATA < 0 (propriété d’augmentabilité),
(iii) inf{(vTMv)/‖Av‖22 : Av 6= 0} = inf{vTMv : ‖Av‖2 = 1} < +∞.

Trouvez une matrice M , semi-définie positive dans le noyau d’une autre matrice A,
pour laquelle les propriétés ci-dessus ne sont pas vérifiées.
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B.16. Formules de SMW (Sherman-Morrison-Woodbury).

(i) Soient In la matrice identité d’ordre n et u et v ∈ Rn. Alors

det(In + uvT) = 1 + vTu,

si bien que In + uvT est inversible si, et seulement si, 1+ vTu 6= 0. Dans ce cas,

(

In + uvT
)−1

= In − uvT

1+vTu
.

[Indication : Montrez que les seules valeurs propres de In+uvT sont 1 et 1+vTu,
et que cette dernière est simple.]

(ii) Soient A un matrice d’ordre n inversible et u et v ∈ Rn. Alors

det(A+ uvT) = (detA)(1 + vTA−1u),

si bien que A+ uvT est inversible si, et seulement si, 1 + vTA−1u 6= 0. Dans ce
cas, on a la formule de Sherman et Morrison (1949):

(

A+ uvT
)−1

= A−1 − A−1uvTA−1

1+vTA−1u
.

Remarque. En pratique, on peut donc résoudre (A+uvT)x = b en x en résolvant
deux systèmes linéaires avec la matrice A: Ay = b en y et Az = u en z. Alors
x = y − (vTy)/(1+vTz)z. Cette approche est très utile lorsqu’il est aisé de
résoudre un système linéaire avec la matrice A.

(iii) Soient u1, v1, u2 et v2 des vecteurs de Rn. Alors

det(In + u1v
T

1 + u2v
T

2 ) = (1 + vT1 u1)(1 + vT2 u2)− (vT1u2)(v
T

2u1).

(iv) Soient A un matrice d’ordre n inversible, U une matrice n×m, V une matrice
m× n et R une matrice d’ordre m inversible (n et m peuvent être des entiers
non nuls quelconques). Alors

det(In + UV T) = det(Im + V TU)

et plus généralement

det(A+ URV T) = det(A) det(R−1 + V TA−1U) det(R).

Dès lors, A+URV T est inversible si, et seulement si, X := R−1 +V TA−1U est
inversible et, dans ce cas, on a la formule de Woodbury :

(

A+ URV T

)−1

= A−1 − A−1UX−1V TA−1.

B.17. Inverse de matrices triangulaires. Soit T une matrice inversible triangulaire supérieure
(resp. inférieure). Montrez que T−1 est triangulaire supérieure (resp. inférieure).
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First the derivative was used, then discovered, explored and
developed, and only then, defined.

J.V. Grabiner [273 ; 1983].

Dans cette annexe, nous rappelons les notions essentielles du calcul différentiel.
Celles-ci sont présentées dans le cadre des espaces normés de dimension infinie. Tous
les résultats énoncés sont démontrés. Nous pensons en effet qu’une bonne connaissance
du calcul différentiel est nécessaire pour se sentir à l’aise en optimisation. Le cadre de la
dimension infinie a été choisi car il est utile dans bien des domaines des mathématiques
appliquées et ne présente pas de difficultés supplémentaires par rapport à la dimension
finie. Nous supposons connues les notions de différentiabilité des fonctions réelles d’une
variable réelle (voir par exemple [542 ; 1992]).

Sont également présentées deux notions essentielles pour la conception des algo-
rithmes d’optimisation : celles de gradient (section C.1) et de hessienne (section C.2.2).

Soient E et F deux espaces normés (pouvant être de dimension infinie), munis des
normes ‖ · ‖E et ‖ · ‖F respectivement. Dans cette section, nous étudions la différen-
tiabilité d’une application f définie sur une partie Ω de E à valeurs dans F :

f : Ω ⊆ E→ F.

En dehors de l’étude de la dérivabilité directionnelle, nous supposerons que Ω est
ouvert.

C.1 Dérivées directionnelle et au sens de Gâteaux

Dérivée directionnelle

En optimisation, beaucoup de fonctions ne sont pas différentiables dans le sens
classique de Fréchet (section C.2), mais sont toutefois directionnellement différen-
tiables, une notion que nous présentons dans cette section.

On dit que f a une dérivée directionnelle en x ∈ Ω (Ω ne doit pas nécessairement
être ouvert ici) dans la direction h ∈ E si x + th ∈ Ω pour t > 0 suffisamment petit
(ce sera le cas si Ω est ouvert) et si la limite

f ′(x;h) := lim
t↓0

f(x+ th)− f(x)
t

(C.1)

789
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existe. La notation « t ↓ 0 » signifie « t→ 0 avec t > 0 ». On dit que f a des dérivées
directionnelles en x (sans spécifier les directions) si elle a des dérivées directionnelles
en x suivant toutes les directions de E. On notera que la dérivée directionnelle f ′(x;h)
est un élément de F.

On n’a pas besoin de mettre une topologie sur E pour que cette définition ait un
sens. En regardant le comportement de f le long de la direction h, on se ramène à
l’étude d’une fonction définie dans un voisinage de 0 de R+, muni de sa topologie
canonique. Par contre, on a besoin d’une topologie sur F pour donner un sens à la
limite dans (C.1).

Pour les fonctions d’une variable réelle, la dérivée directionnelle f ′
+(·) := f ′(·; 1)

est appelée dérivée à droite et la dérivée directionnelle f ′
−(·) := f ′(·;−1) est appelée

dérivée à gauche.
Pour les fonctions à valeurs dans R, il arrivera que l’on admette des dérivées

directionnelles valant −∞ ou +∞, c’est-à-dire que l’on admettra parfois de prendre
la limite de (C.1) dans R plutôt que dans R. Ainsi, on pourra parler de la dérivée à
droite de f(x) =

√
x en 0, celle-ci valant +∞.

Exemple C.1 (dérivabilité directionnelle de la fonction max) La fonction
max est définie par

µ : x ∈ Rn 7→ µ(x) := max
i∈[1 :n]

xi. (C.2)

On note
I(x) := {i ∈ [1 :n] : µ(x) = xi}. (C.3)

La fonction max est convexe et lipschitzienne. Elle est différentiable dans le sens
classique de Fréchet en x si, et seulement si, I(x) est un singleton. Mais, µ est direc-
tionnellement différentiable en tout point et l’on a pour x et h ∈ Rn :

µ′(x;h) = max
i∈I(x)

hi. (C.4)

L’exercice C.2 propose de démontrer ces affirmations. ✷

En général, la composition de deux fonctions ayant des dérivées directionnelles n’a
pas nécessairement de dérivées directionnelles. Voici un contre-exemple [546 ; p. 484].

Contre-exemple C.2 (composition non directionnellement différentiable)
Soient ϕ : R→ R2 et ψ : R2 → R définies par

ϕ(x) =

{
(x, x2 sin(1/x)) si x 6= 0
0 si x = 0

et ψ(y1, y2) =

{
y1 si y2 = 0
0 si y2 6= 0.

Il est simple de voir que ϕ est différentiable en zéro (voir la section C.2.1 au besoin),
que ψ est positivement homogène de degré un (c’est-à-dire ψ(ty) = tψ(y), pour tout
y ∈ R2 et tout t > 0) et donc directionnellement différentiable en zéro, mais que ψ ◦ϕ
n’est pas directionnellement différentiable en zéro. ✷

Cependant, en exigeant un peu plus de régularité pour la fonction ψ, on peut obtenir
la dérivabilité directionnelle de la composition ψ ◦ ϕ. Ci-dessous, on demande une
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propriété un peu forte, la lipschitzianité de ψ, mais celle-ci est facilement vérifiable et
a souvent lieu.

Proposition C.3 (dérivabilité directionnelle d’une composition) Soient
E, F et G trois espaces vectoriels normés. On suppose que ϕ : E → F a une
dérivée directionnelle en x ∈ E dans la direction h ∈ E et que ψ : F → G est
lipschitzienne dans un voisinage de ϕ(x) et a une dérivée directionnelle en ϕ(x)
dans la direction ϕ′(x;h). Alors (ψ ◦ϕ) a une dérivée directionnelle en x dans la
direction h et l’on a

(ψ ◦ ϕ)′(x;h) = ψ′(ϕ(x);ϕ′(x;h)). (C.5)

Démonstration. Pour t ↓ 0, on a

(ψ ◦ ϕ)(x + th) = ψ(ϕ(x) + tϕ′(x;h) + o(t)) [ϕ est DD]

= ψ(ϕ(x) + tϕ′(x;h)) + o(t) [ψ est lipschitzienne]

= (ψ ◦ ϕ)(x) + tψ′(ϕ(x);ϕ′(x;h)) + o(t) [ψ est DD],

où DD abrège « directionnellement différentiable ». C’est le résultat recherché. ✷

Cette proposition et l’exemple C.1 permettent d’obtenir des conditions de déri-
vabilité directionnelle d’un maximum de fonctions directionnellement différentiables.
Soient fi : E → R, i ∈ [1 :m], des fonctions, en nombre fini, ayant une dérivée
directionnelle en x ∈ E dans la direction h ∈ E. Alors leur maximum f : E → R,
définie en x ∈ E par

f(x) := max
i∈[1 :m]

fi(x),

a une dérivée directionnelle en x dans la direction h, qui est donnée par

f ′(x;h) = max
i∈I(x)

f ′
i(x;h), (C.6)

où I(x) := {i ∈ [1 :m] : f(x) = fi(x)}. Le cas du supremum d’un nombre infini
de fonctions est beaucoup plus complexe à analyser et joue un rôle dans l’étude de
la perturbation de problèmes d’optimisation [74]. Le théorème de Danskin [152] [74 ;
théorème 4.13] est alors souvent utilisé.

Dérivée au sens de Gâteaux

Dans cette notion de différentiabilité directionnelle, on regarde le comportement
de f suivant les demi-droites {x + th : t > 0} et on ne demande pas qu’il y ait un
lien entre les dérivées directionnelles suivant différentes directions. En demandant un
tel lien, on obtient une notion de différentiabilité un peu plus forte. On dit que f est
Gâteaux-différentiable (on dit aussi Gâteaux-dérivable ou G-différentiable ou encore
G-dérivable) en x ∈ Ω si elle admet une dérivée directionnelle en x suivant toutes les
directions h ∈ E et si l’application



792 C. Calcul différentiel N

h ∈ E 7→ f ′(x;h) ∈ F

est linéaire continue. On note f ′(x) ∈ L(E,F) cet opérateur. Donc

f ′(x) · h = f ′(x;h), ∀h ∈ E.

Gradient d’une fonction réelle

Supposons que E soit un espace de Hilbert, muni du produit scalaire 〈·, ·〉. Si la
fonction f : Ω ⊆ E → R à valeurs scalaires est G-différentiable en x ∈ Ω, f ′(x) est
une forme linéaire continue sur E. Par le théorème de représentation de Riesz-Fréchet
(théorème A.3), il existe un unique vecteur de E, noté ∇f(x) et appelé gradient de f
en x, tel que

〈∇f(x), h〉 = f ′(x) · h, ∀h ∈ E.

Cette relation définit ∇f(x) ∈ E. Elle relie la notion de dérivée, apparaissant à droite
dans la relation, qui est de nature topologique (elle n’utilise que la notion de limite),
à la notion de gradient, apparaissant à gauche dans la relation. Cette dernière est de
nature géométrique, puisqu’elle fait intervenir un produit scalaire. Par conséquent, en
changeant de produit scalaire, on ne modifie pas f ′(x) qui n’en dépend pas, tandis
que le gradient ∇f(x) sera généralement modifié.

Le gradient va jouer un rôle essentiel dans les algorithmes de minimisation. En
effet, la direction −∇f(x) est une direction suivant laquelle la fonction f décroît
localement en x. En effet, si ∇f(x) 6= 0 et si α est suffisamment petit, par définition
de la dérivée au sens de Gâteaux, f(x− α∇f(x)) − f(x) est proche de

αf ′(x) · (−∇f(x)) = −α‖∇f(x)‖2 < 0.

Donc
f(x− α∇f(x)) < f(x), pour α > 0 petit.

Le gradient est modifié par un changement de produit scalaire. Si l’on prend sur E
un autre produit scalaire :

(x, y) ∈ E× E 7→ 〈x, y〉E = 〈Sx, y〉,

où S : E → E est un opérateur auto-adjoint et défini positif pour le produit sca-
laire 〈·, ·〉 et si l’on note ∇Ef(x) le gradient de f en x pour ce nouveau produit
scalaire, on a

∇Ef(x) = S−1∇f(x). (C.7)

En effet, pour h arbitraire dans E, on a

〈∇f(x), h〉 = f ′(x) · h = 〈∇Ef(x), h〉E = 〈S∇Ef(x), h〉.

On en déduit (C.7).
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C.2 Dérivée au sens de Fréchet

C.2.1 Dérivée première

Définition

On dit que f est Fréchet-différentiable [222 ; 1911] (on dit aussi Fréchet-dérivable
ou F-différentiable ou F-dérivable ou simplement différentiable ou dérivable) en x ∈ Ω
s’il existe un opérateur linéaire continu L de E dans F tel que

lim
‖h‖E↓0

1

‖h‖E

(
f(x+ h)− f(x)− Lh

)
= 0. (C.8)

On dit que f : Ω → F est F-différentiable sur Ω si f est F-différentiable en tout point
de Ω.

La limite dans (C.8) est prise dans F. On a pris soin de prendre la limite pour des
h 6= 0 afin que le quotient dans (C.8) ait un sens. L’opérateur L est appelé dérivée de
f en x. On peut aussi récrire la condition (C.8) comme suit

f(x+ h) = f(x) + Lh+ o(h), (C.9)

si le petit o de h, o(h), désigne une fonction nulle en h = 0 et vérifiant la propriété

lim
‖h‖E↓0

1

‖h‖E
o(h) = 0,

où la limite est prise dans un espace normé approprié (ici F).

Lien avec la Gâteaux-différentiabilité

On voit clairement par (C.9) que si f est F-différentiable est x ∈ Ω, alors f est con-
tinue en x. Ceci n’est pas vrai si f est seulement G-différentiable en x (exercice C.3).
En fait, la F-différentiabilité est une notion plus forte que la G-différentiabilité, comme
le montre la proposition suivante.

Proposition C.4 Si f : Ω ⊆ E → F est F-différentiable en x ∈ Ω avec une
dérivée L, alors f est G-différentiable en x et L = f ′(x).

Démonstration. Soit h0 ∈ E. En prenant h = th0 dans (C.8) avec t ↓ 0, on obtient

1

t

(
f(x+ th0)− f(x)− tLh0

)
→ 0.

On en déduit que pour t ↓ 0
1

t

(
f(x+ th0)− f(x)

)
→ Lh0.

Ceci montre que f admet une dérivée directionnelle en x suivant h0. Comme h0 est
arbitraire dans E, on en déduit que f est G-différentiable et que f ′(x) = L. ✷

La réciproque de ce résultat n’a pas lieu : une fonction G-différentiable peut ne
pas être F-différentiable, puisqu’une fonction G-différentiable en un point peut ne
pas être continue en ce point (exercice C.3), ce qui n’est pas le cas d’une fonciton
F-différentiable.
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Dérivée partielle

Supposons que l’espace vectoriel E soit le produit de n espaces vectoriels E1,
. . . , En, c’est-à-dire E := E1 × · · · × En, et que f : Ω → F soit une application
définie sur un ouvert Ω de E à valeurs dans un espace vectoriel F. En un point
x := (x1, . . . , xn) ∈ Ω, avec des xi ∈ Ei, on peut considérer la i-ième application
partielle

fi : Ωi → F : vi 7→ f(x1, . . . , xi−1, vi, xi+1, . . . , xn),

où i ∈ [1 :n] et Ωi := Ω ∩ ({x1} × · · · × {xi−1} × Ei × {xi+1} × · · · × {xn}). Si cette
application admet une dérivée en xi, on l’appelle la i-ième dérivée partielle de f en x.
C’est une application linéaire continue de Ei dans F, un élément de L(Ei, F ) donc.
Suivant le contexte, la note

f ′
i(x) ou f ′

xi
(x) ou ∂if(x) ou ∂xif(x) ou

∂f

∂xi
(x).

Si f est dérivable en x ∈ Ω, alors ses dérivées partielles existent et f ′(x) peut se
calculer à partir des f ′

i(x), comme l’affirme le théorème suivant.

Théorème C.5 (dérivée partielle) Dans le cadre défini ci-dessus, si f est
dérivable en x ∈ Ω, alors elle possède en ce point des dérivées partielles f ′

i(x)
pour tout i ∈ [1 :n] et, pour une direction d = (d1, . . . , dn) ∈ E, on a

f ′(x) · d =

n∑

i=1

f ′
i(x) · di. (C.10)

Démonstration. Comme f ′(a) est une application linéaire continue de E dans F et
que d =

∑
i(0, . . . , 0, di, 0, . . . , 0), on a

f ′(x) · d =

n∑

i=1

Li(di), (C.11)

où Li est l’application linéaire continue di ∈ Ei 7→ f ′(x) · (0, . . . , 0, di, 0, . . . , 0). Par la
dérivabilité de f en x, on a

f
(
x+ (0, . . . , 0, di, 0, . . . , 0)

)
= f(x) + f ′(x) · (0, . . . , 0, di, 0, . . . , 0) + o(‖di‖),

qui se récrit fi(xi + di) = fi(xi) + Li(di) + o(‖di‖) : c’est la définition même de la
dérivabilité de fi en xi et du fait que f ′

i(x) = Li. Alors l’expression (C.11) conduit à
(C.10). ✷
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Dérivée d’une fonction composée

Théorème C.6 (dérivée d’une fonction composée) Soient E, F et G trois
espaces normés, Ω un ouvert de E et O un ouvert de F. Si f : Ω → O est F-
différentiable en x ∈ Ω et g : O → G est F-différentiable en f(x), alors (g ◦ f)
est F-différentiable en x et on a

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) ◦ f ′(x). (C.12)

Remarquons que l’identité (C.12) a bien un sens puisqu’à gauche on trouve un opéra-
teur de L(E,G) et qu’à droite on a la composition d’un opérateur f ′(x) ∈ L(E,F) et
d’un opérateur linéaire g′(f(x)) ∈ L(F,G).

Démonstration. Comme f est F-différentiable en x, on a

f(x+ h) = f(x) + f ′(x) · h+ α1(h),

où la fonction h 7→ α1(h) est un o(h). On en déduit

(g ◦ f)(x+ h) = g(f(x+ h)) = g
(
f(x) + f ′(x) · h+ α1(h)

)
. (C.13)

D’autre part, g est F-différentiable en f(x), si bien que l’on a

g(f(x) + k) = g(f(x)) + g′(f(x)) · k + α2(k),

où la fonction k 7→ α2(k) est un o(k). En prenant k = f ′(x)·h+α1(h) et en combinant
avec (C.13), on obtient

(g ◦ f)(x+ h) = g(f(x)) + g′(f(x)) ·
(
f ′(x) · h+ α1(h)

)
+ α2

(
f ′(x) · h+ α1(h)

)
.

On a
g′(f(x)) · α1(h) = o(h)

et comme f ′(x) · h+ α1(h) est borné par une constante fois ‖h‖E, on a aussi

α2

(
f ′(x) · h+ α1(h)

)
= o
(
f ′(x) · h+ α1(h)

)
= o(h).

On déduit de ces estimations

(g ◦ f)(x+ h) = (g ◦ f)(x) + g′(f(x)) · (f ′(x) · h) + o(h).

Donc (g ◦ f) est F-différentiable en x et on a la formule (C.12). ✷
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Accroissements finis

La formule (C.9) définissant la dérivée de f en x nous dit comment varie f pour
une variation infiniment petite de la variable x, mais ne donne pas d’estimation sur la
différence f(x+h)−f(x) pour un h non nul (on dit « fini » par opposition à « infiniment
petit »). C’est cette information qu’apportent les théorèmes des accroissements finis,
les théorèmes C.7 et C.12.

On appelle segment ouvert d’un espace vectoriel, un sous-ensemble de E défini à
partir de la donnée de deux points distincts x et y ∈ E par

]x, y[ := {(1−t)x+ ty : t ∈ ]0, 1[}.

On définit de la même manière le segment fermé (dans ce cas on peut avoir x = y) :

[x, y] := {(1−t)x+ ty : t ∈ [0, 1]}.

Si f est à valeurs scalaires on obtient aisément le résultat du théorème C.7 à partir
du théorème des accroissements finis pour les fonctions réelles d’une variable réelle.

Théorème C.7 (des accroissements finis pour fonctions à valeurs sca-
laires) Soient Ω un ouvert de E, x ∈ Ω et h ∈ E tel que le segment fermé
[x, x+ h] ⊆ Ω. On suppose que f : Ω → R à valeurs scalaires est continue sur Ω
et différentiable sur le segment ouvert ]x, x+ h[. Alors il existe θ ∈ ]0, 1[ tel que

f(x+ h) = f(x) + f ′(x+ θh) · h.

Démonstration. On se ramène au cas d’une fonction ξ : [0, 1]→ R en définissant

ξ(t) = f(x+ th), ∀t ∈ [0, 1].

Cette fonction est continue sur [0, 1], différentiable sur ]0, 1[ et pour tout t ∈ ]0, 1[ le
théorème C.6 donne

ξ′(t) = f ′(x + th) · h.
On applique le théorème des accroissements finis à ξ : il existe θ ∈ ]0, 1[ tel que

ξ′(θ) = ξ(1)− ξ(0).

On en déduit le résultat. ✷

Si f est à valeurs vectorielles, le théorème précédent n’est plus nécessairement
vrai (un contre-exemple est donné dans l’exercice C.6). On a toutefois le résultat très
utile du théorème C.12. La démonstration de celui-ci utilise le lemme d’intérêt général
suivant.
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Lemme C.8 Soient ξ : [0, 1]→ F et µ : [0, 1]→ R deux fonctions continues sur
[0, 1] et différentiables à droite sur ]0, 1[ (µ′

+ pouvant prendre la valeur +∞). On
suppose que pour tout t ∈ ]0, 1[, on a ‖ξ′+(t)‖F 6 µ′

+(t). Alors

‖ξ(1)− ξ(0)‖F 6 µ(1)− µ(0),

avec inégalité stricte s’il existe un t0 ∈ ]0, 1[ tel que ‖ξ′+(t0)‖F < µ′
+(t0).

Démonstration. Supposons que µ′
+ ne prenne que des valeurs finies (on pourra

aisément adapter la démonstration au cas où µ′
+ prend la valeur +∞). Soit ε > 0. On

va montrer que pour tout t ∈ [0, 1], on a

‖ξ(t)− ξ(0)‖F 6 µ(t)− µ(0) + εt+ ε. (C.14)

On en déduit la première partie du résultat en prenant t = 1 et en faisant tendre
ε→ 0.

Par continuité, l’inégalité (C.14) est vérifiée pour t > 0 petit. Soit alors

t̄ = sup{t ∈ [0, 1] : (C.14) est vérifiée sur [0, t[}.

Par continuité, (C.14) est aussi vérifiée pour t = t̄. Montrons que t̄ = 1, ce qui
clôturera la première partie de la démonstration.

Supposons que t̄ < 1. Alors pour τ > 0 tel que t̄ + τ ∈ [0, 1], on a grâce à la
différentiabilité à droite de ξ et µ en t̄

ξ(t̄+ τ)− ξ(t̄)− ξ′+(t̄)τ = o(τ),

µ(t̄+ τ)− µ(t̄)− µ′
+(t̄)τ = o(τ).

Donc pour τ > 0 assez petit, le fait que ‖ξ′+(t̄)‖F 6 µ′
+(t̄) implique

‖ξ(t̄+ τ) − ξ(t̄)‖F 6 ‖ξ′+(t̄)τ‖F +
ε

2
τ 6 µ′

+(t̄)τ +
ε

2
τ,

µ′
+(t̄)τ 6 µ(t̄+ τ) − µ(t̄) + ε

2
τ.

En sommant les deux dernières inégalités, on obtient

‖ξ(t̄+ τ) − ξ(t̄)‖F 6 µ(t̄+ τ) − µ(t̄) + ετ.

Comme (C.14) est vérifiée en t = t̄, on a en utilisant l’inégalité triangulaire

‖ξ(t̄+ τ) − ξ(0)‖F 6 µ(t̄+ τ)− µ(0) + ε(t̄+ τ) + ε.

Ceci montre que (C.14) est vérifiée en t̄+ τ , ce qui contredit la maximalité de t̄.
Supposons à présent qu’il existe t0 ∈ ]0, 1[ tel que δ := µ′

+(t0) − ‖ξ′+(t0)‖F > 0.
Alors pour τ > 0 suffisamment petit, on a en procédant comme ci-dessus

µ′
+(t0)τ 6 µ(t0 + τ)− µ(t0) +

δ

3
τ
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et donc

‖ξ(t0 + τ)− ξ(t0)‖F 6 ‖ξ′+(t0)‖Fτ +
δ

3
τ

= µ′
+(t0)τ −

2δ

3
τ

6 µ(t0 + τ) − µ(t0)−
δ

3
τ

< µ(t0 + τ) − µ(t0).

D’autre part, d’après la première partie,

‖ξ(t0)− ξ(0)‖F 6 µ(t0)− µ(0)

‖ξ(1)− ξ(t0 + τ)‖F 6 µ(1)− µ(t0 + τ).

En sommant ces trois dernières inégalités, on obtient l’inégalité stricte désirée. ✷

Corollaire C.9 Soient a, b ∈ R, avec a < b, et ϕ : [a, b] → R une fonction
continue, dérivable à droite sur ]a, b[, ϕ′

+ pouvant prendre la valeur +∞. On
suppose que pour tout t ∈ ]a, b[, on a ϕ′

+(t) > 0. Alors

ϕ(b) > ϕ(a),

avec inégalité stricte s’il existe un t0 ∈ ]a, b[ tel que ϕ′
+(t0) > 0.

Démonstration. On applique le lemme C.8 avec ξ ≡ 0 ∈ R et µ(s) = ϕ((1−s)a+sb).
Pour tout s ∈ ]0, 1[, on a bien

µ′
+(s) = ϕ′

+((1−s)a+ sb)(b− a) > |ξ′+(s)| = 0.

On en déduit que µ(1) > µ(0). On a aussi µ(1) > µ(0) si µ′
+(s0) > 0 en un seul point

s0 ∈ ]0, 1[. ✷

Le résultat précédent s’utilise le plus souvent pour comparer les valeurs de deux
fonctions continues ϕ et ψ dont les dérivées à droite se comparent.

Corollaire C.10 Soient a, b ∈ R, avec a < b, et ϕ, ψ : [a, b]→ R deux fonctions
continues, dérivables à droite sur ]a, b[. On suppose que pour tout t ∈ ]a, b[, on a
ϕ′
+(t) 6 ψ′

+(t). Alors
ϕ(b)− ϕ(a) 6 ψ(b)− ψ(a),

avec inégalité stricte s’il existe un t0 ∈ ]a, b[ tel que ϕ′
+(t0) < ψ′

+(t0).

Démonstration. On applique le corollaire C.9 sur (ψ − ϕ). ✷
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Le théorème de Rolle affirme que si a, b ∈ R, a < b, et ϕ : [a, b]→ R est une fonction
continue, dérivable sur ]a, b[, alors il existe un point c ∈ ]a, b[ tel que ϕ′(c) = ϕ(b)−ϕ(a)

b−a .
Voici une variante de ce théorème qui peut être utilisée lorsque la fonction n’admet
que des dérivées directionnelles à droite.

Corollaire C.11 Soient a, b ∈ R, a < b, et ϕ : [a, b]→ R une fonction continue
et dérivable à droite sur ]a, b[, ϕ′

+ pouvant prendre les valeurs −∞ ou +∞. Alors
il existe c1, c2 ∈ ]a, b[ tels que

ϕ′
+(c1) 6

ϕ(b)− ϕ(a)
b− a 6 ϕ′

+(c2).

Démonstration. On raisonne par l’absurde. Si l’inégalité de gauche n’est jamais
vérifiée sur ]a, b[, alors pour tout t ∈ ]a, b[, ϕ′

+(t) > ψ′(t), où ψ(t) := ϕ(b)−ϕ(a)
b−a t.

D’après le corollaire C.9, on en déduirait que ϕ(b) − ϕ(a) > ψ(b) − ψ(a), ce qui est
absurde. On s’y prend de la même manière pour l’inégalité de droite. ✷

Théorème C.12 (des accroissements finis pour fonctions à valeurs vec-
torielles) Soient Ω un ouvert de E, x ∈ Ω et h ∈ E tel que le segment fermé
[x, x + h] ⊆ Ω. On suppose que f : Ω → F est continue sur Ω et différentiable
sur le segment ouvert ]x, x+ h[. Alors

‖f(x+ h)− f(x)‖F 6

(
sup

z∈]x,x+h[

‖f ′(z)‖
)
‖h‖E.

Démonstration. On prend ξ(t) = f(x+ th) et µ(t) =M‖h‖Et, où

M = sup
z∈]x,x+h[

‖f ′(z)‖.

Si M = +∞, il n’y a rien à démontrer. Sinon, ces fonctions à valeurs dans F et R
respectivement sont bien continues sur [0, 1] et différentiables sur ]0, 1[. On a aussi
pour t ∈ ]0, 1[,

‖ξ′(t)‖ = ‖f ′(x+ th)h‖F 6M‖h‖E = µ′(t).

L’application du lemme C.8 donne le résultat. ✷

Corollaire C.13 Sous les hypothèses du théorème C.12, si L ∈ L(E,F), on a
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‖f(x+ h)− f(x)− Lh‖F 6

(
sup

z∈]x,x+h[

‖f ′(z)− L‖
)
‖h‖E.

Démonstration. On applique le théorème à l’application x 7→ f(x)− Lx. ✷

Lorsque f est dérivable en x, ce corollaire s’utilise souvent avec L = f ′(x).

Fonction implicite

Le cadre est le suivant. On suppose que E est un espace topologique, que F et G
sont deux espaces vectoriels normés, que Ω est un ouvert de E × F et que F est une
application de Ω → G. Soit (a, b) est un point de Ω tel que

F (a, b) = 0.

On cherche une fonction x → η(x), dite fonction implicite, définie dans un voisinage
ouvert U de a telle que pour tout x ∈ U , on ait (x, η(x)) ∈ Ω et

F (x, η(x)) = 0.

Lorsqu’elle existe, on note F ′
y la dérivée partielle de F par rapport à y.

L’existence d’une fonction implicite est assurée dans les conditions spécifiées dans
le résultat suivant. La construction de η(x) dans F requiert la complétude de F.

Théorème C.14 (existence d’une fonction implicite) Dans le cadre ci-
dessus, on suppose que F est complet, que F : Ω → G est continue, que F ′

y(x, y)
existe pour tout (x, y) ∈ Ω et F ′

y : Ω → L(F,G) est continue, et que F ′
y(a, b)

est un isomorphisme de F dans G (donc F ′
y(a, b)

−1 ∈ L(G,F)), Alors, il existe
un voisinage ouvert U de a dans E, un voisinage ouvert V de b dans F et une
fonction η : U → V continue tels que
1) pour tout x ∈ U , F (x, η(x)) = 0,
2) pour x ∈ U , le seul y ∈ V vérifiant F (x, y) = 0 est η(x).

Si F est complet et F ′
y(a, b) est un isomorphisme, alors G est nécessairement complet.

Intéressons nous à présent à la différentiabilité de la fonction implicite η : U → V .
Il faut alors supposer que E est un espace vectoriel normé. Par ailleurs il faut néces-
sairement une hypothèse de dérivabilité de F par rapport à x, car sans cela, il n’y pas
de raisons pour que η soit dérivable, comme le montre le cas où F : R2 → R est définie
par F (x, y) = |x| − y. La fonction implicite η(x) = |x| n’est pas dérivable en x = 0.
Dans le résultat suivant, on suppose que la fonction implicite existe et on montre sa
régularité sous des hypothèses plus faibles que celles du théorème d’existence.
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Théorème C.15 (dérivabilité d’une fonction implicite) On suppose que E,
F et G sont trois espaces normés et que Ω est un ouvert de E × F. Si U est un
voisinage ouvert de a dans E et V est un voisinage ouvert de b dans F tels que
U × V ⊆ Ω, η : U → V est une fonction implicite de F passant par (a, b), η
est continue en a, F est dérivable en (a, b), F ′

y(a, b) est un isomorphisme de F
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dans G. Alors η est dérivable en a et on a la formule

η′(a) = −
(
F ′
y(a, b)

)−1 ◦ (F ′
x(a, b)) .

Dès lors, si l’on peut montrer l’existence et la continuité de la fonction implicite par
un autre moyen que le théorème d’existence ci-dessus, sa dérivabilité ne dépendra que
de la dérivabilité de F sur le graphe de η.

L’étude des fonctions implicites peut se faire dans un cadre beaucoup plus général
que celui des systèmes d’équations différentiables considérés ici. Il s’agit toujours de
« systèmes » dont on veut décrire l’évolution des solutions en fonction de paramètres.
En ce qui concerne l’optimisation, la question est ébauchée à la section 4.6 (Analyse de
sensibilité) et traitée plus systématiquement dans l’ouvrage [74]. Pour les inéquations
variationnelles, on pourra consulter [173]. Dans ces deux derniers cas, le bon concept
est celui de multifonction implicite.

C.2.2 Dérivée seconde

Définition

Soient E et F deux espaces normés, Ω un ouvert de E et

f : Ω → F

une application F-différentiable sur Ω. Pour tout x ∈ Ω, f ′(x) appartient à l’espace
normé L(E,F). Il y a donc un sens à s’intéresser à la différentiabilité de l’application

f ′ : Ω → L(E,F) : x 7→ f ′(x).

On dit que f est deux fois différentiable en x ∈ Ω si f est F-différentiable dans un
voisinage de x et si f ′ est F-différentiable en x. On note cette dérivée f ′′(x), qui est
donc un élément de L(E,L(E,F)). Dès lors, pour tout h et k ∈ E, on a

f ′′(x) · h ∈ L(E,F)
(f ′′(x) · h) · k ∈ F.

On note encore

f ′′(x) · (h, k) := (f ′′(x) · h) · k et f ′′(x) · h2 := f ′′(x) · (h, h).
Cette notation est sans danger car, comme le montre la proposition suivante, l’appli-
cation (h, k) 7→ f ′′(x) · (h, k) est symétrique.

Propriétés

Proposition C.16 Supposons que f soit deux fois différentiable en x ∈ Ω. Alors
l’application

f ′′(x) : (h, k) ∈ E2 7→ f ′′(x) · (h, k) ∈ F

est bilinéaire symétrique.
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Démonstration. La bilinéarité de f ′′(x) vient de la linéarité de

h ∈ E 7→ f ′′(x) · h ∈ L(E,F)

et de la linéarité de
k ∈ E 7→ (f ′′(x) · h) · k ∈ F.

Montrons à présent la symétrie. Fixons h et k ∈ E et définissons pour t > 0 assez
petit

St(h, k) =
1

t2
(f(x+ th+ tk)− f(x+ th)− f(x+ tk) + f(x)).

Nous allons montrer que

lim
t↓0

St(h, k) = f ′′(x) · (h, k).

Comme St est symétrique, cela démontrera le résultat.
Remarquons d’abord qu’en introduisant

g(k) = f(x+ th+ tk)− f(x+ tk),

on a
St(h, k)− f ′′(x) · (h, k) = 1

t2

(
g(k)− g(0)− t2f ′′(x) · (h, k)

)
.

On va majorer la norme du membre de droite en utilisant le théorème des accroisse-
ments finis. Dans ce but, on calcule

g′(k) = t
(
f ′(x+ th+ tk)− f ′(x+ tk)

)
,

qui, avec

f ′(x+ th+ tk) = f ′(x) + tf ′′(x) · (h+ k) + o(t)‖h+ k‖E
f ′(x+ tk) = f ′(x) + tf ′′(x) · k + o(t)‖h‖E,

devient
g′(k) = t2f ′′(x) · h+ to(t)(‖h+ k‖E − ‖h‖E).

Par le corollaire C.13 du théorème des accroissements finis, on obtient alors

‖St(h, k)− f ′′(x) · (h, k)‖F 6
1

t2

(
sup

ξ∈]0,k[

‖g′(ξ)− t2f ′′(x) · h‖
)
‖k‖E

=
o(t)

t

(
sup

ξ∈]0,k[

(‖h+ ξ‖E − ‖h‖E)
)
‖k‖E,

qui tend vers 0 lorsque t ↓ 0. ✷

Le résultat suivant établit le lien entre f ′′(x) · (h, k) et la dérivée directionnelle de
x 7→ f ′(x) · h. Il fournit ainsi un moyen simple de calculer f ′′(x) · (h, k).
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Proposition C.17 Si f est deux fois différentiable en x ∈ Ω et (h, k) ∈ E2,
alors l’application

y 7→ f ′(y) · h ∈ F,

définie dans un voisinage de x, est différentiable en x et sa dérivée directionnelle
en x suivant k ∈ E est f ′′(x) · (h, k).

Démonstration. L’application ξ définie dans un voisinage de x ∈ Ω par

ξ(y) = f ′(y) · h

est différentiable en x. C’est en effet la composée eh ◦ f ′ de f ′ qui est différentiable
en x et de

eh : L(E,F)→ F : L 7→ Lh

qui est linéaire continue, donc différentiable (exercice C.4). On a

ξ′(x) · k = (eh ◦ f ′)′(x) · k = eh(f
′′(x) · k) = f ′′(x) · (k, h).

✷

Développements au deuxième ordre

Si f est deux fois différentiable, f(x+ h) a un développement au deuxième ordre
autour de x à un o(‖h‖2) près. Celui-ci étend en quelque sorte la condition de dériv-
abilité (C.8) au deuxième ordre. Réciproquement, un développement au deuxième
ordre autour de x à un o(‖h‖2) près d’une fonction deux fois différentiable permet de
déterminer les dérivées première et seconde. C’est ce que montre le théorème suivant.
Pour comprendre sa démonstration, il sera utile d’avoir fait l’exercice C.4 donnant les
formules de la dérivée de fonctions linéaire et bilinéaire.

Théorème C.18 Soient Ω un ouvert de E et x ∈ Ω. On suppose que f : Ω → F
est différentiable sur Ω et deux fois différentiable en x. Alors

f(x+ h) = f(x) + f ′(x) · h+
1

2
f ′′(x) · h2 + o(‖h‖2E). (C.15)

Réciproquement, s’il existe L0 ∈ F, une application linéaire continue L1 ∈ L(E,F)
et une application bilinéaire continue symétrique L2 ∈ L2(E,F) telles que

f(x+ h) = L0 + L1 · h+
1

2
L2 · h2 + o(‖h‖2E), (C.16)

alors L0 = f(x), L1 = f ′(x) et L2 = f ′′(x).

Démonstration. [(i)] Soit V un voisinage de 0 ∈ E tel que x+V ⊆ Ω. On introduit
la fonction g : V → F définie en h ∈ V par
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g(h) := f(x+ h)− f(x)− f ′(x) · h− 1

2
f ′′(x) · h2.

Il faut montrer que g(h) = o(‖h‖2
E
). Clairement, g est dérivable sur V (théorème C.6

et exercice C.4) et
g′(h) = f ′(x+ h)− f ′(x) − f ′′(x) · h.

Mais f ′ est dérivable en x et (f ′)′(x) · h = f ′′(x) · h, si bien que cette expression de
g′(h) montre que

g′(h) = o(‖h‖E).
On utilise alors le théorème des accroissements finis (théorème C.12) à g et le fait que
g(0) = 0 :

‖g(h)‖F 6

(
sup

k∈]0,h[

‖g′(k)‖
)
‖h‖E 6 o(‖h‖2E).

[(ii)] Démontrons la réciproque. En prenant h = 0 dans (C.16), on voit que L0 =
f(x). Compte tenu de cette information, en retranchant (C.15) et (C.16), en prenant
h = th′ où h′ est fixé et t ↓ 0, en divisant par t et en passant à la limite, on trouve
L1 ·h′ = f ′(x) ·h′. Comme h′ est arbitraire, on a L1 = f ′(x). On réitère le procédé en
tenant compte des identités L0 = f(x) et L1 = f ′(x) : on retranche (C.15) et (C.16),
on prend h = th′ où h′ est fixé et t ↓ 0, on divise par t2 et on passe à la limite, pour
trouver que L2 · (h′)2 = f ′′(x) · (h′)2. Comme h′ est arbitraire, on a L2 = f ′′(x) parce
que la valeur en (h, k) d’une fonction bilinéaire symétrique L2 peut s’obtenir à partir
de ses valeurs unidirectionnelles :

L2(h, k) =
1

4

(
L2(h+ k, h+ k)− L2(h− k, h− k)

)
.

✷

Aux théorèmes des accroissements finis C.7 et C.12, qui donnaient des estimations
de f(x + h) − f(x), correspondent les théorèmes C.19 et C.20 qui donnent des esti-
mations de f(x+ h)− f(x)− f ′(x) · h. Dans le théorème C.19 la fonction f doit être
à valeurs scalaires.

Théorème C.19 Soient Ω un ouvert de E, x ∈ Ω et h ∈ E tel que le segment
fermé [x, x+ h] ⊆ Ω. On suppose que f : Ω → R à valeurs scalaires est différen-
tiable sur Ω et est deux fois différentiable sur le segment ouvert ]x, x + h[. Alors
il existe θ ∈ ]0, 1[ tel que

f(x+ h) = f(x) + f ′(x) · h+
1

2
f ′′(x+ θh) · h2.

Démonstration. On se ramène au cas d’une fonction ξ : [0, 1]→ R en définissant

ξ(t) = f(x+ th), ∀t ∈ [0, 1].

Cette fonction est différentiable sur [0, 1], deux fois différentiable sur ]0, 1[ et
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ξ′(t) = f ′(x+ th) · h, ∀t ∈ [0, 1],

ξ′′(t) = f ′′(x+ th) · h2, ∀t ∈ ]0, 1[.

On obtient le résultat en appliquant la formule de Taylor à ξ : il existe θ ∈ ]0, 1[ tel
que ξ(1) = ξ(0) + ξ′(0) + 1

2ξ
′′(θ). ✷

Théorème C.20 Soient Ω un ouvert de E, x ∈ Ω et h ∈ E tel que le segment
fermé [x, x+ h] ⊆ Ω. On suppose que f : Ω → R est différentiable sur Ω et deux
fois différentiable sur le segment ouvert ]x, x + h[. Alors

‖f(x+ h)− f(x)− f ′(x) · h‖F 6
1

2

(
sup

z∈]x,x+h[

‖f ′′(z)‖
)
‖h‖2E.

Démonstration. On se ramène au théorème des accroissements finis C.12 et à son
lemme, en introduisant la fonction ξ : [0, 1]→ F définie par

ξ(t) := f(x+ th)− f(x) − f ′(x) · (th).

Cette fonction est bien définie sur [0, 1], continue sur cet intervalle et dérivable en
tout point de ]0, 1[. Il s’agit de majorer ‖ξ(1)− ξ(0)‖F, ce que l’on peut faire grâce au
lemme C.8 en majorant la dérivée de ξ, qui s’écrit pour tout t ∈ ]0, 1[

ξ′(t) = f ′(x + th) · h− f ′(x) · h.

D’après la proposition C.17, z 7→ f ′(z) ·h est différentiable en tout point de ]x, x+h[.
En utilisant le théorème des accroissements finis C.12 sur cette fonction, on obtient
grâce à l’identité ci-dessus

‖ξ′(t)‖F 6

(
sup

z∈]x,x+th[

‖f ′′(z) · h‖
)
t‖h‖E

6

(
sup

z∈]x,x+h[

‖f ′′(z)‖
)
t‖h‖2E

=: Mt‖h‖2E.

Si on définit µ(t) := 1
2Mt2‖h‖2

E
, on a ‖ξ′(t)‖F 6 µ′(t) pour tout t ∈ ]0, 1[. Grâce

au lemme C.8, on en déduit que ‖ξ(1) − ξ(0)‖F 6 µ(1) − µ(0), qui est le résultat
attendu. ✷

Hessienne d’une fonction réelle

Supposons que E soit un espace de Hilbert, muni du produit scalaire 〈·, ·〉. Si la
fonction f : Ω ⊆ E → R à valeurs scalaires est deux fois différentiable en x ∈ Ω,
l’application
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k ∈ E 7→ f ′′(x) · (h, k) ∈ R

est linéaire continue. D’après le théorème de représentation de Riesz-Fréchet (théorè-
me A.3), il existe un unique vecteur vh(x) ∈ E tel que

f ′′(x) · (h, k) = 〈vh(x), k〉, ∀k ∈ E.

De la bilinéarité et de la continuité de f ′′(x), on déduit que vh(x) dépend linéaire-
ment et continûment de h. Il existe donc un unique opérateur linéaire continu, noté
∇2f(x) ∈ L(E,E) et appelé hessienne de f en x, tel que

f ′′(x) · (h, k) = 〈∇2f(x)h, k〉, ∀h, k ∈ E.

Par la symétrie de f ′′(x), on voit que ∇2f(x) est auto-adjoint :

〈∇2f(x)h, k〉 = 〈h,∇2f(x)k〉, ∀h, k ∈ E.

Notes

Tous les sujets abordés dans ce chapitre sont largement développés dans de nom-
breux ouvrages. Nous nous sommes souvent inspiré de Schwartz [542 ; 1992].

Exercices

C.1. Soient E, F et G trois espaces normés, Ω un ouvert de E et O un ouvert de F. Montrez
que si f : Ω → O a une dérivée directionnelle en x ∈ Ω dans la direction h ∈ E et si
g : O → G est lipschitzienne et a une dérivée directionnelle en f(x) dans la direction
f ′(x;h) ∈ F, alors (g ◦ f) a une dérivée directionnelle en x dans la direction h et

(g ◦ f)′(x;h) = g′
(

f(x); f ′(x;h)
)

.

C.2. Fonction max. On considère la fonction max, notée µ en (C.2), et l’ensemble d’indices
I(x) défini en (C.3).
1) Montrez que µ est convexe et lipschitzienne.
2) Donnez la dérivée de µ lorsque I(x) est un singleton.
3) Montrez que µ n’est pas Fréchet différentiable en x si I(x) contient au moins

deux indices.
4) Démontrez la formule (C.4).

C.3. Montrez que la fonction f : R2 → R définie par

f(x) =

{
x4
1+x6

2

(x1−x2
2)

2+x5
1

si x 6= 0

0 si x = 0

est G-différentiable en 0 avec f ′(0) = 0 mais n’est pas continue en 0.
Par conséquent, une fonction G-différentiable n’est pas nécessairement continue, donc
pas nécessairement F-différentiable. On verra (exercice ??) qu’une fonction convexe
G-différentiable est F-différentiable.
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C.4. Dérivées des fonctions linéaire et bilinéaire.
1) Soient E et F deux espaces normés. Si l : E → F est linéaire continue alors l est

différentiable en tout point x de E et on a

l′(x) = l et l′′(x) = 0.

2) Soient E1, E2 et F des espaces normés. Si b : E1 ×E2 → F est bilinéaire continue
alors b est différentiable en tout point (x1, x2) de E1 × E2 et pour tout (h1, h2)
et (k1, k2) ∈ E1 × E2, on a

b′(x1, x2) · (h1, h2) = b(h1, x2) + b(x1, h2),

b′′(x1, x2) · ((h1, h2), (k1, k2)) = b(h1, k2) + b(k1, h2).

C.5. On considère la fonction définie sur Rn par f(x) = 1
2
xTAx + bTx, où A est une

matrice d’ordre n et b ∈ Rn. Montrez que pour le produit scalaire euclidien

∇f(x) = 1

2
(A+ AT)x+ b et ∇2f(x) =

1

2
(A+ AT).

Remarque. On notera que f(x) ne dépend que de la partie symétrique 1
2
(A + AT)

de A. Il est donc normal que ∇f(x) et ∇2f(x), qui ne dépendent que des valeurs f(x)
et non pas de la manière avec laquelle ces valeurs sont calculées, ne fasse intervenir A
que par sa partie symétrique.

C.6. Contre-exemple de l’hélice. On considère l’application f : R → R2 définie par f(x) =
(cos 2πx, sin 2πx). Montrez que le résultat du théorème C.7 n’est pas vérifié pour
cette fonction à valeurs vectorielles.

C.7. Encadrement quadratique d’une fonction C1,1
L . On dit que f : Ω → R est de classe

C1,1
L (Ω), pour un ouvert Ω d’un espace euclidien E, si elle est dérivable sur Ω et si

sa dérivée y est L-lipschitzienne. Montrez que si Ω est convexe, une telle fonction
vérifie pour tout x et y ∈ Ω :

∣
∣f(y)− f(x)− 〈∇f(x), y − x〉

∣
∣ 6

L

2
‖y − x‖2.

C.8. Gradient et hessien pour le produit scalaire euclidien. Soient f : Ω → R une fonction
deux fois dérivable définie sur un ouvert Ω de Rn et x ∈ Ω. Montrez que si le gradient
∇f(x) et la hessienne ∇2f(x) sont calculés en utilisant le produit scalaire euclidien,
on a

(∇f(x))i = ∂f

∂xi
(x) et (∇2f(x))ij =

∂2f

∂xi∂xj
(x).

C.9. Distance à un ensemble [128]. Soient E un espace euclidien (produit scalaire 〈·, ·〉
et norme associée ‖ · ‖) et P une partie non vide et fermée de E. On considère la
fonction dP : E → R, la distance à P , définie par dP (x) = infy∈P ‖x − y‖. On
appelle projection de x aur P , toute solution de infy∈P ‖x− y‖ (une telle projection
existe car E est de dimension finie). Soit x ∈ E tel que dP est différentiable en x et
d′P (x) 6= 0. Montrez que
1) x /∈ P ;
2) ∇dP (x) = (x− x̄)/‖x− x̄‖, où x̄ est une projection de x sur P ;
3) x a une unique projection sur P .
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Ces mille questions
Qui se ramifient

N’amènent, au fond
Qu’ivresse et folie

A. Rimbaud (1872). Âge d’or.

There are two kinds of mathematicians. There are those who
develop theories and those who are primarily problem solvers. I

am the latter.

L. Nirenberg [507 ; 2015].

Get up in the morning with your problem before you. Breakfast
with it. Go to the laboratory with it. Eat your lunch with it.

Keep it before you after diner. Go to bed with it in your mind.
Dream about it.

Attribué à Pavlov dans [483 ; p. 127].

S’il n’y a pas de solution, il n’y a pas de problème.

Les Shadoks.

Once a result is discovered, one may then look for a more direct
proof. When first hunting for certainty it is reasonable to use

whatever tools one possess.

Jonathan M. Borwein [77 ; 2014].

Nous n’avons pas essayé de rendre ce chapitre très lisible ! Les caractères utilisés
sont plus petits et il y a peu de paragraphes structurant le texte. C’est tout à fait
volontaire. D’une part, cela permet de raccourcir la longueur du chapitre et d’autre
part, cela va dans le sens que l’on veut donner à ces notes : un moyen d’aider le lecteur
qui s’efforce de faire les exercices, qui est à la recherche d’indications supplémentaires
ou qui cherche à savoir si sa démonstration est correcte. C’est aussi pour cette raison
que nous donnons dans un premier temps quelques indications sur les exercices les
plus difficiles ou les plus longs (section D.1). Viennent ensuite des solutions possi-
bles, données in extenso (section D.2). Dans celles-ci, des résultats obtenus dans des
exercices précédents l’exercice considéré sont parfois utilisés.

809
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D.1 Indications

Introduction

1.8. 1) Le problème peut se récrire sous forme différentiable en introduisant une variable
vectorielle t ∈ Rm : inf(x,t)∈Rn×Rm {f(x) +∑m

i=1 ti : x ∈ X, −ti 6 Fi(x) 6 ti
pour tout i}, ce qu’il faut maintenant justifier.
On peut aussi écrire le problème sous la forme différentiable inf(x,u,v)∈Rn×Rm×Rm

{f(x) +∑m
i=1 (ui + vi) : x ∈ X, F (x) = u − v, u > 0, v > 0}, ce qu’il faut

maintenant justifier.
2) Le problème peut se récrire sous forme différentiable en introduisant une variable

scalaire t ∈ R : inf(x,t)∈Rn×R {f(x) + t : x ∈ X, −t 6 Fi(x) 6 t pour tout i}, ce
qu’il faut maintenant justifier.

Ensembles convexes

2.1. 4) Il est instructif de considérer d’abord l’ensemble {x ∈ E : d{p}(x) 6 d{q}(x)}, où
q ∈ Q.

2.9. Pour le point 6, on pourra s’inspirer du contre-exemple de l’exercice 2.23 montrant
que l’image par une application linéaire d’un cône convexe fermé n’est pas néces-
sairement fermée.

2.15. Utilisez les points 1 et 3 de la proposition 2.17.

2.13. 6) On pourra utiliser avec soin le théorème 2.38 de séparation et la notion de face
exposée (exercice 2.11).

2.17. Les points extrêmes de la boule unité ℓ1 ont toutes leurs composantes nulles sauf une
valant ±1 et ceux de la boule unité ℓ∞ ont toutes leurs composantes valant ±1.

2.18. L’ensemble ext(Gn) est formé des matrices de permutation d’ordre n, celles dont les
colonnes sont obtenues en permutant les colonnes de la matrice identité d’ordre n.

2.19. 3) On ne suppose pas que les xi sont linéairement indépendants !

2.22. On pouura utiliser le lemme de Farkas pour montre qu’un élément de P1 est dans la
projetion de P sur Rn1 .

2.28. On pourra utiliser la caractérisation de la projection sur un cône convexe fermé non
vide donnée par l’exercice 2.26.

2.31. On se ramène à un problème de projection sur le convexe fermé non vide C = P1−P2.

2.32. On pourra commencer par montrer que aff P = aff(coP ) et que, si P est relativement
ouvert, P ⊆ (coP )−◦.

2.33. Pour démontrer (2.53) et (2.54), on pourra utiliser la proposition 2.40. L’égalité en
2.54 peut s’obtenir grâce au corollaire 2.4 du théorème de Carathéodory.

2.35. 5) On pourra commencer par montrer que Cn+ = co{xxT : x ∈ Rn
+} et qu’une

matrice A ∈ Cn+ peut s’écrire A = BBT avec une matrice B > 0 dont le type est
indépendant de A ∈ Cn+.

2.40. Exprimez l’incompatibilité du système sous une forme duale (lemme de Farkas),
prendre un sommet du polyèdre convexe ainsi formé et revenir à la forme primale.
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2.42. Le plus simple est de raisonner par l’absurde.

2.44. Formule de TS(Sn
+), inclusion ⊇ : on pourra commencer par considérer le cône {D ∈

Sn : vTDv > 0, pour tout v ∈ N (S) \ {0}}.

Fonctions convexes

3.4. 2) La condition nécessaire se démontre aisément si f est sous-différentiable en x :=
∫

Ω
F dµ ∈ dom f car alors, il existe un sous-gradient g ∈ ∂f(x) tel que, pour tout

z ∈ Ω, on a f(F (z)) > f(x) + 〈g, F (z) − x〉. Dans le cas contraire, on se ramène à
ce premier cas en montrant que x est sur une partie convexe de la frontière relative
du domaine de f , de dimension strictement plus petite que celle de dom f , ce qui
permet de poursuivre éventuellement par récurrence.

La condition suffisante se démontre en prenant des mesures de Dirac en certains
points.

4) Utilisez la croissance et la concavité du logarithme.

5) On pourra considérer la fonction a ∈ R++ 7→ 1
p
ap, qui est strictement convexe

lorsque p > 1.

3.8. 3) Il s’écrit {d ∈ N (H) : gTd 6 0}, ce qu’il s’agit maintenant de démontrer.

3.11. On pourra commencer par montrer que la forte convexité de f est équivalente à la
convexité de x 7→ f(x)− α

2
‖x‖2.

3.13. Pour la première partie, on pourra utiliser le point 6 de l’exercice 2.13. Pour la
seconde partie, on pourra utiliser le point 3 de l’exercice 2.16.

3.14. 4) Montrez que (f(x∗) − Rm
++) ∩ (f(X) + Rm

+ ) = ∅ et séparez ces deux ensembles
convexes disjoints.

3.15. 2) On pourra utiliser l’exercice 2.21.

3) On pourra utiliser la représentation primale (3.4) d’une fonction convexe polyé-
drique.

3.17. 1) Commencez par évaluer f∗(0).

2) Un contre-exemple est donné par f : x ∈ R 7→
√

|x|.
3) On pourra raisonner par l’absurde, séparer un point de argmin f∗∗ et co(argmin f)
(point 3 du corollaire 2.37) et construire une direction non nulle dans (argmin f∗∗)∞,
ce qui contredit la bornitude de argmin f∗∗.

3.19. Calculez la biconjuguée de δx(·) := f ′(x; ·), en utilisant le fait que

δx(d) = inf
t>0

1

t
(f(x+td)− f(x)).

3.26. La condition nécessaire est immédiate en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Pour la condition suffisante, on pourra séparer avec soin les ensembles convexes
C1 := epi f et C2 := {(y, α) ∈ E× R : α < f(x)− L‖y − x‖}.

3.29. 1) On pourra utilisé le point 3 de l’exercice 3.28.
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3.30. 3) Pour démontrer l’identité ‖ · ‖dd = ‖ · ‖, il suffira de montrer que ‖ · ‖dd est la
biconjuguée de ‖ · ‖ et d’appliquer le corollaire 3.47.

3.31. 2) On pourra commencer par montrer que f∗(s) 6 1
p′
‖s‖p′d en utilisant l’inégalité de

Cauchy-Schwarz généralisée (A.9). Pour l’inégalité inverse, on choisira un argument
particulier pour le supremum intervenant dans la définition de f∗(s).

3) Le point 5 de l’exercice 3.4 pourra être utile.

3.32. On pourra commencer par montrer que, pour tout x∗ ∈ Rn, f∗(x∗) > 0 et f∗(x∗) 6
(‖x∗‖∞ − 1)+ (en utilisant l’inégalité de Hölder). On en déduira (3.86) puis (3.87).

3.34. On pourra s’inspirer de l’exercice 3.33, qui utilise des arguments semblables dans un
contexte plus simple.

4.c) On pourra utiliser la formule du max.

3.35. On pourra s’inspirer de l’exercice 3.33, qui utilise des arguments semblables dans un
contexte plus simple.

4.c) On pourra utiliser la formule du max.

3.36. 1) On pourra voir dC comme une fonction marginale ou donner une démonstration
directe.

2) On pourra commencer par montrer que 1
t
PC(y + tp) → PC∞(p), quand t→ ∞.

3.37. 1) Penser aux conditions assurant la convexité d’une composition.

2) Pour l’inégalité de droite, il faut faire apparaître h dans le facteur de gauche du
produit scalaire, de manière à obtenir une majoration par ‖h‖2.
3) Faire un développement limité.

3.39. 2) On pourra démontrer (ii) ⇒ (i) par l’absurde en montrant que si (i) n’a pas lieu,
∀k > 1, ∃xk ∈ E tels que ‖xk‖/k → ∞ et f(xk)/‖xk‖ 6 1/k. On considère alors la
suite de points yk = x+ (k/‖xk‖)(xk − x).

Pour l’équivalence (i) ⇔ (iii), on pourra commencer par montrer que (i) est équiva-
lent à ∃ ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ E : f(x) > ε‖x‖ − α. On en déduit une inégalité sur f∗

qui, grâce à le lemme 3.13, permet de conclure.

3) Il pourra être utile de considérer l’application x ∈ E 7→ f(x) − 〈x∗
0, x〉, avec x∗

0

voisin de zéro, et d’utiliser l’équivalence (ii) ⇔ (iii).

3.40. On pourra raisonner par l’absurde.

3.41. L’équivalence (i) ⇒ (ii) est claire.

L’implication (ii) ⇒ (iii). Une minoration locale de f peut s’obtenir par une majo-
ration locale de f∗. Pour avoir la constante α = 1/L, on pourra utiliser un argument
récursif. Il est utile d’examiner le cas quadratique strictement convexe.

L’implication (iii) ⇒ (ii) s’obtient facilement avec α = 1/(2L).

Conditions d’optimalité

4.3. Pour le point 1, on pourra utiliser l’expression (2.46) Ty a(C) = R++(a(C)− y) du
cône tangent. Pour le point 2, on pourra commencer par démontrer les identités

a−1(C)− x = A−1([C ∩R(a)]− y) et A−1((R++([C ∩R(a)]− y))−◦) 6= ∅,
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qui seront utiles dans le calcul de Tx(a
−1(C)) par la formule R++(a−1(C)− x).

4.6. 1, 2) On pourra utiliser la condition d’optimalité qui est nécessaire et suffisante
lorsque A < 0.

3) Distinguez les cas où la valeur optimale du problème quadratique vaut −∞ (A |< 0
ou b /∈ R(A)) et celle où elle est finie (A < 0 et b ∈ R(A)). Dans ce dernier cas,
on distinguera aussi le cas où b = 0 (valeur nulle) et b 6= 0 (on exprime le problème
dans le membre de droite comme un problème d’optimisation avec une contrainte
d’égalité).

4.7. En utilisant la condition d’optimalité du premier ordre, on peut montrer que v est
soit le vecteur nul, soit un vecteur propre de M de valeur propre ‖v‖2. En utilisant la
condition d’optimalité du second ordre, on peut montrer que v est un vecteur propre
de M (donc non nul), associé à la valeur propre maximale de M .

4.11. 1) Dans le cas où p = 1, le problème est équivalent au suivant min{cTx :
∑n

i=1 vi = 1,
−v 6 x 6 v}. On en déduit que ses solutions sont les x ∈ Rn tels que

xIc = 0, sgn(xi) = − sgn(ci) et ‖x‖1 = 1.

2) Dans le cas où 1 < p <∞, la solution s’écrit

xi = − sgn(ci)

( |ci|
‖c‖p′

) p′

p

.

3) Dans le cas où p = ∞, on a n problèmes indépendants.

4.14. On pourra s’aider des conditions d’optimalité.

4.19. Si (QC-MF) n’a pas lieu, on a l’identité ci-dessus avec λ0 = 0; sinon on montre que
l’on a les conditions d’optimalité (4.33), donc l’identité ci-dessus avec λ0 = 1.

4.20. Procédez par l’absurde et construisez une direction critique non nulle comme dans
la démonstration du théorème 4.49; en déduire une contradiction avec (4.63).

4.21. 2) On pourra utiliser la technique du développement du lagrangien ℓ(·, λ∗) comme
dans la démonstration du théorème 4.21.

4.23. Pour certaines questions, il pourra être utile de se ramener au problème (PG) et à
ses propriétés en écrivant (PQG) comme suit

(P̃QG)

{
min f(x)

c̃(x) ∈ G̃,

où c̃ : E → E× F est définie en x ∈ E par

c̃(x) = (x, c(x)) (D.1)

et G̃ := Q × G est un convexe fermé non vide. En particulier pour le point 3, on
pourra commencer par montrer que (4.142) est une condition équivalente à

0 ∈ int
(

c̃(x0) + c̃′(x0)E− G̃
)

. (D.2)
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Prolégomènes à l’algorithmique

5.5. 1) C({xk}) est une intersection de demi-espaces fermés.

5.8. On pourra utiliser les formules établies à l’exercice 5.7.

Méthodes à directions de descente

6.3. On pourra s’inspirer de l’algorithme de Fletcher-Lemaréchal déterminant un pas de
Wolfe (l’algorithme 6.6), ainsi que de la proposition 6.7 et de sa démonstration.

Premiers algorithmes

Optimisation quadratique

8.4. On note {uk} ⊆ Rp et {drk} ⊆ Rp les suites des itérés et des directions conjuguées
générées par le GC réduit. De même, on note {xk} ⊆ Rn et {dk} ⊆ Rn les suites des
itérés et des directions conjuguées générées par le GC préconditionné. On montre
par récurrence que, pour tout k > 1, on a Zdrk−1 = dk−1 et xk = x1 + Zuk.

Algorithme de Newton

10.1. On a ϕ′(x) · d = −‖∇f(x)‖.

Problèmes non lisses

??. Montrez que x n’est pas un point isolé de X en utilisant le théorème 4.58.

Pénalisation

13.2. On a limr→+∞ λmax(Hr)/r = ‖A‖22 et limr→+∞ λmin(Hr) = σ.

Dualité

14.3. 1) Utilisez la définition de l’infimum et du supremum et l’inégalité de dualité
faible (14.6).

14.4. Le dual de Fenchel s’obtient par perturbation de Ax dans (PF ). On peut donc retrou-
ver le dual associé en récrivant le problème (PF ) en subtituant Ax par λ, en ajoutant
la contrainte Ax = λ et en faisant une dualisation lagrangienne de cette dernière.

14.5. 1) Le problème dual s’écrit supλ∈R
δ(λ), où δ(λ) = infx∈X λx1 + x2.

2) Les problèmes primal et dual ont une solution et ont la même valeur optimale
(absence de saut de dualité). On utilise alors le théorème 14.3.

14.9. On pourra utiliser le théorème 9.2 pour montrer que le lagrangien a un point-selle.

14.10. 3) On peut commencer par montrer que, si c(x) = Ax−b, on peut trouver un µ ∈ Rm
+

tel que ATµ = 0 et bTµ = −1.
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14.11. Écrivez (P ) comme un « infsup », dualisez le problème par inversion de l’infimum
et du supremum (section 14.1) et utilisez l’homogénéité de ℓh(·, λ̄) pour obtenir la
valeur du problème interne dans le dual.

14.13. L’expression du sous-différentiel ∂ dC(x) établie au point 4 de l’exercice 3.36 devrait
être utile .

14.15. 1) La première identité peut se démontrer en utilisant λmax(A
TA) = [σ1(A)]

2 et la
seconde en utilisant la décomposition en valeurs singulières de A. La dernière identité
est plus difficile à démontrer ; on pourra suivre les étapes suivantes (on utilise la
notation Matlab pour les matrices dans le texte) :

(a) ‖A‖∗ > ‖σ(A)‖1,
(b) ‖B‖ 6 t, si, et seulement si, [tIm B;BT tIn] < 0,
(c) ‖A‖∗ est le supremum en B ∈ Rm×n de inf{〈A + 2Z,B〉 + 〈X, Im〉 + 〈Y, In〉 :

X ∈ Rm×m, Y ∈ Rn×n, Z ∈ Rm×n, [tIm B;BT tIn] < 0},
(d) ‖A‖∗ 6 inf{ 1

2
(trX + trY ) : X ∈ Rm×m, Y ∈ Rn×n, [X −A;−AT Y ] < 0},

(e) ‖A‖∗ 6 ‖σ(A)‖1.
3) On montre que rg∗ = I{0} en utilisant, en particulier, le fait que rg est bornée
supérieurement.

4) On obtient une minoration de f∗(A∗) en prenant la factorisation SVD de A∗.
Pour la majoration de f∗(A∗), on utilise l’inégalité de trace de von Neumann (B.38).

5) On pourra montrer successivement que f∗∗(A) 6 ‖A‖∗ si ‖A‖ 6 1, que f∗∗(A) >
‖A‖∗ si ‖A‖ 6 1, et que f∗∗(A) = +∞ si ‖A‖ > 1.

14.17. On pourra utiliser la conjuguée de la norme (exercice 3.30).

Méthodes de points intérieurs

16.1. L’ellipsoïde x + EA est dans Rn
+ ssi1 ‖A−1/2ei‖2 6 xi, pour tout i = 1, . . . , n (ei

désigne le i-ième vecteur de base de Rn). Par ailleurs, le volume de EA (ou de x+EA)
est σn detA−1/2, où σn est le volume de B̄ (B̄ est la boule unité fermée de Rn pour
la norme euclidienne).

Problèmes de moindres-carrés

19.1. Hormis pour le point 5, il n’est jamais nécessaire d’écrire les condtions d’optimalité
des problèmes (P ) et (Pε), qui ne sont pas différentiables lorsque les normes ne sont
pas associées à un produit scalaire. Les démonstrations sont courtes.

Optimisation linéaire : théorie et algorithme du simplexe

17.1. On ne peut pas prendre le système d’optimalité car celui-ci est non linéaire à cause
des conditions de complémentarité, mais on peut remplacer ces dernières par une
condition linéaire équivalente.

17.2. (ii) Montrez que inf{cTd : d ∈ Tx̄X ∩ S} > 0, où Tx̄X est le cône tangent à X en
x̄ et S est la sphère unité de Rn.

1 Dans ce chapitre de solutions, nous utiliserons « ssi » comme abréviation de « si, et seule-
ment si, ».
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17.5. Pour l’implication (i) ⇒ (ii), on peut traiter chaque ligne bTi ∈ R1×n, i ∈ [1 :mB ],
de B ∈ RmB×n séparément, en considérant le problème d’optimisation linéaire en
x ∈ Rn suivant {

infx −bTi x
Ax 6 a.

17.7. 1) On pourra utiliser le point 5 de l’exercice 2.20.

17.8. 1) Considérez le problème d’optimisation linéaire inf{0Tx : Ax = b, x > 0} et son
dual.

2) Considérez le problème d’optimisation linéaire inf{cTx− α : Ax > b} et son dual.

17.9. 1) Considérez le problème d’optimisation linéaire






inf(α,β,γ) a
Tα+ bTβ + cTγ

ATα+BTβ + CTγ = 0
β > 0
γ > 0

(D.3)

et son dual. Ensuite utilisez les résultats de dualité faible (proposition 17.10), de
dualité forte (théorème 17.11) et les résultats d’existence de solution (théorème 17.4
et proposition 17.8).

17.12. Il existe beaucoup de démonstrations de ce résultat. Celle proposée ici se fonde sur
la dualité forte en optimisation linéaire. On note α la valeur à gauche dans (17.26), β
la valeur à droite et e le vecteur dont toutes les composantes valent 1 (il peut varier
en dimension, suivant le contexte).

1) Justifiez l’utilisation des opérateurs «min » et « max» dans (17.26) (au lieu de
« inf » et « sup », voir la remarque 1.1).

2) Montrez que min{vTx : x ∈ ∆n} = min{vi : 1 6 i 6 n} et que max{vTx : x ∈
∆n} = max{vi : 1 6 i 6 n}.

3) En ajoutant au besoin une même quantité à chaque élément de A, montrez que
l’on peut supposer que α > 0 et β > 0.

4) Montrez que α−1 = min{eTy : y > 0, ATy > e} et que β−1 = max{eTx : x > 0,
Ax 6 e}.

5) Conclure.

17.14. [(i)] Fixez x = (1, 0) ∈ R2, b = 0 et déterminez des Aε ∈ Rm×n pour ε ↓ 0 tels que
Pε(x) = 0 (donc dPε(x) = 1) et ‖(Aεx)

+‖2 ↓ 0.

[(ii)] (a) On peut montrer l’inégalité dP (x) > sup{(Ax− b)Ty : y > 0, ‖ATy‖d 6 1}
par dualité faible. On peut montrer l’inégalité dP (x) 6 sup{(Ax − b)Ty : y > 0,
ATy = u}, pour un certain u ∈ Rn tel que ‖u‖d = 1 en séparant les ensembles
convexes non vides disjoints {v ∈ Rn : ‖v‖ < dP (x)} et {v ∈ Rn : Av > Ax − b}.
L’affirmation (17.28) s’obtient alors en combinant ces deux inégalités.

(b) Choisir la solution sur un sommet de l’ensemble admissible.

Optimisation linéaire : algorithmes de points intérieurs

18.2. On pourra passer par un problème d’optimisation comme à la proposition 18.1.
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Optimisation semi-définie

20.1. On peut montrer les implications dans le sens naturel (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) ⇒ (i).
Pour les implications (i) ⇒ (ii) et (iv) ⇒ (i), on pourra utiliser l’exercice B.13.

1) On pourra utiliser l’expression de F donnée par le point (iii) et prendre S =
∑

i wiw
T

i , où {wi} est une base de E⊥.

2) On pourra utiliser la définition de F (A), le point (iii) et le point 2 de l’exerci-
ce B.13.

20.4. Il suffit d’imiter la démonstration du point 1 de la proposition 20.4. Celle-ci est plus
simple d’ailleurs car elle ne doit pas faire intervenir la surjectivité de A.

20.5. Faire une factorisation gaussienne par bloc de la matrice d’ordre 2n.

20.8. En utilisant l’exercice 20.7, on peut montrer que le dual lagrangien de (20.26) s’écrit






sup(λ,t)∈Λ×R
−t

(
A(λ) b(λ)
b(λ)T c(λ) + t

)

< 0.
(D.4)

20.9. Il suffit de montrer que l’application (X,Y ) 7→ X ⊗ Y est bilinéaire et que les
opérateurs Es

ij ⊗ Es
kl, avec i 6 j et k 6 l, forment une base de L(Sn,Sn). On a

noté Es
ij ∈ Sn la matrice dont les éléments (i, j) et (j, i) valent 1 et les autres valent

zéro (ces matrices Es
ij , avec i 6 j, forment une base de Sn).

Espaces topologiques

A.11. Il suffit de montrer que les trois propriétés que doit vérifier une norme (voir la
page 751) sont effectivement vérifiées par la norme duale (A.8). Pour l’inégalité
triangulaire, l’exercice 1.2, point (ii), pourra être utile.

Algèbre linéaire

B.1. 1) On pourra utiliser le théorème B.1 de la base incomplète.

B.3. Pour l’implication “⇒”, on pourra définir un inverse à droite linéaire continue de A.
L’implication “⇐” est évidente.

B.4. On peut considérer le déterminant d’une sous-matrice carrée dont l’ordre est égal au
rang.

B.8. On pourra utiliser le principe du min-max de Courant-Fisher (théorème B.4).

B.15. La difficulté principale est l’implication (i) ⇒ (ii). On pourra raisonner par l’absurde
en adaptant avec soin la démonstration du lemme de Finsler.

Calcul différentiel

C.7. Il suffit d’utiliser l’expression intégrale de l’écart f(y)− f(x).

C.9. 2) Montrez que ‖∇dP (x)‖ 6 1 et que 〈∇dP (x), x̄− x〉 = −‖x̄− x‖.
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D.2 Solutions

Introduction

1.1. 1) Quel que soit x0 ∈ X0, on a infx∈X f(x) 6 f(x0), puisque x0 ∈ X. Alors
infx∈X f(x) 6 infx0∈X0 f(x0).

2) Comme X ⊆ X̄ , infx∈X f(x) > inf{f(x) : x ∈ X̄} =: f̄min, par le point 1.
Montrons l’inégalité inverse. On peut trouver une suite minimisante {xk} ⊆ X̄ , qui
vérifie donc f(xk) → f̄min. Comme tout voisinage de xk rencontre X et que f est
semi-continue supérieurement sur X̄ , pour tout k > 1, on peut trouver x′

k ∈ X tel que
f(xk) > f(x′

k)− 1
k
> f̄min− 1

k
. Forcément, f(x′

k) → f̄min et donc infx∈X f(x) 6 f̄min.

1.2. (i) Soient ǫ > 0 et xǫ tel que f(xǫ) + g(xǫ) 6 inf(f+g) + ǫ. Comme inf f 6 f(xǫ)
et inf g 6 g(xǫ), on a (inf f) + (inf g) 6 inf(f+g) + ǫ. Comme ǫ est arbitraire, on en
déduit que (inf f) + (inf g) 6 inf(f+g).

(ii) On a (sup f) + (sup g) = −[inf(−f) + inf(−g)] > − inf(−f − g) = sup(f + g).

1.3. [(i) ⇒ (ii)] On démontre la contraposée en supposant qu’il existe une constante
ν ∈ R telle que {x ∈ X : f(x) 6 ν} ne soit pas borné. Alors on peut trouver une
suite {xk} ⊆ X telle que ‖xk‖ → +∞ et f(xk) 6 ν, si bien que (ii) n’a pas lieu.

[(ii) ⇒ (i)] On démontre également la contraposée en supposant qu’il existe une
suite {xk} ⊆ X et une constante ν ∈ R telles que ‖xk‖ → ∞ et f(xk) 6 ν. Alors
{xk} ⊆ {x ∈ X : f(x) 6 ν} qui n’est pas borné.

1.4. Il est clair que a est coercive si elle vérifie (1.14). Réciproquement, par (1.5), si a est
coercive, il existe α > 0 tel que, pour tout x vérifiant ‖x‖ > 1/α1/2, on a a(x, x) > 1.
Alors, quel que soit x 6= 0, on a a(x/(α1/2‖x‖), x/(α1/2‖x‖)) > 1 ou a(x, x) > α‖x‖2.

1.5. Comme une mesure de Dirac en x ∈ X, µ = δx, vérifie les contraintes du
problème à droite dans (1.15), la valeur optimale de ce dernier est plus petite
que infx∈X

∫

X
f dδx = infx∈X f(x). Réciproquement, comme f prend des valeurs

supérieures à sa valeur minimale infx∈X f(x), la valeur optimale du problème de
droite dans (1.15) est plus grande que [infx∈X f(x)]µ(X) = infx∈X f(x).

1.6. Montrons d’abord (1.16a). Par l’inversibilité de A et la remarque 1.7, on a

α := min
x : ‖x‖=1

‖Ax‖ = min
y : ‖A−1y‖=1

‖y‖. (D.5a)

Observons que α > 0 (car le minimum dans le membre de gauche de (D.5a) est
atteint et A est inversible). Alors, ‖A−1y‖ 6 1 pour tout y vérifiant ‖y‖ = α (sinon
ỹ := y/‖A−1y‖ vérifierait ‖A−1ỹ‖ = 1 et ‖ỹ‖ = ‖y‖/‖A−1y‖ < α, ce qui contradirait
la définition de α). De plus,

max
‖y‖=α

‖A−1y‖ = 1,

car toute solution y du problème à droite dans (D.5a) est telle que ‖y‖ = α et
‖A−1y‖ = 1. L’identité (1.16a) se déduit maintenant par

1 = max
‖y‖=α

‖A−1y‖ = α max
‖y‖=1

‖A−1y‖ = α ‖A−1‖. (D.5b)

Démontrons maintenant la seconde partie de l’exercice. Soit x∗ une solution du
problème dans le membre de gauche de (1.16a) et posons y∗ := Ax∗/α, où α est la
valeur optimal du problème. Alors, ‖y∗‖ = 1 et ‖A−1y∗‖ = ‖x∗‖/α = 1/α = ‖A−1‖
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par (D.5b). On a montré que y∗ est solution du problème dans le membre de gauche
de (1.16b).

Réciproquement, supposons que y∗ soit solution du problème dans le membre de
gauche de (1.16b) et posons x∗ := ‖A−1‖−1A−1y∗. Alors, ‖x∗‖ = 1 et ‖Ax∗‖ =
‖A−1‖−1, si bien que x∗ résout le problème du membre de gauche dans (1.16a).

1.7. On applique la proposition 1.13 à la fonction f = supi∈I fi, en tenant compte du fait
qu’alors, f(x) 6 α ssi fi(x) 6 α pour tout i ∈ I .

1.8. 1) Soient

(P1) inf
x∈Rn

{f(x) + ‖F (x)‖1 : x ∈ X},

(P ′
1) inf

(x,t)∈Rn×Rn

{

f(x) +
n∑

i=1

ti : x ∈ X, −ti 6 Fi(x) 6 ti pour tout i

}

.

D’après la proposition 1.13, le problème (P1) est équivalent au problème

(P ′′
1 ) inf

(x,t)∈Rn×Rm

{

f(x) +
∑

i

ti : x ∈ X, |Fi(x)| 6 ti pour tout i

}

.

Quant à l’équivalence entre (P ′′
1 ) et (P ′

1), elle se déduit du fait que |Fi(x)| 6 ti
ssi −ti 6 Fi(x) 6 ti.

La seconde expression

inf
(x,u,v)∈Rn×Rm×Rm

{

f(x) +
m∑

i=1

(ui + vi) : x ∈ X, F (x) = u− v, u > 0, v > 0

}

s’obtient en écrivant F (x) = u − v, avec u > 0 et v > 0 et en notant que
‖F (x)‖1 =

∑

i |Fi(x)| =
∑

i(ui + vi).

2) Soient

(P2) inf
x∈Rn

{f(x) + ‖F (x)‖∞ : x ∈ X},

(P ′
2) inf

(x,t)∈Rn×R

{f(x) + t : x ∈ X, −t 6 Fi(x) 6 t pour tout i} .

D’après la proposition 1.13, le problème (P2) est équivalent au problème

(P ′′
2 ) inf

(x,t)∈Rn×R

{f(x) + t : x ∈ X, ‖F (x)‖∞ 6 t} .

Quant à l’équivalence entre (P ′′
2 ) et (P ′

2), elle se déduit du fait que ‖F (x)‖∞ 6 t
ssi −t 6 Fi(x) 6 t pour tout i.

Ensembles convexes

2.1. 1) Soient λ1, λ2 ∈ Λ, x1, x2 ∈ C et t ∈ ]0, 1[. Il s’agit de montrer que z := (1−t)λ1x1+
tλ2x2 ∈ ΛC. Si λ1 = λ2 = 0, alors 0 ∈ Λ et z = 0 ∈ ΛC. Sinon, λ := (1−t)λ1+tλ2 > 0
et on a z = λx, avec λ ∈ Λ et x = ((1−t)λ1/λ)x1 + (tλ2/λ)x2 ∈ C. Donc z ∈ ΛC.

2) Quel que soit l’ensemble C, on a 2C ⊆ C +C. Car si x ∈ C, 2x = x+ x ∈ C +C.
Si C est convexe et x et y ∈ C, on a 1

2
x+ 1

2
y ∈ C et donc x+ y = 2( 1

2
x+ 1

2
y) ∈ 2C.
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3) Si K ⊆ E est un cône convexe, alors K +K = 2K [par le point 2] = K (car K est
un cône). Inversement, supposons que K soit un cône tel que K +K = K. Soient x
et y ∈ K et t ∈ ]0, 1[. Alors (1− t)x+ ty ∈ K +K [car 1− t > 0 et x ∈ K impliquent
que (1− t)x ∈ K] = K [par hypothèse].

4) On peut écrire Vp,Q := {x ∈ E : d{p}(x) 6 d{q}(x) pour tout q ∈ Q} =
∩q∈Q{x ∈ E : ‖x−p‖ 6 ‖x− q‖}, où ‖ ·‖ est la norme associée au produit scalaire de
E. En élevant les normes au carré et en simplifiant, on obtient Vp,Q = ∩q∈Q{x ∈ E :
〈q − p, x〉 6 (‖q‖2 − ‖p‖2)/2}, si bien que Vp,Q est un polyèdre convexe (une inter-
section d’un nombre fini de demi-espaces fermés).

Le diagramme de Voronoï d’un ensemble fini de points P est l’ensemble des Vp,P\{p}
lorsque p parcourt P .

2.2. 1) Car les sous-espaces affines qui contiennent Q contiennent P .

2) Car P ∩Q ⊆ P implique que aff(P ∩Q) ⊆ aff P [point 1] ; de même aff(P ∩Q) ⊆
aff Q. On n’a pas nécessairement l’égalité, même si P et Q sont convexes, comme
dans le cas où P = B̄+e1 et Q = Re2 dans R2 (on a noté B̄ := {x ∈ R2 : ‖x‖2 6 1}).
3) La relation

∑

i ti(xi + yi) =
∑

i tixi +
∑

i tiyi montre que aff(P + Q) ⊆
(aff P ) + (aff Q). Inversement, si

∑

i ti = 1 et
∑

j sj = 1, on a
∑

i tixi +
∑

j sjyj =
∑

ij tisj(xi + yj) avec
∑

ij tisj = 1, dès lors (aff P ) + (aff Q) ⊆ aff(P +Q).

4) Clairement aff P ⊆ aff P . On a aussi P ⊆ aff P (aff P est un fermé qui contient P ),
donc aff P ⊆ aff aff P = aff P (aff P est affine).

5) On a toujours aff P ⊆ vectP (comparer les définitions). Inversement, un élément
de vectP est de la forme

∑

i tixi = (1−∑i ti)0 +
∑

i tixi avec des ti ∈ R ; comme
0 ∈ P et (1−∑i ti)+

∑

i ti = 1, la dernière expression de l’élément montre qu’il est
dans aff P = aff P (point 4).

Par ailleurs les relations aff(R+P ) ⊆ vectP [voir les définitions] = aff P [on vient
de le démontrer] ⊆ aff(R+P ) permettent d’affirmer que aff P = aff(R+P ). Puis
P ⊆ R++P ⊆ R+P implique que aff P ⊆ aff(R++P ) ⊆ aff(R+P ) = aff P , donc
aff P = aff(R++P ).

6) On a successivement aff(coneP ) = aff(coneP ) [point 4] = vect(coneP ) [0 ∈
coneP et point 5] = vect(coneP ) [raisonner comme au point 4] = vectP .

7) D’après la proposition 2.1, on a clairement aff C ⊇ Z := {tx + (1−t)y : t ∈
R, x, y ∈ C}. Inversement, d’après la même proposition, un élément z ∈ aff C est de
la forme z =

∑m
i=1 tixi avec m ∈ N∗, des xi ∈ C et des ti ∈ R vérifiant

∑m
i=1 ti = 1.

Si tous les ti sont positifs, z ∈ C (proposition 2.2), donc z ∈ Z. Sinon, soient I :=
{i : ti > 0}, Ic := {i : ti < 0} (non vide donc) et α :=

∑

i∈I ti = 1 +
∑

i∈Ic |ti| > 1.
On a

∑m
i=1 tixi =

∑m
i∈I tixi −

∑m
i∈Ic |ti|xi = α[

∑m
i∈I(ti/α)xi] + (1−α)[∑m

i∈Ic(|ti|/
(α−1))xi], qui est de la forme αx+ (1−α)y avec x, y ∈ C. Donc z ∈ Z.

8) [⊆] Observons d’abord que (aff P ) × (aff Q) est un sous-espace affine de E × F.
En effet, on peut écrire aff P = x0 + E0 où x0 ∈ E et E0 est un sous-espace vectoriel
de E. De même aff Q = y0 + F0 où y0 ∈ F et F0 est un sous-espace vectoriel de F.
Alors (aff P ) × (aff Q) = (x0 + Eo) × (y0 + F0) = (x0, y0) + E0 × F0 qui est bien
un sous-espace affine de E × F. Par conséquent, aff(P × Q) ⊆ (aff P ) × (aff Q), car
aff(P × Q) est le plus petit sous-espace affine contenant P × Q et (aff P ) × (aff Q)
est un sous-espace affine contenant P ×Q.

[⊇] Soit x :=
∑p

i=1 αixi et y :=
∑q

j=1 βjyj des éléments de (aff P ) et (aff Q) res-
pectivement (donc avec

∑p
i=1 αi = 1 et

∑q
j=1 βj = 1). Si α1 6 β1 (on s’y prend de

manière analogue si α1 > β1), on a
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(

p∑

i=1

αixi,

q∑

j=1

βjyj

)

= α1(x1, y1) +

(
p∑

i=2

αixi, (β1 − α1)y1 +

q∑

j=2

βjyj

)

.

Le second terme du membre de droite est de la même forme que le membre de gauche,
mais avec un terme en moins et avec des coefficients dont la somme vaut 1−α1. Si on
applique la même transformation à ce second terme, et ainsi de suite récurcivement,
on finit par écrire (x, y) comme une somme pondérée d’éléments de P ×Q, avec des
pondérations dont la somme vaut un. Ceci montre que (x, y) ∈ aff(P ×Q).

2.3. Soit v := maxi vi = vj . Alors αivi 6 αiv pour tout i ∈ [1 : p] tel que αi 6= 0 (ou
αi > 0 car αi > 0). En sommant, on obtient

∑

i:αi 6=0 αivi 6 (
∑

i:αi 6=0 αi)v = v (car
∑

i αi:αi 6=0 = 1). On a l’égalité en prenant α ∈ ∆p vérifiant αj = 1 et αi = 0 si i 6= j.

2.4. 1) Avec des notations standards, on peut écrire a(x) = Ax+ b. L’identité énoncée ré-
sulte alors des égalités suivantes (avec

∑

i αi = 1) :
∑

i αi(a(xi)) =
∑

i αi(Axi+ b) =
A(
∑

i αixi) + b = a(
∑

i αixi).

2) L’identité
∑

i αi(xi+yi) =
∑

i αixi+
∑

i αiyi montre que co(P+Q) ⊆ coP+coQ.
Inversement, si

∑

i αi = 1 et
∑

j βj = 1, on a
∑

i αixi +
∑

j βjyj =
∑

j βj
∑

i αixi +
∑

i αi

∑

j βjyj

=
∑

ij αiβjxi +
∑

ij αiβjyj

=
∑

ij αiβj(xi + yj).

Comme
∑

ij αiβj = 1, on en déduit que coP + coQ ⊆ co(P +Q).

3) L’identité
∑

i αi(xi, yi) = (
∑

i αixi,
∑

i αiyi) montre que co(P × Q) ⊆ (coP ) ×
(coQ). Inversement, si

∑

i αi = 1 et
∑

j βj = 1, on a

(
∑

i αixi,
∑

j βjyj) = (
∑

j βj
∑

i αixi,
∑

i αi

∑

j βjyj)

= (
∑

ij αiβjxi,
∑

ij αiβjyj)

=
∑

ij αiβj(xi, yj).

Comme
∑

ij αiβj = 1, on a (coP )× (coQ) ⊆ co(P ×Q).

2.6. 1) co{xi1+· · ·+xik : 1 6 i1 6 · · · 6 ik 6 n} ⊆ coX+· · ·+coX (k fois) = k (coX), car
coX est convexe. Réciproquement, un élément de k (coX) est de la forme k

∑

i αixi

avec des αi > 0 vérifiant
∑

i αi = 1. Cet élément s’écrit aussi
∑

i αi(xi + · · ·+ xi) (k
fois) et est donc un élément de co{xi1 + · · ·+ xik : 1 6 i1 6 · · · 6 ik 6 n}.
2) L’inclusion «⊆ » est claire. Si x est dans l’ensemble de gauche, il s’écrit x =
∑l

j=1 αj(ε1jx1+· · ·+εnjxn), avec des αj > 0 vérifiant
∑l

j=1 αj = 1 et des εij ∈ {0, 1}
vérifiant

∑n
i=1 εij = k. Alors x =

∑n
i=1 tixi avec des ti =

∑l
j=1 αjεij . Claire-

ment, les ti ∈ [0, 1] (c’est une combinaison convexe de 0 et de 1) et
∑n

i=1 ti =
∑l

j=1

∑n
i=1 αjεij = k

∑l
j=1 αj = k.

Nous montrons l’inclusion réciproque «⊇ » par récurrence sur n qui est pris > k > 1.
Elle est vérifiée si n = k, car alors les deux ensembles sont réduits au singleton
{x1 + · · ·+ xn}. Montrons l’inclusion lorsque n > k, sachant qu’elle est vérifiée pour
n− 1. Un élément de l’ensemble de droite est donc de la forme x =

∑n
i=1 tixi avec

des ti ∈ [0, 1] vérifiant
∑n

i=1 ti = k. Sans perte de généralité, on peut supposer que
0 < tn 6 ti pour tout i = 1, . . . , n (si tn = 0 le résultat se déduit de l’hypothèse de
récurrence). On note CP

k l’ensemble des parties formées de k éléments distincts d’un
ensemble P . On peut alors écrire
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x =
n−1∑

i=1

t′ixi +
∑

{j1,...,jk−1}∈C[1 :n−1]
k−1

αj1...jk−1(xj1 + · · ·+ xjk−1 + xn), (D.6)

pourvu que les t′i vérifient

t′i = ti −
∑

{j1,...,jk−2}∈C[1 :n−1]\{i}
k−2

αij1...jk−2

et que les αj1...jk−1 soient choisis tels que (leur positivité sera utile tout de suite
après)

αj1...jk−1 > 0 et
∑

{j1,...,jk−1}∈C[1 :n−1]
k−1

αj1...jk−1 = tn. (D.7)

Observons que la minimalité de tn parmi les ti et (D.7) impliquent que t′i > ti−tn > 0.
Par ailleurs

t′ :=

n−1∑

i=1

t′i =

n−1∑

i=1

ti −
n−1∑

i=1

∑

{j1,...,jk−2}∈C[1 :n−1]\{i}
k−2

αij1...jk−2 = k(1− tn),

car la première somme vaut k − tn et la seconde vaut (k − 1)tn puisque chaque
ensemble d’indices {l1, . . . , lk−1} ∈ C[1 : n−1]

k−1 y est apparaît k−1 fois (une fois lorsque
i = l1, une fois lorsque i = l2, etc). Observons que l’on a t′ > 0, car dans le cas
contraire, t′ = 0, tous les ti vaudraient 1 et donc on aurait n = k, ce que l’on a exclu
dans le cas présent. On récrit alors (D.6) comme suit

x =
t′

k

(
n−1∑

i=1

t′′i xi

)

+
∑

{j1,...,jk−1}∈C[1 :n−1]
k−1

αj1...jk−1(xj1 + · · ·+ xjk−1 + xn), (D.8)

avec t′′i = kt′i/t
′. On a t′′i > 0 et

∑n−1
i=1 t

′′
i = k. Supposons que l’on ait aussi les t′′i 6 1,

c’est-à-dire que pour i = 1, . . . , n− 1 :
∑

{j1,...,jk−2}∈C[1 :n−1]\{i}
k−2

αij1 ...jk−2 > ti + tn − 1. (D.9)

Alors, on peut obtenir le résultat par récurrence, car la première somme dans (D.8)
s’écrit (par l’hypothèse de récurrence) :

n−1∑

i=1

t′′i xi =
∑

{j1,...,jk}∈C[1 :n−1]
k

βj1...jk (xj1 + · · ·+ xjk ),

avec des βj1 ...jk > 0 de somme 1. En tenant compte de (D.8), on voit que x s’écrit
comme une combinaison conique d’éléments de la forme xj1 + · · · + xjk , avec des
{j1, . . . , jk} ∈ C[1 :n]

k . Par ailleurs, la somme des coefficients de la combinaison conique
vaut t′/k + tn = 1, si bien qu’il s’agit de la combinaison convexe sous la forme
de laquelle on voulait mettre x. Il reste donc à montrer que l’on peut trouver des
αj1...jk−1 , pour {j1, . . . , jk−1} ∈ C[1 :n−1]

k−1 , qui vérifient (D.7) et (D.9). Il s’agit d’un
ensemble d’égalité et d’inégalités linéaires dont la compatibilité peut être démontrée
par le lemme de Farkas. En raisonnant comme à l’exercice 2.39, il revient au même
de montrer que si y ∈ R et z ∈ Rn−1 vérifient z > 0 et
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∀J ∈ C[1 :n−1]
k−1 : y >

∑

i∈J

zi, (D.10)

alors

tny >

n−1∑

i=1

(ti + tn − 1)zi.

Mais, en sommant les inégalités de (D.10), on obtient

(
n−1
k−1

)
y >

(
n−2
k−2

)
n−1∑

i=1

zi.

Cette inégalité est en fait une conséquence claire des prémisses, puisqu’en utilisant
z > 0 et ti 6 1, on obtient

n−1∑

i=1

(ti + tn − 1)zi 6 tn

n−1∑

i=2

zi 6 tny.

2.7. De
∑

i αi(xi + yi) =
∑

i αixi +
∑

i αiyi, on déduit que cone(P + Q) ⊆ coneP +
coneQ. Inversement, avec α =

∑

i αi et β =
∑

j βj , on a
∑

i αixi +
∑

j βjyj =
∑

ij αiβj(xi/β + yj/α), dont on déduit que coneP + coneQ ⊆ cone(R+P + R+Q).

Si P etQ sont des cônes convexes, R+P = P , R+Q = Q et donc P+Q = cone(P+Q),
qui est donc un cône convexe.

2.8. 1) Soient K un cône convexe, {xi}mi=1 ⊆ K et des ti > 0. Si t :=
∑
ti 6= 0, alors

∑
(ti/t)xi ∈ K qui est convexe et

∑
tixi = t[

∑
(ti/t)xi] ∈ K qui est un cône. Si

t = 0, tous les ti = 0 et
∑
tixi = 0 ∈ K. Inversement, si K contient toutes les

combinaisons coniques de ses éléments, on a coK ⊆ K et tK ⊆ K pour tout t > 0;
donc K est un cône convexe.

2) Comme l’ensemble à droite dans (2.6) est un cône convexe, il contient coneP . In-
versement, coneP étant un cône convexe, il contient toutes les combinaisons coniques
de ses éléments, donc des éléments de P .

2.9. 1) Si K est une cône convexe fermé, K∞ = K∞(0) =
⋂

t>0(K − 0)/t = K. La
réciproque est évidente par la proposition 2.7.

2) Soit d ∈ C∞
1 . Alors pour x ∈ C1, on a x+R+d ⊆ C1 ⊆ C2. Comme x ∈ C2, on en

déduit que d ∈ C∞
2 .

3) Soit x ∈ ∩i∈ICi qui est non vide. Alors d ∈ (∩i∈ICi)
∞ ⇐⇒ x+ td ∈ ∩i∈ICi, pour

tout t > 0 ⇐⇒ x + td ∈ Ci, pour tout i ∈ I et tout t > 0 ⇐⇒ d ∈ C∞
i , pour tout

i ∈ I ⇐⇒ d ∈ ∩i∈IC
∞
i .

On a C1 ∩ C2 = ∅ et C∞
1 ∩ C∞

2 6= ∅ lorsque E = R2, C1 = R × {0} et C2 = {x ∈
R2 : x1x2 > 1}.
4) Immédiat.

5) Par hypothèse il existe un x ∈ E tel que Ax ∈ C. Le résultat est alors une
conséquence des équivalences suivantes : d ∈ A−1(C∞) ⇔ Ad ∈ C∞ ⇔ Ax+R+Ad ⊆
C ⇔ A(x+ R+d) ⊆ C ⇔ x+ R+d ⊆ A−1(C) ⇔ d ∈ [A−1(C)]∞.

6.a) Soient d ∈ C∞ et x ∈ C. Alors x+ td ∈ C pour tout t > 0. Dès lors, Ax+ tAd ∈
A(C) ⊆ adhA(C) pour tout t > 0, c’est-à-dire Ad ∈ (adhA(C))∞. On a montré
que A(C∞) ⊆ (adhA(C))∞. Le résultat se déduit alors du fait que (adhA(C))∞ est
fermé.
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6.b) Commençons par montrer que si l’on a une suite {xk} ⊆ C et une suite {tk} ⊆
{t ∈ R: t > 1} telles que {Axk/tk} est bornée, alors on peut trouver une sous-suite
{x′

k} ⊆ C telle que {x′
k/tk} est bornée et Ax′

k = Axk.

On munit E d’un produit scalaire 〈·, ·〉 avec norme associée ‖·‖. Si {x1
k/tk} ≡ {xk/tk}

n’est pas bornée, pour une sous-suite d’indices, (x1
k/tk)/‖x1

k/tk‖ = x1
k/‖x1

k‖ → d1 ∈
N (A)∩C∞ (nécessairement {x1

k} n’est pas bornée, car tk > 1); donc −d1 ∈ C∞ (par
l’hypothèse) et la suite {x2

k} construite par x2
k = x1

k−〈x1
k, d

1〉d1 est dans C∩{d1}⊥ et
vérifie Ax2

k = Axk. De même, si {x2
k/tk} n’est pas bornée alors, pour une sous-suite

d’indices, (x2
k/tk)/‖x2

k/tk‖ = x2
k/‖x2

k‖ → d2 ∈ N (A) ∩ C∞ ∩ {d1}⊥ (nécessairement
{x2

k} n’est pas bornée); donc −d2 ∈ C∞ et la suite {x3
k} construite par x3

k = x2
k −

〈x2
k, d

2〉d2 est dans C ∩ vect{d1, d2}⊥ et vérifie Ax3
k = Axk. Si on poursuit de cette

manière, on finit par trouver une suite {xi
k/tk} bornée ou la suite identiquement

nulle (car les di sont orthogonaux entre eux), qui est aussi bornée.

Pour montrer que A(C) est fermé, on suppose que l’on a une suite {xk} ⊆ C telle que
Axk → y et on montre que y ∈ A(C). Par le résultat préliminaire (avec tk = 1 pour
tout k), on peut trouver une sous-suite bornée {x′

k} ⊆ C telle que Ax′
k = Axk → y.

En extrayant une sous-suite convergente de {x′
k}, disons vers x ∈ C, on trouve

y = Ax ∈ A(C).

Montrons à présent que A(C∞) = A(C)∞. Par le point 1 et le fait que A(C) est
fermé, on a l’inclusion A(C∞) ⊆ A(C)∞. Il reste à montrer l’inclusion inverse. Soit
h ∈ A(C)∞. Alors il existe une suite {xk} ⊆ C et une suite {tk} ↑ ∞ telles que
Axk/tk → h. En appliquant le résultat préliminaire, on voit qu’il existe une sous-suite
{x′

k} ⊆ C telle que {x′
k/tk} est bornée et Ax′

k/tk = Axk/tk → h. En extrayant une
sous-suite convergente de {x′

k/tk}, disons vers d ∈ C∞, on trouve h = Ad ∈ A(C∞).

Dans le cas où A : (x1, x2) ∈ R2 7→ x1 ∈ R et C := {x ∈ R2 : x2 > x2
1}, on a C∞ =

{d ∈ R2 : d1 = 0, d2 > 0} et A(C) = R, si bien que A(C∞) = {0} 6= R = [A(C)]∞.

2.10. 1) [⊆] Soit (z1, z2) ∈ ext(C1 × C2). Par symétrie, il suffit de montrer que z1 ∈ C1.
Supposons que l’on ait z1 = (1− t)x1 + ty1 avec t ∈ ]0, 1[ et x1, y1 ∈ C1. Il s’agit de
montrer que x1 = y1 = z1. Or on a alors (z1, z2) = (1 − t)(x1, z2) + t(y1, z2), avec
(x1, z2) ∈ C1 × C2 et (y1, z2) ∈ C1 × C2. Comme (z1, z2) ∈ ext(C1 × C2), il vient
(x1, z2) = (y1, z2) = (z1, z2), d’où x1 = y1 = z1.

[⊇] Soient z1 ∈ ext(C1) et z2 ∈ ext(C2). Il s’agit de montrer que (z1, z2) ∈ ext(C1 ×
C2). Supposons que l’on ait (z1, z2) = (1 − t)(x1, x2) + t(y1, y2) avec t ∈ ]0, 1[ et
(x1, x2), (y1, y2) ∈ C1 ×C2. Il suffit maintenant de montrer que (x1, x2) = (y1, y2) =
(z1, z2) ou, par symétrie, que x1 = y1 = z1. Or z1 ∈ extC1 vérifie z1 = (1− t)x1+ ty1
avec avec t ∈ ]0, 1[ et x1, y1 ∈ C1 ; donc x1 = y1 = z1.

2) [⇒] Soit x ∈ extC. Supposons que l’on ait Ax = (1− t)Ax0 + tAx1 avec t ∈ ]0, 1[
et x0, x1 ∈ C. Il s’agit de montrer que Ax0 = Ax1. Par l’injectivité de A, on a
x = (1− t)x0 + tx1 et donc x0 = x1 parce que x ∈ extC.

[⇐] Supposons que Ax ∈ ext(A(C)). Par l’injectivité de A, on a x ∈ C. Supposons
donc que l’on ait x = (1 − t)x0 + tx1 avec t ∈ ]0, 1[ et x0, x1 ∈ C. Il s’agit de
montrer que x0 = x1. On a Ax = (1 − t)Ax0 + tAx1 et donc Ax0 = Ax1 parce que
Ax ∈ ext(A(C)). On en déduit que x0 = x1 par l’injectivité de A.

L’implication [⇒] équivaut à A(ext(C)) ⊆ ext(A(C)), même sans l’injectivité
de A. L’implication [⇐] équivaut à A(ext(C)) ⊇ ext(A(C)), avec l’injectivité de A
(l’implication serait plus forte que l’inclusion, si A n’était pas injective).
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2.11. On note α = min {〈c, x〉 : x ∈ C}. Soient x0 et x1 ∈ C tels que x = (x0 + x1)/2 ∈ E.
Alors 〈c, xi〉 > α et 〈c, x0〉+ 〈c, x1〉 = 2〈c, x〉 = 2α. Donc 〈c, xi〉 = α et les xi ∈ E.

Le singleton {0} de l’ensemble R2
+ ∪ {x ∈ R2 : x(2) > x2

(1)} est une face, mais n’est
pas exposé.

2.12. 1) L’implication (i) ⇒ (ii) est claire. Réciproquement, il suffit de monter que, quel
que soit z ∈ E, xt := (1 − t)x + tz ∈ C pour un t < 0. Comme on peut écrire
xt = x+ (−t)(x− z), c’est le cas par (ii) avec y = x− z.

2) Soient x0 ∈ C1 ∩ C−◦
2 , qui est non vide par hypothèse, et x1 ∈ (C1 ∩ aff C2)

−◦, qui
est aussi non vide puisque C1 ∩ aff C2 contient x0 (on utilise ensuite le point 1 de la
proposition 2.16). Si x0 = x1, le résultat est démontré, car ce point appartient alors
à (C1 ∩ aff C2)

−◦ ∩ C−◦
2 . Sinon, pour t > 0 assez petit, xt = (1−t)x0 + tx1 appartient

à (C1 ∩ aff C2)
−◦ ∩C−◦

2 qui est donc non vide. En effet, xt ∈ ]x0, x1] ⊆ (C1 ∩ aff C2)
−◦,

car x0 ∈ C1 ∩aff C2 et x1 ∈ (C1 ∩aff C2)
−◦ (lemme 2.14). D’autre part, xt ∈ C−◦

2 pour
t > 0 petit, car x0 ∈ C−◦

2 et x1 ∈ aff C2.

3) Il suffit de prendre l’intérieur relatif des deux membres de C = E et d’utiliser le
point 3 de la propoistion 2.16, pour voir que C−◦ = E et donc C = E, certainement.

2.15. En utilisant les points 1 et 3 de la proposition 2.17 avec A : E× E → E : (x1, x2) 7→
x1 − x2 et C = C1 × C2, on obtient (C1 − C2)

−◦ = A(Cx ×C2)
−◦ = A((C1 × C2)

−◦) =
A(C−◦

1 × C−◦
2 ) = C−◦

1 − C−◦
2 . Dès lors 0 ∈ (C1 − C2)

−◦ si, et seulement si, 0 ∈ C−◦
1 − C−◦

2

si, et seulement si, C−◦
1 ∩ C−◦

2 6= ∅.

2.13. 1) Comme P−◦ ⊆ P , on a aff P−◦ ⊆ aff P . Inversement, soit x ∈ aff P et supposons
que P−◦ 6= ∅. Soit x0 ∈ P−◦, si bien qu’il existe un r > 0 tel que B(x0, r)∩ aff P ⊆ P .
Comme x ∈ aff P , xt = (1− t)x0 + tx ∈ P−◦ pour t > 0 petit. Alors x = (1− 1

t
)x0 +

1
t
xt ∈ aff{x0, xt} ⊆ aff P−◦.

2) Comme aff conserve l’inclusion et que A est un sous-espace affine, on a aff C−◦ ⊆
A ⊆ aff C. Mais aff C−◦ = aff C (point 1 de la proposition 2.16), donc A = aff C.
Ensuite A ⊆ C ⊆ aff C conduit à A = C.

3) On a clairement P−◦ ⊆ P (car P−◦ ⊆ P ) et P−◦ ⊆ (P )−◦ (car P ⊆ P et aff P =
aff P ).

On suppose à présent que P est convexe.

Soit x ∈ P et montrons que x ∈ P−◦. On peut choisir x0 ∈ P−◦ qui est non vide
(proposition 2.16). D’après le lemme 2.14, [x0, x[ ⊆ P−◦ et donc x est limite de points
de P−◦ (ceux du segment [x0, x[). Dès lors x ∈ P−◦.

Soit x ∈ (P )−◦ et montrons que x ∈ P−◦. On peut choisir x0 ∈ P−◦ qui est non vide
(proposition 2.16). Comme x0 ∈ aff P et x ∈ (P )−◦, le point xt = (1 − t)x0 + tx ∈
(P )−◦ ⊆ P pour un t > 1. D’après le lemme 2.14, [x0, xt[ ⊆ P−◦ et donc x ∈ P−◦.

4) Cela résulte des points précédents. En ce qui concerne la frontière relative, on a :
C−◦ \ C−◦ = C \ C−◦ et C \ (C)−◦ = C \ C−◦.

5)

6) Si x /∈ F (x)−◦, on peut séparer les deux convexes non vides disjoints {x} et F (x)−◦

dans aff F (x) (théorème 2.38) : il existe ξ ∈ E, non nul et parallèle à aff F (x), tel que
pour tout y ∈ F (x)−◦, on a 〈ξ, x〉 6 〈ξ, y〉. On a l’inégalité stricte pour au moins un
y ∈ F (x)−◦, car dans le cas contraire 〈ξ, ·〉 serait constante sur F (x)−◦ : pour y ∈ F (x)−◦

et t > 0 assez petit, on aurait 〈ξ, y + tξ〉 = 〈ξ, y〉 (on utilise le fait que ξ ∈ aff F (x)),
ce qui impliquerait la nullité de ξ. Alors F ′ := {z ∈ C : 〈ξ, z〉 6 〈ξ, x〉} serait une
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face de C (exposée, voir l’exercice 2.11) qui contient x mais n’est pas incluse dans
F (x). La minimalité de la face F (x) serait contredite.

2.14. Montrons que K est un cône. Si K est vide, il n’y a rien à démontrer. Soient x ∈ K
et α > 0. On veut montrer que αx ∈ K, ce qui sera le cas si, pour un ε > 0
arbitraire donné, K ∩B(αx, ε) 6= ∅. Mais, K ∩B(x, ε/α) contient un point xε. Alors
αxε ∈ K ∩B(αx, ε).

Montrons que K−◦ est un cône. Soient x ∈ K−◦ et α > 0. On souhaite montrer que
αx ∈ K−◦, ce qui sera le cas si l’on trouve un ε > 0 tel que B(αx, ε) ∩ vectK ⊆ K.
Comme x ∈ K−◦, on peut trouver un ε > 0 tel que B(x, ε/α)∩vectK ⊆ K, d’où l’on
déduit que B(αx, ε) ∩ vectK ⊆ K.

2.16. 1) Soient x, y ∈ C tels que (x + y)/2 ∈ F0. Il faut montrer que x et y ∈ F0. On
observe que (x + y)/2 ∈ F , qui est une face de C, donc x et y ∈ F . Comme F0 est
une face de F , que x, y ∈ F et que (x+ y)/2 ∈ F0, on a x, y ∈ F0.

2) C’est un cas particulier du point 1, dans lequel F0 est réduit à un point.

3) Il suffit de montrer que ext(C) 6= ∅ ⇒ ext(F ) 6= ∅ (la réciproque découle du
point 2). Soient x̂ ∈ ext(C) et x ∈ F . On démarre une démonstration par récurrence.
Si x est un point extrême de F , le résultat est démontré. Sinon, on peut trouver une
direction non nulle d ∈ E telle que x+ td ∈ F pour |t| petit. Par ailleurs, soit x+ td,
soit x− td n’est plus dans F pour t grand. En effet, dans le cas contraire, en passant
à la limite pour t→ ∞ dans (1−1/t)x̂+(1/t)(x± td) ∈ C, on trouverait que x̂± d ∈
C (fermé), ce qui contredirait l’extrémalité de x̂. On peut donc trouver un point
x′ = x + td qui est sur la frontière relative de F . Alors, la face F ′ engendrée par x′

est strictement incluse dans F (exercice 2.13, point 6). On poursuit la récurrence qui
conduit nécessairement à un point extrême d’une face F ′′ de C (les faces déterminées
ainsi sont de plus en plus petites et si une face est réduite à un point, celui-ci est un
point extrême). Comme un point extrême de F ′′ est un point extrême de F (point 2),
le résultat est démontré.

2.17. Commençons par la boule unité pour la norme ℓ1. Un dessin en dimension 2 suggère
que ses points extrêmes sont les points vérifiant ∃j tel que xj = ±1 et xi = 0
pour i 6= j. Ce sont clairement des points extrêmes car si un tel point s’écrit x =
(y + z)/2, avec y et z dans la boule unité, on a nécessairement xj = yj = zj et
donc x = y = z. D’autre part, il n’y a pas d’autres points extrêmes. En effet, si x
dans la boule unité vérifie pour un indice j, xj 6= 0 et xj 6= ±1, il existe un autre
indice, disons k, tel que xk 6= 0 et xk 6= ±1. Alors, pour t > 0 suffisamment petit,
y = x + (sgn xj)tej − (sgn xk)tek et y = x − (sgn xj)tej + (sgn xk)tek sont dans la
boule unité (on a noté ei le i-ième vecteur de la base canonique de Rn), sont distincts
de x et vérifient x = (y + z)/2. Donc x n’est pas un point extrême.

Par un raisonnement analogue, on montre que les points extrêmes de la boule unité
pour la norme ℓ∞ sont les points vérifiant xi = ±1 pour tout i.

2.18. Soit Pn l’ensemble des matrices de permutation d’ordre n. Il est clair que Pn ⊆
ext(Gn) : il suffit d’examiner les matrices élément par élément et d’utiliser le fait

que 0 et 1 sont des points extrêmes de [0, 1].

Inversement, soit G ∈ ext(Gn). Si Gi1j1 ∈ ]0, 1[, un autre élément de la ligne i1 est
dans ]0, 1[, disons Gi1j2 (car la somme des éléments de la ligne i1 vaut 1). Dès lors, un
autre élément de la colonne j2 est dans ]0, 1[, disons Gi2j2 (car la somme des éléments
de la colonne j2 vaut 1). Pour la même raison, on trouve ensuite Gi2j3 ∈ ]0, 1[. Si
j3 = j1 on s’arrête. Sinon, on poursuit jusqu’à ce qu’un indice de ligne ou de colonne
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se retrouve. On peut supposer qu’il s’agit de i1 ou j1 (si ce n’est pas le cas, on élimine
tous les autres éléments précédent celui dont on a retrouvé un indice de ligne ou de
colonne). On a donc formé une chaîne :

Gi1j1 Gi1j2 Gi2j2 Gi2j3 · · · Gimjm′ ,

avec im = i1 ou jm′ = j1 (et pas les deux). On peut même supposer que im 6= i1
et jm′ = j1 (alors m′ = m+ 1), car dans le cas contraire, on peut éliminer Gi1j1 de
la liste et la parcourir « en sens inverse » : Gi1j2 , Gimjm′ , Gim′ jm′ , . . . , Gi2j3 , Gi2j2 .
On retrouve ainsi la situation

Gi1j1 Gi1j2 Gi2j2 Gi2j3 · · · Gimjm Gimj1 .

Chaque ligne [resp. colonne] de G contient soit 2 éléments de cette liste, soit aucun.
On peut donc modifier la matrice en ajoutant et retranchant alternativement une
petite quantité ε > 0, tout en conservant la propriété d’appartenir à Gn. De manière
plus précise, on choisit ε > 0 tel que ε 6 min(Gi1j1 , . . . , Gimj1) et ε 6 min(1 −
Gi1j1 , . . . , 1−Gimj1). Ensuite, on construit les matrices G− et G+ par G−

ij = G+
ij =

Gij , pour tous les couples d’indices (i, j) ne correspondants pas aux éléments de G
listés ci-dessus. Pour ceux-ci, on prend

G−
i1j1

= Gi1j1 − ε, G−
i1j2

= Gi1j2 + ε, G−
i2j2

= Gi2j2 − ε, G−
i2j3

= Gi2j4 + ε, . . .

et

G+
i1j1

= Gi1j1 + ε, G+
i1j2

= Gi1j2 − ε, G+
i2j2

= Gi2j2 + ε, G+
i2j3

= Gi2j4 − ε, . . .

Il est clair que G− et G+ ∈ Gn et sont différentes de G. Cette dernière matrice
s’écrit G = 1

2
(G− + G+), si bien que G n’est pas un point extrême de Gn. Nous

avons montré que les points extrêmes de Gn n’ont que des 0 ou des 1 et même
exactement un unique 1 par ligne et par colonne. Les points extrêmes sont donc les
matrices de permutation.

2.19. 1) Si K est convexe, x, y ∈ K, α, β ∈ R+ et α+ β 6= 0, alors on a αx+ βy = (α+β)
[α/(α+β)x+ β/(α+β)y] ∈ R+K = K. La réciproque est évidente.

2) Observons d’abord que α > 0 et x ∈ K−◦ impliquent que αx ∈ K−◦ (si B(x, r) ∩
affK ⊆ K, on a B(αx, αr) ∩ affK ⊆ K). Comme α/(α+β)x + β/(α+β)y ∈ K−◦

(lemme 2.14), ce qui précède montre que αx+βy = (α+β)[α/(α+β)x+β/(α+β)y] ∈
K−◦.

3) Clairement, K ⊆ vect{x1, . . . , xp} et ce dernier ensemble est un sous-espace affine,
donc affK ⊆ vect{x1, . . . , xp}. Inversement si x =

∑p
i=1 αixi, avec des αi ∈ R, on

a x = y0 + y1 − y2, où y0 = 0 ∈ K, y1 =
∑p

i=1 α
+
i xi ∈ K et y2 =

∑p
i=1 α

−
i xi ∈ K.

Comme la somme des coefficients des yi vaut 1, x ∈ affK (proposition 2.1).

Montrons que K−◦ ⊆ {∑p
i=1 αixi : αi > 0}. Soit x =

∑p
i=1 αixi ∈ K−◦, avec des αi >

0, et y =
∑p

i=1 xi ∈ K. Alors il existe un t > 1 tel que (1− t)y+ tx ∈ K, c’est-à-dire
(1−t)y+tx =

∑p
i=1 α

′
ixi, avec des α′

i > 0. On en déduit que x =
∑p

i=1
1
t
(t−1+α′

i)xi

avec 1
t
(t− 1 + α′

i) > 0 pour tout i.

Réciproquement, montrons que x =
∑p

i=1 αixi, avec des αi > 0, est dans K−◦. Soit
y =

∑p
i=1 βixi ∈ K, avec des βi > 0. D’après le lemme 2.14, il suffit de montrer qu’il

existe t > 1 tel que (1 − t)y + tx ∈ K. On voit qu’il suffit de prendre t/(t − 1) >

maxi(βi/αi).

2.20. 1) D’abord, il est clair qu’un ensemble de la forme F = {x ∈ P : (Bx− b)I = 0} est
une face de P . En effet, F est convexe. D’autre part, si x0 et x1 ∈ P sont tels que
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x = (x0 + x1)/2 ∈ F , alors 0 = (Bx − b)I = 1
2
(Bx0 − b)I + 1

2
(Bx1 − b)I . Comme

(Bxi − b)I 6 0, on en déduit que (Bxi − b)I = 0, c’est-à-dire xi ∈ F .

Montrons la réciproque. Soit F une face (non vide) de P . Pour définir I , on prend
x0 ∈ F−◦ (non vide) et ensuite I = {i : (Bx0 − b)i = 0}. Montrons que F = {x ∈ P :
(Bx− b)I = 0}. Soit x ∈ F . Alors x ∈ P . Comme x0 ∈ F−◦, (1−t)x0 + tx ∈ F ⊆ P
pour |t| petit, ce qui implique que 0 > (1−t)(Bx0 − b)I + t(Bx− b)I = t(Bx− b)I .
Donc (Bx− b)I = 0. Inversement, montrons qu’un x ∈ P vérifiant (Bx− b)I = 0 est
dans F . Il suffit de montrer que, pour t < 0 proche de zéro, xt := (1−t)x0 + tx est
dans P . D’une part (Bxt − b)I = 0. D’autre part, (Bxt − b)Ic = (1−t)(Bx0 − b)Ic +
t(Bx− b)Ic 6 0, pour t < 0 assez proche de zéro, car (Bx0 − b)Ic < 0.

2) Soit F = {x ∈ P : (Bx − b)I = 0} une face de P , supposée non vide. Il faut
trouver c ∈ Rn tel que F = argmin {cTx : x ∈ P}. Les conditions d’optimalité de
ce problème contiennent ATy − BTs = c, s > 0 et sT(Bx − b) = 0, ce qui donne la
forme que doit prendre c). On définit s ∈ Rm par si = 1 si i ∈ I et si = 0 sinon
(complémentarité stricte pour la variable duale s associée aux contraintes Bx 6 b),
y arbitraire et c = ATy − BTs. On pose α := aTy − bTs (c’est la valeur optimale
duale). Pour tout x ∈ P , on a cTx > α (on multiplie Ax = a par y et Bx 6 b par
−s). Pour x ∈ F , on a cTx = α. Donc F ⊆ argmin {cTx : x ∈ P}. Il reste à montrer
que si x ∈ argmin {cTx′ : x′ ∈ P}, alors x ∈ F . Dans ce cas, on a cTx′ > cTx, pour
tout x′ ∈ P , ce qui s’écrit aussi sT(Bx′ − Bx) 6 0, pour tout x′ ∈ P . En prenant
x′ ∈ F , on a sT(b − Bx) 6 0. En utilisant Bx 6 b dans cette inégalité, on obtient
(Bx− b)I = 0.

3) Soit x ∈ P . La matrice (AT BT

I )
T n’est pas injective ⇐⇒ il existe d ∈ Rn non nul

tel que Ad = 0 et BId = 0 ⇐⇒ il existe d 6= 0 tel que x+αd ∈ P pour |α| petit ⇐⇒
x n’est pas un sommet de P .

4) Soit x ∈ P . Alors d ∈ P∞ ssi x+ td ∈ P pour tout t > 0, ce qui revient à dire que
Ad = 0 et Bd 6 0.

5) Soit A := {x ∈ Rn : Ax = a, BIcx = bIc}. Comme A est affine et contient P ,
on a aff P ⊆ A. Inversement, si I = ∅, A = P ⊆ aff P et l’identité aff P = A est
démontrée. Si I 6= ∅, l’ensemble PI := {x ∈ P : BIx < bI} est non vide car, par
définition de I , pour tout i ∈ I , on peut trouver un xi ∈ P tel que Bix

i < bi et
alors

∑

i∈I x
i/|I | ∈ PI . Ensuite, soit x ∈ A et montrons que x ∈ aff P , ce qui suffit.

On prend y ∈ PI 6= ∅. Alors, pour t > 0 assez petit, xt := tx + (1−t)y ∈ P , donc
x = 1

t
xt + (1− 1

t
)y avec xt, y ∈ P . Donc x ∈ aff P .

Montrons à présent que P−◦ = PI . [⊇] Si x ∈ PI , on voit qu’il existe un voisinage V
de x tel que tout point de aff P ∩ V est encore dans P , ce qui implique que x ∈ P−◦.
[⊇] Inversement, soient x ∈ P−◦ et y ∈ PI (non vide et dans P ). Alors, pour t > 1
proche de 1, on a (1−t)y + tx ∈ P , donc (1−t)BIy + tBIx 6 bI . On en déduit que
BIx 6 bI + ((t−1)/t)[By − b]I < bI . Donc x ∈ PI .

6) Si P1 = {x1 ∈ E1 : A1x1 6 b1} et P2 = {x2 ∈ E2 : A2x2 6 b2} sont deux
polyèdres convexes, P1 × P2 = {(x1, x2) ∈ E1 × E2 : A1x1 6 b1, A2x2 6 b2} est un
polyèdre convexe de E1×E2. Comme σ : E×E → E : (x1, x2) 7→ x1+x2 est linéaire,
σ(P1 × P2) = P1 + P2 est un polyèdre convexe de E (proposition 2.18) et celui-ci
s’écrit P1 + P2 = {x1 + x2 ∈ E : A1x1 6 b1, A2x2 6 b2}.
7) Soient en effet T : Rn → Rm une application linéaire et P = {y ∈ Rm : By 6 b} un
polyèdre convexe de Rm. On voit immédiatement que T−1(P ) = {x ∈ Rn : BTx 6

b}, qui est bien un polyèdre convexe de Rn.
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8) Soient E et F deux espaces vectoriels, et P ⊆ E et Q ⊆ F deux polyèdres convexes.
Donc P est de la forme {x ∈ E : Ax 6 b} et Q est de la forme {y ∈ F : Ãy 6 b̃}.
Alors (x, y) ∈ P ×Q si, et seulement si, (x, y) ∈ E× F avec

(
A 0

0 Ã

)(
x
y

)

6

(
b

b̃

)

,

ce qui montre que P ×Q est un polyèdre convexe de E× F.

2.21. 1) Soit x̂ un sommet de P . Alors {x̂} est une face exposée de P (exercice 2.11) : il
existe c ∈ E tel que cTx̂ < cTx pour tout x ∈ P , x 6= x̂. On a x̂ =

∑

i αixi +
∑

j βjyj

avec α := (α1, . . . , αp) ∈ ∆ et les βj > 0. Dans l’égalité cTx̂ =
∑

i αic
Txi+

∑

j βjc
Tyj ,

les βjcTyj sont positifs (car x̂+ yj ∈ P , donc cT(x̂+ yj) > cTx̂) et
∑

i αic
Txi > cTx̂

(car
∑

i αic
Txi ∈ P ); il faut donc que tous les βjcTyj soient nuls pour que l’égalité

puisse avoir lieu. Donc cTx̂ =
∑

i αic
Txi. Comme cTxi > cTx̂ si xi 6= x̂, il faut que

tous les αi = 0 si xi 6= x̂; donc x̂ est un des xi.

On n’a pas pas égalité si P := co{0, 1, 2} ⊆ R : 1 /∈ ext(P ).

2) Évidemment, les yj ∈ P∞ et donc cone{y1, . . . , yq} ⊆ P∞ puisque P∞ est un
cône convexe (proposition 2.7). Inversement, si d ∈ P∞, x+ td ∈ P pour tout t > 0
(x est arbitraire dans P ). On peut donc écrire x + td =

∑

i α
t
ixi +

∑

j β
t
jyj , avec

(αt
1, . . . , α

t
p) ∈ ∆ et des βt

j > 0. Lorsque t → ∞, αt
1/t → 0 et (x + td)/t → d, donc

∑

j(β
t
j/t)yj converge, et sa limite ne peut être qu’un élément de cone{y1, . . . , yq}

(c’est un fermé d’après la remarque 2.19). Donc d ∈ cone{y1, . . . , yq}.
3) On peut écrire P comme l’image du convexe ∆p×Rq

+ par l’application linéaire T :
(α, β) ∈ Rp ×Rq 7→∑

i αixi +
∑

j βjyj ∈ Rn. Alors (point 3 de la proposition 2.17),
P−◦ = T ((∆× Rq

+)
−◦). On en déduit le résultat.

4) Montrons que K := cone{x1, . . . , xp, y1, . . . , yq} ⊆ coneP . Les xi ∈ coneP , car
les xi ∈ P . Par ailleurs, pour tout t > 0, x1 + tyj ∈ coneP car x1 + tyj ∈ P ; donc
pour tout t > 0, (x1 + tyj)/t ∈ coneP car coneP est un cône; donc les yj ∈ coneP ;
on en déduit que K ⊆ coneP . Réciproquement, comme P ⊆ K, on a coneP ⊆ K.

5) Soient P = co{xi : i ∈ I}+cone{yj : j ∈ J} et P̃ = co{x̃k : k ∈ K}+cone{ỹl : l ∈
L} deux polyèdres convexes (I , J ,K et L étant des ensembles d’indices finis). D’après
le point 2 de la proposition 2.5, P + P̃ = co{xi + x̃k : i ∈ I, k ∈ K} + cone{yj :
j ∈ J}+ cone{ỹl : l ∈ L}, qui est bien un polyèdre convexe.

6) Soient en effet T : E → F une application linéaire et P = co{x1, . . . , xp}+cone{y1,
. . . , yq} un polyèdre de E. On voit immédiatement que T (P ) = co{Tx1, . . . , Txp}+
cone{Ty1, . . . , T yq}, qui est bien un polyèdre convexe.

2.22. On note P ′
1 := {x1 ∈ Rn1 : il existe un x2 ∈ Rn2 tel que A1x1 + A2x2 6 b} la

projection de P sur Rn1 . Il est clair que P ′
1 est un polyèdre convexe (point 6 de

l’exercice 2.21). Montrons que P ′
1 = P1. [⊆] Cette inclusion s’obtient facilement en

multipliqnat chaque membre de l’inégalité A1x1 + A2x2 6 b par un y > 0 dans le
noyau de AT

2 . [⊇] Si x1 ∈ P1, on a

b−A1x1 ∈ (Rn
+ ∩N (AT

2 ))
+

= {z : (A2 −A2 I)
Tz > 0}+

= {A2x2 + s : s > 0},

si bien qu’il existe un x2 tel que A1x1 +A2x2 6 b.
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2.23. Observons que A(K) = ∪r>0A{(x1, x2, x3) : x
2
1+x2

2 6 r2, x3 = r}, si bien que A(K)
est une réunion de disques de R2, de centre (0, r) et de rayon r. On en déduit que
A(K) = {0} ∪ {y ∈ R2 : y2 > 0}.

2.24. Soient K ⊆ R3 et A : R3 → R2 le cône convexe fermé et l’application linéaire de
l’exercice 2.23. On a K + N (A) = A−1(A(K)) = A−1({y ∈ R2 : y2 > 0} ∪ {0}) =
{x ∈ R3 : x2 + x3 > 0} ∪ N (A), qui n’est pas fermé.

2.27. [(i) ⇒ (ii)] D’après l’exercice 2.26, x = PK(z) si (1) 〈x − z, x〉 = 0 ou encore
〈y, x〉 = 0, ce qui est supposé dans (i) et si (2) pour tout u ∈ K : 〈x− z, u〉 > 0 ou
encore 〈y, u〉 6 0, ce qui est bien vérifié car y ∈ K−. De même, y = PK− (z) si (1)
〈y − z, y〉 = 0 ou encore 〈x, y〉 = 0, ce qui est supposé dans (i) et si (2) pour tout
u ∈ K− : 〈y − z, u〉 > 0 ou encore 〈x, u〉 6 0, ce qui est bien vérifié car x ∈ K.

[(ii) ⇒ (i)] D’après l’exercice 2.26, x = PK(z) vérifie 〈x− z, x〉 = 0 et 〈x− z, u〉 > 0
pour tout u ∈ K. Si on pose g := z − x, on a 〈g, x〉 = 0 et 〈g, u〉 6 0 pour tout
u ∈ K. On en déduit que (1) g ∈ K−, (2) 0 = −〈x, g〉 = 〈g − z, g〉 et finalement (3)
∀v ∈ K− : 〈g − z, v〉 = −〈x, v〉 > 0, car x ∈ K. D’après l’exercice 2.26, ceci implique
que g = PK− (z), qui n’est autre que y. On a donc bien z = x + y, avec x ∈ K et
y ∈ K−. De plus 〈x− z, x〉 = 0 montre que 〈x, y〉 = 0.

L’implication ⇒ dans (2.52) se déduit aisément de l’implication (ii) ⇒ (i). L’implication
⇒ dans (2.52) se déduit aisément de l’implication (i) ⇒ (ii), puisque l’on peut écrire
z = 0 + z avec 0 ∈ K et z ∈ K−, donc PK(z) = 0.

2.28. Observons que Ap := V Λ+V T ∈ Sn
+. Comme Sn

+ est un cône convexe fermé non vide,
il suffit de vérifier que les conditions (2.51) données dans l’exercice 2.26 sont vérifiées.
On note Λ− := Λ+ − Λ, qui est une matrice diagonale aux éléments positifs. D’une
part, on a 〈Ap −A,Ap〉 = 〈V Λ−V T, V Λ+V T〉 = tr(V Λ−Λ+V T) = 0, car Λ−Λ+ = 0.
D’autre part, quel que soit B ∈ Sn

+, on a 〈Ap − A,B〉 = 〈V Λ−V T, B〉 > 0, car
V Λ−V T < 0 et B < 0.

2.29. Soient E1 et E2 les sous-espaces vectoriels parallèles aux sous-espaces affines. Pour
i = 1, 2, on peut trouver des éléments ai ∈ Ai tels que Ai = ai + Ei. Par définition
de x̄, on a 〈x − x̄, a1 + x1 + a2 + x2 − x̄〉 = 0 pour tout xi ∈ Ei. Mais x̄ ∈ A
est de la forme a1 + x̄1 + a2 + x̄2 avec des x̄i ∈ Ei. Dès lors, pour tout xi ∈ Ei,
〈x− x̄, (x1 − x̄1) + (x2 − x̄2)〉 = 0. On en déduit que (x− x̄) ⊥ Ei.

2.30. Soient x ∈ E, x̄A := PAx et x̄C := PC(x̄A). Il suffit de montrer que x̄C = PC(x) ou
encore que

∀y ∈ C : 〈y − x̄C , x̄C − x〉 > 0. (D.11)

Soit donc y ∈ C. Comme x̄C est la projection de x̄A sur C on a

〈y − x̄C , x̄C − x̄A〉 > 0. (D.12)

Par ailleurs, la projection x̄A vérifie 〈z − x̄A, x̄A − x〉 = 0, ∀z ∈ A. En prenant
z = y − x̄C + x̄A ∈ A (car y, x̄C ∈ C et x̄A sont tous dans A et la somme des
coefficients vaut 1) dans cette relation, que l’on ajoute à (D.12), on obtient (D.11).

2.31. L’ensemble C := P1 − P2 étant un convexe fermé non vide d’un espace euclidien, il
existe un unique point x̄ ∈ C minimisant la distance de 0 à C (proposition 2.25).
Comme x ∈ C si, et seulement si, x = x1 − x2 avec des xi ∈ Pi, x̄ vérifie

‖x̄‖ = inf
x∈C

‖x‖ = inf
x1∈P2
x2∈P2

‖x1 − x2‖.

En particulier x̄ = x̄1− x̄2 et ces x̄i (non nécessairement uniques) sont ceux cherchés.
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2.32. Montrons d’abord que aff P = aff(coP ). L’inclusion «⊆ » vient de P ⊆ coP . L’in-
clusion inverse vient de la proposition 2.3 et de ce qu’une combinaison affine de
combinaisons convexes est une combinaison affine.

Soit à présent P une partie relativement ouverte de E et montrons que P ⊆ (coP )−◦.
Soit z ∈ P . Comme P est relativement ouvert, il existe r > 0 tel que (B(z, r) ∩
aff P ) ⊆ P ⊆ coP ; dès lors (B(z, r) ∩ aff(coP )) ⊆ coP , ce qui signifie que z ∈
(coP )−◦.

Du résultat précédent, on déduit que coP ⊆ (coP )−◦ (car (coP )−◦ est convexe, propo-
sition 2.16). Comme l’inclusion inverse est claire, il s’en ensuit que coP = (coP )−◦.

2.33. Comme X ⊆ coX, on a inf{〈c, x〉 : x ∈ X} > inf{〈c, x〉 : x ∈ coX}. Si l’inégalité
est stricte, on peut trouver x0 ∈ coX tel que 〈c, x0〉 < α := inf{〈c, x〉 : x ∈ X}, ce
qui signifie que H := {x ∈ E : 〈c, x〉 > α} est un demi-espace fermé qui contient X
et que x0 /∈ H . Ceci est en contradiction avec le fait que x0 ∈ coX (car coX est
l’intersection de tous les demi-espaces fermés qui contiennent X, proposition 2.40).
On a démontré (2.53).

Par ailleurs, si x̄ ∈ argmin{〈c, x〉 : x ∈ X}, alors H := {x ∈ E : 〈c, x〉 > 〈c, x̄〉}
est un demi-espace fermé qui contient X, donc qui contient coX, ce qui implique
que x̄ ∈ argmin{〈c, x〉 : x ∈ coX}. On a montré que S1 := argmin{〈c, x〉 : x ∈ X}
est contenu dans S2 := argmin{〈c, x〉 : x ∈ coX}. Comme S2 est l’intersection des
convexes fermés coX et {x ∈ E : 〈c, x〉 = 〈c, x̄〉}, c’est un convexe fermé. Dès lors
coS1 ⊆ S2. Ceci démontre (2.54).

Si X est compact et si x̄ ∈ S2, alors x̄ ∈ coX = coX, qui est un ensemble compact
(corollaire 2.4). Donc x̄ peut s’écrire comme une combinaison convexe d’un nombre
fini de points x̄i de X : x̄ =

∑

i αix̄i avec α ∈ ∆ (simplexe unité). Comme le coût est
linéaire, 〈c, x̄〉 =

∑

i αi〈c, x̄i〉, ce qui montre que 〈c, x̄i〉 = 〈c, x̄〉 (ou x̄i ∈ S1) pour
tout i tel que αi > 0. Dès lors x̄ ∈ coS1 ⊆ coS1.

On n’a pas nécessairement l’égalité en (2.54) si X n’est pas compact. Par exemple,
si X = {x ∈ R2 : x1x2 > 1} ∪ {(0, 0)} et c = e2, on a coX = R2

+, S1 = {(0, 0)} et
S2 = R+e

1.

2.34. 1) Comme C − x est convexe (somme de deux convexes), l’expression (2.45) de
Ta

xC = R+(C − x) montre que cet ensemble est convexe (point 1 de l’exercice 2.1)
et qu’il contient 0 (car x ∈ C). Le cône tangent TxC est un cône convexe comme
adhérence d’un cône convexe (exercice 2.14 et point 2 de la proposition 2.16).

2) On a aff Tx C = aff(adhTa
xC) = aff Ta

xC [Ta
xC est convexe et point 2 de la

proposition 2.16] = aff(C−x) [0 ∈ C − x et point 5 de l’exercice 2.2] = (aff C) − x
[point 3 de l’exercice 2.2].

3) [(Tx C)−◦ = (Ta
xC)−◦] En effet, on a (TxC)−◦ = (adhTa

xC)−◦ [(2.46)] = (Ta
xC)−◦

[point 3 de l’exercice 2.13].

[(Tx C)−◦ ⊆ R++(C
−◦ − x)] On note B̄ la boule unité fermée de E. Soit d ∈ (Tx C)−◦ ;

il s’agit de montrer que x+R++d rencontre C−◦. Si ce n’est pas le cas, on peut séparer
ces deux convexes [théorème 2.38] : il existe un ξ ∈ E\{0} tel que 〈ξ, x+αd〉 6 〈ξ, x′〉
pour tout α > 0 et pour tout x′ ∈ C−◦ et donc aussi pour tout x′ ∈ C, car adh(C−◦) =
adhC ⊇ C. On peut supposer que ξ ∈ vect(C − x) = vectTxC. Par ailleurs, comme
d ∈ (TxC)−◦, il existe un ε > 0 tel que d+ ε(B̄ ∩ vectTx C) ⊆ (Tx C)−◦. On introduit
d′ := d− εξ/‖ξ‖, qui est donc dans (Tx C)−◦ ⊆ Ta

xC [première étape]. Il existe donc
un x′ ∈ C de la forme x′ = x + αd′ avec α > 0. Alors l’inégalité de séparation



832 D. Solutions des exercices N

donne pour le α > 0 et le x′ ∈ C trouvés : 〈ξ, x + αd〉 6 〈ξ, x′〉 = 〈ξ, x + αd′〉 =
〈ξ, x+ αd− αεξ/‖ξ‖〉 = 〈ξ, x+ αd〉 − αε‖ξ‖, ce qui contredit ξ 6= 0.

[(Ta
xC)−◦ ⊇ R++(C

−◦ − x)] Comme (Ta
xC)−◦ est un cône (exercice 2.14), il suffit de

montrer que (Ta
xC)−◦ ⊇ C−◦ − x. Soit y ∈ C−◦. Pour montrer que y − x ∈ (Ta

xC)−◦, il
suffit que pour une direction d ∈ Ta

xC arbitraire on peut trouver un t > 1 tel que
(1− t)d + t(y − x) ∈ Ta

xC (lemme 2.14). En fait, puisque x + d ∈ aff C [point 2] et
y ∈ C−◦, il existe un t > 1 tel que (1−t)(x+d)+ty ∈ C. Dès lors [(1−t)(x+d)+ty]−x ∈
Ta

xC ou encore (1− t)d+ t(y − x) ∈ Ta
xC.

4) On a les équivalences

ν ∈ NxC ⇐⇒ 〈ν, d〉 6 0, ∀ d ∈ C − x

⇐⇒ 〈ν, d〉 6 0, ∀ d ∈ R+(C − x)

⇐⇒ 〈ν, d〉 6 0, ∀ d ∈ Tx C [(2.46)]

⇐⇒ ν ∈ (Tx C)−.

Dès lors, NxC = (Tx C)−. On en déduit que (NxC)− = (Tx C)−− = TxC, car Tx C
est un cône convexe fermé [point 1 et point 5 de la proposition 2.43].

2.35. 1) Clair en testant les éléments de (Rn
+)

+ sur les vecteurs de base de Rn.

2) Soient K := {(x, z) ∈ Rn × R : ‖x‖2 6 z} et (d, e) ∈ K+. En testant (d, e)
sur (−d, ‖d‖2) ∈ K, on obtient ‖d‖2 6 e, si bien que (d, e) ∈ K ; on a montré que
K+ ⊆ K. Inversement, soient (x, z) et (d, e) ∈ K. Par Cauchy-Schwarz, −xTd 6

‖x‖2 ‖d‖2 6 ze. Donc (x, z)T(d, e) > 0, ce qui implique que K ⊆ K+.

3) Soit D ∈ (Sn
+)

+. Pour tout v ∈ Rn, vvT ∈ Sn
+, si bien que 0 6 〈D, vvT〉 = vTDv.

Comme v est arbitraire, on en déduit que D ∈ Sn
+; donc (Sn

+)
+ ⊆ Sn

+. Inversement,
si D ∈ Sn

+ et A ∈ Sn
+, on a nécessairement A =

∑n
i=1 λiviv

T

i (factorisation spectrale)
avec des λi > 0. Dès lors, 〈D,A〉 = ∑n

i=1 λiv
T

i Dvi > 0, car D ∈ Sn
+. On en déduit

que Sn
+ ⊆ (Sn

+)
+.

4) Soit d ∈ (Rn
6)

+. En prenant x ∈ Rn
6 tel que x1 = · · · = xj < 0 et xj+1 =

· · · = xn = 0 (j < n) on trouve que
∑j

i=1 di 6 0. En prenant x ∈ Rn
6 tel que

x1 = · · · = xn quelconque dans R on trouve que
∑n

i=1 di = 0. Inversement soient
x ∈ Rn

6 et d ∈ Rn vérifiant
∑j

i=1 di 6 0, pour j = 1, . . . , n − 1, et
∑n

i=1 di = 0. En
utilisant successivement (

∑j
i=1 di)xj > (

∑j
i=1 di)xj+1, pour j = 1, . . . , n − 1, puis

∑n
i=1 di = 0, on trouve que dTx > 0.

5) On peut écrire Cn = ∩x>0 {M ∈ Sn : xTMx > 0}, si bien que Cn est une
intersection de demi-espaces fermés ; donc un convexe fermé. C’est aussi clairement
un cône non vide.

L’ensemble Cn+ est clairement un cône non vide. Par ailleurs Cn+ = co{xxT : x ∈
Rn

+} (d’une part BBT =
∑

i bib
T

i =
∑

i
1
m

(
√
mbi)(

√
mbi)

T où m est le nombre de
colonnes de B et les bi > 0 sont les colonnes de B ; d’autre part pour α ∈ ∆,
∑

i αixix
T

i = BBT, où la i-ième colonne de B est
√
αixi > 0), ce qui montre que Cn+

est convexe. Montrons maintenant que, dans la représentation d’une matrice M ∈
Cn+ par M = BBT, on peut supposer que B est de type n× [n(n+1)/2+1] : comme
on peut prendre des colonnes de B nulles, il suffit de montrer qu’il faut au plus
n(n + 1)/2 + 1 vecteurs xi pour représenter M par

∑

i xix
T

i , ce qui découle en fait
du théorème 2.3 de Carathéodory et du fait que la dimension de Sn est n(n+ 1)/2.
Il reste à montrer que Cn+ est fermé : supposons qu’une suite {Mk} ⊆ Cn+ converge
vers M et montrons que M ∈ Cn+ ; on a Mk = BkB

T

k avec des Bk > 0 ; d’abord,
{Bk} est bonée, car si xk ∈ argmax{‖BT

kx‖2 : ‖x‖2 = 1}, on a ‖Bk‖22 = ‖BT

k ‖22 =
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xT

kBkB
T

kxk 6 sup{xTMkx : ‖x‖2 = 1} = ‖Mk‖2 [car Mk ∈ Sn
+] ; en extrayant une

sous-suite convergente des Bk → B, on voit que la même sous-suite de Mk converge
vers BBT =M ; comme B > 0, M ∈ Cn+.

Montrons maintenant que Cn ⊆ (Cn+)+. Si M ∈ Cn et BBT ∈ Cn+ (avec B > 0 dont
les colonnes sont notées bi), on a en effet 〈M,BBT〉 = trBTMB =

∑

i b
T

iMbi > 0,
car les bi > 0. Inversement, (Cn+)+ ⊆ Cn, car si M ∈ (Cn+)+, alors pour tout
xxT ∈ Cn+ (avec x ∈ Rn

+), on a 0 6 〈M,xxT〉 = xTMx, c’est-à-dire que M ∈ Cn.
On a donc montré que (Cn+)+ = Cn. En prenant le dual de chaque membre et en
utilisant le fait que Cn+ est un cône convexe fermé, on voit que (Cn)+ = Cn+.

Les inclusions dans Cn+ ⊆ Sn
+ ⊆ Cn sont claires.

2.36. 1) Si K1 et K2 sont des cônes non vides, alors 0 ∈ adh(K1) ∩ adh(K2), si bien que
le point 6 de la proposition 2.43 conduit au résultat.

2) Si les Ki sont des cônes convexes fermés non vide, on a K++
i = Ki (point 5 de la

proposition 2.43). En remplaçant Ki par K+
i dans l’identité du point 1, on trouve

(K+
1 +K+)+ = K1 ∩K2 et donc (K1 ∩K2)

+ = (K+
1 +K+

2 )++ = adh(K+
1 +K+

2 )
(point 4 de la proposition 2.43).

2.37. [(2.56) ⇒] Si d ∈ intrP+, il existe un ε > 0 tel que, pour tout u ∈ B ∩ aff P+ (B
désigne la boule unité de E), on a d+ εu ∈ P+. Alors pour tout x ∈ P \ {0} et tout
u ∈ B ∩ aff P+ : 〈d+ εu, x〉 > 0. En prenant u = −Paff P+x/‖Paff P+x‖ ∈ B ∩ aff P+,
on obtient pour tout x ∈ P \ {0} : 〈d, x〉 > ε〈Paff P+x, x〉/‖Paff P+x‖ = ε‖Paff P+x‖
(évidemment, si x = 0, l’inégalité a aussi lieu).

[(2.56) ⇐] Clairement, d ∈ P+. Il suffit donc de montrer que si u ∈ B ∩ aff P+,
alors d + εu ∈ P+. Pour x ∈ P , on a certainement que 〈u, x〉 = 〈Paff P+u, x〉 =
〈u, Paff P+x〉 > −‖Paff P+x‖ et donc, en tenant compte de l’affirmation de droite
dans (2.56), que 〈d+εu, x〉 > ε‖Paff P+x‖+ε〈u, x〉 > 0, qui est l’inégalité recherchée.

[(2.55) ⇒] Se déduit de « (2.56) ⇒», car si d ∈ intP+, alors P+ est d’intérieur non
vide et donc aff P+ = E.

[(2.55) ⇐] Pour tout u ∈ B et tout x ∈ P on a certainement que 〈u, x〉 > −‖x‖
et donc, en tenant compte de l’affirmation de droite dans (2.55), que 〈d + εu, x〉 >
ε‖x‖+ ε〈u, x〉 > 0. Donc d+ εB ⊆ P+, si bien que d est intérieur à P+.

2.38. 1) On considère l’application linéaire B : (x, y) ∈ E× F 7→ Ax+ y ∈ F et l’on munit
E×F du produit scalaire ((x, y), (x′, y′)) 7→ 〈x, x′〉+ 〈y, y′〉. Alors, l’adjointe de B est
l’application B∗ : z ∈ F 7→ (A∗z, z) ∈ E× F. Selon le lemme de Farkas, B(K × L) =
{y ∈ F : B∗(y) ∈ (K × L)+}+. Il reste à observer que B(K × L) = A(K) + L, que
(K × L)+ = K+ × L+, et que B∗(y) ∈ (K × L)+ s’écrit A+y ∈ K+ et y ∈ L+.

2) {Ax : x > x0} = Ax0 + {A(x− x0) : x− x0 > 0} = Ax0 + {y : ATy > 0}+.

2.39. 1) (i) revient à dire que b ∈ {Ax : x > 0}. D’après le lemme de Farkas, ce dernier
ensemble est {y : ATy > 0}+, si bien que (i) revient à dire que ∀y tel que ATy > 0
on a bTy > 0, ce qui est l’affirmation opposée de (ii).

2) Par homogénéité, le point (i) est équivalent à l’existence de x tel que Ax = 0,
Bx 6 0 et Cx 6 −e et donc à l’existence de x, y > 0 et z > 0 tels que Ax = 0,
Bx+ y = 0, Cx+ z = −e, ce qui s’exprime matriciellement par





0
0
−e



 ∈





A 0 0
B I 0
C 0 I



 (Rn × RmB
+ × RmC

+ ).



834 D. Solutions des exercices N

Par le lemme de Farkas, cette dernière condition équivaut à dire que le produit
scalaire (0, 0,−e)T(α, β, γ) = −eTγ est positif pour tout (α, β, γ) vérifiant





AT BT CT

0 I 0
0 0 I









α
β
γ



 ∈ (Rn × RmB
+ × RmC

+ )+ = {0} × RmB
+ × RmC

+ ,

c’est-à-dire vérifiant ATα + BTβ + CTγ = 0, β > 0 et γ > 0. On a donc démontré
que (i) est équivalent au fait que ATα+BTβ +CTγ = 0, β > 0 et γ > 0 impliquent
que γ = 0, ce qui est bien l’oppposé de (ii).

3) La démonstration suit celle de l’alternative de Motzkin homogène. Le point (i)
est équivalent à l’existence de x et de ε > 0 tels que Ax = a, Bx 6 b et Cx 6 c− εe
et donc à l’existence de x, ε > 0, y > 0 et z > 0 tels que Ax = a, Bx + y = b,
Cx+ z = c− εe, ce qui s’exprime matriciellement par

∃ ε > 0 :





a
b

c− εe



 ∈





A 0 0
B I 0
C 0 I



 (Rn × RmB
+ × RmC

+ ).

Par le lemme de Farkas, cette dernière condition équivaut à affirmer l’existence de
ε > 0 tel que le produit scalaire (a, b, c− εe)T(α, β, γ) est positif pour tout (α, β, γ)
vérifiant





AT BT CT

0 I 0
0 0 I









α
β
γ



 ∈ (Rn × RmB
+ × RmC

+ )+ = {0} × RmB
+ × RmC

+ ,

c’est-à-dire qui est dans

Ω := {(α, β, γ) : ATα+BTβ + CTγ = 0, β > 0, γ > 0}.

On a donc démontré que (i) est équivalent à

∃ ε > 0 : (α, β, γ) ∈ Ω =⇒ aTα+ bTβ + cTγ > ε eTγ. (D.13)

Il reste à montrer que (D.13) est équivalent à l’opposé de (ii).

[(D.13) ⇒ non (ii)] Supposons que l’on ait (α, β, γ, γ0) ∈ RmA×RmB
+ ×RmC

+ ×R+

tel que ATα+ BTβ + CTγ = 0 et aTα+ bTβ + cTγ + γ0 = 0. Alors (α, β, γ) ∈ Ω
et par (D.13) on obtient γ0 + ε eTγ 6 0, d’où on déduit que γ0 = 0 et γ = 0,
c’est-à-dire non (ii).
[(D.13) ⇐ non (ii)] Si (α, β, γ) ∈ Ω, on a −γ0 := aTα + bTβ + cTγ > 0 (sinon,
γ0 > 0 et donc (ii) serait vérifié). Mais il faut montrer un peu plus pour avoir
(D.13), en particulier lorsque γ 6= 0. Mais lorsque (α, β, γ) ∈ Ω et γ 6= 0, on a
−γ0 := aTα+ bTβ+ cTγ > 0 (sinon, γ0 > 0, (γ0, γ) 6= 0 et donc (ii) serait vérifié).
Alors par compacité de Ω ∩ B̄1, ε := min(1, inf{aTα + bTβ + cTγ : (α, β, γ) ∈ Ω
et ‖γ‖1 = 1}) est strictement positif. On en déduit (D.13).

4) En prenant x + te avec t > 0 petit et e := (1 · · · 1)T ∈ Rn, on voit que (i)
revient à dire qu’il existe un x > 0 tel que Ax > 0 ou encore, qu’il existe un x tel
que (AT I)Tx > 0. Par l’alternative de Gordon, l’affirmation «non (i) » est alors
équivalente au fait qu’il existe (y, z) > 0 non nul tel que ATy+ z = 0 ou encore qu’il
existe y > 0 non nul tel que ATy 6 0.

5.a) L’existence d’un x tel que Ax 6 b revient à montrer que
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b ∈ {Ax1 − Ax2 + s : (x1, x2, s) > 0}

=






y :





AT

−AT

I



 y > 0







+

= {y : ATy = 0, y > 0}+.

5.b) L’existence d’un x tel que a 6 Ax 6 b revient à montrer que

(a, b) ∈ {(Ax1 −Ax2 − s1, Ax1 − Ax2 + s2) : (x1, x2, s1, s2) > 0}

=







(y, z) :







AT AT

−AT −AT

−I 0
0 I







(
y
z

)

> 0







+

= {(y, z) : AT(y + z) = 0, y 6 0 6 z}+.

On obtient le résultat par la substitution y → −y.

2.40. Si Ax 6 b n’a pas de solution, il existe y > 0 tel que ATy = 0 et β := bTy < 0 (lemme
de Farkas, voir aussi le théorème de l’alternative à l’exercice 2.39). On note C = (A b)
et c = (0, β). Alors y appartient au polyèdre convexe {y : CTy = c et y > 0}, qui
est donc non vide. Soit ŷ un sommet de ce polyèdre (corollaire 2.23) et I ⊆ {1, . . . ,
m} l’ensemble des indices de ses composantes non nulles. On a |I | 6 n+1, qui est le
nombre de lignes de CT (proposition 2.21). Évidemment ŷI vérifie ŷI > 0, AT

I ŷI = 0
et bTŷI = β < 0. Donc, par le lemme de Farkas, AIx 6 bI n’a pas de solution.

2.41. xxx

2.42. On doit montrer que ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 tel que ‖x′−x‖ < δ et d′ ∈ NC(x
′)∩S impliquent

que dist(d′,NC(x) ∩ S) < ε. Montrons cela par l’absurde. Si ce n’est pas le cas, il
existerait un ε > 0 et des suites {xk} → x et des directions dk ∈ NC(xk) ∩ S telles
que dist(dk,NC(x)∩S) > ε. En extrayant une sous-suite au besoin, on peut upooser
que dk → d ∈ S. Puisque dk ∈ NC(xk), on a pour tout x′ ∈ C: 〈x′ − xk, dk〉 6 0. En
passant à la limite, il vient que, pour tout x′ ∈ C, on a 〈x′−x, d〉 6 0, ce qui implique
que d ∈ NC(x) ∩ S. Par ailleurs, en prenant la limite dans dist(dk,NC(x) ∩ S) > ε,
on trouve dist(d,NC(x) ∩ S) > ε, ce qui est en contradiction avec d ∈ NC(x) ∩ S.

2.43. D’après (2.46), il suffit de montrer que Tx P ⊆ Ta
xP . Soit d ∈ Tx P . Par définition, il

existe dk → d et tk ↓ 0 tels que xk := x+ tkdk ∈ P . Soit t̄k := max{t : A(x+ tdk) 6
b, t 6 1}. Clairement t̄k > 0. Montrons que t̄k reste uniformément positif. Dans
le cas contraire, il existe une sous-suite d’indices k telle que t̄k ↓ 0 et un indice i
tel que [A(x + t̄kdk)]i = bi et [A(x + 2t̄kdk)]i > bi (comme le nombre d’indices est
fini, on peut prendre i indépendant de k). En passant à la limite dans la dernière
égalité, on voit que (Ax)i = bi et donc que (Adk)i = 0, ce qui contredit la dernière
inégalité. Puisque t̄k est dans un compact de ]0, 1], on peut extraire une sous-suite
d’indices k tels que t̄k → t̄ > 0. En passant à la limite dans A(x + t̄kdk) 6 b, on
trouve A(x+ t̄d) 6 b, si bien que d ∈ Ta

xP .

Montrons à présent que Tx P = {d ∈ Rn : (Ad)I 6 0}. Si d ∈ Tx P , il existe t > 0 tel
que A(x+ td) 6 b. Pour les i ∈ I , on obtient (Ad)i 6 0. Inversement, soit d ∈ Rn tel
que (Ad)I 6 0. Pour i ∈ I , on a (A(x+ td)− b)i = t(Ad)i 6 0 pour tout t > 0. Pour
i /∈ I , on a (Ax− b)i < 0, et donc pour t > 0 petit, on a aussi (A(x+ td)− b)i 6 0.
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Le cône normal s’obtient par le lemme de Farkas : NxP = −(Tx P )+ = −{−AT

I y :
y > 0} = cone{AT

i : i ∈ I}.

2.44. Soit D ∈ TS Sn
+. Alors il existe une suite {Sk} ⊆ Sn

+, une suite {tk} ↓ 0 telles que
(Sk − S)/tk → D. Pour v ∈ N (S), on a alors vT(Sk − S)v/tk = vTSkv/tk > 0, qui à
la limite donne vTDv > 0.

Pour l’inclusion réciproque, on introduit

T := {D ∈ Sn : vTDv > 0, pour tout v ∈ N (S)}
T0 := {D ∈ Sn : vTDv > 0, pour tout v ∈ N (S) \ {0}}.

Observons d’abord que T0 ⊆ TS Sn
+ : en effet, si D ∈ T0, D + (1/t)S ≻ 0 pour t > 0

assez petit (lemme B.3 de Finsler) et donc S + tD ≻ 0 pour t > 0 assez petit, ce qui
implique que D ∈ TS Sn

+. Par ailleurs, comme TS Sn
+ est fermé, adhT0 ⊆ TS Sn

+ ; de
plus T ⊆ adhT0 car si D ∈ T , Dk := D+ tkI ∈ T0 lorsque tk > 0 et Dk → D lorsque
tk ↓ 0 ; donc T ⊆ TS Sn

+.

[NSSn
+ ⊆ {N ∈ Sn

− : 〈S,N〉 = 0}] Soit N ∈ NSSn
+. Alors, 〈X − S,N〉 6 0 pour tout

X ∈ Sn
+. En prenant X = 0 et X = 2S, on obtient 〈S,N〉 = 0. Alors, on a aussi

〈X,N〉 6 0 pour tout X ∈ Sn
+ ; donc N ∈ Sn

− (point 1 du lemme 20.1).

[NSSn
+ ⊇ {N ∈ Sn

− : 〈S,N〉 = 0}] Soit N 4 0 telle que 〈S,N〉 = 0. Alors, pour tout
X ∈ Sn

+, 〈X − S,N〉 6 0, donc N ∈ NSSn
+.

Fonctions convexes

3.1. 1) [⊆] Clairement epi f ⊆ (dom f) × R. L’inclusion s’obtient alors en prenant
l’enveloppe affine des deux membres et en utilisant le point 8 de l’exercice 2.2.

[⊇] Soit (x, α) := (
∑

i tixi, α) ∈ (aff(dom f))×R, donc avec un nombre fini de ti ∈ R
tels que

∑

i ti = 1, des xi ∈ dom f et α ∈ R. Il faut montrer que (x,α) ∈ aff(epi f).
Pour tout i, posons si := f(xi) + 1 − α. Alors, α = sif(xi) + (1 − si)(f(xi) + 1) et
on a

(x, α) =
∑

i ti(xi, α)

=
∑

i ti
(
sixi + (1− si)xi, sif(xi) + (1− si)(f(xi) + 1)

)

=
∑

i tisi(xi, f(xi)) +
∑

i ti(1− si)(xi, f(xi) + 1),

qui est bien dans aff(epi f) puisque (xi, f(xi)) et (xi, f(xi) + 1) sont dans epi f et
que

∑

i tisi +
∑

i ti(1− si) =
∑

i ti = 1.

2) [⇒] Soient (x, α) et (y, β) ∈ epis f et t ∈ ]0, 1[. On a f((1−t)x+ty) 6 (1−t)f(x)+
tf(y) (par convexité de f) < (1−t)α+tβ (car (1−t) > 0, t > 0, f(x) < α et f(y) < β).
Donc (1−t)(x,α) + t(y, β) ∈ epis f .

[⇐] Soient (x, α) et (y, β) ∈ epi f et ε > 0. Alors (x, α + ε) et (y, β + ε) ∈ epis f
et donc (1−t)(x,α+ ε) + t(y, β + ε) ∈ epis f . Ceci se traduit par f((1−t)x + ty) <
(1−t)α+ tβ + ε. Comme ε > 0 est arbitraire, on a f((1−t)x+ ty) 6 (1−t)α+ tβ et
donc (1−t)(x,α) + t(y, β) ∈ epi f .

3) Si on restreint f à son domaine, on voit qu’il s’agit de montrer que (epi f)◦ =
{(x, α) : x ∈ (dom f)◦, α > f(x)}. L’inclusion ⊆ étant claire, montrons donc
l’inclusion inverse. Soient x̄ ∈ (dom f)◦ et ᾱ > f(x̄). On peut alors trouver des points
x1, . . . , xn ∈ dom f tels que P := co{x1, . . . , xn} contient x̄ dans son intérieur. Soit
β := max{f(xi) : 1 6 i 6 n}. Alors Ω := P ◦ × ]β,+∞[ est un ouvert contenu dans
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epi f [en effet, si (x′, β′) ∈ Ω, on a x′ =
∑n

i=1 tixi, avec (t1, . . . , tn) ∈ ∆n, et donc
f(x′) 6

∑n
i=1 tif(xi) 6 β 6 β′]. En particulier, (x̄, β+1) ∈ (epi f)◦. Alors, comme il

existe un t := (β+1− f(x̄)/(β+1− ᾱ) > 1 tel que (1−t)(x̄, β+1)+ t(x̄, ᾱ) ∈ epi f ,
on en déduit que (x̄, ᾱ) ∈ (epi f)◦. [517 ; lemme 7.3]

3.2. [⇒] Supposons que t > 1 (on s’y prend de la même manière si t < 0). Si xt :=
(1−t)x+ty /∈ dom f l’inégalité est démontrée. Dans le cas contraire, x et xt ∈ dom f ,
s = 1/t ∈ [0, 1] et y = (1− s)x+ sxt, si bien que par convexité de f :

f(y) 6 (1− s)f(x) + sf(xt) = (1− 1
t
)f(x) + 1

t
f((1− t)x+ ty).

Après multiplication par t > 0, on obtient l’inégalité de (3.73).

[⇐] Soient x, y ∈ dom f et s ∈ ]0, 1[. Il suffit de montrer que

f((1− s)x+ sy) 6 (1− s)f(x) + sf(y). (D.14)

Posons xs := (1− s)x+ sy. Pour t := 1/s > 1, on a y = (1− t)x+ txs. Alors (3.73)
donne

f(y) > (1− t)f(x) + tf(xs) = (1− 1
s
)f(x) + 1

s
f((1− s)x+ sy).

Après multiplication par s > 0, on obtient (D.14).

3.3. Supposons qu’il existe x̂ ∈ E tel que f(x̂) = −∞. Donc x̂ ∈ dom f et il existe t > 0 tel
que xt := x+t(x− x̂) ∈ dom f . On peut donc trouver un r ∈ R tel que (xt, r) ∈ epi f .
D’autre part, (x̂, r̂) ∈ epi f , pour tout r̂ ∈ R. Par convexité de l’épigraphe, en utilisant
le fait que x = 1

1+t
xt +

t
1+t

x̂, on voit que (x, 1
1+t

r + t
1+t

r̂) ∈ epi f , pour tout r̂ ∈ R.
Ceci implique que f(x) = −∞, ce qui contredit l’hypothèse.

3.4. 1) La condition est clairement suffisante (proposition 3.2). Le fait que la condition
est nécessaire peut se montrer par récurrence sur m. Elle est vraie pour m = 2. Soit
alors t =

∑m
i=2 ti. Si t = 0 la condition est triviale. Traitons le cas où t ∈ ]0, 1]. Par

convexité de dom f , y :=
∑m

i=1(ti/t)xi ∈ dom f . D’autre part, comme t1 + t = 1,
f(
∑m

i=1 tixi) = f(t1x1 + ty) 6 t1f(x1) + tf(y) [par convexité de f ] 6
∑m

i=1 tif(xi)
[par l’hypothèse de récurrence].

2) La condition est nécessaire. Soient F et µ choisis tels que µ(Ω) = 1 et x :=
∫

Ω
F dµ ∈ dom f . Cas 1. Si f est sous-différentiable en x et g ∈ ∂f(x), on a pour

tout z ∈ Ω : f(F (z)) > f(x) + 〈g, F (z) − x〉. En intégrant cette inégalité on trouve
(3.75) (l’intégrale du second terme est nulle). Cas 2. Si f n’est pas sous-différentiable
en x, alors x est sur la frontière relative de C0 := dom f (proposition 3.62). On peut
supposer que {z ∈ suppµ : F (z) /∈ C0} est de mesure nulle sinon

∫

Ω
(f ◦ F ) dµ =

+∞ et il n’y a rien à démontrer. Soit alors ν ∈ Nx(C0) ∩ aff C0 qui est non vide
(proposition 2.29). Montrons que, pour presque tout z ∈ Ω, F (z) est dans le convexe
C1 := (x+ν⊥)∩(∂C0), dont la dimension est strictement plus petite que celle de C0.
Comme on a supposé que F (z) ∈ C0, on a nécessairement 〈ν, F (z)〉 6 〈ν, x〉. Dès lors
si la propriété que l’on veut démontrer n’était pas vérifiée, l’ensemble Ω1 := {z ∈
Ω : 〈ν,F (z)〉 < 〈ν, x〉} serait de mesure non nulle et

〈ν, x〉 =

∫

Ω

〈ν, F (z)〉dµ(z) [linéarité de l’intégrale]

=

∫

Ω1

〈ν, F (z)〉
︸ ︷︷ ︸

<〈ν,x〉

dµ(z) +

∫

Ω\Ω1

〈ν, F (z)〉
︸ ︷︷ ︸

=〈ν,x〉

dµ(z)

< 〈ν, x〉µ(Ω1) + 〈ν, x〉µ(Ω \Ω1) [235 ; page 109]

= 〈ν, x〉,
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qui est la contradiction attendue. Si la restriction f1 de f à C1 est sous-différentiable
en x, le résultat se démontre comme dans le Cas 1. Sinon, x est sur la frontière
relative de C1 et, par le même argument que dans le Cas 2, on en déduit que, pour
presque tout z ∈ suppµ, F (z) est inclus dans une partie convexe C2 de la frontière
relative de C1 de dimension srtrictement plus petite que C1. La récurrence ne peut se
poursuivre indéfiniment car on finit par montrer que, pour presque tout z ∈ suppµ,
F (z) = x, auquel cas les deux membres de (3.75) valent tous deux f(x) et le résultat
est démontré.

La condition est suffisante. Soient x et y ∈ dom f et t ∈ [0, 1]. On prend Ω = E, A
l’ensemble des boréliens de E, µ = (1−t)δx+ tδy (δx est la mesure de Dirac en x) qui
est une mesure positive sur E vérifiant µ(E) = (1−t)δx(E) + tδy(E) = (1−t) + t = 1,
et F = IE qui vérifie

∫

Ω
IE dµ = (1−t)

∫

Ω
IE dδx+ t

∫

Ω
IE dδy = (1−t)x+ ty ∈ dom f .

Alors, en utilisant (3.75), f((1−t)x+ty) = f(
∫

Ω
IE dµ) 6

∫

Ω
(f◦IE) dµ = (1−t)f(x)+

tf(y), ce qui montre la convexité de f .

3) Soit xt := (1−t)x0 + tx1. Le point x1 est combinaison convexe de xt et x0 :
x1 = (1/t)xt + ((t−1)/t)x0. Dès lors f(x1) 6 (1/t)f(xt) + ((t−1)/t)f(x0), qui est le
résultat attendu.

4) Comme le logarithme est croissant, cela revient à montrer que 1
n
(
∑n

i=1 log ai)
6 log( 1

n

∑n
i=1 ai), ce qui se déduit de la concavité du logarithme.

5) En appliquant l’inégalité de convexité ϕ(a) > ϕ(bp
′/p) + ϕ′(bp

′/p)(a − bp
′/p) à la

fonction convexe a ∈ R+ 7→ ϕ(a) := 1
p
ap, on obtient 1

p
ap > 1

p
bp

′

+ b(a− bp′/p). Après
réarrangement, on obtient l’inégalité souhaitée. Du fait de la stricte convexité de ϕ,
on aura égalité ssi a = bp

′/p, c’est-à-dire ssi ap = bp
′

.

3.5. Soit x ∈ E tel que a(x) ∈ dom f et d ∈ E. Alors x ∈ dom(f ◦a) et donc (f ◦a)∞(d) =
limt→∞(f ◦ a)(x+ td)/t = limt→∞ f((a(x) + tAd)/t = f∞(Ad).

3.6. Démontrons d’abord l’identité sur les épigraphes strictes. Soit (x, α) ∈ epis(f ⊎ g).
Alors α > (f ⊎ g)(x) = inf{f(y) + g(z) : x = y + z} et donc il existe y et z tels que
α > f(y)+g(z). On en déduit qu’il existe β > f(y) et γ > g(z) tels que α = β+γ (par
exemple, on pose ε := α−f(y)−g(z) > 0 et on prend β = f(y)+ε/2 et γ = g(z)+ε/2).
Alors (x, α) = (y, β) + (z, γ) montre que (x, α) ∈ epis f + epis g. Réciproquement, si
(x,α) ∈ epis f + epis g, on a (x,α) = (y, β) + (z, γ), avec (y, β) ∈ epis f et (z, γ) ∈
epis g. Donc α = β + γ > f(y) + g(z) > inf{f(y′) + g(z′) : x = y′ + z′} = (f ⊎ g)(x),
c’est-à-dire (x,α) ∈ epis(f ⊎ g).
Les points 1–4 de la proposition 3.36 sont des conséquences immédiates de l’identité
(3.26). Démontrons le point 5. Le domaine de f ⊎ g n’est pas vide si ceux de f et
g ne le sont pas (par le point 1). D’autre part, si x 7→ ℓ(x) + α est une minorante
affine commune à f et g, on a f(y) + g(x− y) > ℓ(x) + 2α, si bien que ℓ(·) + 2α est
une minorante affine de f ⊎ g.
Les propriétés (1) et (2) se déduisent directement de la définition (3.25), tandis que
pour (3) on utilise (3.26).

3.7. La fonction A ne peut pas être convexe, car elle a des ensembles de sous-niveau qui
ne sont pas convexes, alors que ceux d’une fonction convexe sont convexes : si f est
convexe, si x, y ∈ Nν(f) := {z : f(z) 6 ν} et si t ∈ [0, 1], alors (1− t)x+ ty ∈ Nν(f)
puisque

f((1− t)x+ ty) 6 (1− t)f(x) + tf(y) 6 (1− t)ν + tν = ν.
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La fonction B peut être convexe. Les ensembles de sous-niveau de la norme ℓ1 ont
cette allure et une norme est convexe (exercice 3.31).

La fonction C ne peut pas être convexe, car l’« écart » entre les courbes 2 et 1
est plus petit que celui entre les courbes 3 et 2. De manière plus précise, on peut
supposer que l’origine est au centre des cercles (translation de l’origine si nécessaire)
et prendre des points x1, x2 et x3 le long d’un même rayon et vérifiant f(xi) = i
pour tout i. On a x2 = (1 − t)x1 + tx3 avec t < 1

2
. Si f était convexe, on aurait

2 = f(x2) 6 (1− t)f(x1) + tf(x3) = 1 + 2t < 2, ce qui est absurde.

3.8. 1)

2)

3) Soit K le cône asymptotique commun aux sous-ensembles de niveau non vide de f .

Si d ∈ K, quels que soient x ∈ Rn et t > 0, on a f(x + td) − f(x) 6 0 et donc
t(g + Hx)Td + (t2/2)dTHd 6 0. En divisant cette inégalité par t2 et en prenant la
limite quand t → ∞, on obtient dTHd 6 0; alors la semi-définie positivité de H
implique que d ∈ N (H). En réinjectant Hd = 0 dans l’inégalité, on obtient gTd 6 0.

Inversement, si d ∈ N (H) vércifie gTd 6 0, quels que soient x ∈ Rn et t > 0, on a :
f(x+ td)− f(x) = t(g +Hx)Td+ (t2/2)dTHd = tgTd 6 0, si bien que d ∈ K.

3.9. On a

(f ⊎ g)(x) = inf
y

〈Ax,x〉+ 〈B(x− y), x− y〉

= inf
y

〈(A+B)y, y〉 − 2〈Bx, y〉+ 〈Ax,x〉

=

{
〈Ayx, x〉 si A+B < 0 et Bx ∈ R(A+B)
−∞ sinon,

où yx est une solution arbitraire de (A+B)y = Bx. Comme celle-ci peut être prise
comme une fonction linéaire de x, f ⊎ g est quadratique. Si A et B sont inversibles
et si A+B ≻ 0, on trouve que (f ⊎ g)(x) = 〈(A−1+B−1)−1x, x〉.

3.10. On peut supposer que I(x) = I := [1 :m] car, par continuité, les fi avec i /∈ I
n’affectent pas fmax dans le voisinage de x. D’une part, le fait que pour tout i ∈ I
on ait f(x + td) > fi(x + td) et f(x) = fi(x), permet d’écrire lim inft→0+ [f(x +
td)− f(x)]/t > maxi f

′
i(x; d). Il reste à montrer que lim supt↓0[f(x+ td)− f(x)]/t 6

maxi f
′
i(x; d). Si ce n’est pas le cas, il existe une suite {tk} ↓ 0 et ε > 0 tels que

[f(x + tkd) − f(x)]/tk > maxi f
′
i(x; d) + ε. Comme I est fini, on peut trouver une

sous-suite des indices précédents et un indice j ∈ I tels que f(x+ tkd) = fj(x+ tkd).
On déduirait alors, en passant à la limite dans l’inégalité précédente que f ′

j(x; d) >
maxi f

′
i(x; d) + ε, une contradiction. [78 ; 2000; proposition 2.3.2]

3.11. xxx

3.12. 1) Soit x ∈ X. Comme F (X) est ouvert et 0 /∈ F (X), on peut trouver ȳ ∈ F (X) tel
que ‖ȳ‖ < ‖F (x)‖. On a ȳ = F (x̄), avec un x̄ ∈ X. Donc x n’est pas solution. Ce
point étant arbitraire, le problème ne peut pas avoir de solution.

2) Si ‖xk‖ 6→ ∞, il existe une sous-suite de {xk} convergeant vers un point x̄ ∈ Rn.
On ne peut pas avoir x̄ ∈ X, car x̄ serait solution du problème (x 7→ ‖F (x)‖ est
continue et {xk} est minimisante), donc lim inf dXc(xk) = 0.

3.13. Soit F∗ = F (x∗) la face de C engendrée par x∗. Si f n’était pas constante sur F∗, il
existerait un x0 ∈ F∗ avec f(x0) > f(x∗). Alors, avec xt := (1−t)x0+tx∗ et t > 1, on
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aurait par la concavité de f : f(xt) 6 (1−t)f(x0)+ tf(x∗) < f(x∗), ce qui montrerait
que xt /∈ F∗. Donc x∗ serait sur la frontière relative de F∗, ce qui contredirait le fait
que F∗ est la face engendrée par x∗ (exercice 2.13, point 6).

Pour la seconde partie, il suffit de se rappeler (exercice 2.16, point 3) que si C est
fermé et a un point extrême, la face F∗ en a également un. Ce dernier point extrême
est alors solution du probleme.

3.14. 1) Le point x∗ ∈ X est Pareto optimal ssi il n’existe pas de x ∈ X tel que f(x) <
f(x∗), c’est-à-dire ssi il n’existe pas de x ∈ X et de p ∈ Rm

++ tels que f(x) = f(x∗)−p,
c’est-à-dire ssi (f(x∗)− Rm

++) ∩ f(X) = ∅.

2) Pour déterminer l’image par f des points Pareto optimaux, on utilise la carac-
térisation du numéro 1 (représentée à gauche à la figure D.1). En ce qui concerne

f(X) f(X)

Fig. D.1. Image par f des points Pareto optimaux (g) et moyennement optimaux (d)

les points moyennement optimaux, on observe que rTf est constant dans l’espace
image le long des droites {(f1, f2) : r1f1 + r2f2 = γ (une constante)}. L’image par f
des points x ∈ X rendant rTf(x) constant sont donc les intersections de ces droites
avec f(X). L’image par f des points x ∈ X minimisant rTf(·) est donc, si elle exis-
te, l’intersection avec f(X) de la droite rTf = γ avec la plus petite constante γ
(représentée à droite à la figure D.1).

3) Si x∗ n’est pas Pareto optimal, il existe un x ∈ X tel que f(x) < f(x∗). Alors,
avec r > 0 non nul, on a

∑

i ri(fi(x)− fi(x∗)) < 0 et donc rTf(x∗) > rTf(x), ce qui
contredit le fait que x∗ minimise rTf .

4) Observons d’abord que (f(x∗)−Rm
++)∩(f(X)+Rm

+ ) = ∅, car si on pouvait trouver
un x ∈ X et un p > 0 tels que f(x) + p ∈ f(x∗) − Rm

++, alors f(x) − f(x∗) < 0, ce
qui contredirait la Pareto optimalité de x∗.

On sépare les deux convexes disjoints f(x∗)−Rm
++ et f(X) +Rm

+ dans Rm : il existe
r ∈ Rm non nul tel que pour tout p ∈ Rm

++ et pour tout x ∈ X on a rT(f(x∗)− p) 6
rTf(x) (on a choisit l’élément nul dans Rm

+ ). On prend p de la forme tp, avec p ∈ Rm
++.

Lorsque t → 0, on trouve que x∗ minimise rTf . Lorsque t → +∞, on trouve que
rTp > 0 quel que soit p ∈ Rm

++, donc r > 0.

5) Soient f(x) + p et f(x′) + p′ ∈ f(X) + Rm
+ , avec x, x′ ∈ X et p, p′ ∈ Rm

+ . Par
la convexité des fi, on a l’inégalité vectorielle (1−t)f(x) + tf(x′) > f((1−t)x+ tx′).
On en déduit (1−t)(f(x) + p) + t(f(x′) + p′) > f((1−t)x+ tx′), donc (1−t)(f(x) +
p) + t(f(x′) + p′) ∈ f(X) + Rm

+ .
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f(R) n’est pas convexe dans R2 si f1(x) = x et f2(x) = 1
2
x2.

3.15. 1) Soient f = f1 + f2 la somme de deux fonctions convexes polyédriques. On les
écrit sous une forme duale : fi = max16j6ki Aij + IPi , où les Aij(x) = 〈ξij , x〉+ tij
définissent des fonctions affines et les Pi = dom fi sont des polyèdres convexes. On
a clairement IP1 + IP1 = IP1∩P2 et

f(x) = max
j

(〈ξ1j , x〉+ t1j) + IP1 +max
k

(〈ξ2k, x〉+ t2k) + IP2

= max
j,k

(〈ξ1j + ξ2k, x〉+ t1j + t2k) + IP1∩P2 .

Comme P1 ∩ P2 est polyédrique, f est bien une fonction convexe polyédrique.

2) D’après l’exercice 2.21, epi f1 + epi f2 est un polyèdre convexe (éventuellement
vide), donc un fermé. Alors la formule (3.27) implique que epi f1⊎f2 = epi f1+epi f2,
si bien que f1 ⊎ f2 est polyédrique. Si x ∈ dom(f1 ⊎ f2), l’infimum dans la formule
(3.27) est atteint : (f ⊎ g)(x) = min{α : (x, α) ∈ epi f + epi g}, ce qui implique que
(f ⊎ g)(x) s’écrit f(y) + g(z) avec y + z = x. Donc l’infimum dans la définition de
(f1 ⊎ f2)(x) est également atteint.

3) Si on utilise la représentation primale (3.4) de la fonction convexe polyédrique f ,
on obtient :

f∗(x∗) = sup
x∈E

(
〈x∗, x〉 − f(x)

)

= sup
ti>0, sj>0
∑

i ti=1




∑

16i6p

ti(〈x∗, xi〉 − αi) +
∑

16j6q

sj(〈x∗, yj〉 − βj)





= sup
ti>0

∑

i ti=1




∑

16i6p

ti(〈x∗, xi〉 − αi)



+ sup
sj>0




∑

16j6q

sj(〈x∗, yj〉 − βj)





=

{
max16i6p (〈x∗, xi〉 − αi) si 〈x∗, yj〉 − βj 6 0 pour tout j = 1, . . . , q
+∞ sinon.

C’est la représentation duale (3.5) d’une fonction convexe polyédrique.

3.16. 1)

2)

3)

4) Il est clair que finf est propre avec une minorante affine. Pour x∗ ∈ E, on a
f∗
inf(x

∗) = supx∈E
(〈x∗, x〉−finf(x)) = supx∈E

supi∈I(〈x∗, x〉−fi(x)) = supi∈I supx∈E
(〈x∗, x〉−

fi(x)) = supi∈I f
∗
i (x

∗).

5) On sait que fsup ∈ Conv(E). Soit x0 ∈ dom fsup; donc x0 ∈ dom fi pour tout
i ∈ I . Comme fi ∈ Conv(E), on peut définir gi = f∗

i qui est dans Conv(E). De plus
gi(x

∗) > 〈x∗, x0〉−fi(x0), si bien que x∗ 7→ 〈x∗, x0〉−fi(x0) est une minorante affine
commune à tous les gi. On peut donc calculer la conjuguée de l’enveloppe inférieure
des gi : (infi∈I gi)

∗ = supi∈I g
∗
i = supi∈I fi. En conjuguant cette relation, on obtient

l’identité recherchée.

3.17. 1) Par le corollaire 3.47, f∗∗ 6 f . Par ailleurs, f∗(0) = − inf f , si bien que, quel que
soit x ∈ E : f∗∗(x) > −f∗(0) = inf f .
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2) Si argmin f = ∅, il n’y a rien à démontrer. Si f prend la valeur −∞, alors
f∗ ≡ +∞, f∗∗ =≡ −∞ et l’inclusion a trivialement lieu. Si f ≡ +∞, alors f∗ ≡ −∞,
f∗∗ =≡ +∞ et l’inclusion a trivialement lieu.

On suppose désormais que f est propre et que argmin f 6= ∅. Alors f a une minorante
affine (la fonction constante x 7→ inf f), si bien que f∗∗ ∈ Conv(E) (proposition 3.45).
Comme cela implique que argmin f∗∗ est un convexe fermé, il suffit de montrer
que argmin f ⊆ argmin f∗∗. Soit x̄ est un minimum de f . On a f∗∗(x̄) 6 f(x̄)
[corollaire 3.47] = inf f = inf f∗∗ [point 1]. Donc x̄ ∈ argmin f∗∗.

L’inclusion sera stricte pour f : x ∈ R 7→
√

|x|, puisqu’alors f∗ = I{0} et f∗∗ ≡ 0.

3) Si l’égalité co(argmin f) = argmin f∗∗ n’a pas lieu, grâce à l’inclusion du point 2,
on peut trouver un point x̄0 ∈ argmin f∗∗ qui n’est pas dans le convexe fermé
non vide co(argmin f) et, par conséquent (point 3 du corollaire 2.37), un couple
(x∗

0, α) ∈ E× R tel que sup{〈x∗
0, x̄〉 : x̄ ∈ argmin f} < α < 〈x∗

0, x̄0〉. Pour tout t > 0,
on introduit l’application affine at : x ∈ E 7→ at(x) = t(〈x∗

0, x〉 − α) + inf f . Comme
f∗∗(x̄0) = inf f∗∗ = inf f < at(x̄0), at n’est pas une minorante affine de f (car
celles-ci sont des minorantes affines de f∗∗, point 1 de la proposition 3.46). Donc, il
existe un point xt ∈ E tel que f(xt) < a(xt), qui doit donc être dans le demi-espace
fermé H := {x ∈ R : 〈x∗

0, x〉 > α}. La suite {xt}t↓0 n’est pas bornée, car dans le cas
contraire on pourrait en extraire une sous-suite convergente, disons vers un point
x0 ∈ H , qui vérifierait f(x0) 6 lim inf f(xt) [f est fermée] 6 lim a(xt) = inf f ; donc
on aurait x0 ∈ argmin f , alors que H∩argmin f = ∅ (une contradiction). On extrait
ensuite une sous-suite convergente de {ut}, où ut := (xt−x̄0)/‖xt−x̄0‖, qui converge
vers u. Montrons que u ∈ (argmin f∗∗)∞, ce qui aboutira à une contradiction car
u 6= 0 alors que le cône asymptotique (argmin f∗∗)∞ est réduit à {0} parce que
argmin f∗∗ est supposé borné (corollaire 2.8). Il s’agit de montrer que x̄0 + su ∈
argmin f∗∗, quel que soit s > 0. Considérons les points yt := (1− s/‖xt − x̄0‖)x̄0 +
(s/‖xt − x̄0‖)xt = x̄0 + sut, qui convergent vers x̄0 + su. Par convexité de f∗∗, on a
f∗∗(yt) 6 (1− s/‖xt − x̄0‖)f∗∗(x̄0) + (s/‖xt − x̄0‖)f∗∗(xt). Mais f∗∗(x̄0) = inf f <
at(x̄0) et f∗∗(xt) 6 f(xt) < at(xt), si bien que inf f 6 f∗∗(yt) < at(yt) → inf f . À
la limite on trouve donc f∗∗(x̄0 + su) = inf f ou x̄0 + su ∈ argmin f∗∗.

3.18. 1) On note xt := (1−t)x0 + tx. Comme f est s.c.i. et f∗∗ 6 f , on a f∗∗(x) 6

lim inft↑1 f
∗∗(xt) 6 lim inft↑1 f(xt). Il reste donc à montrer que f∗∗(x) > lim supt↑1

f(xt). Soient α := f∗∗(x) et α0 > f(x0). On a (x,α) ∈ epi f∗∗ = adh epi f et
(x0, α0) ∈ (epi f)−◦ (exercice 3.1). Dès lors, pour t ∈ [0, 1[, (1−t)(x0, α0) + t(x,α) ∈
(epi f)−◦ ⊆ epis f , ce qui implique f((1−t)x0 + tx) < (1−t)α0 + tα. On en déduit
lim supt↑1 f(xt) 6 α = f∗∗(x). [517 ; lemme 7.5]

2) Comme epi f ⊆ epi f∗∗ (corollaire 3.47), on a certainement dom f ⊆ dom f∗∗ et
donc aff dom f ⊆ aff dom f∗∗. Remarquons que

x0 ∈ (dom f)−◦ et x ∈ dom f∗∗ =⇒ [x0, x[ ∈ (dom f)−◦. (D.15)

Ceci est dû au fait que [x0, x[ ⊆ dom f (d’après le point 1) et donc que [x0, x[ ⊆
(dom f)−◦ (par le critère d’intériorité relative du lemme 2.14). On déduit de (D.15)
que dom f∗∗ ⊆ aff(dom f)−◦ ⊆ aff dom f . On a donc démontré que aff dom f =
aff dom f∗∗. Mais alors, par (2.12), (dom f)−◦ ⊆ (dom f∗∗)−◦. Réciproquement, si x1 ∈
(dom f∗∗)−◦, alors pour t > 1 proche de 1, x = (1−t)x0 + tx1 ∈ dom f∗∗ (car x0 ∈
aff dom f∗∗) et donc x1 ∈ [x0, x[ ⊆ (dom f)−◦ (par (D.15)). On a donc démontré
que (dom f)−◦ = (dom f∗∗)−◦. On déduit de cette dernière identité et du point 4 de
l’exercice 2.13 que adh dom f = adh(dom f)−◦ = adh(dom f∗∗)−◦ = adh dom f∗∗.
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3) On définit f := f1 + f2. Par hypothèse, le domaine de f est non vide; on prend
x0 ∈ (dom f)−◦. D’après le numéro 1, on a pour tout x ∈ E et xt := (1−t)x0 + tx :

f∗∗(x) = lim
t↑1

f(xt) = lim
t↑1

f1(xt) + lim
t↑1

f2(xt).

Si les fi ∈ Conv(E), fi(x) 6 lim inft↑1 fi(xt) 6 lim supt↑1 fi(xt) 6 lim supt↑1(1−t)
fi(x0) + tfi(x) = fi(x). Donc fi(xt) → f(x) et f∗∗(x) = f(x), si bien que f = f∗∗ ∈
Conv(E). Si les (dom fi)

−◦ ont un point en commun, alors (dom f)−◦ = (dom f2)
−◦ ∩

(dom f2)
−◦ (proposition 2.17 (3)). Alors, comme x0 ∈ (dom fi)

−◦, fi(xt) → f∗∗
i (x) par

le point 1. On en déduit que f∗∗ = f∗∗
1 + f∗∗

2 .

3.19. Observons d’abord que δx = f ′(x; ·) a son domaine non vide (δx(0) = 0) et a une
minorante affine (〈x∗, ·〉, où x∗ est un sous-gradient arbitraire en x). On peut donc
calculer δ∗x, ce que l’on fait en observant que δx(d) = inft>0

1
t
(f(x+td)− f(x)) :

δ∗x(x
∗) = sup

d∈E

[

〈x∗, d〉 − inf
t>0

1

t
(f(x+td)− f(x))

]

= sup
t>0

1

t

[

sup
d∈E

(

〈x∗, td〉 − f(x+td)
)

+ f(x)

]

= sup
t>0

1

t

[

f∗(x∗) + f(x)− 〈x∗, x〉
]

= I∂f(x)(x
∗).

On en déduit que δ∗∗x = I∗
∂f(x) = σ∂f(x).

3.20. 1) Si B̄ε ⊆ ∂f(x̄), la formule du max (3.52) donne pour h ∈ E :

f ′(x̄;h) = max
g∈∂f(x̄)

〈g, h〉 > ε ‖h‖,

en prenant g = ε h/‖h‖ ∈ ∂f(x̄). Supposons inversement que f ′(x̄;h) > ε‖h‖ pour
tout h ∈ E. Si g est tel que ‖g‖ 6 ε, on a pour tout h ∈ E : 〈g, h〉 6 ε‖h‖ 6 f ′(x̄;h).
Donc g ∈ ∂f(x̄).

2) Pour tout g ∈ ∂f(x), on a ±f ′(x;h) = f ′(x;±h) (par l’hypothèse de différen-
tiabilité) > 〈g,±h〉 (car g ∈ ∂f(x)) = ±〈g, h〉. Donc f ′(x;h) = 〈g, h〉, pour tout
g ∈ ∂f(x). On en déduit que ∂f(x) ⊆ f ′(x;h)h/‖h‖2 + h⊥.

3.21. A : S n’est pas convexe et ne peut donc pas être x+ ∂f(x).

B : On peut avoir S = x+ ∂f(x). Dans ce cas, x ∈ x + ∂f(x) ou encore 0 ∈ ∂f(x),
si bien que x est un minimiseur de f . On a même 0 ∈ int ∂f(x); dès lors, quel que
soit y ∈ R2 différent de x, on peut trouver un ε > 0 tel que ε(y − x) ∈ ∂f(x); on en
déduit que

f(y) > f(x) + ε(y − x)T(y − x) > f(x),

si bien que x est l’unique minimiseur de f .

C : Étant donné la forme de C, f croît en x lorsque l’on se dirige vers le bas, donc
x + ∂f(x) doit être en dessous de C, si bien que S 6= x + ∂f(x). De manière plus
précise, supposons que S = x + ∂f(x). Il suffit de montrer que cela conduit à une
contradiction. Pour s ∈ ∂f(x), on peut trouver un α ∈ ]0, 1[ tel que x′ := x+αs ∈ C.
Alors, pour ε > 0 assez petit, x′′ := x + (α + ε)s s’écrit comme une combinaison
convexe de deux points de C, donc f(x′′) 6 f(x′). Par ailleurs, par convexité, pour
un t ∈ ]0, 1[, on a f(x′) 6 (1 − t)f(x′′) + tf(x) 6 (1 − t)f(x′) + tf(x), si bien que



844 D. Solutions des exercices N

f(x′) 6 f(x). Cette inégalité est en contradiction avec f(x′) > f(x) + 〈s, x′ − x〉 =
f(x) + α‖s‖2 > f(x).

D : S peut être x+ ∂f(x). Si S = x+ ∂f(x), x ne minimise pas f car x /∈ x+ ∂f(x).

3.23. Soit (x∗
1, x

∗
2) ∈ ∂f(x1, x2). Alors, pour tout (y1, y2) ∈ E1 × E2, on a

f(y1, y2) > f(x1, x2) + 〈(x∗
1, x

∗
2), (y1, y2)− (x1, x2)〉.

En prenant y2 = x2, on a pour tout y1 ∈ E1 :

f(y1, x2) > f(x1, x2) + 〈(x∗
1, x

∗
2), (y1 − x1, 0)〉

ou
f1
x2
(y1) > f1

x2
(x1) + 〈x∗

1, y1 − x1)〉.
Ceci implique que x∗

1 ∈ ∂f1
x2
(x1). Pour la même raison, x∗

2 ∈ ∂f2
x1
(x2). L’inclusion

est démontrée.

On n’a pas égalité pour la norme ℓ2, (x1, x2) ∈ R2 → (x2
1 + x2

2)
1/2 ∈ R dont le sous-

différentiel en 0 est la boule unité pour cette norme (voir le point 4 de l’exercice 3.30),
qui n’est pas un produit d’intervalles.

3.24. [(i) ⇒ (ii)] Soient d ∈ E et t > 0. On prend x = x̄ + td dans (i), ce qui donne
[f(x̄+ td)− f(x̄)]/t > α‖d‖. En prenant la limite pour t ↓ 0, on trouve (ii).

[(ii) ⇒ (iii)] Soit u ∈ B̄. Alors pour tout d ∈ E, on a f ′(x̄; d) > α‖d‖ [(ii)]
> 〈αu, d〉 [Cauchy-Schwarz]. On en déduit que αu ∈ ∂f(x̄) (propriété (i) de la
proposition 3.55).

[(iii) ⇒ (i)] Soit x ∈ E. Si x = x̄, l’inégalité est trivialement vérifiée. Dans le cas
contraire, u = (x− x̄)/‖x− x̄‖ ∈ B̄. Alors αu ∈ ∂f(x̄) par (iii). Par la propriété (ii)
de la proposition 3.55, on en déduit que f(x) > f(x̄)+α〈u, x− x̄〉 = f(x̄)+α‖x− x̄‖.

3.26. [⇒] Soit en effet x∗ ∈ ∂f(x), supposé non vide. Alors, pour tout y ∈ E, f(y) >

f(x) + 〈x∗, y − x〉 > f(x)− L‖y − x‖, où L := ‖x∗‖.
[⇐] On considère les ensembles convexes

C1 = epi f, et C2 = {(y, α) ∈ E× R : α < f(x)− L‖y − x‖}.

Par hypothèse, ce sont deux convexes disjoints. On peut donc trouver (ξ, t) ∈ E×R
et γ ∈ R tels que

∀(y1, α1) ∈ C1, ∀(y2, α2) ∈ C2 : 〈ξ, y1〉 − tα1 6 γ < 〈ξ, y2〉 − tα2.

L’inégalité stricte est justifiée par le fait que C2 est ouvert (le résultat de séparation
de la proposition 2.38 affirme l’existence de (ξ, t) 6= 0 tel que γ 6 〈ξ, y2〉 − tα2 pour
tout (y2, α2) ∈ C2 ; mais si l’on avait l’égalité pour (y2, α2) ∈ C2, on aurait pour
(y2−εξ, α2+εt) qui est encore dans C2 pour ε > 0 petit : γ 6 〈ξ, y2−εξ〉−t(α2+εt) =
γ−ε(‖ξ‖2+t2), ce qui contredirait (ξ, t) 6= 0). On exploite ces inégalités comme suit.

En prenant (x, f(x)) ∈ C1, on obtient 〈ξ, x〉−tf(x) 6 γ. En prenant (x, f(x)−ε) ∈
C2, avec ε > 0 arbitraire, on obtient γ 6 〈ξ, x〉 − tf(x). Donc γ = 〈ξ, x〉 − tf(x).
Alors, en prenant (x, f(x)− 1) ∈ C2, on obtient maintenant t > 0.

En introduisant x∗ := ξ/t, la première inégalité devient

∀(y1, α1) ∈ C1 : f(x) + 〈x∗, y1 − x〉 6 α1.

Soit y ∈ E quelconque. En prenant (y, f(y)) ∈ C1, on obtient f(x)+〈x∗, y−x〉 6 f(y),
qui implique que x∗ est un sous-gradient de f en x.
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3.27. On introduit l’application affine a : E0 → E : x 7→ x0+x, dont l’opérateur associé est
l’injection canonique i : E0 → E. Alors f |x0+E0 = f ◦ i. Comme l’adjointe i∗ = PE0 ,
le théorème 3.72 donne (3.58) et les conditions d’égalité qui suivent.

3.28. 1) IP est propre car P 6= ∅. D’autre part, epi IP = P × R+ et, comme un produit
d’ensembles, est convexe (resp. convexe fermé) ssi chacun d’eux est convexe (resp.
convexe fermé). On en déduit que P × R+ est convexe (resp. convexe fermé) ssi P
est convexe (resp. convexe fermé).

2) On a I′
X(x;d) = limt↓0 I(x+ td)/t, qui est nul si x+ td ∈ C pour tout t > 0 petit

(c’est-à-dire si d ∈ Ta
C(x)) et vaut +∞ autrement.

3) Quel que soit x∗ ∈ E, on a I∗
P (x

∗) = supx∈F 〈x∗, x〉 − IP (x) = supx∈P 〈x∗, x〉 =
σP (x

∗). Le supremum supx∈K 〈x∗, x〉 est nul si x∗ ∈ K− (car alors 〈x∗, x〉 6 0 pour
tout x ∈ K et la valeur nulle est obtenue à la limite en t ↓ 0 en prenant x = tx0 avec
x0 ∈ K) et vaut +∞ sinon (on prend x = tx0 avec t→ ∞ et x0 tel que 〈x∗, x0〉 > 0).

4) Puisque C est convexe non vide, IC ∈ Conv(E) par le point 1. D’après le point (ii)
de la proposition 3.55, x∗ ∈ ∂IC(x) ssi 0 > 〈x∗, y−x〉, pour tout y ∈ C. Cela revient
à dire que x∗ ∈ NC(x).

3.29. 1) D’après le point 2 de l’exercice 3.28, σC = I∗
C . Alors σ∗

C = I∗∗
C . Comme C est un

convexe fermé non vide, IC ∈ Conv(E) (proposition 3.6) et se confond donc avec sa
biconjuguée (point 3 de la proposition 3.46). Donc σ∗

C = IC .

2) Cela résulte des équivalences suivantes :

x ∈ ∂σC(x
∗)

⇐⇒ σC(x
∗) + σ∗

C(x) = 〈x∗, x〉 [proposition 3.55 (v)]

⇐⇒ σC(x
∗) + IC(x) = 〈x∗, x〉 [point 1]

⇐⇒ x ∈ C et sup{〈x∗, x′〉 : x′ ∈ C} = 〈x∗, x〉 [définition de σC ].

3.30. 1) Soient x, y ∈ E et t ∈ [0, 1]. Grâce à l’inégalité triangulaire, on a ‖(1−t)x+ ty‖ 6

‖(1−t)x‖ + ‖ty‖ = (1−t)‖x‖ + t‖y‖, ce qui montre la convexité de la norme. La
fonction est propre car elle ne prend que des valeurs finies. Elle est fermée, parce que
continue. Elle est nminorée par la fonction nulle.

2) Si ‖x∗‖d 6 1, on a 0 6 f∗(x∗) 6 supx(‖x∗‖d − 1)‖x‖ 6 0; donc f∗(x∗) = 0. Si
‖x∗‖d > 1, on peut trouver x1 ∈ Rn tel que ‖x1‖ = 1 et 〈x∗, x1〉 > 1. Alors, quel que
soit t > 0, f∗(x∗) > 〈x∗, tx1〉 − ‖tx1‖ = t(〈x∗, x1〉 − 1); donc f∗(x∗) = +∞.

3) On a ‖x‖dd = sup{〈x, x∗〉 : ‖x∗‖d 6 1} = sup{〈x, x∗〉 − IB̄d
(x∗) : x∗ ∈ E} =

sup{〈x, x∗〉 − f∗(x∗) : x∗ ∈ E} = f∗∗(x) = f(x) = ‖x‖, car f ∈ Conv(E). L’identité
(3.81) se déduit alors de ‖x‖ = sup{〈x, x∗〉 : x∗ ∈ B̄d} et du fait que B̄d est un
compact (E est de dimension finie).

4) En utilisant le point 2 : x∗ ∈ ∂f(x) ⇐⇒ f(x) + f∗(x∗) = 〈x∗, x〉 ⇐⇒ ‖x∗‖d 6 1
et 〈x∗, x〉 = ‖x‖. Enfin : x∗ ∈ argmax{〈y, x〉 : ‖y‖d 6 1} ssi ‖x∗‖d 6 1 et 〈x∗, x〉 =
‖x∗‖dd = ‖x‖ (point 3), ce qui veut dire que x∗ ∈ ∂f(x).

Cas particuliers.

– ∂f(0) = B̄D par la deuxième égalité de (3.82).
– Par (3.82) : ‖x‖ = 〈x∗, x〉 6 ‖x∗‖d ‖x‖, donc ‖x∗‖d > 1 si x 6= 0.
– Si x∗ ∈ ∂(‖ · ‖1)(x), alors x∗ ∈ B̄∞ et

∑

i∈[1 :n] x
∗
ixi =

∑

i∈[1 :n] |xi| par (3.82).
Cette dernière identié s’écrit aussi

∑

i∈[1 :n](x
∗
i sgn(xi) − 1)|xi| = 0. Comme
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x∗
i sgn(xi) 6 1, il vient que x∗

i = sgn(xi), pour tout i tel que xi 6= 0. L’inclusion
réciproque est claire.
La norme ‖ · ‖p est différentiable en x 6= 0 et son gradient est donné par (3.83b).
Si x∗ ∈ ∂(‖ · ‖∞)(x), alors x∗ ∈ B̄1 et

∑

i∈[1 :n] x
∗
ixi = maxi∈[1 :n] |xi|. On en

déduit que

max
i∈[1 :n]

|xi| =
∑

i∈[1 :n]

x∗
ixi 6

∑

i∈[1 :n]

|x∗
i | |xi| 6 max

i∈[1 :n]
|xi|, (D.16)

car x∗ ∈ B̄1. On a donc égalité partout dans (D.16). Ensuite, on déduit de
∑

i∈[1 :n] |x∗
i | |xi| = ‖x‖∞ 6= 0 et |x∗| ∈ ∆n (le simplexe unité de Rn) que x∗

i = 0

si |xi| < ‖x‖∞ et |x∗
i | = 1 si |xi| = ‖x‖∞ (c’est-à-dire i ∈ I). Alors la première

égalité dans (D.16) montre que sgn(x∗
i ) = sgn(xi) pour i ∈ I et que

∑

i∈I |x∗
i | = 1.

On a montré que x∗ ∈ co{sgn(xi)e
i : i ∈ I}. L’inclusion réciproque est claire.

5)

– [>] Soit x∗ ∈ B̄D tel que 〈x∗, x〉 = ‖x‖ (un tel x∗ existe par (3.81)). Il suffit de
montrer que (‖ · ‖)′(x;h) > 〈x∗, h〉. On a pour t > 0 :

‖x+ th‖ > 〈x∗, x+ th〉 [‖x∗‖d 6 1 et (A.9)]

= ‖x‖+ t〈x∗, h〉 [〈x∗, x〉 = ‖x‖].

Alors, (‖ · ‖)′(x;h) = limt↓0[‖x + th‖ − ‖x‖]/t > 〈x∗, h〉.
[6] Soit t > 0. On peut trouver un x∗

t ∈ B̄D tel que 〈x∗
t , x+ th〉 = ‖x+ th‖. Alors,

〈x∗
t , x〉 6 ‖x‖ et donc

‖x+ th‖ − ‖x‖
t

6
〈x∗

t , x+ th〉 − 〈x∗
t , x〉

t
= 〈x∗

t , h〉.

On note x̄∗
t le projeté orthogonal de x∗

t sur le convexe fermé non vide C := {x∗ ∈
B̄D : 〈x∗, x〉 = ‖x‖}. Avec l’inégalité précédente, on voit que l’on a certainement

‖x+ th‖ − ‖x‖
t

6 〈x̄∗
t , h〉+ 〈x∗

t − x̄∗
t , h〉 6 max

x∗∈C
〈x̄∗, h〉+ 〈x∗

t − x̄∗
t , h〉.

Pour conclure, il reste à montrer que x∗
t − x̄∗

t → 0 lorsque t ↓ 0. Or {x∗
t}t↓0 ⊆ B̄D

est une suite bornée, dont on peut extraire une sous-suite convergente, disons
vers x̄∗. Comme ce x̄∗ ∈ C, la définition du projeté implique que l’on a ‖x∗

t−x̄∗
t‖ 6

‖x∗
t − x̄∗‖ → 0.

–
– [(3.85a)]

[(3.85b)]
[(3.85c)] Si x∗ est tel que ‖x∗‖1 6 1 et (x∗)Tx = ‖x‖∞, on a nécessairement
‖x∗‖1 = 1 et

∑

i |x∗
i |(sgn x∗

ixi)|xi| = ‖x‖∞, si bien que ‖x‖∞ est combinaison
convexe de quantités (sgn x∗

i xi)|xi| qui sont 6 ‖x‖∞. Cela implique que x∗
i = 0

si |xi| < ‖x‖∞ et sgn x∗
i = sgn xi si |xi| = ‖x‖∞. Si l’on note I(x) := {i ∈ [1 :n] :

|xi| = ‖x‖∞} et ∆|I(x)| := {α ∈ R|I(x)|
+ :

∑

i αi = 1}, l’on déduit alors de (3.84)
que

(‖ · ‖∞)′(x;h) = max
α∈∆|I(x)|

∑

i∈I(x)

αi(sgn xi)hi = max
i∈I(x)

(sgn xi)hi.

3.31. 1) La convexité de f vient du fait qu’elle est la composition d’une fonction convexe
(la norme, voir le point 1 de l’exercice 3.30) et de la fonction convexe croissante
r ∈ R+ 7→ rp (p > 1) (proposition 3.33). La fonction est propre car elle ne prend que
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des valeurs finies. Elle est fermée, parce que continue (composition de deux fonctions
continues).

2) En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée (A.9), 〈s, x〉 6 ‖s‖d ‖x‖, on
obtient

f∗(s) := sup
x∈E

(

〈s, x〉 − 1

p
‖x‖p

)

6 sup
x∈E

(

‖s‖d ‖x‖ − 1

p
‖x‖p

)

=
1

p′
‖s‖p′

d
,

car le maximum de t 7→ ‖s‖dt− tp/p est obtenu pour t = ‖s‖1/(p−1)
d . Pour l’inégalité

inverse, on prend x = ‖s‖1/(p−1)
d xs comme argument du supremum dans la définition

de f∗(s), où xs ∈ argmax{〈s, x〉 : ‖x‖ = 1} 6= ∅. Donc 〈s, xs〉 = ‖s‖d et ‖xs‖ = 1, si
bien que l’on obtient

f∗(s) > ‖s‖1/(p−1)
d 〈s, xs〉 − 1

p
‖s‖p/(p−1)

d =
1

p′
‖s‖p′

d
.

3) Par l’une des définitions du sous-différentiel (point (v) de la proposition 3.55),
on a

s ∈ ∂f(x) ⇐⇒ f(x) + f∗(s) = 〈s, x〉 ⇐⇒ 1

p
‖x‖p +

1

p′
‖s‖p′

d
= 〈s, x〉.

Donc si s ∈ ∂f(x), on a ‖x‖p/p+‖s‖p′d /p′ 6 ‖s‖d ‖x‖. Par le point 5 de l’exercice 3.4,
on en déduit que l’on a égalité et donc que ‖x‖p = ‖s‖p′d = 〈s, x〉. Réciproquement,
si s ∈ E vérifie ‖x‖p = ‖s‖p′d = 〈s, x〉, alors ‖x‖p/p + ‖s‖p′d /p′ = 〈s, x〉 et la chaîne
d’équivalences ci-dessus montre que s ∈ ∂f(x).

3.32. La conjuguée de f s’écrit en x∗ ∈ Rn : f∗(x∗) = sup {(x∗)Tx − ‖x‖0 : x ∈ B̄1}.
En prenant x = 0 ∈ B̄1, on obtient f∗(x∗) > 0. Ensuite, en utilisant l’inégalité de
Hölder, on obtient

f∗(x∗) 6 sup
x∈B1

‖x∗‖∞ ‖x‖1 − ‖x‖0 6 (‖x∗‖∞ − 1)+,

car l’argument du supremum vaut 0 si x = 0 et est majoré par ‖x∗‖∞ − 1 si x ∈
B1\{0}. En utilisant les minoration et majoration de f∗(x∗) précédentes, on voit que
f∗(x∗) = 0 si ‖x∗‖∞ 6 1. Supposons maintenant que ‖x∗‖∞ > 1. Si ‖x∗‖∞ = |x∗

i |,
on obtient en prenant x = sgn(x∗

i )e
i ∈ B1 dans la définition de la conjuguée que

f∗(x∗) > ‖x∗‖∞ − 1 ; donc l’égalité a lieu grâce à l’inégalité exposée ci-dessus. On a
démontré (3.86).

Venons-en à (3.87). Par définition, on a

f∗∗(x) = sup
x∗∈Rn

(x∗)Tx− f∗(x∗) = sup
x∗∈Rn

(x∗)Tx− (‖x∗‖∞ − 1)+.

Supposons dans un premier temps que ‖x‖1 6 1. Considérons successivement les
supremums en x∗ ∈ Rn avec les contraintes additionnelles ‖x∗‖∞ 6 1 et ‖x∗‖∞ > 1 :

sup
‖x∗‖∞61

(x∗)Tx− f∗(x∗) = sup
‖x∗‖∞61

(x∗)Tx = ‖x‖1

et
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sup
‖x∗‖∞>1

(x∗)Tx− f∗(x∗)

= sup
‖x∗‖∞>1

(x∗)Tx− (‖x∗‖∞ − 1)

6 sup
‖x∗‖∞>1

‖x∗‖∞ (‖x‖1 − 1
︸ ︷︷ ︸

60

) + 1 [Hölder]

= ‖x‖1 [en prenant ‖x∗‖∞ = 1, le plus petit possible].

Dès lors f∗∗(x) = ‖x‖1 si ‖x‖1 6 1.

Supposons maintenant que ‖x‖1 > 1. Comme la norme ℓ1 est la norme duale de la
norme ℓ∞, on peut trouver un x∗

1 tel que ‖x∗
1‖∞ 6 1 et (x∗

1)
Tx > 1. En prenant x∗

de la forme tx∗
1 avec t > 0, on voit que

f∗∗(x) > sup
t>1/‖x∗

1‖∞
t(x∗

1)
Tx− t‖x∗

1‖∞+1 > sup
t>1/‖x∗

1‖∞
t[(x∗

1)
Tx− ‖x∗

1‖∞
︸ ︷︷ ︸

>0

]+1 = +∞.

3.33. 1) La fonction f est à valeur dans R, donc elle est propre. Elle est aussi l’enveloppe
supérieure des fonctions linéaires x 7→ xi, donc elle est convexe et fermée (proposi-
tion 3.34).

2) On a f∗(x∗) = supx∈Rn((x∗)Tx − maxi xi). Clairement f∗(x∗) > 0 (en prenant
x = 0). Par ailleurs, si x∗ > 0 et

∑n
i=1 x

∗
i = 1, on a f∗(x∗) 6 supx([

∑

j x
∗
j−1]

maxi xi) = 0. Si x∗ � 0, il existe un indice j tel que x∗
j < 0. Alors, en prenant x =

−tej (avec t > 0) dans la définition de f∗(x∗), on trouve que f∗(x∗) > −tx∗
j → +∞

lorsque t → +∞. Si
∑

i x
∗
i 6= 1, en prenant x = te (e est le vecteur dont toutes

les composantes valent 1) dans la définition de f∗(x∗), on trouve que f∗(x∗) >

(
∑

i x
∗
i − 1)t→ +∞ lors que t→ −∞ ou +∞ (selon le signe de

∑

i x
∗
i − 1).

3) On a x∗ ∈ ∂f(x), ssi f∗(x∗) + f(x) = (x∗)Tx, ssi x∗ > 0,
∑n

i=1 x
∗
i = 1 et

maxi xi = (x∗)Tx (maxi xi est donc une combinaison convexe des xi), ssi x∗ > 0,
∑n

i=1 x
∗
i = 1 et x∗

Ic = 0, ssi x∗ ∈ co{ei : i ∈ I}.
4) f est différentiable en x ssi ∂f(x) est un singleton, c’est-à-dire ssi I est un singleton.
Dans ce cas, ∂f(x) = {∇f(x)}, qui n’est autre que ei, où i est l’unique élément de I .

3.34. 1) On sait que λmax est l’enveloppe supérieure des fonctions linéaires A 7→ vTAv,
pour v sur la sphère unité de Rn ; donc λmax est convexe (proposition 3.34).

2) On a λ∗
max(A

∗) = supA∈Sn(〈A∗, A〉 − λmax(A)). En prenant A = 0, on voit que
λ∗
max(A

∗) > 0. Si A∗ ∈ Sn
+ et trA∗ = 1, A∗ est de la forme

∑

i λiviv
T

i , où les valeurs
propres λi > 0,

∑

i λi = 1 et les vecteurs propres sont pris unitaires : ‖vi‖2 = 1.
Alors trA∗A =

∑

i λiv
T

i Avi 6 λmax(A) ; dans ce cas λ∗
max(A

∗) = 0. Si trA∗ 6= 1,
en prenant A = αI dans la définition de λ∗

max(A
∗), on trouve que λ∗

max(A
∗) >

supα∈R α(trA
∗ − 1) = +∞. Si A∗ /∈ Sn

+, A∗ a une valeur propre λ < 0 et un vecteur
propre associé v de norme 1 ; en prenant A = αvvT, on trouve que λ∗

max(A
∗) >

supα∈R
(αλ− α+) = supα<0 αλ = +∞.

3) D’après le point 2, A∗ ∈ ∂λmax(A) ⇐⇒ λmax(A) + λ∗
max(A

∗) = 〈A∗, A〉 ⇐⇒
A∗ ∈ Sn

+, trA∗ = 1 et 〈A∗, A〉 = λmax(A). On a donc montré

∂λmax(A) = {A∗ ∈ Sn
+ : trA∗ = 1, trA∗A = λmax(A)}.

Soit A∗ ∈ ∂λmax(A). Avec la factorisation spectrale A∗ =
∑n

i=1 λiviv
T

i , on doit avoir
(λ1, . . . , λn) ∈ ∆ et trA∗A =

∑n
i=1 λiv

T

i Avi = λmax(A). Ceci implique que λi = 0
si vi n’est pas dans l’espace propre de A associé à λmax(A). Dès lors ∂λmax(A) ⊆
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co{vvT : ‖v‖2 = 1, Av = λmax(A)v}. Réciproquement, si A∗ =
∑m

i=1 λiviv
T

i avec
(λ1, . . . , λm) ∈ ∆ et les vi vecteurs propres unitaires maximaux de A, on a A∗ ∈ Sn

+,
trA∗ = 1, trA∗A =

∑m
i=1 λiv

T

i Avi = λmax(A). Donc A∗ ∈ ∂λmax(A).

4.a) Si λmax(A) est simple, ∂λmax(A) est le singleton {vvT}, où ±v sont les uniques
vecteurs propres unitaires maximaux, ce qui implique que λmax(·) est différentiable
et que ∇λmax(A) = vvT (proposition 3.68).

Pour utiliser le théorème des fonctions implicites (théorème C.14), on introduit
l’application F : Rn × R× Sn → Rn × R définie par

F (v, λ,A) =

(
Av − λv
‖v‖22 − 1

)

.

Les couples propres unitaires (v, λ) de A sont ceux vérifiant F (v, λ,A) = 0 et
cette équation définit implicitement la dépendance de (v, λ) par rapport à A.
Pour que (v, λ) puisse s’exprimer comme une fonction de A dans le voisinage d’un
triplet (v1, λ1, A1) vérifiant F (v1, λ1, A1) = 0, il suffit de montrer l’inversibilité de
F ′
v,λ(v1, λ1, A1). On suppose que λ1 est la plus grande valeur propre de A1 et qu’elle

est simple. Si F ′
v,λ(v1, λ1, A1) · (w, µ) = 0, on a

A1w − λ1w − µv1 = 0

vT1w = 0.

En multipliant scalairement la première équation par v1 6= 0, en utilisantA1v1 = λ1v1
et la seconde équation, on trouve µ = 0. En multipliant scalairement la première
équation par w et en utilisant la seconde équation, on trouve wTA1w = λ1‖w‖22.
Comme λ1 est la valeur propre maximale et qu’elle est simple, on a nécessairement
w//v1 ; la seconde équation donne alors w = 0. Le théorème des fonctions implicites
(théorème C.14) assure l’existence d’une fonction implicite A 7→ (v(A), λ(A)) telle
que F (v(A), λ(A),A) = 0 pour tout matrice A ∈ Sn voisine de A1. Si on note
v̇1 := v′(A1) · B et λ̇1 := λ′(A1) · B, on a F ′

v(v1, λ1, A1) · v̇1 + F ′
λ(v1, λ1, A1) · λ̇1 +

F ′
A(v1, λ1, A1) · B = 0 ou encore

A1v̇1 − λ1v̇1 − λ̇1v1 +Bv1 = 0

vT1 v̇1 = 0.

En multipliant la première équation par v1, on trouve λ̇1 = vT1Bv1 = tr v1v
T

1B =
〈v1vT1 , B〉. Donc ∇λ1(A1) = v1v

T

1 .

4.b) Si A = 0, on a ∂λmax(0) = {∑i λiviv
T

i : λ ∈ ∆n et ‖vi‖2 = 1 pour tout i}. Avec
Λ = Diag(λ1, . . . , λn) et V = (v1 · · · vn), on a ∂λmax(0) = {V ΛV T: Λ diagonale < 0,
trΛ = 1 et V orthogonale} = {S ∈ Sn

+ : trS = 1}.
4.c) En utilisant la formule du max et le sous-différentiel de λmax, on trouve
λ′
max(A;D) = sup{〈vvT, D〉 : ‖v‖2 = 1, Av = λmax(A)v}. Évidemment 〈vvT, D〉 =
vTDv. Par ailleurs, si V est une matrice dont les colonnes forment une base orthonor-
male de l’espace propre associé à λmax(A), un vecteur unitaire v de ce sous-espace
vectoriel s’écrit v = V u, avec ‖u‖2 = 1. On voit que λ′

max(A;D) = λmax(V
TDV ).

3.35. 1) En prenant la décomposition spectrale (B.17) de A = V ΛV H, on voit que pour
tout x ∈ Cn tel que ‖x‖ = 1, on a avec y := V Hx :

xHAx = yHΛy =
∑

i

ȳiλiyi =
∑

i

λi|yi|2 et
∑

i

|yi|2 = ‖y‖2 = 1.
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Donc xHAx est une combinaison convexe des valeurs propres (réelles) λi. Celle-ci
est maximale si yi = 0 lorsque λi < λmax(A), c’est-à-dire si x est orthogonal aux
vecteurs propres associés aux valeurs propres différentes de la valeur propre maximale
ou encore si x est dans l’espace propre associé à la valeur prepre maximale. En
particulier, comme dans le cas réel, on a (B.18), où le maximum est obtenu en prenant
pour vecteur x un vecteur propre unitaire associé à la valeur propre maximale.

Par (B.17), λmax est l’enveloppe supérieure des fonctions linéaires A 7→ xHAx, pour
x sur la sphère unité de Rn ; donc λmax est convexe (proposition 3.34).

2) On a λ∗
max(A

∗) = supA∈Hn(〈A∗, A〉 − λmax(A)). En prenant A = 0, on voit
que λ∗

max(A
∗) > 0. Si A∗ < 0 et trA∗ = 1, on voit par (B.17) que A∗ est de la

forme
∑

i λiviv
H

i , où les valeurs propres λi > 0,
∑

i λi = 1 et les vecteurs propres
sont pris unitaires : ‖vi‖ = 1. Alors trA∗A =

∑

i λiv
H

i Avi 6 λmax(A) ; dans ce cas
λ∗
max(A

∗) = 0. Si trA∗ 6= 1, en prenant A = αI dans la définition de λ∗
max(A

∗),
on trouve que λ∗

max(A
∗) > supα∈R

α(trA∗ − 1) = +∞. Si A∗ |< 0, A∗ a une valeur
propre λ < 0 et un vecteur propre associé v de norme 1 ; en prenant A = αvvH, on
trouve que λ∗

max(A
∗) > supα∈R(αλ− α+) = supα<0 αλ = +∞.

3) D’après le point 2, A∗ ∈ ∂λmax(A) ⇐⇒ λmax(A) + λ∗
max(A

∗) = 〈A∗, A〉 ⇐⇒
A∗ < 0, trA∗ = 1 et 〈A∗, A〉 = λmax(A), si bien que

∂λmax(A) = {A∗
< 0 : trA∗ = 1, trA∗A = λmax(A)}.

On peut en déduire l’expression plus expressive (3.89) du sous-différentiel. Soit A∗ ∈
∂λmax(A). Avec la factorisation spectrale (B.17) de A∗ =

∑n
i=1 λiviv

H

i , on doit avoir
(λ1, . . . , λn) ∈ ∆ et trA∗A =

∑n
i=1 λiv

H

i Avi = λmax(A). Ceci implique que λi = 0
si vi n’est pas dans l’espace propre de A associé à λmax(A). Dès lors ∂λmax(A) ⊆
co{vvH : ‖v‖ = 1, Av = λmax(A)v}. Réciproquement, si A∗ =

∑m
i=1 λiviv

H

i avec
(λ1, . . . , λm) ∈ ∆ et les vi vecteurs propres unitaires maximaux de A, on a A∗ < 0,
trA∗ = 1, trA∗A =

∑m
i=1 λiv

H

i Avi = λmax(A). Donc A∗ ∈ ∂λmax(A).

La compacité du sous-différentiel provient du fait que λmax est à valeurs finies (propo-
sition 3.64).

3.36. 1) La fonction (x, y) ∈ E × E 7→ ‖x−y‖ est convexe, comme pré-composition de la
norme (qui est convexe) par l’application affine (x, y) 7→ x−y. Il en est donc de même
de (x, y) 7→ d(x, y) + IE×C(x, y), car E×C est un convexe de E× E et la somme de
deux fonctions convexes est convexe. Comme fonction marginale de cette dernière
fonction, dC est convexe (proposition 3.35).

On peut donner une démonstration directe (qui n’est autre celle qui démontre qu’une
fonction marginale d’une fonction convexe est convexe). Soient x, y ∈ E, t ∈ [0, 1]
et ε > 0. Alors on peut trouver zx et zy ∈ C tels que ‖x−zx‖ 6 dC(x) + ε et
‖y−zy‖ 6 dC(y)+ε. Alors dC((1−t)x+ty) 6 ‖(1−t)x+ty−(1−t)zx−tzy‖ [convexité
de C] 6 (1−t)‖x−zx‖+ t‖y−zy‖ [convexité de la norme] 6 (1−t)dC(x)+ tdC(y)+ε.
Comme ε > 0 est arbitraire, on a dC((1−t)x+ty) 6 (1−t)dC(x)+tdC(y), c’est-à-dire
la convexité de dC .

2) Montrons en premier lieu que 1
t
PC(x+ tp) → PC∞ (p), quand t→ ∞. Observons

d’abord que 1
t
PC(x+ tp) est borné quand t→ ∞. En effet

1

t
‖PC(x+ tp)‖ 6

1

t
‖PC(x+ tp)− PC(x)‖
︸ ︷︷ ︸

6 1
t
‖(x+tp)−x‖=‖p‖

+
1

t
‖PC(x)‖
︸ ︷︷ ︸

→0

,

où l’on a utilisé la propriété de contraction (2.29) de l’opérateur de projection. Soit
à présent un point limite z la fonction t ∈ R++ 7→ zt :=

1
t
PC(x+ tp) lorsque t→ ∞.
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Il est suffisant de montrer que z = PC∞(p). Comme C∞ est un cône convexe fermé,
il suffit de montrer que

〈z − p, z〉 6 0 et ∀ q ∈ C∞ : 〈z − p, q〉 > 0.

Soit x0 ∈ C. La première inégalité provient de la limite dans

〈zt − p, zt〉 = 〈PC(x+ tp)− (x+ tp),PC(x+ tp)− x0〉
︸ ︷︷ ︸

60

/t2

+ 〈PC(x+ tp)− (x+ tp), x0〉/t2
︸ ︷︷ ︸

→0

+ 〈x,PC(x+ tp)〉/t2
︸ ︷︷ ︸

→0

,

où la négatilité du premier terme découle de la caractérisation (2.28a) de la pro-
jection, tandis que la convergence vers zéro des deux autres termes se déduit de
‖PC(x + tp)‖ 6 ‖x0‖ + ‖x + tp − x0‖, venant de l’inégalité (2.29) de contraction
‖PC(x+ tp)− x0‖ 6 ‖x+ tp− x0‖, si bien que ‖PC(x+ tp)‖/t2 → 0. Soit q ∈ C∞ ;
la seconde inegalité provient de la limite dans

〈zt − p, q〉 = 〈PC(x+ tp)− (x+ tp), [PC(x+ tp) + tq]− [PC(x+ tp)]〉
︸ ︷︷ ︸

>0

/t2 + 〈x, q〉/t
︸ ︷︷ ︸

→0

,

où la positivité du premier terme provient de la caractérisation (2.28a) de la projec-
tion et le fait que PC(x+ tp) + tq ∈ C, parce que q ∈ C∞.

Venons-en maintenant au calcul de d∞
C . On sait que dC ∈ Conv(F) . Soit x un point

arbitraire de domdC = F. Alors

d∞
C (p) = lim

t→∞

1

t
dC(x+ tp) [définition de la fonction asymptotique]

= lim
t→∞

1

t
‖PC(x+ tp)− (x+ tp)‖ [définition de dC ]

= ‖PC∞(p)− p‖ [première partie]

= ‖P(C∞)−(p)‖ [décomposition de Moreau].

3) Soit x∗ ∈ E. On a successivement d∗C(x
∗) = supx∈E

supy∈C(〈x∗, x〉 − ‖x − y‖) =
supy∈C(supx∈E

(〈x∗, x〉 − ‖x‖) + 〈x∗, y〉) = IB̄D
(x∗) + σC(x

∗).

4) On sait que x∗ ∈ ∂dC(x) ssi d∗C(x
∗) + dC(x) = 〈x∗, x〉 c’est-à-dire ssi x∗ ∈ B̄D et

σC(x
∗) + ‖x− x̄‖ = 〈x∗, x〉. Cette dernière condition s’écrit encore

sup
y∈C

〈x∗, y − x̄〉 = 〈x∗, x− x̄〉 − ‖x− x̄‖.

Supposons d’abord que x∗ ∈ ∂dC(x). Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée
et x∗ ∈ B̄D, on trouve que 〈x∗, x − x̄〉 6 ‖x − x̄‖, si bien que l’identité ci-dessus
implique que 〈x∗, y − x̄〉 6 0 pour tout y ∈ C, c’est-à-dire que x∗ ∈ NC(x̄). Alors
supy∈C 〈x∗, y − x̄〉 = 0 (en prenant y = x̄) et 〈x∗, x− x̄〉 = ‖x− x̄‖.
Réciproquement, soit x∗ ∈ B̄D ∩ NC(x̄) tel que 〈x∗, x − x̄〉 = ‖x − x̄‖. Alors
supy∈C 〈x∗, y − x̄〉 = 0 et on a l’identité ci-dessus, donc x∗ ∈ ∂dC(x).

5) Dorénavant ‖ · ‖d = ‖ · ‖. Soit x∗ ∈ ∂dC(x). Si x /∈ C, alors x 6= x̄. De plus
〈x∗, x − x̄〉 = ‖x − x̄‖ et x∗ ∈ B̄ impliquent que ‖x∗‖ = 1 et x∗ ‖ (x−x̄) (Cauchy-
Schwarz), c’est-à-dire x∗ = (x−x̄)/‖x−x̄‖. Le sous-différentiel étant réduit à ce seul
point x∗, dC est différentiable (voir la figure D.2, à gauche). Si x ∈ C◦, alors x̄ = x,
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NC(x̄) = {0}, si bien que ∂dC(x) = {0}. Donc dC est différentiable en x avec un
gradient nul. Si x ∈ C \ C◦, alors x̄ = x et donc ∂dC(x) = B̄ ∩ NC(x).

6) On prend par exemple P := {x ∈ R2: x2 > x1} ∪ {x ∈ R2: x2 6 −x1}, qui n’est
pas convexe, et x = (1, 0) /∈ P (voir la figure D.2, à droite). Pour t ∈ [0, 1], on a

P
courbe de
niveau de dP

x+NC(x)

courbe de
niveau de dC

xC
x

Fig. D.2. Différentiabilité de dC et non-différentiabilité de dP

dP (x+te
2) = dP (x−te2) = (1−t)/

√
2, si bien que d′P (x; e

2) = d′P (x;−e2) = −1/
√
2.

Dès lors dP n’est pas différentiable en x.

3.37. 1) La fonction eC est convexe comme composition de la fonction convexe dC (exer-
cice 3.36) et de la fonction convexe croissante t 7→ (t+)2.

2) En utilisant (2.28a) pour PC(x) avec PC(x + h) comme point-test dans C, on
obtient l’inégalité de gauche

0 6 〈PC(x)− x,PC(x+ h)− PC(x)〉 (D.17)

Pour l’inégalité de droite, on décompose le facteur de gauche du produit scalaire
comme suit, de manière à faire appraître h :

PC(x)− x =
[
PC(x)− PC(x+ h)

]
+
[
PC(x+ h)− (x+ h)

]
+
[
h
]
.

Le produit scalaire de ces trois termes avec PC(x+ h)− PC(x) donne

〈PC(x)− PC(x+ h),PC(x+ h)− PC(x)〉 6 0,

〈PC(x+ h)− (x+ h),PC(x+ h)− PC(x)〉 6 0 [(2.28a) pour PC(x+ h)],

〈h,PC(x+ h)− PC(x)〉 6 ‖h‖ ‖PC(x+ h)− PC(x)‖ 6 ‖h‖2 [(A.7), (2.29)].

On en déduit l’inégalité de droite en sommant.

3) On a

‖(x+ h)− PC(x+ h)‖2 = ‖x− PC(x+ h)‖2 + 2〈x− PC(x+ h), h〉+ ‖h‖2. (D.18)

Le premier terme à droite dans (D.18) peut s’estimer comme suit

‖x− PC(x+ h)‖2

= ‖x− PC(x)‖2 + 2〈x− PC(x),PC(x)− PC(x+ h)〉+ ‖PC(x)− PC(x+ h)‖2

= ‖x− PC(x)‖2 +O(‖h‖2) [point 2 et ‖PC(x)− PC(x+ h)‖ 6 ‖h‖].
Le second terme à droite dans (D.18) peut s’estimer comme suit

2〈x− PC(x+ h), h〉
= 2〈x− PC(x), h〉 + 2〈PC(x)− PC(x+ h), h〉
= 2〈x− PC(x), h〉 +O(‖h‖2) [‖PC(x)− PC(x+ h)‖ 6 ‖h‖].
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Dès lors, (D.18) devient

‖(x+ h) − PC(x+ h)‖2 = ‖x− PC(x)‖2 + 2〈x− PC(x), h〉+O(‖h‖2).

On en déduit la différentiabilité de eC et son gradient.

4) D’après le point 3, PC = ∇(q − eC), où q(x) = 1
2
‖x‖2.

Remarque: on trouvera chez Moreau [441 ; proposition 7.d] une démonstration indi-
recte (via l’application prox), mais plus courte de ce résultat.

3.38. Soient x1 ∈ A−◦, x2 ∈ A et x∗ ∈ ∂f(x1). Il suffit de montrer que x∗ ∈ ∂f(x2). (A)
Montrons que 〈x∗, x1〉 = 〈x∗, x2〉. Comme x∗ ∈ ∂f(x1), on a 〈x∗, x1〉 − f(x1) =
f∗(x∗) > 〈x∗, x2〉 − f(x2); donc 〈x∗, x1〉 > 〈x∗, x2〉 puisque f(x1) = f(x2). Ensuite,
comme x1 ∈ A−◦ et x2 ∈ A, on peut trouver un t > 1 tel que tx1 + (1−t)x2 ∈ A.
Ce dernier point peut jouer le rôle de x2 ci-dessus, si bien que 〈x∗, x1〉 > 〈x∗, tx1 +
(1−t)x2〉 ou encore 〈x∗, x1〉 6 〈x∗, x2〉. (B) On conclut en observant que 〈x∗, x1〉 −
f(x1) = f∗(x∗), 〈x∗, x1〉 = 〈x∗, x2〉 et f(x1) = f(x2) impliquent que 〈x∗, x2〉 −
f(x2) = f∗(x∗), c’est-à-dire x∗ ∈ ∂f(x2).

3.39. 1) D’après (i), il existe r > 0 et ε > 0 tels que pour tout x avec ‖x‖ > r, on a
f(x) > ε‖x‖. On en déduit que si x ∈ Nν(f), alors ‖x‖ 6 max(r, ν/ε). Donc Nν(f)
est borné. La réciproque est fausse pour x ∈ R 7→ |x|1/2.
2) Supposons à présent que f ∈ Conv(E).

[(ii) ⇒ (i)] Si (i) n’a pas lieu, alors

∀k > 1, ∃ xk ∈ E :
‖xk‖
k

→ ∞ et
f(xk)

‖xk‖
6

1

k
.

Soit x ∈ dom f . On considère le point yk = x + (k/‖xk‖)(xk − x), qui est dans le
domaine de f pour k grand (car alors k/‖xk‖ ∈ [0, 1] et x et xk ∈ dom f). On a
‖yk − x‖ > k − (k/‖xk‖)‖x‖ → ∞; donc {yk} n’est pas bornée. D’autre part, par
convexité de f , on a f(yk) 6 (1 − k/‖xk‖)f(x) + (k/‖xk‖)f(xk) 6 ν := f(x) + 2,
pour k grand. Donc l’ensemble de sous-niveau Nν(f) n’est pas borné.

[(i) ⇔ (iii)] La condition (i) est équivalente au fait qu’il existe r > 0 et ε > 0 tels
que ‖x‖ > r implique f(x) > ε‖x‖. D’autre part, comme élément de Conv(E), f a
une minorante affine (proposition 3.7) et est donc bornée inférieurement sur Br. On
en déduit que, lorsque f ∈ Conv(E), (i) est équivalente à

∃ ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ E : f(x) > ε‖x‖ − α. (D.19)

Comme f ∈ Conv(E), on peut prendre sa conjuguée (proposition 3.7). Si (D.19) a
lieu, on a

f∗(x∗) = sup
x∈E

(

〈x∗, x〉 − f(x)
)

6 sup
x∈E

(

〈x∗, x〉 − ε‖x‖
)

+ α = IεB̄d
(x∗) + α,

ce qui montre que f∗ est continue en zéro (lemme 3.13). Inversement, si f∗ est
continue en zéro, il existe ε > 0 et α > 0 tels que f∗ 6 IεB̄d

+ α. En prenant la
conjuguée de f∗, on a alors

f∗∗(x) = sup
x∗∈E

(

〈x∗, x〉 − f∗(x∗)
)

> sup
‖x∗‖D6ε

〈x∗, x〉 − α = ε‖x‖ − α.

Comme f(x) > f∗∗(x), on a (D.19) et donc (i).
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3) [(ii), (iii) ⇒ (iv)] Il s’agit de montrer qu’il existe un voisinage V de 0 ∈ E tel
que, pour tout x∗

0 ∈ V , il existe un x vérifiant x∗
0 ∈ ∂f(x). Cela revient au même de

dire que le problème inf{f(x)− 〈x∗
0, x〉 : x ∈ E} a une solution lorsque x∗

0 est voisin
de 0. Ce sera le cas si les ensembles de sous-niveau de f0 : x 7→ f(x) − 〈x∗

0, x〉 sont
compacts, ce qui revient à dire que f∗

0 est continue en 0 (équivalence (ii) ⇔ (iii)).
Mais f∗

0 (x
∗) = f∗(x∗ + x∗

0), si bien qu’il suffit de montrer que f∗ est continue en x∗
0.

Or f∗ est continue en 0 (les ensembles de sous-niveau de f sont compacts par (ii))
et donc f∗ est continue dans un voisinage de 0 (lemme 3.13). On en déduit que f∗

est continue en x∗
0, si ce point est voisin de 0.

[(iv) ⇒ (iii)] Supposons que les ensembles de sous-niveau de f ne soient pas bornés.
Il existe alors une direction d non nulle dans leur cône asymptotique. D’après (iv),
g := εd est un sous-gradient de f si ε > 0 est assez petit : il existe x ∈ E tel que
g ∈ ∂f(x). Par convexité de f , f(x + d) > f(x) + 〈g, d〉 = f(x) + ε‖d‖2. D’autre
part, comme d ∈ Niv(f, f(x)), on a f(x+ d) 6 f(x). On en déduirait que d = 0, une
contradiction.

3.40. Dans le cas contraire, il existerait un r > 0 et des suites {xk} et {x∗
k} telles que x∗

k ∈
∂f(xk), x∗

k → 0 et dS(xk) > r. On note Sr := S + B̄r, qui est un convexe fermé non
vide. On peut donc considérer la projection x̄k := PS(xk) de xk sur S et introduire
x′
k := x̄k +αk(xk − x̄k), où αk := r/‖xk − x̄k‖ < 1. Alors x′

k ∈ ∂Sr (en effet x′
k ∈ Sr

car ‖x′
k− x̄k‖ = r et, d’autre part, pour tout ε > 0, xε

k := x̄k+(αk+ε)(xk− x̄k) /∈ Sr

puisque PS(x
ε
k) = x̄k implique que dS(x

ε
k) = ‖xε

k − x̄k‖ = (αk+ε)‖xk − x̄k‖ > r).
Par convexité de f et du fait que x∗

k ∈ ∂f(xk), on a

f(x′
k)− f(x̄k)

αk
6 f(xk)− f(x̄k) 6 〈x∗

k, xk − x̄k〉.

En extrayant une sous-suite au besoin, on peut supposer que x′
k → x′ (∂Sr est un

compact). On divise alors les inégalités ci-dessus par ‖xk − x̄k‖ et on passe à la
limite : on trouve que f(x′) 6 f(x̄). On aurait donc une solution x′ ∈ ∂Sr, ce qui est
absurde puisque x′ est à une distance r de S .

Le résultat n’est plus vrai si S n’est pas borné. Comme contre-exemple, on peut
considérer la fonction f ∈ Conv(R2), valant x2

1/x2 si x2 > 1 et +∞ ailleurs. Les
points (1, x2) avec x2 → ∞ sont à une distance 1 de S = {(0, x2) : x2 > 1}, alors
que le gradient de f en ces points tend vers zéro.

3.41. [(i) ⇔ (ii)] C’est clair !

[(ii) ⇒ (iii)] Pour obtenir une minoration locale de f , on travaille sur une majoration
locale de f∗. On note PS le projecteur orthogonal sur S , qui est un convexe fermé
non vide. On introduit V1 := B̄r/L, avec r > 0 assez petit pour que V1 ⊆ V ∩ V0, où
V est le voisinage donné par (ii) et V0 est le voisinage donné par l’exercice 3.39-(iv).
Comme les points de S minimise f , on a certainement pour x ∈ S + B̄r et α = 0 :

f(x) > inf f + α‖x− PS(x)‖2. (D.20)

Nous allons montrer que cette inégalité reste vraie sur S + B̄r pour un α > 0, ce
qui démontrera (iii). Soit x∗ ∈ V1. Comme x∗ ∈ V0, c’est un sous-gradient : il existe
x ∈ E tel que x∗ ∈ ∂f(x). D’autre part, x∗ ∈ V et ‖x∗‖ 6 r/L impliquent par (ii)
que x ∈ S+B̄r. En utilisant successivement (D.20) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
on trouve



D.2. Solutions 855

f∗(x∗) = 〈x∗, x〉 − f(x)

6 〈x∗, x− PS(x)〉+ 〈x∗, PS(x)〉 − inf f − α‖x− PS(x)‖2 (D.21)

6 ‖x∗‖ ‖x− PS(x)‖ − α‖x− PS(x)‖2 + 〈x∗, PS(x)〉 − inf f.

Les deux premiers termes du dernier membre forment une fonction quadratique t 7→
‖x∗‖t−αt2, qui est croissante sur [0, ‖x∗‖/(2α)]. Tant que α 6 1/(2L) (on ne prétend
pas pouvoir prendre un α plus grand), ‖x− PS(x)‖ 6 L‖x∗‖ 6 ‖x∗‖/(2α). On peut
donc conclure

f∗(x∗) 6 L(1−αL)‖x∗‖2 + sup
x̄∈S

〈x∗, x̄〉 − inf f, ∀x∗ ∈ V1.

Venons-en à la minoration de f . Comme f ∈ Conv(E), f = f∗∗. On en déduit pour
x ∈ S + B̄r :

f(x) = f∗∗(x)

> sup
x∗∈V1

(〈x∗, x〉 − f∗(x∗))

> inf f + sup
x∗∈V1

(

〈x∗, x〉 − sup
x̄∈S

〈x∗, x̄〉 − L(1−αL)‖x∗‖2
)

> inf f − inf
x∗∈V1

sup
x̄∈S

(
〈x∗, x̄− x〉+ L(1−αL)‖x∗‖2

)
,

où on a utilisé la majoration locale de f∗ obtenue ci-dessus. On peut inverser l’inf
et le sup, car V1 et S sont des convexes compacts non vides et la fonction entre
parenthèses est convexe-concave (elle a donc un point-selle, théorème ??) :

f(x) > inf f − sup
x̄∈S

inf
x∗∈V1

(
〈x∗, x̄− x〉+ L(1−αL)‖x∗‖2

)
. (D.22)

L’infimum avec contrainte est atteint en x∗ = (x−x̄)/(2L(1−αL)+σ), avec un σ > 0
pour que la contrainte x∗ ∈ V1 soit satisfaite, si bien que

f(x) > inf f +
L(1− αL) + σ

[2L(1−αL) + σ]2
(dS(x)

)2.

Ceci prouve (iii).

Lorsque S est un singleton, on peut aller un peu plus loin. Dans ce cas, S est le
singleton {x̄} et (D.22) devient

f(x) > inf f − inf
x∗∈V1

(
〈x∗, x̄− x〉+ L(1−αL)‖x∗‖2

)
.

L’infimum sans contrainte ci-dessus est atteint en x∗ = (x− x̄)/(2L(1−αL)), qui est
dans B̄r/L = V1 lorsque α 6 1/(2L). Dès lors

f(x) > f(x̄) +
1

4L(1−αL) ‖x− x̄‖2.

Nous venons de démontrer que si l’inégalité (D.20) est vérifiée sur B̄(x̄, r) avec α ∈
[0, 1/(2L)], elle l’est aussi avec la constante α valant ϕ(α), où

ϕ : α ∈ [0, 1/(2L)] 7→ ϕ(α) =
1

4L(1−αL) .

L’application ϕ est croissante et ϕ(α) > α. Dès lors (D.20) est aussi vérifié sur B̄(x̄, r)
pour α égal au point fixe de ϕ, à savoir α = 1/(2L).
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[(iii) ⇒ (ii)] Soient α > 0 et r > 0 donnés en (iii) et V donné par l’exercice 3.40.
Supposons que x∗ ∈ ∂f(x)∩V avec x /∈ S et montrons que α dS(x) 6 ‖x∗‖ (si x ∈ S ,
il n’y a rien à démontrer). On note x̄ la projection de x sur le convexe fermé non
vide S , si bien que dS(x) = ‖x − x̄‖. On a ‖x − x̄‖ 6 r (exercice 3.40) et on peut
utiliser l’inégalité du point (iii). En utilisant aussi la convexité de f et l’inégalité de
Cauchy-Schwarz, on trouve

f(x̄) > f(x) + 〈x∗, x̄− x〉 > f(x̄) + α‖x− x̄‖2 − ‖x∗‖ ‖x− x̄‖.

On en déduit que ‖x∗‖ > α‖x − x̄‖, c’est-à-dire (ii) avec L = 1/α. On ne peut pas
prendre L plus petit dans le cas de la valeur absolue f(x) = |x| : sur [−1, 1] on a
f(x) > f(x̄) + |x− x̄|2 et on n’a pas mieux que |x− x̄| 6 |x∗| sur le même intervalle.

3.42. Soient 0 < r1 < r2. Par optimalité de xp(r1) et xp(r2), on a

f(xp(r1)) +
1

2r1
‖xp(r1)− x‖2 6 f(xp(r2)) +

1

2r1
‖xp(r2)− x‖2

f(xp(r2)) +
1

2r2
‖xp(r2)− x‖2 6 f(xp(r1)) +

1

2r2
‖xp(r1)− x‖2.

En sommant ces inégalités on trouve ‖xp(r1) − x‖ 6 ‖xp(r2) − x‖, c’est-à-dire (i).
En utilisant ce résultat dans la seconde inégalité ci-dessus, on trouve (ii). Si x̄ ∈
argmin f , supposé non vide, on a

f(x̄) +
1

2r
‖xp(r)− x‖2 6 f(xp(r)) +

1

2r
‖xp(r)− x‖2 6 f(x̄) +

1

2r
‖x̄− x‖2. (D.23)

On en déduit que ‖xp(r) − x‖ 6 ‖x̄ − x‖ et donc que {xp(r)}r↑∞ est bornée. Soit
x̂ un point d’adhérence de cette suite (E est de dimension finie). En passant à la
limite dans la dernière inégalité et dans (D.23), on trouve que x̂ est la projection
de x sur argmin f . Comme celle-ci est unique (argmin f est convexe), toute la suite
{xp(r)}r↑∞ converge vers cette projection.

3.43. [(i)] x̃ = Pf,M (x) ssi 0 est dans le sous-différentiel de y 7→ f(y) + 1
2
‖y − x‖2M ,

c’est-à-dire ssi il existe g̃ ∈ ∂f(x̃) tel que 0 = g̃ +M(xp − x).

[(ii)] Comme x − xp = M−1gp, il reste à montrer que gp = Pf∗,M−1(Mx). Mais
gk ∈ ∂f(xp) implique que xp ∈ ∂f∗(gp). Alors la relation gp = Mx −Mxp montre
que gp = Pf∗,M−1(Mx).

[(iii)] En retranchant les deux relations xp = x −M−1gxp et yp = y −M−1gyp , on
trouve

y − x = (yp − xp) +M−1(gyp − gxp ). (D.24)

En la multipliant par M , en prenant le produit scalaire avec yp − xp et en utilisant
la monotonie du sous-différentiel, on trouve le résultat.

[(iv)] La relation s’obtient en multipliant à gauche (D.24) par M1/2, en l’élevant au
carré et en utilisant la monotonie du sous-différentiel.

Conditions d’optimalité

4.1. 1) Soit d ∈ Tx(∩i∈IXi). Alors, il existe une suite {xk} ⊆ (∩i∈IXi) et une suite tk ↓ 0
telles que xk−x

tk
→ d. Pour tout i ∈ I , {xk} ⊆ Xi et donc d ∈ TxXi. L’inclusion

inverse n’a pas nécessairement lieu, car si X1 = {x ∈ R : x > 0} et X2 = −X1, on
a X1 ∩X2 = ∅, alors qu’en x = 0, TxX1 = {d ∈ R : d > 0}, TxX2 = −TxX1 et
donc (TxX1) ∩ (TxX2) = {0}.
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2) Si d ∈ ∪i∈I(TxXi), il existe un indice i ∈ I tel que d ∈ TxXi. Il existe alors une
suite {xk} ⊆ Xi et une suite tk ↓ 0 telles que xk−x

tk
→ d. Comme {xk} ⊆ ∪i∈IXi,

d ∈ Tx(∪i∈IXi). L’inclusion inverse n’a pas nécessairement lieu. Par exemple si
Xi = { 1

i
} ⊆ R, on a en x = 0, Tx(∪i∈IXi) = R+, alors que pour tout i, TxXi = ∅.

Cependant, si I est fini et si d ∈ Tx(∪i∈IXi), il existe une suite {xk} ⊆ (∪i∈IXi) et
une suite tk ↓ 0 telles que xk−x

tk
→ d. Mais pour au moins un indice i ∈ I , on a une

sous-suite de {xk} incluse dans Xi. Donc d ∈ TxXi.

3) Si (p, q) ∈ T(x,y)(X × Y ), il existe une suite {(xk, yk)} ⊆ X × Y et une suite
{tk} ↓ 0 telles que ((xk, yk)− (x, y))/tk → (p, q). Alors ((xk, yk)− (x, y))/tk → (p, q)
et ((xk, yk) − (x, y))/tk → (p, q), ce qui montre que (p, q) ∈ (TxX) × (Ty Y ). Si X
et Y sont des parties convexes, on a

T(x,y)(X × Y ) = R+[(X − x)× (Y − y)]

= [R+(X − x)]× [R+(Y − y)]

= R+(X − x)× R+(Y − y)

= (TxX)× (Ty Y )

Pour la seconde égalité ci-dessus, on utilise le fait que, si C et D sont des convexes
contenant zéro, alors R+(C ×D) = (R+C) × (R+D). L’inclusion ⊆ est claire. Pour
l’inclusion réciproque, on écrit txx+ tyy, avec t1 et ty ∈ R+, comme

(txx, tyy) = max(tx, ty)

(
tx

max(tx, ty)
x,

ty
max(tx, ty)

y

)

∈ R+(C ×D),

puisque, par exemple, tx/max(tx, ty)x = (1−tx/max(tx, ty))0+tx/max(tx, ty)x ∈ C
lorsque 0 ∈ C et C est convexe.

4.2. 2) Notons TxC et T′
x C les définitions

Par définition, une direction tangente est limite de directions d telles que x+ R++d
rencontre C (en des points de plus en plus proches de x). Donc TxC ⊆ adhTa

xC.
Inversement Ta

xC ⊆ TxC par convexité de C (et x ∈ C) et adhTa
xC ⊆ TxC parce

que Tx C est fermé.

4) On a aff Tx C = aff(adhTa
xC) [point 2] = aff Ta

xC [Ta
xC est convexe et point 2 de

la proposition 2.16] = aff(C−x) [0 ∈ C − x et point 3 de l’exercice 2.2] = (aff C)− x
[point 2 de l’exercice 2.2].

5) [(Tx C)−◦ = (Ta
xC)−◦] En effet, on a (Tx C)−◦ = (Ta

xC)−◦ [point 2] = (Ta
xC)−◦ [point 3

de l’exercice 2.13].

[(Tx C)−◦ ⊆ Ta
xC

−◦] On note B la boule unité fermée de E. Soit d ∈ (Tx C)−◦ ; il
s’agit de montrer que x+R++d rencontre C−◦. Si ce n’est pas le cas, on peut séparer
ces deux convexes [théorème 2.38] : il existe un ξ ∈ E \ {0} tel que 〈ξ, x + αd〉 6

〈ξ, x′〉 pour tout α > 0 et pour tout x′ ∈ C−◦ et donc aussi pour tout x′ ∈ C, car
adh(C−◦) = adhC ⊇ C. Par ailleurs, comme d ∈ (Tx C)−◦, il existe un ε > 0 tel que
d + ε(B ∩ vectTx C) ⊆ (Tx C)−◦. On introduit d′ := d − εξ/‖ξ‖, qui est donc dans
(Tx C)−◦ ⊆ Ta

xC [première étape]. Il existe donc un x′ ∈ C de la forme x′ = x + αd′

avec α > 0. Alors l’inégalité de séparation donne pour le α > 0 et le x′ ∈ C trouvés :
〈ξ, x+ αd〉 6 〈ξ, x′〉 = 〈ξ, x+ αd′〉 = 〈ξ, x+ αd− αεξ/‖ξ‖〉 = 〈ξ, x+ αd〉 −αε‖ξ‖, ce
qui contredit ξ 6= 0.

[Ta
xC

−◦ ⊆ (Ta
xC)−◦] Comme Ta

xC
−◦ = R++(C

−◦ − x) [point 1] et que (Ta
xC)−◦ est un

cône, il suffit de montrer que C−◦ − x ⊆ (Ta
xC)−◦. Soit y ∈ C−◦. Pour montrer que

y−x ∈ (Ta
xC)−◦, il suffit que pour une direction d ∈ Ta

xC arbitraire on puisse trouver
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un t > 1 tel que (1− t)d+ t(y−x) ∈ Ta
xC [lemme 2.14]. En fait, puisque x+d ∈ aff C

[point 4] et y ∈ C−◦, il existe un t > 1 tel que (1 − t)(x + d) + ty ∈ C. Dès lors
[(1− t)(x+ d) + ty]− x ∈ Ta

xC c’est-à-dire (1− t)d+ t(y − x) ∈ Ta
xC.

6) D’après ce qui précède, {p : 〈p, y − x〉 6 0, ∀y ∈ C} = (Ta
xC)− = (adhTa

xC)−

[point 3 de la proposition 2.43] = (Tx C)−.

6) On a Tx C = (Tx C)−− [Tx C est un cône convexe fermé et point 5 de la propo-
sition 2.43] = NxC

− [(4.8)].

4.3. On notera toujours y := a(x).

1) On a

Ty a(C) = R++(a(C)− a(x)) [(2.46) et y = a(x)]

= R++A(C − x)) [définition de a et linéarité]

= A(R++(C − x)) [linéarité]

= A(R++(C − x)) [convexité de R++(C − x) et (2.18)]

= A(Tx C) [(2.46)].

Remarque. On ne peut pas enlever l’adhérence à droite, par exemple, lorsque C :=
{x ∈ R3 : x2

1 + x2
2 6 x2

3, x3 > 0}, b = 0, A : x ∈ R3 → R2 : x 7→ (x1, x2 + x3) et
x = 0 ∈ R3, car alors Tx C = C et A(Tx C) = A(C) = {0} ∪ {y ∈ R2 : y2 > 0}, qui
n’est pas fermé (exemple emprunté à l’exercice 2.23).

2) Il n’est pas difficile de montrer que

a−1(C)− x = A−1([C ∩R(a)]− y). (D.25)

Montrons maintenant que l’ensemble convexe C := R++([C ∩ R(a)]− y) vérifie

A−1(C−◦) 6= ∅. (D.26)

En effet, comme [C ∩ R(a)] − y = (C − y) ∩ R(A), on peut écrire C = [R++(C −
y)] ∩ R(A) ; ensuite, comme C contient 0, C−◦ est non vide ; finalement, le fait que C
est contenu dans R(A) implique que C−◦ ⊆ R(A), si bien que (D.26) a lieu. L’intérêt
de (D.26) est d’impliquer par le point 4 de la proposition 2.17 :

A−1(C) = A−1(C). (D.27)

On peut maintenant conclure :

Tx(a
−1(C)) = R++(a−1(C)− x) [(2.46)]

= R++(A−1([C ∩R(a)]− y)) [(D.25)] (D.28)

= A−1(R++([C ∩R(a)]− y)) [R++(A
−1(P )) = A−1(R++(P ))]

= A−1(R++([C ∩R(a)]− y)) [(D.27)]

= A−1(Ty[C ∩R(a)]) [(2.46)].

3) Pour tout x′ ∈ C et v ∈ F, on a

〈a(x′)− a(x), v〉 = 〈A(x′ − x), v〉 = 〈x′ − x,A∗v〉.

Si v ∈ Na(x)a(C), le membre de gauche est négatif et la négativité du membre
de droite implique que A∗v ∈ NxC ou v ∈ (A∗)−1NxC ; nous avons montré que
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Na(x)a(C) ⊆ (A∗)−1(NxC). L’inclusion réciproque est obtenue en inversant les im-
plications sprécédentes.

4) [⊆] Soit v ∈ Nx(a
−1(C)) et x′ ∈ a−1(C). Alors 〈x′ −x, v〉 6 0. Pour tout t ∈ R et

tout h ∈ N (A), on a x′ + th ∈ a−1(C), si bien que 〈x′ + th− x, v〉 6 0. En divisant
par t 6= 0 et en faisant tendre t → ±∞, on obtient 〈h, v〉 = 0. Donc v ∈ N (A)⊥ =
R(A∗) et v = A∗u pour un certain u ∈ F. Il s’agit maintenant de montrer que u ∈
Ny(C∩R(a)). Pour tout y′ ∈ C∩R(a), on peut trouver un x′ ∈ a−1(y′), si bien que
〈y′−y, u〉 = 〈a(x′)−a(x), u〉 = 〈A(x′−x), u〉 = 〈x′−x, v〉 6 0 (car x′ ∈ a−1(C)). Ceci
montre que u ∈ Ny(C ∩R(a)). [⊇] Soient v ∈ Ny(C ∩R(a)) et x′ ∈ a−1(C). Posons
y′ := a(x′). Alors 〈x′ − x,A∗v〉 = 〈A(x′ − x), v〉 = 〈a(x′)− a(x), v〉 = 〈y′ − y, v〉 6 0,
car y′ ∈ C ∩R(a). Ceci montre que A∗v ∈ Nx(a

−1(C)).

Remarque. Il peut paraître curieux que A∗(Na(x)[C ∩ R(a)]) soit fermé, parce que
l’image par une application linéaire d’un cône convexe fermé n’est pas nécessaire-
ment fermée (exercice 2.23). En guise de certification, voici une autre preuve de ce
fait. On sait que l’image par une application linéaire d’un convexe fermé est fer-
mée si l’intersection de son cône asymptotique avec le noyau de l’application linéaire
est un sous-espace vectoriel (point 6 de la proposition 2.9). Dans le cas présent,
Na(x)[C ∩ R(a)] est un cône convexe fermé, qui est donc égal à son cône asympto-
tique (point 1 de la proposition 2.9). Par ailleurs, ce cône contient R(A)⊥, si bien
que son intersection avec N (A∗) = R(A)⊥ est le sous-espace vectoriel R(A)⊥. Donc
A∗(Na(x)[C ∩R(a)]) est fermé.

4.4. On déduit facilement le résultat en utilisant le développement de Taylor du théorème
C.19. Voici un contre-exemple qui montre que la réciproque est fausse. On considère
la fonction f : R2 → R définie par f(x) = 1

2
x2
1e

−x2
2 . Elle atteint un minimum en 0,

mais sa hessienne ∇2f(x1, 0) = diag(1,−x2
1) n’est pas semi-définie positive dans un

voisinage de 0.

4.5. Il suffit de constater que les conditions énoncées impliquent que x∗ est un minimum
local strict du problème min(−f(x)).

4.6. 1) Comme le critère est convexe (A ≻ 0), le problème a une solution ssi son équation
d’optimalité Ax + b = 0 en a une, ce qui est clairement le cas si A ≻ 0. L’unicité
vient de la stricte convexité de f (car A ≻ 0).

2) [(a) ⇒ (c)] Clair !

[(c) ⇒ (b)] Soit C est une constante minorant f :

∀x ∈ Rn :
1

2
xTAx+ bTx > C. (D.29)

En prenant x = tv dans (D.29), en divisant par t2 et en faisant tendre t → ∞, on
obtient vTAv > 0 ; comme v est arbitraire dans Rn, on en déduit que A < 0. En
prenant x = tv dans (D.29), avec v ∈ N (A), en utilisant Av = 0, en divisant par t
et en faisant tendre t→ ∞, on obtient bTv = 0 ; comme v est arbitraire dans N (A),
on en déduit que b ∈ N (A)⊥ = R(A).

[(b) ⇒ (a)] Le critère étant convexe (A < 0), le problème a une solution ssi son
équation d’optimalité Ax+ b = 0 en a une, ce qui est clairement le cas puisque b ∈
R(A).

Lorsque les conditions équivalentes (a), (b) ou (c) ont lieu, x̄ est une solution du
problème de minimisation de f ssi Ax̄+b = 0. On voit alors clairement que l’ensemble
des solutions est de la forme x0 + N (A), où x0 est une solution particulière. Par
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ailleurs le coût optimal s’écrit 1
2
x̄TAx̄+bTx̄ = − 1

2
x̄TAx̄ = − 1

2
x̄TAA†Ax̄ = − 1

2
bTA†b,

où l’on a utilisé (B.12).

3) Si A |< 0 ou b /∈ R(A), la valeur optimale du problème quadratique dans le membre
de gauche vaut −∞ (implication (c) ⇒ (b) du point 2). Il en est de même dans le
membre de droite, car l’ensemble admissible du problème de minimisation est alors
vide. En effet, si A |< 0 et α > 0, αA |< 0, si bien que αA < bbT ne peut avoir lieu.
Par ailleurs si b /∈ R(A), on peut décomposer b = b0 + b1, avec b0 ∈ R(A)⊥ = N (A)
non nul et b1 ∈ R(A) ; alors bT0 (αA− bbT)b0 = −‖b0‖4 < 0, si bien que αA < bbT ne
peut avoir lieu.

On suppose à présent que A < 0 et b ∈ R(A). Soit x̄ une solution du problème
quadratique à gauche (implication (b) ⇒ (a) du point 2). Deux cas sont encore
à considérer. Premier cas : b = 0. Alors les deux membres de l’identité prennent la
valeur nulle. Deuxième cas : b 6= 0, alors A 6= 0 (sinon b /∈ R(A)) et la valeur optimale
du problème quadratique est 1

2
(bTx̄) < 0. Quant à la valeur du membre de droite

de l’identité, elle s’écrit − 1
2
sup{(bTx)2/(xTAx) : xTAx 6= 0} = 1

2
inf{−(bTx)2 :

xTAx = 1}. Ce dernier problème a une solution x qui doit vérifier λAx = (bTx)b
pour une certain multiplicateur λ ∈ R. En multipliant scalairement cette dernière
condition par x et en utilisant xTAx = 1, on trouve que λ = (bTx)2, qui est non nul
(car c’est l’opposé de la valeur optimale et celle-ci est < 0, car x̄TAx̄ > 0 et bTx̄ < 0).
L’équation d’optimalité précédente devient (bTx)Ax = b, ce qui montre que −(bTx)x
est une solution du problème quadratique. Dès lors, la valeur optimale du problème
quadratique s’écrit 1

2
(bTx̄) = − 1

2
(bTx)2, qui est bien la valeur du membre de droite

de l’identité.

4.7. On peut monter l’existence de solution d’au moins deux manières. Première méth-
ode. On observe que le critère est continu et qu’il tend vers l’infini à l’infini (il est
minoré par 1

2
‖M‖2F −λmax(M)‖v‖22+ 1

2
‖v‖42, qui tend vers l’infini lorsque ‖v‖ → ∞).

Deuxième méthode. On récrit le problème comme suit : infX{‖M −X‖2F : X ∈ Sn
+,

rg(X) 6 1}. Ce problème a une solution car son ensemble admissible est fermé (le
rang est s.c.i., exercice B.4) non vide (la matrice nulle est admissible) et son critère
est continu et tend vers l’infini à l’infini.

Si on note f(v) = 1
2
‖M − vvT‖2F le critère à minimiser, on a pour tout h ∈ Rn :

f ′(v) · h = −2 vTMh + 2(vTh) ‖v‖2. La condition d’optimalité du premier ordre
s’écrit f ′(v) · h = 0 pour tout h ∈ Rn, c’est-à-dire Mv = ‖v‖2v. Donc une solution v
est soit le vecteur nul, soit un vecteur propre de M de valeur propre λ = ‖v‖2.
La condition du second ordre s’écrit f ′′(v) · h2 > 0 pour tout h ∈ Rn. Or on a
f ′′(v) · h2 = −2hTMh + 2 ‖v‖2 ‖h‖2 + 4(vTh)2. Dès lors, on doit avoir hTMh 6

‖v‖2‖h‖2 = λ‖h‖2 pour tout h ⊥ v et (par la CN1) hTMh = ‖v‖2‖h‖2 pour h ‖ v. Si
M 4 0, v doit être nul (dans le cas contraire M aurait un vecteur propre de valeur
propre ‖v‖2 > 0) ; sinon v 6= 0 et v est un vecteur propre de M de valeur propre
maximale λmax et de norme λ1/2.

On a donc montré qu’une solution v du problème vérifie

v =







0 si M 4 0
[

un vecteur propre de valeur propre
maximale λmax et de norme λ1/2

max

]

sinon.
(D.30)

Montrons la réciproque : tout vecteur v vérifiant (D.30) est solution du problème.
Soient λ1 > λ2 > · · · > λn les valeurs propres de M et vi des vecteurs propres
orthonormaux associés. Soit v une solution du problème (qui vérifie donc (D.30)).
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Sans perte de généralité, on peut supposer que v1 ‖ v si λ1 > 0 (grâce à (D.30)). On
a la factorisation spectrale M =

∑

i λiviv
T

i , si bien que le coût optimal vaut

val(P ) =
1

2

∥
∥
∥
∥
∥

n∑

i=1

λiviv
T

i − vvT

∥
∥
∥
∥
∥

2

F

=

{
1
2

∑n
i=1 λ

2
i si M 4 0

1
2

∑n
i=2 λ

2
i sinon.

Ce coût optimal est obtenu par tout vecteur v vérifiant (D.30).

4.8. Il faut montrer que x∗ est un minimum local strict du problème min{−f(x) : c(x) =
0}. Mais ce dernier est équivalent au problème min{−f(x) : −c(x) = 0} dont le
lagrangien ℓ̃ est l’opposé de celui ℓ du problème min{f(x) : c(x) = 0}. On en déduit
que ∇ℓ̃(x∗, λ∗) = 0 et que dT∇2

xxℓ̃(x∗, λ∗)d > 0 pour tout d non nul dans N (c′(x∗)).
Le théorème 4.24 permet de conclure.

4.9. On montre facilement que, si α 6 1/2, le problème (4.132) a un unique minimum
x̄ = 0, et que, si α > 1/2, (4.132) un unique maximum local strict en x̄ = 0 et deux
minima globaux stricts en x̄ = (±(

√
α− 1/2)/α, 1− 1/(2α)).

Par ailleurs, l’unique solution de (4.133) est x̄2 = 1−1/(2α). Si α > 1/2, on retrouve
bien la solution x̄2 trouvée ci-dessus. Si α < 1/2, alors x̄2 < 0 qui ne vérifie pas la
contrainte de (4.132) et n’est donc pas solution de (4.132).

Première explication (difficilement généralisable). Il y a dans (4.132), une contrainte
implicite x2 > 0 qui n’est plus nécessairement satisfaite après élimination de x2

1,
puisque l’on a minimisé le critère résultant sur R. Si on ajoutait la contrainte x2 > 0
au problème (4.133), on trouverait alors x̄2 = 0, c’est-à-dire la solution trouvée
ci-dessus. Mais la notion de contrainte implicite n’est pas bien définie.

Deuxième explication (plus convaincante). Puisque l’on a écrit x1 comme une fonction
de x2, on peut voir l’opération réalisée comme une paramétrisation de la variété des
contraintes X par x2 ∈ R 7→ (±

√
x2/α, x2) ∈ X. Mais cette paramétrisation est

illicite : elle a deux branches et n’est pas définie pour des x2 < 0. D’ailleurs, il n’y a
pas de problème si l’on paramétrise X par x1 ∈ R 7→ (x1, αx

2
1) ∈ X. Ceci conduit au

problème quartique
min
x1

x2
1 +

(
αx2

1 − 1
)2
,

dont les points stationnaires sont, d’une part, x1 = 0, qui est un minimum global
strict si α 6 1/2 (le critère est alors convexe) et un maximum local strict si α > 1/2,
et, d’autre part, x1 = ±(

√
α− 1/2)/α, qui requiert d’avoir α > 1/2 et qui sont des

minima globaux stricts.

4.10. Il faut déterminer les multiplicateurs optimaux λ associés à la contrainte en chaque
point stationnaire (ceux-ci existent bien car l’unique contrainte c est qualifiée en
tout point admissible x parce que son gradient ∇c(x) = x est non nul). Si l’on prend
comme lagrangien (x, λ) ∈ R2 × R 7→ ℓ(x, λ) = 1

3
(x3

1 + x3
2) +

λ
2
(x2

1 + x2
2 − 1), les

conditions de Lagrange s’écrivent






x1(x1 + λ) = 0
x2(x2 + λ) = 0
x2
1 + x2

2 = 1.

Les multiplicateurs associés λ sont donc

x = ±(0, 1) −→ λ = ∓1,

x = ±(1, 0) −→ λ = ∓1,

x = ±(1/
√
2, 1/

√
2) −→ λ = ∓1/

√
2.
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La hessienne du lagrangien s’écrit

L ≡ ∇2
xxℓ(x, λ) =

(
2x1 + λ 0

0 2x2 + λ

)

et, par la qualification de la contrainte, l’espace tangent à la contrainte est

TxX := {d : x1d1 + x2d2 = 0}.

Considérons chaque point stationnaire.

Point x = ±(0, 1). L’espace tangent est TxX := {d : d2 = 0} et dTLd = λd21 =
∓d21, si bien que

◦ x = (0, 1) est un maximum local strict (critère valant 1/3),
◦ x = (0,−1) est un minimum local strict (critère valant -1/3),

Point x = ±(1, 0). L’espace tangent est TxX := {d : d1 = 0} et dTLd = λd22 =
∓d22, si bien que

◦ x = (1, 0) est un maximum local strict (critère valant 1/3),
◦ x = (−1, 0) est un minimum local strict (critère valant -1/3),

Point x = ±(1/
√
2, 1/

√
2). L’espace tangent est TxX := {d : d1 + d2 = 0} et

dTLd = −λ‖d‖22 = ±(1/
√
2)‖d‖22, si bien que

◦ x = (1/
√
2, 1/

√
2) est un minimum local strict (critère valant 1/(3

√
2)),

◦ x = −(1/
√
2, 1/

√
2) est un maximum local strict (critère valant −1/(3

√
2)),

Le dernier cas peut paraître contre-intuitif si l’on ne re-
garde que les valeurs du critère aux deux points stationnaires
du cas (pas si l’on compare avec les valeurs du critère aux
autres points stationnaires), car la valeur du critère est plus
grande au minimum local qu’au maximum local. En réalité
les courbes de niveau du critère sont comme à la figure ci-
contre et la théorie ne nous a pas trahi. Un minimum global
est donc atteint en x = (0,−1) et x = (−1, 0).

4.11. 1) Considérons le cas où p = 1. Le problème est alors équivalent à min{cTx :
∑n

i=1 vi = 1, −v 6 x 6 v}. En utilisant le lagrangien ℓ(x, v, y, s+, s−) = cTx +
y
(∑n

i=1 vi − 1
)
+
∑n

i=1 s
+
i (xi − vi) −

∑n
i=1 s

−
i (xi + vi), on obtient les conditions

d’optimalité suivantes : (a) c+ s+ − s− = 0, (b) ye− s+ − s− = 0, (c)
∑n

i=1 vi = 1,
(d) −v 6 x 6 v, (e) s+ > 0, s− > 0 et (f) s+i (xi − vi) = 0, s−i (xi + vi) = 0, ∀i, où
e = (1, . . . , 1) ∈ Rn. Les équations (a) et (b) sont équivalentes à

s+ =
1

2
(ye− c) et s− =

1

2
(ye+ c). (D.31)

Par (e), on voit que y > ‖c‖∞. Si y > ‖c‖∞, s+ > 0, s− > 0 et on aurait par (f),
pour tout i : xi = vi = −vi, donc xi = vi = 0, ce qui contredirait (c). On a donc
démontré que y = ‖c‖∞. On distinguent les trois cas suivants. (i) Si |ci| < ‖c‖∞,
alors s+i > 0, s−i > 0 puis xi = vi = −vi, donc xi = vi = 0. (ii) Si ci = ‖c‖∞, alors
s+i = 0, s−i > 0 donc xi = −vi 6 0. (iii) Si ci = −‖c‖∞, alors s+i > 0, s−i = 0 donc
xi = vi > 0. Si on note I := {i : |ci| = ‖c‖∞}, les solutions x vérifient

xIc = 0, sgn(xi) = − sgn(ci) et ‖x‖1 = 1.

Réciproquement les x vérifiant ces conditions vérifient (c)-(f), avec s+ et s− donnés
par (D.31) et v = |x|.
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Venons-en à l’inégalité de Hölder. Quels que soient c et x ∈ Rn de norme ‖x‖1 6 1,
on a donc cTx >

∑

i∈I ‖c‖∞ sgn(ci)xi = −‖c‖∞. On en déduit l’inégalité de Hölder :
quels que soient c et x ∈ Rn on a |cTx| 6 ‖c‖∞‖x‖1.
2) Considérons le cas où 1 < p < ∞. Le lagrangien du problème s’écrit (on prend la
contrainte équivalente ‖x‖pp/p 6 1/p pour des questions de différentiabilité et pour
éviter le facteur p après différentiation) : ℓ(x, λ) = cTx + (λ/p)(

∑n
i=1 |xi|p − 1). Les

conditions du premier ordre s’écrivent (a) ci + λxi|xi|p−2 = 0, (b) ‖x‖p 6 1, (c)
λ > 0, (d) λ(‖x‖p − 1) = 0. Nécessairement λ 6= 0 (puisque c 6= 0), donc ‖x‖p = 1
(quatrième équation), λ = ‖c‖p′ où 1/p + 1/p′ = 1 (première et troisième équation)
et finalement

xi = − sgn(ci)

( |ci|
‖c‖p′

) p′

p

.

Dans le cas où p = 2, on obtient simplement x = −c/‖c‖2.
Quels que soient c et x ∈ Rn de norme ‖x‖p 6 1, on a donc

cTx > −
n∑

i=1

ci sgn(ci)

( |ci|
‖c‖p′

) p′

p

= −
(

1

‖c‖p′

) p′

p
n∑

i=1

|ci|
p′

p
+1 = −

‖c‖p′p′
‖c‖p′/p

p′

= −‖c‖p′ ,

car p′−p′/p = 1. On en déduit l’inégalité de Hölder : quels que soient c et x ∈ Rn on
a |cTx| 6 ‖c‖p′‖x‖p. L’unicité de la solution du problème implique que l’on a égalité
dans l’inégalité de Hölder ssi x est parallèle au vecteur de composante sgn(ci)|ci|p

′/p

(qui est c si p = 2).

3) Considérons le cas où p = ∞. Il s’agit de résoudre minx{
∑

i cixi : −1 6 xi 6 1,
∀i}. Il s’agit des n problèmes indépendants : minxi{cixi : −1 6 xi 6 1}, dont les
solutions vérifient xi = −1 (si ci > 0), xi = 1 (si ci < 0), −1 6 xi 6 1 (si ci = 0).

Quels que soient c et x ∈ Rn de norme ‖x‖∞ 6 1, on a donc cTx > −∑n
i=1 sgn cici =

−‖c‖1. On en déduit l’inégalité de Hölder : quels que soient c et x ∈ Rn, on a
|cTx| 6 ‖c‖1‖x‖∞.

4.12. 1) Sur E \ {0}, on a q(x) = (x/‖x‖)TA(x/‖x‖) et x/‖x‖ est de norme 1, si bien
que (4.135) et (4.136) ont les mêmes valeurs optimales. Par ailleurs, si x est solution
de (4.135), alors x/‖x‖ est solution de (4.136) ; inversement, si x est solution de
(4.136), tx est solution de (4.135), quel que soit t 6= 0. Enfin, (4.136) a une solution
car on y minimise une fonction continue (xTAx est un polynôme) sur la sphère unité
qui est compacte en dimension finie (théorèeme 1.2).

2) Tout est évident lorsqu’on prend comme lagrangien du problème (4.136) la fonction
ℓ : (x, λ) ∈ E × R 7→ ℓ(x, λ) = 〈Ax,x〉 − λ(‖x‖2 − 1), puisqu’alors les conditions de
Lagrange (théorème 4.17) s’écrivent Ax̄ = λ̄x̄ et ‖x̄‖2 = 1, ce qui caractérise bien
un couple propre unitaire de A. Par ailleurs, la valeur critique vaut bien 〈Ax̄, x̄〉 =
λ̄‖x̄‖2 = λ̄.

3) Comme la contrainte de (4.136) est qualifiée en tout point admissible, si x̄ est
solution du problème, il vérifie les conditions de Lagrange pour un certain multipli-
cateur λ̄. Par le point 2, x̄ est vecteur propre unitaire de A de valeur prorpe λ̄. Si
(x, λ) est un couple propre de A, avec x unitaire, x est admissible pour (4.136), si
bien que 〈Ax̄, x̄〉 6 〈Ax,x〉 par optimalité de x̄, ce qui s’écrit λ̄ 6 λ ; dès lors λ̄ est
la plus petite valeur prore. Réciproquement, si x̄ est un vecteur propre unitaire de
valeur propre minimale λmin(A), x̄ est admissible pour (4.136) et le critère y prend
la valeur 〈Ax̄, x̄〉 = λmin(A), donc x̄ est solution de (4.136). Enfin, (4.137) est la
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conséquence du fait que les valeurs optimales de (4.136) et (4.135) sont identiques
et valent λmin(A).

4) [⇒] On raisonne par l’absurde en supposant qu’il y a deux vecteurs pro-
pres unitaires orthogonaux, disons x̄ et x̄′, correspondant à la plus petite valeur
prore λ̄. On contredira les CS2 en montrant qu’il existe un d ∈ Tx̄X \ {0} tel que
〈∇2

xxℓ(x̄, λ̄)d, d〉 = 0. Ici, Tx̄X = {d : 〈x̄, d〉 = 0} (par la qualification de la con-
trainte) et ∇2

xxℓ(x̄, λ̄) = 2(A− λ̄I). On voit qu’il suffit de prendre d = x̄′.

[⇐] On suppose à présent que la plus petite valeur propre λ̄ de A est simple.
Soit d ∈ Tx̄X \ {0}, c’est-à-dire 〈x̄, d〉 = 0 et d 6= 0. On cherche à montrer
que 〈∇2

xxℓ(x̄, λ̄)d, d〉 > 0. On peut décomposer d sur une base orthonormale de
vecteurs propres {x̄i} de A, incluant x̄ = x̄1 et de valeurs propres associées λ̄i :
d =

∑

i>1〈d, x̄i〉x̄i (car 〈d, x̄1〉 = 0). Alors 〈∇2
xxℓ(x̄, λ̄)d, d〉 = 2〈(A − λ̄I)d, d〉 =

2
∑

i>1〈d, x̄i〉2(λ̄i − λ̄) > 0, car λ̄i > λ̄ pour tout i > 1 et, d étant non nul, un des
〈d, x̄i〉 6= 0.

5) La matrice A étant auto-adjointe, E a un système orthonormal {x̄i}i, formé de
vecteurs propres x̄i avec les valeurs propres correspondantes λ̄i. On peut donc écrire
tout vecteur x sous la forme x =

∑

i αix̄i. Alors ‖A‖2 = sup{‖Ax‖2 : ‖x‖2 = 1} =
sup{∑i α

2
i λ̄

2
i :
∑

i α
2
i = 1} = maxi λ̄

2
i . Lorsque A < 0, toutes les valeurs propres λ̄i

sont > 0, d’où le résultat. Lorsque A ≻ 0, les valeurs propres de A sont les inverses
de celles de A−1, si bien que λmin(A) = 1/λmax(A

−1) = 1/‖A−1‖.

4.13. 1) Le problème (4.138) consiste à maximiser une fonction continue sur un compact
(fermé borné) de E × F ; il a donc une solution.

Si l’on note c(x, y) = ( 1
2
(‖x‖2−1), 1

2
(‖y‖2−1)) la contrainte, on a pour (h, k) ∈ E×F :

c′(x, y) · (h, k) = (〈x, h〉, 〈y, k〉). Si (x, y) est admissible, c′(x, y) est surjective, car
on peut atteindre (α, β) ∈ R2 par c′(x, y) en prenant (h, k) = (αx, βy). Donc la
contrainte est qualifiée.

En utilisant le lagrangien ℓ(x, y, σ, τ ) = −〈Ax, y〉 + σ
2
(‖x‖2 − 1) + τ

2
(‖y‖2 − 1), les

conditions de Lagrange s’écrivent

A∗y = σx, Ax = τy, ‖x‖2 = 1 et ‖y‖2 = 1.

En multipliant la première équation par x, la seconde par y et en tenant compte des
contraintes, on voit que σ = τ . Donc, avec z = (x, y), on a Âz = σz, ce qui montre
que z est un vecteur propre de Â, de valeur propre σ. En ce point stationnaire, le
critère vaut 〈Ax, y〉 = τ‖y‖2 = σ.

2) Si σ̄ = 0, alors A = 0, Â = 0 et le résultat est clair. Supposons à présent que σ̄ > 0
et que σ soit une valeur propre de Â de vecteur propre (x, y). Il suffit de montrer que
σ 6 σ̄. On peut donc ne considérer que le cas où σ > 0 (sinon le résultat est clair).
Observons que x 6= 0 (sinon Ax = σy impliquerait que y = 0, ce qui contredirait
le fait que (x, y) est un vecteur propre; de même y 6= 0) et que ‖x‖ = ‖y‖ (en
multipliant scalairement Ax = σy par y, on a σ‖y‖2 = 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 = σ‖x‖2).
Comme (x/‖x‖, y/‖y‖) est admissible pour (4.138), on a σ̄ > 〈Ax/‖x‖, y/‖y‖〉 =
σ‖y‖/‖x‖ = σ.

4.14. Le premier problème a ses contraintes qualifiées en sa solution x̄ (elles sont affines).
Il existe donc des vecteurs y ∈ Rm et s ∈ Rn tels que

∇f(x̄) + ATy + s = 0, x̄I > 0, sI 6 0, sTI x̄I = 0, x̄Ic = 0.

On définit J := I ∪ {i ∈ Ic : si 6 0}. Alors
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∇f(x̄) +ATy + s = 0, x̄J > 0, sJ 6 0, sTJ x̄J = 0,

x̄Jc 6 0, sJc > 0, sTJc x̄Jc = 0.

Par convexité, ces conditions suffisent à montrer que x̄ est aussi solution du second
problème.

4.15. Les contraintes sont qualifiées en x = 0, car on a TxX = T′
xX = {d ∈ R2 : d2 = 0}.

Cependant, les conditions de qualification de Mangasarian-Fromovitz n’ont pas lieu
puisque ∇c1(0) +∇c2(0) = (0 − 1)T + (0 1)T = 0.

4.16. Dans le cas contraire, il existerait une suite {xk} ⊆ X convergeant vers x et une suite
{αk} ⊆ Rm\{0} tels que l’on ait

∑

i∈E∪I(αk)i∇ci(xk) = 0, (αk)I > 0 et (αk)
T

I cI(xk)
= 0. Comme αk 6= 0, par homogénéité des conditions précédentes, on peut supposer
que ‖αk‖ = 1. On pourrait alors extraire une sous-suite telle que αk → α 6= 0. À la
limite dans les conditions précédentes, on trouverait

∑

i∈E∪I αi∇ci(x) = 0, αI > 0

et αT

I cI(x) = 0, ce qui montrerait que (QC-MF) ne serait pas vérifié en x.

4.17. On cherche un vecteur d petit; il est donc naturel de considérer le problème
min{ 1

2
‖d‖22 : AEd = vE, AJd 6 vJ}. Grâce à (4.39), ce problème est réalisable

et son unique solution vérifie (les contraintes sont qualifiées, soit par (QC-A) ou
(QC-MF)) : ∃λ ∈ RmE+mJ tel que d + AT

EλE + AT

JλJ = 0, AEd = vE , AJd 6 vJ ,
λJ > 0 et λT

J(AJd − vJ ) = 0. En multipliant l’équation d’optimalité par d et en
utilisant la complémentarité, on trouve ‖d‖22 = −λT

EvE − λT

JvJ 6 ‖λ‖2‖v‖2. Il reste
à montrer qu’il existe une constante C telle que ‖λ‖2 6 C‖d‖2.
Ceci ne dépend pas du d particulier que l’on vient de calculer. Montrons donc qu’il
existe une constant C telle que si h ∈ Rn et λ ∈ Rm vérifient h+AT

EλE +AT

JλJ = 0
et λJ > 0, alors ‖λ‖ 6 C‖h‖ (pour des normes arbitraires). S’il n’en était pas ainsi,
on pourrait trouver deux suites de vecteurs {hk} et {λk} tels que hk + AT

E(λk)E +
AT

J(λk)J = 0, (λk)J > 0 et ‖λk‖ > k‖hk‖. Donc ‖λk‖ 6= 0 et on peut extraire
une sous-suite convergente de λk/‖λk‖ → ν. On passe ensuite à la limite lorsque
k → ∞ dans les relations précédentes après les avoir divisées par ‖λk‖ pour trouver:
AT

EνE + AT

JνJ = 0, νJ > 0 et ν 6= 0. Ceci serait en contradiction avec (4.39).

4.18. Le point (ii) s’écrit ∇f(x∗)
Tv > 0 pour tout v ∈ T′

x∗
X, ce qui est équiva-

lent à ∇f(x∗) ∈ (T′
x∗
X)+, encore équivalent à (i) (c’est la démonstration du

théorème 4.32). Évidemment, (iii) implique (ii), puisque l’on déduit de (iii) que
∇f(x∗)

Tv > 0 pour tout v ∈ Tx∗ X = T′
x∗
X (par qualification des contraintes

en x∗). Il reste à montrer que (ii) ⇒ (iii). Comme T′
x∗
X est une convexe fermé mon

vide, il existe un v∗ ∈ T′
x∗
X tel que dT′

x∗
X(v) = ‖v − v∗‖2. Alors

∇f(x∗)
Tv + α dTx∗ X(v) = ∇f(x∗)

Tv∗ +∇f(x∗)
T(v − v∗) + α‖v − v∗‖2

> ∇f(x∗)
Tv∗ + (α− ‖∇f(x∗)‖2)‖v − v∗‖2

> 0.

4.19. Si (QC-MF) n’a pas lieu, on a l’identité énoncée avec λ0 = 0. Dans le cas contraire,
il existe d̂ ∈ Rn tel que c′E(x) · d̂ = 0 et c′I0(x)(x) · d̂ < 0 (proposition 4.42). Alors

d ∈ TxX implique que ∇f(x)Td > 0 (on prend ǫ > 0 et dǫ = d + ǫd̂ qui vérifie
c′E(x)·dǫ = 0 et c′I0(x)(x)·dǫ < 0; par hypothèse, ∇f(x)Tdǫ = ∇f(x)Td+ǫ∇f(x)Td̂ >

0; on utilise alors le fait que ǫ > 0 est arbitraire). Autrement dit ∇f(x) ∈ (TxX)+.
On en déduit (4.33).
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Réciproquement, supposons qu’il existe d ∈ Rn tel que f ′(x) · d < 0, c′E(x) · d = 0 et
c′I0(x)(x) · d < 0. On déduit des conditions de Fritz-John que λ0 = 0 et que λI = 0;
donc

∑

i∈E λi∇ci(x) = 0 et λE 6= 0, ce qui contredit la surjectivité de c′E(x).

4.20. Si x∗ n’est pas un point stationnaire isolé, il existe une suite de points stationnaires
{xk} ⊆ X telle que xk → x∗, xk 6= x∗. Comme {xk} ⊆ X, en extrayant une sous-
suite au besoin, on a dk := (xk−x∗)/‖xk−x∗‖ → d, avec d ∈ Tx∗ X \{0}. Montrons
que d ∈ C∗ \ {0} ou encore que f ′(x∗) · d = 0. Pour cela, on utilise la stationnarité
de xk : il existe λk tel que

∇f(xk) +
∑

i∈E∪I

(λk)i∇ci(xk) = 0, (λk)I > 0 et (λk)
T

I cI(xk) = 0.

Le suite {λk} est bornée (sinon en divisant ces conditions par ‖λk‖ 6= 0 et en passant
à la limite, on montrerait que (QC-MF) n’a pas lieu) et on peut encore extraire une
sous-suite d’indices tels que λk → λ∗. Par passage à la limite dans les conditions
ci-dessus, on voit que λ∗ ∈ Λ∗. D’autre part, pour i ∈ I0∗ , on a 0 = (λk)ici(xk) =
(λk)ic

′
i(x∗) · (xk − x∗) + o(‖xk − x∗‖). Par passage à la limite, après avoir divisé

par ‖xk − x∗‖, on obtient : (λ∗)ic
′
i(x∗) · d = 0, ∀i ∈ I0∗ . Dès lors : f ′(x∗) · d =

−∑i∈E∪I(λ∗)ic
′
i(x∗) · d = 0.

Il reste à exhiber une contradiction, ce qui ne semble pas pouvoir s’obtenir par un
simple développement du gradient du lagrangien. On s’y prend comme suit. On
considère la fonction

t ∈ [0, 1] 7→ ϕk(t) := ∇xℓ(xt, λt)
T(xk − x∗)− (λk − λ∗)

Tc(xt),

où (xt, λt) := (1 − t)(x∗, λ∗) + t(xk, λk). Dans ce qui suit, on suppose k suffisam-
ment grand. On a alors ϕk(0) = −(λk−λ∗)

Tc(x∗) = −λT

kc(x∗) = 0 et ϕk(1) =
−(λk−λ∗)

Tc(xk) = λT

∗c(xk) 6 0. Comme ϕk est continue sur [0, 1] et dérivable sur
]0, 1[, le théorème de Rolle implique l’existence d’un tk ∈ ]0, 1[ tel que

0 > ϕ′
k(tk) = (xk − x∗)

TL(xtk , λtk)(xk − x∗)

On divise par ‖xk − x∗‖2 et on passe à la limite pour obtenir dTL∗d 6 0, en contra-
diction avec (4.63), puisque d ∈ C∗ \ {0}.

4.21. 1) Le cône tangent à X̃λ∗ en x∗ est inclus dans son cône linéarisant qui n’est autre
que C∗ par la proposition 4.29 et la formule (4.45c). Puis on observe que (QC-A) ou
(QC-IL) assure que l’on a égalité entre ces deux cônes.

2) Soit d ∈ C∗. Par le point 1, il existe alors des suites {xk} ⊆ X̃λ∗ et {tk} ↓ 0 telles
que (xk −x∗)/tk → d. En développant au deuxième ordre ℓ(·, λ∗) en xk autour de x∗
et en utilisant la nullité du gradient du lagrangien en (x∗, λ∗), on a

ℓ(xk, λ∗) = ℓ(x∗, λ∗) +
1

2
〈L∗(xk − x∗), xk − x∗〉+ o(‖xk − x∗‖2).

Clairement ℓ(x∗, λ∗) = f(x∗) et ℓ(xk, λ∗) = f(xk) [xk ∈ X̃λ∗ ] > f(x∗) pour k
assez grand [optimalité de x∗, {xk} ⊆ X̃λ∗ ⊆ XEI et xk → x∗]. Dès lors, 0 6

〈L∗(xk − x∗), xk − x∗〉 + o(‖xk − x∗‖2). En divisant cette inégalité par t2k et en
passant à la limite, on trouve que 〈L∗d, d〉 > 0.

3) On peut raisonner par l’absurde en disant que si l’égalité du point 1 avait lieu
pour un certain λ∗ ∈ Λ∗, alors la propriété du point 2 serait aussi vraie (par le
raisonnement tenu au point 2) : on aurait alors des conditions d’optimalité du second
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ordre semi-fortes. Or on sait que ce n’est pas le cas dans cet exemple (∀λ∗ ∈ Λ∗,
∃ d ∈ C∗, tel que 〈L∗d, d〉 < 0). Donc l’égalité du point 1 ne peut avoir lieu.

On peut aussi le montrer directement. Comme au moins un multiplicateur est non
nul (car leur somme vaut 1) et que X̃λ∗ décroît lorsqu’il y a plus de multiplicateurs
non nuls, il suffit de montrer que Tx∗ X̃λ∗ 6= C∗ lorsqu’il y a un unique multiplicateur
non nul. Supposons que seul (λ∗)1 6= 0 (on raisonne de la même manière pour les
autres cas), si bien que λ∗ = (1, 0, 0). Alors L∗ = Diag(2,−2, 0), ce qui suggère
de montrer que d := (0, 1, 0) n’est pas dans Tx∗ X̃λ∗ (alors qu’il est dans C∗, car
d3 = 0). S’il l’était, il existerait des suites {xk} ⊆ X̃λ∗ et {tk} ↓ 0 telles que xk/tk ≡
(xk − x∗)/tk → d. La première contrainte est active dans X̃λ∗ et s’écrit donc x3 =
(x1 + x2)(x1 − x2), soit en xk : (xk)3 = ((xk)1 + (xk)2)((xk)1 − (xk)2). En divisant
chaque membre par t2k et en passant à la limite, on obtient la contradiction 0 = −1.

4.22. [(i)] C’est évident à partir du point (iii) de la proposition 4.68.

[(ii)] Soit y ∈ F. Alors p := c′(x)d− ty ∈ Tc(x)K pour t > 0 assez petit, si bien que
y = c′(x)(d/t) − p/t ∈ c′(x)E − Tc(x)K, ce qui montre que la condition (iii) de la
proposition 4.68 a lieu.

4.23. 1) Soit d ∈ TxXQG. Alors, il existe des suites {xk} ⊆ XQG et {tk} ↓ 0 telles que
(xk−x)/tk → d. Comme xk et x ∈ Q, on a certainement d ∈ TxQ. Ensuite, par la dif-
férentiabilité de c, il vient c(xk) = c(x)+c′(x)(xk−x)+o(‖xk−x‖). En divisant cette
identité par tk et en prenant la limite en k, on obtient (c(xk) − c(x))/tk → c′(x)d.
Comme c(xk) et c(x) ∈ G, on en déduit que c′(x)d ∈ Tc(x)G.

2) Soit K := (Tx∗ Q)+ × (Tc(x∗)G)+. Les ensembles (Tx∗ Q)+ et (Tc(x∗)G)+ étant
des cônes convexes fermés contenant zéro, le dual de K s’écrit K+ = (Tx∗ Q) ×
(Tc(x∗)G) (point 8 de la proposition 2.43). Ensuite,

∇f(x∗) ∈ (Tx∗ XQG)+ [Peano-Kantorovitch (4.12)]

= (T′
x∗
XQG)+ [qualification (4.140)]

= {d ∈ Tx∗ Q : c′(x∗)d ∈ Tc(x∗)G}+ [(4.139)]

= {d ∈ E : c̃′(x∗)d ∈ K+}+ [avec c̃ définie par (D.1)]

= c̃′(x∗)∗(K) [lemme de Farkas]

= (Tx∗ Q)+ + c′(x∗)∗
[
(Tc(x∗)G)+

]

= (Tx∗ Q)+ + c′(x∗)
∗ [(Tc(x∗)G)+

]
[qualification (4.140)].

Ceci signifie que l’on peut trouver −λ∗ ∈ (Tc(x∗)G)+ = −Nc(x∗)G tel que ∇f(x∗) +
c′(x∗)

∗λ∗ ∈ (Tx∗ Q)+; c’est bien (4.141).

3) Commençons par montrer que l’équivalence (4.142) ⇔ (D.2).

[(4.142) ⇒ (D.2)] On montre (D.2) par sa forme équivalente (voir la proposi-
tion 4.68):

c̃′(x0)E− Ta
c̃(x0) G̃ = E× F. (D.32)

Soit (u, v) ∈ E× F. Par (4.142), on peut trouver un t > 0 tel que

v − c′(x0)u ∈ t
(

c(x0) + c′(x0)(Q− x0)−G
)

ou
v ∈ c′(x0)[t(Q− x0) + u]− t(G− c(x0)).

Ceci implique qu’il existe un d ∈ t(Q− x0) + u tel que v ∈ c′(x0)d− t(G− c(x0)),
ce qui conduit à
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(
u
v

)

∈
(

d
c′(x0)d

)

− t

(
Q− x0

G− c(x0)

)

= c̃′(x0)d− t(G̃− c̃(x0)) ⊆ c̃′(x0)E−Ta
c̃(x0) G̃.

Donc (D.32) a bien lieu.
[(4.142) ⇐ (D.2)] Pour obtenir (4.142), il suffit de montrer que 0 est obsorbant
dans c(x0) + c′(x0)(Q − x0) − G. Soit donc v ∈ F; il s’agit de trouver un t > 0
tel que v ∈ t[c(x0) + c′(x0)(Q − x0) − G]. Nous utilisons à nouveau le fait que la
condition (D.2) est équivalente à (D.32). Par conséquent, (0, v) ∈ E × F est un
élément de l’ensemble du membre de gauche de (D.32): il existe d ∈ E et t > 0 tels
que (0, v) ∈ c̃′(x0)d− t(G̃− c̃(x0)) ou

(
0
v

)

∈
(

d
c′(x0)d

)

− t

(
Q− x0

G− c(x0)

)

.

Dès lors, v ∈ c′(x0)[t(Q− x0)]− t(G− c(x0)) ou v ∈ t[c(x0) + c′(x0)(Q− x0)−G],
comme souhaité.

Supposons à présent que (4.142) ait lieu. Alors (D.2) a également lieu, par l’équivalence
démontrée précédemment, et donc, c̃ est qualifiée en x0 pour représenter c̃−1(G̃) =
XQG par la proposition 4.69. Ceci signifie que

{
Tx0 XQG = {d ∈ E : c̃′(x0)d ∈ Tc̃(x0) G̃}
c̃′(x0)

∗[(Tc̃(x0) G̃)+] est fermé.
(D.33)

Comme

c̃′(x0)d =

(
d

c′(x0)d

)

et Tc̃(x0) G̃ = Tx0 Q× Tc(x0)G,

la première propriété dans (D.33) est la première propriété dans (4.140). Par ailleurs,
on a successivement (la seconde égalité vient du point 8 de la proposition 2.43)

(

Tc̃(x0) G̃
)+

=
(
Tx0 Q× Tc(x0)G

)+
= (Tx0 Q)+ ×

(
Tc(x0)G

)+
,

c̃′(x0)
∗
[(

Tc̃(x0) G̃
)+
]

= (Tx0 Q)+ + c′(x0)
∗
[(
Tc(x0)G

)+
]

.

Dès lors, la seconde propriété dans (D.33) est la seconde propriété dans (4.140).

4) Par le théorème 4.58, on sait que (D.2), donc (4.142), est équivalent à l’existence
d’un µ > 0 tel que pour tout (x, y) ∈ E× (E× F) proche de (x0, 0), on a

dist(x, c̃−1(y + G̃)) 6 µ dist(c̃(x), y + G̃).

En posant y = (q, g), on obtient c̃−1(y+ G̃) = c̃−1((q+Q)× (g+G)) = {x ∈ q+Q :
c(x) ∈ g + G} = Xqg

QG et dist(c̃(x), y + G̃) = dist((x, c(x)), (q + Q) × (g + G)) =
dist(x, q + Q) + dist(c(x), g + G), pour une définition appropriée de la distance sur
l’espae produit E× F. L’énégalité précédente s’écrit donc comme en (4.143).

4.24. 1) La fonction valeur v est convexe grâce à la convexité du problème de gauche
(proposition 4.75). En sommant les contraintes du problème perturbé, on trouve
p1+p2 6 −2x2

1 6 0, si bien que lorsque p1+p2 > 0, les contraintes sont incompatibles
et v(p) = +∞. Si p1 + p2 = 0, on déduit de ce qui précèse que x1 = 0 ; alors x2 = p1
est seul à vérifier les contraintes ; on a aussi v(p) = p1. Si p1+p2 6 −α2/2, on vérifie
aisément que le problème perturbé a pour unique solution primale (−α/2, p1+α2/4)
et donc pour valeur optimale v(p) = p1−α2/4. Enfin si p1+p2 ∈ ]− α2/2, 0[, l’unique
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solution primale est à une intersection des paraboles, soit en (− sgn(α)
√

|p1+p2|/2,
(p1−p2)/2), ce qui donne v(p) = (p1 − p2)/2− |α|

√
|p1 + p2|/2.

2) Si α = 0, v est linéaire sur son domaine {p : p1 + p2 6 0} ; donc cette fonction
linéaire p 7→ p1 est dans ∂v(0) et v est sous-différentiable en zéro. À l’inverse si
α 6= 0, l’opposée de la racine carrée rend v non différentiable en zéro ; en effet,
quel que soit p ∈ (dom v)−◦ = {p : p1 + p2 < 0}, la dérivé directionnelle v′(0; p) =
(p1 − p2)/2 − |α|

√
|p1 + p2|/2(limt↓0

√
t/t) = −∞, ce qui implique que ∂v(0) = ∅

(proposition 3.62).

3) Soit p∗ ∈ ∂v(0) ; alors, pour tout p ∈ dom v = {p ∈ R2 : p1 + p2 6 0}, on
a p1 = v(p) > v(0) + (p∗)Tp = p∗1p1 + p∗2p2 ; en prenant p1 = −p2 = ±1, on
trouve que p∗1 = p∗2 + 1 ; en prenant p1 = −1 et p2 = 0, on trouve que p∗1 > 1.
Inversément, si 1 6 p∗1 = p∗2 +1, on a p∗2 > 0 et donc, pour tout p ∈ dom v, on trouve
p∗1p1 + p∗2p2 = p∗2(p1 + p2) + p1 6 p1. Un multiplicateur λ∗ ∈ R2 est optimal en la
solution x∗ = 0 s’il vérifie ∇f(0)+(λ∗)1∇c1(0)+(λ∗)2∇c2(0) = 0, 0 6 λ∗ ⊥ c(0) 6 0,
ce qui se récrit 1− (λ∗)1+(λ∗)2 = 0 et (λ∗)1 > 0 ; on retrouve donc bien les éléments
de ∂v(0).

4.25. En utilisant la proposition 1.13, on voit que le problème peut se récrire comme suit
{
min(x,v)∈E×R v
maxi∈[1 :m] fi(x) 6 v

ou
{
min(x,v)∈E×R v
fi(x) 6 v, ∀ i ∈ [1 :m].

Soit x̄ une solution du problème original et v = f(x̄). Alors (x̄, v) est solution de ce
dernier problème. De plus, (QC-MF) est vérifiée en ce point, car si

∑

i∈[1 :m]

αi

(
∇fi(x̄)
−1

)

= 0 et α > 0,

on a
∑

i∈[1 :m] αi = 0 et α > 0, si bien que α = 0. On introduit le lagrangien ℓ du prob-
lème, qui en (x, v, λ) ∈ E×R×R prend la valeur ℓ(x, v, λ) = v+

∑

i∈[1 :m] λi(fi(x)−v).
Par les conditions d’optimalité de KKT (4.33), il existe alors un multiplicateur op-
timal λ̄ ∈ Rm tels que







∑

i∈[1 :m] λ̄i∇fi(x̄) = 0
∑

i∈[1 :m] λ̄i = 1

0 6 λ̄ ⊥ (f(x̄)− ve) 6 0.

Si i /∈ I , alors fi(x̄) < v et donc λ̄i = 0 par complémentarité. On a donc bien obtenu
les conditions énoncées avec αI = λ̄I .

4.26. Le lagrangian ℓ : R2 × R2 → R du problème est défini en (x, λ) par ℓ(x, λ) =
− 1

2
(x2

1 + x2
2) + λ1(x

2
1 − x2 − 1) + λ2(−x1). Son gradient et sa hessienne s’écrivent

∇xℓ(x, λ) =

(
−x1 + 2λ1x1 − λ2

−x2 − λ1

)

et L ≡ ∇2
xxℓ(x, λ) =

(
2λ1 − 1 0

0 −1

)

.

On trouve donc comme points stationnaires et unique multiplicateur associé :

x = 0 et λ = 0, (D.34a)

x = (0,−1) et λ = (1, 0), (D.34b)

x = (
√
2/2,−1/2) et λ = (1/2, 0). (D.34c)
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On se trouve donc dans le cas plus simple où il n’y a qu’un unique multiplciateur
associé à chaque point stationnaire. Le cône critique C dépend des contraintes actives.
Examinons chaque point stationnaire.

1) Pour le point-stationnaire (D.34a), on a C = {d ∈ R2 : d1 > 0} et L =
Diag(−1,−1). Pour tout d ∈ C\{0}, on a dTLd = −‖d‖2, qui n’est pas > 0.
Dès lors, x = 0 n’est pas un minimum local. Le fait que dTLd < 0 pour tout
d ∈ C\{0} ne permet pas de conclure que l’on a un maximum local strict.
Pour cela, on doit examiner le problème qui consiste à maximiser la même fonc-
tion sous les mêmes contraintes. Le lagrangien de ce dernier problème s’écrit
ℓ̃(x, λ) = 1

2
(x2

1 + x2
2) + λ1(x

2
1 − x2 − 1) + λ2(−x1), si bien que

∇xℓ̃(x, λ) =

(
x1 + 2λ1x1 − λ2

x2 − λ1

)

et L̃ ≡ ∇2
xxℓ̃(x, λ) =

(
2λ1 + 1 0

0 1

)

.

On voit que (x, λ) = (0, 0) est l’unique point stationnaire de ce problème de
maximisation. Le cône critique associé est toujours C̃ = {d ∈ R2 : d1 > 0} et on
a dTL̃d = ‖d‖2 > 0 pour tout d ∈ C̃\{0}. On peut donc en conclure que x = 0
est un maximum local strict (c’est en fait un maximum global).

2) Pour le point-stationnaire (D.34b), on a C = {d ∈ R2 : d1 > 0, d2 = 0} et
L = Diag(1,−1). Alors, dTLd = d21 > 0 pour tout d ∈ C\{0}. Dès lors, x = (0,−1)
est un minimum local strict (mais pas un minimum global, car le problème est
non borné).

3) Pour le point-stationnaire (D.34c), on a C = {d ∈ R2 : d2 =
√
2d1} et L =

Diag(0,−1). Alors, dTLd = −d22, qui n’est pas > 0 pour tout d ∈ C\{0}. Dès
lors x = (

√
2/2,−1/2) n’est pas un minimum local. Comme ce n’est pas un point

stationnaire du problème de maximisation, on ne peut en dire plus.

Prolégomènes à l’algorithmique

5.2. [Proposition 5.4] Si {xk} converge q-linéairement, il existe un réel τ ∈ [0, 1[ et un
indice k1 tels que pour tout k > k1 on ait ‖xk+1 − x∗‖ 6 τ‖xk − x∗‖. En divisant
par ‖x∗‖ 6= 0 et appliquant − log10 aux deux membres de l’inégalité, on obtient
σk+1 > σk + σ. La réciproque s’obtient effectuant l’opération inverse.

[Proposition 5.6] Si {xk} converge q-superlinéairement, ‖xk+1 − x∗‖/‖xk − x∗‖ =
(‖xk+1−x∗‖/‖x∗‖)/(‖xk−x∗‖/‖x∗‖) → 0. En appliquant − log10, on obtient σk+1−
σk → ∞. La réciproque s’obtient effectuant l’opération inverse.

[Proposition 5.11] Si {xk} converge q-quadratiquement, ‖xk+1−x∗‖ 6 C0 ‖xk−x∗‖2.
En divisant par ‖x∗‖ 6= 0 et en appliquant − log10, on obtient σk+1 > 2σk + C.
La réciproque s’obtient effectuant l’opération inverse. Ensuite en divisant les deux
membres de σk+1 > 2σk + C par σk > 0, qui tend vers +∞, et en prenant la limite
inférieure lorsque k → ∞, on obtient le dernier résultat.

5.3. [Proposition 5.7] Si {xk} converge q-superlinéairement, ‖xk+1−x∗‖/‖xk −x∗‖ → 0.
Par (5.2) et l’équivalence de norme on en déduit que ‖F (xk+1)‖/‖F (xk)‖ → 0.
En prenant le logarithme, on obtient le résultat. La réciproque s’obtient effectuant
l’opération inverse.

[Proposition 5.13] Si {xk} converge q-quadratiquement, ‖xk+1−x∗‖ = O(‖xk−x∗‖2).
Par (5.2) et l’équivalence de norme on en déduit que ‖F (xk+1)‖ = O(‖F (xk)‖2).
En prenant le logarithme, on obtient le résultat. La réciproque s’obtient effectu-
ant l’opération inverse. Ensuite en divisant les deux membres de log ‖F (xk+1‖ 6
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2 log ‖F (xk)‖ + C par log ‖F (xk)‖, qui tend vers −∞, et en prenant la limite in-
férieure lorsque k → ∞, on obtient le dernier résultat.

5.4. 1) Si {xk} converge quadratiquement vers x∗, elle converge superlinéairement et
donc sk ∼ (xk − x∗) (lemme 5.8). Alors l’inégalité de la définition (5.10) conduit
à l’existence d’une constante C′ > 0 telle que ‖sk+1‖ 6 C′‖sk‖2, c’est-à-dire à la
convergence quadratique de {sk} vers zéro.

2) Si {xk} est telle que la suite des déplacements {sk} converge quadratiquement vers
zéro, celle-ci converge superlinéairement. Alors par le point 2 de la proposition 5.9,
la suite {xk} est de Cauchy et converge superlinéairement vers une limite x∗. Par le
lemme 5.8, on a alors sk ∼ (xk − x∗) et de la convergence quadratique de {sk}, on
déduit celle de {xk}.

5.5. 1) En développant ‖xk+1 − x‖2 6 ‖xk − x‖2, on voit que x ∈ C({xk}) ssi
〈xk − xk+1, xk + xk+1 − 3x〉 > 0. L’affinité en x de cette dernière expression permet
d’écrire C({xk}) comme une intersection de demi-espaces fermés; cet ensemble est
donc un convexe fermé.

2) Soit x ∈ C({xk}), qui est non vide. Par récurrence, on a ‖xk − x‖ 6 ‖x0 − x‖,
dont on déduit la bornitude de {xk}.
3) Comme x̄ ∈ C({xk}), on a pour tout k : ‖xk+1 − x̄‖ 6 ‖xk − x̄‖. Alors la suite
{‖xk−x̄‖} converge et ce ne peut être que vers zéro car, x̄ étant un point d’adhérence
de {xk}, une sous-suite de {‖xk − x̄‖} converge vers zéro.

4) C’est clair : pour tout x ∈ C({xk}), ‖xk+1 − x‖ 6 ‖xk − x‖ et donc xk+1 ∈
B̄(x, ‖xk − x‖).

5.6. On écrit f comme un lagrangien en introduisant un état adjoint p : [0, T ] →
Rn que l’on définit plus loin. On a f(u) =

∫ T

0
[J(y(t, u), u(t), t) + p(t)T(ẏ(t) −

ϕ(y(t, u), u(t), t))] dt+JT (y(T, u)), lorsque y est solution de l’équation d’état (5.24).
En intégrant par parties, on trouve f(u) =

∫ T

0
[J(y(t, u), u(t), t) − ṗ(t)Ty(t, u) −

p(t)Tϕ(y(t, u), u(t), t)] dt+ p(T )Ty(T, u)− p(0)Ty0 + JT (y(T, u)). En dérivant f ′(u) ·
v =

∫ T

0
[J ′

y(y(t), u(t), t) · (y′(t, u) · v) + J ′
u(y(t), u(t), t) · v(t) − ṗ(t)T(y′(t, u) · v) −

p(t)T(ϕ′
y(y(t), u(t), t) · (y′(t, u) · v) + ϕ′

u(y(t), u(t), t) · v(t))] dt+ p(T )T(y′(T, u) · v) +
(JT )′(y(T )) · (y′(T, u) · v). Ceci conduit à l’état adjoint défini dans l’énoncé, ainsi
qu’à la valeur de f ′(u) · v donnée.

5.8. Considérons d’abord le code linéaire tangent. On se rappelle que ẋ = −A−1ȦA−1b+
A−1ḃ. Dès lors, après avoir calculé x := A−1b, on obtient ẋ par ẋ := A−1(ḃ − Ȧx).
Intéressons-nous à présent au code adjoint. On se place dans le cadre de l’exercice 5.7
en notant ϕ(A, b) := A−1b l’instruction à valeurs vectorielles qui définit la solution
du système linéaire. Si on introduit x := A−1b et z := A−Tx, on a xTϕ′(A, b) ·
(H,d) = xT(−A−1HA−1b + A−1d) = zT(−Hx + d). Alors, d’après (5.34), Aij :=
Aij + xTϕ(A, b) · (Eij , 0) = Aij − zixj . Vectoriellement, cela s’écrit A := A − zxT.
De même bi := bi + xTϕ(A, b) · (0, ei) = bi + zi ou vectoriellement b := b+ z. Comme
la valeur précédente de la variable x qui est modifiée par l’instruction n’intervient
pas dans ce calcul (elle est « écrasée » par l’instruction), on doit annuler x à la fin
de code adjoint (c’est ce qu’exprime la dernière instruction de (5.34)). On remarque
enfin, que l’on peut stocker z dans x.

Si le code original s’écrit b := A−1b, le code tangent devient

b := A−1b, ḃ := A−1(ḃ− Ȧb)
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et le code adjoint devient

b := A−1b, b := A−Tx, A := A− bbT.

Ces instructions peuvent s’obtenir avec le même raisonnement que ci-dessus. On peut
aussi considérer que le code original est formé des deux instructions x := A−1b et
b := x, dont les codes tangent et adjoint s’écrivent

x := A−1b, ẋ := A−1(ḃ− Ȧx), ḃ := ẋ

x := A−1b, x := A−Tx, b := b+ x, A := A− xxT, x := 0.

En observant qu’à la première utilisation x = 0 (x n’existe pas dans le code). En
simplifiant on retrouve les codes proposés ci-dessus.

5.9. Le code direct s’écrit

f :=
1

2
xTAx+ bTx

ḟ := (Ax+ b)Tẋ+ ḃTx+
1

2
xTȦx.

Le code adjoint s’écrit

f :=
1

2
xTAx+ bTx

x := x+ f(Ax+ b)

b := b+ fx

A := A+
1

2
f xxT

f := 0.

Méthodes à directions de descente

6.1. 1) Les courbes de niveau étant des ellipses, la fonction est soit strictement convexe,
soit strictement concave. La direction du gradient en y montre qu’elle est strictement
concave (faire une coupe le long de la droite y+R∇f(y)); la courbe de niveau encercle
une « colline » de f . C’est donc dans le dessin A que d est de descente.

2) On élève l’inégalité au carré et on développe : ‖∇f(x) + αd‖2 = ‖∇f(x)‖2 +
2α〈∇f(x), d〉+α2‖d‖2 6 ‖∇f(x)‖2. On en déduit que 〈∇f(x), d〉 6 −(α/2)‖d‖2 < 0,
car α > 0 et d 6= 0. Donc d est une direction de descente de f en x.

6.2. 1) Il suffit d’écrire l’inégalité de convexité en x et y : f(x) + f ′(x) · (y − x) 6 f(y) <
f(x). On en déduit que f ′(x) · (y− x) < 0, ce qui montre que y− x est une direction
de descente de f en x.

2.a) En utilisant la formule du max, on a D := {d ∈ R2 : gTd 6 0, ∀g ∈ ∂f(x)} =
∂f(x)− (le cône dual négatif de ∂f(x)). On en déduit que l’ensemble D est le cône
représenté ci-dessous.

∂f(x)
0

D
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2.b) En prenant f : R2 → R définie en x ∈ R2 par f(x) = max(x1 + αx2, x1 − αx2),
avec α > 0, on trouve ∂f(0) = co{(1, α), (1,−α)}. Par la formule du max : f ′(0; d) =
d1 + α|d2|, si bien que D = {d ∈ R2 : α|d2| 6 −d1}. Donc si α > 1, d = (−1, α) est
dans −∂f(0) mais pas dans D.

2.c) Par définition de la projection, on a pour tout g ∈ ∂f(x) : 〈g − p, p− 0〉 > 0 ou
〈g,−p〉 6 −‖p‖2. Par la formule du max, on a f ′(x;−p) 6 −‖p‖2.
3) Soit ν(·) := ‖·‖. La fonction f = ν◦F a des dérivées directionnelles, car il s’agit de
la composition de deux fonctions ayant des dérivées directionnelles avec la seconde ν
lipschitzienne. Si on note r(x) := F (x)+F ′(x)·d, on a f ′(x;d) = ν′(F (x);F ′(x)·d) =
ν′(F (x); r(x)−F (x)) = limt↓0

1
t
(‖F (x)+ t[r(x)−F (x)]‖−‖F (x)‖). Par convexité de

la norme, on a ‖F (x)+ t[r(x)−F (x)]‖ 6 t‖r(x)‖+(1− t)‖F (x)‖, dès que 0 6 t 6 1,
si bien que f ′(x;d) 6 ‖r(x)‖ − ‖F (x)‖ < 0.

6.3. On considère l’algorithme suivant, qui s’inspire de l’algorithme de Fletcher-Lemaré-
chal déterminant un pas de Wolfe (l’algorithme 6.6).

Algorithme D.1 (détermination d’un pas de Goldstein)

1. Soient α := 0, α := +∞, τi ∈ ]0, 1
2
[ et τe > 1;

On se donne un premier pas α > 0;
2. Répéter :

2.1. Si (6.10a) n’est pas vérifiée avec αk = α;
2.2. Alors α = α et on choisit un nouveau pas α dans l’intervalle

[(1−τi)α+ τiα, τiα+ (1−τi)α]; (D.35)

2.3. Sinon
2.3.1. Si (6.10b) est vérifiée avec αk = α,
2.3.2. Alors on sort avec αk = α;
2.3.3. Sinon

2.3.3.1. α = α;
2.3.3.2. Si α = +∞;
2.3.3.3. Alors choisir un nouveau pas α ∈ [τeα,∞[;
2.3.3.4. Sinon choisir un nouveau pas α dans l’intervalle (D.35).

Les conditions de terminaison finie de l’algorithme D.1 sont semblables à celles de
l’algorithme de Fletcher-Lemaréchal pour la détermination d’un pas de Wolfe (propo-
sition 6.7), à savoir : si dk est une direction de descente de f en xk, si hk : R+ → R
définie par (6.8) est continue, dérivable en zéro et bornée inférieurement et si
0 < ω1 < ω′

1 < 1, alors l’algorithme ci-dessus trouve un pas αk > 0 vérifiant les
conditions (6.10) en un nombre fini d’étapes. Démontrons cette affirmation.

On raisonne par l’absurde en supposant que la boucle « répéter » (instruction 2) est
parcourue indéfiniment. Pour la même raison que dans l’algorithme 6.6 ((6.10a) est
vérifiée pour des pas α→ +∞), l’instruction 2.3.3.3 n’est exécutée qu’un nombre fini
de fois et donc α < +∞ après un nombre fini d’étapes. Ensuite les nouveaux pas-
candidats α sont choisis dans l’intervalle ]α, α[ avec α→ α̂ et α→ α̂ pour un certain
α̂ > 0 (on ne peut avoir α̂ = 0 car (6.10a) est vérifiée pour α petit). En passant
à la limite dans hk(α) > hk(0) + ω1αh

′
k(0), on trouve hk(α̂) > hk(0) + ω1α̂h

′
k(0).

En passant à la limite dans hk(α) < hk(0) + ω′
1αh

′
k(0), on trouve hk(α̂) 6 hk(0) +
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ω′
1α̂h

′
k(0). Comme α̂ > 0, ω1 < ω′

1 et h′
k(0) < 0, les deux inégalités vérifiées par α̂

sont contradictoires.

6.4. Par hypothèse, on dispose d’une direction d ∈ E telle que f ′(x) · d < 0. Soit
∇f(x) le gradient de f en x pour un produit scalaire 〈·, ·〉 équipant E. On considère
l’application σ : (u, v) 7→ 〈Su, v〉, où

S := I − ∇f(x)⊗∇f(x)
〈∇f(x), d〉 − d⊗ d

‖d‖2 ,

où I est l’identité sur E et u ⊗ v : E → E est l’opérateur défini en z ∈ E par (u ⊗
v)z = 〈v, z〉u (on reconnaît la formule de BFGS (11.9) de mise à jour de l’identité).
Comme S est suto-adjoint et défini positif pour le produit scalaire 〈·, ·〉, l’application
bilinéaire σ est un produit scalaire sur E. Par ailleurs, on a Sd = −∇f(x), si bien que
le gradient de f pour le produit scalaire σ, qui vaut S−1∇f(x), n’est autre que −d.

Premiers algorithmes

7.1. [(i)] Soit g ∈ ∂f(x). Pour tout ḡ ∈ ∂f(x̄), on a par monotonie du sous-différentiel :
〈ḡ, x− x̄〉 6 〈g, x − x̄〉. En prenant ḡ = ε(x− x̄)/‖x − x̄‖ ∈ ∂f(x̄), on a ε‖x − x̄‖ 6

〈g, x− x̄〉 6 ‖g‖ ‖x− x̄‖. Dès lors x 6= x̄ =⇒ ‖g‖ > ε.

[(ii)] Si ‖x− x̄‖ 6 ε, l’hypothèse B̄ε ⊆ ∂f(x̄) implique qu’il existe ḡ ∈ ∂f(x̄) tel que
x− x̄ = ḡ ou x̄ = x− ḡ. Par l’équivalence (3.64), xp = x̄.

[(iii)] Pour x ∈ B̄(x̄, ε), xp = x̄ ne dépend plus de x et donc f̃(x) = f(x̄)+ 1
2
‖x̄−x‖2

qui est bien quadratique en x.

Optimisation quadratique

8.1. (i) Montrons d’abord que Ep ⊆ Kp par récurrence. L’inclusion est claire pour p = 1.
Supposons donc qu’elle est vérifiée pour p − 1 (avec p > 2) et montrons là pour
p. Comme Ep−1 ⊆ Kp−1 ⊆ Kp, il suffit de montrer que dp ∈ Kp. Mais dp =
−gp + βpdp−1 et dp−1 ∈ Ep−1 ⊆ Kp; il suffit donc de montrer que gp ∈ Kp. On
utilise pour cela le fait que gp = gp−1 + αp−1Adp−1, que gp−1 ∈ Ep−1 ⊆ Kp et que
Adp−1 ∈ AKp−1 ⊆ Kp.

L’inclusion réciproque Kp ⊆ Ep se montre aussi par récurrence. Elle est claire pour
p = 1. Supposons donc qu’elle est vérifiée pour p − 1 (avec p > 2) et montrons là
pour p. Par récurrence, il suffit de montrer que Ap−1g1 ∈ Ep. Comme Ap−2g1 ∈
Ep−1 = vect{d1, . . . , dp−1} et que pour i = 1, . . . , p − 2 on a par récurrence Adi ∈
AEi ⊆ AKi ⊆ Ki+1 ⊆ Ei+1 ⊆ Ep, il reste à montrer que Adp−1 ∈ Ep. Pour voir
cela, on écrit αp−1Adp−1 = gp − gp−1 ∈ Ep.

8.2. Comme dTi gj = 0 si j > i, on a pour 1 6 i < k

dTi dk = βkd
T

i dk−1 = βkβk−1 · · ·βi+1‖di‖2 > 0.

On en déduit

‖xk+1 − x1‖22 = ‖xk − x1‖22 + 2αkd
T

k(xk − x1) + α2
k‖dk‖22 > ‖xk − x1‖22,

car dTk(xk − x1) =
∑k−1

i=1 αid
T

kdi > 0. De manière similaire

‖xk+1 − x∗‖22 = ‖xk − x∗‖22 + 2αkd
T

k(xk − x∗) + α2
k‖dk‖22 < ‖xk − x∗‖22,
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car dTk(xk−x∗) = −∑p−1
i=k αid

T

kdi < 0 et dTk(xk−x∗)+αk‖dk‖22 = −∑p−1
i=k+1 αid

T

kdi <
0 (s’il faut p itérations pour converger).

(ii) On montre les trois relations suivantes : si k > 2 et gk 6= 0

(

dT1 (xk−x1)
)

‖dk‖22 >
(

dT1dk
)(

dTk(xk−x1)
)

(

dT1 (xk−x1)
)(

dTk(xk−x1)
)

>

(

dT1dk
)

‖xk−x1‖22 (D.36)
(

dT1 (xk−x1)
)

‖dk‖2 >
(

dT1dk
)

‖xk−x1‖2. (D.37)

Les deux premières s’obtiennent par récurrence en y substituant dk = −gk+βkdk−1,
‖dk‖22 = ‖gk‖22+β2

k‖dk−1‖22 et xk = xk−1+αk−1dk−1. En utilisant les deux premières
relations on trouve (dT1 (xk−x1))

2‖dk‖22 > (dT1 (xk−x1))(d
T

1dk)(d
T

k(xk−x1)) > (dT1dk)
2

‖xk−x1‖22, qui montre que la troisième relation a lieu.

Pour montrer la croissance stricte de l’angle entre x2 − x1 et xk − x1, on montre la
décroissance stricte de son cosinus multiplié par ‖x2 − x1‖/α1. Il s’agit de voir si

(

dT1 (xk+1−x1)
)2

‖xk+1 − x1‖22
<

(

dT1 (xk−x1)
)2

‖xk − x1‖22
.

En y substituant xk = xk−1 + αk−1dk−1, cette relation sera vérifiée ssi
(

dT1 (xk−x1)
)2

‖xk − x1‖22
>

2
(

dT1 (xk−x1)
)(

dT1dk
)

+ αk

(

dT1dk
)2

2
(

dTk(xk−x1)
)

+ αk‖dk‖22
.

Cette dernière inégalité se vérifie grâce aux relations (D.36) et (D.37).

8.3. Considérons l’algorithme des directions conjuguées dans lequel d̃k = −Pgk. D’après
(8.10), on a

dk =

{ −Pg1 si k = 1

−Pgk +
∑k−1

i=1

gTkPAdi
dTi Adi

di si k > 2.

Le procédé de Gram-Schmidt donne la première égalité de (ii). Pour la seconde, on
procède comme à l’exercice 8.1.

Ensuite, on a (iii) parce que gk est orthogonal à vect{d1, . . . , dk} (proposition 8.5).
En utilisant Asi = yi et les propriétés d’orthogonalité de (iii), on obtient pour k > 2

dk = −Pgk +
gTkPgk
dTk−1yk−1

dk−1.

Il reste à observer que dTk−1yk−1 = −dTk−1gk−1 = gTk−1Pgk−1 pour constater qu’il
s’agit bien de l’algorithme du GC préconditionné par P (formule (8.16)).

8.4. Avec les notations introduites au point 8.4 de la section D.1, on montre que, pour
tout k > 1, on a Zdrk−1 = dk−1 et xk = x1 + Zuk. Les identités ont lieu pour
k = 1, car dr0 = 0, d0 = 0 et u1 = 0. Pour k > 2, on procède par récurrence :
en supposant que les relations ont lieu jusqu’à l’indice k, on montre qu’elles ont
lieu pour l’indice k + 1. Observons d’abord que ∇fr(u) = ZT∇f(x1 + Zu). D’autre
part, le β de conjugaison du GC réduit s’écrit βr

k = ‖∇fr(uk)‖2/‖∇fr(uk−1)‖2.
Comme ‖∇fr(uk)‖2 = ‖ZT∇f(xk)‖2 = ∇f(xk)

TP∇f(xk), on en déduit que βr
k est

le βk de conjugaison de l’algorithme du GC préconditionné par P . Dès lors Zdrk =
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−Z∇fr(uk) + βr
kZd

r
k−1 = −P∇f(xk) + βkdk−1 = dk. Ensuite x1 + Zuk+1 = x1 +

Zuk+α
r
kZd

r
k = xk+α

r
kdk, si bien qu’il reste à montrer que αr

k est aussi le pas optimal
αk du GC préconditionné. Or on a bien αr

k = −(∇fr(uk)
Tdrk)/((d

r
k)

TZTAZ(drk)) =
−(∇f(xk)

Tdk)/(d
T

kAdk) = αk.

8.5. D’après l’exercice 8.4, le GC projeté dans l’espace des x̃ a pour direction de recherche

d̃k = −P̃ g̃k +
g̃Tk P̃ g̃k

g̃Tk−1P̃ g̃k−1

d̃k−1,

où P̃ = Z̃Z̃T est le projecteur sur le sous-espace affine Ã := {Lx : x ∈ A}. La
matrice orthogonale Z associée au sous-espace affine A étant donnée, on peut prendre
Z̃ = LZ(ZTLTLZ)−1/2 comme matrice orthogonale associée à Ã. Le retour à l’espace
des x donne

dk = L−1d̃k = −Pgk +
gTkPgk

gTk−1Pgk−1
dk−1,

où P = Z(ZTLTLZ)−1ZT.

Algorithme de Newton

10.1. xxx

10.2. Comme F est différentiable, ϕ a des dérivées directionnelles et on a ϕ′(x; d) = (‖ · ‖)′
(F (x);F ′(x)d) = (‖ · ‖)′(F (x);−F (x)) = −‖F (x)‖. Il s’agit donc de voir si ‖F (x +
d)‖ 6 (1−ω)‖F (x)‖ pour x proche de x∗. La régularité de F et F (x)+F ′(x)d = 0 as-
surent l’existence de constantes Ci > 0 telles que ‖F (x+d)‖ 6 C1‖d‖2 6 C2‖F (x)‖2.
On en déduit que ‖F (x + d)‖ − (1−ω)‖F (x)‖ 6 [C2‖F (x)‖ − (1 − ω)]‖F (x)‖ 6 0,
pour x proche de x∗.

Si ϕ(x) = ‖F (x)‖p, on a ϕ′(x;d) = −p‖F (x)‖p et il s’agit de montrer que ‖F (x +
d)‖p 6 (1−pω)‖F (x)‖p ou encore ‖F (x+d)‖ 6 (1−pω)1/p‖F (x)‖. Comme ci-dessus,
cette inégalité est vérifiée pour x voisin de x∗.

10.3. 1) Soit ξ := g ◦ x. Pour t ∈ I , on a ξ′(t) = H(x(t))x′(t) = −g(x(t)) = −ξ(t). On en
déduit que ξ(t) = e−tξ(0). Si ξ(0) = g(x0) 6= 0, on a ξ(t) 6= 0 pour tout t > 0 et donc
ξ(t)/‖ξ(t)‖ = ξ(0)/‖ξ(0)‖ est constant.

2)

3) Par le point 1, on a etx′(t) = −et[H(x(t))−1g(x(t))] = −H(x(t))−1g(x0). À la
limite, on obtient le résultat.

4) Cela résulte de la stricte convexité de f sur N0. Supposons, en effet, que g(x1) =
g(x2) avec x1, x2 ∈ N0. On considère l’application x 7→ φ(x) = f(x) − g(x1)

Tx, qui
est telle que ∇φ(x1) = ∇φ(x2) = 0. Comme φ est strictement convexe, on a x1 = x2.

5) Si x(t) /∈ Ω, on a g̃(x(t)) = g(x(t)) [car f = f̃ sur l’ouvert Ω
c
] = e−tg(x0) [par

le point 1] = e−tg̃(x0) [car f = f̃ sur l’ouvert Ω
c

et x0 ∈ Ω
c
] = g̃(x̃(t)) [par le

point 1]. L’égalité démontrée g̃(x(t)) = g̃(x̃(t)), la stricte convexité de f̃ et le point 3
impliquent que x(t) = x̃(t). Par continuité, x(t) = x̃(t) si x(t) /∈ Ω. Par symétrie
x(t) = x̃(t) si x̃(t) /∈ Ω.

Algorithmes de quasi-Newton
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11.1. La condition Y TS ∈ Sn
++ est nécessaire, car si Y = M̄S, on a Y TS = STM̄S, qui

est symétrique définie positive lorsque M̄ ∈ Sn
++ et S est injective. Le calcul effectif

d’une solution du problème montrera que la condition est aussi suffisante. On suppose
donc à présent que Y TS ∈ Sn

++.

On sait que le critère est strictement convexe (démonstration de la proposition 11.2)
et donc que le problème a au plus une solution. On calcule une solution du prob-
lème par ses conditions d’optimalité, ce qui prouvera l’existence d’une solution. On
note Λ ∈ Rn×p le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte Y = M̄S. Le
lagrangien s’écrit ℓ(M̄, Λ) = ψ(W 1/2M̄W 1/2) + trΛT(Y − M̄S). Après un travail
similaire à celui mené dans la démonstration de la proposition 11.2, la condition
ℓ′M̄ (M̄, Λ) ·H = 0 pour tout H ∈ Sn conduit à

W̄ =W − 1

2
(SΛT + ΛST). (D.38)

Pour calculer Λ, on utilise la contrainte Y = M̄S et la symétrie de Y TS :

S =WY − 1

2

(

S(ΛTY ) + Λ(Y TS)
)

. (D.39)

En multipliant à gauche par Y T, on trouve l’équation en X = ΛTY suivante : AX +
XTA = B, où A = Y TS ∈ Sn

++ et B = −2Y T(S−WY ) ∈ Sn. Ses solutions sont de
la forme X = 1

2
A−1B +K, où K est une solution arbitraire de l’équation homogène

AK +KTA = 0 (K = A−1Z avec Z antisymétrique). On a donc ΛTY = −(Y TS)−1

Y T(S−WY ) +K, qui réinjecté dans (D.39) donne la valeur de Λ :

Λ = −
(

2(S−WY )− S(Y TS)−1Y T(S−WY ) + SK
)

(Y TS)−1.

On trouve alors W̄ par (D.38) (K disparaît) et M̄ .

Il reste à montrer que la matrice M̄ obtenue est bien dans Sn
++. Quel que soit v ∈ Rn,

on a vTY (Y TS)−1Y Tv > 0 et

vTMS(STMS)−1STMv = uTRT(RRT)−1Ru 6 ‖u‖22 = vTMv,

où on a noté R = STM1/2 et u =M1/2v; et utilisé le fait que P := RT(RRT)−1R est
un projecteur orthogonal (donc de norme ℓ2 inférieure à 1). Donc M̄ est semi-définie
positive. Enfin, si vTM̄v = 0, on a Y Tv = 0 et v ∈ R(S) (car Pu = u); alors
Y TS ∈ Sn

++ implique que v = 0.

11.2. Si sk = 0 et yk 6= 0, le problème (11.26) n’est pas réalisable, il est donc sans solution.
Si sk = yk = 0, le problème (11.26) est réalisable et, son critère étant quadratique
(en prenant le carré) fortement convexe, il a au plus une solution. Le critère est nul
en M =Mk; cette matrice est donc bien l’unique solution.

Considérons à présent le cas où sk 6= 0. Alors, le problème (11.26) a une solution et
une seule, puisque son ensemble admissible est un convexe fermé (c’est un sous-espace
affine) non vide (il contient la matrice Mk+1 donnée par la formule (11.27)) et le
critère est quadratique fortement convexe. Pour calculer cette solution explicitement,
on utilise les conditions d’optimalité du premier ordre du problème (11.26). Soient
λ ∈ Rn et Λ ∈ Rn×n les multiplicateurs de Lagrange associés respectivement à
l’équation de quasi-Newton et à la condition de symétrie. Le lagrangien de (11.26)
s’écrit ℓ(M,λ,Λ) = 1

2
‖M −Mk‖2F +λT(yk −Msk)+ trΛT(M −MT). En annulant la

dérivée de ℓ par rapport àM , on trouve que la solution s’écrit Mk+1 =Mk+λs
T

k+Λ−
ΛT. En exprimant queMk+1 est symétrique, on obtientMk+1 =Mk+(λsTk+skλ

T)/2.
L’équation de quasi-Newton permet alors de déterminer λ = (2/‖sk‖22)(yk −Mksk −
sTk(yk −Mksk)/(2‖sk‖22)sk). On en déduit (11.27).
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11.3. On minimise d’abord en M puis en σ. D’après l’exercice 11.2, la minimisation en
M ∈ Rn×n donne

M = σI +
(y1 − σs1)s

T

1 + s1(y1 − σs1)
T

‖s1‖22
− (y1 − σs1)

Ts1
‖s1‖42

s1s
T

1 .

Il faut alors résoudre

min
σ

∥
∥
∥‖s1‖22(y1 − σs1)s

T

1 + ‖s1‖22s1(y1 − σs1)
T − ((y1 − σs1)

Ts1)s1s
T

1

∥
∥
∥
F
,

qui, après un calcul laborieux, donne la formule de σ1 dans (11.20). La solution du
second problème s’obtient à partir de celle du premier, puisqu’il s’obtient en faisant
les substitutions y1 ↔ s1 et M →W dans le premier problème.

11.4. Les propriétés (i)-(iv) sont clairement vraies pour k = 1. Supposons les vérifiées
pour k et montrons les pour k + 1.

(i) Soit v ∈ Gk+1. Par récurrence, sk := −αkWkgk ∈ W1(Gk) ⊆ W1(Gk+1). Ensuite,
soient vk la projection W1-orthogonale de v sur Gk et v⊥k := v − vk qui est W1-
orthogonale à Gk. Par récurrence Wkvk ∈ W1(Gk) ⊆ W1(Gk+1) et Wkv

⊥
k = W1v

⊥
k ∈

W1(Gk+1), si bien que Wkv ∈ W1(Gk+1). Enfin, comme yk ∈ Gk+1, on a aussi Wkyk ∈
W1(Gk+1). Alors, d’après (11.10), on a

Wk+1v ∈Wk

(

v − sTkv

yTksk
yk

)

+ vect{sk} ∈W1(Gk+1).

(ii) Soit v ⊥W1 Gk+1. Alors sTkv = 0, car sk ∈ W1(Gk+1), par récurrence (voir le
point (i)). De même yTkWkv = 0, car Wkyk ∈ W1(Gk+1), par récurrence (voir le
point (i)). Alors la formule (11.10) donne Wk+1v = Wkv = W1v, par récurrence
puisque v ⊥W1 Gk.

(iii) Soit v ∈ Gk+1. On note vk la projection orthogonale de v sur Gk et v⊥k := v− vk
qui est orthogonale à Gk. Par récurrence,Mkvk ∈ Gk ⊆ Gk+1 et Mkv

⊥
k = σv⊥k ∈ Gk+1.

D’autre part, yk ∈ Gk+1 et Mksk = −αkgk ∈ Gk ⊆ Gk+1. Dès lors, la formule (11.9)
donne

Mk+1v =Mkv +
yTkv

yTksk
yk − sTkMkv

sTkMksk
Mksk ∈ Gk+1.

(iv) Soit v ⊥I Gk+1. Par (11.9) et récurrence, on a Mk+1v =Mkv = σv.

Problèmes non lisses

??. Selon la proposition ??, il suffit de montrer que x n’est pas une solution isolée de
l’inclusion fonctionnelle, c’est-à-dire que x n’est pas un point isolé de X. Comme
(QC-MF) est identique à (QC-R) dans le cas qui nous occupe, le théorème 4.58 nous
apprend qu’il existe une constante positive µ telle que, pour tout p > 0 petit :

dist(x, F−1(Rm
− − p)) 6 µ dist(F (x),Rm

− − p). (D.40)

Comme F (x) ∈ Rm
− , en prenant p = tke avec tk ↓ 0, on a dist(F (x),Rm

− − tke) =
dist(F (x) + tke,Rm

− ) → 0, si bien que l’on trouve ainsi par (D.40) une suite {xk} ⊆
F−1(Rm

− − tke), c’est-à-dire qui vérifiant F (xk) 6 −tke 6 0 donc dans X, et qui
converge vers x.

Remarque : On ne peut pas étendre cette conclusion au cas où X := {x ∈ E : F (x) =
0}, avec F : Rn → Rn, car alors X est réduit à un seul point.
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??. Observons d’abord que

x ∈ Sol (??) ⇐⇒ −F (x) ∈ NC(x) ⇐⇒ x = PC(x− F (x)). (D.41)

[⇒] Supposons que x ∈ Sol (??) et posons z := x−F (x). Alors x = PC(z) par (D.41).
Ceci implique que z = x− F (x) = PC(z)− F (PC(z)), et donc que FC(z) = 0.

[⇐] Soit z est un zéro de FC et x := PC(z). Alors z = PC(z)−F (PC(z)) [FC(z) = 0]
= x− F (x) [x = PC(z)]. En appliquant PC , on trouve que x = PC(x− F (x)). Donc
x ∈ Sol (??) par (D.41).

??. Les normes ℓ1 et ℓ∞ sont fortement semi-lisses car affines par morceaux (proposi-
tions ??). Lorsque 1 < p < ∞, la norme ℓp vérifie les conditions (SL1) et (SL2) ; il
suffit donc de montrer (SL′

3) en x = 0 (la norme est c∞ en-dehors de l’origine). Soit
f(·) := ‖ · ‖p. On calcule facilement en h 6= 0, (∂f/∂xi)(h) = |hi|p−1 sgn(hi)/‖h‖p−1

p ,
si bien que f ′(h) · h = ‖h‖p. Puis f(h) − f(0) − f ′(h) · h = 0, qui est certainement
un O(‖h‖2).

??. La C-fonction min est le minimum de deux fonctions linéaires (fortement semi-
lisses par la proposition ??), donc fortement semi-lisse (proposition ??). La C-
fonction de Fischer-Burmeister est la somme d’une norme ℓ2 (fortement semi-lisse par
l’exercice ??) et d’une fonction linéaire (fortement semi-lisse par la proposition ??),
donc fortement semi-lisse (proposition ??)

Méthodes de l’optimisation avec contraintes

12.1. Par définition, x̄ est solution du problème inf{∑n
i=1(yi − xi)

2 : li 6 xi 6 ui pour
tout i ∈ [1 :n]}, qui se décompose en n problèmes indépendants inf{(yi − xi)

2 :
li 6 xi 6 ui}, pour tout i ∈ [1 :n]. Chacun de ces problèmes consiste à projeter xi

sur l’intervalle [li, ui], dont la solution est bien x̄i.

12.2. On note g := ∇f(x) et gP := gP(x).

1) Par la caractérisation (2.28a) de la projection permet de caractériser gP par le
fait que 〈gP − g,−d − gP〉 > 0, pour tout d ∈ TxX. Ceci s’écrit aussi : 〈−gP +
g, d+ gP〉 > 0, pour tout d ∈ TxX. Cette dernière expression caractérise le fait que
−gP = PTx X(−g).
2) On a en effet les équivalences suivantes :

g ∈ (TxX)+ ⇐⇒ ∀ d ∈ TxX : 〈g, d〉 > 0

⇐⇒ ∀ d ∈ −TxX : 〈0− g, d− 0〉 > 0

⇐⇒ 0 = P−Tx Xg = gP,

car −TxX est convexe (proposition 2.55).

3) Par définition de gP, quel que soit d ∈ TxX, on a 〈−d − gP, gP − g〉 > 0. En
prenand d = 0 ∈ TxX, on trouve l’inégalité.

4) [⇒] Clair car la projection appartient à X. [⇐] Comme gP = T−Tx X g et que
−TxX est un cône, on a 〈g − gP, d〉 > 0 quel que soit d ∈ TxX. Soit y ∈ X.
Comme X est convexe, y − x ∈ TxX, si bien que 〈g − gP, y − x〉 > 0 et donc aussi
〈(x−αgP)−(x−αg), y−x〉 > 0. Alors, x−αgP ∈ X implique que PX(x−αg) = x−αgP.

On suppose maintenant que X est polyédrique. Observons que −gP ∈ TxX. Alors,
x− αgP ∈ X pour tout α > 0 petit (exercice 2.43).
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5) La formule de Tx[l, u] peut se déduire de l’exercice 2.43. On peut aussi donner la
démonstration directe suivante. On note T := {d ∈ Rn : di > 0 si xi = li, di 6 0 si
xi = ui}. Il s’agit de montrer que T = Tx[l, u]. [⊆] Si d ∈ T , alors x + td ∈ [l, u]
pour t > 0 suffisamment petit, si bien que d ∈ Ta

x[l, u] ⊆ Tx[l, u] (définition 4.4
du cône des directions admissibles et 4.1 du cône tangent). [⊇] Si d ∈ Tx[l, u], on
sait, par la définition équivalente (4.5) d’une direction tangente, qu’il existe une suite
{xk} ⊆ [l, u] convergeant vers x et une suite {tk} ↓ 0 telles que (xk − x)/tk → d.
Si xi = li, alors (xk)i − xi > 0, ce qui donne di > 0 à la limite. De même xi = ui

implique que di 6 0. Donc d ∈ T .

6) Se déduit de la projection sur le pavé de Rn qu’est Tx[l, u] (exercice 12.1).

7) On a gP = 0 par le point 2. On en déduit les conditions par le point 5.

Pénalisation

13.1. 1) Il suffit de montrer que min {‖cI(x) + s‖22 : s ∈ RmI
+ } = ‖cI(x)+‖22, ce qui se

déduit du fait que le problème à gauche de l’égalité consiste à projeter −cI(x) sur
l’orthant positif RmI

+ . Comme le projeté est (−cI(x))+ = cI(x)
− (exercice 12.1), la

valeur optimale du problème vaut cI(x) + cI(x)
− = cI(x)

+.

2) Seule la dérivée de 1
2
‖cI(x)+‖22 = 1

2

∑

i∈I [ci(x)
+]2 est moins immédiate. Il suffit de

voir x 7→ [ci(x)
+]2 comme la composition de deux fonctions différentiables x 7→ ci(x)

et t 7→ (t+)2, dont les dérivées respectives sont c′i(x) et 2t+, si bien que sa dérivée
vaut 2ci(x)

+c′i(x). On en déduit la formule proposée (théorème C.6).

13.2. Résultat et démonstration adaptés de [218 ; proposition 2.3].

On sait queHr ≻ 0 pour r assez grand (lemme de Finsler), si bien que, pour de tels r,
κ2(Hr) := λmax(Hr)/λmin(Hr). Donnons d’abord un encadrement de λmax(Hr). On
note S := {u : ‖u‖2 = 1} la sphère unité. On a

λmax(Hr) = sup
v∈S

vTHrv = sup
v∈S

(

vTHv + r‖Av‖22
)

6 λmax(H) + r‖A‖22.

D’autre part, on peut trouver un r0 tel queHr0 < αI , avec α > 0 (lemme de Finsler).
On peut aussi trouver un v̄ ∈ S tel que ‖Av̄‖2 = ‖A‖2. On a

λmax(Hr) > v̄THrv̄ = v̄THr0 v̄ + (r − r0)‖A‖22 > α+ (r − r0)‖A‖22.

Les deux estimations précédentes montrent que

lim
r→+∞

λmax(Hr)

r
= ‖A‖22.

Il reste à montrer que limr→+∞ λmin(Hr) = σ. Soit vr un vecteur propre unitaire
correspondant à la valeur propre minimale de Hr. On a

vTrHvr 6 λmin(Hr) = vTrHvr + r‖Avr‖22 6 σ.

En extrayant une sous-suite au besoin, on peut supposer que vr → v̄. Comme dans la
démonstration du lemme de Finsler, on voit que v̄ ∈ N (A)∩S, si bien que v̄THv̄ > σ.
En passant à la limite ci-dessus, on trouve que λmin(Hr) → σ.

13.5. Les courbes de niveaux du tracé B ne sont pas différentiables. Il ne peut donc s’agir
que de Θ3

r , qui est la seule fonction de pénalisation à ne pas être différentiable.
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Le minimum de la fonction de pénalisation du tracé A vérifie la contrainte : il ne
peut donc s’agir que de Θ2

r (exactitude du lagrangien augmenté si r est assez grand,
ce qui doit être le cas ici).

Le tracé C a été obtenu avec Θ1
r . C’est compatible; le minimum de Θ1

r ne vérifie pas
la contrainte (c’est le cas quel que soit r > 0 si ∇f(x∗) 6= 0).

Dualité

14.1. [>] Comme D ⊆ X, on a pour tout α ∈ ∆p

inf
x∈X

∑

i∈[1 : p]
αi 6=0

αifi(x) 6 inf
x∈D

∑

i∈[1 : p]

αifi(x),

où l’on a pu enlever la condition αi 6= 0 à droite, car tous les fi(x) ∈ R lorsque
x ∈ D. En prenant le supremum en α ∈ ∆p, on obtient

sup
α∈∆p

inf
x∈X

∑

i∈[1 : p]
αi 6=0

αifi(x) 6 sup
α∈∆p

inf
x∈D

∑

i∈[1 : p]

αifi(x)

6 inf
x∈D

sup
α∈∆p

∑

i∈[1 : p]

αifi(x) [dualité faible (14.6)]

= inf
x∈D

max
i∈[1 : p]

fi(x) [exercice 2.3]

= inf
x∈X

max
i∈[1 : p]

fi(x),

puisque l’infimum en x ∈ X a certainement lieu pour des x ∈ D, car sur X \ D le
critère vaut +∞.

[6] On a

sup
α∈∆p

inf
x∈X

∑

i∈[1 : p]
αi 6=0

αifi(x) > sup
α∈∆p

∑

i∈[1 : p]
αi 6=0

inf
x∈X

(

αi fi(x)
)

[exercice 1.2]

= sup
α∈∆p

∑

i∈[1 : p]
αi 6=0

αi

(

inf
x∈X

fi(x)

)

[αi > 0]

= max
i∈[1 : p]

inf
x∈X

fi(x) [exercice 2.3].

14.2. Par la propriété de dualité faible (14.6) et le fait que ϕi ne dépend que de la com-
posante i de x, l’inégaité “>” a lieu dans (14.71). Montrons l’inégalité inverse. Soit
ε > 0. Pour tout i ∈ [1 : p], on peut trouver un x̄i ∈ Xi tel que

ϕi(x̄i) 6 inf
xi∈Xi

ϕi(xi) + ε.

Dès lors,
max

i∈[1 : p]
ϕi(x̄i) 6 max

i∈[1 : p]
inf

xi∈Xi

ϕi(xi) + ε. (D.42)

C’est ici que la situation particulière de l’exercice intervient. Puisque le membre de
gauche de (D.42) est la valeur en x̄ := (x̄1, . . . , x̄p) de la fonction x = (x1, . . . , xp) ∈
X 7→ maxi∈[1 : p] ϕi(xi), la première inégalité ci-dessous a certainement lieu (la sec-
onde est (D.42))

inf
x∈X

max
i∈[1 : p]

ϕi(xi) 6 max
i∈[1 : p]

ϕi(x̄i) 6 max
i∈[1 : p]

inf
xi∈Xi

ϕi(xi) + ε.

Puisque ε > 0 est arbitraire, l’inégalité “6” dans (14.71) a lieu.
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14.3. 1) [⇒] En prenant dans (14.72), pour chaque indice k, le supremum en y ∈ Y à
gauche et l’infimum en x ∈ X à droite, on obtient

sup
y∈Y

ϕ(xk, y) 6 εk + inf
x∈X

ϕ(x, yk).

On en déduit que

inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y) 6 εk + sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y).

En prenant d’abord la limite en k → ∞ et en utilisant ensuite l’inégalité de dualité
faible (14.6), on en déduit qu’il n’y a pas de saut de dualité.

[⇐] Par définitioin de l’infimum et du supremum, quelle que soit la suite {εk} ↓ 0, il
existe une suite {(xk, yk)}k ⊆ X × Y telle que pour tout (x, y) ∈ X × Y on ait

sup
y′∈Y

inf
x′∈X

ϕ(x′, y′) 6 inf
x′∈X

ϕ(x′, yk) +
εk
2

6 ϕ(x, yk) +
εk
2
,

inf
x′∈X

sup
y′∈Y

ϕ(x′, y′) > sup
y′∈Y

ϕ(xk, y
′)− εk

2
> ϕ(xk, y)− εk

2
.

Comme les membres de gauche sont égaux, par l’absence de saut de dualité, on en
déduit (14.72).

2) De (14.72), on déduit

inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y) 6 sup
y∈Y

ϕ(xk, y) 6 εk + inf
x∈X

ϕ(x, yk) 6 εk + ϕ(xk, yk),

εk + sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) > εk + inf
x∈X

ϕ(x, yk) > sup
y∈Y

ϕ(xk, y) > ϕ(xk, yk).

En combinant, on trouve

inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y)− εk 6 ϕ(xk, yk) 6 sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) + εk.

L’absence de saut de duality permet de conclure.

14.4. Le dual de Fenchel s’obtient par perturbation de Ax dans (PF ). On peut donc retrou-
ver le dual associé en récrivant le problème (PF ) comme suit

inf
(x,y)∈E×F

Ax=y

f(x) + g(y)

et en dualisant la contrainte d’égalité par le lagrangien. Le problème primal s’écrit

inf
(x,y)∈E×F

sup
λ∈F

f(x) + g(y)− 〈λ,Ax− y〉.

Son dual min-max s’écrit

sup
λ∈F

inf
(x,y)∈E×F

f(x) + g(y)− 〈λ,Ax− y〉

= sup
λ∈F

(

inf
x∈E

[
f(x)− 〈A∗λ, x〉

]
+ inf

y∈F

[
g(y)− 〈−λ, y〉

]
)

= sup
λ∈F

(
−f∗(A∗λ)− g∗(−λ)

)
,

qui est le dual de Fenchel (DF ) dans (14.27).
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14.5. 1) Le problème primal s’écrit infx∈X supλ∈R
ℓ(x, λ), où ℓ(x, λ) = λx1 + x2. Le dual

est donc

(D) sup
λ∈R

inf
x∈X

λx1 + x2

X pente −λ

x2

x̄
pente −λ̄

x1

δ(λ)

Le lagrangien vaut la constante a le long de la droite de pente −λ passant par (0, a).
Dès lors, la valeur de la fonction duale δ(λ) = infx∈X λx1+x2 est la borne inférieure
des a, correspondant aux droites de pente −λ intersectant l’ensemble X ou encore
la plus grande valeur de a tel que la droite de pente −λ passant par (0, a) soit en
dessous de X. Le problème dual consiste à maximiser δ(λ) en λ, donc à trouver une
droite sous X et en contact avec X qui intersecte l’axe des ordonnées le plus haut
possible.

2) Le problème primal a pour solution le point x̄ = (0, x̄2), où x̄2 est la borne
inférieure de {x2 ∈ R: (0, x2) ∈ X}, qui est un fermé (projection sur l’axe des
ordonnées du fermé {x ∈ X : x1 = 0}).
Montrons que le dual a une solution. Par optimalité du primal, x̄ ∈ ∂X, si bien que
Nx̄X contient une normale non nulle ν ∈ R2 (proposition 2.29) : νTx 6 νTx̄ = ν2x̄2,
pour tout x ∈ X. Comme X contient deux points x− et x+ avec x−

1 < 0 et x+
1 > 0,

on voit que ν2 6= 0 (sinon ν serait nul). Si νTx = ν2x̄2 pour tout x ∈ X, le signe
de ν2 peut être positif ou négatif. Par contre, s’il existe un x̃ ∈ X tel que νTx̃ <
ν2x̄2, alors ν2 < 0 (en effet, on peut trouver un triplet (α−, α+, α̃) ∈ ∆3 tel que
α−x−

1 + α+x+
1 + α̃x̃1 = 0; alors le point x = α−x− + α+x+ + α̃x̃ ∈ X vérifie x1 = 0

et donc ν2x2 < ν2x̄2; comme x̄2 6 x2 par optimalité de x̄, on a ν2 < 0). Dès lors,
en posant λ̄ := ν1/ν2, on a x̄2 6 λ̄x1 + x2, pour tout x ∈ X. Ceci montre que X est
« au-dessus » de la droite {x ∈ R2 : λ̄x1 + x2 = x̄2} et même δ(λ̄) = x̄2. Enfin pour
λ arbitraire dans R, on a

δ(λ) = inf
x∈X

(λx1 + x2) 6 inf
x∈X
x1=0

(λx1 + x2) = x̄2 = δ(λ̄),

si bien que λ̄ est solution du problème dual.

Les valeurs optimales primales et duales sont toutes deux égales à x̄2 (il n’y a pas
de saut de dualité). Par le théorème 14.3, le lagrangien a un point-selle en (x̄, λ̄).

3.a) Il y a un saut de dualité lorsque l’ensemble X est comme ci-dessous. Les solutions
du problème de Lagrange sont les deux points x̄′ et x̄′′ qui ne sont pas solutions de
(P ) (ils ne vérifient pas la contrainte dualisée).
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x̄′

x̄′′

x1

saut de dualité

x2

X

pente −λ̄

x̄

3.b) Lorsque l’ensemble X est comme ci-dessous, le lagrangien a un point-selle (car
les problèmes primal et dual ont une solution, x̄ et λ̄ respectivement, et il n’y a pas de
saut de dualité), mais tout le segment [x̄′, x̄′′] est solution du problème de Lagrange.
Celui-ci contient l’unique solution primale x̄ (comme le prédit la théorie), mais aussi
d’autres points qui sont donc des solutions importunes, indésirables.

x1

x2

X

pente −λ̄x̄′′
solutions parasites

x̄′ x̄

3.c) Soit X = {0}. Alors, pour tout λ ∈ R, δ(λ) = 0. Donc tout λ ∈ R est solution
duale. Plus généralement, il en est de même si X ⊆ {x ∈ R2 : x1 = 0, x2 > b} pour
un réel b donné.

3.d) Considérons le cas où X = {x ∈ R2 : x1 > 0, x2 > −√
x1} (représenté dans

la figure ci-dessous). Clairement, le problème primal n’a pas de solution (en prenant
x2 > −√

x1 dans la définition de X, il en aurait une) et la valeur optimale primale
est nulle. La fonction duale s’écrit

δ(λ) = inf
x1>0

x2>−√
x1

(λx1 + x2) = inf
x1>0

(λx1 −
√
x1) =

{
−∞ si λ 6 0
− 1

4λ
si λ > 0.

Dès lors le problème dual n’a pas de solution (sa valeur optimale nulle n’est pas
atteinte). Comme les valeurs optimales primale et duale sont toutes les deux nulles,
il n’y a pas de saut de dualité.

δ(λ)

x1

x2

pente −λ

X

4) Le problème primal s’écrit aussi infx∈X supλ∈R
ℓr(x, λ), où ℓr(x, λ) = λx1 + x2 +

r
2
x2
1. Le dual associé est donc
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x2

x1

X

x̄
(D) sup

λ∈R

inf
x∈X

λx1 + x2 +
r

2
x2
1

pente −λ

pente −λ̄δ(λ)

Le lagrangien augmenté vaut la constante a le long de la parabole concave passant
par (0, a), de pente −λ en ce point et de courbure −r. Dès lors, la valeur de la
fonction duale δr(λ) = infx∈X λx1+x2+

r
2
x2
1 est la borne inférieure des a tels que la

parabole x1 7→ − r
2
x2
1 −λx1 + a intersecte X. Le problème dual consiste à maximiser

δr(λ) en λ, donc à trouver une parabole de courbure −r, qui soit sous X, en contact
avec X et qui intersecte l’axe des ordonnées le plus haut possible.

Cette dualisation ne donne pas de saut de dualité pour des ensembles qui ne sont
pas nécessairement convexes, comme dans l’exemple ci-dessous, alors qu’il n’en serait
pas de même pour la dualisation par le lagrangien ordinaire.

x1

x̄
pente −λ̄

X

x2

14.7. 1) La variable duale y ∈ Rm suggère de dualiser la contrainte d’égalité de (14.73),
en récrivant ce problème sous la forme équivalente suivante

inf
x>0

sup
y∈Rm

1

2
‖x− z‖2 − yT(Ax− b). (D.43)

Le dual s’écrit alors

sup
y∈Rm

inf
x>0

1

2
‖x− z‖2 − yT(Ax− b)

= sup
y∈Rm

inf
x>0

1

2
‖x− (ATy + z)‖2 − 1

2
‖ATy + z‖2 + 1

2
‖z‖2 + bTy

= sup
y∈Rm

1

2
‖(ATy + z)−‖2 − 1

2
‖ATy + z‖2 + 1

2
‖z‖2 + bTy

= sup
y∈Rm

−1

2
‖(ATy + z)+‖2 + 1

2
‖z‖2 + bTy,

où l’on a noté v− := max(0, v) et utilisé ‖v‖2 = ‖v+‖2 + ‖v−‖2.
2) Utilisons les conditions d’optimalité du problème primal (14.73) (on pourrait aussi
utiliser les conditions d’optimalité du problème dual (14.74)). Comme il s’agit d’un
problème de projection, il a une solution unique, disons x̄. Ses contraintes de (14.73)
étant qualifiées (car affines), il existe ȳ ∈ Rm et s̄ ∈ Rn tels que







x̄− z −ATȳ − s̄ = 0
Ax̄ = b
0 6 x̄ ⊥ s̄ > 0.

(D.44)

Par complémentarité, lorsque x̄i > 0, on a s̄i = 0 et donc x̄i = (ATȳ+z)i ; et lorsque
x̄i = 0, (ATȳ + z)i = −s̄i 6 0 ; par conséquent,
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x̄ = (ATȳ + z)+. (D.45)

Par ailleurs,
bTȳ = x̄TATȳ = x̄T(x̄− z − s̄) = x̄T(x̄− z). (D.46)

On a alors

val(D) > −1

2
‖(ATȳ + z)+‖2 + bTȳ +

1

2
‖z‖2

= −1

2
‖x̄‖2 + x̄T(x̄− z) +

1

2
‖z‖2 [(D.45) et (D.46)]

=
1

2
‖x̄− z‖2

= val(P ).

Comme val(D) 6 val(P ) par dualité faible, les valeurs optimales primale et duale
sont égales.

3) Le problème (14.74) peut aussi s’écrire comme le problème de la minimisation de
la fonction convexe ϕ : Rm → R définie en y ∈ Rm par

ϕ(y) :=
1

2
‖(ATy + z)+‖2 − bTy − 1

2
‖z‖2.

[(a) ⇒ (b)] Si (b) n’a pas lieu, on peut trouver une direction p ∈ Rm telle que
p 6= 0, ATp 6 0 et bTp > 0. Si ȳ minimise ϕ (donc est solution de (14.74)) et
t > 0, on a AT(ȳ + tp) + z 6 ATȳ + z composante par composante, si bien que
0 6 [AT(ȳ + tp) + z]+ 6 [ATȳ + z]+ et donc ϕ(ȳ + tp) 6 ϕ(ȳ). Donc ȳ + tp est
encore solution de (14.74). Comme p 6= 0, l’ensemble des solutions de (14.74) n’est
pas borné.

[(b) ⇒ (c)] Il est clair que A est surjective, sinon on pourrait trouver p 6= 0 tel
que ATp = 0 ; comme ce p ∈ R(A)⊥ et b ∈ R(A), on aurait bTp = 0, ce qui
contredirait (b). Par ailleurs, (b) s’écrit aussi {p : ATp 6 0, bTp > 0} = {0} ou
{p : (−ATp, bTp) ∈ Rn+1

+ }+ = Rm. Par le lemme de Farkas, cela revient à dire que
{−Ax+ αb : (x,α) ∈ Rn+1

+ } = Rm. On peut donc trouver x0 > 0 et α0 > 0 tels que
A(x0 + e) = αb. Alors x := (x̄+ x0 + e)/(α+ 1) vérifie x > 0 et Ax = b.

[(c) ⇒ (a)] La fonction asymptotique de ϕ prend en p ∈ Rm la valeur −bTp si
ATp 6 0 et la valeur +∞ autrement. Supposons que ϕ∞(p) 6 0. Alors ATp 6 0 et
bTp > 0. Par (b), on peut trouver un x > 0 tel que Ax = b. En multipliant par p, on
trouve 0 6 bTp = pTAx 6 0, si bien que ATp = 0 ; donc p = 0 par l’injectivité de AT.
On conclut en utilisant l’équivalence (iii) ⇔ (iv) de la proposition 3.29.

4.1) Si b ∈ R(A), Ax− b ∈ R(A) et, au lieu de (D.43), on peut écrire (14.73) comme
suit

inf
x>0

sup
y∈R(A)

1

2
‖x− z‖2 − yT(Ax− b). (D.47)

En effet, si Ax 6= b, le suppremum en y ∈ R(A) sera +∞ en prenant y = t(Ax− b) ∈
R(A) et t → ∞. Comme au point 1, la dualisation de ce problème conduit au dual
(14.75) de (14.73).

4.2) Il suffit de montrer que l’on peut trouver une solution (x̄, ȳ, s̄) de (D.44) avec
ȳ ∈ R(A). Soit (x̄, ȳ0, s̄) une solution de (D.44) et ȳ la projection de ȳ0 sur R(A).
Alors ȳ0 − ȳ ∈ R(A)⊥ = N (AT). Dès lors, (x̄, ȳ, s̄) est encore solution de (D.44).

4.3) Le problème (14.75) peut aussi s’écrire comme le problème de la minimisation
de la fonction convexe ϕ : Rm → R définie en y ∈ Rm par
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ϕ(y) :=
1

2
‖(ATy + z)+‖2 − bTy − 1

2
‖z‖2 + IR(A)(y).

[(a) ⇒ (b)] Si (b) n’a pas lieu, on peut trouver une direction p ∈ R(A) telle que
p 6= 0, ATp 6 0 et bTp > 0. Si ȳ minimise ϕ (donc est solution de (14.75)) et t > 0,
on a comme précédemment ϕ(ȳ + tp) 6 ϕ(ȳ). Donc ȳ + tp est encore solution de
(14.75). Comme p 6= 0, l’ensemble des solutions de (14.75) n’est pas borné.

[(b) ⇒ (c)] (b) s’écrit aussi {p ∈ R(A) : ATp 6 0, bTp > 0} = {0} ou

Rm = {p ∈ R(A) : (−ATp, bTp) ∈ Rn+1
+ }+

= [{p : (−ATp, bTp) ∈ Rn+1
+ } ∩ R(A)]+

= {p : (−ATp, bTp) ∈ Rn+1
+ }+ +R(A)+ [(2.35)]

= {p : (−ATp, bTp) ∈ Rn+1
+ }+ +N (AT) [convexe dense]

= {−Ax+ αb : (x,α) ∈ Rn+1
+ }+N (AT) [lemme de Farkas].

En prenant Ae comme élément de Rm à gauche de l’identité obtenue, on peut trouver
x0 > 0, α0 > 0 et h ∈ N (AT) tels que A(x0 + e) = αb + h. Comme b ∈ R(A), il
vient que h ∈ N (AT) ∩ R(A) = {0} ; donc h = 0 pour ce choix de Ae ∈ Rm. Alors
x := (x̄+ x0 + e)/(α+ 1) vérifie x > 0 et Ax = b.

[(c) ⇒ (a)] La fonction asymptotique de ϕ prend en p ∈ Rm la valeur −bTp si
p ∈ R(A) et ATp 6 0 et prend la valeur +∞ autrement. Supposons que ϕ∞(p) 6 0.
Alors p ∈ R(A),ATp 6 0 et bTp > 0. Par (b), on peut trouver un x > 0 tel queAx = b.
En multipliant par p, on trouve 0 6 bTp = pTAx 6 0, si bien que ATp = 0. Donc
p ∈ N (AT) ∩ R(A), ce qui implique que p = 0. On conclut en utilisant l’équivalence
(iii) ⇔ (iv) de la proposition 3.29.

14.8. 1) Le problème (14.76) s’écrit infx∈K supy∈F
ℓ(x, y), si bien que son dual lagrangien

s’écrit supy∈F
infx∈K ℓ(x, y) = supy∈F

(〈b, y〉+ infx∈K 〈c− A∗y, x〉). Il est clair que

inf
x∈K

〈c−A∗y, x〉 =
{

0 si c−A∗y ∈ K+

−∞ sinon.

En effet, si c−A∗y ∈ K+, l’infimum est > 0 et en prenant x = tx0 avec x0 ∈ K 6= ∅
et t ↓ 0, on voit que l’infimum est nul; si c− A∗y 6∈ K+, il existe un x0 ∈ K tel que
〈c−A∗, x0〉 < 0 et en prenant x = tx0 avec t→ +∞, on voit que l’infimum est −∞.
On en déduit que le dual s’écrit supy∈F

{〈b, y〉 : c−A∗y ∈ K+}, qui se récrit comme
en (14.77).

2) Comme K++ = K, on a

sup
s∈K+

−〈s, x〉 =
{
0 si x ∈ K
+∞ sinon.

Dès lors, le problème (14.76) peut s’écrire

inf
x∈E

sup
y∈F

s∈K+

ℓ(x, y)− 〈s, x〉.

Celui-ci a pour dual

sup
y∈F

s∈K+

inf
x∈E

ℓ(x, y)− 〈s, x〉 = sup
y∈F

s∈K+

inf
x∈E

〈b, y〉+ 〈c− A∗y − s, x〉 = sup
y∈F

A∗y+s=c
s∈K+

〈b, y〉.
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On a donc retrouvé (14.77).

3) Montrons que inf((14.77)) = 0. Pour que x soit admissible, il faut que 1+x2
2 6 x2

3,
ce qui s’écrit aussi 1 6 (x3 − x2)(x2 + x3). On voit qu’il suffit de prendre ε ↓ 0,
x2+x3 = ε et x3−x2 = 1/ε (ce qui donne x2 = (ε2 +1)/(2ε) et x3 = (ε2− 1)/(2ε)).
Cependant cette borne inférieure n’est pas atteinte, puisque l’inégalité 1 6 (x3 −
x2)(x2 + x3) ne peut être vérifiée avec x2 + x3 = 0. D’autre part, le dual n’a qu’un
seul point admissible (y = 0 et s = (0, 1, 1)) qui donne la valeur optimale duale
sup((14.77)) = 0.

14.9. Soit x̄ une solution du problème (il en exsite une par le théorème de Weierstrass, car
le critère est continu et l’ensemble admissible est un compact non vide). On intro-
duit le lagrangien ℓ : (x, λ) ∈ Rn × R 7→ ℓ(x, λ) = gTx+ 1

2
xTMx+ 1

2
λ(‖x‖2 −∆2).

Par le théorème 9.2, on sait qu’il existe un multiplicateur optimal λ̄ ∈ R asso-
cié à la contrainte et que x̄ minimise ℓ(·, λ̄). Le fait que λ̄ maximise ℓ(x̄, ·) se
montre aisément comme au point 2 de la proposition 14.25. Dès lors, le problè-
me dual supλ>0 infx∈Rn ℓ(x, λ) a une solution et il n’y a pas de saut de dual-
ité (théorème 14.3). Il reste à exprimer le problème dual. Le problème interne
infx∈Rn ℓ(x, λ) consiste à minimiser une fonction quadratique sur Rn. Sa valeur opti-
male est finie si, et seulement si, sa hessienne H +λI est semi-définie positive et son
gradient en zéro g est dans l’image de sa hessienne H+λI (point 2 de l’exercice 4.6) ;
elle vaut alors −gT(H + λI)†g. On a montré (14.78).

Si ∆ = 0, le membre de gauche de (14.78) vaut zéro (clair), alors que le membre
de droite est strictement négatif lorsque H ≻ 0 et g 6= 0. En effet, le problème est
réalisable (n’importe quel λ > 0 est admissible car alorsH+λI < 0 et g ∈ R(H+λI)),
tandis que le critère du problème est 6 −gTHg 6 −λmin(H)‖g‖2 < 0.

14.10. 1) Si (P ) et/ou (D) n’est pas réalisable, l’inégaité est claire du fait de la valeur
optimale infinie du problème. Dans le cas contraire, on peut trouver (x, λ) ∈ Rn×Rm

+

tel que ∇xℓ(x, λ) = 0 et x̃ ∈ Rn tel que c(x̃) 6 0. Comme f et les ci sont convexes
et que λ > 0, x′ 7→ ℓ(x′, λ) est convexe. Cette dernière fonction est aussi minimisée
en x car ∇xℓ(x, λ) = 0. Ceci conduit à la première inégalité ci-dessous

ℓ(x, λ) 6 ℓ(x̃, λ) 6 f(x̃),

où, pour la seconde inégalité, on a utilisé c(x) 6 0 et λ > 0. On en déduit que
val(D) 6 val(P ).

2) Comme x∗ est une solution de (P ) et que la contrainte c est qualifiée en x∗, il
existe un multiplicateur λ∗ ∈ Rm tel que l’on ait (4.33), à savoir

∇xℓ(x∗, λ∗) = 0 et 0 6 λ∗ ⊥ c(x∗) 6 0.

Donc x∗ est admissible pour (P ) et (x∗, λ∗) est admissible pour (D). Par le point 1,
on a

ℓ(x∗, λ∗) 6 val(D) 6 val(P ) 6 f(x∗).

Mais ℓ(x∗, λ∗) = f(x∗) par la relation de complémentarité λ∗ ⊥ c(x∗), si bien que
l’on a égalité partout dans le systeme d’inégalités ci-dessus. On en déduit que (x∗, λ∗)
est solution de (D) et que val(D) = val(P ).

3) Supposons que la contrainte s’écrive c(x) = Ax− b.

Montrons d’abord qu’il existe un µ ∈ Rm
+ tel que ATµ = 0 et bTµ = −1. Cela revient

à montrer que
(

0
−1

)

∈
(
AT

bT

)

(Rm
+ ) = {(x, α) ∈ Rn × R : Ax+ αb > 0}+,
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où la dernière égalité provient du lemme de Farkas (proposition 2.45). Si cette ap-
partenance n’était pas vérifiée, il existerait (x,α) ∈ Rn × R tel que Ax + αb > 0 et
α > 0. Mais alors on aurait A(−x/α)− b 6 0 et le problème (P ) serait réalisable.

Si la contrainte de (D) est réalisable, il existe (x, λ) ∈ Rn×Rm
+ tel que ∇xℓ(x, λ) = 0.

Avec le µ trouvé ci-dessus et t > 0, (x, λ + tµ) réalise encore les contraintes de (D)
et ℓ(x, λ+ tµ) = ℓ(x, λ) + t tend vers +∞ lorsque t→ +∞. Donc val(D) = +∞.

4) Il suffit de montrer que val(P ) = +∞ lorsque f = 0 dans (P ). Le dual de Wolfe
de (P ) est alors le problème sup {λTc(x) : λ > 0, c′(x)Tλ = 0} = val(D), qui est
strictement positif par l’hypothèse donnée. Alors, les contraitnes c(x) 6 0 ne peuvent
être admissibles sinon l’on aurait 0 < val(D) 6 val(P ) 6 0.

14.11. Le problème (P ) peut s’écrire infx∈Rn supλ>0 ℓh(x, λ) − bTλ, si bien que le dual
lagrangien de (P ) s’écrit supλ>0 infx∈Rn ℓh(x, λ)− bTλ. Calculons la valeur optimale
du problème interne du dual pour λ > 0 fixé. Par homogénéité, de ℓh(·, λ), on a

s’il existe un x0 ∈ Rn tel que ℓh(x0, λ) < 0, alors le problème interne du dual prend
la valeur −∞, car infx∈Rn ℓh(x, λ) 6 inft>0 ℓh(tx0, λ̄) = inft>0 t

pℓh(x0, λ̄) = −∞,
sinon la valeur optimale du problème interne du dual vaut −bTλ, car ℓh(·, λ) est
positif et ℓh(0, λ) = 0.

Le dual lagrangien de (P ) est donc bien (D). Ce dernier est convexe car son critère
est linéaire et son ensemble admissible est convexe (intersection de demi-espaces
fermés).

14.12. 1) Il est clair que xλ est admissible pour le problème perturbé. Par ailleurs, si x est
admissible pour le problème perturbé, on a

ℓ(xλ, λ) 6 ℓ(x, λ) = f(x) +
∑

i∈E
i∈I:λi>0

λici(x) 6 f(x) +
∑

i∈E
i∈I:λi>0

λici(xλ).

On en déduit que f(xλ) 6 f(x), si bien que xλ est solution du problème perturbé.

2) Par hypothèse, x̄ est admissible pour (PEI). Par ailleurs, d’après le point 1, x̄
est alors solution du problème min {f(x) : cE(x) = 0, ci(x) 6 0 pour tout i ∈ I tel
que λ̄i > 0} (on a utilisé le fait que cE(x̄) = 0 et ci(x̄) = 0 si i ∈ I et λ̄i > 0).
Comme l’ensemble admissible de ce problème contient celui de (PEI), x̄ est solution
de (PEI).

14.13. 1) Pour x̄∗ ∈ ∂ dC(x), qui est non vide (proposition 3.62) et contenu dans B̄d (point 4
de l’exercice 3.36), et pour y ∈ C, on a 0 = dC(y) > dC(x) + 〈x̄∗, y − x〉 ; dès lors

dC(x) 6 inf
y∈C

〈x̄∗, x− y〉 6 sup
x∗∈B̄d

inf
y∈C

〈x∗, x− y〉.

Ensuite, par la dualité faible et le fait que la norme biduale est identique à la norme
originale (point 2 de l’exercice 3.30), on a

sup
x∗∈B̄d

inf
y∈C

〈x∗, x− y〉 6 inf
y∈C

sup
x∗∈B̄d

〈x∗, x− y〉 = inf
y∈C

‖x− y‖ = dC(x).

Les deux inégalités des relations exposées ci-dessus sont donc des égalités.

2) Des calculs précédents, on déduit que l’ensemble des solutions primales SP =
argmin{‖x − y‖ : y ∈ C} et que l’ensemble des solutions duales SD ⊇ ∂ dC(x).
Montrons l’inclusion réciproque. Soient x̄∗ ∈ SD et x̄ ∈ C tel que dC(x) = ‖x− x̄‖.
Bien sûr, x̄∗ ∈ B̄d. Par ailleurs dC(x) = inf{〈x̄∗, x − y〉 : y ∈ C} [x̄∗ ∈ SD et
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dC(x) est la valeur-selle] 6 〈x̄∗, x − x̄〉 [x̄ ∈ C] 6 ‖x − x̄‖ [Cauchy-Schwarz et
‖x̄∗‖d 6 1] = dC(x) ; dès lors 〈x̄∗, x − x̄〉 = ‖x − x̄‖. Enfin, pour tout y ∈ C :
〈x̄∗, y − x̄〉 = 〈x̄∗, y − x〉 + 〈x̄∗, x − x̄〉 6 − dC(x) + ‖x − x̄‖ = 0, ce qui montre que
x̄∗ ∈ NC(x̄). Ces trois résultats montrent que x̄∗ ∈ ∂ dC(x).

14.14. On sait déjà que x̄ est unique. L’unicité de λ̄ vient de ce que (x̄, λ̄) est solu-
tion primale-duale de (14.64) et de ce que la qualification (QC-IL) assure l’unicité
du multiplicateur (voir la section 4.4.3). Rappelons que la démonstration de la
proposition 14.37 a montré que {λk} est bornée. Soient I0∗ := {i : ci(x̄) = 0} et
I−∗ := {i : ci(x̄) < 0}. Considérons d’abord les indices i ∈ I−∗ . La règle de mise à
jour des variables duales s’écrit : (λk+1)i = ((λk)i +αkci(xk))

+. Comme αk > ǫ > 0,
ci(xk) → ci(x̄) < 0 et {λk} est bornée, on a (λk)i = 0, pour k assez grand. Il reste
à montrer que (λk)I0∗ → (λ̄)I0∗ . Pour cela, on passe à la limite dans ∇xℓ(xk, λk) = 0

pour constater que l’unique point d’adhérence de {λk} est λ̄.

14.15. 1) Pour la première identité, on écrit

‖A‖2 = sup
‖x‖261

xTATAx = λmax(A
TA) = ‖σ(A)‖2∞.

Pour la seconde, on utilise la décomposition en valeurs singulières A = V ΣUT, dans
laquelle U et V sont orthogonales et Σ est diagonale de rang r = rg(A) et contient
les valeurs singulières de A :

‖A‖F = (trATA)1/2 = trUΣ V TV
︸ ︷︷ ︸

Im

ΣUT = trΣ2 UTU
︸ ︷︷ ︸

In

= ‖σ(A)‖22.

La dernière identité est plus difficile à démontrer ; on suit la piste suggérée dans les
indications.

(a) En prenant B := V UT, on a ‖B‖ = ‖σ(B)‖∞ = 1 et donc

‖A‖∗ > 〈A,B〉 = trATV UT = trUΣ V TV
︸ ︷︷ ︸

Im

UT = trΣ UTU
︸ ︷︷ ︸

In

= ‖σ(A)‖1.

(b) On montre que

‖B‖ 6 t ⇐⇒ t2Im −BTB < 0 ⇐⇒
(
tIn B

BT tIm

)

< 0

La première équivalence s’obtient comme suit

‖B‖ 6 t ⇐⇒ ‖B‖2 6 t2

⇐⇒ sup
‖x‖2=1

‖Bx‖22 6 t2

⇐⇒ sup
‖x‖2=1

xT(BTB − t2I)x 6 0

⇐⇒ t2Im −BTB < 0.

La seconde équivalence est claire si t = 0 car chaque côté requiert B = 0 (clair
pour −BTB < 0 et, pour le côté droit, il faut uTBv > 0 pour tout u et v, c’est-
à-dire B = 0). Si t > 0, on utilise l’équivalence (20.44) utilisant le complément
de Schur de tIn :

(
tIn B

BT tIm

)

< 0 ⇐⇒ tIm − 1

t
BTB < 0 ⇐⇒ t2Im −BTB < 0.
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(c) Grâce au point (b), on peut écrire

‖A‖∗ = sup
‖B‖61

〈A,B〉 = sup




In B
BT Im



<0

〈A,B〉

Grâce à l’autodualité du cône des matrices semi-définie positive (point 3 de
l’exrcice 2.35), ‖A‖∗ peut s’écrire

sup
B∈Rm×n

inf
X∈R

m×m, Y ∈R
n×n, Z∈R

m×n




X Z

ZT Y



<0

[

〈A,B〉 +
〈(

In B

BT Im

)

,

(

X Z

ZT Y

)〉]

.

On conclut en observant que le dernier terme s’écrit tr(X +BZT) + tr(BTZ +
Y ) = 〈B, 2Z〉 + 〈X, Im〉+ 〈Y, In〉.

(d) Par dualité faible, ‖A‖∗ est majoré par

inf
X∈R

m×m, Y ∈R
n×n, Z∈R

m×n




X Z

ZT Y



<0

sup
B∈Rm×n

〈A+ 2Z,B〉+ 〈X, Im〉+ 〈Y, In〉.

= inf
X∈R

m×m, Y ∈R
n×n, Z∈R

m×n




X Z

ZT Y



<0

A+2Z=0

(trX + trY )

= inf
X∈R

m×m, Y ∈R
n×n





X −A
−AT Y



<0

1

2
(trX + trY ).

(e) On majore encore ‖A‖∗ en prenant ci-dessus X = V ΣV T et Y = UΣUT, qui
vérifient la contrainte de semi-définie positivité, puisque

(
V ΣV T −V ΣUT

−UΣV T UΣUT

)

=

(
V
−U

)

Σ

(
V
−U

)T

< 0.

On obtient finalement

‖A‖∗ 6
1

2

(

tr(V ΣV T) + tr(UΣUT)
)

= trΣ = ‖σ(A)‖1.

2) Cela se déduit des relations entre les normes vectorielles de σ(A), à savoir
‖σ(A)‖∞ 6 ‖σ(A)‖2 6 ‖σ(A)‖1 6 r1/2‖σ(A)‖2 6 r‖σ(A)‖∞ (car σ(A) n’a que
r = rg(A) valeurs singulières non nulles) et des identités (14.82).

3) On a rg∗ = I{0}. En effet rg∗ > 0 (en prenant A = 0 dans la définition de rg∗)
et rg∗(0) = supA [− rg(A)] 6 0, si bien que rg∗(0) = 0. Par ailleurs, si A∗ 6= 0,
rg∗(A∗) > supA 〈A∗, A〉 −min(m,n) = +∞ (en prenant A = tA∗ avec t → ∞). On
déduit de l’expression trouvée de rg∗ que

rg∗∗(A) := sup
A∗

[〈A∗, A〉 − rg∗(A∗)] = 〈0, A〉 = 0.

4) Par définition de la conjuguée, f∗(A∗) = sup{〈A∗, A〉 − rg(A) : ‖A‖ 6 1}. On
obtient une minoration de f∗(A∗) comme suit. Soit A∗ = V ΣUT la factorisation
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SVD de A∗. On introduit Vs := (v1 · · · vs) et Us = (u1 · · ·us), où s est le plus grand
indice tel que σi(A) > 1. On peut prendre A = VsU

T

s dans la définition de f∗(A∗), car
‖VsU

T

s ‖ = 1 par (14.82) (les valeurs singulières non nulles de cette matrice valent 1),
ce qui donne

f∗(A∗) > trA∗UsV
T

s − s = trV T

s V ΣU
TUs − s =

s∑

i=1

(σi(A
∗)− 1) = ‖(σ(A∗)− e)+‖1.

Pour la majoration de f∗(A∗), on utilise l’inégalité de trace de von Neumann (B.38)
et le fait que, pour tout A tel que ‖A‖ 6 1, on a σi(A) 6 1 et donc

σ(A∗)Tσ(A)− rg(A) =
∑

σi(A
∗)>1

(

σi(A
∗) σi(A)
︸ ︷︷ ︸

61

−1
)

+
∑

σi(A
∗)61

σi(A) 6=0

(

σi(A
∗)σi(A)

︸ ︷︷ ︸

61

−1
)

6
∑

σi(A
∗)>1

(

σi(A
∗)− 1

)

= ‖(σ(A∗)− e)+‖1.

5) Par définition, la biconjuguée s’écrit

f∗∗(A) = sup
A∗

〈A∗, A〉 − ‖(σ(A∗)− e)+‖1. (D.48)

[f∗∗(A) 6 ‖A‖∗, si ‖A‖ 6 1] Par l’inégalité de trace de von Neumann (B.38), on a

f∗∗(A) 6 sup
A∗

(

σ(A∗)Tσ(A)− ‖(σ(A∗)− e)+‖1
)

= ‖A‖∗ + sup
A∗

(

(σ(A∗)− e)T σ(A)
︸ ︷︷ ︸

>0

−‖(σ(A∗)− e)+‖1
)

= ‖A‖∗ + sup
A∗

((
(σ(A∗)− e)+

)T
σ(A)− ‖(σ(A∗)− e)+‖1

)

= ‖A‖∗ + sup
A∗

(
(σ(A∗)− e)+

)T(
σ(A)− e
︸ ︷︷ ︸

60

)

6 ‖A‖∗.

[f∗∗(A) > ‖A‖∗, si ‖A‖ 6 1] Soit A = V ΣUT la factorisation SVD de A. On prend
A∗ = V UT dans (D.48). Comme les valeurs singulières non nulles de ce A∗ valent 1,
‖(σ(A∗)− e)+‖1 = 0, si bien que

f∗∗(A) > trAUV T = trV TV ΣUTU = trΣ = ‖σ(A)‖1 = ‖A‖∗.

[f∗∗(A) = +∞, si ‖A‖ > 1] Dans ce cas, la plus grande valeur singulière σ1(A) > 1.
Soient A = V ΣUT la factorisation SVD de A, v1 la première colonne de V et u1 la
première colonne de U . En prenant pour A∗ dans (D.48), la matrice A∗

t = tv1u
T

1 ,
avec t > 1, on trouve σ(A∗

t ) = te1 et donc

f∗∗(A) > t(trAu1v
T

1 )− (t− 1) > t(σ1(A)− 1) + 1,

qui tend vers +∞ lorsque t→ +∞.

14.16. Comme le problème (14.84) s’écrit aussi infx∈Rn supy∈Rm (‖x‖1 − yT(Ax− b)), son
dual lagrangien s’écrit
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sup
y∈Rm

inf
x∈Rn

(

‖x‖1 − yT(Ax− b)
)

= sup
y∈Rm

(

bTy − sup
x∈Rn

(ATy)Tx− ‖x‖1
)

= sup
y∈Rm

(

bTy − IB̄∞
(ATy)

)

= sup
‖ATy‖∞61

bTy,

où B̄∞ est la boule unité fermée de Rm pour la norme ℓ∞ (on a utilisé l’expression
de la conjuguée de la norme de l’exercice 3.30).

14.17. Le problème (14.86) s’écrit aussi

inf
X∈Rm×n

sup
y∈Rp

‖X‖∗ − 〈y,A(X)− b〉. (D.49)

Le dual lagrangien du problème (14.86) s’écrit donc

sup
y∈Rp

inf
X∈Rm×n

‖X‖∗ − 〈y,A(X) − b〉

= sup
y∈Rp

(

〈b, y〉 − sup
X∈Rm×n

〈A∗(y),X〉 − ‖X‖∗
)

.

Par la conjuguée de la norme (exercice 3.30), on a

sup
X∈Rm×n

〈A∗(y),X〉 − ‖X‖∗ =

{
0 si ‖A∗(y)‖ 6 1
+∞ sinon,

où l’on a utilisé le fait que la norme duale de ‖ · ‖ est la norme ‖ · ‖∗ et donc que la
norme duale de ‖·‖∗ est la norme ‖·‖. On en déduit que le problème dual lagrangien
s’écrit comme en (14.87).

Méthodes newtoniennes

15.1. On note gx = ∇f(x), Hx = ∇2f(x), Ax = c′(x) et Lz = ∇2ℓ(x, λ). Si A−
x est un

inverse à droite de Ax (qui existe si Ax est surjective) et Z−
x a ses colonnes qui forment

une base de N (Ax), la solution primale dx de (15.16) vérifie on a dx = −A−
x cx+Z

−
x hx,

avec hx qui minimise (gx − HxA
−
x cx)

TZ−
x hx + 1

2
hT

xH̄xhx, où H̄x = Z−T

x HxZ
−
x . En

supposant H̄x inversible, on trouve dx = −A−
x cx−Z−

x H̄
−1
x (ḡx−Z−T

x HxA
−
x cx), où on

a noté ḡx = Z−T

x gx le gradient réduit. Dès lors, l’algorithme s’écrit x+ = Φ(x) avec
Φ(x) = x− A−

x cx − Z−
x H̄

−1
x (ḡx − Z−T

x HxA
−
x cx). En observant que ḡ′(x∗) = Z−T

∗ L∗,
on trouve

Φ′(x∗) = I − A−
∗ A∗ − Z−

∗ H̄
−1
∗ Z−T

∗ (L∗ −H∗A
−
∗ A∗) = Z−

∗ H̄
−1
∗ Z−T

∗ (H∗ − L∗).

On observe que Φ′(x∗) serait nul si H∗ était égal à L∗, mais n’a pas raison d’avoir ses
valeurs propres dans [−1, 1] en général. Dans l’exemple proposé, on a x∗ = (0,−1),
λ∗ = 1 et

A∗ =
(
0 2

)
, Z−

∗ =

(
1
0

)

, H∗ =

(
−2a 0
0 0

)

, et L∗ =

(
2(1−a) 0

0 2

)

.

Donc H̄∗ = −2a et Φ′(x∗) = Diag( 1
a
, 0) a une valeur propre > 1.
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Méthodes de points intérieurs

16.1. L’ellipsoïde x + EA, centré en x, est dans Rn
+ si x + v > 0 pour tout v ∈ EA ou

encore si x + A−1/2u > 0 pour tout u ∈ B̄ (la boule unité fermée pour la norme
euclidienne). Ceci s’exprime aussi en disant que, pour tout i ∈ [1 :n] et tout u ∈ B̄ :
xi + (ei)TA−1/2u > 0 (ei désigne le i-ième vecteur de base de Rn). L’infimum en
u ∈ B̄ de cette dernière quantité est obtenu pour u = −A−1/2ei/‖A−1/2ei‖2 et vaut
donc xi −‖A−1/2ei‖2. La condition x+ EA ⊆ Rn

+ s’exprime donc par les n inégalités
‖A−1/2ei‖2 6 xi, i = 1, . . . , n. Par ailleurs, le volume de EA (ou de x+ EA) s’écrit

V (EA) =

∫

EA

1 dv =

∫

B̄

|detA−1/2|du = σn detA−1/2,

où σn est le volume de B̄. En faisant le changement de variable M = A−1/2, on voit
que l’on cherche à évaluer la fonction

f(x) = inf
M≻0

‖Mei‖26xi,∀i

− log detM.

Si x > 0, ce problème a une solution uniqueM ≻ 0 (le critère est strictement convexe,
fermé et les contraintes d’inégalité définissent un ensemble convexe compact non
vide). Si on note λi les multiplicateurs associés aux contraintes (élevées au carré) et
Λ = Diag(λ1, . . . , λn), les conditions d’optimalité s’écrivent :

−M−1 + ΛM +MΛ = 0 et ∀i : ‖Mei‖2 6 xi, λi > 0, λi(‖Mei‖2 − xi) = 0.

On a clairement Λ ≻ 0, car si λi = 0, l’élément (i, i) de la première équation
s’écrirait (M−1)ii = 0, ce qui n’est pas compatible avec le fait que M ≻ 0. Cher-
chons M diagonale (le système ayant au plus une solution, si on en trouve une avec
M diagonale, c’est la bonne). La première équation accepte une solution de cette
forme : M = (2Λ)−1/2. Par ailleurs, comme λ > 0, on a ‖Mei‖2 = xi par com-
plémentarité, si bien que M = Diag(x1, . . . , xn) et les λi = 1/(2x2

i ) > 0. Dès lors
f(x) = − log detDiag(x1, . . . , xn) = −∑i log xi = lb(x).

Comme la matrice A optimale est X−2, l’ellipsoïde le plus volumineux contenu dans
Rn

+, centré en x > 0, est donc {v ∈ Rn : vTX−2v 6 1} qui n’est autre que la boule
unité B̄x(0, 1) pour la norme locale en x associée à lb.

16.2. 1) La vérification de l’autoconcordance immédiate, car dom f = Rn et ‖v‖2x = vTAv
est indépendant de x. Mais f n’est pas une barrière, car ‖gx(x)‖2x = xTAx+ 2bTx+
bTA−1b n’est pas borné.

Problèmes de moindres-carrés

19.1. 1) On peut voir (P ) comme le problème inf{‖y − b‖F : y ∈ R(A)}, dans lequel on
projète b sur R(A). Il ne s’agit pas d’une projection au sens habituel, car la norme
‖·‖F ne dérive pas nécessairement d’un produit scalaire. Cette projection existe (mais
elle n’est pas nécessairement unique) puisque le critère tend vers l’infini à l’infini et
que l’ensemble admissible est fermé non vide (corollaire 1.4).

2) Soit fε le critère de (Pε). Il est clair que fε est continue et que fε(x) → ∞ si
‖x‖E → ∞; donc (Pε) a au moins une solution (corollaire 1.4).

3) Par optimalité de x̄ε, fε(x̄ε) 6 fε(0), ce qui conduit à ‖x̄ε‖βE 6 ‖b‖αF /ε, montrant
que x̄ε → 0 lorsque ε→ ∞.
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4) Par la proposition 13.2, lorsque ε ↓ 0, ‖x̄ε‖βE croît, donc aussi ‖x̄ε‖E.
Soit x̂ une solution de (P ). D’une part fε(x̄ε) 6 fε(x̂) par optimalité de x̄ε et, d’autre
part, ‖Ax̂ − b‖F 6 ‖Ax̄ε − b‖F par optimalité de x̂. En additionnant ces inégalités,
on obtient ‖x̄ε‖E 6 ‖x̂‖E, ce qui montre que {x̄ε} est bornée.

Le fait que les points d’adhérence de {x̄ε} sont solutions de min{‖x‖E : x ∈ S}, se
déduit de la proposition 13.3.

5) La hessienne de fε s’écrit ∇2fε(x) = 2(A∗A + εI). Comme elle est définie posi-
tive, fε est strictement convexe et (Pε) a une solution unique.

La solution x̄ε vérifie A∗(Ax̄ε − b) + εx̄ε = 0. Si ε → ∞, x̄ε → 0 par le point 3 et
cette dernière équation montre que εx̄ε → A∗b 6= 0.

Comme le problème min{‖x‖E : x ∈ S} a aussi une unique solution (projection de
zéro sur S), toute la suite {x̄ε}ε↓0 converge vers cette solution de norme minimale.

19.2. 1) Il s’agit de la minimisation d’une fonction continue sur un compact non vide
(théorème 1.2).

2) On peut récrire le problème comme suit : min{ 1
2
‖Ax − b‖2 : 1

2
(‖x‖2 −∆2) 6 0}.

Sa contrainte est qualifiée (0 est un point de Slater) et les fonctions qui le définissent
sont différentiables, si bien que l’on peut écrire ses conditions de KKT : il existe un
multiplicateur λ tel que







(ATA+ λI)x = ATb
‖x‖ 6 ∆
λ > 0
λ(‖x‖ −∆) = 0.

(D.50)

Ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour l’optimalité, car le critère et la
contrainte sont convexes.

3) On utilise les conditions d’optimalité (D.50). Si λ > 0, alors x = AT(b − Ax)/λ
montre que x ∈ R(AT). Si λ = 0, alors AT(Ax− b) = 0 et la solution de min{‖x‖ :
AT(Ax−b) = 0} sera certainement aussi solution de (D.50) avec un multiplicateur nul
(elle sera aussi de norme 6 ∆) ; c’est la solution de norme minimale d’un problème
de moindres-carrés linéaire, qui est dans R(AT), voir (19.5).

4) [⇒] On montre la contraposée en supposant qu’il existe deux points x1 6= x2 dans
E := B̄(0,∆)∩ {x : AT(Ax− b) = 0}. Alors ces deux points sont solutions de (D.50)
avec λ = 0, donc solutions de (19.59).

[⇐] On montre à nouveau la contraposée en supposant qu’il existe deux solutions
x1 6= x2. Comme le problème est convexe, l’ensemble des solutions primales-duales
forment un produit cartésien, si bien qu’il existe un multiplicateur λ commun aux
deux solutions. Par la première équation de (D.50) et le fait que ATA + λI ≻ 0 si
λ > 0, on a nécessairement λ = 0. Alors x1 6= x2 sont clairement dans E.

19.3. 1) On voit (19.60) comme le problème inf{‖y − b‖∞ : y ∈ R(A)}, dans lequel on
«projette » le point b sur R(A). Cette projection existe (mais elle n’est pas néces-
sairement unique) puisque le critère est coercif et que l’ensemble admissible est fermé
non vide (corollaire 1.4).

2) Soit xtch une solution de (19.60). On a ‖rmc‖∞ 6 ‖rmc‖2 6 ‖Axtch−b‖2 [optimalité
du problème de MCL] 6

√
m ‖Axtch − b‖∞ =

√
mvtch.

3) Il est clair que (19.62) a une solution, car le critère est continu et l’ensemble
admissible est compact non vide.
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Première technique de dualisation. La norme ℓ∞ est la norme duale de la norme ℓ1,
si bien que le problème (19.60) s’écrit

inf
x∈Rn

sup
y∈R

m

‖y‖161

yT(b− Ax).

On peut donc prendre comme dual min-max

sup
y∈R

m

‖y‖161

inf
x∈Rn

yT(b− Ax) = sup
y∈R

m

‖y‖161

{
bTy si ATy = 0
−∞ sinon,

qui est bien (19.62).

Deuxième technique de dualisation. On récrit d’abord le problème (19.60) comme le
problème avec contrainte

{
inf(x,z)∈Rn×Rm ‖z‖∞
b−Ax = z.

La dualisation lagrangienne de la contrainte permet alors d’écrire le problème (19.60)
comme un infsup :

inf
(x,z)∈Rn×Rm

sup
y∈Rm

‖z‖∞ + yT(b− Ax− z).

Le dual de celui-ci s’écrit alors

sup
y

inf
(x,z)

‖z‖∞ + yT(b− Ax− z) = sup
y

(

bTy + inf
x

(−yTAx) + inf
z

(‖z‖∞ − yTz)
)

.

D’une part, inf{−yTAx : x ∈ Rn} est nul si ATy = 0 et −∞ autrement. D’autre
part, inf{‖z‖∞ − yTz : z ∈ Rm} = − sup{yTz − ‖z‖∞ : z ∈ Rm} est nul si ‖y‖1 6 1
et −∞ autrement (exercice 3.30). Cela conduit à (19.62).

4) Le point −rmc/‖rmc‖1 est admissible pour (19.62), car ATrmc = 0 (c’est l’équation
normale du problème de moindres-carrés linéaire). Alors ‖rmc‖22/‖rmc‖1 = −bTrmc/‖rmc‖1
[ATrmc = 0] 6 val((19.62)) [optimalité dans (19.62)] 6 vtch [dualité faible]. Pour mon-
trer que ‖rmc‖∞/

√
m 6 ‖rmc‖22/‖rmc‖1, on utilise le fait que, quel que soit y ∈ Rm,

on a ‖y‖∞ 6 ‖y‖2 (clair) et ‖y‖1 6
√
m ‖y‖2 (Cauchy-Schwarz).

19.4. 1) On a en effet ∂f(x) = AT∂(‖ · ‖)(Ax− b) (proposition 3.72) et en utilisant (3.82),
on obtient (19.63).

2) On peut s’y prendre d’au moins deux manières différentes.

Dans la première approche, on profite du fait que l’on peut écrire la norme ‖ · ‖
comme un supremum. En effet, puisque ‖·‖ = ‖·‖dd (point 3 de l’exercice 3.30),
on a ‖v‖ = sup{yTv : ‖y‖d 6 1} et donc le problème (P ) s’écrit

inf
x

sup
‖y‖d61

yT(b− Ax).

Alors, on peut prendre comme dual min-max de (P ) :

sup
‖y‖d61

inf
x

yT(b− Ax) = sup
‖y‖d61

{
bTy si ATy = 0
−∞ sinon.

Ce problème est équivalent au problème (D).
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Dans la seconde approche, on récrit (P ) comme un problème avec contrainte

(P̃ )

{
inf(x,v)∈Rn×Rm ‖v‖
Ax− b+ v = 0

et on dualise sa contrainte par le lagrangien. Cela permet d’écrire (P ) comme
le problème

inf
(x,v)∈Rn×Rm

sup
y∈Rm

‖v‖ − yT(Ax− b+ v).

Alors, on peut prendre comme dual min-max de (P ) :

sup
y∈Rm

inf
(x,v)∈Rn×Rm

‖v‖ − yT(Ax− b+ v) (D.51)

= sup
y∈Rm

(

bTy − sup
x

(ATy)Tx− sup
v

[

yTv − ‖v‖
])

= sup
y∈Rm

{
bTy si ATy = 0 et ‖y‖d 6 1
−∞ sinon,

où l’on a utilisé la conjuguée IB̄d
de la norme (point 2 de l’exercice 3.30). Ce

dernier problème est équivalent au problème (D).

3) Le problème (P ) peut aussi s’écrire inf {‖y − b‖ : y ∈ R(A)} qui a une solution
y ∈ R(A) (car le critère est continu coercif et l’ensemble admissible est fermé non
vide), donc il existe un x ∈ Rn tel que y = Ax et ce x est solution de (P ).

Le problème (D) consiste à maximiser une fonction continue sur un compact non
vide ; il a donc une solution.

Typiquement, lorsque (P ) et (D) ont une solution, l’absence de saut de dualité se
montre au moyen des conditions d’optimalité (voir les propositions 14.25 et 14.31).

La condition d’optimalité de (P ) en une solution x s’écrit 0 ∈ ∂f(x). Alors, par
(19.63), il existe un y′ ∈ Rm tel que ATy′ = 0, ‖y′‖d 6 1 et (y′)T(Ax−b) = ‖Ax−b‖
ou −(y′)Tb = ‖Ax− b‖ = val(P ). On voit alors que y = −y′ vérifie les contraintes
de (D) avec un coût égal à val(P ). Comme val(D) 6 val(P ), on en déduit que y
est solution de (D) et qu’il n’y a pas de saut de dualité.
On peut aussi utiliser les conditions d’optimalité de (D). Comme les contraintes
de (D) sont qualifiées (y = 0 est un point de Slater), il existe des multiplicateurs
x ∈ Rn et σ ∈ R tels que







0 ∈ ∂y(−bTy + (ATy)Tx+ σ(‖y‖d − 1)

ATy = 0
0 6 σ ⊥ (‖y‖d − 1) 6 0.

Si σ = 0, on obtient Ax = b, si bien que val(P ) = 0. Comme val(D) 6 val(P ) = 0
et que y = 0 est admissible pour (D), y = 0 est solution de (D), ce qui montre que
val(D) = 0. Il n’y a donc pas de saut de dualité.
Si σ > 0, on obtient







1
σ
(b− Ax) ∈ ∂(‖ · ‖d)(y)

ATy = 0
‖y‖d = 1,

ce qui s’écrit aussi






‖Ax− b‖ 6 σ, (b− Ax)Ty = σ‖y‖d
ATy = 0
‖y‖d = 1.
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On en déduit que bTy = σ 6 val(D) et val(P ) 6 ‖Ax − b‖ 6 σ. Donc val(D) =
val(P ) par dualité faible et il n’y a pas de saut de dualité.

4) Si x ∈ Sol(P ), on peut écrire x = x0 + x1 avec x0 ∈ N (A) et x1 ∈ N (A)⊥ =
R(AT). Comme Ax− b = Ax1 − b, il s’ensuit que x1 ∈ R(AT) ∩ Sol(P ) = C. Donc
x ∈ C + N (A). Inversement, si x = x1 + x0 avec x1 ∈ C et x0 ∈ N (A), on a
Ax− b = Ax1 − b, si bien que ‖Ax− b‖ = val(P ), ce qui signifie que x ∈ Sol(P ).

L’ensemble C contient les solutions de (P ) qui sont dans l’image de AT. Lorsque
‖ · ‖ = ‖ · ‖2, cet ensemble contient l’unique solution de norme minimale de (P ).

5) En effet, (P ) se récrit alors comme suit
{
min(x,t)∈Rn×Rm

∑m
i=1 ti

−ti 6 (Ax− b)i 6 ti, ∀i ∈ [1 :m],

qui est bien un problème d’optimisation linéaire (minimisation d’une fonction linéaire
sur un polyèdre convexe).

Optimisation linéaire : théorie et algorithme du simplexe

17.1. Dans le système d’optimalité, on remplace les conditions de complémentarité (non
linéaires) par une condition équivalente linéaire, à savoir l’absence de saut de dualité.
Ceci conduit au système suivant







Ax = b, x > 0 (admissibilité primale)
ATy + s = c, s > 0 (admissibilité duale)
cTx = bTy (pas de saut de dualité).

17.2. (i) En effet, l’application c 7→ min {cTx : Ax = b, x > 0} s’obtient comme l’infimum
en x ∈ {Ax = b, x > 0} de fonctions linéaires c 7→ cTx (proposition 3.34).

(ii) On peut supposer que l’ensemble admissible X de (PL) n’est pas un singleton,
sinon le résultat est immédiat. Soient Tx̄X le cône tangent à X en x̄, S la sphère
unité de Rn et ǫ := 1

2
inf{cTd : d ∈ Tx̄X ∩S}. On a ǫ > 0. En effet, comme Tx̄X ∩S

est un compact non vide (car X n’est pas un singleton), le problème qui définit ǫ
a une solution, disons d̄, et si ǫ 6 0, on aurait cTd̄ 6 0, d̄ 6= 0 et un t > 0 tel que
x̄′ := x̄+ td̄ ∈ X (d’après l’exercice 2.43, Tx̄X est l’ensemble des directions d telles
que x̄ + R++d rencontre X), si bien que x̄′ serait une autre solution de (PL). Soit
alors c̃ tel que ‖c̃−c‖ 6 ǫ et montrons que x̄ est encore l’unique solution de (PL) avec
c remplacé par c̃. Soit x 6= x̄, avec x ∈ X, et posons d = x−x̄. On a d/‖d‖ ∈ Tx̄X∩S
et donc cTd/‖d‖ > 2ǫ, si bien que c̃Td/‖d‖ > ǫ > 0 et c̃Tx > c̃Tx̄. Dès lors x n’est
pas solution du problème perturbé.

Inversement, si x̄′ est une autre solution de (PL) (x̄ n’est pas l’unique solution) et
c̃ = c+ ǫ(x̄− x̄′), alors x̄ n’est plus solution du problème (PL) avec c remplacé par
c̃ et cela quel que soit ǫ > 0. En effet, on a c̃T(x̄− x̄′) = ǫ‖x̄− x̄′‖2 > 0.

(iii) D’après le point (ii), ϕ(c) = cTx̄0 pour c voisin de c0. On en déduit le résultat.

17.3. xxx

17.4. Autre démonstration (plus rapide). On utilise la proposition 17.13 : il existe alors
s > 0 et y tels que ATy + s = c. Alors pour tout x ∈ Fp, on a cTx = yTb+ sTx, qui
tend vers l’infini lors que ‖x‖ → ∞ dans Fp.

17.5. [(i) ⇒ (ii)] Soient i ∈ [1 :mB ] et bTi ∈ R1×n la i-ième ligne de B ∈ RmB×n. Consid-
érons le problème d’optimisation linéaire en x ∈ Rn suivant
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{
infx −bTi x
Ax 6 a.

Par hypothèse, ce problème est réalisable (car PA 6= ∅)) si bien que sa valeur optimale
n’est pas +∞. Par ailleurs, si (i) a lieu, sa valeur optimale est > −βi, où βi est la
i-ième composante de b, car chaque fois que Ax 6 a, on a Bx 6 b et donc bTi x 6 βi.
Le problème a donc une solution, disons x̄i ∈ Rn. Le lagrangien du problème s’écrit

(x, yi) ∈ Rn × RmA 7→ −bTi x+ yTi (Ax− a).

Par les conditions d’optimalité, on a l’existence d’un yi ∈ RmA , tel que

bTi = yTi A, 0 6 yi ⊥ (Ax̄i − a) 6 0.

Alors, on a

yTi a = yTi Ax̄i [complémentarité]

= bTi x̄i [bTi = yTi A]

6 βi [valeur optimale > −βi].

On obtient la condition (ii) en prenant la i-ième ligne de Y égale à yTi .

[(ii) ⇒ (i)] Supposons que (ii) ait lieu et que x ∈ PA, si bien que Ax 6 a. Alors, en
utilisant les propriétés de Y données dans (ii), on a

Bx = Y
︸︷︷︸

>0

Ax
︸︷︷︸

6a

6 Y a 6 b.

Donc x ∈ PB et (i) a lieu.

17.6. 1) [(i) ⇒ (ii)] Lorsque A ⊆ B, on a pour tout d ∈ E : sup{〈d, x〉 : x ∈ A} 6

sup{〈d, x〉 : x ∈ B}, c’est-à-dire σA 6 σB.
[(ii) ⇒ (i)] Comme σA = I∗

A (conjuguée de l’indicatrice de A), l’inégalité σA 6 σB

s’écrit I∗
A 6 I∗

B . En prenant la conjuguée, on obtient I∗∗
B 6 I∗∗

A ou IB 6 IA

(point 3 de la proposition 3.46 et le fait que les idicatrices sont dans Conv(E) car
les ensembles sont convexes fermés non vides) ou encore A ⊆ B.
[(ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv)] Clair.
[(iv) ⇒ (ii)] Soit d ∈ E. Observons d’abord que la non-vacuité de B implique que
σB(d) > −∞. On distingue trois cas (on utilise chaque fois l’homogénéité positive
de la fonction d’appui).

Si σB(d) > 0, alors σB(d/σB(d)) = 1, si bien que σA(d/σB(d)) 6 1 par
l’inclusion de (iv) avec α = 1, d’où l’on déduit que σA(d) 6 σB(d).
Si σB(d) = 0, alors, pour tout t > 0, σB(td)) = tσB(d)) 6 1. Par l’inclusion
de (iv) avec α = 1, on en déduit que σA(td)) 6 1 ou σA(d)) 6 1/t, pour tout
t > 0. On déduit que σA(d)) 6 0 et donc que σA(d) 6 σB(d).
Si σB(d) < 0, alors σB(d/(−σB(d))) = −1, si bien que σA(d/(−σB(d))) 6 −1
par l’inclusion de (iv) avec α = −1, d’où l’on déduit que σA(d) 6 σB(d).

2) [⊆] Si d est dans le membre de gauche de (17.22), on a

sup
Ax6b

dTx 6 α.

Le problème d’optimisation à gauche de l’inégalité est linéaire borné et réal-
isable. Il a donc une solution x et ses contraintes sont qualisifées par (QC-A),
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si bien qu’il existe un multiplicateur optimal y ∈ Rm tel que d = ATy
et 0 6 y ⊥ (Ax − b) 6 0. Alors, la valeur optimale du problème vaut
dTx = yTAx = bTy. Comme celle-ci doit être 6 α, d est dans l’ensemble
à droite dans (17.22).

[⊇] Inversement, si d = ATy avec y > 0 et bTy 6 α, alors, pour tout x ∈ P , on
a dTx = yTAx 6 yTb 6 α, si bien que d est dans l’ensemble à gauche dans
(17.22).

3) [⊆] Si d est dans le membre de gauche de (17.23), on a

sup
xTHx61

dTx 6 1.

Le problème d’optimisation de gauche a une solution x (minimisation d’une
fonction continue sur un compact non vide) et sa contrainte est qualisifée par
(QC-S), si bien qu’il existe un multiplicateur optimal λ ∈ R tel que d = λHx
et 0 6 λ ⊥ (xTHx− 1) 6 0. Si d 6= 0, on en déduit que dTx = λ(xTHx) = λ,
puis dTH−1d = λdTx = λ2, d’où l’on déduit que dTx = (dTH−1d)1/2, qui doit
être 6 1. Donc d ∈ E (H−1).

[⊇] Inversement, si dTH−1d 6 1 et xTHx 6 1, on a dTx = dTH−1/2H1/2x 6

‖H−1/2d‖ ‖H1/2x‖ = (dTH−1d)1/2(xTHx)1/2 6 1. Donc d est dans le membre
de gauche de (17.23).

4) L’équivalence (17.24a) (resp. (17.24b)) se déduit directement de l’équivalence (i)
⇔ (iii) (resp. (i) ⇔ (iv)) et de l’identité (17.22).
Retrouvons l’équivalence de l’exercice 17.5 à partir de (17.24).

[(ii) de 17.5 ⇒ (17.24a)] Soient α ∈ R et z ∈ RmB
+ tel que bTz 6 α. Avec

Y ∈ RmB×mA
+ donné par la clause (ii) de l’exercice 17.5, on a BTz = ATY Tz.

Alors y = Y Tz est tel que BTz = ATy, y > 0 et aTy = aTY Tz 6 bTz 6 α.
[(17.24b) ⇒ (ii) de 17.5] Il suffit de construire Y ∈ RmB×mA

+ ligne par ligne
et considère sa ligne i ∈ [1 :mB ] ci-dessous.
◦ Si bi > 0, z = ei/bi est positif et vérifie bTz = 1. En prenant α = 1 dans

(17.24b), BTz = BT

i : /bi peut s’écrire ATỹ avec ỹ > 0 et aTỹ 6 1. Alors
y = biỹ est positif et satisfait Bi : = yTA et yTa 6 bi. Ce y peut donc être
pris comme la i-ième ligne de Y .

◦ Si bi = 0, z = tei est positif et vérifie bTz = 0 6 1. En prenant α = 1 dans
(17.24b), BTz = tBT

i : peut s’écrire ATỹt avec ỹt > 0 et aTỹt 6 1. En posant
yt := ỹ/t, on a BT

i : = ATyt, yt > 0 et aTyt 6 1/t.
– S’il existe un t > 0 tel que aTyt 6 0, ce y := yt permet d’écrire BT

i : = ATy,
avec y > 0 et aTy 6 0 = bi, comme souhaité.

– Dans le cas contraire, la suite {(ATyt, a
Tyt)}t>1, qui prend ses valeurs

dans {0} × [0, 1], est bornée. On peut alors en extraire une sous-suite
convergence, dont la limite est nécessairement dans le (polyèdre convexe)
fermé (AT, aT)(Rm

+ ). On a donc à nouveau trouvé un y ∈ Rm
+ tel que

BT

i : = ATy, avec y > 0 et aTy 6 0 = bi, comme souhaité.
◦ Si bi < 0, z = ei/(−bi) est positif et vérifie bTz = −1. En prenant α = −1

dans (17.24b), BTz = BT

i : /(−bi) peut s’écrire ATỹ avec ỹ > 0 et aTỹ 6 −1.
Alors y = −biỹ est positif et satisfait Bi : = yTA et yTa 6 bi. Ce y peut
donc être pris comme la i-ième ligne de Y .

5) L’équivalence (17.25) se déduit directement de l’équivalence (i) ⇔ (iv) :

pour α = 1, {d ∈ Rn : σE (H) 6 1} = E (H−1) par (17.23) et {d ∈ Rn : σP 6

1} = AT{y ∈ Rm
+ : bTy 6 1} par (17.22) ;
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pour α = 0, {d ∈ Rn : σE (H) 6 0} est réduit à {0}, si bien que l’inclusion dans
(iv) est trivialement vérifiée ;
pour α = −1, {d ∈ Rn : σE (H) 6 −1} est vide, si bien que l’inclusion dans (iv)
est trivialement vérifiée.

17.7. 1) D’après (17.6) et (17.8a), Sp = {x ∈ Rn : Ax = b, xB > 0, xN = 0}. Comme il
existe une solution strictement complémentaire (proposition 17.8), l’ensemble {x ∈
Rn : Ax = b, xB > 0, xN = 0} n’est pas vide. Alors, selon le point 5 de l’exercice 2.20,
l’intérieur relatif de Sp est ce dernier ensemble, qui est celui donné dans la deuxième
formule de (17.9a). En en déduit facilement la première formule de (17.9a).

Les formules de S−◦
d

dans (17.9b) se démontreent de la mìeme manière.

2) Il est clair que S−◦
pd

:= (Sp×Sd)
−◦ = S−◦

p
×S−◦

d
par le point 1 de la proposition 2.17. Par

ailleurs, Ssc

pd
= S−◦

pd
, parce que l’ensemble des solutions primales-duales strictement

complémentaires sont les solutions primales-duales telles que xB > 0 et sN > 0.

3) [⇒] Soit x ∈ S−◦
p
. On prend (y, s) ∈ S−◦

d
(qui est nécessairement non vide, car

Sd 6= ∅). Alors (x, y, s) ∈ S−◦
p
× S−◦

d
= Ssc

pd
, par le point 2. Aussi par le point 2, si

(x, y, s) ∈ Ssc

pd
, on a nécessairement (y, s) ∈ S−◦

d
.

[⇐] Si (y, s) ∈ Sd est tel que (x, y, s) ∈ Ssc

pd
, alors, par le point 2, on a nécessairement

x ∈ S−◦
p

et (y, s) ∈ S−◦
d
.

4) Se démontre comme le point 3.

17.8. 1) On considère le problème (P ) et son dual (D) :

(P )







inf 0Tx
Ax = b
x > 0,

et (D)

{
sup bTy

ATy 6 0.

L’inclusion {Ax : x > 0} ⊆ {y : ATy > 0}+ est évidente (démonstration de la
proposition 2.45), mais elle peut aussi se déduire de l’inégalité de dualité faible
val(D) 6 val(P ). Soit b ∈ {Ax : x ≥ 0}. Alors {Ax : x ≥ 0} 6= ∅, si bien que
val(P ) = 0. Par dualité faible, val(D) 6 0, ce qui se traduit par : bTy ≥ 0 pour tout y
tel que ATy ≥ 0, c’est-à-dire b ∈ {y : ATy ≥ 0}+.

Réciproquement, si b ∈ {y : ATy ≥ 0}+, alors val(D) 6 0. Dès lors (D) est borné
et réalisable (y = 0 est admissible); il admet donc une solution (théorème 17.4). Par
suite, (P ) admet également une solution x (théorème 17.11). En particulier, ce x est
admissible pour (P ) : x ≥ 0 et Ax = b. Donc b ∈ {Ax : x ≥ 0}.
2) [(i) ⇒ (ii)] Par hypothèse, le problème d’optimisation linéaire γ := inf{cTx −
α : Ax > b} est réalisable et, par (i), γ > 0. Le problème a donc une solution
(corollaire 17.12). Par dualité forte (proposition 17.11), le problème dual sup{bTy−α :
ATy = c, y > 0} a une solution et a pour valeur optimale γ. On en déduit (ii).

[(ii) ⇒ (i)] Par hypothèse, il existe un x tel que Ax > b. Par (ii), on a alors :
cTx = yTAx > bTy = α+ γ > α, c’est-à-dire (i).

17.9. 1) Le dual de (D.3) s’écrit






supx 0
Ax = a
Bx 6 b
Cx 6 c.

(D.52)

[(i) ⇒ (ii)] Si (i) a lieu, le x donné vérifie les contraintes de (D.52) et ce problème
a ce point x comme solution et la valeur optimale val (D.52) = 0. Alors le problème
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primal (D.3) a aussi une solution et une valeur optimale nulle. Soit (α, β, γ) ∈ RmA ×
RmB

+ ×RmC
+ vérifiant ATα+BTβ+CTγ = 0 et aTα+bTβ+cTγ 6 0 comme dans (ii).

Alors (α, β, γ) est solution du problème primal (D.3) et on a aTα+ bTβ + cTγ = 0.
Enfin, en retranchant (ATα+BTβ+CTγ)Tx = 0 et aTα+ bTβ+ cTγ = 0, on obtient

(Ax− a
︸ ︷︷ ︸

=0

)Tα+ (Bx− b
︸ ︷︷ ︸

60

)T β
︸︷︷︸

>0

+(Cx− c
︸ ︷︷ ︸

<0

)T γ
︸︷︷︸

>0

= 0.

On en déduit que γ = 0. Pour ce dernier point, on aurait aussi pu utiliser la relation
de complémentarité entre la contrainte γ > 0 et son multiplicateur z := c− Cx > 0
(qui dérive de la dualisation) :

0 6 (c−Cx) ⊥ z > 0.

[(ii) ⇒ (i)] Le problème primal (D.3) est réalisable et sa valeur optimale est négative
(en prenant α = 0, β = 0 et γ = 0). Si (ii) a lieu, alors val (D.3) = 0 et le problème
primal (D.3) a une solution. Dès lors, le problème dual (D.52) a aussi une solution
(théorème 17.11). En prenant des solutions primales-duales strictement complémen-
taires (proposition 17.8), disons (α0, β0, γ0) et x0, on doit avoir c − Cx0 > 0 (c’est
la variable duale associée à la contrainte γ > 0), car γ0 = 0 par (ii).

17.10. 1) Si (PL) est réalisable et non borné, val(PL) = −∞. Par l’inégalité de dualité faible,
val(DL) = −∞, ce qui signifie que (DL) n’est pas réalisable.

2) Si (DL) était borné, il aurait une solution (car il est aussi réalisable, théorème 17.4).
Donc (PL) aurait aussi une solution (dualité forte), ce qui contredirait qu’il n’est pas
réalisable.

17.11. 1) L’inclusion ⊇ est claire. Inversement, si r ∈ S∞
d,s, il existe des suites {sk} ⊆ Sd,s et

{tk} → ∞, telles que sk/tk → r. Clairement r > 0. D’autre part, il existe une suite
{yk} ⊆ Rm telle que ATyk + sk = c, bTyk > val(D). On voit que AT(yk/tk) = (c−
sk)/tk → −r et comme R(AT) est fermé, il existe z ∈ Rm tel que AT(yk/tk) → ATz.
À la limite, on a ATz + r = 0. Enfin, en tenant compte du fait que b = Ax pour un
certain x ∈ Rn (Fp 6= ∅), on peut passer à la limite dans bT(yk/tk) > val(D)/tk. On
obtient alors bTz > 0.

2) L’inclusion ⊇ est claire : si r ∈ S∞
d,s, α ∈ R+, h ∈ N (A) et p > 0, on a rT(−αx0 +

h + p) > −zTA(−αx0 + h) = αzTb > 0. Inversement, si l’inclusion ⊆ n’a pas lieu,
il existerait un d ∈ (S∞

d,s)
+ n’appartenant pas à R−x0 + N (A) + Rn

+. On sépare
strictement le convexe compact {d} du convexe fermé R−x0 +N (A) + Rn

+ (c’est un
cône polyédrique) : il existe r tel que

rTd < inf{rT(−αx0 + h+ p) : α ∈ R+, h ∈ N (A), p > 0}.

On en déduit d’une part que rTd < 0 (0 est dans le cône polyédrique) et d’autre
part que r > 0 (p > 0 arbitraire), r = −ATz (h arbitraire dans N (A)) avec bTz > 0
(0 > rTx0 = −zTAx0 = −zTb), c’est-à-dire r ∈ S∞

d,s. On a obtenu une contradiction.

3) [(i)] En effet, dans le cas contraire, pour tout i, il existerait (yi, si) ∈ Fd tel que
sii > 0, ce qui impliquerait que le couple ( 1

n

∑

i y
i, 1

n

∑

i s
i) serait dans Fs

d
.

[(ii)] Par dualité forte, l’affirmation faite en (i) revient à montrer qu’il existe un
indice i ∈ [1 :n] tel que le problème min{cTd : Ad = 0, d > ei} est réalisable et a
une valeur optimale nulle. Enfin, ceci équivaut à dire que l’on a une direction d telle
que Ad = 0, d > 0, d 6= 0 et cTd = 0, c’est-à-dire que Sp n’est pas borné.
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4) [(i)] En effet, dans le cas contraire, pour tout i, il existerait xi ∈ Fp tel que xi
i > 0,

ce qui impliquerait que 1
n

∑

i x
i serait dans Fs

p
.

[(ii)] Par dualité, cela revient au même de dire qu’il existe un indice i ∈ [1 :n] tel
que problème







max bTy
ATy + s = −ei
s > 0

est réalisable et a une valeur optimale nulle. Enfin, ceci équivaut à dire que l’on a
une direction (ȳ, s̄) telle que bTȳ = 0, ATȳ + s̄ = 0, s̄ > 0 et s̄ 6= 0.

Il reste à montrer que cette dernière condition exprime que Sd,s n’est pas borné.
C’est clairement une condition suffisante; montrons qu’elle est nécessaire. Si Sd,s

n’est pas borné, il existe une suite {sk} et une suite {yk}, telles que ‖sk‖ → ∞, bTyk
est constante, ATyk + sk = c et sk > 0. On peut supposer que sk/‖sk‖ → s̄ 6= 0.
Évidemment s̄ > 0. Comme R(AT) est fermé, {ATyk/‖sk‖}, qui est bornée, a une
sous-suite qui converge vers un élément de la forme ATȳ; on en déduit queATȳ+s̄ = 0.
En multipliant ATyk/‖sk‖ → ATȳ par un x ∈ Fp, on voit que bTyk/‖sk‖ → bTȳ; donc
bTȳ = 0.

17.12. 1) Justifions l’utilisation des opérateurs dans le membre de gauche de (17.26)
(la justification est similaire pour ceux du membre de droite). Le problème
ϕ(y) := inf{yTAx : y ∈ ∆n} a une solution car le coût est continu (linéaire)
et le simplexe unitaire est non vide et compact (théorème 1.2). Par ailleurs, par
la proposition 3.34, la fonction ϕ est concave comme enveloppe inférieure de fonc-
tions concaves (même affines) ; comme ϕ prend des valeurs finies, elle est continue
sur ∆m (proposition 3.14), si bien que le supremum en y ∈ ∆m de ϕ est atteint
(théorème 1.2).

2) Soit v := min{vi : 1 6 i 6 n}. Si x ∈ ∆n, on a vTx > (ve)Tx = v. Par ailleurs
si vi = v, on a ei ∈ ∆n et vTei = v. On raisonne de la même manière pour la
seconde identité.

3) Soit E la matrice m×n dont toutes les composantes valent 1. Comme yTEx = 1
pour x ∈ ∆n et y ∈ ∆m, l’ajout de tE à A augmente α et β de la même quantité t.
On peut donc ne s’intéresser qu’au cas où α > 0 et β > 0.

4) Soit t un réel strictement positif. On a les équivalences suivantes :

t 6 α

⇐⇒ ∃ y ∈ ∆m : min{yTAx : x ∈ ∆n} > t [définitions de α et t]

⇐⇒ ∃ y ∈ Rm : y > 0, eTy = 1, ATy > te [point 2]

⇐⇒ ∃ y ∈ Rm : y > 0, eTy = 1/t, ATy > e [y y ty et t > 0]

⇐⇒ inf{eTy : y > 0, ATy > e} 6 1/t.

Dès lors α−1 = min{eTy : y > 0, ATy > e}, où l’opérateur «min » est justifié par
le fait que le problème d’optimisation est linéaire et a une valeur optimale finie,
voir le théorème 17.4. De la même manière, on a les équivalences suivantes :

β 6 t

⇐⇒ ∃ x ∈ ∆n : max{yTAx : y ∈ ∆m} 6 t [définitions de β et t]

⇐⇒ ∃ x ∈ Rn : x > 0, eTx = 1, Ax 6 te [point 2]

⇐⇒ ∃ x ∈ Rn : x > 0, eTx = 1/t, Ax 6 e [x y tx et t > 0]

⇐⇒ sup{eTx : x > 0, Ax 6 e} > 1/t.

Dès lors β−1 = max{eTx : x > 0, Ax 6 e}.
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5) On conclut par dualité forte (il n’y a pas de saut de dualité, car les problèmes
linéaires ont une solution) :

1

α
= min

y>0

ATy>e

eTy

= min
y>0

sup
x>0

eTy + xT(e− ATy)

= max
x>0

inf
y>0

eTx+ yT(e− Ax) [pas de saut de dualité]

= max
x>0
Ax6e

eTx

=
1

β
.

17.13. Le sommet courant x̂ vérifie la condition d’optimalité ATy + s = c, pour un certain
y ∈ Rm et pour s ∈ Rn vérifiant sB = 0 et sN = r (voir la démonstration de la
proposition 17.14). Soit x un point admissible différent de x̂. Alors xN est positif
(car admissible) et non nul (car x 6= x̂). Dès lors, cTx = yTAx + rTxN > yTAx̂
[Ax = Ax̂ = b et r > 0] = cTx̂ [sTx̂ = 0], si bien que x ne peut être solution de (PL).

17.14. [(i)] On définit pour ε > 0 :

Aε :=

(
ε −1
ε 1

)

, Pε := {z ∈ R2 : Aεz 6 0} et x := (1, 0).

Clairement, la projection de x sur Pε est le point (0, 0), si bien que la distance de x
à Pε en norme ℓ2 vaut 1. Par ailleurs, ‖(Aεx)

+‖2 = ε‖(1, 1)‖2 ↓ 0, si bien que h→ ∞
quand ε ↓ 0. Voir la figure D.3.

Pε

pente ε

pente −ε

x
e1

e2

0

Fig. D.3. Illustration d’une constante de Hoffman tendant vers +∞ (exercice 17.14)

[(ii)] (a) Comme la norme biduale est égale à la norme originale (exercice 3.30), on
a ‖x− z‖ = ‖x− z‖dd = sup{(x− z)Tu : ‖u‖d 6 1}, si bien que, par la dualité faible
(proposition 14.2), on peut écrire

dP (x) = inf
z∈P

sup
‖u‖d61

(x− z)Tu

> sup
‖u‖d61

inf
z∈P

(x− z)Tu [dualité faible]

= sup
‖u‖d61

(

xTu− sup
Az6b

zTu

)

. (D.53)

Puis, en prenant u ∈ B̄D de la forme u = ATy avec y > 0 et ‖ATy‖d 6 1, l’inégalité
(D.53) devient
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dP (x) > sup
y>0

‖ATy‖d61

(

xTATy − sup
Az6b

zTATy

)

> sup
y>0

‖ATy‖d61

(Ax− b)Ty, (D.54)

car pour Az 6 b et y > 0, zTATy 6 bTy.

On montre maintenant une inégalité inverse en séparant les ensembles convexes non
vides disjoints C1 := {v ∈ Rn : ‖v‖ < dP (x)} et C2 := {v ∈ Rn : Av > Ax − b}.
Ils sont disjoints car si v ∈ C2, alors A(x − v) 6 b, donc x − v ∈ P , si bien que
dP (x) 6 ‖(x− v)− x‖ = ‖v‖, ce qui montre que v /∈ C1. Par la proposition 2.38, on
peut séparer (non strictement) C1 et C2 :

∃ u ∈ Rn : ‖u‖d = 1 et sup
v∈C1

uTv 6 inf
v∈C2

uTv. (D.55)

Le membre de gauche de l’inégalité dans (D.55) s’écrit

sup
v∈C1

uTv = sup
‖v‖<dP (x)

uTv = sup
‖v‖6dP (x)

uTv = dP (x) ‖u‖d = dP (x). (D.56)

Le membre de droite de l’inégalité dans (D.55) s’écrit

inf
v∈C2

uTv = inf
v: Av>(Ax−b)

uTv (D.57)

= inf
v

sup
y>0

(

uTv + yT (A(x− v)− b)
)

= sup
y>0

inf
v

(

uTv + yT (A(x− v)− b)
)

(D.58)

= sup
y>0

ATy=u

(Ax− b)Ty. (D.59)

L’égalité en (D.58) est justifiée par le fait que le problème d’optimisation linéaire
(D.57) a une solution (il est réalisable car P 6= ∅ et, grâce à (D.55) et (D.56),
sa valeur optimale est bornée par dP (x)) et donc il n’y a pas de saut de dualité
(proposition 17.11). Alors (D.55), (D.56) et (D.59) conduisent à (D.60).

∃ u ∈ Rn : ‖u‖d = 1 et dP (x) 6 sup
y>0

ATy=u

(Ax− b)Ty. (D.60)

En combinant (D.60) et (D.54), on obtient

dP (x) 6 sup
y>0

ATy=u

(Ax− b)Ty 6 sup
y>0

‖ATy‖d61

(Ax− b)Ty 6 dP (x).

On a donc égalité partout et donc (17.28).

(b) L’affirmation du point (a) implique que le problème d’optimisation linéaire dans
(17.28) a une solution (théorème 17.4). A priori, celle-ci dépend de A, b et x. Cepen-
dant, on peut montrer que l’on peut choisir une solution ȳ dont la norme est majorée
par une constante ne dépendant que de A. Observons d’abord que l’ensemble B des
sous-matrices B de A obtenues en sélectionnant des lignes linéairement indépen-
dantes de A est fini (il y a au plus 2m matrices de ce type), si bien que

h := sup
B∈B

‖v‖d=1

‖(BBT)−1Bv‖2
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est un nombre fini. Comme le problème d’optimisation linéaire dans (17.28) a une
solution, il en a une ȳ sur un sommet du polyèdre convexe {y ∈ Rm

+ : ATy = u}
(proposition 17.5). Dès lors, les colonnes i de AT telles que ȳi > 0 sont linéairement
indépendantes (proposition 2.21). Donc, il existe une matrice surjective B ∈ B

telle que BTȳI = u et ȳIc = 0. On en déduit que ȳI = (BBT)−1Bu, ȳIc = 0 et
‖ȳ‖2 = ‖ȳI‖2 = ‖(BBT)−1Bu‖2 6 h, car ‖u‖d = 1.

(c) Alors en utilisant la positivité de ȳ et l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée
sur (17.28), on obtient dP (x) 6 ȳT(Ax− b) 6 ȳT(Ax − b)+ 6 ‖ȳ‖2 ‖(Ax − b)+‖2 6

h ‖(Ax− b)+‖2, ce qui démontre (17.27).

Optimisation linéaire : algorithmes de points intérieurs

18.1. [(i)] On écrit le problème (Dµ) sous la forme inf ψµ(y, s), où

ψ(y, s) := −bTy − µ
n∑

i=1

log si + I{(y,s):ATy+s=c}(y, s).

On vérifie aisément que ψ∞
µ (dy, ds) = −bTdy si ds > 0 et ATdy + ds = 0 et

ψ∞
µ (dy, ds) = +∞ sinon. Dès lors ψ∞

µ (dy, ds) 6 0 implique que bTdy > 0, ds > 0
et ATdy + ds = 0, ce qui implique que (dy, ds) = 0 (on utilise la proposition 17.13
et le fait que Sd est borné lorsque Fs

p
6= ∅ et A est surjective). Dès lors, (Dµ) a un

ensemble non vide et borné de solutions. La solution est en fait unique : unique en s
du fait de la stricte convexité du critère en s (et sa linéarité en y), puis unique en y
du fait de la contrainte et de la surjectivité de A.

[(ii)] En écrivant les conditions d’optimalité de (Dµ), sachant qu’il existe un multipli-
cateur optimal x parce que la contrainte est affine, on voit que (x, y, s) = (xµ, yµ, sµ).

18.2. On considère le problème d’optimisation
{
inf cTx−∑n

i=1 wi log xi

Ax = b (x > 0).

Par hypothèse son ensemble admissible est non vide. Comme son critère est stricte-
ment convexe, il a au plus une solution. De plus, par convexité du problème, celui-ci a
une solution x ssi ses conditions d’optimalité sont vérifiées. Si on introduit le lagran-
gien ℓ(x, y) = cTx−∑n

i=1 wi log xi−yT(Ax−b), les conditions d’optimalité s’écrivent
c − X−1w − ATy = 0 et Ax = b. En posant s = X−1w, on trouve le système de
l’énoncé. On est donc ramené à montrer que le problème ci-dessus a au moins une
solution. On introduit

ψ(x) = cTx−
n∑

i=1

wi log xi + I{x∈Rn:Ax=b}(x).

Cette fonction est dans Conv(Rn) et ψ∞(d) s’écrit comme dans la démonstration de
la proposition 18.1. Pour la même raison, ψ∞(d) > 0 pour tout d 6= 0 et donc ψ a
un minimum.

18.3. [(i)] Les conditions d’optimalité de (P ) donnent s̄ = 0 (complémentarité), donc
c = ATȳ, c’est-à-dire c ⊥ N (A).

[(ii)] Si x est admissible, alors le triplet (x, ȳ, 0) vérifie les conditions d’optimalité,
donc x est solution.



D.2. Solutions 907

[(iii)] Le point central primal xµ vérifie Axµ = b, xµ > 0 et X−1
µ e = 1

µ
sµ = AT(y −

v) ∈ R(AT), où v sont les « composantes » de c ∈ R(AT). Ces conditions caractérisent
le centre analytique de Fp.

[(iv)] Les conditions d’optimalité de (P ) donnent x̄ = 0 (complémentarité), donc
b = Ax̄ = 0.

[(v)] Si (y, s) ∈ Fd, alors le triplet (x̄, y, s) vérifie les conditions d’optimalité, donc
(y, s) est solution duale.

[(vi)] Le point central dual (yµ, sµ) vérifie ATyµ + sµ = c, sµ > 0 et S−1
µ e = 1

µ
xµ ∈

N (A) (car Axµ = 0). Ces conditions caractérisent le centre analytique de Fd.

18.5. On peut récrire Xα = {x ∈ Fp : cTx + µ = α, µ > 0}, dont le centre analytique est
solution de max{∑n

i=1 log xi + log µ : x ∈ Fs
p
, cTx + µ = α, µ > 0}. Ce problème

a une solution car son ensemble admissible est non vide et borné (on utilise le fait
que X∞

α = S∞
p

et que S∞
p

= {0} par (18.2)). Ses conditions d’optimalité stipulent
l’existence de multiplicateurs y0 ∈ Rm et β ∈ R (les contraintes sont linéaires donc
qualifiées), tels que

{−X−1e− ATy0 + βc = 0
− 1

µ
+ β = 0.

En posant y = µy0 et s = µX−1e, on retrouve les équations qui définissent univo-
quement le triplet µ-centré (x, y, s).

18.6. La dérivée (dx, dy, ds) vérifie






ATdy + ds = 0
Adx = 0
Sdx+Xds = e.

D’après la deuxième équation, dx est de la forme dx = Z−du, pour un certain
du ∈ Rn−m. On observe ensuite que Z−Tds = 0 et que X−1e = (1/µ)s. La dernière
équation ci-dessus permet alors de déterminer du puis

dx =
1

µ
Z−(Z−TX−1SZ−)−1Z−Ts

et enfin cTdx (on note que ATy + s = c implique que Z−Ts = Z−Tc). On s’y prend
de la même manière pour bTdy : les deux dernières équations donnent AS−1Xds =
AS−1e; la première donne alors AS−1XATdy = −AS−1e = −b/µ qui conduit à bTdy.
Pour la dernière relation, on multiplie scalairement les deux membres de la dernière
équation ci-dessus par e.

18.7. 1) Comme le chemin central, qui existe sous l’hypothèse (18.2), est un chemin continu
(proposition 18.4), il suffit de montrer qu’un point quelconque z1 ∈ Vp(θ) [resp.
z1 ∈ V−∞(θ)] peut être joint à un point central par un chemin continu contenu dans
Vp(θ) [resp. V−∞(θ)]. On note µ̄1 := µ̄(z1) et w1 := X1s1 ∈ Rn

++ (car θ < 1). Pour
t ∈ [0, 1], on considère la solution unique zt := (xt, yt, st) de (voir l’exercice 18.2)







ATyt + st = c, st > 0
Axt = b, xt > 0
(Xt)Tst = (1−t)µ̄1e+ tw1.

Clairement z0 est sur le chemin central et la solution de ce système pour t = 1 n’est
autre que z1 (unicité de la solution). D’autre part, zt ∈ Vp(θ) [resp. zt ∈ V−∞(θ)],
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car µ̄(zt) = (1−t)µ̄1+ tµ̄1 = µ̄1 et ‖(Xt)Tst− µ̄(zt)e‖p = ‖(Xt)Tst− µ̄1e‖p = t‖w1−
µ̄1e‖p 6 tθµ̄1 6 θµ̄(zt) [resp. Xtst = (1−t)µ̄1e + tw1 > (1−t)µ̄1e + t(1−θ)µ̄1e >

(1−θ)µ̄1e]. Il reste donc à montrer que t ∈ [0, 1] 7→ zt est continue. Cela résulte du
théorème des fonctions implicites (théorème C.14) appliqué au système ci-dessus (la
jacobienne est inversible, car xt > 0 et st > 0, voir la proposition 18.4).

2) Soit z1 ∈ Vp(θ) [resp. zt ∈ V−∞(θ)]. Comme ‖ · ‖∞ 6 ‖ · ‖p, on a |x1
i s

1
i − µ̄(z1)| 6

θµ̄(z1) pour tout i et donc x1
i s

1
i > (1−θ)µ̄(z1) > 0 pour tout i. Il reste à montrer

que x1 > 0. Cela résulte de la connexité de Vp(θ) [resp. V−∞(θ)] et du fait que l’on
peut relier z1 à un point central z0 = (x0, y0, s0) par un chemin continu restant dans
Vp(θ) [resp. V−∞(θ)]. Comme x0 > 0 et que l’on vient de montrer que Xs > 0 le long
du chemin, les composantes de x ne peuvent s’annuler le long du chemin et donc
x1 > 0.

3) Soient n > 2 et ε ∈ ]0, n/(n−1)[. D’après l’exercice 18.2, on peut trouver z ∈ Fs

tel que x1s1 = n − (n−1)ε > 0 et xisi = ε > 0 pour i > 2. On a µ̄(z) = 1 et
‖Xs − µ̄(z)e‖pp = ((n−1)p−1 + 1)(n−1)|1−ε|p qui est > 1 pour ε > 0 assez petit;
donc z ∈ Fs \ Vp(θ).

Supposons à présent que n > 3. Pour le même point z ∈ Fs que ci-dessus, qui
vérifie µ̄(z) = 1, on a pour ε > 0 petit : ‖Xs − µ̄(z)e‖∞ = (n− 1)(1− ε) > 1. Donc
z ∈ Fs \ V∞(1).

Enfin, si z ∈ Fs, on a Xs > 0 et donc on peut trouver un θ ∈ [0, 1[ tel que Xs >

(1−θ)µ̄(z)e. Dès lors, z ∈ V−∞(θ).

Optimisation semi-définie

20.1. [(i) ⇒ (ii)] On peut supposer que n > 1 et que F n’est pas la face triviale {0}. Soit
M ∈ F−◦. Alors M 6= 0 (sinon F = {0}) et on peut écrire M =

∑r
i=1 uiu

T

i . On note
E := vect{u1, . . . , ur} et FE := cone{vvT : v ∈ E}. Montrons que F = FE . [⊆] Soit
A ∈ F . Il suffit de montrer que R(A) ⊆ E, car alors A =

∑

i viv
T

i avec des vi ∈ E
et donc A ∈ FE . Si ce n’est pas le cas, il existe un v ∈ E⊥ tel que vTAv > 0 (sinon
E⊥ ⊆ N (A) ou R(A) ⊆ E). Alors, quel que soit t > 1, At := (1 − t)A + tM /∈ Sn

+

(car vTAtv = (1− t)vTAv < 0 puisque vTMv = 0), ce qui contredit le fait que A ∈ F
(puisque A ∈ F et M ∈ F−◦ impliquent que At ∈ F pour t > 1 petit). [⊇] Soit
A ∈ FE . Alors R(A) ⊆ E = R(M), avec M et A ∈ Sn

+. Dès lors, il existe un t > 1
tel que At := (1 − t)A + tM ∈ Sn

+ (point 2 de l’exercice B.13). On a donc écrit M
comme combinaison convexe stricte de A et At ∈ Sn

+. Comme M est dans la face F ,
il en est de même de A.

On a aff F = aff cone{vvT : v ∈ E} = vect{vvT : v ∈ E} =: AF (point 4 de
l’exercice 2.2). Donc dimF = dimAF . Soit {ū1, . . . , ūd} une base orthonormale
de E et montrons que les {ūiū

T

j + ūj ū
T

i : 1 6 i 6 j 6 d} forment une base
de AF , ce qui démontrera l’affirmation sur la dimension de F . La famille est li-
bre : si

∑

i6j αij(ūiū
T

j + ūj ū
T

i ) = 0, alors en multipliant à gauche par ūT

k et à droite
par ūl, k 6 l, on trouve que αkl = 0. La famille est génératrice : il suffit de montrer
que si v ∈ E, alors vvT s’écrit comme combinaison linéaire des éléments de la famille ;
on a dans ce cas v =

∑

i αiūi, donc vvT =
∑

i=j α
2
i ūiū

T

i +
∑

i<j αiαj(ūiū
T

j + ūj ū
T

i ).

[(ii) ⇒ (iii)] Un élément A de F = cone{vvT : v ∈ E} est de la forme A =
∑k

i=1 viv
T

i

avec k ∈ N∗ et des vi ∈ E. Clairement A ∈ Sn
+ et R(A) ⊆ E. Inversement, A ∈ Sn

+ et
R(A) ⊆ E, la factorisation spectrale de A s’écrit A =

∑r
i=1 λiṽiṽ

T

i , avec r = rg(A),
des λi > 0 et des ṽi ∈ E. En posant vi :=

√
λiṽi ∈ E, on obtient A =

∑r
i=1 viv

T

i ∈
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cone{vvT : v ∈ E}. On vérifie aisément que vect{vvT : v ∈ E} = {A ∈ Sn : R(A) ⊆
E}, ce qui conduit à la formule de aff F proposée.

[(iii) ⇒ (iv)] Comme R(A) ⊆ E si, et seulement si, E⊥ ⊆ N (A), on a F = {A ∈
Sn
+ : E⊥ ⊆ N (A)}. Par ailleurs, on a bien dimE⊥ = n − dimE. Trivialement,

{A ∈ Sn : R(A) ⊆ E} = {A ∈ Sn : E⊥ ⊆ N (A)}, ce qui, après le changement de
notation E⊥ → E, conduit à la formule de aff F proposée.

[(iv) ⇒ (i)] L’ensemble F est clairement un cône. Pour montrer que F est convexe,
on prend A et B ∈ F et on observe que E ⊆ N (A)∩N (B) = N (A+B) (point 1 de
l’exercice B.13), si bien que A+B ∈ F . Pour montrer que F est une face de Sn

+, on
prend A et B ∈ Sn

+ tels que 1
2
(A+B) ∈ F ; alors E ⊆ N (A+B) = N (A) ∩ N (B) ;

donc A et B ∈ F .

1) On peut écrire F = {A ∈ Sn
+ : R(A) ⊆ E}, où E est un sous-espace vectoriel de

Rn (point (iii)). Soit {w1, . . . , wp} une base de E⊥ et S =
∑p

i=1 wiw
T

i . Montrons
que l’on a F = argmin{〈S,A〉 : A ∈ Sn

+}. [⊆] Si A ∈ F , on a R(A) ⊆ E et donc
〈S,A〉 =

∑

i w
T

i Awi = 0, car wi ∈ E⊥ ⊆ N (A). Par ailleurs, pour tout A ∈ Sn
+,

on a 〈S,A〉 = ∑

i w
T

i Awi > 0. [⊇] Clairement, min{〈S,A〉 : A ∈ Sn
+} = 0. Donc si

A ∈ argmin{〈S,A〉 : A ∈ Sn
+}, on a 〈S,A〉 = 0, si bien que wT

i Awi = 0 ou wi ∈ N (A)
pour tout i ∈ [1 : p]. On a donc montré que E⊥ ⊆ N (A) ou R(A) ⊆ E, ce qui montre
que A ∈ F .

2) Les deux expressions de F (A) sont équivalentes, car R(B) ⊆ R(A) si, et seulement
si, N (A) ⊆ N (B). Montrons que F (A) = F := {B ∈ Sn

+ : R(B) ⊆ R(A)}. D’après le
point (iii), F est une face de Sn

+. Il est aussi clair que A ∈ F . Il reste à montrer que F
est la plus petite face de Sn

+ contenant A. Soit donc F ′ une face de Sn
+ contenant A

et montrons que F ⊆ F ′. Pour cela, il suffit de montrer que B ∈ F ′, lorsque B ∈ F .
Si B ∈ F , alors R(B) ⊆ R(A). Par le point 2 de l’exercice B.13, il existe un t > 1
tel que Ct := (1 − t)B + tA ∈ Sn

+. Donc A est combinaison convexe stricte de B et
Ct ∈ Sn

+ et A est dans la face F ′. Alors B ∈ F ′.

20.3. Si le couple (X, y) est un point-selle du lagrangien ℓ défini en (20.4) sur Sn
+ × Rm,

on a pour tout X ′ < 0 et tout y′ ∈ Rm :

ℓ(X, y′) 6 ℓ(X,y) 6 ℓ(X ′, y).

L’inégalité de gauche et la linéarité de ℓ en y′ ∈ Rm montrent queX ∈ Fp. L’inégalité
de droite donne pour tout X ′ < 0 : 〈S,X〉 6 〈S,X ′〉, où S := C−A∗(y). On en déduit
que 〈X,S〉 = 0 (en prenant X ′ = 0 et X ′ = 2X) et puis S < 0 (proposition 20.1).
La réciproque est évidente.

20.4. [(i′) ⇒ (ii′)] Comme le système dual (20.13) est fortement réalisable, C est intérieur
à A∗(Rm)+Sn

+. Alors pour H ≻ 0 et t > 0 assez petit, C− tH ∈ A∗(Rm)+Sn
+. Ceci

implique l’existence de (y0, S0) ∈ Rm × Sn
+ tel que A∗(y0) + S0 = C − tH ou encore

A∗(y0) + (S0 + tH) = C. Comme S0 + tH ≻ 0, Fs
d

est non vide.

[(ii′) ⇒ (iii′)] Soit (y0, S0) ∈ Fd. On choisit de montrer que (QC-R) a lieu en (y0, S0)
dans son expression (4.101c), qui s’écrit ici sous « forme matricielle »

(
A∗ I
0 I

)(
Rm

Sn

)

−
(

0Sn

TS0 Sn
+

)

=

(
Sn

Sn

)

. (D.61)

Soit (M1,M2) ∈ Sn × Sn un élément du membre de droite de (D.61) qu’il s’agit de
représenter, grâce à (ii′), par un élément du membre de gauche. Il s’agit donc de
trouver (yt, St) ∈ Rm × Sn tel que
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A∗(yt) + St =M1 et St −M2 ∈ TS0 Sn
+. (D.62)

Par l’hypothèse (ii′), il existe un couple (ŷ, Ŝ) tel que A∗(ŷ) + Ŝ = C et Ŝ ≻ 0.
Alors, en prenant yt := 0 + t(ŷ − y0) et St := M1 + t(Ŝ − S0), on vérifie la première
équation de (D.62), quel que soit t ∈ R, ainsi que la seconde équation, pour t > 0
assez grand. En effet, grâce à (2.57), il suffit de constater que, pour tout v ∈ N (S0),
on a vT(St −M2)v = vT(M1 −M2 + tŜ)v > 0 pour t assez grand.

[(iii′) ⇒ (i′)] Supposons que (QC-R) ait lieu en (y0, S0) ∈ Fd. Par l’expression
(4.100) de (QC-R), on a

0 ∈ int

{(
0
S0

)

+

(
A∗ I
0 I

)(
Rm

Sn

)

−
(
0Sn

Sn
+

)}

.

Ceci implique que pour tout (Z, 0) ∈ Sn × Sn petit (pris à gauche de l’inclusion),
on peut trouver un (h,H) ∈ Rm × Sn tel que A∗(h) + H = Z et S0 + H < 0.
Pour tout Z ∈ Sn petit, on a donc trouvé y := y0 + h et S := S0 + H < 0 tel que
A∗(y) + S = C + Z. Autrement dit C ∈ int(A∗(Rm) + Sn

+), qui est (i′).

[(ii′) ⇒ (iv′)] Supposons que D ∈ Sn vérifie 〈C,D〉 6 0, A(D) = 0 et D < 0. Soit
(y, S) ∈ Fs

d
, qui est non vide par hypothèse, donc A∗(y) + S = C et S ≻ 0. En

multipliant scalairement A∗(y) + S = C par D, on trouve 0 6 〈S,D〉 = 〈C,D〉 −
〈y,A(D)〉 6 0, si bien que 〈S,D〉 = 0. Alors S ≻ 0 et D < 0 impliquent que D = 0
(point 2 du lemme 20.1).

[(iv′) ⇒ (ii′)] La condition (iv′) peut s’écrire

{D ∈ Sn : A
∗(D) ∈ K+} = {0}, (D.63)

si l’on définit l’application linéaire A : R× Rm × Sn → Sn et le cône K par

A (α, y, S) = αC +A∗(y) + S et K = R− × Rm × Sn
+.

En prenant le dual de chaque membre de l’identité (D.63) et en utilisant le lemme
de Farkas, on trouve A (K) = Sn. En prenant C − I dans le membre de droite de
cette dernière identité, quel que soit ε > 0, on peut trouver (αε, yε, Sε) ∈ K tel que

αεC +A∗(yε) + Sε = C − I + Eε, (D.64)

où l’erreur Eε ∈ Sn tend vers zéro avec ε ↓ 0. L’identité (D.64) permet alors d’écrire
A∗(y′ε) + S′

ε = C avec

y′ε :=
yε

1− αε
et S′

ε :=
I + Sε −Eε

1− αε
.

La matrice S′
ε est définie positive si ε > 0 est pris assez petit, car 1−αε > 1, Sε < 0

et Eε → 0 quand ε ↓ 0.

20.5. [509] Il suffit d’utiliser la factorisation gaussienne par bloc de la matrice d’ordre 2n :

M :=

(
In A

AT X

)

=

(
In 0

AT In

)(
In 0

0 X − ATA

)(
In A
0 In

)

Si X < 0, alors il existe une matrice A telle que X = ATA (factorisation spectrale ou
choleskienne), si bien que rgM = n. In versement si rg(M) 6 n, alors X = ATA < 0.

20.6. On note L = R(A∗). Si b ∈ R(A), il existe D ∈ Sn tel que A(D) = b. Alors X
vérifie A(X) = b ssi X − D ∈ N (A) = L⊥, ce qui s’écrit aussi X ∈ D + L⊥. Cela
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conduit à la définition proposée du problème primal. D’autre part, pour le problème
dual, on observe que 〈b, y〉 = 〈A(D), y〉 = 〈D,A∗(y)〉 = 〈D,C − S〉. Comme 〈D,C〉
est une constante, le problème dual revient à minimiser 〈D, S〉 sous la contrainte que
S = C −A∗(y), c’est-à-dire S ∈ C + L.

20.7. Soit K la matrice dans (??).

[⇒] Clairement A < 0 en multipliant à gauche et à droite la matrice K par des
vecteurs de la forme (x, 0) ∈ Rn ×Rm. Si R(B) 6⊆ R(A), il existe un vecteur y ∈ Rm

tel que By = x0 + Ax1 avec x0 non nul dans N (A) et x1 ∈ Rn ; en multipliant à
gauche et à droite la matrice K par des vecteurs de la forme (tx0, y) ∈ Rn ×Rm, on
obtient 2t‖x0‖22 + yTCy, qui n’est pas positif si t est pris suffisamment négatif.

[⇔] On peut maintenant supposer que A < 0 et que R(B) ⊆ R(A). Soit A = V ΣV T

la factorisation spectrale de A, avec V injective et Σ diagonale définie positive. On
peut écrire B = V B0, ce qui conduit à la factorisation suivante de K :

K =

(
A B

BT C

)

=

(
V 0
0 I

)(
Σ B0

BT

0 C

)(
V T 0
0 I

)

.

Comme la matrice à droite est surjective, K < 0 si, et seulement si, la matrice du
milieu du membre de droite est < 0, ce qui, par (20.19), est le cas si, et seulement
si, C −BT

0Σ
−1B0 < 0 ou C −BT

0 V
T(V Σ−1V T)V B0 < 0 ou encore C −BTA†B < 0.

20.8. Soit m := |E|+ |I | le nombre de contraintes dans (20.26a). On introduit les fonctions
affines A : Rm → Rn×n, b : Rm → Rn et c : Rm → R, définies en λ ∈ Rm par
A(λ) = A0+

∑m
i=1 λiAi, b(λ) = b0+

∑m
i=1 λibi et c(λ) = c0+

∑m
i=1 λici. Le lagrangien

ℓ : Rn × Rm → R du problème (20.26a) s’écrit alors en (x, λ) ∈ Rn × Rm :

ℓ(x, λ) = xTA(λ)x+ 2b(λ)Tx+ c(λ).

Le problème dual lagrangien s’écrit alors

sup
λ∈Λ

inf
x∈Rn

ℓ(x, λ),

où Λ := {λ ∈ Rm : λI > 0}. Si A(λ) n’est pas semi-définie positive, l’infimum en
x ∈ Rn du lagrangien vaut −∞. Il en est de même si A(λ) < 0 et b(λ) /∈ R(A(λ)).
Si A(λ) < 0 et b(λ) ∈ R(A(λ)), l’infimum en x ∈ Rn du lagrangien est atteint en
xλ := −A(λ)†b(λ), où A(λ)† désigne le pseudo-inverse de A(λ) et prend pour valeur
ℓ(xλ, λ) = −b(λ)TA(λ)†b(λ)+ c(λ). Le problème dual s’écrit donc sup {ℓ(xλ, λ) : λ ∈
Λ, A(λ) < 0, b(λ) ∈ R(A(λ))} ou







sup(λ,t)∈Λ×R −t
−b(λ)TA(λ)†b(λ) + c(λ) > −t
A(λ) < 0
b(λ) ∈ R(A(λ)).

Comme tout dual lagrangien, c’est un problème convexe, dans le sens où le critère
est convexe (même linéaire) et le domaine admissible est convexe (même si cela
n’apparaît pas clairement à cause de la première contrainte). Avant de le dualiser,
on écrit ses contraintes sous la forme d’une condition de semi-définie positivité de
matrice qui mettra en évidence le caractère convexe de l’ensemble admissible. Les
trois contraintes sont en fait équivalentes à l’unique expression

(
A(λ) b(λ)

b(λ)T c(λ) + t

)

< 0.
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En effet, d’après l’exercice 20.7, cette dernière condition est équivalente à A(λ) < 0,
b(λ) ∈ R(A(λ)) et c(λ)+ t− b(λ)TA(λ)†b(λ) > 0. Le problème dual de (20.26) s’écrit
donc comme en (D.4).

Pour écrire le dual lagrangien du problème (D.4), on récrit ce dernier avec les ma-
trices Ãi définies en (20.27) comme le problème en (λ, t) ∈ Rm × R suivant







sup(λ,t) −t
Ã0 +

∑m
i=1 λiÃi + tEn+1,n+1 < 0

λI > 0,

où En+1,n+1 ∈ Sn+1 a son élément (n+1, n+1) valant 1 et ses autres éléments nuls.
Ce problème s’écrit aussi

sup
(λ,t)

inf
X<0
s>0

−t+ 〈X, Ã0 +
∑m

i=1 λiÃi + tEn+1,n+1〉+ sTλI .

Ce dernier est le dual de

inf
X<0
s>0

sup
(λ,t)

〈Ã0, X〉+
∑

i∈E

λi〈Ãi, X〉+
∑

i∈I

λi(〈Ãi, X〉+ si) + t(Xn+1,n+1 − 1),

qui n’est autre que (20.28).

20.9. C’est clairement une application bilinéaire. D’autre part, si on note Es
ij ∈ Sn la

matrice dont les éléments (i, j) et (j, i) valent 1 et les autres valent zéro, les matrices
Es

ij , avec i 6 j, forment une base de Sn. D’après le théorème de la base, il suffit de
montrer que les Es

ij ⊗Es
kl, avec i 6 j et k 6 l, forment une base de L(Sn,Sn). On a

(Es
ij ⊗ Es

kl)(H) =
1

2
(HikE

s
jl +HilE

s
jk +HjkE

s
il +HjlE

s
ik).

Si i < j et k < l, l’opérateur Es
ij ⊗ Es

kl envoie

Es
ik 7→ 1

2
Es

jl, Es
il 7→

1

2
Es

jk, Es
jk 7→ 1

2
Es

il et Es
jl 7→

1

2
Es

ik.

Si i = j et k < l, on a (Es
ij ⊗ Es

kl)(H) = HikE
s
il + HilE

s
ik, si bien que l’opérateur

Es
ij ⊗ Es

kl envoie
Es

ik 7→ Es
il et Es

il 7→ Es
ik.

Si i < j et k = l, on a (Es
ij ⊗ Es

kl)(H) = HikE
s
jk +HjkE

s
ik, si bien que l’opérateur

Es
ij ⊗ Es

kl envoie
Es

ik 7→ Es
jk et Es

jk 7→ Es
ik.

Enfin, si i = j et k = l, on a (Es
ij ⊗ Es

kl)(H) = 2HikE
s
ik, si bien que l’opérateur

Es
ij ⊗ Es

kl envoie
Es

ik 7→ Es
ik.

Par conséquent, les opérateurs Es
ij ⊗ Es

kl, avec i 6 j et k 6 l, envoient tous les
éléments de la base de Sn sur les éléments de la base de Sn et forment ainsi une base
de L(Sn,Sn). Donc ⊗ est bien un produit tensoriel.

20.10. Let X ∈ dom ld = Sn
++.

Soit D ∈ Sn \ Sn
+. Comme Sn

+ est fermé, 1
t
X + D /∈ Sn

+ pour t > 0 assez grand.
Donc D /∈ (dom ld)∞, ce qui implique que D /∈ dom ld∞ (point (iii) de la proposi-
tion 3.27) ou ld(D) = +∞.
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Soit D ∈ Sn
+. Alors pour t > 0, det(X + tD) > det(X) (corollaire B.5), impliquant

que ld(X + tD) 6 ld(X). Donc ld∞(D) 6 0.
Soit à nouveau D ∈ Sn

+. Fixons t0 > 0. Par convexité de ld et ld′(X) = −X−1 en
X ≻ 0, on a pour tout t ∈ R : ld(X+tD) = ld(X+t0D)−(t−t0)〈(X+t0D)−1, D〉,
d’où l’on déduit que

ld∞(D) > −〈(X + t0D)−1, D〉

= − 1

t0
〈(X + t0D)−1, (X + t0D)−X〉

= − n

t0
+

1

t0
〈(X + t0D)−1, X〉.

En utilisant

|〈(X + t0D)−1, X〉| 6 n‖(X + t0D)−1‖2 ‖X‖2 =
n‖X‖2

λmin(X + t0D)
6

n‖X‖2
λmin(X)

,

on trouve alors

ld∞(D) > − n

t0

(

1 +
‖X‖2
λmin(X)

)

.

En prenant la limite lorsque t0 → ∞ conduit à ld∞(D) > 0.

Espaces topologiques

A.1. Comme lim infk bk > −∞, il existe un b ∈ R tel que bk − b > 0 pour tout k. Alors
les suites {ak} et {bk − b} sont positives et en appliquent (A.3), on obtient

lim inf
k→∞

ak(bk − b) > a
(

lim inf
k→∞

(bk − b)
)

.

Comme akb → ab, on a lim infk ak(bk − b) = (lim infk akbk) − ab (voir (A.2a) et
le commentaire qui suit). Pour la même raison, lim infk (bk − b) = (lim infk bk) − b.
Alors l’inégalité ci-dessus conduit à (A.12).

A.2. [(i) ⇒ (iii)] Soit {xk} ⊆ Nα(ϕ) (ensemble de sous-niveau α ∈ R de ϕ) une suite
convergeant vers x ; il faut montrer que x ∈ Nα(ϕ). La suite {(xk, α)} ⊆ epiϕ
converge vers (x,α). Comme epiϕ est supposé fermé, (x,α) ∈ epiϕ, c’est-à-dire
x ∈ Nα(ϕ).

[(iii) ⇒ (ii)] Soient {xk} une suite convergeant vers x et l := lim infk ϕ(xk) ; il faut
montrer que ϕ(x) 6 l.
– Si l = +∞, le résultat est clair.
– Si l = −∞, ϕ(xk) = −∞ pour tout k; donc xk ∈ Nα(ϕ), quel que soit α ∈ R.

Comme Nα(ϕ) est fermé et xk → x, x ∈ Nα(ϕ), quel que soit α ∈ R; donc
ϕ(x) = −∞.

– Si l ∈ R, par définition de l’infimum, pour tout k > 1, on peut trouver un xjk

avec jk > k tel que infj>k ϕ(xj) 6 ϕ(xjk) 6 infj>k ϕ(xj) + 1/k. En passant à la
limite dans ces inégalités, on obtient limk→∞ ϕ(xjk) = l et xjk → x. Soit ε > 0.
Pour tout k > 1 assez grand, ϕ(xjk) 6 l+ ε ou xjk ∈ Nl+ε(ϕ) qui est fermé; donc
x ∈ Nl+ε(ϕ) ou ϕ(x) 6 l + ε. Comme ε > 0 est arbitraire, ϕ(x) 6 l.

[(ii) ⇒ (i)] Soit {(xk, αk)} ⊆ epiϕ telle (xk, αk) → (x,α) ; il faut montrer que
(x,α) ∈ epiϕ. On a ϕ(x) 6 lim infk ϕ(xk) [car ϕ est s.c.i. et xk → x] 6 lim infk αk

[car (xk, αk) ∈ epiϕ] = α [car αk → α].

A.3. En effet, soit {xk} → x. On a infk>l f(xk) + infk>l g(xk) 6 infk>l(f(xk) + g(xk)) et
donc f(x) + g(x) 6 lim infk f(xk) + lim infk g(xk) 6 lim infk(f(xk) + g(xk)).
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A.4. f est s.c.s. comme enveloppe inférieure de fonctions s.c.s..

Supposons à présent que E soit un espace métrique, que F soit compact et que ϕ soit
continue. Il reste à montrer que f est s.c.i. en un point x0 ∈ X arbitraire. Si ce n’est
pas le cas, il existe δ > 0 et une suite xn → x0 dans E tels que f(xn) 6 f(x0) − δ.
Comme F est compact, il existe yn ∈ F tel que f(xn) = ϕ(xn, yn) et en extrayant
une sous-suite au besoin, on peut supposer que {yn} converge, disons vers y0. Par
continuité de ϕ, on obtient ϕ(x0, y0) 6 f(x0) − δ, ce qui contredit la définition
de f(x0).

A.5. Pour tout x, y, z ∈ E, on a d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z). En prenant l’infimum pour
z ∈ P , on trouve que dP (x) 6 d(x, y)+dP (y). Par symétrie |dP (x)−dP (y)| 6 d(x, y),
donc dP est lipschitzienne de module 1.

A.6. Supposons que A + C ⊆ B et soit x ∈ A. Il faut montrer que x est de la forme
y − z avec y ∈ B et z ∈ C. On prend z quelconque dans C. L’inclusion A+ C ⊆ B
implique qu’il existe un y ∈ B tel que x+ z = y, donc x = y − z comme attendu.

Par ailleurs, si C = A = [0, 1] ⊆ R et B = {0}, on a bien A ⊆ B + C, alors que
A− C = [−1, 1] 6⊆ B.

A.7. [(i) ⇒ (ii)] Alors A s’écrit x0 + E0, où x0 est dans un espace vectoriel E et E0 est
un sous-espace vectoriel de E. Si x et y ∈ A, on a x = x0 + u, y = x0 + v avec u,
v ∈ E0 et donc pour tout t ∈ R, tx+ (1−t)y = x0 + tu+ (1−t)v ∈ x0 + E0 = A.

[(ii) ⇒ (iii)] On note que 0 ∈ A − A, car A est non vide ; ensuite si t ∈ R et a,
b ∈ A, on a t(a − b) = [ta + (1−t)b] − b ∈ A − A ; enfin si a, b, c, d ∈ A, on a
(a − b) + (c − d) = 2( 1

2
a + 1

2
c) − 2( 1

2
b + 1

2
d) ∈ A − A ; donc A − A est un sous-

espace vectoriel. On a bien sûr A ⊆ A+ (A−A) et inversement, si a, b, c ∈ A, on a
a+ (b− c) = t( 1

2
a+ 1

2
b) + (1−t)c ∈ A, avec t = 2.

[(iii) ⇒ (i)] Soit x0 ∈ A et E0 := A − A qui est un sous-espace vectoriel. On a
x0 + E0 ⊆ A, car A+ (A−A) = A. Inversement, si a ∈ A, on a a = x0 + (a− x0) ∈
x0 + E0.

A.8. Soit x ∈ ∩iAi, supposé non vide. Alors Ai = x+E(Ai), d’où l’on déduit que ∩iAi =
x+∩iE(Ai) ([⊆] : si y ∈ ∩iAi, alors y−x ∈ ∩iE(Ai), donc y ∈ x+∩iE(Ai) ; [⊇] : clair).
Comme l’intersection des sous-espaces vectoriels E(Ai) est un sous-espace vectoriel,
∩iAi est un sous espace affine et E(∩i∈IAi) = ∩i∈IE(Ai).

A.10. On peut supposer que 〈x, y〉 6= 0, sinon l’inégalité est trivialement vérifiée. Soit t ∈ R
arbitraire. Par la semi-définie positivité, on a 0 6 〈x+ ty, x+ ty〉 = ‖x‖2 +2t〈x, y〉+
t2‖y‖2. On en déduit que y 6= 0, sinon cette dernière inégalité ne pourrait être vérifiée
pour tout t (on a supposé que 〈x, y〉 6= 0). Le minimum à droite est obtenu pour
t = −〈x, y〉/‖y‖2 et prend la valeur ‖x‖2 −〈x, y〉2/‖y‖2 qui par sa positivité entraîne
l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

A.11. (i) Clairement, ‖y‖d = 0, si y = 0. Inversement, si y 6= 0, on peut prendre x =
y/‖y‖p comme argument du supremum dans la définition de ‖y‖d, ce qui donnerait
‖y‖d > ‖y‖2/‖y‖p > 0. (ii) Si α ∈ R, on a ‖αy‖d = sup{|〈αy, x〉| : ‖x‖p 6 1} = |α|
sup{|〈y, x〉| : ‖x‖p 6 1} = |α| ‖y‖d. (iii) ‖y + z‖d = sup{〈y + z, x〉 : ‖x‖p 6 1} =
sup{〈y, x〉 + 〈z, x〉 : ‖x‖p 6 1} 6 sup{〈y, x〉 : ‖x‖p 6 1} + sup{〈z, x〉 : ‖x‖p 6 1}
[exercice 1.2] = ‖y‖d + ‖z‖d.
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Algèbre linéaire

B.1. 1) Soit B := {u1, . . . , uk} une base de E0 ∩ E1. On peut la compléter en une base
B0 := B∪{v01 , . . . , v0p} de E0 et une base B1 := B∪{v11 , . . . , v1q} de E1 (théorème B.1 de
la base incomplète). Il suffit de montrer que B+ := B∪{v01 , . . . , v0p}∪{v11 , . . . , v1q} est
une base de E0+E1. La famille B+ est génératrice car si xl =

∑

i α
l
iui+

∑

j β
l
jv

l
j ∈ El,

l = 0, 1, on a x0+x1 =
∑

i(α
0
i +α

1
i )ui+

∑

j β
0
j v

0
j +
∑

k β
1
kv

1
k ∈ E0+E1, qui s’écrit bien

dans la base B+. La famille B+ est libre, car si
∑

i αiui+
∑

j β
0
j v

0
j +
∑

k β
1
kv

1
k = 0, on

a
∑

i αiui+
∑

j β
0
j v

0
j = −∑k β

1
kv

1
k ∈ E0∩E1, donc

∑

k β
1
kv

1
k =

∑

i α
′
iui pour certains

α′
i, ce qui implique que les β1

k = 0 (car B1 est une base). Donc,
∑

i αiui+
∑

j β
0
j v

0
j = 0,

ce qui implique que les αi = 0 et les β0
j = 0 (car B0 est une base).

2) Se déduit de la formule de Grassmann, car si dimE0 + dimE1 > dimE, celle-ci
donne dimE < dimE0+dimE1 6 dim(E0+E1)+dim(E0∩E1) = dimE+dim(E0∩E1),
si bien que dim(E0 ∩ E1) > 0 ou encore E0 ∩ E1 6= ∅.

B.2. 1) Clairement R
(
A
B

)
⊆ R(A) × R(B) et donc dimR

(
A
B

)
6 dim(R(A) × R(B)) =

dimR(A) + dimR(B).

2) D’après (B.2), dimN (A) + dimR(A) = dimE = dimN
(
A
B

)
+dimR

(
A
B

)
. En utili-

sant le point 1, on obtient dimN (A)+dimR(A) 6 dimN
(
A
B

)
+dimR(A)+dimR(B),

qui conduit au résultat.
B.3.

B.4. Soit {Ak}k>1 ⊆ Rm×n une suite convergeant vers une matrice A ∈ Rm×n. Si rg(A) =
r, A possède une sous-matrice carrée AIJ inversible d’ordre r (|I | = |J | = r), si
bien que detAIJ 6= 0. Par la continuité du déterminant (c’est un polynôme de ses
coefficients), det(Ak)IJ 6= 0 pour k assez grand. Dès lors, pour k assez grand, (Ak)IJ
est inversible et rgAk > r.

B.5. 1)
2) Si x ∈ E0 et y ∈ E⊥

0 , on a 〈x, y〉 = 0. Dès lors x est orthogonal à tout élément de
E⊥

0 , si bien que x ∈ (E⊥
0 )

⊥. Donc E0 ⊆ (E⊥
0 )

⊥. Inversement, soit x ∈ (E⊥
0 )

⊥ que
l’on décompose en x = x0 + x1 avec x0 ∈ E0 et x1 ∈ E⊥

0 . En prenant le produit
scalaire de cette identité avec x1, on obtient que x1 = 0. Donc x0 ∈ E0.

3) Clair.
4) Soit x̄ = x̄0 + x̄1 avec x̄i ∈ E⊥

i et x ∈ E0 ∩ E1. Alors 〈x̄i, x〉 = 0 (car x̄i ∈
E⊥

i et x ∈ Ei) et donc 〈x̄, x〉 = 〈x̄0, x〉 + 〈x̄1, x〉 = 0. On a montré l’inclusion
E⊥

0 +E⊥
1 ⊆ (E0 ∩E1)

⊥. Inversement, d’après les points 2 et 3, il suffit de montrer
que (E⊥

0 + E⊥
1 )

⊥ ⊆ E0 ∩ E1. Soit x ∈ (E⊥
0 + E⊥

1 )
⊥. Tout x̄i ∈ E⊥

i est aussi
dans E⊥

0 + E⊥
1 . Dès lors 〈x, x̄i〉 = 0. On en déduit que x ∈ (E⊥

i )
⊥ = Ei. Donc

x ∈ E0 ∩ E1.

B.6. On a n = dimN (A) + dimR(A) et n = dimN (A) + dimN (A)⊥ = dimN (A) +
dimR(AT). On en déduit que dimR(A) = dimR(AT), qui est le résultat recherché.

B.7. Notons Eij la matrice carrée dont l’élément (i, j) vaut 1 et les autres éléments
sont nuls. Alors det′(I) · H =

∑

ij Hij det
′(I) · Eij =

∑

ij Hijδij = trH . Ensuite,
comme l’ensemble des matrices inversibles est dense et que le déterminant est de
classe C1, on peut supposer que A est inversible. On consid¡ere alors l’application
B 7→ det(B) = det(A) det(A−1B), que l’on différentie en A pour trouver que
det′(A) · H = det(A) det′(I) · (A−1H) = det(A) tr(A−1H) = det(A)〈A−T,H〉. Dès
lors ∇ det(A) = (det(A))A−T = cof(A).
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B.8. Commençons par l’inégalité de gauche. Soit W = (w1 · · ·wi) la matrice orthogonale
r× i formée des vecteurs propres wk de UTAU , rangés par ordre croissant des valeurs
propres associées. On a par le principe du min-max de Courant-Fisher (l’inégalité
vient du fait que UW est n× i et orthogonale) :

λi(U
TAU) = max

‖x‖2=1
xTW TUTAUWx > min

Q:n×i
QTQ=Ii

max
‖x‖2=1

xTQTAQx = λi(A).

Pour l’inégalité de droite, on considère la matrice W = (wi · · ·wr), qui est ortho-
gonale et r × (r−i+1). L’autre aspect du principe du min-max de Courant-Fisher
donne (l’inégalité vient du fait que UW est n× (r−i+1) et orthogonale) :

λi(U
TAU) = min

‖x‖2=1
xTW TUTAUWx 6 max

Q:n×(r−i+1)

QTQ=Ir−i+1

min
‖x‖2=1

xTQTAQx = λn−r+i(A),

car r−i+1 = n− (n−r+i) + 1.

B.10. 1) La meilleure constante α > 0 est la plus petite valeur propre de A. En effet, soit
A = V ΛV T la factorisation spectrale de A, où Λ = diag(λ1, . . . , λn) est la matrice
des valeurs propres de A (0 < λ1 6 · · · 6 λn) et V est une matrice orthogonale.
Alors, quel que soit x, xTAx = ‖Λ1/2V Tx‖22 > λ1‖V Tx‖22 = λ1‖x‖22, si bien que l’on
peut prendre α = λ1. D’autre part, en prenant pour x un vecteur propre associé à
λ1, on voit que la constante α doit être 6 λ1.

De manière plus rapide, moins précise, mais en faisant apparaître un problème d’op-
timisation, on note que le quotient de Rayleigh q(x) := (xTAx)/‖x‖22 est continu sur
la sphère unité S. Comme cette dernière est compacte, q atteint sa valeur minimale
sur S, disons q(x∗) = xT

∗Ax∗ =: α, avec x∗ ∈ S. Comme x∗ 6= 0 et A est définie
positive, on a α > 0 et par conséquent xTAx > α‖x‖22, pour tout x.

2) Si A est nulle, on peut prendre α > 0 quelconque; sinon, la meilleure constante
α > 0 est la plus petite valeur singulière de A ∈ Rm×n. En effet, soit A = UΣV T

la décomposition de A en valeurs singulières, où Σ = diag(σ1, . . . , σp) est la matrice
des valeurs singulières de A (0 < σ1 6 · · · 6 σp) et U ∈ Rm×p et V ∈ Rn×p sont
telles que UTU = V TV = Ip. Alors, quel que soit x, ‖ATAx‖2 = ‖V Σ2V Tx‖2 =
‖Σ2V Tx‖2 > σ1‖ΣV Tx‖2 = σ1‖UΣV Tx‖2 = σ1‖Ax‖2, si bien que l’on peut prendre
α = σ1. D’autre part, en prenant pour x un vecteur propre de ATA associé à σ2

1 , on
a ‖ATAx‖2 = σ2

1‖x‖2 et ‖Ax‖2 = (xATAx)1/2 = σ1‖x‖2, si bien que la constante α
doit être 6 σ1.

On peut aussi se ramener à un problème de minimisation. On écrit ‖ATAx‖22 =
(Ax)T(AAT)(Ax), ce qui suggère de regarder le problème min{vT(AAT)v : v ∈
R(A) ∩ S}, où S est la sphère unité de Rm. Comme R(A) ∩ S est un compact,
ce problème a une solution v∗ = Ax∗ ∈ R(A)∩S. De plus, la valeur minimale α2 est
strictement positive. En effet, dans le cas contraire, on aurait v∗(AAT)v∗ = 0, donc
ATv∗ = ATAx∗ = 0, ou encore Ax∗ = 0, ce qui contredirait le fait que v∗ = Ax∗ ∈ S.
On en déduit que ‖ATAx‖22 > α2‖Ax‖22 et le résultat.

Encore plus rapide : la démonstration par l’absurde. Si l’affirmation est fausse, pour
tout indice k, on peut trouver xk tel que ‖ATAxk‖2 < 1

k
‖Axk‖2. On a donc Axk 6= 0.

On extrait une sous-suite telle que Axk/‖Axk‖2 converge, disons vers Ay (la limite
est nécessairement dans R(A), car R(A) est fermé). À la limite on trouve ATAy = 0,
ce qui contredit le fait que Ay 6= 0.
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Le fait que ‖AT · ‖ soit une norme sur R(A) devient alors clair. Si ‖ATx‖ = 0 et
x = Av ∈ R(A), on a par équivalence des normes : 0 = ‖ATAv‖2 > σ‖Av‖2; donc
x = Av = 0. Les autres propriétés faisant de ‖AT · ‖ une norme sont faciles à vérifier.

B.11. Soit A = V ΛV T la décomposition spectrale de A. Alors (λ, v) est un couple propre de
AB si, et seulement si, (λ,Λ−1/2V Tv) est un couple propre de Λ1/2V TBV Λ1/2 ∈ Sn

++.
On en déduit le résultat.

B.13. 1) Les relations sont complémentaires. Démontrons la seconde. Quelles que soient les
matrices A et B ∈ Rm×n, on a toujours N (A+B) ⊇ N (A)∩N (B). Si A et B ∈ Sn

+

et si x ∈ N (A + B), alors 0 = xT(A + B)x = xTAx + xTBx. Comme xTAx > 0 et
xTBx > 0, on en déduit que xTAx = xTBx = 0 et donc que x ∈ N (A) ∩ N (B).

2) Soit Mt := (1−t)A+tB. Comme N (B) ⊆ N (A), on a N (B) ⊆ N (Mt), si bien que
les plus petites valeurs propres non nulles de A, B et Mt sont chacune associée à un
vecteur propre appartemant à N (B)⊥ = R(B). Si λ+

1 est le plus petite valeur propre
strictement positive de B, on a pour tout vecteur unitaire v ∈ R(B) : vTBv > λ+

1 et
vTAv 6 λmax(A). On en déduit que, pour t > 1 : vTMtv > (1− t)λmax(A) + tλ+

1 qui
est > 0 pour t > 1 assez petit.

B.14. 1) On prend une factorisation de Cholesky de A = LLT ≻ 0 et spectrale de
L−1BL−T = V ΛV T. Le résultat s’en ensuit en prenant R = LV .

2) Soit A = V ΛV T la factorisation spectrale de A, avec Λ = diag(λ1, . . . , λn) où
les λi sont croissants. Si A et B commutent, S := V TBV vérifie ΛS = SΛ, si bien
que Sij = 0 lorsque λi 6= λj . Dès lors S = diag(S1, . . . , Sr) est diagonale par blocs,
l’ordre des blocs symétriques Si étant égal à la multiplicité de la i-ième valeur propre.
Soit Si = WiDiW

T

i la factorisation spectrale de Si, W = W1 ⊕ · · · ⊕Wr et D =
D1⊕· · ·⊕Dr. Clairement O = VW est orthogonale, B = ODOT et A = OΛOT. Cette
dernière identité vient du fait que WΛW T = Λ, parce que chaque blocs orthogonal
Wi correspond à une même valeur propre.

Inversement, si A = V ΛAV
T et B = V ΛBV

T avec ΛA et ΛB diagonales et V ortho-
gonale, on a AB = V ΛAΛBV

T = V ΛBΛAV
T = BA.

B.15. On note Mr := M + rATA.

[(i) ⇒ (ii)] Si (ii) n’a pas lieu, il existe une suite {rk} → ∞ et une suite {vk} de
vecteurs propres de Mrk correspondant à une valeur propre strictement négative.
On a

vTkMrkvk = vTkMvk + rk‖Avk‖2 < 0.

En extrayant une sous-suite au besoin, on peut supposer que vk → v, avec ‖v‖ = 1.
En divisant l’inégalité ci-dessus par rk > 0 et en prenant la limite, on trouve que
Av = 0. D’autre part vTkMvk < 0, si bien qu’à la limite on a vTMv 6 0, et même
vTMv = 0 (M est semi-définie positive sur N (A)). Alors (i) implique Mv = 0.
Observons à présent que v et vk des vecteurs propres de Mrk correspondant à des
valeurs propres différentes (la première est nulle, la seconde est négative). Donc vTkv =
0, qui à la limite donne v = 0, en contradiction avec ‖v‖ = 1. Cette contradiction
montre (ii).

[(ii) ⇒ (i)]. Soit r ∈ R tel que Mr soit semi-définie positive et prenons v ∈ N (A) tel
que vTMv = 0. Alors vTMrv = 0 et, puisque Mr est semi-définie positive, Mrv = 0.
Maintenant v ∈ N (A) implique que Mv = 0.

[(ii) ⇒ (iii)]. Par homogénéité positive,
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inf
Av 6=0

vTMv

‖Av‖22
= inf

‖Av‖2=1
vTMv.

En utilisant le r donné par (ii), on a

inf
‖Av‖2=1

vTMv = inf
‖Av‖2=1

vT(M + rATA)v − r > −r.

[(iii) ⇒ (ii)]. D’après (iii), il existe un r ∈ R tel que inf{vTMv : ‖Av‖2 = 1} > −r.
Donc

inf
‖Av‖2=1

vT(M + rATA)v > 0.

Montrons que
inf
v
vT(M + rATA)v > 0.

Soit {vk} une suite minimisante. Si Avk 6= 0 infiniment souvent, l’inégalité précédente
montre que l’infimum ci-dessus est > 0. Dans le cas contraire, Avk = 0 pour k grand
et la positivité de l’infimum vient de ce que M est semi-définie positive sur N (A).

Comme exemple, on peut prendre

M =

(
1 0
0 −1

)

et A =
(
1 1

)
.

Le noyau de A est engendré par le vecteur
(
1 −1

)T
, si bien que M est semi-définie

positive sur N (A). D’autre part, M est inversible, si bien que (i) n’a pas lieu, ni
donc (ii). La dernière affirmation peut d’ailleurs se vérifier directement: les valeurs
propres de

Mr =M + rATA =

(
r + 1 r
r r − 1

)

sont r ±
√
r2+1, si bien que pour tout r ∈ R l’une d’entre elles est strictement

négative. Un vecteur propre correspondant à cette dernière est ((1 −
√
r2+1)/r, 1).

La démonstration ci-dessus a mis en évidence le fait que, lorsque r → ∞, ce vecteur
propre doit tourner de (0, 1) (pour r = 0) vers un vecteur de N (A), ici (−1, 1).

B.16. (i) Soit λ ∈ C une valeur propre de In + uvT et ϕ ∈ Rn un vecteur propre associé
(non nul donc). On a ϕ+ (vTϕ)u = λϕ. Si λ 6= 1, cette relation montre que vTϕ 6= 0
et que ϕ est colinéaire à u. En prenant le produit scalaire avec v, on a (vTϕ)(1 +
vTu − λ) = 0 et donc λ = 1 + vTu (car vTϕ 6= 0). Dès lors, les seules valeurs
propres de In + uvT sont 1 et 1+ vTu. Pour en déduire que det(In +uvT) = 1+ vTu,
il reste à montrer que la valeur propre 1 + vTu est simple, ce qui sera le cas si
dimN ([(1−λ)In + uvT]2) = 1. Soient ϕ1 et ϕ2 ∈ N ([(1−λ)In + uvT]2). Alors les
ξi = (1−λ)ϕi + (vTϕi)u vérifient [(1−λ)In + uvT]ξi = 0. Donc les ξi sont parallèles
à u (λ 6= 1), ce qui implique aussi que les ϕi sont parallèles à u, donc colinéaires. On
a donc montré que det(In+uvT) = 1+ vTu. Si ce déterminant est non nul, on vérifie
aisément que (In + uvT)(In − (uvT)/(1+vTu)) = In.

(ii) On écrit A+ uvT = A(In + A−1uvT) et on applique (i).

(iii) Supposons que 1 + vT1u1 6= 0. Alors A := In + u1v
T

1 est inversible et la formule
du déterminant s’obtient en appliquant (ii). Si 1 + vT1 u1 = 0, la formule reste vraie
par continuité.

(iv) Il suffit de montrer que les valeurs propres différentes de 1 de In + UV T et de
Im + V TU sont identiques, comptées avec leur multiplicité. Soit λ 6= 1 une valeur
propre de In + UV T et ϕ ∈ Rn un vecteur propre associé (non nul donc). Alors
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ϕ + UV Tϕ = λϕ. Donc V Tϕ 6= 0 et en appliquant V T à gauche, on voit que λ est
valeur propre de Im +V TU avec V Tϕ comme vecteur propre associé. En échangeant
les rôles de U et V T, le même raisonnement montre que si λ 6= 1 est une valeur
propre de Im + V TU et si ψ ∈ Rm est un vecteur propre associé (non nul donc),
alors λ est une valeur propre de In + UV T avec Uψ comme vecteur propre associé.
Il reste à examiner la question de la multiplicité des valeurs propres. Soit λ 6= 1 une
valeur propre commune de In +UV T et Im + V TU . On sait que sa multiplicité pour
chacune des matrices (comme racine du polynôme caractéristique) est aussi égale à
chacun des membres de l’égalité ci-dessous, qu’il s’agit de démontrer:

dimN
([

(1−λ)In + UV T

]p)

= dimN
([

(1−λ)Im + V TU
]p)

,

pourvu que l’entier p soit assez grand (plus grand que la puissance de (ξ−λ) dans le
polynôme minimal p̌(ξ) annihilant de chaque matrice). En fait, on peut montrer que
cette relation a lieu quel que soit p > 1. Soient ϕ1, . . .ϕk des vecteurs linéairement
indépendants dans N ([(1−λ)In + UV T]p). En utilisant la relation V T[(1−λ)In +
UV T]p = [(1−λ)In + V TU ]pV T, on voit que les V Tϕi ∈ N [(1−λ)In + V TU ]p. Mon-
trons qu’ils sont linéairement indépendants, ce qui prouvera l’inégalité ‘6’ dans
l’égalité ci-dessus. Soient donc des scalaires αi tels que

∑

i αiV
Tϕi = 0. Comme

on a [(1−λ)In + UV T]pϕi = 0, on a aussi 0 = [(1−λ)In + UV T]p
∑

i αiϕi =
[(1−λ)In + UV T]p−1(1−λ)∑i αiϕi = (1−λ)p∑i αiϕi. Mais λ 6= 1, si bien que
∑

i αiϕi = 0. On en déduit que αi = 0 pour tout i. L’inégalité inverse ‘>’ se démontre
de la même manière, en échangeant les rôles de U et de V T.

Grâce à la première étape, on a det(A + URV T) = det(A) det(In + A−1URV T) =
det(A) det(Im + V TA−1UR) = det(A) det(R−1 + V TA−1U) det(R).

On vérifie enfin facilement que (A+ URV T)−1(A−1 − A−1UX−1V TA−1) = In.

B.17. Soit T d’ordre n, inversible, triangulaire supérieure et S := T−1. La colonne j de
S, Sj , est solution du système linéaire TSj = ej , où ej est le j-ième vecteur de
base de Rn. On en déduit que Sij = 0 si i > j, c’est-à-dire que S est triangulaire
supérieure. Le cas où T est triangulaire inférieure se déduit du résultat précédent
parce qu’alors (T−1)T = (T T)−1 est triangulaire supérieure.

Calcul différentiel

C.1. xxx

C.2. 1) C’est un maximum de fonctions linéaires (donc convexes) et donc une fonction
convexe (point 1 de la proposition 3.34). La lipschitzianité de µ peut se déduire de
sa convexité (proposition 3.14) ou se montrer directement : soient x et y ∈ Rn ; alors,
si i0 ∈ I(y), on a

µ(y)− µ(x) 6 yi0 − xi0 6 |yi0 − xi0 | 6 ‖y − x‖∞.

Par symétrie, µ(x)− µ(y) 6 ‖x− y‖∞, si bien que |µ(y)− µ(x)| 6 ‖y − x‖∞.

2) Si I(x) est un singleton, la fonction max est linéaire dans le voisinage de x, donc
Fréchet différentiable. Plus précisément, si I(x) = {i}, alors µ(y) = yi pour y voisin
de x et on a alors µ′(x) · h = hi.

3) Si k et l sont deux indices distincts de I(x), alors µ′(x; ek) = µ′(x; el) =
µ′(x; ek + el) = 1, si bien que µ′(x; ·) n’est pas linéaire, ce qui empêche la Fréchet
différentiabilité (proposition C.4).
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4) Soit h ∈ Rn. Alors, pour t > 0 suffisamment petit, on a

µ(x+ th) = max
i∈I(x)

(x+ th)i [t > 0 petit et nombre fini d’indices]

= µ(x) + t max
i∈I(x)

hi [xi = µ(x) pour tout i ∈ I(x), puis t > 0].

On en déduit (C.4).

C.3. xxx

C.4. 1) Pour h ∈ E, on a l(x + h) = l(x) + l(h). Comme le second terme du membre de
droite est linéaire continu en h, l est différentiable en x et l′(x) · h = l(h). Comme
x 7→ l′(x) est constant, l′′ = 0.

2) Par la bilinéarité de b, on a b(x1 + h1, x2 + h2) = b(x1, x2 + h2) + b(h1, x2 + h2) =
b(x1, x2) + b(h1, x2) + b(x1, h2) + b(h1, h2). Par continuité de b dont on note ‖b‖
la norme, le dernier terme peut être majoré en norme comme suit : ‖b(h1, h2)‖ 6

‖b‖ ‖h1‖ ‖h2‖ 6 ‖b‖ (‖h1‖ + ‖h2‖)2 = o(‖h‖), où h = (h1, h2). D’autre part, par la
bilinéarité et la continuité de b, h 7→ b(h1, x2) + b(x1, h2) est linéaire continue, de
norme ‖b‖max(‖x1‖, ‖x2‖). Dès lors b est différentiable en x = (x1, x2) et b′(x) ·h =
b(h1, x2) + b(x1, h2). La dérivée seconde s’obtient en dérivant x 7→ b(x).h.

C.5. Comme pour h ∈ Rn on a le développement suivant

f(x+ h) = f(x) +

(
1

2
ATx+

1

2
Ax− b

)T

h+
1

2
hTAh,

le théorème C.18 permet d’écrire pour tout h :

∇f(x)Th = f ′(x) · h =

(
1

2
ATx+

1

2
Ax− b

)T

h [partie linéaire en h], (D.65)

hT∇2f(x)h = f ′′(x) · h2 = hTAh [partie quadratique en h fois 2]. (D.66)

De (D.65), on déduit le gradient. Par ailleurs, par symétrie de ∇2f(x), on a quels
que soient h et k :

(h+ k)T∇2f(x)(h+ k) = hT∇2f(x)h+ 2hT∇2f(x)k + kT∇2f(x)k

(h+ k)TA(h+ k) = hTAh+ hT(A+AT)k + kTAk.

Alors hT∇2f(x)k = 1
2
hT(A+AT)k par (D.66), d’où l’on déduit la hessienne.

C.6. On a f(0) = f(1) = (1, 0) et f ′(x) = 2π(− sin 2πx, cos 2πx) 6= (0, 0) = f(1) − f(0)
quel que soit x ∈ [0, 1].

C.7. Comme f est C1, on a f(y)− f(x) =
∫ 1

0
〈∇f(x+ t(y−x)), y− x〉dt. En retranchant

〈∇f(x), y − x〉 et en prenant la valeur absolue, on a
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∣
∣f(y)− f(x)− 〈∇f(x), y − x〉

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

〈∇f(x+ t(y − x))−∇f(x), y − x〉dt
∣
∣
∣
∣

6

∫ 1

0

∥
∥〈∇f(x+ t(y − x))−∇f(x), y − x〉

∥
∥dt

6

∫ 1

0

∥
∥∇f(x+ t(y − x))−∇f(x)

∥
∥
∥
∥y − x

∥
∥dt

6

∫ 1

0

Lt‖y − x‖2 dt

=
L

2
‖y − x‖2,

où la première inégalité vient de celle de Fenchel, la seconde de celle de Cauchy-
Schwarz et la dernière de la lipschitzianité de ∇f .

C.9. 1) Supposons que x ∈ P . Alors dP (x) = 0 et, comme dP est différentiable en x, on
a pour tout h ∈ E : d′P (x) · h = limt↓0 dP (x + th)/t > 0. Dès lors d′P (x) = 0, ce qui
contredit l’hypothèse.

2) Comme dP est non expansive (exercice A.5), d′P (x)·h = limt↓0[dP (x+th)−dP (x)]/t
6 ‖h‖, si bien que ‖∇dP (x)‖ 6 1. Par ailleurs, pour t ∈ [0, 1], x̄ est aussi une
projection de xt := x + t(x̄−x) (en effet, s’il existait un point x̄t ∈ P tel que
‖xt − x̄t‖ < ‖xt − x̄‖, on aurait ‖x − x̄t‖ 6 ‖x − xt‖ + ‖xt − x̄t‖ < t‖x − x̄‖ +
(1−t)‖x − x̄‖ = ‖x − x̄‖, ce qui contredirait le fait que x̄ est une projection de x
sur P ). Alors, d′P (x) ·(x̄−x) = limt↓0[dP (xt)−dP (x)]/t = limt↓0[(1−t)‖x̄−x‖−‖x̄−
x‖]/t = −‖x̄− x‖. Par Cauchy-Schwarz et ce qui précède, on trouve que ‖x̄− x‖ =
〈−∇dP (x), x̄− x〉 6 ‖∇dP (x)‖ ‖x̄− x‖ 6 ‖x̄− x‖. On a donc égalité partout, ce qui
implique que ∇dP (x) est parallèle à x̄− x. On en déduit le résultat.

3) La formule ∇dP (x) = (x − x̄)/‖x − x̄‖ implique que x̄ est déterminé de manière
unique.





Lexiques

Cette annexe est un petit dictionnaire français-anglais et anglais-français donnant
la traduction de quelques mots courants de l’optimisation. Nous avons étiqueté cer-
tains mots anglais par (US) lorsque l’orthographe américaine différait de l’anglaise.
Comme de coutume, les commentaires (entre parenthèses et en italique) du lexique
A-B s’adressent au lecteur de langue A.

Lexique français-anglais

Signification des indicateurs utilisés.

adj : adjectif,
nf : nom féminin,
nm : nom masculin,

prép : préposition,
vt : catégorie transitive d’un verbe.

actif adj active � contrainte active ac-
tive constraint � ensemble ˜ (ensemble
d’indices) active set.

activation nf → méthode.
admissible adj feasible � → ensemble,

point.
algorithme nm algorithm � ˜ de BFGS

BFGS algorithm � ˜ de la sécante secant
algorithm � ˜ de points intérieurs inte-
rior point algorithm � ˜ de quasi-Newton
quasi-Newton algorithm � ˜ de suivi de
chemin path-following algorithm � ˜ de
Newton Newton algorithm � ˜ de New-
ton inexact inexact Newton algorithm � ˜
de Newton semi-lisse semi-smooth New-
ton algorithm � ˜ de Newton tronqué
truncated Newton algorithm � ˜ du gradi-
ent, de la plus profonde descente gra-
dient, steepest descent algorithm � ˜ du
gradient projeté gradient projection al-
gorithm � ˜ du gradient conjugué conju-
gate gradient algorithm � ˜ du simplexe
simplex algorithm � ˜ du simplexe révisé
revised simplex algorithm � ˜ OQS (opti-
misation quadratique successive) SQP

(sequential quadratic programming) algo-
rithm � → méthode.

arête nf (d’un polyèdre convexe) edge.
autoconcordance nf self-concordancy, →

fonction.
base nf basis � ˜ d’indices (en optimisa-

tion linéaire) basis.
calcul différentiel nm adj calculus.
cas difficile nm adj (dans les méthodes à ré-

gions de confiance) hard case.
centre nm center � ˜ analytique analytic

center.
combinaison nf combination � ˜ affine

affine combination � ˜ conique conical
combination � ˜ convexe convex combi-
nation.

commande optimale nf adj optimal con-
trol.

commander vt (un système) to control.
communication nf communication � ˜ di-

recte direct communication � ˜ inverse
reverse communication.

compact → ensemble.
compatible adj → contrainte.

923
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complémentarité nf complementarity � ˜
stricte strict complementarity � condi-
tions de ˜ complementarity conditions/
slackness.

complexité nf complexity � classe de ˜
complexity class.

cône nm cone � ˜ asymptotique asymp-
totic cone � ˜ critique critical cone � ˜
de récession recession cone � ˜ dual dual
cone � ˜ épointé blunt cone � ˜ normal
normal cone � ˜ pointé pointed cone � ˜
saillant salient cone � ˜ tangent tangent
cone.

conditionnement nm (le phénomène) con-
ditioning � (la valeur qui estime le phéno-
mène) condition number � mauvais ˜ ill-
conditioning.

conjugué adj conjugate � → algorithme.
contraction nm → fonction contractante.
contrainte nf constraint � ˜ active active

constraint � ˜ compatible feasible con-
straint � ˜ d’égalité equality constraint
� ˜ de borne bound constraint � ˜ d’i-
négalité inequality constraint � ˜ inac-
tive inactive constraint � ˜ non réalis-
able/compatible infeasible constraint �

˜ quasi-réalisable weakly infeasible con-
straint � ˜ réalisable feasible constraint.

convexe nm, adj convex � → combinaison,
enveloppe.

déplacement nm step, displacement.
direction nf direction � ˜ à courbure

négative negative curvature direction �

˜ conjuguée conjugate direction � ˜ de
descente descent direction � ˜ de mon-
tée ascent direction.

domaine nm (d’une fonction) domain.
dualité nf duality � saut de ˜ duality gap.
égalité nf equality.
ensemble nm set � ˜ actif (ensemble d’in-

dices) active set � ˜ admissible feasible
set � ˜ compact compact set � ˜ fermé
closed set � ˜ de sous-niveau sublevel set.

enveloppe nf hull � ˜ affine (d’un ensem-
ble) affine hull � ˜ convexe (d’un ensem-
ble) convex hull � ˜ supérieure (de fonc-
tions) pointwise supremum, max-function.

erreur nf error � ˜ amont backward error
� ˜ aval forward error.

face nf (d’un ensemble convexe) face.

facteur nm (d’un produit) factor � ˜ d’ine-
xactitude (dans les algorithmes de New-
ton inexacts) forcing term.

famille de problèmes nf nm (en théorie de
la complexité) problem � ˜ NP-complets
NP-complete problem � ˜ NP-ardus NP-
hard problem.

fermé → ensemble.
fonction nf function � ˜ auto-concordan-

te self-concordant function � ˜ contrac-
tante nonexpansive function � ˜ indica-
trice indicator function � ˜ marginale
marginal function � ˜ strictement con-
tractante contraction mapping.

gradient nm gradient.
hessienne nf Hessian (avec majuscule).
hyperplan nm hyperplane � ˜ d’appui

supporting hyperplane.
inégalité nf inequality � ˜ matricielle li-

néaire (IML) linear matrix inequality
(LMI).

IML → inégalité matricielle linéaire.
inf-convolution nf infimal convolution.
intérieur nm (d’un ensemble) interior � ˜

relatif relative interior.
lagrangien nm Lagrangian (avec majus-

cule) � ˜ augmenté augmented Lagran-
gian.

matrice nf matrix � ˜ antisymétrique
skew symmetric matrix � ˜ creuse sparse
matrix � ˜ symétrique symmetric matrix.

méthode nf method � ˜ d’activation (de
contraintes) active set method � ˜ de
BFGS BFGS method � ˜ de pivotage
pivoting method � ˜ de faisceaux bundle
method � → algorithme.

minimum nm (un point) minimum � ˜ sail-
lant sharp minimum.

multiplicateur nm multiplier.
négatif adj (pour un nombre réel) nonposi-

tive � strictement ˜ negative.
optimalité nf optimality � condition d’˜

optimality condition.
optimisation nf optimisation, (US) opti-

mization, programming (devient obsolète)
� ˜ convexe convex programming � ˜
linéaire linear programming � ˜ mul-
ticritère multicriteria optimization � ˜
non linéaire nonlinear programming � ˜
quadratique quadratic programming � ˜
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semi-définie positive semi-definite pro-
gramming.

pas nm (de recherche linéaire) step-size,
stepsize, step-length, steplength.

pénalisation nf penalisation, (US) penal-
ization.

pivotage nm → méthode.
pli nm (d’une fonction convexe) kink.
point nm point, (en optimisation linéaire)

solution � ˜ admissible feasible point, (en
optimisation linéaire) feasible solution.

point-selle nm saddle-point.
polyèdre nm polyhedron.
polyédrique adj polyhedral.
positif adj (pour un nombre réel) nonnega-

tive � strictement ˜ positive.
produit nm (dans un réseau) commod-

ity, (opération mathématique) product �

˜ cartésien Cartesian (avec majuscule)
product � ˜ scalaire inner product � ˜
scalaire euclidien Euclidean (avec majus-
cule) inner product.

proximalité nf proximation.
quasi-réalisable adj → contrainte.
racine nf (d’un polynôme) root � ˜ carrée

(d’un nombre) square root.

réalisable adj → contrainte.
rebroussement nm (en recherche linéaire)

backtracking.
recherche linéaire nf adj line-search, line-

search � → pas, rebroussement.
région de confiance nf nf trust region.
saillant adj → minimum.
semi-continue adj (fonction) semi-contin-

uous � ˜ inférieurement lower semi-con-
tinuous � ˜ supérieurement upper semi-
continuous.

semi-continuité nf (d’une fonction) semi-
continuity.

semi-lisse adj (fonction) semi-smooth.
sommet nm (d’un polyèdre convexe) vertex

� (en optimisation linéaire) vertex, basic
feasible solution.

sous-différentiel nm subdifferential.
sous-niveau → ensemble.
suite nf sequence.
terme nm (d’une somme) term.
variable nf variable � ˜ basique (en op-

timisation linéaire) basic variable � ˜
d’écart slack variable � ˜ non basique
(en optimisation linéaire) nonbasic vari-
able.

Lexique anglais-français

active → constraint, method, set.
affine affine, → combination, hull.
algorithm algorithme � BFGS ˜ algo-

rithme de BFGS � conjugate gradient ˜
algorithme du gradient conjugué � gradi-
ent, steepest descent ˜ algorithme du
gradient, de la plus profonde descente �

gradient projection ˜ algorithme du gra-
dient projeté � inexact Newton ˜ al-
gorithme de Newton inexact � interior
point ˜ algorithme de points intérieurs �

Newton ˜ algorithme de Newton � path-
following ˜ algorithme de suivi de chemin
� quasi-Newton ˜ algorithme de quasi-
Newton � secant ˜ algorithme de la sé-
cante � semi-smooth Newton ˜ algo-
rithme de Newton semi-lisse � simplex

˜ algorithme du simplexe � SQP (se-
quential quadratic programming) ˜
algorithme OQS (optimisation quadratique

successive) � truncated Newton ˜ algo-
rithme de Newton tronqué � → method.

backtracking (in line-search) rebrousse-
ment.

basis base, (in linear optimization) base
d’indices.

calculus calcul différentiel.
center centre � analytic ˜ centre analy-

tique.
closed → set.
combination combinaison � affine ˜ com-

binaison affine � conical ˜ combinaison
conique � convex ˜ combinaison convexe.

commodity (in a network) produit.
communication communication � direct ˜

communication directe � reverse ˜ com-
munication inverse.

compact → set.
complementarity complémentarité � ˜

conditions, slackness conditions de com-
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plémentarité � strict ˜ complémentarité
stricte.

complexity complexité � ˜ class classe de
complexité.

condition number conditionnement.
conditioning conditionnement � ill-˜ mau-

vais conditionnement.
conjugate conjugué � → algorithm.
cone cône � asymptotic ˜ cône asympto-

tique � blunt ˜ cône épointé � critical ˜
cône critique � dual ˜ cône dual � normal

˜ cône normal � pointed ˜ cône pointé �

recession ˜ cône de récession � salient ˜
cône saillant � tangent ˜ cône tangent.

constraint contrainte � active ˜ contrainte
active � bound ˜ contrainte de borne �

equality ˜ contrainte d’égalité � feasible

˜ contrainte réalisable ou compatible � in-
active ˜ contrainte inactive � inequality

˜ contrainte d’inégalité � infeasible ˜ con-
trainte non réalisable � weakly infeasible

˜ contrainte quasi-réalisable.
contraction (mapping) fonction stricte-

ment contractante.
control vt (a system) commander.
convex convexe � → combination, hull.
convolution convolution � infimal ˜

inf-convolution.
direction direction � ascent ˜ direction de

montée � conjugate ˜ direction conjuguée
� descent ˜ direction de descente � neg-
ative curvature ˜ direction à courbure
négative.

domain (of a function) domaine.
duality dualité � ˜ gap saut de dualité.
edge (of a convex polyhedron) arête.
equality égalité.
error erreur � backward ˜ erreur amont �

forward ˜ erreur aval.
face (of a convex set) face.
factor (of a product) facteur.
feasible → constraint, point, set.
function fonction � indicator ˜ fonction

indicatrice � marginal ˜ fonction margi-
nale � nonexpansive ˜ fonction contrac-
tante � self-concordant ˜ fonction auto-
concordante.

gradient gradient.
hard case (in trust region methods) cas dif-

ficile.
Hessian hessienne (no capital letter).

hull enveloppe (literally coque) � convex ˜
(of a set) enveloppe convexe � affine ˜ (of
a set) enveloppe affine.

hyperplane hyperplan � supporting ˜ hy-
perplan d’appui.

inequality inégalité � linear matrix ˜
(LMI) inégalité matricielle linéaire (IML).

infeasible → constraint, point.
interior (of a set) intérieur � relative ˜ in-

térieur relatif.
kink (of a convex function) pli.
Lagrangian lagrangien (no capital letter) �

augmented ˜ lagrangien augmenté.
LMI → inequality > linear matrix.
line-search, linesearch recherche linéaire

� → backtracking, step-size.
matrix matrice � skew symmetric ˜ ma-

trice antisymétrique � sparse ˜ matrice
creuse � symmetric ˜ matrice symétrique.

method méthode � active set ˜ méthode
d’activation (de contraintes) � BFGS ˜
méthode de BFGS � bundle ˜ méthode
de faisceaux � pivoting ˜ méthode de piv-
otage � → algorithm.

minimum nm (a point) minimum � sharp

˜ minimum saillant.
multiplier multiplicateur.
negative (for a real number) strictement né-

gatif � non˜ positif.
nonexpansive → function.
optimal control commande optimale.
optimality optimalité � ˜ condition con-

dition d’optimalité.
optimisation, (US) optimization optimi-

sation � multicriteria ˜ optimisation mul-
ticritère.

penalisation, (US) penalization pénali-
sation.

pivoting → method.
point point � feasible ˜ point admissible �

infeasible ˜ point non admissible.
pointwise supremum (of functions) en-

veloppe supérieure.
polyhedral polyédrique.
polyhedron polyèdre.
positive (for a real number) strictement

positif � non˜ négatif.
problem (in complexity theory) (famille de)

problème(s) � NP-complete ˜ (famille de)
problème(s) NP-complet(s) � NP-hard ˜
(famille de) problème(s) NP-ardu(s).
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product (mathematical operation) produit
� Cartesian ˜ produit cartésien (no capi-
tal letter) � inner ˜ produit scalaire � Eu-
clidean inner ˜ produit scalaire euclidien
(no capital letter).

program (in optimisation) problème d’op-
timisation.

programming (in optimisation) optimisa-
tion � convex ˜ optimisation convexe �

linear ˜ optimisation linéaire � nonlinear

˜ optimisation non linéaire � quadratic ˜
optimisation quadratique � semi-definite

˜ optimisation semi-définie positive.
proximation proximalité.
root (of a polynomial) racine � square ˜ (of

a number) racine carrée.
saddle-point point-selle.
self-concordancy autoconcordance, →

function.
semi-continuity (of a function) semi-conti-

nuité.
semi-continuous (function) semi-continue

� lower ˜ semi-continue inférieurement �

upper ˜ semi-continue supérieurement.
semi-smooth semi-lisse.

set ensemble � active ˜ (an index set) en-
semble actif � closed ˜ ensemble fermé �

compact ˜ ensemble compact � feasible

˜ ensemble admissible � sublevel ˜ ensem-
ble de sous-niveau.

sequence suite.
sharp → minimum.
solution solution, (in linear optimization)

point admissible � basic feasible ˜ (in lin-
ear optimization) sommet.

step déplacement � step-size, stepsize,
step-length, steplength (in linesearch)
pas.

subdifferential sous-différentiel.
sublevel → set.
term (of a sum) terme � forcing ˜ (in in-

exact Newton algorithms) facteur d’inexac-
titude.

trust region région de confiance.
variable variable � basic ˜ (in linear op-

timization) variable basique � nonbasic

˜ (in linear optimization) variable non
basique � slack ˜ variable d’écart.

vertex (of a convex polyhedron) sommet.
weakly infeasible → constraint.





Notations

Notations générales

∀, ∃, ∃ ! quantificateurs signifiant respectivement « pour tout », « il existe », « il
existe un(e) unique »

α+, α− (avec α ∈ R) α+ = max(α, 0), α− = max(−α, 0); donc α = α+ − α−

x > 0 pour un vecteur x ∈ Rn, signifie que toutes les composantes de x sont
positives (x1 > 0, . . . , xn > 0); de même, x 6 0 signifie que (−x) > 0

x > 0 pour un vecteur x ∈ Rn, signifie que toutes les composantes de x sont
strictement positives (x1 > 0, . . . , xn > 0); de même, x < 0 signifie que
(−x) > 0

{xk} (avec xk dans un ensemble E) suite de E, c’est-à-dire application de N
dans E (ou son image)

xk → x la suite {xk} converge vers x
αk ↓ α la suite de réels {αk} converge vers α, par des valeurs strictement su-

périeures (pour tout k : αk > α)
αk ↑ α la suite de réels {αk} converge vers α, par des valeurs strictement infé-

rieures (pour tout k : αk < α)
n! factorielle de l’entier n, n! = n(n−1)(n−2) · · · 2(
n
k

)
combinaison sans répétition de n éléments pris k par k (n et k sont
entiers et k 6 n),

(
n
k

)
= n!/(k! (n−k)!)

Ensembles particuliers

AC(E) ensemble des fonctions autoconcordantes sur un espace vectoriel E
Br boule ouverte de centre 0 et de rayon r
B̄r boule fermée de centre 0 et de rayon r
B(x, r) = x+Br boule ouverte de centre x et de rayon r
B̄(x, r) = x+ B̄r boule fermée de centre x et de rayon r
BAC(E) ensemble des (fonctions) barrières autoconcordantes sur un espace vec-

toriel E
Conv(E) ensemble des fonctions d’un espace vectoriel E dans R∪{+∞}, convexes,

non identiquement égales à +∞
Conv(E) ensemble des fonctions d’un espace vectoriel E dans R∪{+∞}, convexes,

fermées, non identiquement égales à +∞
∆n simplexe unitaire de Rn

[α, β], [α, β[, ]α, β], ]α, β[, avec α 6 β dans R intervalles de R (fermé, semi-ouvert
à droite, semi-ouvert à gauche, ouvert)
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[n1 :n2], avec n1 6 n2 dans N = [n1, n2] ∩ N, intervalle de N formé des entiers n1,
. . . , n2

L(E,F) ensemble des applications linéaires continues d’un espace vectoriel to-
pologique E dans un autre espace vectoriel topologique F

N ensemble des nombres entiers (naturels), N := {0, 1, 2, . . .}
N∗ ensemble des nombres entiers non nuls, N∗ := N \ {0} = {1, 2, 3, . . .}
P(E) ensemble des parties d’un ensemble E
R ensemble des nombres réels
R+ ensemble des nombres réels positifs {t ∈ R : t > 0}
R− ensemble des nombres réels négatifs {t ∈ R : t 6 0} = −R+

R∗
+, R++ ensemble des nombres réels strictement positifs {t ∈ R : t > 0}

R∗
−, R−− ensemble des nombres réels strictement négatifs {t ∈ R : t < 0} = −R∗

+

R la « droite achevée », R ∪ {−∞,+∞}
Rn ensemble des n-uplets (x1, . . . , xn) formés des nombres réels x1, . . . , xn
Rn

+ orthant positif de Rn, {x ∈ Rn : x > 0}
Rn

++ intérieur de l’orthant positif de Rn, {x ∈ Rn : x > 0}
Rn

6
simplexe ordonné de Rn, {x ∈ Rn : x1 6 · · · 6 xn}

Rn
▽ cône du second ordre de Rn, {x ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2n−1 6 x2n, xn > 0}
Sn ensemble des matrices d’ordre n symétriques
Sn+ cône de Sn formé des matrices d’ordre n symétriques semi-définies po-

sitives
Sn++ cône de Sn formé des matrices d’ordre n symétriques définies positives
Sn− cône de Sn formé des matrices d’ordre n symétriques semi-définies né-

gatives, −Sn+

Opérations sur les ensembles

Ci-dessous, P , P1, P2 désignent des ensembles quelconques et C désigne une partie
convexe d’un espace vectoriel E.

∂P frontière d’un ensemble P
P ◦, intP intérieur d’un ensemble P
P−◦, intrP intérieur relatif d’un ensemble P
P , adhP adhérence d’un ensemble P
P+ cône dual d’un ensemble P
P− cône dual négatif, P− := −P+

C∞ cône asymptotique d’un ensemble convexe fermé C
C∞(x) cône asymptotique d’un ensemble convexe C en x ∈ C
NxP , NP (x) cône normal à l’ensemble P en x
Tx P , TP (x) cône tangent à l’ensemble P en x
Ta

x P , Ta
P (x) cône des directions admissibles à l’ensemble P en x

aff P enveloppe affine d’un ensemble P
coneP enveloppe conique d’un ensemble P
coP enveloppe convexe d’un ensemble P
coP enveloppe convexe fermée d’un ensemble P
ext(C) ensemble des points extrêmes d’un ensemble convexe C
P1 + P2 somme (de Minkowski) des ensembles P1 et P2 d’un espace vectoriel,

c’est l’ensemble {x+ y : x ∈ P1, y ∈ P2}
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P1 − P2 somme (de Minkowski) des ensembles P1 et −P2 d’un espace vectoriel,
c’est l’ensemble {x− y : x ∈ P1, y ∈ P2}

αP produit du scalaire α ∈ R et de l’ensemble P d’un espace vectoriel, c’est
l’ensemble {αx : x ∈ P}

Espaces vectoriels et calcul matriciel

Ci-dessous, A désigne une matrice.

‖ · ‖ norme
‖ · ‖d norme duale de la norme ‖ · ‖ pour un produit scalaire donné
‖ · ‖0 compteur de composante non nulle d’un vecteur
‖ · ‖p norme ℓp, pour p ∈ [1,∞] ; voir (A.5a)-(A.5b)
〈·, ·〉 produit scalaire
A∗ adjointe de A, définie par la relation 〈Au, v〉 = 〈u,A∗v〉 pour tout u, v
A−∗ adjointe de l’opérateur A−1 (supposé exister) ou inverse de A∗ (ce sont

les mêmes opérateurs)
AT transposée de A, qui est l’adjointe pour le produit scalaire euclidien :

(AT)ij = Aji

A−T transposée de la matrice A−1 (supposée exister) ou inverse de AT (ce
sont les mêmes matrices)

A < 0 la matrice A est symétrique semi-définie positive, c.-à-d., A ∈ Sn+
A ≻ 0 la matrice A est symétrique définie positive, c.-à-d., A ∈ Sn++

Eij matrice de base de l’espace vectoriel des matrices d’un type donné : son
élément (i, j) vaut 1 et les autres valent zéro

N (A) noyau de A (ensemble des vecteurs x tels que Ax = 0)
R(A) image de A (ensemble des vecteurs de la forme Ax)
λ(A) ensemble ouvecteur (suivant le contexte) des valeurs propres de A
Sn ensemble des matrices d’ordre n symétriques
Sn+ cône de Sn formé des matrices d’ordre n symétriques semi-définies po-

sitives
Sn++ cône de Sn formé des matrices d’ordre n symétriques définies positives
σ(A) vecteurs des valeurs singulières non nulles de A
detA déterminant d’une matrice carrée A
dimE dimension d’un espace vectoriel E (nombre maximal de vecteurs linéai-

rement indépendants dans E)
ei vecteur de base de Rn : sa composante i vaut 1 et les autres valent zéro
trA trace d’une matrice carrée A, trA =

∑
iAii

vect{x1, . . . , xp} sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs x1, . . . , xp

Fonctions particulières et opérations sur les fonctions

f : E→ F fonction entre deux ensembles E et F
f : E ⊸ F multifonction entre deux ensembles E et F (si x ∈ E, f(x) est un sous-

ensemble de F)
IP indicatrice d’un ensemble P
f ′(x; d) dérivée directionnelle d’une fonction f en x dans la direction d
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f ′
+(x) dérivée à droite en x ∈ R d’une fonction f d’une variable réelle, f ′(x; 1)
f ′
−(x) dérivée à gauche en x ∈ R d’une fonction f d’une variable réelle,

f ′(x;−1)
∂f(x) sous-différentiel en x d’une fonction f ∈ Conv(E)
f ′(x) dérivée (de Fréchet ou de Gâteaux) d’une fonction f en x
f ′(x) · d valeur dans la direction d de la dérivée (de Fréchet ou de Gâteaux)

d’une fonction f en x
∇f(x) gradient en x d’une fonction f
∇2f(x) hessienne en x d’une fonction f
f∞ fonction asymptotique d’une fonction f ∈ Conv(E)
d(x, y) distance entre les points x et y dans un espace métrique
dP , dist(·, P ) distance à l’ensemble P , dP (x) := inf{d(x, y) : y ∈ P}
dom f domaine d’une fonction f : E→ R
domT domaine d’une multifonction T : E ⊸ F
epi f épigraphe d’une fonction f : E→ R
epis f épigraphe stricte d’une fonction f : E→ R
G(T ) graphe d’une multifonction T : E ⊸ F
Pf opérateur proximal associé à une fonction f ∈ Conv(E)
g ◦ f fonction de E dans G, obtenue par composition de la fonction f : E→ F

et de la fonction g : F→ G (E, F et G sont des ensembles quelconques);
(g ◦ f)(x) := g(f(x))

f ⊎ g inf-convolution de deux fonctions f et g : E → R ∪ {+∞} définies sur
le même espace vectoriel E

f ⊻ A inf-image de f : E → R sous l’application linéaire A : E → F (E et F
sont des espaces vectoriels)

Problèmes d’optimisation

I0(x), I0∗ ensemble des indices des contraintes d’inégalité actives en x et en x∗
I00∗ ensemble des indices des contraintes d’inégalité faiblement actives en x∗
I0+∗ ensemble des indices des contraintes d’inégalité fortement actives en x∗
I+(x) ensemble des indices des contraintes d’inégalité strictement positives

en x
Λ(x∗) = Λ∗ ensemble des multiplicateurs optimaux associés à un point station-

naire x∗
S(P ) ensemble des solutions du problème (P )
val(P ) valeur optimale du problème (P )
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– algorithme de Newton pour un système

d’équations, 418
affine, voir enveloppe, fonction, hyperplan,

minorante, sous-espace
affinement indépendants, voir vecteurs
algorithme, voir aussi méthode
– l-BFGS, 453
– à directions de descente, 299
– à mémoire limitée, 434
– à régions de confiance, 370
– ADMM, voir algorithme du lagrangien

augmenté à directions alternées
– affine, 656
– avec activation de contraintes, 465
– CGLS (gradient conjugué pour problè-

mes de moindres-carrés linéaires), 686
– d’Arrow-Hurwicz, 550
– de BFGS, 443
– de Fletcher-Lemaréchal, 310, 310, 313,

814, 873
– de Gauss-Newton, 304, 695
– de Gram-Schmidt, 762
– de la plus profonde descente, 301, 326
– de la sécante, 436
– de Levenberg-Morrison-Marquardt, 697,

700
– de minimisation de la fonction duale,

547
– de Moré-Sorensen, 391
– de Newton en optimisation, 302, 409
– – tronqué, 420, 422, 430
– de Newton pour système non linéaire,

405

– – globalisation de la convergence par
recherche linéaire, 414

– – inexact, 411, 414, 430
– de pénalisation extérieure, 482
– de pénalisation intérieure, 488
– de points intérieurs, 620
– de points-frontière, 620
– de quasi-Newton, 303
– – réduit, 578
– de suivi de chemin, 657
– des directions conjuguées, 347–349
– dogleg de Powell, 387
– du gradient, 301, 326
– du gradient conjugué, 302, 341, 349–

350, 685
– – préconditionné, 353–356, 366, 367
– – projeté, 356, 366
– – réduit, 366
– du gradient projecté, 462
– du lagrangien augmenté, 549
– du lagrangien augmenté à directions al-

ternées, 499
– du premier ordre, 325
– du résidu minimal (GMRES), 342, 359–

365
– du résidu orthogonal, 361
– du simplexe, 620
– du simplexe révisé, 634, 640
– en croix, 641
– GMRES, 363
– LSQR (Paige et Saunders), 686
– OQS, 568, 568
– – réduit, 577
– proximal, 328, 340
angle de descente, 298, 303, 313, 416, 450
anti-cyclage, voir règle d’anti-cyclage de

l’algorithme du simplexe
antigradient, 326
application linéaire
– adjointe, 753

963
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– auto-adjointe, 756
– continue, 753
– continue inversible, 753
application-coordonnée, 761
arbre de scénarios, 552
arête d’un ensemble convexe, 30
argmin, 5
Armijo, 307
Arnoldi, 361
Arrow, 550
augmentabilité, 786

Bachelard, iii
Banach
– lemme de perturbation, 753
base
– d’indices, 623
– d’indices associée à un sommet, 623
– d’un espace vectoriel, 761
– de Gröbner, 411
Baudelaire, 979
Benders, 643
Borel, 748
borne d’erreur, 212, 645
Borsuk, 429
Borwein, 809
boule, voir aussi minimisation
– centre d’une –, 750
– fermée, 750
– ouverte, 750
– rayon d’une –, 750
Bouveresse, iii
Broyden, 440, 455

calcul des solutions, voir aussi vérification
de solution

– de (PE), 176–177
– de (PEI), 205–206
Carathéodory, 26
cas difficile, 384
Cauchy, 297, 385, voir aussi entrelace-

ment, inégalité, pas de recherche liné-
aire, point, recherche linéaire, suite

Céline, iii
centrage, 659
centre analytique, 649, 652
– de la face optimale, 653
centre de gravité, 652
certificat d’inconsistance, 555
changement de variables, 11
chemin central
– en optimisation linéaire, 647, 649

chemin continu, 680
Cholesky, 785, voir aussi factorisation
cible de Fejér, 292
Cn, 70
– cône dual, 70
Cn+, 70
– cône dual, 70
code
– linéaire cotangent, 283
– linéaire tangent, 279
codimension, 762
coercivité, voir fonction coercive
comatrice, 786
combinaison
– affine, 23
– conique, 27
– convexe, 25
combinaison d’éléments, 929
combinatoire, 608
combinatoire des problèmes d’optimisa-

tion, 179, 206, 650
commande
– optimale, 265
communication
– directe, 286
– inverse, 287
commutativité
– d’une inf-convolution, 105
– de matrices, 786
compatibilité d’égalités et d’inégalités li-

néaires, 70
compatible, voir aussi réalisable
complément de Schur, 725, 776
– singulier, 744
complémentarité, 184, 627
– stricte, 184, 736
complémentarité, 498
complexité, 259–264, 365
– en moyenne, 642
– en perturbations moyennées, 642
– itérative, 657, 659
– pire-cas, 642
complexité itérative
– de l’algorithme de Gauss-Newton, 696
– de l’algorithme de Levenberg-Morrison-

Marquardt (LMM), 704
composante
– basique, 623
– non basique, 623
compteur de composante non nulle, 153,

706
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concordance, 372
condition, voir aussi inégalité
– d’Armijo, 306
– de croissance positive à l’infini, 155
– de décroissance linéaire, 306
– de décroissance forte, 389
– de décroissance suffisante, 386
– de Powell, 392
– de Wolfe, 309
– de Zoutendijk, 313
conditionnement, 264, 303, 450
– en pénalisation, 486
conditions d’optimalité, 158
– de Karush-Kuhn-Tucker, 183
– du premier ordre, 158
– du second ordre, 158
– nécessaires
– – du second ordre faibles, 203
– – du second ordre fortes, 203
– – du second ordre semi-fortes, 203
– nécessaires, 158
– – du premier ordre (CN1), 158, 162–

164, 169, 182
– – du second ordre (CN2), 158, 164,

174, 202
– suffisantes, 158
– – du premier ordre (CS1), 158, 163,

164, 173, 186, 211
– – du second ordre (CS2), 158, 165, 175,

204, 243, 244
– – du second ordre diffuse en optimisa-

tion sans contrainte, 243
– – du second ordre faibles, 200
– – du second ordre fortes, 199, 205
– – du second ordre semi-fortes, 199, 205
cône, 27
– adhérence, 67
– asymptotique, voir cône asymptotique
– autodual, 56, 69, 718
– bidual, voir cône bidual
– contingent, voir cône tangent
– critique, 198
– de Lorentz, voir cornet
– de récession, 28, voir cône asympto-

tique
– des directions admissibles, 62, 159, 163
– du second ordre, voir cornet
– dual, voir cône dual
– enveloppe affine, 67
– épointé, 27
– intérieur relatif, 67

– linéarisant, 179, 208
– normal, voir cône normal
– pointé, 27
– polyédrique convexe, 42
– sailant, 27
– tangent, voir cône tangent
cône asymptotique, 28–30, 66, 97, 99, 100,

146, 632, 633, 654, 655
– d’un cône convexe fermé, 29
– d’un polyèdre convexe, 43, 67, 68
– image par une application linéaire, 29
– image réciproque par une application

linéaire, 29
– inclusion, 29
– intersection, 29
– produit cartésien, 29
cône bidual, 56
– expression, 56
cône dual, 55
– d’un produit, 56
– d’une eveloppe convexe, 56
– d’une somme, 56
– d’une union, 56
– de Cn, 70
– de Cn+, 70
– de Rn

+, 69
– de Sn

+, 69
– du cornet Rn+1

▽ , 69
– du simplexe ordonné, 69
– et inclusion, 56
– intérieur, 70
– intérieur relatif, 70
– négatif, 56, 68
cône normal, 161
– à Sn

+, 71
– à un convexe, 48
– à un produit cartésien, 49
– à une intersection, 49
– sous-différentiel de l’indicatrice, 151
cône tangent, 159
– à Sn

+, 71
– à un convexe, 63
– – transport affine, 243
– à un pavé, 471
– à un polyèdre convexe, 71
– à un produit de convexes, 64
– à une intersection d’ensembles, 242
– à une réunion d’ensembles, 242
conjecture P = NP, 179
conjuguée
– d’une enveloppe inférieure, 148
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– d’une enveloppe supérieure, 149
– d’une fonction quadratique strictement

convexe, 148
– d’une indicatrice, 151
– d’une inf-convolution, 119
– d’une inf-image sous une application

linéaire, 115
– d’une fonction d’appui, 151
– d’une norme, 151
– de la valeur propre maximale, 153, 154
contractant, voir fonction
– strictement, voir fonction
contrainte
– active, 178
– affine, 460
– de borne, 460
– faiblement active, 195
– fortement active, 195
– incompatible, 569
– non dégénérée, 469
convergence
– locale, 569, 571
– superlinéaire
– – en 2 pas, 578
convexité
– d’une inf-image sous une application

linéaire, 107
– d’une fonction composée, 102
– d’une fonction maximale, 153
– d’une indicatrice, 77
– d’une norme, 151, 152
– de la valeur propre maximale, 153, 154
cornet, 69
– cône dual, 69
correction de Powell, 575
Courant, 767
coût, 619
– réduit, 635
critère, 4, 619
croissance quadratique, 203
Curry, 305
cyclage, 469

Dantzig, 619, 633, 643
Dawkins, 249
décomposition, voir factorisation
– de Benders, 643
– de Dantzig-Wolfe, 643
– de Moreau, 68
– lagrangienne, 643
demi-droite, 29
demi-espace fermé, 22

dense, 748
dérivabilité, voir différentiabilité
deerivée
– partielle, 794
dérivée, 793
– à droite, 790
– à gauche, 790
dérivée directionnelle
– d’une indicatrice, 151
– d’une composition, 791
– d’une norme, 152
– de la valeur propre maximale, 154
déterminant, 766
– dérivée, 786
diagramme de Voronoï, 65, 820
différentiabilité
– au second ordre, 802
– au sens de Fréchet, 87, 793
– au sens de Gâteaux, 87, 791
– directionnelle, 789
– partielle, 87
différentiation automatique, 276
– en mode direct, 279
– en mode inverse, 283
dimension
– d’image, 763, 785
– d’un ensemble convexe, 24
– d’un espace vectoriel, 761
– d’un sous-espace affine, 752
– de noyau, 763, 785
– finie, 761
direction
– à courbure négative, 388
– admissible, 465
– asymptotique, 28
– conjuguée, 347
– critique, 198
– de descente, 298
– – admissible, 465
– de descente admissible, 459, 465
– de Gauss-Newton, 304
– de la plus profonde descente, 301
– de Newton, 303
– de Newton inexacte, 411
– de non bornitude, 356
– de quasi-Newton, 303
– de récession, 28
– du gradient, 301
– du gradient conjugué, 302
– à courbure quasi-négative, 421
direction admissible, 62
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direction de Newton en OSDP
– direction d’AHO, 742
– directions de HKM duale, 743
– directions de HKM primale, 742
– directions de MZ, 742
– directions de NT, 743
distance, 750
– à un ensemble, 45, 557, 750
– – contractilité, 758
– – différentiabilité, 808
– – sous-différentiabilité, 154
– entre deux ensembles, 69
distance au carré
– convexité, 155
– différentiabilité, 155
divergence
– de Bregman, 504
– ϕ-divergence, 504
domaine
– d’une fonction, 5, 74
– d’une multifonction, 757
– du sous-différentiel, 131
droite, 601
– achevée, 4
droite achevée, 749
dual, voir cône dual, norme duale, problè-

me dual
dualisation de contraintes fonctionnelles
– lagrangienne de (PEI), 531
– wolfienne d’un problème convexe, 555
dualité
– de Fenchel, 524–526
– faible, 508, 512, 520, 524, 720
– non convexe de Toland, 526–531
– saut de –, 513, 521, 658, 720

écart en carré, 181
échec d’une itération, 372
élimination
– de Fourier, 38, 65
– gaussienne, 38, 341
élimination gaussienne, 773, 775
– par blocs, 775
ellipsoïde, 583
– de Dikin, 647
– inscrit dans l’orthant positif, 616
ellipsoïde circonscrit, 644
ensemble
– admissible, 4, 157, 620
– – défini par des contraintes abstraites,

207

– – défini par des contraintes d’égalité et
d’inégalité XEI , 178

– – défini par des contraintes d’égalitéXE ,
165

– affine, voir sous-espace
– borné, 751
– connexe par arcs, 680
– convexe, 21
– de sous-niveau, 99, 146
– des applications linéaires continues in-

versibles, 753
– des matrices définies positives, voir Sn

++

– des matrices semi-définies positives, voir
Sn
+

entrelacement
– de Cauchy, 786
– des valeurs propres, 768
enveloppe
– affine, voir enveloppe affine
– conique, voir enveloppe conique
– convexe d’un ensemble, voir enveloppe

convexe d’un ensemble
– convexe fermée d’un ensemble, voir en-

veloppe convexe fermée d’un ensemble
– inférieure, voir enveloppe inférieure
– supérieure, voir enveloppe supérieure
enveloppe affine, 23, 34
– conservation de l’inclusion, 66
– d’un cône, 67
– d’un convexe, 66
– d’un intérieur relatif, 32, 67
– d’un polyèdre convexe, 67
– d’un produit cartésien, 66
– d’une adhérence, 34, 66
– d’une enveloppe conique, 66
– d’une intersection, 66
– d’une somme, 66
enveloppe conique, 27
– d’un polyèdre convexe, 68
– d’une somme, 66
enveloppe convexe, 24
– d’un ensemble relativement ouvert, 69
– d’un produit cartésien, 27
– d’une somme, 27
– d’une transformation affine, 27
enveloppe convexe fermée, 54
– minimisation d’une fonction linéaire sur

une –, 69
enveloppe convexe fermée d’une fonction,

114
enveloppe inférieure, 148
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– conjuguée, 149
enveloppe supérieure, 103
– conjuguée, 149
– épigraphe, 103
– sous-differentiel, 138–139
épigraphe, 15, 74, 749
– d’une enveloppe supérieure de fonctions,

103
– d’une inf-convolution, 105, 106
– stricte, 74
équation
– adjointe, 268, 273, 275
– d’état, 577
– de Fermat, 241
– de l’état adjoint, voir équation adjointe
– de Newton, 405, 420, 677
– de quasi-Newton, 435
– d’état, 266, 271
– normale, 341, 677, 683
équivalence entre problèmes d’optimisa-

tion, 10–15
– changement de variables, 11
– minimisation emboîtée, 12, 14
– minimisation-maximisation, 11
– passage d’un terme du critère en con-

trainte, 15
erreur, 250
erreur amont, 300
espace
– actif, 466
– compact, 748
– complet, 752
– d’Asplund, 145
– de Banach, 752
– de Hilbert (ou hilbertien), 755
– dual (topologique), 753
– euclidien, 755
– métrique, 750
– – topologie d’un –, 750
– normé, 751
– pré-hilbertien, 755
– topologique, 747
estimation de paramètres, 681
état
– adjoint, 269, 578
– stationnaire, 427
Euler, 241, voir aussi équation, schéma
Everett, 556
existence de solution
– d’un problème d’optimisation
– – linéaire, 40

– – par l’approche topologique (Weierstrass),
7

– – par le comportement à l’infini, 9, 100
– d’un système d’équations non linéaires,

407
– revue des méthodes, 9

face
– d’un polyèdre convexe, 67
– de Sn

+, 743
face d’un convexe, 30
– engendrée par une partie, 30
– exposée, 66
– optimale, 652
– propre, 30
face exposée
– d’un polyèdre convexe, 67
facteur
– d’inexactitude, 411
– d’Oren-Luenberger, 449
factorisation
– de Bunch et Kaufman, 677
– de Bunch et Parlett, 677
– de Cholesky, 391, 420, 449, 685, 776–

782
– – creuse, 677
– – mise à jour des facteurs, 779, 780
– en valeurs singulières (SVD), 687, 782–

784
– gaussienne (LU), 341, 725, 773–775
– QR, 686, 772
factorisation
– spectrale, 767
famille de problèmes, 259
– clique, 263
– de classe NP, 261
– de classe NP-ardu, 263
– de classe NPC, 262
– de classe P, 261
– de décision, 260
– évaluation en temps polynomial, 261
– instance, 259
– ol, 259, 259, 261
– oq, 259, 263, 264
– oqc, 261
– polynomialement réductible, 262
– SAT, 263
– sous-somme, 263
famille de vecteurs
– libre, 761
Farkas, 59, 70, 645
Fejér, 292, voir aussi cible, suite
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Fenchel, 111
Fermat, 157, 241
fermé, 747
Finsler, 765
Fisher, 767
Flaubert, iii
Fletcher, 310, 356, 357, 440, 814, 873, voir

aussi pas de recherche linéaire
fonction
– affine, 77, 752
– als (asymptotically level stable), 65
– asymptotique, 98
– – d’une fonction composée, 100, 101
– autoconcrdante, 584
– B-différentiable, 430
– barrière, 487
– barrière autoconcrdante, 595
– biconjuguée, 113
– – d’une fonction composée, 118
– bilinéaire, 754
– – continue, 754
– – norme, 754
– C-fonction
– – voir C-fonction 933
– coercive, 8, 17
– – forme bilinéaire, 17
– composée, 101
– – biconjuguée, 118
– – conjuguée, 118
– – convexité, 102
– – fonction asymptotique, 100, 101
– – sous-différentiel, 135
– concave, 74, 147
– conjuguée, 111
– – d’une fonction composée, 118
– continue, 749, 750
– contractante, 141, 751, 758
– convexe, 74
– (convexe) polyédrique, 79
– croissante, 102
– d’appui, voir fonction d’appui
– de classe C1,1, 808
– de couplage, 511
– de mérite, 413
– de Minkowski, 597
– de moindres-carrés, 413, voir aussi pro-

blème
– de pénalisation, 474
– de récession, voir fonction asymptoti-

que
– dérivée directionnelle, 86

– différentiable, voir différentiabilité
– duale, 511, 519, 542
– fermée, 76, 104, 750
– fortement convexe, 75, 96
– implicite, 266
– impropre, 75
– indicatrice, voir fonction indicatrice
– injective, 749
– intermédiaire, 278
– linéaire, 752, voir minimisation
– lipschitzienne, 751
– localement lipschitzienne, 751
– log-barrière (lb), 584, 595, 616, 650
– log-déterminant (ld), 438, 585, 595, 737
– marginale, voir fonction marginale
– max, 147
– monotone, 141
– multivoque, voir multifonction
– non différentiable, 430
– pénalisante, 474
– polyédrique, voir fonction (convexe) polyé-

drique
– propre, 75, 146
– quadratique, voir aussi fonction quadra-

tique convexe
– quadratique convexe, 146
– – conjuguée, 148
– – ensembles de sous-niveau, 146
– – régularisée de Moreau-Yosida, 156
– r-pentue, 220
– semi-continue inférieurement (s.c.i.), voir

semi-continuité inférieure
– semi-continue supérieurement (s.c.s.), voir

semi-continuité supérieure
– semi-lisse, 430
– séparable, 329
– sous-continue, 220
– sous-différentiable, 124, voir aussi sous-

différentiabilité
– sous-linéaire, 80
– strictement contractante, 751
– strictement convexe, 75
– surjective, 749
– symétrique, 754
– valeur, voir fonction valeur
fonction coût, 4
fonction d’appui, 81, 151
– conjuguée, 151
– du sous-différentiel, 130, 149
– sous-différentiel, 151
fonction indicatrice, 77
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– conjuguée, 151
– dérivée directionnelle, 151
– sous-différentiel, 151
fonction marginale, 104–106
– continuité, 758
– convexité, 104
– semi-continuité supérieure, 758
– sous-differentiel, 137
fonction max, 790
fonction maximale, 153
– convexité d’une –, 153
fonction objectif, 4
fonction valeur, 106, 228, 518, 523, 524,

532, 540
– continuité directionnelle, 237–238
– convexité, 232
forme, 753
formule
– de Grassmann, 785
– de Sherman-Morrison-Woodbury, 787
– de Woodbury, 787
– du max, 130
formule de mise à jour, 434
– à mémoire limitée, 451
– de BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno), 440
– PSB (Powell-Symétrique-Broyden), 455
– SR1 (Symétrique de Rang 1), 437
Fourier, 38, 65
Fréchet, 756, 793
Frobenius, 764
Fromovitz, voir qualification des contrain-

tes d’inégalité (QC-MF)
frontière, 748
– relative, 32, 34

Gâteaux, 791
Gauss, 695, voir aussi algorithme, élimi-

nation, factorisation, méthode de Gauss-
Seidel

globalisation de la convergence, 301, 412
– par méthode de continuation, 428
– par recherche linéaire, 413–425
– par régime pseudo-transitoire, 427–428
– par région de confiance, 426
Goldfarb, 440
Goldstein, 308
Gordan, 70
gradient, 88, 792
– projeté, 336, 470, 470
– – test du gradient projeté, 470
– réduit, 578

– réduit, 893
Gram, 762
graphe, 621
– connexe, 622
– d’une multifonction, 757
Grassmann, voir formule
Gröbner, voir base

Heine, 748
hessienne, 807
– réduit du lagrangien, 176
Hilbert, 755
Hoffman, voir lemme
Hölder
– inégalité de –, 245, 755
Houellebecq, iv
Hurwicz, 550
hyperplan, 21
– d’appui, 49

identité du parallélogramme, 759
image, 748, 764
– d’une multifonction, 757
– par une application linéaire, voir image

par une application linéaire
– réciproque, 748
– – par une application linéaire, voir im-

age réciproque par une application
linéaire

image par une application linéaire, 753
– d’un cône asymptotique, 29
– d’un cône convexe fermé, 68
– d’un convexe, 22
– d’un intérieur relatif de convexe, 34
– d’un polyèdre convexe, 39, 68
– d’une adhérence de convexe, 34
– des points extrêmes, 31
image réciproque par une application linéaire
– d’un cône asymptotique, 29
– d’un convexe, 22
– d’un intérieur relatif de convexe, 35
– d’un polyèdre convexe, 68
– d’une adhérence de convexe, 35
IML, voir inégalité matricielle linéaire
inclusions polaires, 644
incompatibilité d’inégalités affines, 71
indicatrice, voir fonction indicatrice
indice de saturation d’un sous-espace de

Krylov, 343
indépendant, voir vecteurs
inégalité, voir aussi condition
– de Cauchy-Schwarz, 755, 759
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– – généralisée, 755
– de convexité, 75
– de dualité faible, voir dualité faible
– de Hölder, 245, 755
– de Jensen, 146
– – version intégrale, 146
– de Kantorovitch, 326
– de trace de von Neumann, 784
– du sous-gradient, 124
– géométrico-arithmétique, 146
– incompatible, 71
– matricielle linéaire, 23, 720
– triangulaire, 750, 751
inéquation variationnelle, 132
inf-convolution, 105, 106, 139, 146
– conjuguée d’une –, 119
– de deux formes quadratiques, 147
– épigraphe d’une –, 106
– épigraphe stricte d’une –, 105
inf-image d’une fonction sous une applica-

tion linéaire, 106
– conjuguée d’une –, 115
– convexité d’une –, 107
– polyédricité d’une –, 107
– propreté et semi-continuité inférieure d’une

–, 116
intérieur, 748
– relatif, 31
– – d’un cône, 67
– – enveloppe affine d’un –, 32, 67
intérieur relatif
– d’un polyèdre convexe, 67, 68
itération
– externe, 420
– interne, 421
itéré, 250

jacobienne, 166, 170
Jensen, voir inégalité

Kantorovitch, 241, voir inégalité
– inégalité, 326
– théorème, 407, 429
Kantorovitch, Leonid, 429
Karush, 182, 183
Kepler, 241
Krylov, 342
Kuhn, 182, 183
Ky Fan, 768

Lagrange, 157, 169, 183, 241, voir aussi
multiplicateur

lagrangien, 170, 183, 537
– associé à des perturbations, 518, 520
– augmenté, 491, 492
– augmenté non différentiable, 506
– modifié, 491
– ordinaire, 269, 502, 532, 625
Lebesgue, 748
Legendre, 111
Leibniz, 241
Lemaitre, 403
Lemaréchal, 310, 814, 873
lemme, voir aussi théorème
– de Farkas, 59, 645
– de Finsler, 765
– de Hoffman, 645
– de Mizuno, 662
– de perturbation de Banach, 753
Levenberg, 700, voir algorithme
ligne de flux de Newton, 431
limite
– inférieure, 749
– supérieure, 749
linéairement indépendants, voir vecteurs
loi de conservation des ennuis, 10, 18
Löwner, 717
Luenberger, 449
Lyapounov, voir opérateur, système linéaire
Lyusternik, 220

machine de Turing, 260
MacLaurin, iii
Mangasarian, voir qualification des con-

traintes d’inégalité (QC-MF)
Marquardt, 700, voir aussi algorithme
matrice, 763
– bijective, 764
– carrée, 763
– complètement positive, 70
– copositive, 203
– creuse, 293
– d’incidence d’un réseau, 622
– de covariance des erreurs a posteriori

sur la solution de norme minimale, 688
– de covariance des erreurs a priori sur les

données, 688
– de résolution d’un problème de moindres-

carrés linéaire, 688
– de type m× n, 763
– définie négative, 765
– définie positive (Sn

++), 786
– définie positive (Sn

++), 765
– des cofacteurs, 786
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– doublement stochastique, 67
– hermitienne, 771
– identité, 763
– injective, 764
– inverse, 18, 764
– inversible, 764
– orthogonale, 772
– positive, 70
– pseudo-inverse, 684, 687, 766
– semi-définie négative, 765
– semi-définie positive (Sn

+), 69
– semi-définie positive (Sn

+), 765
– surjective, 764
– symétrique, 765
– symétrique copositive, 70
– transposée-conjuguée, 770
– triangulaire, 772
– triangulaire unitaire, 772
– uniformément injective, 695
– unitaire, 770
maximisation, 10
methode
– méthode
– – de descente par coordonnée, 337
méthode, voir aussi algorithme
– d’activation, 460
– de faisceaux, 545, 552
– de Gauss-Seidel
– – en algèbre linéaire, 333–335
– – en optimisation, 336–339
– – pour les systèmes non linéaires, 335
– de l’état adjoint, 269
– de Newton, 403
– de pivotage, 460
– des multiplicateurs, 497, 550
– newtonienne, 566
– primale-duale, 567
– tensorielle, 430
mineur
– principal, 769
– principal de tête, 769
Minimax de von Neumann, 645
minimisation
– d’une fonction linéaire sur une boule,

244
– emboîtée, 12, 14
minimiseur, voir minimum
minimum, 4
– faible, 203
– fort, 164, 175
– global, 5

– global strict, 5
– local, 5, 6
– local strict, 5
– saillant, 150
Minkowski, 65, 751
– fonction de –, 597
– norme de –, 752
minorant de la valeur optimale
– par pénalisation extérieure, 482
– par relaxation wolfienne, 556
minorante affine, 77, 109, 113
– exacte, 78
– pente d’une –, 77
Miranda, 429
Mizuno, 662
module d’une application lipschitzienne,

751
module de complexité, 595
moindres-carrés, 401
monôme, 728
Montaigne, 3
Moore, 429
Moré, 391
Moreau, voir décomposition, régularisée
Morrison, 700, 787
Motzkin, 70, 645
multifonction, 757
– convexe, 207
– domaine d’une –, 757
– fortement monotone, 758
– graphe d’une –, 757
– image d’une –, 757
– localement radialement lipschitzienne,

155
– métriquement régulière, 215
– monotone, 758
– monotone maximale, 758
– ouverte, 214
– réciproque, 757
multiplicateur de Lagrange, 169, 183
multiplicateur optimal
– pour (PE), unicité, 173

Newton, 385, 405, 414, 422, 428, 677, 695,
voir aussi algorithme

Nirenberg, 809
nombre complexe
– conjugué, 770
– module, 770
nombre imaginaire pur, 770
nombres conjugués, 146, 152, 245, 755
normale, 48
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norme, 151, 152, 751, 786
– associée à un produit scalaire, 755
– biduale, 151
– conjuguée, 151
– convexité, 151
– convexité d’une –, 152
– de Minkowski ou ℓp, 752
– dérivée directionnelle, 152
– duale, 151, 152, 502, 573, 755, 759
– euclidienne ou ℓ2, 752
– ℓ1, 558
– matricielle, voir norme matricielle
– sous-différentiel, 152
norme IEEE 754, 257
norme matricielle
– de Frobenius, 557, 717, 764
– de l’inverse, 18
– nucléaire, 557, 558
– sous-multiplcative, 763
– subordonnée, 763
noyau, 753, 764

OL, voir optimisation linéaire
opérateur, voir aussi application linéaire
– de Lyapounov, 739
– proximal, 140
– réduction, 262
optimisation, 4
– combinatoire, 6
– conique, 616
– copositive, 582
– en nombres entiers, 6
– globale, 17, 411
– linéaire, 619–680
– multicritère, 6, 147
– quadratique, voir optimisation quadra-

tique
– semi-définie positive (SDP), 717–744
– stochastique, 552
optimisation quadratique, 460
– existence de solution, 243
optimiseur, 286
OQ, voir optimisation quadratique
ordre, 102
Oren, 449
orthant positif, 22
OSDP, voir optimisation semi-définie po-

sitive
ouvert, 747
– relatif, 32

parallélogramme, voir identité

Pareto, 147
pas (de recherche linéaire), 299
– admissibilité asymptotique du – unité,

320
– d’activation, 469
– d’Armijo, 307
– de Cauchy, 305
– de Curry, 305
– de Fletcher, 312
– de Goldstein, 308, 324, 873
– de Wolfe, 309
– optimal, 305
passage d’un terme du critère en con-

trainte, 15, 581
passage d’un terme du critère en con-

trainte, 725
pavé
– cône tangent, 471
– projection sur un –, 470
pénalisation
– ℓ1, 505
– exacte, 475
– extérieure, 478, 486
– facteur de –, 474
– inexacte, 475
– intérieure inverse, 487
– logarithmique, 487
– quadratique, 479
performance, 289
– relative, 289
permutation, 767
petit o, 793
pivot, 775, 777
pivotage, 639
pli d’une fonction convexe, 125
point
– absorbant, 33
– admissible, 4, 620
– critical or stationary
– – regular, 571
– d’accumulation, 748
– d’activation, 459
– de Cauchy, 385
– de Newton, 385
– extrême, 30
– – d’un polyèdre convexe, 68
– – d’une face, 67
– – des boules unités ℓ1 et ℓ∞, 67
– moyennement optimal, 147
– Pareto optimal, 147
– proximal, 140
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– stationnaire, 170, 183
– – régulier, 569
– strictement admissible, 632
point extrême
– d’un produit cartésien, 31
– image par une application linéaire, 31
point-selle, 144, 231
Polak, 356, 357
polyèdre convexe, 22, 37
– borné, 61
– cône asymptotique, 67, 68
– enveloppe affine, 67
– enveloppe conique, 68
– face, 67
– face exposée, 67
– forme standard d’un –, 37
– image par une application linéaire, 68
– image réciproque par une application

linéaire, 68
– imbriqué, 644
– intérieur relatif, 67, 68
– point extrême, 68
– produit cartésien, 68
– réduit à un point, 61
– représentation duale d’un –, 37
– représentation primale d’un –, 37
– somme, 67, 68
– sommet, 67
– sous représentation duale, 67
– sous représentation primale, 68
polyédricité
– d’une inf-image sous une application

linéaire, 107
polynôme, 411, 728
– annihilant une matrice, 344
– de Motzkin, 729
– degré, 728
– minimal, 344
– quartique, 243
– unitaire, 344
polytope, 37
Pompidou, iii
poursuite de base, 558
Powell, 356, 387, 392, 402, 455
préconditionnement, 265
– de l’algorithme du gradient conjugué,

353–356
préconditionneur, 323, 327
– diagonal, 355
probleme
– lasso, 711

problème, voir aussi famille de problèmes,
problème d’optimisation, problème dual

– NP, 261
– NP-ardu, 263
– NP-complet, 262
– à données massives, 499
– barrière primal, 650
– d’identification, 681
– d’inclusion linéaire dans un intervalle,

688
– d’inéquation variationnelle, 430
– d’interpolation linéaire, 681
– de calibration, 681
– de complémentarité, 430
– de Lagrange, 511, 545, 556
– de moindres-carrés, voir aussi fonction
– – non linéaire, 303, 312
– de régression, 681
– régression linéaire, 682
– du plus court chemin dans un graphe,

622
– du transport, 622
– dual, voir problème dual
– interne, 13, 14
– interne dual, 511
– interne primal, 511
– polynomial, 261
– primal, 508, 511, 518, 524, 526
– quadratique osculateur, 409
problème d’optimisation, 4
– (PE), 166, 565, 569
– – convexe, 166
– (PEI), 177, 477, 501, 559
– – convexe, 178
– (PG), 206
– – convexe, 208
– (PL), 619
– (P ′

L), 620
– (PX), 157
– (PX)
– – convexe, 163
– borné, 4, 620
– linéaire, 40, 619–680
– – forme canonique d’un –, 620
– – forme standard d’un –, 619
– non borné, 4
– (PSI), 577
– quadratique, voir optimisation quadra-

tique
– réalisable, 4, 620
problème de moindres-carrés, 681–716
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– linéaire, 681–688
– – avec région de confiance, 715
– – régularisé, 714
– – total, 714
– non linéaire, 693–706
– polyédrique, 689
problème dual, 508, 511, 519
– de Toland, 527
– de Wolfe, 555
– non borné, 536
problème quadratique osculateur, 568
problème tout quadratique, 732
– relaxation de rang, 744
– relaxation de rang, de Shor ou lagran-

gienne, 732
produit cartésien, 514, 626
– de deux polyèdres convexes, 68
– enveloppe convexe d’un –, 27
produit de Hadamard, 181
produit scalaire, 754
– euclidien, 755
– produit, 755
produit tensoriel, 434, 737, 744, 784
profil de performance, 289
projection, 750, 808
– caractérisation, 46
– dérivabilité directionnelle, 47
– en deux temps, 69
– propriétés variationnelles, 68
– sur des contraintes de borne, 470
– sur Sn

+, 69
– sur un cône convexe fermé, 68
– sur un pavé, 470
– sur une somme de sous-espaces affines,

69
projection orthogonale, 45
– est un gradient, 155
projeté, 45
– d’un polyèdre convexe, 68
– existence et unicité, 46
propriété
– de croissance quadratique, 203
– de Heine-Borel-Lebesgue, 748
proximal, voir opérateur, point
Putinar, 731

qualification de contraintes, 161, 185, 643
qualification des contraintes
– abstraites, 209
– – (QC-R), de Robinson, 212, 224
– convexes, 34
– d’égalité, 168

– d’inégalité, 181, 186–195
– – (QC-A), 187
– – (QC-MF) de Mangasarian-Fromovitz,

212
– – (QC-MF), de Mangasarian-Fromovitz,

193
– – (QC-MFS), de Mangasarian-Fromo-

vitz stricte, 196
– – (QC-S), de Slater, 187, 651
– – indépendance linéaire (QC-IL), 188
– – Mangasarian-Fromovitz (QC-MF), 190
quotient de Rayleigh, 245

rang, 764, 786
– biconjuguée, 557
– resteint
– – biconjuguée, 557
– – conjuguée, 557
– semi-continuité inférieure, 785
Raphson, Joseph, 429
Rawls, 510
Rayleigh, voir quotient
rayon de confiance, 370
rayon spectral, 771
réalisabilité, voir compatibilité
réalisable, voir problème d’optimisation,

système
rebroussement, 307
recherche linéaire, 299
– d’Armijo, 372, 464
– de Cauchy, 305
– de Curry, 305
– de Goldstein, 308
– de Wolfe, 309
– de Wolfe forte, 311, 357
– exacte, 305
– inexacte, 305
– non monotone, 322
recouvrement
– ℓ1, 558
– nucléaire, 558
redémarrage de Powell, 356
réduction, 262
Reeves, 356, 357
région de confiance, 370
règle d’anti-cyclage de l’algorithme du sim-

plexe, 637, 639
– de Bland, 639
– des petites perturbations, 639
– lexicographique, 639
règle de bascule, 126
règle de pivotage, 639
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règle du coût réduit minimal, 637
régularisée de Moreau-Yosida, 142, 328,

539
relatif, voir frontière, intérieur
relation binaire, 757
relation de polarisation, 759
relaxation, 732
– lagrangienne, 545
– SDP (semi-définie positive), 725
relaxation de rang
– problème tout quadratique, 732
relaxation de Shor, 732
relaxation lagrangienne
– du problème tout quadratique, 732
réseau, 621
résidu, 303, 359, 677, 693
Ribière, 356, 357
Riesz, 756
Rimbaud, 101, 809
Rn

+

– cône dual, 69
Robinson, voir qualification des contrain-

tes abstraites (QC-R)
Rockafellar, 3, 19, 73, 518
Rolle, 799
rotation de Givens, 772

saut de dualité, 508
saut de dualité, voir dualité
schéma d’Euler implicite, 274, 426, 427
Schmidt, 762
Schur, voir complément
Schwarz, 755
segment, 21, 796
Seidel, voir méthode de Gauss-Seidel
semi-continuité inférieure, 749
– du rang, 785
semi-continuité supérieure, 750
séparation de deux convexes, 51
série
– absolument convergente, 752
– convergente, 752
Shadoks, 809
Shanno, 440
Sherman, 787
Shor, voir relaxation de rang du problème

tout quadratique
simplexe
– unité de Rn, 22
simplexe ordonné, 69
– cône dual, 69
Simpson, Thomas, 429

simulateur, 286, 288
Slater, voir qualification des contraintes

d’inégalité (QC-S)
Sn
+, 22

– cône dual, 69
– cône normal, 71
– cône tangent, 71
– face, 743
– face engendrée, 744
– face exposée, 744
– projection, 69
Sn
++, 22

solution, voir aussi existence de solution,
unicité de solution, minimum

– d’un problème quadratique osculateur
– – de norme minimale, 570
– – importune, 568, 570
– de norme minimale, 352, 684
– duale, 170, 511, 626
– hémi-stable de (PEI), 561
– primale, 170, 511, 626
– primale-duale, 170, 183
– semi-stable de (PEI), 561
– strictement complémentaire, 627
somme
– d’un cône convexe fermé et d’un sous-

espace vectoriel, 68
– de deux cônes duaux, 60
– de deux convexes, 22
– – fermés, 37
– de deux ensembles, 751
– de deux polyèdres convexes, 67, 68
– de deux sous-espaces affines
– – projection sur une –, 69
– enveloppe affine d’une –, 66
– enveloppe convexe d’une –, 27, 66
sommet d’un polyèdre convexe, 41, 67
– dégénéré, 623, 643
Sorensen, 391
sous-différentiabilité, 124, 128
sous-différentiel, 124
– constance du –, 155
– d’une fonction composée, 135
– d’une fonction marginale, 137
– d’une enveloppe supérieure, 138–139
– d’une fonction d’appui, 151
– d’une indicatrice, 151
– d’une norme, 152
– d’une somme, 134
– de f et f∗∗, 127
– de la distance à un convexe, 154
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– de la valeur propre maximale, 153, 154
– et optimalité, 127, 129, 130
– fonction d’appui du –, 149
– fonction fortement convexe, 149
– propriétés géométrique et topologique

du –, 129
– représentation du –, 149
sous-espace affine, 752, 758
– intersection, 23, 759
sous-espace vectoriel
– de Krylov, 342–346
– – saturation d’un –, 343
– orthogonal, 762
– parallèle à un sous-espace affine, 752
sous-espaces vectoriels
– somme de –, 761
– somme directe de –, 761
– supplémentaires, 167, 762, 786
sous-gradient, 124
sous-problème quadratique
– (RC), 370, 375, 402
– osculateur, voir problème quadratique

osculateur
spectre, 771
stabilité
– d’un ensemble, 191
– d’un ensemble pour de petites pertur-

bations, 213
stabilité d’un ensemble par rapport à des

perturbations, 168, 182
Stroustrup, iv
succès d’une itération, 372
suite, 747
– admissible, 459
– convergente, 747
– de Cauchy, 752
– limite, 747
– minimaximisante, 552
– minimisante, 7
– stationnaire, 4
suite de Fejér, 292
sur-relaxation, 430
système
– fortement réalisable, 722, 723
– quasi-réalisable, 722
système linéaire
– augmenté, 677, 685
– de Lyapounov, 740
– de Sylvester, 740

taux de convergence, 258
Tchebychev, 715

terminaison finie, 659
– de l’algorithme proximal, 340
terminaison quadratique, 447
test du gradient projeté, 470
théorème, voir aussi lemme
– d’Everett, 535, 556
– de Carathéodory, 26
– de l’alternative, 59
– – de Farkas, 70
– – de Gordan, 70
– – de Motzkin homogène, 70
– – de Motzkin non-homogène, 70, 645
– – de Ville, 70
– de l’application ouverte, 785
– de l’image fermée, 754
– de représentation de Riesz-Fréchet, 756
– de Rolle, 799
– de séparation, 52, 53
– des accroissements finis, 796, 799
– des fonctions implicites
– – différentibilité, 801
– – existence, 800
– du rang, 763
topologie, 747
– d’un espace métrique, 750
– induite, 748
– séparée, 747
trace d’une matrice carrée, 763
transformation affine
– enveloppe convexe, 27
transposée, 765
Tucker, 182, 183
Turing, voir machine

unicité de solution, 76

valeur, voir aussi fonction valeur
– critique, 170, 183
– optimale, 4
valeur propre, 771, 931
valeur propre maximale, 153
– d’une matrice hermitienne, 154
valeur singulière d’une matrice, 245, 686,

784, voir aussi factorisation en valeurs
singulières (SVD)

valeur-selle, 144, 557
variable
– active, 277
– changement de –, 11
– d’écart, 37, 492, 621
– – duale, 626
– d’entrée, 277



– d’état, 577
– de commande, 266, 577
– de sortie, 277
– d’état, 266
– duale, 282
– indépendante, 277
variété, 166
vecteur, voir aussi vecteurs
– compteur de composante non nulle, voir

compteur de composante non nulle
– normal, 161
– tangent, 159
vecteur propre, 771
– unitaire, 771
vecteurs, voir aussi vecteur
– affinement indépendants, 24
– linéairement indépendants, 761
– orthogonaux, 762
vérification de solution de (PEI), 206
Ville, 70
vitesse de convergence
– linéaire
– – taux, 252
– q-cubique, 258
– q-linéaire, 252
– q-ordre, 257
– q-quadratique, 256
– q-quartique, 258
– q-quintique, 258
– q-superlinéaire, 253
– r-linéaire, 258
– sous-quadratique, 613
voisinage, 747
von Neuman, voir inégalité, minimax
von Neumann, 645
Voronoï, voir diagramme de Voronoï

Weierstrass, 7
Wilkinson, 300
Wittgenstein, iii
Wolfe, 309, 311, 555, 643
– contre-exemple de –, 459
Woodbury, 787

Yosida, voir régularisée

zéro, 404
Zoutendijk, 313
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Sois sage, ô ma Douleur, et tiens-toi plus tranquille.
Tu réclamais le Soir ; il descend ; le voici :
Une atmosphère obscure enveloppe la ville,

Aux uns portant la paix, aux autres le souci.

Ch. Baudelaire (1868). Recueillement. Les Fleurs du Mal
[Poème apporté par la troisième édition].
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