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Abstract: This work investigates the problem of stabilization of ¢onbus-time Lur'e systems with

sector bounded nonlinearity. The proposed control lawldaekis both the output and the nonlinearity of
the system. The conditions, formulated in terms of lineatrin&nequalities, are based on a quadratic
Lyapunov function and solved by means of an iterative atori As main novelty, the gains of the

controller appear linearly and are treated as decisioralbbas of the optimization problem. Therefore,
the presented method can indistinctly handle state andibgpdback, as well as magnitude limitations
or structural constraints (such as decentralization) @ ghins. Numerical examples illustrate the
benefits of the proposed approach, which can be computéjionare effective and less conservative

when compared to other existing techniques in particulateeds, such as decentralized state-feedback
control.

Resuma Este trabalho investiga o problema de estabilizacao densés Lur'e continuos no tempo
com néo linearidade limitada em setor. A lei de controle pste é constituida pela realimentacao
tanto da saida quanto da ndo-linearidade do sistema. Ascéasdde sintese, formuladas em termos
de desigualdades matriciais lineares e baseadas em un@fdadyapunov quadratica, séo resolvidas
por meio de um algoritmo iterativo. Como novidade, os gartesontrole aparecem de forma linear
e sdo tratados como variaveis de decisdo do problema dezatigu. Portanto, 0 método apresentado
pode lidar com realimentacéo de estados e de saida indisnte, além de possibilitar a imposicao de
limitacdes de magnitude ou restricbes estruturais (corsoetgralizacéo) sobre os ganhos. Exemplos
numéricos ilustram os beneficios da abordagem propostgyepe ser computacionalmente mais eficaz
e menos conservadora quando comparada a outras técnist@ntes em contextos particulares, como a
realimentacao de estados descentralizada.

Keywords:Continuous-time Lur’e systems; output-feedback; quadsaability; sector bounded
non-linearity; linear matrix inequality.

Palavras-chavesSistemas Lur’e continuos no tempo; realimentagéo de sesthbilidade quadratica;
nao linearidade limitada por setor; desigualdade mattioigar.

1. INTRODUCAO 1996; Montagner et al., 2007; Yang et al., 2007; Kalman, 1963
Valmorbida et al., 2019), ou ent&o utilizando multiplicestde
Os chamadosistemas Lurgisto é, sistemas que podem seZames-Falb (Ahmad z_ind Carrasco, 2016; Carrasco et al.; 2016
descritos por uma planta linear invariante no tergpoeali- Haddad and Bernstein, 1994, 1993). Nas duas metodologias,
mentada por uma funcdo nio-linea(como ilustra a Fig. 1) & busca por parametros das funcdes de Lyapunov candidatas,
satisfazendo certas condicdes (relacionadas a limitaiges- OU pelos multiplicadores, pode ser formulada em termos de
tor ou inclinagéo), representam uma grande familia de prBroblemas convexos de otimizagéo, sendo, na maior parte dos
blemas de engenharia (Khalil, 2002). O problema de anali§8S0s, problemas de programacéo semidefinida descritos por
de estabilidade dos sistemas Lur'e, continuos ou discretos desigualdades matriciais lineares (em inglésiear Matrix
tempo, é estudado utilizando uma abordagem temporal comngqualities— LMIs) (Boyd et al., 1994).

busca de fgngﬁes de Lyapunov (Gonzagg etal., 2012; Ahmadiensges das condicdes de analise para tratar o problema de
etal., 2013; Park, 1997; Park et al., 2019; Kapila and Haddagintese de leis de controle foram foco da atenc&o de diversos

* Apoiado pelas agéncias brasileiras: CNPg, Coordenacéo pegfelcoa- peSqUisadoreS_, considerando tanto estabilidade glotzaitau
mento de Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Codéidan-  local (Tarbouriech et al., 2011; Hu et al., 2006). No entanto

ciamento 001 e Fundagéo de Amparo & Pesquisa do Estado deadi@o-P com poucas excegdes (Lee and Park, 2008; Louis et al., 2015),
FAPESP (processo 2019/10947-1).
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as condi¢es propostas ndo se baseiam nas fung¢des de lgma-quex € R™ é o vetor de estados, € R™ a entrada de

punov mais complexas, restringindo-se a fun¢es quadsaticcontrole,y € R"Y a saida medida e € R™ é uma saida do

guase sempre associadas a uma realimentacéo linear dos ddtao linear que passa pela nao linearidade. As matrizes do

dos. Por exemplo, Castelan et al. (2008) estudam sistemasistema séé € R™*"™, B, € R™*"z, B, € R™*", C, € RY*",

tempo continuo contendo dois tipos de n&o-linearidadés: saC, ¢ R"=*™ e D, € RNz

racéo e limitacédo de setor. Como lei de controle, propdemuma _ . . . n 4 .

estratégia de sintese de ganhos de realimentagao de edsio & Na0-linearidadg: R™ — R™ & mvarlTante no tempo, descen-

ndo-linearidades baseada na estabilidade quadratica. tralizada, i.e(z) = [@1(z1) - ¢h,(20,)] , € satisfaz a seguinte
o i ] _ hipétese (Khalil, 2002).

@) o_bjetlvo Qeste trapalho € propor leis d? contrple do t_'pPIipétese 1.A nio-linearidadep verifica

realimentacéo de saida para sistemas Lur'e continuos e inva T

riantes no tempo com né&o linearidades limitadas em setei. A | ?(2) [p(z)—Q7 <0 (2)

de controle é composta por ganhos de realimentacio estatiparatodae € R™, sendd = diag(Qs, ..., Qn,) > 0 uma matriz

proporcionais a saida medida e ao valor da nio linearidad&da. Além dissop(0) = Oy,.

Utilizando uma fungéo quadrética de Lyapunov, condi¢cdssu =, A . -

cientes para o projeto dos ganhos estabilizantes s&o fadamil A HiPotese 1 corresponde a néo linearidaale) ser limitada

em termos de LMIs. Como novidade, os ganhos de controle <88 Setor, como ilustra a Fig. 2.

diretamente varidveis do problema, facilitando a impasijé a(z)

estruturas particulares, como por exemplo, a descersdaljz

sem conservadorismo adicional. Gracas a um procedimento

de relaxac&do adequado, as condicdes de sintese séo rasolvid

por meio de um algoritmo iterativo. Exemplos ilustram o de-

sempenho do método proposto quando comparado com outras

técnicas da literatura.

Notacgéo

Para uma matriz simétric> 0 (X < 0) significa queX é defi-

nida positiva (negativa). Para as matrizes ou vetpresndica

o transposto, H&X) = X + X e diag(Xy,...,Xn) representa

um matriz bloco diagonal formada pelas matrizes quadradas
(ou elementos), ..., X). O simbolox representa um termo
induzido por simetria em matrizes quadradas formadas per bl ) ) o
cos e o simbole representa o produto de Hadamard definid&ig. 2. Nao-linearidade limitada pelo setof; (azul).
como(XoY)j =X jYij. Osinal(X) & o operador sinal gX |

¢ operador piso de cada componente do vitoAs matrizes Assume-se que o sistema (1) € bem posto, ou seja, possui
identidade e nula sdo denotadas, respectivamentég@rAo um bom comportamento algébrico da realimentagéo naorjinea
longo do texto as dimensbes das matrizes podem ser omitigaepriedade que pode ser garantida mediante a seguinte hipd

por simplicidade (sendo inferidas a partir do contexto). tese.
Hipotese 2.
z He(l — QD,) > 0. 3
QD(Z) ( Z) ( )
O problema a ser investigado neste artigo € o projeto da lei de

controle dada por

u=Ky+Lo(2). (4)
em queK € R el e R™*"z sd0 0os ganhos de realimentacao
associados a saiga a néo linearidade(z), respectivamente.

> O lema apresentado a seguir é til para provar os principais
u 4(x, Q) y resultados propostos neste trabalho (de Oliveira and @kelt
- > , 2001).
Lemal. (Lema de Finsler). Considere as matriz2g R/ e

% € R™! compostd %) < ¢ e %, representando uma base
Fig. 1. Diagrama de blocos de um sistema Lureem#(e @) para o espaco nulo d&, ou seja,B%, = 0. As seguintes
€ um sistema linear invariante no tempap&) € uma condicdes sdo equivalentes:

funcéo néo linear limitada em setor. ) £T9F < 0.VE € R', £ £0, BE —0;

2. PRELIMINARES iy /2%, <0;
. . i) IucRtalque2—uLB' % <0;
Considere o sistema Lur’e a tempo continuo dado por iv) 32 e ROMtalque2 + 2 B+ B2 T <0.
X(t) = AX(t) + By@(z(t)) + Byu(t) (1a) 3. RESULTADOS PRINCIPAIS
2(t) = Cx(t) + D2p(2(1)), (10)  Teoremat. SejamY; € R i =124 eY3 € R*™ ma-
y(t) =Cyx(t). (1c) trizes dadas. Se existirem matrizse R, L € RMuxNz,



Y € R™™ i = 1,24, Y; € R%*" e matrizes definidas po- qualquer matriz diagonal > 0. Portanto, o sistema (1) em
sitivasP = PT € R™*™ e T € R"*" diagonal, tais que malha fechada é globalmente assintoticamente estavel.[]

A desigualdade apresentada em (5) € uma LMI pgjs =
0o P car AII 1,...,4, sdo matrizes Qadas. Como consequénc?aLé espgrado
- que os resultados obtidos por meio dessa condi¢éo suficiente

P O 0 : RN
T sejam conservadores, devido a falta de uma regra geral para
Tilch OI He(T%DZ_T) Bé?' escolher matrizes adequadgsi = 1,....4. Uma alternativa
I — cl

para reduzir o conservadorismo, baseada na técnica paopost
em Felipe et al. (2016), é introduzir relaxa¢des, como &pres
tado no proximo teorema.

Teorem&. Seja

+ He<
Y =[10-1], Ay=A+BKC T, )
;s verificad em quer € um escalar. Entdo, as condi¢des do Teorema 1 sem-
€ verilicada, com pre fornecem solucdes factiveis para um valor suficientéanen
Aq =A+BKCy, By =By+Bul, grande de > 0.
entdo o sistema Lur’e (1) sob as Hip6teses 1 e 2 é globalme
assintoticamente estavel em malha fechada com a lei de ¢

Y1
;2 Y Ya Vs Y4]> <0 (5
Ya

\_/—/
Y

g’}{%va: Considere a expressio (5) p#a e Y dadas em (7),

e adoteY; =Yoo= -Ys=—(r/2)l,Y3=0eK=L=0na
trole (4). desigualdade (5). Entéo
Prova: Se a desigualdade (5) é verificada, entag¥¥;) < 0o P car AT
0 e, portanto, tant, como Y, tém posto completo. Dessa P 0 0 _
maneira, observa-se que a condi¢cdo (5) pode ser caradgeriza TQC, 0 HETQD,—T) BT
comoiv) do Lema de Finsler, con® =Y, e as colunas da A z 2 B z 0
matriz
I 0 0 I
T l 0 —%He( 5 [||o—|])<o, 8)

Y, Y Y s -1
formam uma base para o espaco nuld/gdeu sejaY%, =0. Escolhendd® =rl,r > 0, tem-se

Pelo lema, (5) é equivalente #] 2%, < 0, que pode ser ) cjoT A
reescrito como *  —rl 0 (r=1)l
o P garT « * HeToD,-T) B) |=°
P O 0 * ok * —rl

TQC, 0 HY(TQD,~T) ou, de forma equivalente (por complemento de Schur),

(Ve Y- He(T - TQD,) —B T T
* He( (Y ¥2) T | [A | Bcl])<o. r[ & . 2) 2l¢][mcz*q QT ;ingl o
(Y47 Y:_a,)—r (9)

Novamente, olhando a desigualdade acima coamndo Lema Observa-se que a matriz multiplicada pompode ser feita
de Finsler e computando uma base para o espac¢o nulo difinida positiva, pois por complemento de Schur tem-se

[Act —I Bgl], tem-se 2He(T(1 — QD)) > By, By,

-
0 0 P eifol) 0 que sempre é verificada considerando a HipoteseT2-e
Act Bl P 0 0 Act B | <0 71 > 0 com uma escolha adequada para 0. Dessa forma,
U TQC, 0 HYTQD,-T)| LO | a condicao (9) é sempre satisfeita para 0 suficientemente
ou . . grande. O
P+PAy P QT .
[AC' I Ad He?gll'glng)} <0. (6) De acordo com o resultado acima, com as escolhas dadas

o ~ no Teorema 2, as condi¢gdes do Teorema 1 sempre produzem
Multiplicando (6) pela esquerda ppx’ ¢(2)'] e pela direita soluciio factivel para um> 0 suficientemente grande. Uma

pelo transposto, tem-se propriedade importante do fator de relaxag&gue 0 mesmo
TAT T T TaT aparece de forma afim nas condi¢cdes do Teorema 1, podendo
X AgPX+x PAax+@(2) TQCxX+¢(2) ByPx ser utilizado como funcgéo objetivo em um problema de otimi-
+xPBy@(2) +x'C] QT 9(2) + ¢(2) ' TQD,¢(2) zacéo.
+0(2)'D, QT(2) —20(2) ' T(2) <0, Note que a estabilidade da malha fechada exige que as condi-
que corresponde a ¢Oes sejam satisfeitas cama: 0 (ou seja, quando as matrizes da

. T malha fechada modificadas fornecidas em (7) se tornam iguais
V(X)~20(2) Tle(2) - Q74 <0, as matrizes originais do sistema). Em vist((':l Zjisso, o} prégimo

quandoV (x) = x' Px é usada como uma fungdo de Lyapunoteorema fornece um resultado importante para a implementa-
quadratica para o sistema (1). Sob a Hipétese 1, o tltimaotermdo de um procedimento iterativo baseado nas condi¢cdes do
do lado esquerdo da desigualdade acima é sempre positavo peeorema 1.



Teorema3. Se as condi¢des do Teorema 1 ceyndada em (7) Os parametros de entrada do algoritmo foram estabelecidos
sdo factiveis para algum a condicéo de estabilidade (6)como v = 11 0 —1], conforme sugerido no Teorema 2,
continua factivel para qualquer> f. e itmax = 15. Além disso, foi definida a estrutura de=

Prova: Considere que as condi¢es do Teorema 1 séo factivgl( Y204, com¥;, i € {1,2,4} matrizes simétricas. Consi-
' q ¢ . érarYg # 0 ou impor outras estruturas para as variaveis, como

\F:er% (l:J ;‘j : ag:éir;goe’n%g%ng'eﬁou(gh;g:%t'e(ﬁiiem (7). € diagonais, arbitrarias, ou mesmo nulas, pode gerar resslta
: 9 ' diferentes, com complexidades numéricas distintas. Alleaco
(A+ BUKC),)TPqL P(A+ByKCy) PBy+ c, QT proposta é a que forneceu o melhor compromisso entre esforgo
* He(TQD,—T) computacional e acuracia nos exemplos apresentados a segui

~2P O
r[o 0} <0. Exemplo 1

Considerando = + ¢, a condicao acima € satisfeita > 0e, Neste primeiro exemplo, as condi¢des de sintese prop@sias s
portanto, se mantém factivel para qualquerf. 0 comparadas com as de Castelan et al. (2008) em termos de
a analise estatistica. Foi construida uma base de Hatios

. . ) . u
Aimportancia do Teorema 3 € a garantia de que se 0 Teoremgidic mas na forma (1) de acordo com os seguintes passos:

for testado conf dada em (7), isto &, com condic¢des relaxa-
das, qualquer solugéo associada arumo positivo asseguraa i) As matrizesA, By, C, e D, s@o criadas com elementos
estabilidade do sistema em malha fechada, pois a condicao de aleatérios (utilizando uma distribuicdo normal) tais que o
estabilidade (6) permanece factivel para qualgquagior. Em sistema (1) satisfaca a condicao de estabilidade (6);
particular, para = 0, que recupera o sistema original. i) As matrizesBy, Cy, K eL séo geradas tais qée- ByKCy

ndo seja Hurwitz estavel;

As matrizesA «+— A— ByKC,, B, = By — ByL, Gy, C;, Dy,

O Algoritmo 1 apresenta o procedimento iterativo propost%f-i)
By, e K séo incluidas no banco de dados.

neste trabalho para a estabilizacdo do sistema (1) por raeio
lei de controle (4). Como parametros de entrada, téitinge

o nimero méximo de iteracdesyeuma condicdo inicial (por Considerandony € {2,3,4,5}, nu=n,=n, =1 e Q €
exemplo, a apresentada no Teorema 2). O indigeepresenta {0.5, 1, 2.14, 11.43} (representando os graus.26, 45, 65

o valor da variavel na iteragcdo Os resultados dos teoremas 2 85 da abertura do setor), 100 sistemas foram gerados para
e 3 garantem que o procedimento fornece uma solucao factiealda caso (total de 1600 sistemas). A propriedade imperdant

com um valor finito para na primeira iteracao, e também que banco de dados € que todos os sistemas tém a garantia de serem
se uma solugao comx 0 for obtida, a condicao (6) permaneceestabilizados pela lei de controle (4). O objetivo é compara
valida comr = 0. Algoritmo 1 (Algl) com Castelan et al. (2008) (Colorario 4,
denominado CTQO08) na realimentacdo de estados e também
avaliar o desempenho do método proposto no contexto de rea-

Algoritmo 1 Procedimento iterativo para estabilizacéo.

ConsidereA como em (7); limentacao de saida.

Dadosk=0,Y eitmax .

Enquanto k < itmax faca Os resultados s&o mostrados na Tabgl_a 1, que apresenta a
k=kd+1; porcentagem meédia dos sistemas estabilizados para cauta val
minimize ry sujeito a (5) de,Q_. A complexidade numérica € dada em termos do tempo
Sery < 0 ent&o medio ¢, em milissegundos) exigido para testar cada sistema e

| retorna ry,K,L 0 numero médio de iteracddk,{) demandado por Algl.
f_|m Tabela 1. Porcentagem média de sistemas estabi-

I Y=yr; lizados, por Algk e CTQO8 no problema de re-

fim alimentacédo de estados e Algido problema de

realimentacéo de saida, tempo médj@n milis-

Nota-se que a sequéncia de valoresrgeproduzidos pelo segundos) para testar cada sistema e numero médio

Algoritmo 1 é nao crescente. Para ver este fato, suponhasque n  de iterac¢desit,) demandado por Algl no Exem-

iteracadk um valor finito paray, associado as variavets= R, plo 1.

T=TceY =Y, foi obtido. Como HéYY) = He(YTY '), a

escolhaYy, 1 = Yy assegura que 1 Ndo pode crescer, ou seja,
res1 < rg. Além disso, a convergéncia do Algoritmo 1 para um 99 964 143 985 355 190 100 66
valor negativo de (solugéo estabilizante) € somente local, isto 085 249 138 985 317 188 100 4.7
é, depende da escolha iniciak= Yo. 214 | 985 252 144 975 316 18§ 100 4.2

11.43 | 99.25 2.69 135 975 332 20i8 100 4.4

Algle Algls CTQ08
% itm t % itm t % t

4. EXEMPLOS _ - _
Nota-se que CTQO8 foi capaz de estabilizar todos os sistemas

Nesta secéo sio fornecidos exemplos que ilustram o desemﬁ@-le forneceu um desempenho ligeiramente mferlor. Po~r outro

nho do método proposto para realimentagéo de est@gesl) 'ado, 0 desempenho de Algdo problema de realimentacéo de

e de saida, comparando com os resultados obtidos em CastSfai§la foi muito préximo ao dos resultados de realimentagéo d

etal. (2008), incluindo o problema de controle descemaeb. estados, mostrando a eficiéncia do método em um problema de

A programago foi implementada noAviLAB -2015 usando o dificil solucéo (mesmo sem considerar a néo linearidade) em

parserYalmip (L6fberg, 2004) e solverMosek (Andersen and todas as diferentes limitagoes de setor.

Andersen, 2000), em um computador com o sistema operacioa base da dados esta disponivel kit p: / / www. dt . f ee. uni canp.

nal Windows 10 core i7. br/~ri cf ow progranms/ CBA2020/ Lur eDat abaseCBA20. zi p




Além disso, a elevada porcentagem de sistemas estab#izado  Tabela 2. Nimero de sistemas camn= 5 esta-
pelo Algl e o nimero médio de iteragbes (sempre abaixo  bilizados por Algl e CTQO08 para o caso de con-
de 4) permitem concluir que a condicéo inicial escolhidapar trole descentralizado utilizando as mascavas

Y produziu bons resultados, embora ndo exista garantia de i=1,...,6 dadas em (10) no Exemplo 2.
convergéncia em todos 0s casos.

Q |Mascarg Algl| CTQO08
Exemplo 2 My | 100 100
My |100| 78
Neste exemplo, o problema de controle descentralizado por 03 mz gg ;
realimentacdo de estados € investigado somente nos sstema Ms | 99 60
comny =5 pertencentes a base de dados do exemplo anterior. Mg | 98 53
As méscaras (apenas os elementos indicados com 1 fazem parte My | 97 || 100
do projeto) para o ganh = (ki ko, ks, kg, ks) séo: Mz | 99 82
_ _ Mz | 99 68
K=[11111 (M), K=[1000171 (My), 1 M. | o7 cg
K=[11011 (M), K=[1000Q (Ms), (10) Ms | 94 54
K=[10101 (M3), K=[00001 (Ms). ma 33 fgo
A garantia de que todos os sistemas podem ser estabilizados MZ 97 84
pelas mascaras propostas pode ser obtida por meio do eguint My | 97 61
ajuste na matriz dindmica do sistema 214 My | 98 58
e ARG G HEE
em queM; é a mascara desejaddCy € ganho de estabi- Mi 98 I 100
lizacdo K disponivel no banco de dados). Dessa maneira, M, |100]| 73
Kic = KCy o M; & o ganho de estabilizagéo descentralizado Mz | 99 59
associado a mascakh, pois 11.43 Mg | 99 53
Ms | 100| 59
Adc+ Bu(KCy o Mj) Ms | 96 || 56

= A+ By(KC, — KCyo M) + By(KC, o M) = A+ B,KC,
) i . Simulando o sistema com a condigdo inicigl= [1,—1]T,

O Algoritmo 1 é comparado com as condi¢Bes de CaStel"EJ‘%rcebe-se que, embora a matizeja Hurwitz, o sistema é

et al. (2008) (denotado CTQO8), ambos adaptados para rg{avel, conforme mostra o grafico superior da Fig. 4. Agart

a descentralizacdo dos ganhos. No Algl a adaptacéo € Mgigrior da Fig. 4 mostra o valor da nao linearidade ao lorao d

simples pois utiliza-se diretamente o garti@omo variavel  simylagzo, ficando claro o efeito da quantizagao nos praseir

de otimizacdo, enquanto que em CTQO8 o ajuste € feito Pgisequndos e o efeito da saturacdo apods 10 segundos.
meio de restricbes em algumas variaveis de otimizagéo, como

proposto em Geromel et al. (1994). Os resultados, dados-na Ta
bela 2, mostram uma perda de desempenho de CTQ08 quando ‘
entradas séo zeradas, em relaciy destrutura completa para

o ganho). Por outro lado, o Algl mantém a eficiéncia em pra-
ticamente todas as estruturas Mg caracterizando-se como
uma abordagem menos conservadora para tratar o problema de
controle descentralizado.

Exemplo 3

Considere um sistema de segunda ordem na forma (1) com
matrizes dadas por

0o 1 2 =
S A K

C.=[11, C=[105, Dy=0, R

§ =03 w=1. A funcdo ndo linearp é composta por
saturagao e quantizagao na forma _ Fig. 3. Grafico dos valores dg (laranja) em relacéo ae da
@ = sat(q(z)) = sinal(q(z)) min{y, |q(2)|}, regido delimitada pelo setér = 1 (azul), no Exemplo 3.

em quey > 0 € um escalar representando a amplitude maxima

(simétrica) dep e q(z) é a quantizagao uniforme delada por O Objetivo neste exemplo € estabilizar o sistema por meio
12 da lei de controle dada em (4), utilizando o0 método proposto

a(2) = A sinal(z) {_J, (Algl). Os valores dos ganhos obtidos pelo Algl $ae-

A 0.9994 eL = 0.8776. Também ¢é possivel estabilizar o sistema
sendo que o escalé&r> 0 que determina 0 passo da quantizadtilizando 0 Algl sem o ganhio, mas nesse caso é necessario
¢do. Os valores escolhidos para este exemploysa@®.25 e trabalhar com realimentacdo de estados. O comportamento
A =0.25 e a Fig. 3 apresenta uma ilustracéo grafica,dpie € do sistema estabilizado é apresentado na Fig. 5, utilizando
uma nao linearidade limitada pelo setor definido Qct 1. mesma condic¢édo inicial anterior. Como pode ser observado, o

Ne
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