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Figure 1: Gauche : Exemple de modèles de toits et de nuage LIDAR aérien. Droite : Nous sommes intéressés par ajuster des modèles définis
par l’utilisateur aux données correspondantes du nuage de points.

Abstract
L’ajustement d’un maillage surfacique comme modèle géométrique sur un nuage de points est une étape courante dans les
applications utilisant ce genre de données. Nous nous intéressons ici à l’ajustement de ces surfaces sur des acquisition d’objets
artificiels, dans le but de retrouver leur structure au sein d’un nuage de points éventuellement bruité où comprenant des don-
nées non pertinentes (ou valeurs aberrantes). Bien que ce problème et la méthode proposée restent très généraux, nous nous
intéressons tout particulièrement au cas de modèles de toits ajustés sur des données LIDAR aériennes. Tandis que la plupart
des méthodes utilisées jusqu’à présent se concentrent sur la reconstruction puis la combinaison d’objets géométriques simples,
nous proposons une méthode considérant le problème comme un unique problème d’optimisation contraint, et exposons une
méthode efficace pour sa résolution. Plus précisément, nous définissons une fonction de distance qui sera numériquement mini-
misée de façon à faire correspondre le modèle surfacique et le nuage de points. Comme la convergence vers le minimum global
n’est pas garantie, nous proposons également une évaluation de la méthode en fonction de la position initiale et de la qualité
du nuage de points.

1. Introduction

Les récents progrès technologiques concernant l’acquisition de
nuages de points, et notamment le développement des LIDAR ont
permis la numérisation précise d’objets réels ainsi que leur traite-
ment informatique. Mais bien qu’elles permettent une visualisation
simple et sous tous les angles des objets ainsi capturés, il manque à
ces données brutes la structure combinatoire requise par la plupart
des applications visées. Ainsi, il est très courant de commencer par
des étapes de segmentation, de clustering ou encore de reconstruc-
tion de surfaces [BTS*17] à partir de triangulation, de primitives
géométriques simples (plans, sphères, cylindres) ou même d’objets
paramétrés plus complexes.

Dans cet article, nous nous intéressons à cette phase de recons-
truction, principalement dans le cas de données LIDAR de quar-
tiers de villes acquises depuis le ciel. Ces nuages de points très

détaillés capturent l’intégralité des détails des villes en question
(élévations de terrain, arbres, routes, voitures, bâtiments, etc.) et
servent de multiples applications : réalisation de maquettes à but
touristique, simulation d’ensoleillement ou d’inondation, vérifica-
tion de cadastres, etc.. Les structures artificielles présentes dans ces
données sont d’un intérêt tout particulier puisque ce sont elles que
l’ont cherchera à reconstruire en tant que modèle géométrique pa-
ramétré. Les nuages de points étant acquis depuis le ciel, seuls les
toits des bâtiments sont visibles. Le reste pouvant être reconstruit
par extrusion à partir du toit, nous nous proposons donc d’étudier
le problème de l’ajustement d’une surface polygonale géométrique-
ment contrainte représentant un toit sur un nuage de point.

Plusieurs approches à ce problème existent et ont été étudiées
dans des travaux précédents. La méthode la plus répandue consiste
à d’abord rechercher certains attributs géométriques tels que les
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plans et les arêtes vives à l’intérieur du nuage [Vos99 ; CZMH14;
MDSL20], puis de combiner ces objets en des modèles plus com-
plexes [MB09 ; XEV14].

Nous proposons ici de considérer le problème d’ajustement de
toit comme un unique problème d’optimisation. L’idée consiste
à considérer directement un modèle de toit, représenté par un
maillage surfacique triangulé obéissant à des contraintes géomé-
triques découlant naturellement de contraintes architecturales telles
que l’alignement des goutières, l’horizontalité des faitières, la pla-
narité des pans de toits ou l’orthogonalité de leurs raccordements.

Partant de ce modèle, nous cherchons à définir puis à minimiser
une fonction de distance entre le toit et le nuage de point, dans le
but d’obtenir une surface au plus proche des points du nuage et vice
versa. Ces méthodes ont déjà été explorées [HBS11 ; HBS13] mais
utilisent des fonctions de distance non dérivables optimisées par
Monte Carlo. Nous proposons de notre côté une fonction de classe
C2 qui permettra d’utiliser des optimiseurs plus performants.

Dans la suite de cet article, nous formulons mathématiquement
notre problème (§2) avant de développer sa paramétrisation (§3)
et sa résolution (§4). La dernière section (§5) dresse le bilan des
résultats obtenus.

2. Définition du problème

Etant donné un maillage triangulé S obéissant à des contraintes
(tels que ceux présentés en bas à gauche de la Figure 1) et un nuage
de points P, nous souhaitons faire correspondre la position de S
avec la position du toit présent dans P. Comme P peut contenir
des points n’appartenant pas au toit (arbres, sol, cheminées, etc., cf
Figure 1), nous proposons une méthode robuste à la présence de ce
genre de données non pertinentes.

Pour définir une distance entre deux objets géométriques, la
quantité la plus naturelle à considérer est la distance de Hausdorff :

H(S,P) := max

(
sup
q∈S

inf
p∈P
||p−q||, sup

p∈P
inf
q∈S
||p−q||

)
(1)

Minimiser cette fonction, qui se présente sous la forme d’un
maximum de deux termes, nous assure que tout point de notre sur-
face S sera proche du nuage de point et réciproquement. Ce com-
portement n’est cependant pas tout à fait adapté à notre cas, puis-
qu’il n’est pas robuste aux données non pertinentes : un seul point
de P arbitrairement loin peut rendre H(S,P) arbitrairement grande.
De plus, dans le but d’une minimisation efficace, nous recherchons
une fonction de distance dérivable, ce qui n’est pas le cas de la
distance de Hausdorff.

En nous inspirant de l’expression (1), et en remarquant que le
nuage de point P sera fixé durant toute la résolution du problème,
nous définissons notre fonction de distance (ou d’énergie) E(S) de
la façon suivante :

E(S) := F(S) + γ G(S), (2)

Où F(S) quantifie la distance de la surface au nuage de point

et G(S), la distance du nuage à la surface. Le paramètre γ sert à
équilibrer les deux termes, principalement pour des raisons numé-
riques. L’opérateur maximum de l’Equation (1) est remplacé par
une somme, rendant E dérivable sous réserve que F et G le soient.

Dans le but de calculer F(S) et G(S), nous définissions deux
fonctions de projection respectivement sur S et P. Soit q ∈ S un
point sur la surface et p ∈ P un point du nuage. Alors :

— πP(q) := argminp∈P ||p−q|| est la projection de q sur le nuage,
c’est à dire le point de P le plus proche de q.

— πS(p) := argminq∈S ||q− p|| est la projection de p sur la surface,
c’est à dire le point de S le plus proche de p.

2.1. F(S) : distance de P à S

Ajuster une surface sur un ensemble de points est un problème
pouvant être interprété comme un cas particulier de régression
en trois dimensions. Même si la primitive utilisée dans notre cas
ne permet pas d’établir une forme close de la solution, considé-
rer un objectif de type moindre carrés reste une approche natu-
relle. De plus, la robustesse de ce genre de méthodes aux points
non pertinents à été abondamment étudié dans la théorie des M-
estimateurs [HW77], avec laquelle nous partageons de grandes si-
milarités. Prenant appui sur les résultats en découlant, nous intro-
duisons une fonction de potentiel σ et définissons le terme F de la
façon suivante :

F(S) := ∑
p∈P

σ

(
||p−πS(p)||2

)
(3)

où σ est la fonction biweight de Tukey [BT74] :

σ : x 7→

{
1− (1− (x/δ)2)3 if |x|< δ

1 otherwise
(4)

σ est de classe C2, ce qui garantit une régularité suffisante pour
F , et présente plusieurs propriétés intéressantes dans notre cas. Pre-
mièrement, σ(0) = 0 et σ

′(0) = 0, impliquant que l’énergie asso-
ciée à des points proches de la surface est faible et a un gradient
faible. Deuxièmement, σ(x) = 1 et σ

′(x) = 0 pour tout x > δ, fai-
sant de δ un seuil naturel permettant de différencier les points perti-
nents à considérer de ceux qui ne doivent pas contribuer à l’évolu-
tion de l’énergie. En pratique, nous estimons δ comme la distance
moyenne entre les points et leurs k plus proches voisins dans P,
avec k = 10.

2.2. G(S) : distance de S à P

Minimiser seulement F permettrait d’ajuster la surface afin de
trouver les points pertinents dans P, mais le contexte de regression
dans lequel il s’inscrit ne permet pas de trouver les bordures délimi-
tant l’ensemble des dits points. Notamment, les portions de surface
se situant loin de tout points ne sont en aucun cas pénalisées. Pour
éviter cela, nous ajoutons le terme G à l’énergie :

G(S) :=
∫

S
||q−πP(q)||2dS(q) (5)
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Cette expression est grandement inspirée par l’algorithme Voro-
noï Square Distance Minimization (VSDM) [NYL14], où une éner-
gie similaire est utilisée pour l’ajustement de surface à surface. Tout
comme F , G minimisé seul ne permet pas d’obtenir des résultats
satisfaisants, puisque les points de P n’apparaissant dans aucune
projection n’ont pas d’influence sur l’énergie, empêchant son évo-
lution pour capturer de nouveaux points. De plus, l’effondrement
de la surface en un seul point donne une solution évidente nulle, ce
que nous cherchons à proscrire. Les deux termes jouent ainsi des
rôles complémentaires.

3. Paramétrisation et expression des contraintes

Dans la pratique, notre surface S dont dépend l’énergie E(S) est
déterminée par la position de ses sommets. Nous définissions ces
positions comme étant les vecteurs

Si := RXi +T ∈ R3 (6)

où (R,T) représentent une transformation rigide composée d’une
rotation R ∈ R3x3 et d’une translation T ∈ R3, et X est le vecteur
concaténé des coordonnées des sommets de S dans une base locale.

La séparation des variables en (X ,R,T ) permet d’exprimer sé-
parement la déformation du toit (avec X) et la transformation ri-
gide (R,T ) [HBS11 ; SA07 ; SSP07]. C’est sur la déformation que
les contraintes géométriques évoquées plus tôt s’appliquent. Les
alignements, coplanarités et orthogonalités peuvent être transcrites
dans ce contexte en des équations linéaires de la forme ∑k αkXk =
0. Chaque équation permettant d’éliminer une variable dans X ,
nous obtenons finalement un nouveau vecteur de variables réduites
Y , représentant les vrais degrés de libertés de notre modèle. Les
deux vecteurs X et Y sont liés linéairement par :

X = MY (7)

avec M une matrice de contraintes de taille 3n× (3n−m) (ou m est
le nombre de contraintes).

En plus de ces contraintes d’égalités, il existe des cas pour les-
quels nous souhaitons maintenir un certain ordre dans les valeurs
de nos variables, afin par exemple d’éviter le retournement d’une
arête. Nous ajoutons donc des contraintes linéaires d’inégalités
∑k βkXk > 0. Bien qu’elles ne soient pas nécessaires en théorie,
ces contraintes aident au bon conditionnement du problème, et per-
mettent de diminuer le nombre de minima locaux de l’énergie E.
Un exemple d’ensemble de contraintes est donné en Figure 2 sur
un toit à quatre pans. Comme il n’est pas possible de forcer les
contraintes d’inégalités de la même façon que les égalités, nous
définissions un terme barrière I pour chaque contrainte que nous
ajoutons à l’énergie :

I(X) = a log(1+ exp(−b∑
i

βiXi)), where a,b > 0 (8)

Si bien que le problème final s’écrit :

argmin
Y,R,T

{
F(MY,R,T )+ γ G(MY,R,T )+∑

j
I j(MY )

}
(9)

Figure 2: Un toit 4 pans vu du dessus sur lequel sont exprimées
diverses contraintes entre coordonnées. Les contraintes sont expri-
mées dans une base locale suivant le toit, tandis que la position
réelle du modèle est obtenue par transformation rigide.

4. Minimisation de E

Les termes F , G et I de l’Equation (9) sont de classe C2,
ce qui n’est pas un résultat immédiat pour G mais justifié
dans [LWL*09]. Nous proposons de minimiser l’énergie en utili-
sant des méthodes quasi-Newton d’ordre deux telles que l’algo-
rithme L-BFGS [LN89]. Cela implique un calcul d’à la fois E et
∇E.

Pour calculer le gradient de E en fonction des variables (Y,R,T ),
nous commençons par calculer le gradient ∇SE en fonction des
positions réelles des sommets Si := RXi +T de la surface.

Pour le termeF , le calcul est direct. Pour le calcul des distances
||p−πS(p)||, nous utilisons une fonction de distance à un triangle
et itérons sur tous les triangles de S pour trouver le minimum. Le
gradient ∇SF est obtenu par rapports aux projetés πS(p) et peut
être propagé aux sommets de S grâce aux coordonnées barycen-
triques de ces derniers.

Pour le terme G, l’intégrale est découpée en régions où le pro-
jeté πP(q) est constant grâce au calcul d’un diagramme de Voronoï
restreint à S :

G =
∫

S
||q−πP(q)||2dS(q) = ∑

p∈P

∫
Ωp∩S

||p−q||2dS(q)

puis, pour un point p ∈ P donné, nous partitionnons de nouveau
la région Ωp ∩ S en triangles T (v1,v2,v3) sur lesquels l’intégrale
possède une expression analytique GT qu’il s’agit de sommer pour
tous les triangles [NYL14] :

GT =
area(T )

6 ∑
1≤i≤ j≤3

(vi− p)(v j− p)

Le calcul du gradient ∇SG, analogue à celui de VSDM, est dé-
taillé dans [Niv12].

Pour le terme I, l’expression en fonction des coordonnées X
dans la base locale est immédiate pour la fonction et son gradient.

Obtenir le gradient ∇X E puis ∇Y E, ∇θE (où R est la rotation
d’angles (θx,θy,θz) le long des axes) et∇T E se fait grâce à la règle
de la chaine à travers les équations (6) et (7).
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5. Résultats et applications

Figure 3: Différents résultats obtenus avec notre méthode. La po-
sition initiale est représentée en rouge et la position finale en vert.
Dans chaque cas, la minimisation de notre énergie permet de trou-
ver une position satisfaisante du modèle de toit sur le nuage.

L’évaluation de notre méthode porte sur deux axes principaux :
la robustesse en fonction de la position initiale de la surface, et
la robustesse en fonction de la quantité de points non pertinents.
Dans le premier cas, il est important de prouver que le bassin d’at-
traction du minimum d’énergie correspondant à la position désirée
est suffisamment large. Pour se faire, nous vérifions que la posi-
tion souhaitée est effectivement un minimum local en vérifiant que
minimiser depuis cette position n’a aucun effet. Ensuite, nous pro-
cédons à des initialisations translatées, tournées ou déformées pour
vérifier la convergence vers cette position.

Pour le second axe, nous sélectionnons des nuages de points,
acquis au dessus des villes de Breuschwickersheim et Strasbourg
en France [Vil16], contenant chacun un toit (de différents modèles)
ainsi que divers autres objets, tels que de la végétation, le sol ou des
cheminées. Nous évaluons la capacité de la méthode à retrouver le
toit parmi ces données.

Certains de nos résultats sont présentés en Figure 3. La tolérance
à l’initialisation nous semble suffisante dans la plupart des cas, bien
qu’il soit possible d’obtenir de mauvais résultats, par exemple en
initialisant le modèle de toit trop près du sol ou tourné de 180◦ (Fi-
gure 4). Dans le cas de toits mitoyens, il est également très difficile
de ne pas ajuster sur l’intégralité du nuage, bien que cela puisse
être réglé grâce aux hyperparamètres γ et δ. Enfin, cette méthode
a plutôt vocation à être utilisée dans un pipeline plus large, dans
lequel une initialisation proche de la solution finale pourrait être

Figure 4: Cas d’échecs de notre méthode. La position initiale est
représentée en rouge et la position finale en vert. Mal initialisé, le
modèle de toit est susceptible de capturer des données non perti-
nentes (gauche) ou de terminer dans un minimum local tourné de
180◦ (droite).

trouvée, par exemple en considérant l’empreinte du toit ou un mo-
dèle construit à base de plans.

Autres applications Bien que nous nous soyons ici concentré sur
le cas de nuages LIDAR représentant des toits de bâtiments, la mé-
thode présentée dans cet article est susceptible de fonctionner sur
d’autres modèles surfaciques contraints et d’autres types de nuages
de points. Par exemple, une autre application pourrait être l’ajuste-
ment partiel d’objets CAO (Figure 5). Dans cet exemple, la pièce
est paramétrée par la taille et la position des parties rectangulaires
et cylindriques, ainsi que par la transformation rigide. Minimiser
notre fonction E permet d’ajuster la pièce sur l’interface prévue à
cet effet dans le nuage de points.

Figure 5: Ajustement partiel sur un objet CAO. À gauche, le nuage
de point sur lequel sont représentés la position initiale (en rouge)
et finale (en vert) de l’objet. À droite, une autre vue du modèle
surfacique.

Conclusion

Structurer des nuages de points est devenu une tâche de première
importance, due à la croissante disponibilité de ces derniers. Dans
cet article, nous avons détaillé une méthode permettant d’ajuster
des modèles surfaciques contraints définis par l’utilisateur sur ce
genre de données ponctuelles. Nous nous basons sur la minimi-
sation d’une énergie, calculée et optimisée efficacement grâce à
des méthodes quasi-Newton comme L-BFGS et une implémenta-
tion efficace d’un diagramme de Voronoï restreint. Notre méthode
est robuste aux données non pertinentes, et permet l’automatisation
d’une tâche autrefois réservée à des opérateurs humains. Son inté-
gration dans un pipeline plus vaste utilisant des nuages de points,
notamment autour de l’initialisation et des applications, est une
voie de recherche future.
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