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Abstract
Générer un maillage d’une surface est un pré-requis souvent indispensable à de nombreuses applications. Certaines (la subdi-
vision de surfaces, la simulation de couches limites) nécessitent l’utilisation de maillage quadrangulaire. L’état de l’art procède
en trois étapes. Il s’agit d’abord de calculer un champ de croix, puis de l’intégrer pour obtenir une paramétrisation et enfin
d’extraire un maillage quadrangulaire à partir de la paramétrisation. Nous montrerons que les deux premières étapes réfèrent
aux mêmes équations et peuvent donc être traitées de la même manière. Cette approche permet de résoudre des problèmes
(imprécision loin des bords, mauvaise localisation des singularités) qui se posaient jusqu’alors.

1. Introduction

Les méthodes de remaillages sont omniprésentes dans l’indus-
trie et leurs robustesses représentent un enjeu central de la re-
cherche. La fiabilité des simulations numériques dépend en effet
fortement de la qualité du maillage utilisé. Il existe différents types
de maillages, entre autres le maillage triangulaire et quadrangu-
laire. Ce dernier présenterait de meilleures performances, mais sa
génération est plus complexe. Aujourd’hui beaucoup de maillages
quadrangulaires sont édités à la main. Plusieurs méthodes ont été
développées afin d’automatiser le processus, citons par exemple la
méthode de paving [BS91] ou de Q-morph[OSCS99], elles re-
posent sur des optimisations locales et donnent des résultats qui
ne sont pas toujours fiables.

Le présent article traite de l’amélioration d’une méthode exis-
tante qui s’appelle la paramétrisation globale [KNP07], cette ap-
proche utilise une optimisation globale et donne dans certains cas
de bons résultats. L’idée est de calculer une déformation, que l’on
appelle paramétrisation de la surface à mailler vers une surface de
référence : une union de rectangles alignés sur des valeurs entières
au bord. On applique ensuite une texture de grille à la surface de
référence que l’on tire en arrière pour obtenir une texture de maille
sur la surface de départ (cf Figure 1). Enfin, la dernière étape, que
l’on ne considérera pas ici est l’extraction d’un maillage à partir de
la texture.

Dans cet article nous essayons d’améliorer la seconde étape.
Les techniques actuelles permettant de calculer une paramétrisa-
tion posent certains problèmes. Elles engendrent effectivement des
imprécisions loin des bords, et un mauvais placement des singula-
rités. Nous proposons une méthode permettant de pallier ces diffé-
rents problèmes.

Toutes les méthodes reposant sur le calcul d’une paramétrisation
globale procèdent en trois étapes illustrées par la Figure 2 :
1. Calcul d’un champ de croix : Les croix fournissent une direction

locale de la maille. Aux sommets du maillage final, les croix sont
alignées avec les arêtes du maillage, et à l’intérieur des mailles,

Figure 1: Principe de la paramétrisation globale

le champ de croix correspond à une interpolation continue de
l’orientation des croix aux sommets.

2. Intégration du champ de croix : Cette étape fournit la déforma-
tion de la surface d’origine vers une surface de référence.

3. Extraction d’un maillage : La texture de grille obtenue par
l’étape précédente ne correspond pas nécessairement à un
maillage. Cette étape vise à corriger ce problème. Elle ne sera
pas étudiée ici.

Nous verrons que notre approche, basée sur Periodic Global Pa-
rameterization (PGP) développé dans [RLL*06], est fortement liée
à la génération de champ de croix et réfère au même problème d’op-
timisation.
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Figure 2: Génération d’un maillage quadrangulaire via la paramétrisation globale. Gauche : Un champ de croix donnant l’orientation des
mailles. Milieu : La paramétrisation globale obtenue fournissant la taille et la position des mailles. Remarquons que ce n’est pas un maillage,
mais une texture de grille appliquée sur la surface. Le point rouge représente une singularité de la paramétrisation. Droite : Un maillage
quadrangulaire extrait de la paramétrisation. La singularité a été remplacée par un dipôle (une paire de sommets de valence 3 et 5 représentés
en rouge)

Champ de Croix: Une croix est un ensemble de quatre vecteurs
unitaires {z1,z2,−z1,−z2} avec 〈z1,z2〉 = 0. Remarquons qu’une
croix est invariante par rotation de π/2. Il s’ensuit qu’un vecteur
unitaire suffit à représenter une croix : il suffit de le faire tourner
trois fois de π/2 pour retrouver la croix. Le champ de croix est
calculé afin qu’il soit aussi lisse que possible au sens de Dirichelet,
c’est à dire en minimisant :

z = argmin
|z|=1

∫
Ω

|∇z|2 contraintes aux bords

Cette contrainte sur la norme est problématique pour le cal-
cul d’un bon champ de croix. Une approche classique [RLL*06 ;
RVAL09 ; PZ07] est de ne pas en tenir compte, et renormaliser en-
suite. Ce n’est pas efficace, dans la mesure où le champ est presque
nul loin des bords et donc sujet à des erreurs numériques et des
imprécisions quant au placement des singularités. Une méthode
proposée par [BLH*17] permet de résoudre ces problèmes. Elle
se base sur les travaux de Ginzburg-Landau et permet de traiter ef-
ficacement ce problème d’optimisation (cf supra).

Présentons maintenant la technique de Periodic Global Parame-
terization. Elle est utilisée pour intégrer le champ de croix et obtenir
ainsi une paramétrisation. Nous montrerons que cette partie se ra-
mène au même type de problème d’optimisation et peut être résolue
via les équations de Ginzburg-Landau.

Periodic Global Parameterization (PGP) : Dans la partie précé-
dente nous avons calculé deux champs vectoriels z1 et z2 corres-
pondant aux directions de la croix. On intègre ces deux champs
vectoriels pour obtenir deux champs scalaires (u,v), (ce couple de
champs scalaires fournit une paramétrisation en associant à chaque
point (x,y) le point (u(x,y),v(x,y))). Les champs u et v vérifient :

∇u = z1 et∇v = z2

Pour que l’image de la surface par la paramétirsation (u,v) soit
une réunion de rectangles et que la grille coïncide avec la surface

de référence aux bords, on impose que la valeur de u ou v soit en-
tière sur les bords. La grille est ensuite plaquée sur l’image de la
déformation de sorte que ses sommets soient sur des points entiers.
Ainsi, la grille coïncide avec les bords de la surface.

Le problème est de choisir de bonnes conditions sur les bords,
ce qui n’est pas une tâche facile. Une approche pour résoudre
ce problème consiste à exécuter l’algorithme sans contraindre les
bords. On obtient une surface de référence qui n’est pas nécessaire-
ment alignée sur des valeurs entières. Ensuite, on déforme le bord
en choisissant la valeur entière la plus proche. La paramétrisation
(u,v) est recalculée en contraignant les bords par les valeurs en-
tières précédemment calculées.

Cette technique possède des limites. Sur des objets présentant
des décrochages au niveau du bord, le maillage peut ne pas être sa-
tisfaisant. Une autre approche, la Periodic Global Parameterization
(PGP) ne nécessite pas de connaître a priori la surface de référence.
L’idée est de représenter les champs scalaires u et v par des fonc-
tions périodiques

f1 = e2iπu et f2 = e2iπv.

Les conditions aux bords s’en trouvent simplifiées puisqu’il suffit
d’imposer f1 = 1 et f2 = 1 sur les bords. Considérons le champ u.
Celui-ci doit vérifier∇u = z1. Ainsi,

∇ f1 = 2iπ∇u f1 = 2iπz1 f1

Il s’ensuit que f1 vérifie :

∇ f1 = 2iπz1 f1

Comme précédemment, pour trouver le champ u, on minimise
l’énergie suivante : ∫

Ω

|∇ f1−2iπz1 f1|2

On cherche u vérifiant :

f1 = argmin
| f1|=1

∫
Ω

|∇ f1−2iπz1 f1|2 avec f1 = 1 aux bords
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2. Ginzburg Landau à la rescousse !

Les deux étapes précédentes se ramènent donc au même pro-
blème d’optimisation. Dans les deux cas, on essaie de minimiser
l’énergie suivante :

z = argmin
|z|=1

∫
Ω

1
2
|H(z)|2 contraint aux bords

Où H est un opérateur linéaire, c’est à dire ∇ pour le calcul
du champ de croix et ∇− izk pour l’intégration de la direction du
champ. Relâchons la contrainte sur la norme, et cherchons

z = argmin
z∈C

∫
Ω

1
2
|H(z)|2 + 1

4ε2 P(z)

où P est un terme de pénalité lié à la norme de z. Choisissons pour
P :

P(z) = (|z|2−1)2.

Ce terme (proposé par [BLH*17] pour le calcul du champ de croix)
pénalise les champs dont la norme n’est pas unitaire. Il a été utilisé
entre autres par Ginzburg Landau pour modéliser le comportement
des spins des électrons. Des résultats théoriques montrent qu’à me-
sure que ε tend vers 0, le champ converge presque partout vers un
champ unitaire sauf à des points singuliers correspondant à des sin-
gularités. L’algorithme tend à minimiser le nombre de singularités
présentes dans le champ. Cette propriété est très intéressante pour
le placement des singularités du champ de croix, car elles sont pré-
cisément localisées.

Concrètement, pour calculer un champ z qui minimise une telle
énergie, on discrétise les fonctions avec la méthode des éléments
finis, et on applique la méthode de Newton pour trouver un point
extremum de l’énergie. Le terme de pénalité n’étant pas convexe,
l’initialisation est importante et il n’y a que peu de garanties sur le
minimum atteint. On peut convexifier la fonction de pénalité pour
traiter ce problème, ou diminuer très progressivement ε.

3. Résultats

Cet article se concentre sur la deuxième étapes de la génération
de maillage par paramétrisation globale : l’intégration des champs
de croix. On présente dans la Figure 3 les textures de grille ob-
tenues sur différentes surfaces. Ces surface ne contiennent pas de
singularités à l’intérieur pour un soucis de lisibilité. Remarquons
que l’algorithme place des singularités de manière optimale afin de
conserver une taille de maille régulière. Dans la Figure 4, la mé-
thode classique est comparée à celle implémentée via les équations
de Ginzburg-Landau.

4. Conclusion

Dans cet article, nous avons montré qu’il était possible de rame-
ner les deux premières étapes de la génération de maillages qua-
drangulaires à un même problème d’optimisation. Celui-ci se ré-
sout efficacement en considérant les équations de Ginzburg Lan-
dau : cette approche permet d’obtenir de meilleurs résultats.

Figure 3: Exemples de paramétrisations obtenues avec la technique
PGP et les équations de Ginzburg Landau.



4 / Génération de maillage quadrangulaire d’un domaine du plan via les équations de Ginzburg-Landau

Figure 4: Comparaison entre une étape de la méthode de Periodic Global Parameterization classique (gauche) et via les équations de
Ginzburg-Landau (droite). On remarque que notre algorithme enlève les singularités non nécessaires et produit des mailles quadrangulaires
de meilleure qualité.
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