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Sur Ie jeu des cavaliers

par Jean-Claude BERMOND, Laboratoire de Recherche en
Informatique, Bt 490, Université Paris-Sud, 91405 Orsay

Dans le Bulletin de Décembre 1979 (pages 839-842), Brette [7] pose le
probléme suivant (points 4 et 5, p. 841) :

“Soit k wun entier congru @ 0 ou ! modulo 4 (k = 4n ou
k = 4n+ ). Peut-on numéroter 2k poiats sur la droite de cir en cm a
l"aide des nombres 1,2,..., k utilisés exactement 2 fois, de telle fagon que
la distance entre les 2 points numérotés i soit égale ¢ i ?”’

— Exemnples : :
k= 4 4 2 3 2 4 3 1 1

k=5 5 2 4 2 3 5 4 3 1
On peut reformuler le probléme sous la forme : |

Probléme A : Pour quelles valeurs de k peut-on trouver une suite (@
2k éléments) formée de deux occurrences des entiers i,.i = didseuis K, G0
Jacon que les deux occurrences de i soient séparées par exactement i— 1
éléments ? :

Les suites associées aux exemples ci-dessus s’écrivent

k =4: 4,2,3,2,4,3,1,1
k=5: 5,2,4,2,3,5,4,3,1,1

Une autre forme équivalente du probléme A est le

i

Probleme B : Pour guelles valeurs de k peut-on partitionner les
entiers de 1 a 2k en k paires {a,b; telles que  by—a; =0 2

Pour voir que le probiéme B est le méine que le probléme A, i! suffit
de considérer ¢; et b; comme les rangs des occurrences de / dans la suite du
probleme A.
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Par exemple, pour % =4 Pentier 4 apparait au ier et au 5° rang, donc
a,=1, by=5. Les partitions associces aux exemples ci-dessus s’écrivent:

k=4: {1,8}; 2,4} ; 3,6} ; {1,5]

k=5: [9,10}; (2,4} ; (5,8} ; 13,7}:{1,6)

(Ce probléme B est celui évoqué dans la revue [7, §6 page 841] :
““On divise le cercle en 2k parties égales; on veut numéroter les points
de 1 a 2k de telle fagon que les k différences diamétrales soient égales a
v e 1

C’est sous la forme B que le probléme a été posé (et résolu) par
Skolem [14] en 1957. Les suites associées dans le probléme A sont souvent
appelées “‘suites de Skolem’’. On a Je s
Théoréme 1 : 1l existe une partition des entiers de 1 2 2k en k paires {a;, bi}
telles que b—a;=i si et seulement si k=4n ou k=4n+1.

Preuve: La condition est nécessaire : en effet, s’il existe une telle partition,
‘on a: :

: 2 k k.
X (ai+bi) = Ej et b (bi—-ai) = Y
i=1 =1 i=1 je= 1
2k
doncif m= E = H3kE
i j=k+1 2

Donc k(3k+1) doit étre un multiple de 4, soit £ = 0 ou 1 (mod. 4).

Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit d’exhiber une
telle partition pour k=4n et k=4n+ 1. Plusieurs partitions ont été
données dans la littérature, en particulier par Skolem [14], Hanani [10] et
Hilton [11]. Dans ce dernier article, on trouvera des partitions répondant
4 ’agencement proposé par Brette [7, §5 p. 841], & savoir de ranger
d’abord les nombres pairs par emboitement. De telles partitions ont aussi
éré données dans le Bulletin 423, p. 410, par Criton; dans le cas k=4n,
il s’agit exactement de la méme partition ; dans le cas k=4n+1 celle de
Hilton est 1égérement différente.

Généralisations: Le probléme A (ou B) admet plusieurs généralisations
possibles. L’une d’elles s’énonce: '

Probléme Ag: Pour quelles valeurs de d et de k peut-on trouver une
suite (a 2k éiéments) formée de deux occurrences des entiers i, i=12,...,k,
de facon que les deux occurrences de i soient séparées par exactement
i+d-—2 éléments.

-

Exemples: d=2, k=4 :la suite 2,3,4,2,1
1,4,2,

d=3, k=5 : la suite §,3,1,
La forme équivalente By s’écrit:

Probléme By: Pour queiles valeurs de d et de k peut-on partitionner les
entiers de 1 @ 2k en k paires {a;, b} telles que bi—a; = i+d—1.



Les partitions associées aux exemples ci-dessus s’écrivent en considé-
rant encore g; et b; comme les rangs des occurrences de 7 dans la suite du
probléme A .

d=2, k=4:1{57}; (1,4} ; {2,6} ; (3,8}
d=3, k=5:3,6}; (59 ; (2,7} ; (4,10} ; (1,8} .

Le cas d=1 est exactement le probléme A (ou B). Le cas d=2 ,
qui se formule bien avec A, (deux occurrences de i devant étre séparées
exactement par i éléments), a été considéré par Langford [12] en 1958 et
les suites obtenues dans ce cas sont appelées suites de Langford. Langford
écrit que le probléme lui est venu en regardant son fils jouer avec des
cubes colorés. Son fils aurait placé 6 cubes, 2 de chaque couleur, en pile
de sorte qu’entre les deux cubes rouges il y avait un autre cube, entre les
deux bleus deux cubes et entre les deux jaunes trois. Ceci correspond a la
suite (d=2,%=3) JRBRJIB ou 312132,

Davies [9] a montré:
Théoréme 2. 11 existe une solution au probléme A, ou B, (cas d= 2)siet
seulement si k=0 ou 3 (mod. 4).

Remarque: Ceci nous donne de nouvelles solutions au probléme A (ou B)
initial. En effet, supposons qu’on ait une partition des entiers de 1 a2k
répondant au probléme B,; alors la partition des entiers de 1 3 2k+2en
k+1 paires a’;=2k+1; b'1=2k+2 et @’'iv1=a;; b'; 1=b; pour
i=1,....,k répond au probléeme B (la réciproque est fausse, les familles
données dans la démonstration du théoréme n’étant pas obtenues ainsi),

D’une maniére générale, on montre comme dans le théoréme 1 que:

Proposition 3: Si le probléme Aq (By) admet une solution, alors:
() k= 2d-1
(i) si d est impair, ¥ = 0 ou 1 (mod. 4)
si d est pair, k = 0ou 3 (mod. 4).

Nous conjecturons que ces conditions nécessaires sont aussi suffisan-
tes, Ceci est le cas si d=1 (Théoréme 1) et d=2 (Théoréme 2). Dans
[3], nous avons montré que les conditions etaient suffisantes pour d=3
et d=4 ainsi que pour k=1 ou 3 (mod. 4) et pour k=0 (mod. 4),
k=4(2d - 1) . Pour démontrer la conjecture pour une valeur donnée de o 4
il suffit donc de la démontrer pour k=0 (mod.4), 2d-1 <k <4(2a-1).

Nous nous sommes intéressés au probleme A B;) comme cas parti-
culier d’un probléme de disposition d’antennes en radioastronomie posé
par Biraud, Blum et Ribes [6]. Le probléme se formule ainsi:

Soient k,n,d trois entiers positifs. On considére % ensembles
Aj=(ap<ap<...<a;) ou i=1,2,....k eton les @;; sont des entiers. A
chaque ensemble A; on associe ensemble des différences:

Dy = {aj—~aip / 1<sh<j<n}.



On dit que les A; constituent un (k,n,d) systéme parfait si
k
_U1 D; = {d, d+1, ..., d— 1+ kn(n—1)/2]}
i=

Dans le probléme de radioastronomie, n représente le nombre
d’antennes dont on dispose. Ces antennes sont mobiles et & représente le
nombre de configurations (cu de jours de mesure si chaque jour on
change de configuration) dans lesquelles on répartit les antennes. On
‘mesure des fréquences spatiales qui dépendent des distances entre antennes.

Exemples: ‘ :

k=1,n=4,d=1:A ={0,1,4,6}; D ={1,2,3,4,5,6}

k=4, n=3,d=1 A1={O 11,12}; A,=10,6,8}; A;=1{0,7,10}; A,=1{0,5,9]

L : = {1,11,12}; D2={2,6,8}, D3-— {3,7,10}; D,= {4,5,9}

k=4, n=3,d=2: A1=[O 10,123 A,=10,6,9}; A;=10,7,11}; A,=10,8,13}
D, ={2,10, 12}, D2={3,6,9} Ds—{4,7,11§; D,={5,8,13}

Remargue : On peut supposer que @;; =0 pourtout i (car seules les dif-
férences enire g interviennent).

Dans le cas n=3, le probléme est reli¢ aux problemes A(;(Bd)
Plus exactement, s’il existe une solution au probiéme Ad(Bd) il existe un
(k,3 d) systéme parfait. En effet, soit une partition des entiers de 1 a 2k en
k paires f{a;,b;} telle que &;— a,-1+d-—1 alors on vérifie que les tri-
. plets A;=0,q;+k+d-1, [7,4 k+d-1) forment un (k,3,d) systéme

parfait.

Les exemples de (4 3, 1) et (4 3,2) systémes donnés ci-dessus ont €té
obtenus de cette maniére a partir des exemples donnés au début. Par
contre, il existe des (k,3,d) systémes parfaits non construits ainsi: par
exemple le (4,3,1) systéme:

Ay=1{0,4,6] ; A,=10,9,10} ; A;=1{0,8,11} ; Ay= {0,7,12} .
Nous reavoyons le lecteur 2 [4] ou [5] pour les divers résultats connus sur
ce probleme.

11 existe de nombreuses autres généralisations du probléme initial ; je

mentionnerai ici juste un probléme non résolu:
Probléme A; : Pour quelles valeursde s et & peut-on trouver une suile
a sk alemcm‘s, formée de s occurrences des entiers i, Lk, de
Jacon que deux occurrences consécutives de i soient cepar ec‘s par e,\acle-
ment i—1 élements?

Dens le cas s=2, le probleme Aj est exactement le probleme A.
Dans le cas s=3 , on peut montrer que s’il existe une solution au pro-
bléme A4 , alors k--U 1 ou 2 (mod. 9). De telles suites ont été exhibées
pour k=9.10,11,18,19,20 et il est conjecturé qu ’il en existe au moins

ure pour i’=—~0 1 ou 2 (mod. 5) Aucun exemple avec s=>4 n’est actuelle-
ment connu. Le lecteur intéressé pourra se référer 4 Particle de Roselle {13].
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Pour tous ces problémes, lorsqu’on connait I'existence d’une solu-
tion, on peut se poser la question de trouver toutes les solutions. Clest la
question posée par Brette dans le Bulletin 323, page 410, pour le probléme
A. Appelons ¢(k) le nombre de suites distinctes répondant au probiéme
A qu’on peut former avec k éléments. Nous considérons comme non
distinctes deux suites obtenues 'une 3 partir de I'autre en renversant
Pordre des termes (par exemple, les suites 1,1,3,4,2,3,2,4 et 4,2,3,2,4,3,1,1).
On a ¢(4)=3, les trois suites distinctes étant, outre celle ci-dessus,
1,1,4,2,3,2,4,3 et 2,3,2,4,3,1,1,4 . Les autres valeurs connues (voir
Baron [2]) sont ¢(5)=35 ; 9(8)=252; ¢(9)=1328 .

Dans le cas du probléme A,, si on dénote par y(k) le nombre de
solutions distinctes (avec la méme convention que ci-dessus), Baron 2] a
trouvé que y(3)=1, Y4 =1, W(7)=26, ¥(8)=150, Y(11)=17792 .
La détermination de @(n) (ou Y(n)) apparait comme un problénie trés
difficile ; par contre, il semble que ¢(n) (ou Y(n)) croissent treg rapide-
ment. I} serait donc intéressant de montrer que ¢(n)—oo lorsque n— oo
et d’avoir une idée du comportement asymptotique ; par exemple, est-ce
que ¢(n) croit exponentiellement ? (Récemment, D. Amar et A. Germa
ont montré que ¢(n)— oo si n— oo )

Pour finir, considérons ’extension du probléme A ou B au cas infini.
L’existence d’une suite (ou d’une partition) est évidente. La procédure la
plus simple pour donner une réponse au probléme B est de définir les

paires fa;,b;} de la maniére récursive suivante:

@=1, by=a;+1=2 ; supposons que I’on ait construit les i— i premiéres
paires; alors, on choisit pour a; le plus petit entier différent de tous les
ar et b, pour 1<r<i-1 eton pose b;=a;+i. Les premiéres paires
sont donc {1,2}; {3,5} ; (4,7} ; {6,10} ; (8,13} ; (9,15} ; {11,18} ; {12,20} ;
14,23} ... : L

Nous laissons au lecteur le soin de montrer que g;= —(i—tzl/i)l-} et
b= {—(—3—%\/—32'—] ou [x] désigne la partie entiére de x, c’est-a-dire le

plus grand entier inférieur ou égal & x . On obtient ainsi des “‘suites de
Beatty” (voir article de Chevrier et Parpay dans le Bulletin 324 [8). Un
traitement extensif de ce probleme et des suites de Beatty se trouve dans
Skolem [14] et surtout Bang [1] ot ’on trouvera une démonstration trés
courte du fait que les suites [an] et [Bn] sont complémentaires si et sey-

lement si o et B sont irrationnels et —l—-i--é—:l y

a .
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