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I1 existe de nombreuses maniéres de numéroter un graphe ; ta plu-
part des numérotations existantes ont été introduites en vue d'applications

. dans des domaines trés variés (informatique, codages, réseaux, astronomie,

¢ristallographie, ...). Ces numérotations sont souvent une mine de “"problé-

mes plaisants et délectables" de formulation trés simple, mais de résolution
apparemment difficile. Dans ce qui suit nous ne voulons pas faire le tour du
sujet mais plutot donner au lecteur une idée des problémes en souhaitant iui
donner le golt d'aller plus Tloin.

Nous considérerons des graphes simples G = (X,E) ol X est 1'ensem-
ble des sommets, E 1'ensemble des arétes et nous noterons par e = [E| le
nombre d'arétes du graphe.

Les numérotations les plus repandues que nous appelerons numérota-
tions classiques consistent & attribuer & chaque sommet x du graphe un

numéro ¢ (x), entier non négatif, de sorte que les numéros attribués a deux
sommets distincts soient des entiers distincts - (en d'autres termes ¢ est
une injection de X dans N) - On attribue ensuite & chaque aréte un numéro
éga] a8 la valeur absolue de la différence des valeurs des sommets extrémités,
c'est-a-dire, le numéro de 1'aréte {x,y} est | (x ¢(y)|. (Pour un
certain nombre d'exemples voir la sy?thése faite en [1 ]

Numérotations gracieuses. -

Ce sont certainement les plus connues (sinon les plus belles !)
Une numérotation classique ¢ est dite gracieuse si max ¢(x)s e ol (rap-

. pelons que e est le nombre d'arétes du graphe) et xeX si les

numéros des arétes sont tous distincts (ol, ce qui revient au méme, 1'ensem-
ble des numéros des arétes est 1'ensemble des entiers de 1 & e). Un graphe

est dit gracieux s'il admet une numérotation gracieuse. La figure 1 donne une
(Te cycle & 4 sommets). Le lecteur pour-
ra vérifier que le cycle C5 ou 1e grgphe complet Kn(n25) n'est pas gracieux.



Fig 1 : Certains graphes gracieux.

I1 n'est pas question de donner ici les résultats obtenus sur les graphes
gracieux (voir la synthése [2]) ni les nombreuses applications (voir [6]).
Nous mentionnerons simplement que la caractérisation des graphes gracieux
est un probléme ouvert (d1ff1c1]e) Jque la grac1euse conjecture due a

Kotzig et Ringel : "les arbres sont gracieux" n'est pas résolue, malgré les
coups de hache donnés par plusieurs auteurs. Actuellement on a montré que les
arbres suivants étaient gracieux (voir [2] pour les définitions) : les
arbres k-aires, symétriques, les "oliviers" (ainsi appelés par H. Raynaud
parce que ce sont les "plus tordus des arbres"), les chenilles (eh ouil)

par contre les "homards" résistent toujours (malgré une prime d'un homard
offerte par 1'auteur au premier qui montrera que les "homards" sont gracieux).
Mon intérét dans cette numération est venu d'un probléme de disposition
d'antennes en radioastronomie (voir [3] et [5]). Le probléme se raméne &
savoir pour quelles valeurs de m,n et p le graphe formé de m K_ ayant un K
en commun est gracieux. De nombreux cas particuliers ont &té "résolus

(voir [4]1) 3 un premier cas irrésolu est p =1, n = 4, Dans ce cas

les graphes sont appelés des "moulins frangais" ; pour n = 2,3 les "moulins
frangais" ne sont pas gracieux (avez-vous déja vu des moulins avec 2 ou

3 ailes ?) ; il est conjectur&que pour nz4 ils sont tous gracieux. Kotzig,
Rogers et Turgeon ont montré cette conjetture pour ‘diverses familles infinies
de valeurs de m.

Graphes d-gracieux et graphes séquentiels.

Un graphe est dit d-gracieux s'il admet une numérotation classique
telle,que 1'ensembTe des numéros des arétes soit 1'ensemble des entiers de
d & d+e-1 (le cas d = 1 correspond aux graphes gracieux). Ces numérotations
ont été étudiées dans [16], en particulier il y est conjecturé que les roues
W sont d-gracieuses pour nz9 et 1<d<{p/2| (La roue W_est obtenue & partir

du cycle C_ en raJoutant un sommet ‘joint @ tous ' les sommets du cycle).
(voir figure 2).

Fig. 2 : Numérotation 3-gracieuse
de w7




o Un graphe est dit séquentiel s'il existe une numérotation
classique telie que 1'ensembTe des numéros des sommets et des numéros des
arétes soit exactement 1'ensemble des entiers de 1 & n+e (n désignant le
nombre de sommets du graphe). Si un graphe G est séquentiel alors le graphe
obtenu en rajoutant un sommet relié & tous les sommets de G est gracieux.
Ces numérotations sont étudiées dans [1] ol i1 est conjecturé que les roues
sont séquentiélles. (N.B. Les roues sont bien entendu gracieuses : i1 suffit
de montrer que le cycle est séquentiel).

Colt d'un graphe (Arrangement linéaire optimal).

De nombreuses autres numérotations ont &té introduites (voir la
synthése de [11]). Appelons codt d'un graphe G pour une numérotation
1a somme des numéros des arétes c'est-a-dire ¢, (G) = Z lo(x) - o(¥)]-
¢ {x,y}e E

Le cofit du graphe, c(G), est défini comme le minimum de c,(G) pris sur tou-
tes les numérotations classiques ¢ possibles. Une numérotgtion réalisant
ce minimum est appelée"arrangement linéaire optimal". La détermination
du colt d'un graphe est un probléme NP- complet [12] ; par contre si G est
un arbre, il existe des algorithmes en temps polynomial PQUE déterminer
le colit. (voir en particulier [9] pour un algorithme en n™’ étapes).
Le colt de nombreuses classes de graphes est connu, en particulier dans [10]
a 6té déterminé le colt des arbres binaires. De nombreux problémes sont ir-
résolus en particulier si on prendpcomme codt
cy(6) = % [o(x) = o(y) |-

{x,y}le E

Largeur de bande.

On peut aussi considérer pour une numérotation ¢ d'un graphe G,
la fonction b (G) = Max lo(x) = o¢(y)|. Le minimum b(G) de b¢(G),
{x,yle E

pris sur toutes les numérotations classiques est appelé la "largeur de bande"
(bandwidth ) du graphe. La détermination de b(G) est un probléme NP-

complet, méme pour les arbres de degré maximum 3 (voir [13]). L& encore,

la largeur de bande a été déterminée pour de nombreuses classes de graphes
(pour une bibliographie importante sur le sujet veir [8]).

Autographes.

Un autographe est un graphe qui admet une numérotation classique
telle que 1'ensemble des numéros des arétes est inclus dans 1'ensemble des
numéros des sommets, appelé alors signature du graphe. Si on se donne un
ensemble S de n entiers, on peut donc construire un graphe G & n sommets
ayant S comme signature en joignant deux sommets x et y si [6(x)- ¢(y)]e S.
(voir [7]1 pour plus de détails).

Graphes harmonieux.

Pour finir nous mentionnerons une numérotation non classique. Un
graphe ayant n sommets et e arétes avec exn est dit harmonieux si on peut
numéroter les sommets x avec des éléments distincts ¢(x) de Z/e Z




(entiers modulo e) de sorte que si 1'aréte {x,y} est numérotée d(x)+¢(y)
(modulo e), les numéros des arétes soient tout distincts. Si le graphe est
un arbre (e = n-1) on autorise que deux sommets aient le méme numéro. Ces
numérotations ont &té introduites dans [14] ol i1 est montré que presque
tous Tles graphes ne sont pas harmonieux et ol i1 est conjecturé que les
arbres sont harmonieux.

[De{?iére minute : nous apprenons que les "moulins frangais" sont harmonieux
15]71.
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