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SUR UN PROBLEME COMBINATOIRE D’ANTENNES EN
RADIOASTRONOMIE 1T

J. C. BERMOND et G. FARHI
Laboratoire de Recherche en Informatique, E.R.A. 452- Batiment 490,
Université de Paris-Sud—91405 Orsay, France

Dédié au Professeur A. Kotzig a I’occasion de son soixantieme anniversaire

Dans cet article, nous donnons un théoréme de non existence pour des systémes généralisés de
différences intervenant dans un probléme d’antennes en radioastronomie. Le théoréme peut
s'exprimer sous la forme suivante: le graphe formé de m K, ayant exactement un K, en commun
n'est pas gracieux dés que n est assez grand par rapport a g.

In this paper, we give a non-existence theorem concerning generalized systems of difference
sets, which arise in a problem of antennas in radioastronomy. This theorem is equivalent to the
fact that the graph consisting of m K, having exactly a K, in common is not graceful for n sufficiently
large compared to g

1. Introduction

Définition. On considére m ensembles d’entiers (m=>2), A;={ai1, @i, .- ., a;) OU
les a;; sont rangés par ordre croissant, plus exactement: O0=a;; <a; < *** <@y

On suppose de plus que les 4; ont g éléments en commun; soit A={a;: 1<j<gq}
I'ensemble des valeurs communes.

Soit D;={(a;j—au): 1<h<j<n} lensemble des différences associ¢ a A; et soit
A={|aj—ay|: 1<h<j<gq} (différences entre les g €léments en commun).

Posons D=, D; (notons que D;oA, 1<i<m). On dit que les ensembles A4;
forment un (m, n)g-systéme si

B mn(n—1) glg—1)
D—{I,Z,...,—i-——(m—l) 5 }

cest-a-dire D est formé d’entiers consécutifs distincts.

Exemples. m=4,n=3,q=1:
A1=1{0, 4, 6} A,=1{0,9, 10},
A;=10,8,11}, A,={0,7,12}.
=3, =14, §=3;
A;={0,2,5,12}, b, =42 3, 5,7, 10; 12},
A,=1{0,2,8, 12}, D,={2,4,6,38,10, 12},
A;=1{0,2, 11,12}, D;={1,2,9,10, 11, 12}.



Remarque. Le cas g=1 correspond au cas classique du probléme d’astronomie
(antennes toutes mobiles) et est appelé dans [ 3] un systéme parfait.

Rappelons qu'un graphe G ayant e arétes est dit gracieux si on peut numéroter les

sommets de G avec des entiers, tous distincts, de {0, 1,..., e} de sorte que si on nu-
mérote une aréte par la valeur absolue de la différence des numéros de ses sommets
les e arétes aient pour valeurs tous les entiers de {1, 2, . . ., e}. L’existence d’un (m, n)

g-systeme revient a déterminer si le graphe formé de m K, ayant exactement un K, en
commun est gracieux, probléme posé en [5] et étudié en [9].

Résultats antérieurs

Cas g=1 (systémes parfaits).

Dans [3] il est montré que si un (m, n)1-systéme existe alors n<5, avec de plus si
n=>5,m pair =4 etsin=3, m=0ou 1 (mod 4).

Dans [2, 3] il est montré qu'un (m, 3)1-systéme existe si (et seulement si) m=0 ou 1
(mod 4). _

Dans [3] il est montre qu'un (m, 4)1-systéme existe pour m=1, 4, 5, 6 et n’existe
pas pour m=2, 3. Mills (communication privée) a construit de tels systémes pour
m=717 et 8.

Dans[4] il est conjecturé qu’'un (m, 4)1-systéme existe pour m = 4. Kotzig et Turgeon
[11] et Rogers [13, 14] ont développé des méthodes (‘théorémes d’addition’) per-
mettant de construire a4 partir d’'un (m, 4) 1-systéme des (m', 4) 1-systéme pour
m'=5m+1;14m+1[11,13,14]; m' =19m+4,25m+4,49m+4, . . . et dautres familles
de valeurs [13].

Laborde (communication privée) a montré qu’il n’existe pas de (4, 5) 1-systéme et
Laufer [8] a montré I'existence de (m, 5) 1-systéme pour m=6 et 8.

D’autres résultats reliés a ce probléme apparaissent dans [1].

Cas g> 1.

L’existence de (m, 3) 2-systéme est immédiate (voir aussi [10]). Delorme [6] a
montré que pour tout m il existe un (m, 4) 2-systétme. Meyniel (communication
privée, voir [5]) a établi Pexistence de (m, 4) 3-systéme pour tout m, (voir aussi [10]).

Récemment Farhi [7] a montré qu’il wexistait pas de (m, 5) 4-systéme.

Nous montrons ici le théoréme suivant:

Théoréme. Soit m>2, r=7q(q—1) et p=|3(n—1)|. Alors il Wexiste pas de (m, n)
g-systeme pour

p=(1+/1+4r2 — /2))/2(,/2—1).

Remarque. Si m est fixé (en particulier si m est petit) la démonstration ci-dessous
permet éventuellement d’exclure d’autres triplets de valeurs. D’autre part, vu la non
existence des (m, 5) 4-systéme [ 7] il est vraisemblable que les (m, n) g-systémes n’exis-
tent presque jamais.



Enfin, remarquons que bien souvent les graphes considérés sont eulériens (cas ot
n est impair et g impair, ou n impair, g pair et m impair). On sait alors (cf. [5]) que le
nombre d’arétes doit étre congru & 0 ou a4 3 modulo 4, ce qui exclut un certain nombre
de (m, n) g-systémes.

2. Démonstration du théoréme

Daus la suite nous poserons p=[3(n—1)] et r==21q(g—1).
(a) Supposons qu’il existe un (m, n) g-systéme. Nous utiliserons les notations de [2]
a savoir:
dij=a;ji—aij; k=1,2,...,n—1; j=1,2,...,n—k; i=1,2,....m

La proposition (1.1) de [ 2] s’écrit pour k=1,2,...,p

Zd"" Zd

Soit
m p n—k
o=, 2. 2, di; (1)
i=1k=1j=1
On a donc
m p k
=y 3 ¥ dik )
i=1k=1j=1

(b) D’aprés (1), « est la somme de P termes, avec P =m)) ;- (n—k).Parmi ces termes,
soit P—d le nombre de ceux qui sont distincts. Il y a donc d répétitions; remarquons
que seules peuvent étre répétées les différences de la forme a;—a;, (1 <h <j<g). De plus
une telle différence est répétée au plus m —1 fois, donc 0<d<(m — 1)r-.

Posons d=(m—1)s+tavec0<s<r,0<t<m—1,ous=ret t=0. Soit a(d) la valeur
de apour une valeur donnée de d et soit

P—d

Gld)= Y i+({m—1) _SZ i+t(s+1). (3)

Alors a(d) = G(d). (Ceci est obtenu en considérant qu’il y a P —d différences distinctes
et que parmi les différences répétéesil y en a s distinctes répétées chacune au plus m — 1
fois et la (s + 1)-i€éme au plus ¢ fois.)

D’apres (2) « est la somme de N termes, avec N=m Y 7_, k

Tous ces termes sont inférieurs ou égaux a M ol

M =Tmn(n—1)—(m—1)r.

Parmi ceux-ci M —d' termes sont distincts avec d'=(m—1)r—d. On a au plus d’
repétitions, chaque différence étant au plus répétée (m—1) fois. On obtient d’une
maniére analogue a (3) la majoration suivante:

a(d)< D(d)
OL‘l M r~=g5=1
D(d)= > i+ ) ). (M—=i)—t(M—(r—s)+1). (4)

i=M-(N—-d)+1

I
o



(¢) Si G(d)>D(d) pour 0<d<(m—1)r on obtient une contradiction et il n’existe
pas de (m, n) g-systéme.

Nous allons montrer quen fait, cette condition est réalisée dés que G((m—1)r)
>D((m—1)r). En effet soit 0<d < (m— 1)r. D’aprés (3)
Gd)—Gd+1)=P—d—(s+1)
et d’apreés (4)

Dd+1)—=D(d)=M —N+d —(M —(r—s)+1)=mr—N —d—s—1.
Donc

G(d)—D(d)—(G(d+1)—D(d+1))=P—~N+mr—2(d+s+1)=P—N —mr

car d+s+1<mr. Or P=;mp(2n—1—p) et N=2mp(p+1).
Donc P—N-—mr=m[p(n—p—1)—r] et cette quantité est positive dés que
r<p?*<p(m—p—1). Donc si r<p? G(d)—D(d)>G(d+1)—D(d+1) et par suite

G(d)—D(d)= G((m — 1r) — D((m — 1)r).

Il ne nous reste plus qu’a vérifier que les hypothéses du théoréme impliquent r < p?
et G(m—1)r)—D((m—1)r)>0.
(d) Calculons donc G((m — 1)r)— D((m — 1)r).
P—(m—1) ¥ M
G(m—-1r= Y i+m=-1)Yi D(m-r= Y i
i=1 i=1 i=M-N+1

— Dans le cas n=2p+2; P=3mp(p+1); N=mp(p+1) et M=mQ2p*+3p+1) et
G((m—1)r)—D((m — 1)r) vaut

am[m(p* —(4r 4 3)p® —(dr + 2)p+ 2r?) + (4r + 2)p* + (4r + 2)p — 2¢%)]. (5)

— Dans le cas n=2p+1, P=Jmp3p+1); N=Imp(p+1) et M=mp(2p+1) et
G((m—1)r)—D((m — 1)r) vaut

amlm(p* —2p> —(4r+ 1)p? + 2r*) + (4r + 2)p* — 2121 (6)

Soit p=(1+/1+4r(2 —/2))/2(;/2—1) (ce qui implique en particulier p=2). Alors
r<ro=(1—1/2)p?>—1,/2p. Donc r<p? et par suite les coefficients de m dans (5)
et (6) sont strictement positifs.

Soit A(r) (resp. A'(r)) le coefficient en m? dans (5) (resp. (6)). Comme r < p?, A(r)= A(r,)
=2(/2—=1)(p*+p?) —2p=0 (car p=2) et A'(r)=A'(ro)=0. O

Remarque. On peut considérer un probléme plus général en supposant que D est
formé d’entiers consecutifs distincts > ¢ (c entier donné) (voir [2] pour le cas g=1).
Rogers (communication privée) a montré que le théoréme restait vrai pour de tels
systemes. On peut aussi considérer des ensembles 4; de tailles différentes (voir [1] et
[12] pour le cas g=1).
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