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On le sait peu, mais les lapins ont des pouvoirs magiques. C’est d’ailleurs
pour cela que les magiciens les utilisent souvent dans leurs tours, par exemple
pour les faire apparaitre de leur chapeau. Tout le monde croit que c’est le ma-
gicien qui fait le tour, mais il n’en est rien. C’est le lapin.

Avant de devenir magicien (et de pouvoir se produire en spectacle), les lapins
doivent maitriser la magie. Avant d’entrer dans une véritable école de magie,
ils se transmettent un livre de formules. Et, par chance, nous avons réussi a en
récupérer un exemplaire.

Dans ce livre, le lapin débutant doit apprendre les formules permettant de
rassembler une multitude de carottes pour en faire une seule grosse qui se conser-
vera tout I'hiver. Et oui, les lapins ne sont pas magiciens pour faire des spec-
tacles, mais parce qu’ils en ont besoin pour stocker leur nourriture.

Pour cela, les lapins doivent aligner leurs carottes devant eux et réciter une
formule magique. Attention, les lapins ne peuvent pas s’arréter au milieu de leur
formule. I1 est impossible de toucher aux carottes sans quoi la magie disparait
et le lapin débutant se retrouve avec ses carottes de départ.

Donc, les formules s’appliquent sur des carottes pour les transformer. Les
formules se réalisent en plusieurs étapes. Les productions intermédiaires sont
des grandes carottes de différentes couleurs.

Premier niveau de maitrise de la magie : pour transformer une carotte nor-
male en carotte géante on utilise la formule géantum. Attention, géantum sur
une carotte normale orange peut produire une carotte géante rouge, parfois une
carotte géante verte. Cela dépend de la maitrise de la magie et des conditions.

Mais attention, comme nous allons le voir, la magie est une science (hum
hum) instable. Seules les grandes carottes oranges sont stables et peuvent étre
stockées. Il faut donc :

1. aligner les carottes devant soi

*Ce document est rédigée sous 'impulsion de Marie Duflot-Kremer et avec le soutien de
Véronique Poirel. Merci a elles !



2. construire une formule magique pour cet alignement

3. réciter la formule (avec sa baguette) sans s’arréter

Si vous vous dites que cela va étre compliqué, c’est que vous connaissez mal
les lapins, la magie et les carottes.

Ce que vous devez surtout savoir, c’est que les carottes des lapins ne sont
pas seulement oranges, elles peuvent étre de toutes les couleurs (14 on découvre
qu’il se passe des choses vraiment magiques dans les terriers!).

1 Premiére lecon

1.1 Les formules

La premiére formule permet de transformer les carottes (c) en carottes
géantes (C). Oui, les formules complexes ne fonctionnent que sur des carottes
géantes (C). Par exemple :

[géantum] (c orange) — (C rouge)

La magie peut changer la couleur des carottes.

On peut par exemple rassembler deux carottes géantes rouges en une carotte
géante bleue avec la formule ’abra’ :

[abra] (C rouge)(C rouge) — (C bleu)

Ce qui est génial car a partir d’une réserve de carottes (disons 6), ils peuvent
construire 3 carottes géantes bleues. Oui, bon, & part changer la couleur, le
lapin n’y gagne pas grand chose. Il suffit d’attendre la deuxiéme legon, ou ils
apprennent & transformer deux carottes géantes bleues en une carotte bleue (oui
oui oui, c’est la fusion des carottes!).

[cada] (C bleu) (C bleu) — (C bleu)

Enfin, avec une carotte rouge supplémentaire on peut obtenir une nouvelle
carotte orange avec la derniére formule "bra’ :

[bra] (C bleu) (C rouge)— (C orange)

Donc le lapin débutant, apprend & transformer sa réserve de carottes nor-
males oranges en une seule carotte géante orange. C’est dire si elles sont impor-
tantes !

Souvenez-vous, il n’y a que les carottes géantes oranges qu’on peut conserver
aprés une formule magique.

Vous allez me dire a quoi ca sert tout ca. Et bien simplement, les lapins
peuvent apprendre & appliquer les sorts dans ’autre sens. Et donc a partir d’une
carotte géante orange, récupérer tout leur stock de départ. Mais on prévient les
lapins avec insistance! Il n’est pas possible d’enchainer les sorts dans les deux
sens, au risque de se retrouver avec de nouveaux légumes. Donc soit on rassemble
des carottes, soit on divise des carottes. Ils ne peuvent pas faire les deux en méme
temps.



1.2 Mise en pratique

On se souvient qu’il faut aligner les carottes avant de commencer les formules
magiques. Une fois qu’elles sont alignées, on ne peut plus modifier I'ordre.

Quid de : (c orange) (c orange) (c orange) (c orange) (c orange) (c orange)
(c orange) ?
oui ca fonctionne avec Abra Abra Abra Cada Cada Bra.

(c orange) (c orange) (c orange) (c orange) (c orange) (c orange) ?
non ca ne fonctionne pas! On ne peut faire qu’une carotte bleue.

Bravo, vous avez atteint le niveau 1 de la maitrise de la magie des lapins.

Question :

Est-ce que le lapin débutant peut transformer toutes les réserves 7 Réponse :
non! il faut avoir un nombre impair de carottes.

Vous pouvez passer au niveau 2.

2 Livre de magie, deuxiéme partie

Dans ce second niveau, les lapins doivent apprendre des formules plus com-
pliquées! Ils commencent & faire la différence entre les carottes de base qui
peuvent étre de différentes couleurs. Ils apprennent que la premiére lecon était
vraie, uniquement pour les carottes des sables. Malheureusement, elles sont as-
sez rares et il leur faut apprendre a gérer des carottes d’eau (ha le monde de la
magie!). Premiére nouveauté, on n’utilise plus géantum, mais amplification

Ils doivent apprendre & fusionner les carottes géantes entre-elles

[Accio]  (C bleue)(C jaune) —  (C verte)
mobilis rouge vert — violette
Imobil C C C viol
[Lumos] (C verte)(C violette) — (C orange)

Et ils doivent apprendre a transformer les carottes en carottes géantes

[Amplificatum] (c verte) —  (C verte)
[Amplificatum]| (c rouge) —  (C rouge)
[Amplificatum| (¢ bleu) —  (C bleue)
[Amplificatum| (c jaune) — (C jaune)

Et ce qu’ils apprennent a ce moment 1a, c’est que les coffres-réserves (les
seuls capable de résister & tout un hiver), ne peuvent contenir que des carottes
géantes oranges (ca tombe bien, ce sont les seules & étre stables). Toutes les
autres carottes ne servent a rien. Un bon éléve lapin magicien comprend a ce
moment 1& qu’il est primordial d’apprendre la magie sur les carottes pour passer
I’hiver.

On peut faire un test. Est-ce qu’il est possible de produire une carotte géante
orange avec :



(¢ verte)(c rouge)(c bleue)(c jaune)
Oui! c’est 'application des régles de la droite vers la gauche dans l'ordre :
Accio Immobilis Lumos

Et avec : (cn verte)(cn rouge)(cn verte) ?
oui : Immobilis Lumos

Et avec : (cn bleue)(cn jaune)(cn rouge)(cn bleue)(cn jaune) ?
oui : Accio Immobilis Accio Lumos

Et avec : (cn bleue)(cn jaune)(cn bleue)(cn jaune)(cn rouge) 7
non

Si on regarde les régles, on peut constater que les carottes rouges sont vrai-
ment importantes pour construire des carottes géantes oranges. On constate
aussi que contrairement & ce qu’on faisait au niveau 1, les paquets ne peuvent
pas contenir absolument tout. Ils restent de taille limitée.

3 Et maintenant, & vous de jouer

Maintenant que vous avez déja un bon niveau, c’est a votre tour de créer des
formules et de les appliquer pour voir ce que ¢a donne.

Avant de vous passer la baguette, nous introduisons une formule incroyable :
NonInvisibilus. A partir de rien, elle peut faire apparaitre une carotte géante de
la couleur choisie. Par exemple, on obtient une carotte bleue avec NonlInvisibi-
lusBleu.

Jeu 1 : nous jouons avec des carottes de taille normale orange et violettes. On
veut construire des formules pour obtenir une carotte géante orange seulement
si on a au moins 3 carottes violettes.

Et si on veut exactement 3 carottes violettes ?

Solution :
(C rouge)(c violette)(C rouge)(c violette)(C rouge)(c violette)(C rouge)

(c orange)(C rouge)
(¢ violette)(C rouge)
€
Jeu 2 : Toujours avec des carottes orange et violettes, on cherche a faire une
formule qui fonctionne si on a une séquence de carottes orange puis séquence
du méme nombre de carottes violettes ?

Solution :
(c orange)(C orange) (c violette) —  (C orange)
€ —  (C orange)

Jeu 3 : Toujours avec des carottes orange et violettes, on cherche a faire
une formule qui fonctionne sur les séquences palindromes (!!!). Un palindrome
c’est une séquence qui est la méme de droite & gauche et de gauche a droite.

Solution :

L1l

(
(
(
(

C orange)
C rouge)
C rouge)
C rouge)



(c orange)(C orange) (c orange) —  (C orange)
(¢ violette)(C orange) (c violette) —  (C orange)
€ —  (C orange)
ha ha ici, vous vous demandez ce qu’est e. Et bien c’est rien justement! A
partir de rien, on peut créer une carotte géante orange.
Jeu 4 : Toujours avec des carottes orange et violettes, on cherche & faire une
formule qui fonctionne s’il y a plus de carottes orange que de carottes violettes ?
Solution :

(C rouge) (c orange) (C rouge) — (C orange)
(C rouge) (C rouge) —  (C rouge)
(c orange) (C rouge) —  (C rouge)
(¢ violette) —  (C rouge)
(¢ violette)(C rouge)(c orange) —  (C rouge)
(c orange) —  (C rouge)
€ —  (C rouge)

4 L’école des licornes

4.1 Les formules

Heureusement, les lapins apprennent au niveau 3 a faire un peu mieux (beau-
coup mieux!). Pour cela ils doivent aller chez les licornes qui maitrisent depuis
des siécles 'art de compacter les carottes (en fait elles compactent plus que des
carottes, mais ¢a fonctionne pour les carottes et aucun lapin n’a jamais pensé a
leur demander de compacter d’autres choses, mais c’est une autre histoire).

Sauf qu’a force d’apprendre des formules magiques dans tous les sens, les
lapins ont du mal & s’y retrouver pour arriver au bon résultat. Ben oui, parce
qu’en appliquant les formules au hasard, on n’est pas str d’arriver a un résultat
(c’est en appliquant n’importe quoi qu’on devient n’importe qui).

Voici un exemple de formules enseignées par les licornes (le niveau 3 des
lapins magiciens) :

1. (C bleue)(C jaune) —  (C verte)

2. (C bleue)(C jaune) —  (C blanc)
3. (C blanc)(C marron) — (C verte)
4. (C rouge)(C vert) —  (C violette)
5. (C noir)(C marron) — (C violette)
6. (C rouge)(C verte) —  (C noir)

7. (C verte)(C violette) — (C orange)
8. (C verte)(C rouge) —  (C orange)
9. (C rose)(C verte) —  (C marron)

Apres bien des entrainements, les professeurs licornes font passer des exa-
mens aux lapins.

Voici un exemple :

Est-ce qu’on peut mettre la suite de carottes suivante dans un coffre réserve ?



(¢ bleu) (c jaune) (c rouge) (c bleu) (¢ jaune) (c rose) (c bleu) (c jaune)

On se rend compte que cela devient de plus en plus difficile de prédire les
bonnes suites d’application de régles pour parvenir & une carotte géante orange.
On peut tenter toutes les combinaisons de régles. Ok, mais si il y a une infi-
nité de combinaisons (comme dans le premier exemple). .. on ne va pas y arriver.

4.2 La recherche d’une formule

Une solution : appliquer un algorithme (de parsing)!
Idée 1 : on doit chercher des combinaisons de carottes. Premiére étape, on
numérote les carottes dans ’ordre.

Idée 2 : on a besoin de mémoriser ce qu’on a fait au fur et & mesure (sinon
on recommence tout le temps & faire la méme chose et c’est fatigant).

Pour cela, il nous faut une table qui mémorise les combinaisons au fur et &
mesure.

Chaque case correspond & un groupe de carottes qui commence par une
carotte spécifique. Il nous faut le nombre de carottes par groupe et le numéro
de la premiére carotte du groupe

Au départ on a ceci :

8
7
6
5
4
3
2
1 | bleue jaune rouge bleue jaune rose bleue jaune
1 2 3 4 5 6 7 | 8
La construction d’une formule va se faire dans la table qui doit étre entié-
rement remplie. Chaque case correspond a un groupe particulier de carottes :
8
7
6
5 | 277
4
3
2 | XXX. YYY
1 | bleue jaune rouge bleue jaune rose bleue jaune
1 2 3 4 5 | 6 |7 | 8

XXX : groupe de 2 carottes a partir de la carotte en position 1
YYY : groupe de 2 carottes a partir de la carotte en position 7



777 : groupe de 5 carottes & partir de la carotte en position 1

Si on regarde les formules magiques, & chaque fois on prend deux carottes
pour en faire une nouvelle. Donc la production de ZZZ se fera a partir de deux
paquets de carottes : un paquet de 4 + 1 carotte, un paquet de 3 - et un paquet
de 2, un paquet de 2 et un paquet de 3, une carotte et un paquet de 3. Pour
vérifier cela, il suffit de remplir la table du bas vers le haut.

Pour ZZZ on regardera

8 | orange

7

6

5 | 277

4 | 7773- -7773

3 | Z772- -7772

2 | Z771- -7771 .

1 | bleue jaune rouge bleue jaune rose bleue jaune

1 2 3 4 5 | 6 |7 | 8
Si il existe une formule magique, elle utilise forcément 'un de ces couples. On
peut donc vérifier 8’il est possible ou non d’appliquer les formules des licornes !

(RQ : dans ce cas, ca fonctionne ;-)
Si on remplit tout le tableau on obtient :

8 | orange

7

6 vio.,noire

5 | orange verte

4

3 | orange vio.,noire marron

2 | vert.,ble. vert.,ble. vert.,ble.

1 | bleue jaune rouge bleue jaune rose bleue jaune

1 2 3 4 5 | 6 |7 | 8

Au final, la case 8,1 contient “orange”. C’est & dire qu’on peut transformer
cette séquence en une carotte géante orange. Si en plus on regarde quelles for-
mules ont été utilisées pour arriver & ce “orange”, on obtient la formule. Nous
vous laissons la retrouver en reprenant la construction de la table.

5 Quelques explications

5.1 C’est quoi une grammaire, et c’est quoi le lien avec

les formules magiques ?

Ici, les morceaux de formules magiques sont en fait des régles de grammaires.
En informatique, les grammaires sont définies pour dériver des suites de lettres
(que l'on appelle des mots). Les dérivations sont réalisées a partir de régles,
dites régles de réécriture, qui permettent de réécrire (justement) un morceau de
la dérivation.



Prenons un exemple simple, une grammaire qui a cinq régles : S — AB,
A— Aa, A—a, B— Bb, B—b.

On dit que {S, AB} sont les non-terminaux, {a,b} sont des terminaux. La
grammaire a besoin d’un symbole de départ, ici S. La question est donc quels
mots peut-on dériver a partir de S. Par exemple :

S+tABF AaBt Aabl Aaab F aaab

Le résultat a droite de la séquence de réécritures produit un mot qui contient
uniquement des terminaux, donc nous avons fini. Ce qu’on peut remarquer,
c’est que cet ensemble de régles permet d’écrire un nombre infini de mots. Les
grammaires reconnaissent donc un ensemble de mots.

Dans notre exemple, nous prenons les choses dans ’autre sens. Nous partons
d’une suite de terminaux (les carottes de départ) et nous cherchons si une suite
de régles permet de revenir au symbole de départ (la carotte géante orange).

Comme nous venons de le voir, ’ensemble de mots peut étre infini. Ce n’est
pas si évident de caractériser ’ensemble des mots du langage reconnu par une
grammaire. Si on reprend le premier exemple avec abra-cada-bra, le langage est
celui des mots sur une seule lettre ayant un nombre impair de lettres ({a®"1|n €

N}).

5.2 A la recherche de la formule

L’algorithme que nous avons introduit précédemment est I'algorithme de
CKY (Cocke-Kasami-Younger). C’est un algorithme de parsing syntaxique dy-
namique plutot efficace. Sa complexité est O(n?) (sauf que méme le meilleur cas
est en O(n?).

Nous n’avons toujours pas répondu a la question de 'utilité de tout cela! Et
bien en traitement de la langue. En fait les formules magiques sont des régles de
grammaire, au sens linguistique, comme le présente la section suivante. Les régles
qui font grossir les carottes sont les régles du lexique. Les régles de composition
sont celles du calcul.

Il faut noter que dans nos exemples, les grammaires ont une forme particu-
liere. Elles ont toujours deux non terminaux. On dit qu’elles sont sous forme
normale de Chomsky. Cette forme particuliére simplifie I’algorithme de recherche
puisqu’a chaque fois la décomposition se fait uniquement sur deux éléments.

6 Lien avec la langue naturelle

Dans le premier exemple, il n’y avait pas de lien avec la langue naturelle.
Il s’agit d’'une CFG traditionnelle. Une CFG est une grammaire hors contexte
(Context Free Grammar). On sait que c¢’est une CFG parce que toutes les régles
ont un seul élément en partie droite (le résultat de I’application d’une régle).

Revenons a la langue naturelle. Si maintenant on écrit des grammaires qui
suivent des hypothéses linguistiques simples, on peut se dire que :



1. un groupe nominal est composé d’'un déterminant et d’un nom

2. un groupe verbal est composé d’un verbe (transitif) et d’un groupe no-
minal (objet)

3. une phrase est composée d'un groupe nominal (sujet) et d’un groupe
verbal

Ces trois propriétés sont en fait les trois morceaux de formule magique Accio,
Imobilis et Lumos que nous avons utilisés précédemment. I’exemple que nous
avions utilisé :

(c verte)(c rouge)(c bleue)(c jaune)
correspond a une phrase du type :
Marie applique une formule

La grammaire du niveau suivant (chez les licornes) pousse un peu loin en
introduisant des prepositions. On pourrait en faire de méme avec des adjectifs
et des adverbes. L’objectif de cet exemple est de montrer que cela devient rapi-
dement difficile & calculer de téte. Il faut donc appliquer un algorithme. Or pour
cela, il est nécessaire que la grammaire soit sous forme normale de Chomsky
(donc seulement deux carottes par formule).

Dans cet exemple, on retrouve les correspondances suivantes :

det : bleu

N : jaune
X1 : blanc
NP : verte

\% : rouge

S :  orange
X2 : noir
NPP : marron
Prep : rose
VP : violette

et on peut interpréter les régles ainsi :

1. NP —  Det N

2. X1 — Det N

3. NP — X1 NPP
4. VP — VNP

5. VP — X2 NPP
6. X2 — VNP

7. S — NP VP
8 S - NPV

9. NPP — Prep NP

Ne



Une remarque pour finir, on sait que les CFG ne sont pas suffisantes pour
reconnaitre la langue naturelle! En effet, les CFG reconnaissent les langages hors
contexte. Mais nous connaissons des phénoménes syntaxiques qui sont sensibles
au contexte. On fait I’hypothése que la langue est faiblement sensible au contexte
(middly context sensitive). Donc pour parvenir a I’analyser correctement, il faut
un peu plus que de la magie.

7 Reécapitulation des formules

7.1 Premiére legon

géantum  (c orange) —  (C rouge)
abra (C rouge)(C rouge) —  (C bleu)
cada (C bleu) (C bleu) —  (C bleu)
bra (C bleu) (Crouge) — (C orange)
7.2 Deuxiéme legon
Accio  (C bleue)(C jaune) —  (C verte)
Imobilis  (C rouge)(C vert) —  (C violette)
Lumos (C verte)(C violette) —  (C orange)
Amplificatum  (c verte) —  (C verte)
Amplificatum  (c rouge) —  (C rouge)
Amplificatum  (c bleu) —  (C bleue)
Amplificatum  (c jaune) —  (C jaune)
7.3 Chez les licornes
1. (C bleue)(C jaune) —  (C verte)
2. (C bleue)(C jaune) —  (C blanc)
3. (C blanc)(C marron) — (C verte)
4. (Crouge)(C vert) —  (C violette)
5. (C noir)(C marron) — (C violette)
6. (C rouge)(C verte) —  (C noir)
7. (C verte)(C violette) — (C orange)
8. (C verte)(C rouge) —  (C orange)
9. (Crose)(C verte) —  (C marron)

10
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