N

N

Graphes orientés fortement k-connexes et graphes “k arc
hamiltoniens”

Jean-Claude Bermond

» To cite this version:

Jean-Claude Bermond. Graphes orientés fortement k-connexes et graphes "k arc hamiltoniens”. Comptes
Rendus de 1”’Académie des Sciences, Paris, 1970, 271, pp.141-144. <hal-02373335)

HAL Id: hal-02373335
https://inria.hal.science/hal-02373335v1

Submitted on 20 Nov 2019

HAL is a multi-disciplinary open access archive L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est des-
for the deposit and dissemination of scientific re- tinée au dépoét et a la diffusion de documents scien-
search documents, whether they are published or not. tifiques de niveau recherche, publiés ou non, émanant
The documents may come from teaching and research  des établissements d’enseignement et de recherche
institutions in France or abroad, or from public or pri- francais ou étrangers, des laboratoires publics ou
vate research centers. privés.

Auto':izition
HAL Authorization


https://inria.hal.science/hal-02373335v1
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://hal.archives-ouvertes.fr

THEORIE DES GRAPHES. — Graphes orientés fortement k-connewes et graphes
« k arc hamiltoniens ». Note (*) de M. Jeax-Cravor Beryoxp, transmise
par M. Paul Lévy.

0. DEriniTioNs ET NoTATIONS ('). — On considére un graphe G orienté,
sans boucles, (X, U) & n sommets : | X|=n. On désigne par dy(a) (demi-
degré eztérieur du sommet x) le nombre d’ares du graphe G d’extrémité
initiale #. De méme on désigne par d;(2) (demi-degré intérieur du sommet x)
le nombre d’arcs du graphe G d’extrémité terminale 2. Un graphe ovienté G
est dit fortement k-connexe (k <<|X|), s’il est fortement connexe et s’il
le reste aprés suppression de & — 1 sommets quelconques.

1. Lesme. — Soit G un graphe orienté non fortement connexe, alors il
eviste dans G :

— une composanle fortement connewve C, telle que pour tout sominet x
de Gy : di(z) | Cy| —1;

— une composante fortement connexve Cg (£ ¢,) telle que pour tout sommet x
de CB : d,_(:L)L_iICg :

Démonstration. — Soit G* le graphe construit de la manitre suivante

il

& partir de G : les sommets ¢y, ..., ¢, de G” représentent les composantes
fortement connexes C,, ..., G, de G; ¢;c; est un arc de G* si et seulement
si il existe au moins un arc w;2; dans G, a; appartenant & C; et 2, & C,.
Le lemme résulte de ce que G* est un graphe sans circuits et admet donc
deux points distincts ¢, et cg tels que di(c,) =o et de(ep) =n.

2. ConDITION DE FORTE k-CONNEXITE D'UN GRAPHE ORIENTE (. —
On suppose que les demi-degrés extérieurs (resp. intérieurs) sont rangés
par” 'ovtlie croissant i odeSdl s edn Bt dyeZdy it wd T (vesps )
désigne donc la ;™" valeur de la suite des d* (resp. d7). On désigne par E[m]
la partie entiére du nombre m.

Trtorime. — Soit G un graphe orienté (X, U), sans boucles, ¢ n sommels :
| X

intérieurs élant rangés par ordre croissant :

=n el soit k un entier : 1k <n. Les demi-degrés extérieurs et

stodi ek — pour 12 j 2 —1— {[;[u +1]

clsi dizj+h—1 pour 1= j_n—1— [[E[UTK‘ ]

alors G est fortement k-connee.

Démonstration. — Soit S un ensemble d’articulation & s sommets
|5|=s, c’est-a-dire que le graphe G’ obtenu & partic de G en suppri-
mant les sommets de S n’est pas fortement connexe. Soient (, et Cy
les composantes de G’ obtenues dans le lemme ci-dessus. Posons



/
J=mf[|C,[, |Cgl]l. On a j_—_(n— s)/2. Pour la commodité du raison-
nement nous supposerons par exemple j =1C, i On a pour tout z sommet
de: Cy: dH{@) L] —14s Comme | X,|=7 7 d;Zj4 ¢ —1. Diaprés
Phypothése, soit (1) s=Fk, soit (ii) j>n—1—dg uetmer LeS n—5—]
points de X —C,—05 ont un demi-degré intérieur inférienr ou égal 2
n—1i—j. Doned, . ,—=n—j—r1.
(1) Si Jeem e T dl;[m—k/e)q] Lt (Z]_E.-It—f:'/z';—l-— y 501t

n—s—j<(n—k)[2; comme j(n—s)/2, il vient s k.

Dans tous les cas : s~k et G est done fortement k-connexe.

3. DANS CE PARAGRAPHE £ DESIGNE UN ENTIER : 1=k < n.

Cororrsire 1. — Soit G un graphe arienté a n sommets. St G vérifie
Pour tout entier j : k—1-27 2 (n+k—3)f2, |S}|Zj+1—k e
{S;[;_':j—{—z—lf o S ievageX o dilz)Ly) ot Bi={z : z€X u
dela)=jl, alors G est fortementi E-conneze.

Il se déduit du théoréme précédent en remarquant gqu’avee ces hype-
theéses, on a

2

2 c A heB . n-+k—3

pERal e R By e S

Remargue. — On peut obtenir un énoncé plus fort en supposant que

74

9

sour = (n-+k—3)/2, Vune seulement des inéealités suivanies est
J \ 1 / ] =
vérifide

L n—r . n—1£
] Dtk —1 x: ou ’ Su+k—n l = 4
! 2 el 2
Cororraire 1 bis (*). — Soit G un graphe non orienté 4 n sommets,

posons

S;=da:geXea d(X) )

Si G satisfaii a :

(1) Pour tout entier j tel que k —1—j<<(n-+k—3)[2, |S;|<<j+1—k;

(2) |Supari_np=n—k, alors G est k-conneze.

Il suflit d’appliquer le corollaire 1 (énoncé fort) au graphe symétrique
orienté associé & G, en remarquant que di(w)=d;(z), ce gqui explique
le n—k [et non (n—k)[2] de (2).

Cororraire 2. — Soit G un graphe orienté & n sommets tel gue nour fouf
g I

sommei x

Lo+ h—n2 oy Nk —2
di(o) o ——— el de(iv) > :
i 2 2
(G est fortement k-conneve.
Comorraire 2 bis (*). — Soit G un graphe non orienté @ n sommets fel

que pour tout sommet x:d(2)_~(n-+k—2)[2, alors G est k-connexe.



4. GraPHES « l-ARC HAMILTONIENS » — L’objet de ce paragraphe est

de généraliser un théoréme de Posa (*) concernant les graphes « k ardte
hamiltoniens » : graphes pour lesquels tout systéme de chaines élémen-
taires deux & deux disjointes de longueur totale % est contenu dans un
cycle hamiltonien.

Nous appellerons graphe « k arc hamiltonien » [o—k<n, oit n est le
nombre de sommets du graphe] tout graphe ovienté pour lequel iout systéme
de chemins élémentaires deux d deux disjoints, de longueur totale k, est contenu
dans un circuit hamiltonien. En particulier tout chemin de longusur k
d’un graphe « £ arc hamiltonien » est contenu dans un circuit hamiltonien.

Pour k=0 on retrouve la notion de graphe orienté hamiltonien.

Pour k=n —1, les graphes « n —1 arc hamiltoniens » ont été carac-
térisés par Chartrand, Kronk, Lick (7).

Nous utiliserons la propriété suivante énoncée par Nash Williams (7).

Prorposition. — Si dans un graphe ortenié G on a, quel que soit lo
sommet @ : di(2) == nl2 et di(2) > n/2, alors G posséde au moins un circuit
hamtltonien.

Cette proposition se déduit immédiatement du théortme de Ghouila-
Houri [(%), p. 318], en remarquant que G est fortement connexe d’aprs
le corollaire 2.

Tutorime. — Si dans un graphe orienté G & n sommets, on a pour tout

sommet x :
e g N R
di (@) = : dg(e) 3

5

alors G est k-arc hamiltonien.

Démonstration (par récurrence). — Le théoréme est vrai pour j=o
(proposition précédente); supposons le vrai pour tout j<Ck et montrons
qu’il est vrai pour j=k.

Soit done un graphe G avec di(2) > (n 4 k)[2, di(2) = (n 4 &)/2 pour

tout sommet 2. Soit un systéme quelconque de chemins élémentaires
deux & deux disjoints de longueur totale % et soit p,=[x,, 2y, ..., 23]
un chemin de ce systéme. On a 1=—h_—F,

Au chemin v, associons le graphe G, obtenu & partir de G en suppri-
mant les sommets de o el en rajoutant un sommet ¢ ef pour chaque
sommet & n'appartenant pas & C un ave (z, ¢) si (@, 2,) est un are de G et
un are (¢, @) si (z, ¢) est un are de G.

Remarquons qu’il y a équivalence entre :

G, admet un circuit hamiltonien = G admet un cireuit hamiltonien
contenant le chemin C.

G. est un graphe qui a n.=n — h sommets.

Pour 2z sommet de G, : z>%¢c, on a

i, (w) = d¢ (w) — nombre d'aves (@, ay) avee a;e(C, &3 @

di (@) = dg () — nombre daves (a2, 1) avee w;e(, 27



Done
di () =~ di(2) — I, di (&) 2dala) —d;
Quant au sommet ¢, on a dg(c)=>d;(x,) —h (2, pouvant &tre relié
aux hz; de C), de méme d;; (¢) = d; (xy) — h.
Tenant compte des conditions imposées a di(z) et di(a) il vient

n~|—/¢_~/1: |Lr‘-l~1.—/c—/z,

9 )

di () =

{ (el ey (e
(_]C (J") A J-—r,|—‘-/_/’

2

pour toul sotmet .2 de G,

En appliquant I’hypothése de récurrence au graphe G, avee j=/k —/
(0j<k) on en déduit que tout systéme de chemins élémentaires de
longueur totale k— & de G. est contenu dans un circuit hamiltonien,
donc que dans G il existe un circuit hamiltonien contenant le systéme
donné.

Cororraire 3. — Théoréme de Posa (*), st dans un graphe (non orienté) s on
a d(z) == (n -+ k)2 pour tout sommet x de G, alors G est «k aréte hamiltonien>».

CoroLLaTRE 4. — Si dans un graphe orienté G on a quel gue soit le sommet v
de G

rRIuE n—r
Loy di ey

di(a) =

alors pour tout couple (a, b) de sommets distincts, il existe au moins un chemin
hamiltonien partant de a et finissant en b.
Remargue. — On aurait pu songer & un énoncé plus fort en imposant
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des conditions & di(2) + di(2) mais comme le montre le contre-exemple 3
(p. 324) de Ghouila-Houri (°) il n’en est rien : on peut avoir

di(@) +dg(x) =n—+1

et G fortement 2-connexe avec des aves nappartenant & aucun circuif
hamiltonien.

(*) Séance du 29 juin 1970.
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versité de Waterloo (Ontarin, Canada).
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(*) CuarTrRAND, Krowk et Lick, Fundamenlae blalhemalicae, 65, 196y, Pologne,
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