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THEORIE DES GRAPHES. — Arbres mazimays ayant aw plus n sommets
pendants. Note (*) de M. Jran-Cravon Brivwonn, présentée par

M. Jean Leray.

On détermine Ia meilleure fonction f(n, h) telle que tout graphe connexe 3 n
sommets et m arétes avec m > f(n, h) admette un arbre maximal ayant au plus

h sommets pendants, probléme DOsé par Michel Ias Vergnas ().

Les définitions sont celles de (). G = (X, E) désigne un graphe simple,
fini (non orienté, sans boucles, ni arates multiples). On pose [ X | = p;
[E| = m On SUppose que G est connexe ot Ion s'intéresse aux arbres
mazimaux du graphe G, ayant ay plus h sommets pendants (sommets de
degré 1), avec BUbIeE fE o 90 B particulier, un arbre maximal & deux
SOmMmets pendants est une chatne hamiltonienne, (Les résultats donnés
s’étendent au cas f — 1 op considérant dans les énoncés ¢un arbre maximal
& un sommet pendant » comme un cyecle hamiltonien.) Nous utiliserons
le résultat suivant, cas particulier d’un théoreme de M. Las Vergnas
[proposition 2 @ Gedni o .= d, désignant la suite des degrés des
sommets de G rangés par ordre non décroissant; si pour tous les couples
d’indices i, J avec 1 << tels que : di=—7 — /4 | et di=j— h oona
di fodim— + 1, alors le graphe G admet un arbye maximal ayant ay
plus 7 sommets pendants. [Dans le cas }, — 1, on a avee Ia convention
ci-dessus, un résultat de Bondy-Nash-Williams sur Iexistence d’un cycle
hamiltonien : corollaire 2, p. 199 de (') ou (*).]

Dans ce qui suit, nous désignerons par G (n, p, h) le graphe dont Pensemble
des sommets X ost Uunion de trois ensembles : A, B, C, non vides, deur a deyy
disjoints apec |A|=n — 2Dk (Bl gl T [ Glisip, o
OU une aréte appartient ¢ (. (n, p, ) si elle a au moins une extrémité dans B,
ou ses dewx ewtrémités dans A [On peut dire aussi que G (n, p, h) est forme
d’un graphe complet 4 n — p sommiets, dont p — h L 4 sont reliés & tous
les éléments d’un ensemble stable p éléments.] On a .

dil@)i—dni— iy Sl xEA; a0 s TeB;
di) =t e (.
La suite des degrés de G (7, p, h) est donc
dip— p=Pe el A= o prsy =n —p—1;
(i e d —smea

Enfin G (n, p, h) a un nombre d’ardies m = H(n, p, 1), oi
E(n,p,]l):p(p——lz—}—l)—f—(n;p):1/2(11‘-‘~(2p+1)12+p(3p-2/1+3)).

Rehmrgues. ~ L A< B - 9, C=£ @ entratnent el pog paiitg 2/2,
done en particulier 7 = h 4 2,

2. G(n, p, h) est Is soul graphe ayant la suite de degrés ci-dessus et cette
suite de degrés ne vérifie pas les hypotheses du théoréme de [Las Vergnas.



On a méme :

Lemme 1. — G (n, p, k) ne contient pas d’arbres maximaux ayant moins
de h + 1 sommets pendants.
En effet, on a au plus |B | — 1 sommets de G, qui sont de degré > 1

dans un arbre maximal quelconque, soit donc au moins h sommets de C
qui sont pendants. S’il existe un arbre maximal avec exactement i sommets
de C qui sont pendants, les sommets de B étant alors tous utilisés dans
I'arbre et A étant un sous-graphe complet non vide, il y a au moins un
sommet de A qui est pendant. Sinon tout arbre maximal a au moins f - 1
sommets de C qui sont pendants et done dans tous les cas un arbre maximal
de G (n, p, h) a au moins A + 1 sommets pendants (et d’ailleurs il en
existe au moins un ayant & - 1 sommets pendants).

Remarque. — Les graphes G (n, p, h) sont maximaux en ce sens que
I'adjonction d’une aréte quelconque entraine ’existence d’un arbre maximal
a h sommets pendants dans le graphe obtenu.

Lenwe 2. — Tout graphe connexe ¢ n sommets n'ayant pas d’arbre mavimal
amoins de h + 1 sommeis pendants (avec n == I + 2) a un nombre d’arétes m -
m-— SUp: E (n, p, h),
el

e R e

2

. B (n,p, h) = 1/2i(n¢ — @p+Dn+pBp—2h+ 3))
et cellte borne est la meilleure possible.

Si G n’a pas d’arbre maximal 4 moins de + 1 sommets pendants il existe
d’apres le théoréme de Las Vergnas deux indices p et g, p <gq, tels que
dpZp—h+1,d=q—h et dp +dy < n — h. Soit p, le plus “petit
indice p tel que d, < p — h - 15 alons il a—ipt S op ey (car py =)

— 4, =1 (G connpexe) = p, — b L 4> 1, soit p, = b

ez

dpZdyetd, +d,=n—h= dy, <= (n — h)[2, soit py == (n — h & 2)/2.

Lo —— ey

Un tel graphe a, d’autre part, au plus
i AN
po(po —h + 1) + (n 9 p) = E (n, p,, ) arétes

(pv sommets de degré inférieur ou égal & p, — h + 1, les autres sommets
formant un sous-graphe complet & n — p, éléments). On a bien le vésultat
annoncé; la borne est atteinte pour les graphes G (n, p, h).

Remarque. — Parmi les graphes vérifiant d,, = p, — h 4 1 et ayant le
nombre maximal d’avétes I (n, p,, h), seul G (n, p,, h) n’admet pas d’arbre

maximal & moins de / - 1 sommets pendants. En effet, un graphe vérifiant

dy, = py — h 4+ 1 et ayant E (7, po, h) arvétes est formé d’un stable & Po élé-
ments et d’un graphe complet & n — p, sommets avec Po (po — h 1) arétes

entre, et le seul cas ot on n’ait pas d’arbre maximal & moins de i L 1 som-
mets pendants se produit lorsque ces ardtes relient los Po sommets du stable
a py — h 4 1 sommets, c¢’est-a-dire pour G (n, py, k). Ceci signifie que les
graphes, n’ayant pas d’arbre maximal 4 moins de h -+ 1 sommets pen-
dants, avec le maximum d’avétes sont & rechercher parmi les G (n, p, h).



Tutorime 1. — Tout graphe conneve G = (X, E) apec | X | =net|E|=m
ayant un nombre d’arétes m > f (n, h) admet un arbre mavimal ayant aw
plus h sommets pendants, ot :

f(n,h) =n — 2 pour n=h-+1,
f(n,h)zE(n,[n——{_-ng, h) pour h-+2-n=L5h—2,
f(n, h) =E (n, h; h) pour n>bh—2.

(E(n, p, h) =1/2(n* — 2p+1)n +p(Bp —2h+ 3)) et [z] désigne la
partie entiere du nombre 2).

Démonstration. — Si n = h 4 1, tout graphe connexe admet un arbre
maximal & au plus n — 1 sommets pendants et donc m >n — 2. Si
n >~ h -+ 2, on a d’apres les lemmes 1 et 2 :

f(n, h) = sup  E (n, p, h).

/,4,;4&"_7_

Pour établir la proposition nous allons comparer E (n, p, h) et E (n, g, h)

pour p et g compris entre i et (n 4+ h — 2)/2. On a
. 2(E @, p,h) —E(,qh)=(q—p)@n—3p—3q¢+2h—3),
done pour p < ¢
E(m,p, ) <E(@qh < 2n=3p+3qg—2h+2.
— En particulier, on a
E@m hh)<E@mqgh <= 2n=h-+43q-4 2
Comme ¢ = (n -+ h — 2)/2, on a
E (n, h, h)> E (n, ¢, k) pour tout q
sitn>2h+3(n-+h—2)+F 4 soit n>5h—2 et alors
f(n, h) = E (n, h, ).

= Sk i nied hil o 2051t

o [n—_l—_—h—:%], alors f(n, h) = sup E(n,p,h).
/

2 = p=p,
Montrons que pour i =~ p =~ po, E (n, p, k) = E (n, p, h), ce qui entrainera
le résultat annoncé. Or
E (n, p, b) = E (n, p,, h) si 2n=3p-+3p, —2h -+ 3.
Comme p == h et p, == (n -+ h — 3)/2, ceci est réalisé si
dn-=2h+6 -+ 31+ h—3), soit n=5h — 3.
Pour n=5h — 2, on a
po =3I —2 et 2n=10h —4<h+3@Bh—2)+3=10h — 3.

Tutorine 2. — La fonction f(n, h) de la proposition 1 est lo meilleure
possible en ce sens que pour tout n el pour tout h il existe aw moins un graphe



ayant f(n, h) arétes et pas d’arbre mazimal ¢ moins de h -+ 1 sommets
pendants. Pour n =~ h 4 2 les graphes extrémaux sont :

— pour h+2=—n-=—5h — 2 : les seuls G (n,[(n + h — 2)/2], h) sauf
pour n =5 h — 3, auquel cas on a en plus G (5h — 3, I, h);

— pour n>b5h — 2 : les seuls G (n, h, h) sauf pour n =>5h, auquel
cas on a en plus G (b h, 3h — 1, k).

Démonstration. — D’aprés la remarque suivant le lemme 2, les graphes
- extrémaux sont a rechercher pour n >~ h + 2 parmi les G (n, p, h). (Pour
n<_h -+ 1 les graphes extrémaux sont non connexes.) Une étude des
inégalités strictes dans la démonstration du théoréme 1 donne le résultat.
Ainsi E (n, h, h) > E (n, ¢, h) pour tout gsin > 5 h. Pourn = 5 1,

EGhhh)=EQGhL3h—1,h

Pour: n="5h —l, B(n, h, h) = E (n,'q, h) entrainerait 3g —9h — b}
1mpossible.
Dans le cas h +22n25h — 2,
E (n, p, h) < E (n, py, h) si n<<bh-—3.

Pour n=5h — 3, on a
EGh—3,3h—3,h)=EBh— 3,1 1)
et pour n =5 h — 2, on avait inégalité stricte.
L’application des résultats ci-dessus au cas h = 1, avec la convention
donnée au début et en remarquant que seul se produit n > 5 h — 2, donne :
CororLraire 1 [Ore (). — St m > E (n, 1, 1) =1/2(n* — 3 n + 4),
G admet un cycle hamiltonien, la borne étant la meillewre possible.
Cororraire 2 [Bondy (*)]. — Les seuls graphes non hamiltoniens ayant
12 (n* — 3 n + 4) arétes sont les seuls G (n, 1, 1) sauf n =5 o on a en
plus G (5; 2, 1).
Dans le cas h = 2 on a les résultats survants :
Cororraire 3. — G étant un graphe a aw moins quatre sommets avec un
nombre d’arétes m > g (n) admet une chaine hamiltonienne ot
g(n)y=1/2(n* —5n + 10) pour n =4,5 e n>8§;
gO)= 93 g7) =125 1gi(8) = 18,
Les seuls graphes a g (n) arétes n’ayant pas de chaine hamiltonienne sont :
— i ppur me—i4. By Wetin = 10 5 Gl % 205 poverins — 0 VG053 2)
pour =1 GUT,8:2) ver G20 2)ispaunin — Ot GBS B
pourn = 105 G102 2tet G (10, 5, 2)

(*) Séance du 24 mai 1972.

(") C. BERGE, Graphes et hypergraphes, Dunod, Paris, 1970.

(2) J. A. BonDY, Stud. Scienl. Malh. Hung., 4, 1969, p. 473-475.
(*) J. A. BonDY, Variations on the hamiltonian theme (4 paraitre).
(*) M. Las VErRaNAS, These, Faculté des Sciences, Paris (a paraitre).
(*) M. Las VERrRGNAS, Gomptes rendus, 272, série A, 1971, p. 1297,

(") O. OrE, Ann. Mal. Pura. Appl., 55, 1961, p. 315-321.
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