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GRAPHE REPRESENTATIF DES ARETES D'UN MULTIGRAPHE

Par J. C. BERMOND wr J. C. MEYER !

1. InTrODUCTION — La terminologie et les définitions sont celles de
Berge [2]. Rappelons qu'un multigraphe H = (X, E) est défini par un
ensemble fini X de points appelés sommets et par une famille finie E
constituée par des parties 4 deux éléments de X et des couples (z, )
ou z€X. Les éléments de E sont appelés ardtes de H et si z€X, ye X,
on écrira sy €K ou ay € E suivant que la partie { z, y} ou le couple (z, z)
est une aréte ou n’est pas une aréte de H. Une aréte du type xx est appelée
boucle et une aréte zy qui apparait plusieurs fois dans la famille F est
appelée aréte multiple. Si ay € E, x et y sont appelés extrémités de Paréte ay.
Deux sommets 2 € X, y € X, sont adjacents (ou reliés), si zy € E. Deux arétes
sont adjacentes, si elles ont au moins une extrémité commune.

Un sous-multigraphe d’un multigraphe H = (X, E) engendré par un
ensemble ACX est le multigraphe ayant pour sommets les points de A
et pour arétes, les arétes de H ayant leurs extrémités dans A.

Un muliigraphe partiel d’un multigraphe H = (X, E) engendré par une
sous-famille F' de E est le multigraphe ayant pour sommets les points
de X et pour ardtes la famille F.

Un sous-multigraphe partiel d’un multigraphe H est un sous-multigraphe
d’un multigraphe partiel de H.

Un graphe stmple est un multigraphe sans boucles ni arétes multiples.

Un graphe simple G = (X, E) est complet si pour tout 2€X et pour
tout y€X, v 52y, ay€E. Une cligue d’un graphe simple G est un sous-
graphe complet de G.

Etant donnés deux graphes simples G = (X, E) et G/ = (X', E/),

7 4 7
X:{xlywz,--wm"}’ X :tmrnx,-z:---’xu}’

on dit que G et G’ sont isomorphes et on note G ~ G’ §'il existe une bijec-
tion ¢ de X sur X’ telle que ;2,€E si et seulement si ¢ (z) ¢ (z,)€E/.



On appelle graphe représentatif des arétes d'un multigraphe H un graphe
simple dont les sommets représentent les arétes de H, deux sommets
étant adjacents s’ils représentent des arétes adjacentes. Ge concept remonte
a Whitney [7].

Diverses caractérisations des graphes représentatifs des arétes d’un
graphe simple ont été données. On peut les résumer dans le théoréme
suivant (pour une démonstration, voir Beineke [1] ou Berge [2], chap. 17).

Un triangle d’un graphe simple est dit normal si tout sommet du graphe
est adjacent & un nombre pair de sommets du triangle; dans le cas contraire
il est dit spécial.

La condition (v) est due & Krausz [5], la condition (iii) & Van Rooij
et Wilf [6], la condition (ii) & Beineke [1] et Robertson (non publiée).

Tutorime 1. — Pour un graphe simple G, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) G est le graphe représentaiif des arétes d’un graphe simple.

(i) G n’a pas comme sous-graphe un des neuf graphes de la figure 1.

(iii) G n’a pas comme sous-graphe le graphe G. de la figure 1 et s1 abc
et bed sont deuz triangles spéciauz distincis, alors a et d sont adjacenis.

(iv) La famille des cliques mazimales de G, qui ne sont pas des triangles
normauz recousre chaque sommet deuz fois au plus, et chaque aréte une fois
au plus; en outre, G n’a pas comme sous-graphe le graphe G, de la figure i,

(v) Il existe une partition % des aréies de G en cligues de sorte que chaque
sommet appariienne & au plus deux cligues de Z.

En ce qui concerne les graphes représentatifs des arétes d’'un multi-
graphe, il existe une caractérisation dans le cas des multigraphes sans
boucles ni triangles (Berge [2], p. 392). Une caractérisation en termes
d’exclusion de sous-graphes est proposée en exercice dans Harary ([4], exer-
cice 8.14, p. 83) comme étant due & Geller, mais, comme le montre notre
théoréme 2, elle est fausse. Dans cet article nous donnons essentiellement
une caractérisation exacte en termes d’exclusion de sous-graphes (théo-
réme 2), pour laquelle nous utiliserons la condition de Beineke [théo-
réme 1 (ii)]. Auparavant, nous généralisons le résultat de Krausz
[théoréme 1 (v)]. Enfin nous donnons une caractérisation en termes de
cliques maximales.

La remarque suivante nous perraettra dans la suite de nous restreindre
aux multigraphes sans boucles.

Remaroue. — Tout graphe représentotif des arétes d'un mulligraphe
avec boucles est aussi représentatif des arédtes d’un multigraphe sans boucles.



En effet, si G est le graphe représentatif des arétes d'un multigraphe avec
boucles, G est aussi le graphe représentatif des arstes du multigraphe
obtenu en remplagant chaque boucle par une ardte pendante.

2. PREMIERE CARACTERISATION.

Prorosition 1. — Un graphe simple G est le graphe représentatif des
arétes d’'un multigraphe sans boucles si et seulement si il existe une
famille (E;| i €1) de cliques avec les propriéiés :

(1) toute aréte de G appartient & au moins une des E;;

(2) tout sommet de G appariient & exactement deus E..

DEMONSTRATION

Condiiion nécessaire. — Soit G le graphe représentatif des arétes d’un
multigraphe sans boucles H. A chaque sommet z; de H associons la
clique E; de G engendrée par les sommets de G représentant les arétes
de H ayant une extrémité au point z.

Si u est un sommet de G, u représente une aréte x;z; de H avec z; 7 z;
et u appartient aux deux cliques E; et E; et & elles seules.

Si e est une aréte de G d’extrémités u et ¢, les sommets u et ¢ repré-
sentent deux arétes de H adjacentes, qui ont donc au moins une extrémité
commune z; et e appartient & la cligue E,.

Condition suffisante. — Si on considére le multigraphe H ayant pour
sommets les E;, i€1, et ol les deux sommets E; et Ej, 1 3 sont joints
par k arétes avec k = | E;NE;|, on vérifie en utilisant les propriétés (1)

et (2) que G est isomorphe au graphe représentatif des arétes de H.

3. THEOREME PRINCIPAL.

Derinirion. — Soit G = (X, E) un graphe simple. Sur X on définit
la relation d’équivalence R :

zeX, yeX, zRy < (ueX|weE|v{iz]={veX|yeEju(y}.

Le graphe rédutt de G est le graphe simple G’ = (X', E/) défini par :
— zeX,yeX,zyel’ s aye€ll, pour 2€x et yEy.

On dit qu'un graphe simple est réduit s’il est isomorphe 4 son graphe réduit.

Notation. — Pour noter qu'un graphe est isomorphe & un des graphes G;
des figures 1 ou 2, nous écrirons celui-ci sous la forme d'une suite a, a4, .. . a;



de ses sommets rangés de sorte que la bijection ¢ réalisant 'isomorphisme
vérifie ¢ (a:) = 1, ¢ (a2) = Xa, ..., ¢ (ar) = @, ol les x; sont précisés sur
la figure représentant G;.
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Lemme. — Soit G un graphe réduit. Si G a comme sous-graphe un des

neuf graphes de la figure 1, G a comme sous-graphe un des sept graphes de

la figure 2.

DiémonstraTioNn. — Posons G = (X, E). 51 G contient comme sous-
graphe I'un des graphes Gy, G; ou G, il n’y a rien a démontrer. On
supposera donc que G n’a comme sous-graphe aucun de ces trois graphes.

Nous utiliserons la remarque suivante : si S est un sous-graphe de G
et si a et b sont deux sommets équivalents dans S, il existe z &€ X adjacent



a un seul des points ¢ ou b car G est réduit et par raison de symétrie
on peut supposer que za€E et zb& E.

: p
- W@ gy o oo
O34 2Oz ac OC:
o0 S 1
5
Lz X3 g g 204 oy
(e Gg Bg
oy {Cp B3 ]
331 302 ») Lp
g > P4 g \\thﬁ.
B0 By
- g
Ty X5 3 — NS
C 2r
’ / 7 z
oog 2C4 Xg W L4
Biz B3
Fig. 2

10 Supposons que G contienne abede >~ G..

D’apres la remarque ci-dessus, 1l existe € X tel que za€E et ab&gE.
zc€E ou zd€E sinon azed =~ G,. Par raison de symétrie, on supposera
que zc € E. Alors ze € K sinon cxbe =~ G,. Mais alors aczbed ~ G, ou G,
suivant que zd&E ou zd € E.

20 Supposons que G contienne abede =2 G,

D’aprés la remarque, il existe z€X tel que ze€E et zbgE.
zc€F ou ze€E sinon acex ~ G,. Par raison de symétrie, on supposera
que zc€E.



Premier cas : xd€f. — D’aprés la remarque, il existe y&X tel
que ya€E et ydgE.
(2) zy&E : Alors ybeE sinon azyb ~ G,.

(i) zeE : Alors ye€E sinon azey ~ G,. yc€E sinon bdcexy ~ G,
mais alors bdcexzya ~ G,,.

(1) ze€E : Alors yc€E ou ye€E sinon acey =~ G,; on supposera par

raison de syméirie que yc€E. Mais alors dbceyza ~ G, si ye€&E et
debzyc ~ Gy, si ye€E.

(@) zyekE :
(1) zegE.

(@) yc&E : Alors ye€E sinon acye ~ G,. yb&E sinon acbeyz ~ G,
mais alors bdcezy ~ G,,.

(b) yc€E : 51 ye€E, alors cdbwey ~ G, ou Gy, suivant que yb&E

ou ybeE. 5i yedkE, alors yb€E sinon edbaey ~ G,, mais, dans ce cas,
cdbzeya ~~ Gy,.

(i) ze€E : yc€E ou ye€E sinon acey ~ G, et par raison de symétrie
on supposera que yc€ K.,

(@) yest E : Alors daceyba o~ Gy, si ybeE et duceyb~ G, si ybeE.

(b) ye€E : Alors dexbye o~ Gy, si yb&E et dewbyea ~ Gy, si ybeE.

Deuxiéme cas : xdgE. — Si ze€E, alors bdcexz ~ G, et on est ramené
au ca$ ou G contient un sous-graphe isomorphe & G,. On supposera done
que ze€ E. D’aprés la remarque, il existe y€ X tel que yb€E et yd&E.

() ya€E : Alors zy€E sinon adzy ~ G,.

On ne peut avoir :

— yc B et yegE, car dans ce cas acey ~ G,.
— uc€E et ye€R, car dans ce cas acdeyw ~ G,.
— yc€E et yegE, car dans ce cas beydze ~ G,.

Donc yc€F et ye€E, mais alors beydzes ~ G,.

(B) yagE : Alors yc€E ou ye€E sinon beey ~ G,.

(1) yc&E, donc ye€E. ay€E sinon abecyr ~ G, et, dans ce cas,
abecyz ~ G,,.

(ii) yc€E : 2y €L sinon cdrxy ~ G,. ye €L sinon acxdye ~ G, et, dans
ce cas, aczdye > Gy,.

3° Supposons que G contienne abedef ~ G..



D’aprés la remarque, il existe z € X tel que za € E et 2bei E. Une au moins
des arétes de chaque couple suivant appartient & E : (we, ze), (zc, zf),
(zd, ze), (xd, zf), sinon G aurait un sous-graphe isomorphe & Gi, ce qui
implique que l'on ait au moins

xcelE et xzdeR

ou
zeeE et zfeE.

Par raison de symétrie on supposera que zc€F et zd€E. Mais alors
acbdr ~ G; et on est ramené au cas ou G contient un sous-graphe
ismorphe & G;.

4° Supposons que G contienne abedef =~ G;.

D’aprés la remarque, il existe z & X tel QUe zo€l et b E.

(¢) zcE : Alors ze€E sinon acxe ~ G,. zf€E, sinon exbf ~G,.
Dans ce cas, aczbfc ~ Gs.

(B) dgE : On se raméne au cas («) en échangeant ¢ et d.

(7) zc€E et ad€E : Alors achbdx ~ G; et on est ramené au cas ou G
contient un sous-graphe isomorphe a G;.

5° Supposons que G contienne abedef ~ Gg ou G.

D’aprés la. remarque, il existe z€X tel que 2a€E et zbdL,
¢ €E ou xd€E sinon azcd o~ G,. Par raison de symétrie, on supposera
que zc€E. Alors ze€E sinon czbe ~ G,. ad€E sinon acwbed >~ G,.
Alors zf € E sinon dfba o G, et zaef >~ G, si abedef =~ G, et xcefda ~ G,
si abedef >~ G,.

Tutoritue 2. — Pour un graphe simple G, les conditions suivantes sont
équivalentes :
(1) G est le graphe représentatif des arétes d’un multigraphe.
(1) G r’a pas comme sous-graphe un des sept graphes de la figure 2.
(i) Le graphe réduit de G est le graphe représentatif des arétes d’un
graphe simple.

DEMONSTRATION

(i) = (i) : 81 G est le graphe représentatif des arétes d’un multi-
graphe H, tout sous-graphe de G est le graphe représentaiif des arétes
d’un sous-multigraphe partiel de H. Il suffit donc de. montrer que les
sept graphes de la figure 2 ne sont pas des graphes représentatifs des ardtes
de multigraphes. Tout d’abord, d’aprés le théoréme 1 (ii), ils ne sont



pas représentatifs des arétes de graphes simples, car G,, et G, ont
pour sous-graphe @i z.@ozyw; ~ G, et G et Gy ont pour sous-
graphe ;2,25 2,2, =~ G;. Ils ne sont pas représentatifs des arétes de multi-
graphes; en effet, on vérifie que deux points quelconques d’un méme
graphe G; de la figure 2 ne sont pas équivalents dans G..

(i1) = (1) : Soit G’ le graphe réduit de G. Tout d’abord si H’ est un
sous-graphe de G’, il existe un sous-graphe H de G isomorphe a H’.
En effet, si ’ensemble des sommets de H' est { %, Zs, ..., Z, ], soit 2:€%;
pour i = 1,2, ..., p. Le sous-graphe de G engendré par {zi, s, ..., 2]
est isomorphe & H'.

Donc si G ne contient comme sous-graphe aucun des sept graphes de
la figure 2, G’ ne contient comme sous-graphe aucun de ces sept graphes
et d’aprés le lemme, G’ ne contient comme sous-graphe aucun des neuf
graphes de la figure 1. G’ est alors, d’aprés le théoréme 1 (i1), représentatif
des arétes d’un graphe simple.

(1) = (1) : Soit G’ le graphe réduit de G. 51 G’ est le graphe repré-
sentatif des arétes d’un graphe simple H’, G est le graphe représentatif
des arétes du multigraphe H défini par :

— les sommets de H sont ceux de H';

— deux sommets « et b de H sont adjacents dans H si et seulement si
ils le sont dans H’ et dans ce cas le nombre d’arétes reliant @ et b dans H

est égal & la cardinalité de la classe z, ou z est le sommet de G’ qui repré-
sente l'aréte ab de H'.

4, AUTRE CARACTERISATION.

Dérinition. — Une cliqgue C d'un graphe simple G = (X, E) est
normale, s’il existe une partition de C en sous-cliques K, K., K; vérifiant
les propriétés :

1) Si zeX — (C, ou bien z n’est relié & aucun point de C, ou bien
b p 9

il-existe 1 = 1, 2 ou 3 tel que z soit relié & tous les points de C — K, et
a aucun point de K.

(2) 51 z€ K, ye€Kj, 1 #j, « n'est pas équivalent & y dans G.

I est immédiat de voir qu’une clique d’un graphe simple G est normale
si et seulement si elle induit dans le graphe réduit de G un triangle normal.

Prorosition 2. — Soit G un graphe simple. G est le graphe représentatif
des arétes d’un multigraphe si et seulement st G ne contient comme sous-
graphe nt Gy ni Gy, et st la famille des cliques maximales de G qui ne sont
pas des cliques normales recouvre chaque sommet de G deux fois au plus.



DimonsTrRATION. — Soit G/ = (X', F/) le graphe réduit de C.

Remarquons qu’une clique est maximale dans G si et seulement si elle
induit dans le graphe G’ une clique maximale de G'.

Condition nécessaire. — Supposons que G soit le graphe représentatif
des arétes d’un multigraphe. D’apres le théoréme 2, G ne contient comme
sous-graphe ni G, ni G, et G’ est le graphe représentatif des arétes d’un
graphe simple. D’aprés le théoréme 1 (iv), la famille de cliques maximales
de G’ qui me sont pas des triangles normaux recouvre chaque sommet
de G’ deux fois au plus et donc la famille des cliques maximales de G
qui ne sont pas normales, recouvre chaque sommet de G deux fois au plus.

Condition suffisante. — Tl nous suffit de montrer, d’aprés le théoréme 2,
que G’ est le graphe représentatif des ardtes d'un graphe simple et pour
cela d’aprés le théoréme 1 (iv), il nous suffit de montrer que :

1) G’ ne contient pas comme sous-graphe le graphe G,.
p grap grap

(2) La famille des cliques maximales de G’ qui ne sont pas des triangles
normaux recouvre chaque sommet de G’ deux fois au plus.

(3) La famille des cliques maximales de G’ qui ne sont pas des triangles
normaux recouvre chaque aréte de G’ une fois au plus.

Les propriétés (1) et (2) sont directement entrainées par les hypothéses
faites sur G. Montrons la propriété (3) en raisonnant par 'absurde.

Supposons que dans G’ = (X/, E/) I'aréte zy soit recouverte par deux
cliques maximales distinctes C, et C;, C, et C, n’étant pas des triangles
normaux. G’ étant réduit il existe (d’aprés la remarque du lemme) z€ X/
tel que zz€ ' et zyg E’. Une cligue maximale contenant zz est nécessai-
rement un triangle normal, sinon il existerait, dans G/, trois cliques maxi-
males distinctes qui ne sont pas des triangles normaux recouvrant z.
Soit zzt ce triangle normal.

Premier cas : t€C, U Cy. — zzt étant un triangle normal, yt€ E/, xyt étant
une clique contenant z est un triangle normal. C, et C, étant deux cliques
maximales distinctes, il existe u€C, et ¥ €C, avec uvg /. ayt étant un
triangle normal, ut ¢ E' et vt g E/. Mais alors zuvi ~ Gy, ce qui est impossible.

Deuziéme cas : t€C,NCs. — C, et C, étant deux cliques maximales
distinctes, il existe u&€C; et vEC, avec weE . Le triangle xzt étant
normal, uz€ B’ et vz E’, mais alors auvz~ G,, ce qui est impossible.

Troisiéme cas : t€C,UC, et t€CiNC,. — On supposera que t€C;,
alors 1€ C,. Co étant une clique maximale, il existe u€C, tel que ute K.
Le triangle oz étant normal uz € E/. Le triangle zuz contenant 2 est normal.



C. n’étant pas un triangle normal, il existe v & X’ tel que v soit relié & un
ou trois des points z, y, u.

(«) v est relié d un seul des points x, y, u.

Les iriangles zuz et xzt étant normaux, on a :

— si v est joint & x, vzEE’ et vi&E/, mais alors auvt ~ G,;

— sl v est joint & y, vz B et vi&E’, mais alors yutv ~ G, ;

— si v est joint & u, vz€E' et vi€E/, mais alors zuzvyt ~ G,, et le
cas (@) est impossible.

(B) v est relié a =, y et u.

Les triangles xuz et xzi étant normaux, vz€E’ et vi€E’. Les points y
et v étant équivalents dans le graphe mytuvz et G/ étant réduit, il existe,
d’aprés la remarque du lemme, r&X’ tel que ry€E’ et rog E'.

i€l ou ru€F/, sinon yriu =~ G,; on peut supposer par raison de
symétrie que rt€E’. Alors rz€E’, sinon irvz =~ G,. zzt étant normal,
reg B/ zuz étant normal, ru€E’. Mais alors yirvau ~ G,y, ce qui est
impossible.

Remarque. — En utilisant le résultat de [3] (le carré de tout graphe
représentatif des arétes d’un multigraphe connexe est hamiltonien), cet
article donne des conditions suffisantes pour gu'un graphe simple connexe
ait un carré hamiltonien.
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