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JINDICE CHROMATIQUE DE PRODUITS DE GRAPHES

*
J. —-C. BERMOND, A. GERMA, M. -C. HEYDEMANN

REsumé :
Nous €tudions 1'indice chromatique de divers produits de graphes régu-

liers, en particulier nous &tudions le cas oili cet indice est égal au degré du
produit.
Abstract :

We study the chromatic index (edge - coloring number) of some products

of regular graphs ; in particular we study the case where this number 1is equal

to the degree of the product.

0. Remarque préliminaire

Le résultat nouveau (Théoréme 3.3) que nous prouvons, nous avait deman—
dé une démonstration assez compliquée ; en particulier il nécessitait des théo-
rémes sur l'existence de 2 facteurs ([ 2]). Lors des journées de Grenoble, une
conversation avec J. -L. Fouquet et J. -L. Jolivet, que nous remercions, nous a
montré que ce résultat &tait en fait un corollaire immédiat du théoréme de
Koenig-Hall. L'intérét de ce qui suit,réside donc dans les résultats et conjec~

tures de Kotzig (non publiées) et dans les conjectures que nous proposons.
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. Introduction :

Les définitions sont celles de [1].

1.1 Indice chromatique d'un multigraphe G : c'est le nombre minimun de couleurs

nécessaires pour colorier les arétes de G de fagon que deux arétes adjacentes

aient des couleurs différentes. On le note q(G).

1.2 Un graphe régulier G est dit I-factorisable si et seulement si il existe

une partition de ses ar@tes en couplages parfaits ou de maniére équivalente si

q(G)=A(G) ot A(G) est le degré du graphe G.

Dans ce qui suit nous donnons des conditions suffisantes pour que le
produit de deux graphes réguliers soit l-factorisable (en particulier dans le

cas de la somme cartésienne et du produit cartésien).

2. Somme cartésienne :

Les graphes considérés sont simples, sans boucles, ni arétes multiples.

Les résultats et conjectures sont diis essentiellement & Kotzig [4]. Nous les

avons connus (ainsi que les démonstrations) par des notes de cours de U..R. Murty

[ 5].

2.1 Définition : Soient G=(X,E) et H=(Y,F) deux graphes ; on appelle somme carté-

sienne de G et H, notée G+H, le graphe K=(Z,D) avec Z=XxY et

= e
x| =x, et {y],yz} F

ou y,=y, et {x],xz} € E

{(X]:yl)(xzyy2)} €D <=>

La somme cartésienne de 2 graphes réguliers de degré A, et AZ est un graphe régu-

1

lier de degré A1+A2.

2.2 Théoréme : Si G est un graphe régulier de degré A(G) alors
q(G+K,)=D(GHK,) =0 (G)* |

Ce théoréme est du 4 P.E. Himmelwright et J.E. Williamson [3] et a &té redémontré

par Kotzig [4].

2.3 Corollaires : Si G est l-factorisable et H régulier, G+H est l-factorisable.
Si G et H sont réguliers et admettent chacun un couplage parfait, alors G+H est

|-factorisable.

2.4 Théoréme (Kotzig):Si G est cubique et Cn dénote le cycle de longueur n,

G+C  est |-factorisable pour n = 4.
2.5 Conjecture (Kotzig) : Si G est cubique sans isthme alors G+(C  est I~-factori-
sable,

Si G est cubique avec | isthme alors G+C3 n'est pas I-factorisable.

2.6 Conjecture (Kotzig): La somme cartésienne de deux graphes cubiques est

l-factorisable.

2.7 D'une maniére générale on peut étudier le probléme pour la somme cartésienne



deux graphes réguliers de degré quelconque.

3. Produit carté@sien :

Dans ce paragraphe nous considérons des multigraphes sans boucles.

3.1 Définition : Soient G=(X,E) et H=(Y,F) deux multigraphes. On appelle produit
cartésien de G et H et on note GxHE le multigraphe K=(Z,D) avec Z=XxY et

] o= 5 Aaio - | SR
mK((xl,yl)(xz,yz)) mG(x],xz) X mH(yl,yz), ol mG(x,y) désigne le nombre d'arétes
de G d'extrémités x et y.

Le produit cartésien de deux multigraphes réguliers est régulier et a pour degré

le produit des degrés des multigraphes.

3.2 Exemples : C2p X K2 est isomorphe & 1l'union sommet-disjointe de deux C

C2p+l X kz est 1somorphe a C

2p°
bp+2°

3.3 Théoréme : Si G est un multigraphe régulier, G x K2 est l-factorisable.

Preuve : G X K2 est un multigraphe régulier biparti ; d'aprés le théoréme de

Koenig Hall [ 1, p. 130] un multigraphe régulier biparti admet un coupla-

ge parfait et est donc 1-factorisable.
3.4 Corollaire : Si G est I-factorisable et H régulier G x H est I-factorisable.

3.5 Conjecture : Si G et H sont deux multigraphes réguliers et si G x H est

e, d‘osc\»q, {)@i( @Pé(‘) Gxr H P/)\Y \»fu c\(ovu;cf\xﬂz,

3.6 Remarque : On peut aussi considérer d'autres produits. On a immédiatement

par application de 2.2 et 3.3 que le produit fort d'un graphe régulier par K

2
est l-factorisable (le produit fort de G et H est 1'union de C+H et de GxH)
Le produit lexicographique a &t& partiellement étudié par P.E. Himmelwright
et J. Williamson dans une premiére version de 3] non publiée.
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