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Chiralités et exponentielles: un peu de différentiation

Esaie Bauer! and Marie Kerjean?

! ENS Lyon
2 LS2N et Inria, Equipe Gallinette

Résumé

Nous donnons une sémantique catégorique a la logique linéaire différentielle finitaire et polarisée. Cette axio-
matique donne un cadre a des modeles polarisés précédemment mis a jour dans les espaces vectoriels topologiques.
Elle s’appuie sur la notion de chiralités et les modeles non-polarisé de la logique linéaire différentielle munis d’un
biproduit.

1 Introduction

L’informatique, comme la physique et la biologie, est source de structures abstraites et de modeles dont I’étude
est intrinsequement intéressante. Ces différentes perspectives sémantiques - entre modeles d’un mouvement physique
et modele d’un calcul - se rejoignent parfois. En particulier, on retrouve dans I’étude de modeles dénotationnels du
lambda-calcul une caractérisation des preuves en terme de linéarité des fonctions. La logique linéaire (LL) [6] désigne
le calcul des séquent extrait de ce modele, et permet une compréhension des regles logiques structurelles en terme de
gestion des ressources. De méme, ’interprétation des formules de LL par des espaces vectoriels permet de retrouver
la notion de différentielle. La logique linéaire différentielle (DiLL) [3] est un calcul des séquent qui rajoute ainsi a LL
des regles co-structurelles, décrivant la différentiation des fonctions d’ordres supérieures.

La logique linéaire (LL) construit un transfert de techniques entre 1’algebre et la logique : elle permet un nouveau
point de vue sur le tiers-exclu, et la régle d’élimination de la double négation qui en découle : =——A — A. LL raffine
la logique intuitionniste en une logique classique pour une notion linéaire de négation. Quand en logique classique la
négation d’une formule A est équivalent a I’'implication de 1’absurde par la formule A :

—A=A=1,
en logique linéaire la négation correspond naturellement a I’'implication linéaire de 1’absurde par la formule :
At=A— 1.

Cette nuance permet d’introduire la notion de dualité et de polarisation en théorie de la preuve. En particulier,
la polarisation distingue deux classes de formules, négatives et positives. Les formules négatives sont celles qui sont
par constructions stables par double négation, alors que les formules positives se comprennent comme celles a qui un
défaut de structure ne permet pas cette invariance [7]. Cette distinction induite par la notion de négation linéaire trouve
ensuite des applications en recherche de preuve [1].

Alors que la sémantique dénotationnelle s’attache a interpréter les programmes comme des fonctions — princi-
palement dans la théorie des domaines, la sémantique catégorique est plus spécifique et s’intéresse aux programmes
fonctionnels typés. A travers la correspondance de Curry-Howard, un programme de type A = B est interprété
comme une preuve de la formule B sous 1’hypotheése A. A leur tour, ces preuves de A - B sont interprétées comme
des morphismes de ’objet A vers 1’objet B dans une certaine catégorie. Dans cet article, nous nous intéressons aux
modeles catégoriques de DiLL, c’est a dire aux axiomes sur une ou plusieurs catégories qui permettent d’y interpréter
DiLL de maniere invariante par élimination des coupures.

La différentiation et la notion de polarité n’ont a priori rien a voir : quand la différentielle est historiquement un
objet intervenant en analyse, la polarité appartient purement a la théorie des langages de programmation. Pourtant,
la dualité au sens algébrique du terme ' est au centre de la théorie des distributions [13] et d’une majeure partie

1. la dualité en algebre linéaire et en analyse fonctionnelle décrit I’interaction entre un K-espace vectoriel £ et I’ensemble des formes linéaires
continues sur cet espace E' := L(E,K).
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de I’analyse fonctionelle [8]. Mais lorsque 1’on cherche a interpréter DiLLLL en analyse, on se heurte pourtant a des
contraintes de polarités [9]. L’injonction d’une négation linéaire involutive est trop contraignante pour permettre a la
fois de manipuler des différentielles et pour interpréter toutes les formules de la logique linéaire différentielle dans
une méme catégorie. Les premiers modeles qui apparaissent sont donc naturellement polarisés : les formules de DiLLLL
sont interprétées par deux classes duales d’espaces topologiques.

Lalogique linéaire différentielle polarisée, déja explorée par Vaux [14], est donc une notion logique qui fait sens en
sémantique. Mais quand les modeles catégoriques de la logique linéaire différentielle sont largement étudiées dans la
littérature [12] [4] [2], peu d’axiomatiques catégoriques existent pour la logique linéaire polarisée. C’est 1’objet de ce
papier. Nous croyons a I’intérét d’une axiomatique simple et élégante permettant de détecter des nouveaux principes
calculatoires.

Dans ce travail, nous donnons un cadre catégorique pour la logique linéaire différentielle finitaire DilLLg. Ce
travail se base sur la notion de chiralité introduite par Mellies [11]. Les chiralités sont un modele de la partie de la
logique linéaire polarisée qui ne traite pas de I’ordre supérieur. Nous étudions I’interaction entre les chiralités et les
regles exponentielles de la logique linéaire différentielle finitaire : il s’agit la d’introduire un tout petit peu d’ordre
supérieur, sans néanmoins se préoccuper de la régle de la chaine. La difficulté provient du fait que ce qui se faisait
dans une seule catégorie se fait maintenant dans deux catégories mises en relation par deux négations différentes.

Organisation de ’article. Nous rappelons en partie 2 les régles de la logique linéaire différentielle, un expliquant
le role particulier joué par la promotion. Ensuite, nous exposons les principales stuctures catégoriques permettant
Iinterprétation de DiLL, en discutant ’intérét d’une axiomatique catégorique d’un calcul (partie 3). En partie 4,
nous donnons la définition de notre modele et I’interprétation des preuves et des formules. Enfin, en partie 5 nous
démontrons I’invariance par élimination des coupures de cette sémantique.

Notations Cette article se place a I’intersection de la correspondance de Curry-Howard et de la sémantique dénotationelle.
Une fonction est un programme, et les deux sont typés par une formule. La composition de deux fonctions corres-

pond a I’application d’une régle de coupure entre le type de ces deux fonctions. Dans le cadre de la sémantique
dénotationnelle, nous ne nous intéressons pas au calcul effectif de cette fonction. Notre travail consiste justement a
trouver des interprétations de la logique invariantes par élimination des coupures.

2 Lalogique linéaire différentielle

Nous exposons dans cette partie les regles de la logique linéaire différentielle, sous une forme polarisée. La logique
linéaire différentielle a d’abord été introduite sous forme de réseaux d’interaction [3] puis sous forme de séquent. La
grammaire de ses formules est la méme que celle de la logique linéaire. Nous la présentons en figure 2 sous forme
polarisée dans un calcul des séquents, accompagnée d’un langage de termes afin de mettre en évidence le caractere
fonctionnel de ces regles. La grammaire utilisée pour les formules est celle de la logique linéaire polarisée [7] :

Formules positives : N, M :=a |[?P|TP | NB®M | L|N&M|T.
Formules négatives : P,Q :=a™ | IN |{N |P®Q|0| P®Q | 1.

La négation d’une formule A est notée A et définit comme suit :

(1A)F =74" (A& B)" = A" @®B* (A®@B)" = At & B*
(7A) =1A* (A®B)" = At ®@B* (A Bt = At 3 B+
(TA)F =14t (At =14" 0t =T
t=1 1t=1 TH=0

En particulier, la négation d’une formule positive est négative et vice-versa.
Rappelons tout d’abord la pierre angulaire de la logique linéaire : la non-linéarité d’une preuve est décomposée a
travers une exponentielle notée !.
1A—- B=A= B.
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Reégles logiques, additives et multiplicatives :

(axiom) N, A I—AJ‘,M
. 1. gL
Fov:Aov-: A =AM (cut)

— =N _EN.NM NP M,Q
=1 H\//V,L ) N FN,N® M (7;)/ I—N,M,PA?_@Q @)
— 7 FN,N N, M FN,P HN,Q
=NT N N&M ¢ SN PBQ " FNPOQ OF
Regles exponentielles :

Fo: N w FN,f:?7P,g:7P . FN,{:P=(PY) — L p
Festy : NBIP =P+ —o N FN,fg:?P FN,{:?P

— FN,¢:IN M,y IN . FN,vo: N _

Fdg: !N EN, M, x9N N, (f— Df(v)): IN

FIGURE 1: La logique linéaire différentielle finitaire et polarisée (DiLLg po1)

Via cette équivalence et I’élimination de la double négation A~ = A, I’exponentielle | N représente les actions
linéaires sur les implications non-linéaires, quand son dual représente les fonctions non linéaires :

IN=(N=1)— L

PP=(P—-ol)y=1

Le langage de terme typé par la logique présentée en figure 2 est une traduction directe de ces équivalences. Une
formule ? P est le type d’une fonction f, quand une formule !V est le type d’une distribution ¢.

Promotion interne? La logique linéaire contient des régles logiques (traitant I’introduction des conjonctions
multiplicatives et additives, des disjonctions multiplicatives et additives), et des reégles exponentielles concernant la
duplication ou I’introduction d’hypotheses !A. La logique linéaire différentielles y rajoute des regles traitant de la
duplication ou de I’introduction a droite de ! A. L’apport remarquable de la logique linéaire différentielle réside en le
fait que ces regles décomposent exactement la différentielle de fonctions d’ordre supérieur.

La logique linéaire différentielle présentée ici ne contient pas la regle de promotion propre a la logique linéaire :

TEA
TEH!A
Cette regle de promotion est celle qui permet de typer la composition entre fonctions non-linéaire. En effet, étant
donné deux fonctions non-linéaires f : !A—= Bet g : |B—C, il n’existe a priori pas de maniére canonique de les
composer. La régle de promotion permet de composer des fonctions non-linéaires via une composition entre fonctions
linéaires :

p

f 1A B »
p(f):'A+ !B g:!'B—C
gop(f):1A—C
Dans 1I’élimination des coupures, la regle de promotion est celle qui va faire intervenir le calcul de la dérivée d’une
composition. Cette regle est communément appelée la régle de la chaine. La logique linéaire différentielle finitaire

traite donc d’un opérateur de linéarisation qui ne respecte pas forcément la regle de la chaine. Cette logique a une
saveur de processus concurrents [5] et se généralise au calcul de solutions d’un opérateur différentiel partiel linéaire

cut
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w/lw: 6y : \M)(csty, : TMEB N) o v: N
clw:dp: 'M)(f.g 2 ?2ME R N) v (80(f).00(g) : N).
clw: (¢t \M)(csty : M N) v h(cstyest, ) -
dld:(D()o(v): ! M) :?M*+2% N)w~s D()o(v) = £(v) : N).
w/d:(D()o(v): !M)(csty : TML 2 N) v D(cst )(0)(v) =0:N).

- w/d: (6 : ! M)(L:?7M*+ 23 N) v~ (£00)=0:N).

dlc: (D(Jo(v) : IM)(f.g: ?M*+ 3 N) v~ D fo(v).d0(g) + do(f )Dgo( ) : N).
beld: (¢t IM)(C: 2M*- T N) v (0) + ¢(€) : N

elet (@nth: IM)(fg: TME B N) o G f1.fo) bfafa)- (i F2)(F)(FE + F1)(9).
Dans la derniére régle, f1, fa, f3, f3 : AL sont des variables nouvellement introduites. Leur dual introduit a travers
une régle axiome est noté f;- : |A.

FIGURE 2: Elimination des coupures des régles exponentielles de la logique linéaire différentielle finitaire

a coefficients constant [9]. Nous considérons notre travail sur la logique linéaire différentielle finitaire et polarisée
comme une premicre étape vers une sémantique décomposant la régle de la chaine via les régles co-structurelles
primitives de la logique linéaire différentielle.

Elimination des coupures Les regles d’élimination des coupures sont détaillées dans le monographe introductif
de Thomas Ehrhard [4]. Cette réduction a été prouvée confluente par Ehrhard et Régnier. Ces regles de réductions
sont volontairement intuitives : les regles de réduction de la logique linéaire différentielle sont exactement celles qui
correspondent a I’analyse réelle. Ainsi, la dérivée d’une fonction linéaire est cette méme fonction, etc. Derriere ces
regles se cache pourtant une intuition calculatoire nouvelle : les regles permettant la différentation sont duales de celles
traitant de 1’usage des ressources. En effet, la logique linéaire traduit la linéarité en une hypothése comme 1’ utilisation
une et une seule fois de cette hypothese. La linearité est une histoire de ressources. La logique linéaire différentielle
permet donc une analyse plus fine des regles de calcul en jeu en analyse.

Nous présentons I’élimination des coupures des régles exponentielles de la logique linéaire différentielle en figure
2, sous forme de régles de réductions du langage des termes. Dans cette réduction apparait un parametre important :
les preuves de DiLL sont en fait des sommes de preuves, et tout séquent - I" posséde une preuve, appelée sa O-preuve.
En annexe (partie B) nous donnons ces regles sous-forme de réécriture d’arbres de preuves.

Or: or:T -

3 La sémantique catégorique de DiL.L non polarisée.

L’apparition de la logique linéaire différentielle a engendré 1’étude de diverses catégories différentielles [2]. Ces
structures axiomatiques sont dans des généralisations de modeles de DiLL, mais cherchent a se rapprocher de la
géometrie et s’éloignent de I’interprétation des principes calculatoires en jeu. Un premier travail de Fiore [12] met
en évidence le role important des connecteurs additifs pour I’interprétation des regles exponentielles : quand multi-
plication et conjonction additives correspondent, alors I’interprétation de w , ¢, w, ¢ découle de la monoidalité forte
de I'interprétation de !. Mais le travail s’attache a interpréter la logique linéaire différentielle intuitionniste. Ici, nous
voulons mettre en évidence dans les catégories I’importance de la négation linéaire involutive dans la syntaxe de DiLLLL
et en analyse. Dans une autre étape de recherche, nous souhaiterions tirer profit des structures polarisées pour mieux
interpréter les regles co-structurelles de la logique linéaire différentielle (voir section 06).

Remarque 1. Nous supposons connu le langage de base des catégories - foncteurs, transformation naturelle, (co)-
monade, adjonctions. Nous rappelons ici quelques définitions fondamentales a I’interprétation des regles de LL.

4
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3.1 Biproduit et regles costructurelles
Nous décrivons dans cette partie le rdle joué par le biproduit dans les modeles non-polarisés de la logique linéaire
différentielle, d’apres les travaux de Fiore.

Définition 2. Soient £ une catégorie, ¢ une loi monoidale sur £ et soit A un objet de £, avec ua : I — A et
Va:A—s Ao A des morphismes. On dit que (A, ua, V 4) est un monoide commutatif si les diagrammes suivants
commutent :

Vaold up<ld Id ou 4

AoA0A—— Ac A JoA——= Ao A<——A01

Ao A——>
A

AoA——1 S AcA

AN

Soient des morphismes ng : A—>Tet Ay : A—> Ao A, (A,na,A4) est un co-monoide commutatif si les
diagrammes suivants commutent :

A

A—"2 s A0 A A
Ay Apold Ay
Ao A——=AcAcA JoA<—AcA—> Ao]
Id oA 4 naold Idon 4

5\

A<>A—>A<>A

Définition 3. Un bi-produir sur une catégorie £ est une structure monoidale (o, I) avec des transformations natu-

relles :
I
A
VAR

Ao A Ao A

telles que (A4, u%, V$) est un monoide commutatif et (A, n%, A%) est un co-monoide commutatif.
On omettra les ¢ au-dessus des morphismes quand il n’y aura pas d’ambiguité.

Example 4. 1’exemple typique d’un biproduit est le produit des espace vectoriels : pour tout espaces vectoriels E et
F,ExF~E®F.

Remarque 5. Le biproduit sur une catégorie est ce qui permet d’additionner les morphismes et donc d’interpréter les
sommes de preuves de DiL.L. En effet, la présence d’une structure de biproduit est équivalente a la conjonction d’un
enrichissement sur la catégorie des monoides et a la présence d’un produit [12, 2.3]. Ainsi, pour deux morphismes
f,g € L(A, B), on construit leur somme :

frg: A AcAL% BoB Y B,

Nous rappelons par ailleurs que tout produit sur une catégorie donne lieu a un morphisme diagonal :



Chiralités et exponentielles: un peu de différentiation E. Bauer et M. Kerjean

Proposition 6. [/0, Prop 16] Soit (C, x,0) une catégorie cartésienne, avec na : A—=0 comme morphisme terminal.
Alors C est muni de la transformation naturelle suivante :

Ap:A—Ax A

telle que pour tout objet A (A, A a, na) est un comonoide commutatif.

De méme, toute catégorie co-cartésienne (C, x, 0) est naturellement munie d’une codiagonale V4 : A@ A—A.

3.2 Chiralités

Les chiralités ont été introduites par Mellies [11] comme une maniere de relacher I’injonction d’une négation
linéaire involutive en une équivalence de catégories. Dans leur premiere forme, les chiralités consistent en deux fonc-
teurs contravariants formant une équivalence entre deux catégories monoidales, accompagnés de foncteurs covariants
permettant le plongement des catégories I'une dans 1’autres. Ces deux paires de foncteurs représentent respectivement
les deux négations (des positifs aux négatifs et vice-versa) et les deux shifts.

Nous poussons le raisonnement plus loin en demandant que la composition des foncteurs soit un isomorphisme
non pas sur les deux catégories mais sur une seule d’entre elles. Ce cas de figure est celui qui apparait concretement
dans la modeles dénotationnels, ou seules I’interprétation des formules négatives sont par construction invariantes par
double négation. L’ interprétation des formules positives nécessite justement I’application d’un shift pour vérifier cette
invariance.

Définition 7. Une fermeture polarisée a gauche (resp. a droite) est une adjonction L : # — N 4 R: N —= P
telle qu’on ait un isomorphisme naturel entre L o NV et Id 4 (resp. un isomorphisme naturel entre Id g et N o L) qui
soit image de I’identité par I’adjonction.

Les chiralités négatives définies ci-dessous sont donc une structure intermédiaire entre les chiralités de dialogue et
les chiralités mixes définies par Mellies.

Définition 8. Une chiralité négative est la donnée d’une paire de catégories monoidales (2, ®,1) et (A, %, 1)
avec :

— une forte fermeture 2 gauche monoidale polarisée, (—)1 : A —= PP { (=)1E . PP 5 4
— une fermeture polarisée a gauche, 4 : N/ —>= P T : P — N,
— une famille de bijection :

Xpnm = A (Tp,n B m) = A (Np@n'7),m) M
naturel en p, n et m tel que le diagramme suivant commute :
N (M(p® (' Bn)"r),m) x A (Tp, (0" B n) X m)
associativité, monoidalité de la négation assocltivité (2)

!

N Mp@n' B)y@n'r),m) —5 /(tp@n" " F nBm) — 4 (Tp,n? (0 ¥ m))

On omettra les indices sur x quand il n’y aura pas d’ambiguité.

Notation 9. Soit F' un foncteur monoidal de (C, o, I) vers (D, ,J), on note m?:f. le morphisme de F (A ¢ B) vers
F A e FB et on notera m%jo’, le morphisme de F'I vers J.
On notera m?’B, mp ou méme m quand il n’y a pas d’ambiguité.

Notation 10. Soit (C,®, 1) une catégorie monoidale symétrique, on adoptera les notations suivantes pour les iso-
morphismes naturels accompagnant cette structure :

— morphismes d’associativité : Oé§’B’C (A®B)®C ~A® (B® ().
— morphismes de neutralité : p(i TARQL~ A, A% T 1I®A~ A
— morphisme de commutatitvité : ’Y%,B :AQ®B~B®A.

Sans d’ambiguité on notera respectivement @4, B,c, PA, AA, YA,B VOIT &, p, A,y pour Q%B’C, p%, A%, 'y%’B.

6
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4 Un modele polarisé de DiLLy

Dans cette partie nous donnons un cadre catégorique pour interpréter les régles de la logique linéaire différentielle
finitaire et polarisée, de maniére invariante par élimination des coupures. Ce modele consiste en une chiralité négative,
interprétant les connecteurs multiplicatifs, un biproduit sur chacune des catégorie de la chiralité, ainsi qu’un opérateur
de co-déréliction interprétant la regle du méme nom.

Une difficulté de ce modele provient du fait que I’interprétation d’une preuve fait intervenir les plongements
covariant d’une catégorie dans une autre (les shifts T et 4) : les structures doivent donc étre compatibles avec ceux-ci.
De maniere intéressante, exiger un biproduit sur I’une des catégorie ne semble pas suffire; nous avons besoin d’un
biproduit sur chacune des deux catégories de la chiralité.

Une deuxieme difficulté provient de la structure exponentielle. Les lois régissant ! sont traditionnellement mo-
delisées par une adjonction entre une catégorie £ aux morphismes linéaires et une catégories £; aux morphismes
non-linéaires [10]. Ces deux adjonctions doivent maintenant interagir avec les deux catégories représentant la polari-
sation. Ainsi, I’interprétation de I’exponentielle ! et de son dual ? font explicitement intervenir des shifts T et 4 (voir
définition 15).

Définition 11. Un modele de DiLLg poi consiste en :

L Une chiralité négative (&, ®,1) et (.#, %, L) avec une cléture monoidal forte (—)*= : P —= 4P
(=)tR : 4P —> P et une cloture polarisée T : & —> .4 - | : A —> . Nous noterons  la famille de
bijections : X : Xp.nm : A (Tp,n B m) ~ A (T(p@nTr), m).

Notation 12. On notera refl I'isomorphisme de (—)*R1L vers Id dans ¥, et compl I'isomorphisme de T o |
vers Id dans .

< VO < MO
@ Un bi-produit (¢, 1) sur . Nous notons | LE, p,PoP 5 PP L, Tet P =25 P o P les trans-
formations naturelles telles que (P,u°®, V) est un monoide commutatif et (P,n°, M) est un co-monoide
commutatif.

Notation 13. Ce biproduit sera également noté @ et interprétera la disjonction additive de DiLL.

X

. . uir \ n;fj AK,
x Un bi-produit (x,J) sur 4. Nous notons I — N, NoN — N, N — Tet N — N x N
les transformations naturelles telles que (N, u™, V*) est un monoide commutatif et (N, n>, M™) est un co-
monoide commutatif.

@ Une catégorie co-cartésienne (A *, @oo, 0)
® Une cloture monoidale forte

E (PP @, 0px)—= (NP B 1) AU (NP, B,1)—= (PP ®,0z=).

Notation 14. On note d : Id —= & o U 'unité de I’adjonction précédente entre & et U. Pour tout N € N,
dn est donc un morphisme de N .

closp Une famille d’isomorphismes naturels dans &2 :
closp : {PTL ~ (TP) R,

Une transformation naturelle d : & o U —s Id vérifiant :

SH]

dN;d_N = IdN

@/% On demande que @ soit compatible avec 7, c’est a dire que les diagrammes suivants commutent :

AQC 22 AT 100 —M° apAeC
nl/ i1®u iM lv®1c
I——— AQC (ARC)D(ARC) Y— = A®C



Chiralités et exponentielles: un peu de différentiation E. Bauer et M. Kerjean

x/® On demande en plus que le diagramme suivant commute pour tout P, M € .4 et tout morphisme f €

N (1L, PR M):
Mexp ()R
T MR xp () M@ (M1 @PR)tr 12 s 111 @ Plr)in (3)
X () lT(TA)J-R
P piriz tptric < t(tpir)ir
refl compl Telos—1

Définition 15. On notera ? le foncteur & o U o 7, ainsi que ! le foncteur (& o U o T(—)1R)LR,

Remarque 16. La présence d’un produit sur .4” et d’un coproduit sur & est nécessaire a I’interprétation des regles
multiplicatives et additives polarisées. Il nous faut aussi sommer les interprétations des preuves de DiLL. Celles ci
seront interprétées en génefalité A (TP, N), c’est & dire suivant la remarque 5 il faudra disposer d’un morphisme
diagonal Ap : P—> P @ P (modulo 1) et d’un morphisme co-diagonal Vy : N x N — N. Ceux-ci sont peu
ou prou équivalent respectivement a la présence d’un produit sur & et d’un coproduit sur .4#” [10, prop 16]. Ainsi,
dans un premier temps, nous avons demandé un biproduit sur chacune des catégories & et ./". Nous espérons dans
un deuxiéme temps pouvoir alléger cette structure.

4.1 Premiere propriétés de notre modele

Soit £ un modele de DiLL, comme introduit en définition 11. Avant de nous attaquer a I’interprétation des
formules, nous démontrons dans cette section des propriétés dans ce modele. Les preuves des résultats énoncés ici se
trouvent en annexe.

Proposition 17. Le bi-produit est un produit avec projections : n o Id; \° et Id o n; p°. C’est aussi un co-produit
avec les co-projections (p°)™'; Id owet (\°) " uo Id.

Les résultats suivant proviennent du fait que les adjoints a droite préservent les limites :
Proposition 18. Le foncteur T est monoidal fort entre les catégories (2, ®, 1) et (N, %, J).
Proposition 19. U est monoidal fort entre (N, x, J) et (P®, @, 0).

Corollaire 20. Le foncteur ? est monoidal fort de (P, ®, ) a (N, %, 1).

Notation 21. Les notations N, M ou P, () désignent des formules négatives ou positives respectivement. Les notations
N, M désignent des multi-ensembles de formules toutes négatives. Les notations N et P désignent les catégories
dans lesquelles nous interprétons les formules négatives et positives respectivement.

Les morphismes suivant serviront a interpréter la contraction, 1’ affaiblissement, la co-contraction et le co-affaiblissement :

cp = (myg5) 3 7Vp : 72PR?P—>7P
wp = (mg)fl;?up 1l —7P
ep:=?2Ap;miT 7P —=7P R 7P

wp = Mnp;m?L:7P— 1

Nous donnons la structure additive des morphismes sur .4 (N, M) :

F+g:= A% 1 x gV et Oo(n,an = ni;ujy.
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4.2 Interprétation des formules

Les formules négatives sont interprétés par des objets de .4” quand les formules positives sont interprétés par des
objets de Z2. A I’aide d’une premiére interprétation des formules atomiques dans ./, I’interprétation des formules se
fait par induction sur la grammaire des formules de DiLLL.. On utilise pour cela les foncteurs définit précédemment,
avec des notations correspondantes aux constructeurs logiques employés.

Proposition 22. On interpréte la négation d’une formule a ’aide des foncteurs de dualité, de maniére a ce que
le dual de interprétation d’une formule et I’interprétation de la négation du dual soient isomorphes. On note ces
isomorphismes isoposp : [P] — [P]** et isonegy : [N*] —= [N]*® et on les définit par induction sur les
formules. En particulier, afin d’assurer la proposition 23, on s’assure d’utiliser la forte monoidalité de | r et non
celle de 11, (les deux étaient possibles mais un choix était nécessaire).

nt Si P = n* (la négation d’une variable) : isoposp := refl” .

n Si N = n (une variable) : isoneg = Id [y].

1 L
Si P =P, ® Px : isoposp := refl” " ((mE_I;} LIP ﬂ)fl)lL; (isonegpll ®is0negP2L)J‘L.

®
¥ Si N = N1 % Na:isonegy := isonegy, ® isonegy,; (mE_A}g]]’[[NQ]])fl.
@ Lecas P = Py @ P se traite symétriquement au cas Py @ Ps.

& Le cas N = N1 & Ny se traite symétriquement au cas N1 % Na.

! Si P =N : isopos,y := lisoneg;refl” .

? Si N = ?P : isoneg,p := (isonegp. )" F.

L Si P =N :isopos,y = refi"*; (clos) L ; (Visoposy . ) T,

T Si N = TP : isoneg,p := Yisoposp; clos.

1 Si P =1:isopos, := refi”"; ((miR)fl)LL.

L SiN =1 :isoneg, :=(mJ,) "
T,0 Lescas N = T ou P = 0 se traitent symétriquement aux cas N = L et P = 1.

On interpréte des ensembles de formules négatives N' := Nu, ..., Ny, par la disjonction multiplicative de I’interprétation
des formules :

[N] := [N1] B [N2] B - - - B [Ny]-
La proposition suivante est immédiate :

Proposition 23. Pour toute formule négative N, on a :

(isoneg )™= s isoposy. " = refling-

4.3 Interprétation des preuves

Nous donnons maintenant 1’interprétation des preuves de notre systeme. Comme dans les chiralités de dialogue,
La preuve d’un séquent — N, P avec N’ un multi-ensemble de formules négatives et P une formule positive est
interprétée par un morphisme dans A ([P]**,[NT]). La preuve d’un séquent — A avec A un multi-ensemble de
formules négatives soit interprétée par un morphisme dans A4 (T1, [N]).
Cette définition est traditionnellement faite par induction sur la derniére regle utilisée dans la preuve.

cut Soit f : 71— [N] & [N] Iinterprétation d’une preuve de - N, N et g : [N*]*Z — [M] I'interprétation
d’une preuve de — N+, M. On interpréte la preuve de - [A], [M] résultant d’une coupure entre les deux
précédentes preuves par f; (isopos; g) % [N].

ax Pour toute formule N, I’axiome prouvant - N, N*-% s’interpréte par refl : [N]*#L —=[N].
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Soit f : [P]** — [A/] interprétant une preuve de - P, N et g : [Q]** — [M] interprétant une preuve de
F @, M. On définit I’interprétation de - P ® Q, N, M résultant de la régle (®) appliquée aux deux preuves
précédentes par : isopos~'; isopos 7 isopos; f B g : (P ® Q)*F —[N] & [M].

Soit f € A (11, [N, N1, N2] interprétant une preuve du séquent — N, N1, No. Linterprétation de la preuve
du séquent — N, N1 %8 No est également f.

Soit f : [P]*% — [N] interprétant une preuve de - A/, P. On définit I'interprétation de la preuve de
- N, P ® Q résultant par application de la régle (®,) par : isopos™';isopos x isopos; Id x Nopte s P f:
(P o Q)™ — [N]. Le cas de la régle (@) se traite de maniére symétrique.

Soit f : 71 — [N] & [N] interprétant une preuve de - N, N et g : 71 — [M] % [N] interprétant une
preuve de - M, N. On définit 'interprétation de la preuve de - N & M, N résultant par application de la regle
(&) aux précedentes preuves par : et donc x (M X[[j\lf]] (f) x X[[j\lf]] (9))-

On interprete la preuve qui ne contient que la reégle (1) par m(iL@,yy € JV(ILL ,0).

Soit f : 71 — [N] I’interprétation d’une preuve de - A/. On interpréte la preuve de - A/, L qui résulte de

I’application de la regle (L) par f; p~*.

On interprete la preuve ne comportant que cette regle par la z€ro-preuve Onr(+1, sz A) -

Soit f : 11— [N] % ?[P] % ?[P] interprétant — N, ?P, ?P. On construit f; N % ¢ppp : T1—=[N] B ?[P]
qui interprete - N, 7P.

Pour la co-contraction, on a f : ([N])*% —s [N] qui interprete — A, !N et g : (\[N])*t — [M] qui
interpréte - M, !N. Etdonc on a (isopos); ¢pn-1y; ((isopos) ™'; £) % ((isopos) ~*; g) : [N ]—=[N] & [M]
qui interprete — N, M, IN.

Soit f : 71— [N] interprétant - A/. On construit (AY) ™' ;wp % f : 11— ?[P] % [N] qui interpréte
- N,?P.

On construit refl; Wy : ('[N])*Z — L interprétant - | V.
Soit f : [P]** — [M] interprétant |- P, M. On construit

XA @closppy); ATy 2, s compls f); dppy 3 [M]

interprete une preuve de — M, 7P.
Soit f : 71— [N] % [M] interprétant une preuve de - M, N. On définit

Fr =M gens X ()

et on construit refl; J[N]]LR i f' ([N])E —=[M] qui interpréte une preuve de - M, ! N.

Invariance par élimination des coupures

Nous démontrons que 'interprétation d’une preuve aprés 1’élimination d’une coupure est la méme qu’avant
I’élimination modulo I’ utilisation de I’adjonction x et de son inverse x ~* et des isomorphismes suivants : A, p, 7, c, clos, refl
ainsi que de leurs inverses. Beaucoup des résultats qui suivent proviennent d’outils fournit par le biproduit [12]. La
plupart des démonstrations utilisent la naturalité des isomorphismes des catégories monoidales symétrique et cer-
tains diagrammes. Les cas codéréliction/contraction et cocontraction/déréliction sont les cas les plus exigeants : leur
demonstration utilise en particulier la compatbilité du bi-produit avec % et des diagrammes du biproduit.

Nous commencons par quelques lemmes préliminaires. Le lemme suivant se démontre a 1’aide du fait que J est
terminal et initial (respectivement).

10
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Lemme 24. Soit f un morphisme de A’ vers A, alorson a :
fi0ca,B) = Oc(a’,B)
Soit g un morphisme de B vers B’, alors on a :
Oca,B); 9 = 0c(a,B)

Les démonstrations des propriétés qui suivent font intervenir les notions de naturalité, de produit cartésien et des
diagrammes de catégories monoidales. Elles serviront plus tard pour I’invariance de la sémantique par 1’élimination
des coupures pour les cas contraction/codéréliction et déréliction/cocontraction.

Proposition 25. On a I’égalité :
Spayopi (drp B Wop) x (Wop B drp); p° BNV VIp = (myg ) 7V d
Proposition 26. On a [’égalité :
A p T X AT (@B w) x (wBd); V= d; 28;mbF

Cette égalité se montre avec les mémes arguments que la preuve de 1’égalité précédente, en utilisant le fait que le
bi-produit x est un produit co-cartésien cette fois-ci.

Remarque 27. On omettra volontairement d’écrire certains isomorphismes dans les calculs pour qu’ils soient plus
lisibles. On pourra facilement se convaincre que les propriétés restent vraies si on ne les avait pas omis.

On commence par les coupures logique sur les connecteurs exponentiels :

— wetw. Soit f : 11— [N, on a avant élimination de la coupure :

) wpy B fiwppy B [N]

)™ (wipy; wpey) B f

~ ?(up;np); ¥f etdonc en utilisant la prop. 2.2 de [12]
=1®fx=f

e

qui est bien I’interprétation de la preuve aprés élimination de la coupure.
— cetw. Soit f : 71— [N] % ?[P] ® ?[P] qui interprete - N, 7P, ? P. Avant I’élimination des coupures on
a donc une interprétation de la preuve qui est la suivante :
I3 IV B ey VT 3 oy
SN ((my T T 2V gy, )
= f; [N ((mZ[PH’”[P]])_l; ?(ngpp o nppp; Ar))  Onutilise [12] prop. 2.2
=~ [ [N]® ((?ngpy B ngpp)  Par naturalité de m3
= [ INT? (wgpy B wep)

lle

qui est bien I’interprétation de la preuve apreés coupure.
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— Cetw: Soitf : 2[N*] —=[N]etg: ?7[N']—=[M]eth : 11— [M] qui interprétent (respectivement)
FIN, N, IN, M et M. On a comme interprétation avant coupure :
O3 winty B b Cpniy; f 3 9) B [M]
= (wpnep e f 3 9) B h
()™ 2(ugy s Apyap)s (md )T p 3 ) R b
m) RN (m) ) % N1y B tupniy; £ g) b On utilise [12] prop. 2.2 et la naturalité de m
[N+] [N+]
(w[[NJ-]]; n= (w[[Nl]ﬁg) Fh
winLy B (wpny B h); (g B M)); fIN B M

I

IIe

qui est bien I’interprétation de la preuve apreés coupure.

— cetcSoit f : 11— [N] @ [?P] & [?P] qui interprete — N, ?P,?P. Et donc f; [N] % ¢[py interpréte
- N, ?P. Soit g : ?[P]—][M1] qui interpréte - M, !P* et h : ?[P]—=[M2] qui interpréte — Mo, | P*.
Etdonc ¢py; g % hinterpréte = My, M2, 7P.

Finalement, avant élimination des coupures on a cette fonction comme interprétation :

FiINT 2 (erpps eppps 9 B 1)
Et apres élimination on obtient :
[ INT 2 (erpy; 1d ey X Idppy) B (ppy; 1d ey ¥ 1d gpy); [N B (crpy;9) B (crpps h)

11 suffit donc de vérifier 1’égalité suivante :

Ce qui revient a vérifier :
ViA = (A;V)o (A V).

Et cette derniere équation vient de la naturalité de A, puis de V.

— d et w. Soit f : T1 — [N] interprétant - A. Donc (A\]})™';wppy B f interpréte - N, ?P. Soit g :
11— [P*] % [M] qui interpréte une preuve de - M, P~. Si on pose :

g’ := Tisoneg; TA™"; Xl_,?[PL]],[[M]] (9)

Alors dyy1y; g’ : ?[P]—=[M)] interpréte une preuve de - M, P+ Onaalors (AT))™"; (wipy; d; g') 3 f qui
interpréte la preuve avant coupure. Comme d est une transformation naturelle, on a que le diagramme suivant
commute :

?u
71 — L 9P

dzl l‘i[[P]]

T —— 1[P]

Tu[[P]]

Or 11 est J (par définition) donc on a que 7u[py; J[[p]] = Oczr,11P])-
Finalement par le lemme 24, on a que notre interprétation est Oc (11, M)z [A])» €€ qui st bien I’interprétation
d’une zéro-preuve du séquent — N, M.

12
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— detw. Soit f : [P+] —s [N] interprétant une preuve de — P, . Alors :
x(T1® clos[[_;]] ); TAS, 1 s compl; £); dppy B [M]
interprete une preuve de — ? P, . Et donc avant coupure, on a cette interprétation de la preuve :
X(T(1 ® closppp); TS L 1sis0ry — s 1g5 f)idppp B [M]; @ppp B [M]

Par les mémes arguments qu’avant, on peut conclure qu’on obtient bien 1’élément neutre de I’addition entre
fonction.

— dete. Si f: 11 —=[P*] % [M] interpréte une preuve de — A/, P*, alors en posant :
f:= Tisoneg; TA™"; x TN (f)

dppy; f interpréte une preuve de - ! P, M. Considérons maintenant g : T1—[N]%[? P]%[? P] interprétant
une preuve de — N, 7P, ?P. Alors g; [N] % ¢p qui interpréte - A, ?P. Avant élimination de la coupure on
a linterprétation suivante de la preuve :

9 INT® crpy; INT 2 (dipys f)
Et apres 1’élimination de la coupure, nous avons I’interprétation suivante de la preuve :
M5 (|9 VT3 2LPLS (dgys £ INT S pey 3 IME V] N7
[9: INT 3 21PL B peys INT S (dpeys /) B L INT B 07 ]) 59
En utilisant la compatibilité de % avec le bi-produit et la naturalité de M > et de V*, on obtient :
= g [NT3 (M5 (wgpy B dppp; AY) x (dipy B ogey; p0); V) VT f

Et d’apres la propriété 25 :
= g; [N1 3 (egpy; diep); INT B f
Qui est bien I’interprétation de la preuve avant 1’élimination de la coupure.

— deté. Soit f : [P*] — [N] interprétant une preuve de |- P, \V, alors en posant :
f1i= x(T(A @ clospy); TAT, (.1 compl; f),

f';dppy B [N] interpréte une preuve de - 7P, N
Soit g : [?P] — [M1] qui interpréte - My, Pt et b : [?P] — [M2] qui interpréte - M>, P+, Alors
crpy; 9 @ h interprete = My, Ma, 1P+, Donc avant Iélimination des coupures on a une interprétation de la

preuve qui est la suivante :
f'3dpey B [NT; (epep; 9 3 h) B [N].

Et apres 1’élimination des coupures :
A% ([0 (wgeys ) B (£ (e 9) 3 VD) 05 [M] 3 ]
(O 75 (g 9) B (75 (dgeys ) 3 VD)) 59

Puis par naturalité de v, v et A, le dernier terme écrit est égal a :

A% (|50 s0s (HTPT 3 2); (dgepio) B (wgys ) B INT) | x
(O™ (i 9) 3 (s (dgpps ) 3 VD) |) 5 7

On utilise le fait que les diagrammes suivants commutent :

13
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A®¥B A% B
All o p_ll a0
J_7S’(A7S’B)—7>(A7XB)7§’J_ (A7S’B)7S’J_T>A7§’(B7S’J_)
AR B

) AzAT!
A%p~

AB(BRL)—> A% (L3 B)
A%~y

Et donc le dernier terme que 1’on a écrit est égal a :
A% ([£50TPTS )7 (dgeis ) 3 (wpes ) B IND)| ¢
(O (i ) 3 (75 (dyeys ) 3 INT)|) 5 9
= 2% (£ 01P1 3 () ™): (A B (wiey 3 IND): (9% (R INT)| ¢
[f'; W) (wipy 3 (dpey 3 IND); (93 (R [W]]))]) A
= 5875 (| OTPT S (™)™ (dgey 3 (wiey 3 IND) |
[O)7 (g 3 (dgey B IND)|) 97593 (h 3 INT))
= 585 ([OTPI S (W) (dgey 3 (wyey 3 IND)ia x
[O) 75 (wgpy 3 (dgpy 3 IND)i]) 5 77507 (93 (03 [N))
Puis on utilise le fait que ces diagrammes commutent :

A% B A% B

p 1%B A~iB
Aza~—1L A1

AB(LB®B)——= (AR L)®B LB ARBB)—— (LB A)XB
Et donc le dernier terme que I’on a écrit est égal a :
= 585 ([ (™) 3 IV (dgey B wgey) 3 IND)] x
()7 B INVD; (wey B dgey) B VD)) 19550755 (93 (03 V)
Par compatibilité du bi-produit avec %, on a que le terme précédent est égal a :
=f (AX;(/)W)*1 x (A1) (dgey B wipy) * (wipp ?de);vx) B Na 5 (9% (R [N]))
Et d’apres la proposition 26 ce dernier terme est égal a :

= f5(d;?28;my ") B [N a7 (g B (R B [N]))
= f'(d; ?Aymy ") 3 [N (9 3 h) B [N])

qui est bien égal a I’interprétation de la preuve avant coupure.
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— detd.Si f : 71— [P*] % [M] interpréte une preuve de - M, P+, alors en posant :
Fr= NN
refl; ciﬂ pL]tr; f' interpréte une preuve de - ! P~, M. Supposons que g : [P]**—[N] interpréte une preuve
de - P, NV, alors en posant :
Jd =x(t1® clos[;ﬂ ); T/\%u ; compl; g),
on a que ¢'; dppy & [NV] interprete une preuve de — 7P, N. Avant I’élimination des coupures I’interprétation
de la preuve est :

g/;dﬂp]] % [NT; (isopos; refl; J[[PL]]LR;f/) % [N]

=g’ (dipp; ?iSOHegPL;J[[PL]]LR s )W [NV par définition de isopos
=4 (Tisonegpl;d[[PLHLR;J[[PL]]LR;f/) % [N

= g'; (Tisonegp1; ) B [N]

= xmp(T1® f’LR; 1 @ (Tisoneg) ;M1 ® clos[[}f]]); T)\.L®Pi ; compl; g)

On veut montrer que c’est égal a :
f; (isopos; g) ¥ [M]

En appliquant X[[_/&A]], on voit que 1’égalité qu’on veut montrer est :

T1® f’LR; 11 @ (tisoneg) ™ #; T(1 ® clos[[_}i]]); TA?PL ;compl; g = X[[_Al/l]](f); isopos; g
Et donc il nous suffit de montrer cette égalité :

M e (Tisoneg)™*; T(1® clos[;ﬂ); TA?PL;compl; isopos ' = x[[jf,l]](f)

Le c6té gauche de I’égalité est égal a :

T1® f/lR; M1® clos_l); T)\?Pl ; compl; isonegLL ;isopos ™

=T1® f’lR; TA; Telos™*; compl; refl d’apres 23
En appliquant le diagramme 3, on obtient le résultat.

Nous démontrons les cas plus classiques d’élimination des coupures logiques en annexe (partie A).

6 Conclusion

Nous avons construit une axiomatique catégorique pour la logique linéaire différentielle, finitaire polarisée. Celle-
ci est construite sur la notion de chiralité, de biproduit et de codéréliction. Notre but était de mettre a jour au niveau
catégorique le caractere profondément classique de la logique linéaire différentielle.

Nous n’avons que partiellement réussi : en effet, I’ajout d’une codéréliction se fait toujours de maniere ad-hoc, et
ne rends pas compte du caractere dual entre la déréliction et la codéréliction. De plus, la nécessité de demander un
biproduit sur chacune des deux catégories de la chiralité est particulierement lourde, et il faudrait dans 1I’idéal pouvoir
s’en dégager. Nous pensons qu’exiger un biproduit sur .#” devrait suffire - cela donnerait naturellement un coproduit
sur 2. Il reste néanmoins a vérifier les preuves dans le détail.

On remarque par ailleurs que quand la partie linéaire de DiLLL polarisée est interprétée par une chiralité, la partie
exponentielle ressemble elle aussi a une chiralité. En effet, la partie exponentielle est interprétée elle aussi par une
cléture monoidale forte (entre & et Uf), ainsi que par des morphismes d et d se comportant comme des shifts entre
& et U. Nous conjecturons que I’interprétation de DiLL avec promotion se fera via deux chiralités, 1’une traitant de
I’interaction positif / négatif et I’autre de I’interaction linéaire / non-linéaire. Nous espérons qu’une telle structure
catégorique permettra de décomposer la différentiation avec des opérateurs plus primitifs, et d’éventuellement mettre
en valeur les opérateurs de contrdle en jeu dans le calcul de la différentielle.
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A Invariance par élimination des coupures : cas des regles logiques,
multiplicatives et additives

On détaille les cas (plus classique) sur les formules avec des connecteurs binaires comme connecteur principal.

— ®et®.0na f: [A]** — [N] qui interpréte une preuve de - A, N et g : [B]*% —= [M] qui interpréte
une preuve de — B, M. Et donc
. —1 . .
isopos™ " ;isopos 7 isopos; f & g

interpréte une preuve de — A ® B, N, M. De plus, ona h : 11 —> [M] % [A*] % [B*] qui interpréte une
preuve de - M, A, B+ et donc aussi de - M, At %% B+, Linterprétation de la preuve avant I’élimination

de la coupure est :
h; [M] % isopos % isopos; [M] % f X g

Et apres I’élimination de la coupure :
h; [M] 3 (isopos; f) % [B*]; [M] ¥ [N] ® (isopos; g)

Comme 2% est un bi-foncteur, on a bien le résultat.

— @et &. On ne fait le cas que pour la régle @,, I’autre est similaire. On a donc une fonction A : T[A]* = —=[N]
et qui interpréte une preuve de - A, A. Et donc

isoposfl; isopos x isopos; Id x n; p; h
interpréte une preuve de -, A @ B, . On a aussi une fonction f : T1 — [M] % [A*] qui interpréte une
preuve de - M, A et une fonction g : 71— [M] % [B*] qui interpréte une preuve de — M, B, Et donc
X[MH(A§XEJ\14H (f) x X[[7/\14]] (9))

interpréte une preuve de - M, A+ & B*. Et donc avant élimination de la coupure, on a une interprétation de
la preuve qui est la suivante :

X1 (A5 xpag (F) X Xpag (9)); ([M] 3 (isopos x isopos; 1d x n; ps 7))

= X[[M]](A;X[[_Al/q] (f) x X[[_Al/t]](g)% (isopos X isopos; Id x n;p)); [M] % h

= xmp(A; Id x n; p; x[[j\l,,]] (f);isopos); [M] & h

= X1 (g (F)); IM] 2 (isopos; h)

= f; [M] ? (isopos; h).
Ce qui est bien I’interprétation de la preuve apres élimination de la coupure.

On termine sur les dernieres regles du systeme.

— Tetd. Sif: 11— [P'] ® [M] interpréte une preuve de — M, P, alors en posant :

f=mhxN )

isopos~1; Tisoneg; f’ interpréte une preuve de - + P+, M. Supposons que g : [P]** — [A] interpréte une
preuve de — P, \V, alors
g =x(T1® clos[[_;]]); TA%PL ; compl; g),

interprete une preuve de — TP, V. Avant ’élimination des coupures, I’interprétation de la preuve est :
g'; (Tisonegp. 5 f1) X [N]

On remarque alors qu’on a la méme égalité que pour le cas déréliction/co-déréliction, on peut donc appliquer la
fin de la démonstration pour ce cas-ci.
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— regle az. Si au-dessus de la coupure il y a une régle ax, et que I'interprétation de la preuve de I’autre séquent
est f : 71— [N] & [A], on interprete la preuve avant élimination par :

13 [N 2 (isopos; isopos ') = f

d’ou notre résultat. Si I’interprétation de 1’autre séquent est f : [[A}]LL —= [N, on interpréte la preuve aprés
élimination par :

. —1 .

isopos” ";isopos; f = f
et on a aussi notre résultat.

— (1) et L. Si au-dessus de la coupure il y a une régle (1), et que 'interprétation de la preuve de 1’autre séquent
est f : 71— [A/], alors on interpréte la preuve avant I’élimination des coupures par :

f;0~ 5[N] 2 (isopos; isopos 3 m) = f

B Elimination des coupures dans DiLL ;.

On donne ici les cas clefs de 1’élimination des coupures en distinguant les cas selon les dernieres regles utilisées
avant la coupure.

[ = _
_ —_— w
FT.7E R 1EY e T
Ifl—‘ cut
FI,7E,7E = _ %@
e ¢t UL ERIE B oy
= T . cut —T,?E - IEt .
cu
T
- A
ETEY T EY CA FTEY EATE wt
cu
AT A E Y e FLA
CTIA cut FT,A7E T Y
’ ? |—FF/A cut
FAE HT,E" n
I—Ay‘?E -1, 1B d ., FaP LB cut
2 TTA 2 cut FI,A
=T A E*
178 Y FAE dtw»o
cu
FT.A
- . FDLE
- I1E+ —T,?E w0
cut

I
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- T,?7E,?E A E* 1
FT.7E C EAE o
cu
T, A
FAEL g
FT2B,2E - AL O - FLPECE B A B
T,A,7E

cut T FT.A7E - AEL

cut - A7 T cut

— AT

T, E+ FIIEY EAE
-T,17, 1Bt © TaE ¢
CTUA cut
FAE FAE
FT,E+ FA?E I, 1Bt FA,?E
A cut + A
FT,A?E FIE FT,A?E -1, !B+

- cut -
FI,T,A -T',T,A

cut

cut

- A?E, 7B HD,¢:E* IV, 1B .
7B FOOL e >
cul
[N N AN

—(ax) —————— (ax)
7E.\E+ 7E.\E+
F?E,\E F?E,\E - (ax)

b 7B, 7E,\E* - A,?E,?E - ?E,\E* - ?E,\E*
- A,?E.7E,7E cut - 7B, 7B, \EL
— A, ?E,7E,7E,7E

(ax)
C

cut

™
ou 7 est la démonstration suivante :

= A,?E,?E,?E,E
A E7E’E C  RT,E*
AL, E,TE
AT E T LB
NN

cut

cut

T, E AN Db

- T,TE M A LE

FT,A

&, FLE  EAE

cut FI,A cut

Regles structurelles
(ax) HT,A - A A

- A AL TTA cut

—T,P FILN
—I,TP M ~I,IN )

19



Chiralités et exponentielles: un peu de différentiation E. Bauer et M. Kerjean

Les regles multiplicatives

— M T
-1 o &
-T,A, B LT, A - A,B
FT,A% B & FT.AAeB @
Les regles additives
EE— FIA —FI,B
=0T FIL,A& B &)
FT,A -T,B
CT.A®B Ot CT.AeB OF
Les regles exponentielles
LA FL2E2E FT,E
-T,7E -T,7E F1,7E
——w FI,IE FAE FNE
=B CT.AE ¢ —NOE @

ol le contexte A/ dans la codéréliction est un multi-ensemble de formules négatives.

C Preuves omises dans le corps du papier

preuve de la propriété 17. Montrons d’abord que I est terminal. Pour cela, il faut montrer que n 4 est le seul mor-
phisme de A vers I. Comme (A, n, M) est un co-monoide commutatif, on a que I ¢ n et n o I ont des inverses a
gauche. De méme, comme (A, u, V) est un monoide commutatif, on a que V a un inverse a gauche. Par naturalité de
V,ona:

Vinr =nyon;;V

Et on peut conclure que n; a un inverse a gauche. Par naturalité de nr, on a que n;y = nr;nr, etdonc ny = Id.
Supposons maintenant qu’on a un morphisme f de A vers I. Par naturalité de n, le diagramme suivant commute :

Et on a donc bien que I est terminal.
Finissons maintenant de montrer que ¢’est un produit cartésien. Soit f : C—=A et g : C—= B deux morphismes.
Alors
(fog)=Mcifog
vérifie bien :
{frgninold X =g
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et
(frgy W on;p” = f
On utilise a chaque fois le fait que (A, n, M) est un co-monoide commutatif. Et on fait de méme pour montrer que ce

morphisme est unique. Pour montrer que le bi-produit est un co-produit, on pourra faire un raisonnement similaire.
O

preuve de la propriété 25. On a :
V* = (mPP) v
Pour montrer cela, on remarque que V* = Id x Id; V*. Et que donc en pré-composant le membre droite de
I"égalité par (A\*) "5 us, x Id ou par (p*)™"; Id x u],, on obtient bien a chaque fois I'identité, comme x est un
co-produit, on a bien 1’égalité. Et doncon a :
P,P\—1 oo. 7 TPTP\—1, )
(m? ) ;7Vid = (mé,"oU ) 7(§OU(VX)7d
Puisque m. vient de la composition des trois foncteurs monoidaux forts suivants : &, U et T
Par naturalité de d, on a :
TPTP\—1, .3 _ ( TPTP\-1_ 7.
(méaoU ) ’éDOU(VX%d*(mgoU ) 7d7vx
Et donc pour montrer notre égalité, il suffit de montrer :
729 - 0 . T 3 TPP\—1, 7
A (@B w) x (@R d);p” BN = (mgyy ) 5d
Comme X est un produit, on a égalité si on a égalité en composant a chaque fois par les deux projections. Faisons
donc cela pour le morphisme a gauche de 1’égalité :

AX (dBw) x (WX d) p TN n*xId A
IPBRIP—(TP®?P)x (TP®7P) — (TPB®L)x (L®TP) — TP x TP — J xTP—1TP

A% nX A% o7d A%
=7PR?P— (TP R 7P) x (7P7?7P) e J x (tP®?P)—"?PR®P—1RTP—"1TP
=wXd; AP

Et pour le morphisme a droite :

TP,TP\—1
(m MeoU

PRIP — é"oU(TPXTP)%TPXTP%JXTP%TP
(m Py~ EoU(n* xId) EoU(NY) i
=7P®?P — &EoU(TPxTP) — éaoU(JXTP) — 77P—1TP
EoU(n*)31d (m1Ey—1 EoUNY) a
?PRIP — EoUJ)B?’P — EoU(J xTP) — 7P—1TP

Orona:
(M) =meoy B Id; N6 0U(N) )
Et donc le terme d’avant est égal a :

£oU(n*)1d mG oy F1d
IPBIP — EoUJ)BIP — JX‘?P%(?P%-TP

Et par naturatlité de A” le terme d’avant est égale 2 :

EoU(n*)RId m{ooUW
IPBIP — EoUJ)BIP — J><7P—>J><TP—>TP

Il nous reste donc a prouver que
_ 0
W=8&oUn");meou
On remarque alors qu’on a :
EoU(nS,) =&oUo (tn;md)
o) +p) = © n;ms
Et on peut conclure. Pour montrer qu’on a égalité quand on compose par 1’autre projection on raisonne de la méme
maniere. O
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