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SUR LES MESURES DIFFERENTIELLES
DES FONCTIONS VECTORIELLES A VARIATION

LOCALEMENT BORNEE

J.J. MOREAU

1« INTRODUCTION

1., a MESURES DIFFERENTIELLES
Soit I 'un intervalle quelconque de R et soit X un espace de

Banach réel. On dira qufune fonction f : I » X est a variation localement

2 s . PR LAEN . . I 1 ] .
bornée (dans des rapports antérieurs nous disions 4 variation finie'') si sa
restriction & tout sous-intervalle compact de I posséde une variation bor-

née ; notation : £ € v1b(I,X). I1 faut et il suffit pour cela qu'il existe

une fonction faiblement croissante Vf : I >R (définie a4 une constante addi-

e

tive prés), dite variation indéfinie de £, telle que

Vis,t] C I ¢ wvar(f ; s,t) =V, (t) = Vf(s) R
I1 est classique d'associer & toute £ € v1b(I,X) une mesure vec-

torielle sur I, a valeurs dans X, notée df, appelée mesure différentielle

U

. . N . P L] :
de la fonction £ (ou, improprement & notre avis, "mesure dérivée' de f£).
Une propriété caractéristique de cette mesure est que; pour tout sous-interval-
le compact [s,t] de I on a

afr = £7(t) - £ (s) ,

e
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en notant respectivement f+ et f 1les limites de f & droite ou a gauche

de chaque point (sur 1l'existence et quelques propriétés de ces limites, voir
la Section 2). Les intervalles ]s,t], [s,t[ ou ]s,t[ donnent des résultats
analogues ; une convention d'écriture (cf. Parag. 2, c) sauvegarde ces formu-
les dans le cas ol s ou t se trouve etre une extrémité de I.

On voit par 1la que la connaissance de la mesure véctorielle df per-
met de reconstituer, a une constante additive prés, les fonctions ¢t f-(t)
et tw £'(t) (ce sont des fonctions & variation localement bornée ayant la
meme mesure différentielle que f), mais non les valeurs que prend f en ses
éventuels points de discontinuité. On n'en sera pas surpris si 1l'on observe
que, dans le cas particulier ou l'intervalle I est ouvert, la mesure df
sur cet ouvert n'lest autre que la distribution (vectorielle) dérivée de la
mesure vectorielle T qui posséde f pour densité relativement & la mesure
de Lebesgue de I ; cf. Parag, 6. a, L'ensemble des points de discontinuité de
f étant au plus dénonmbrable, la mesure T ne dépend pas des valeurs que
prend f en ces points,

En fait, aucun role privilégié ne revient ici & la mesure de Lebes=—
gue, Comme texte de référence concernant les mesures vectoriélles, nous adop-
tons Bourbaki [1], Chap. 6. Il a donc paru utile de consacrer la Section 3 de
ce rapport a établir, dans la ligne meme de la théorie de 1t'intégration selon

Bourbaki, l'existence et les propriétés élémentaires de la mesure vectoriel-

le df.

1. b UNE REGLE DE CALCUL

Notre objet principal est d'adapter au cadre présent la formule de

différentiation d'une forme bilinéaire,

On considére trois espaces de Banach X, Y, Z et une forme bili-

néaire continue & 2 X X Y - Z, Si deux fonctions x : I >X et y : I-=>Y
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sont & variation localement bornée; il en est de méme de la fonction
tl» &(x(t),y(t)), & valeurs dans Z, d'ou 1l'existence de d&¥(x,y), mesure vec-
torielle sur I, a valeurs dans Z,

D'une fagon générale, on considére dans la Section 4 un espace T lo=
calement compact (dénombrable & 1°infini) et une mesure vectorielle majorable

dm sur T, a valeurs dans Y, Alors pour tout g € Sloc(ldml, X) on définit

®(g,dm), mesure vectorielle majorable sur T, & valeurs dans Z. Un certain
nombre de régles de calcul et inégalités simples sont établies,
Grace a cette notation, la formule attendue est
dd (x,y) = <1>(x+,dy) +§(dx’,‘,ym) '
(ou l*analogue, en échangeant x ot y).-
Un cas usuel est celui ot X =Y avec & symétrique. Alors; en

notant Q 1la forme quadratique u P ®(u,u) € Z2 1la formule devient

dQ(x) = &(x + x ,dx) .
§fﬁ Au Parag. 5. ¢ on suppose que 2 =R et que la forme quadratique
Q est ;} 0. Un nouveau résultat est alors que,.pour tout x € v1b(I,X), la
mesure scalaire &(x = x ,dx) est une mesure positive, ce qui au sens de
l'ordre des mesures scalaires sur I, entraine

(1.1) 28(x ,dx) < dQ(x) < 28(x",dx)

1. ¢ APPLICATIONS

Les Parag, 6. b et 6, ¢ donnent une idée de notre motivation.
On revient sur le processus de rafle qui a déja fait 1l'’objet de

nombreux rapports de ce Séminaire. Etant donné un convexe fermé variable

t > C(t) dans l'hilbertien H, on cherche un point mobile, cl’est-a~dire une

application v : I - H qui, dans.la formulation dite forte du probléme, vé=

rifie les conditions suivantes : u est localement absolument continue et sa

dérivée u satisfait; Lebesgue presque partout dans I,
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(1.2) = u(t) € 3y (t,ult))
ou ¢(t,.) désigne la fonction indicatrice de C(t). Peut etre imposée de

plus une condition initiale u(to) =u, donné . dans _C(tb)..

Le fait que, pour tout t et tout x, l'ensemble Jy(t,x) est une
~partie conique de H 'a la conééquence'Que voici, intuitive dans les images
mécdniques du processus (cf, [8]) : 1la chaine ordonnée des positions succes-

: ' . D < . :
sives du point mobile u est associée & la chaine ordonnée des configurations

successives de l'ensemble C d'une maniére indépendante de 1l'horaire,

La fonction u est la densité de la mesure du relativement a 1la
mesure de Lebesgue de I ; l'ihvariance du processus & l'égard des changements .
de variable croissants conduit naturellement & déprivilégier la mesure de Le-
besgue, d'oll une notion plus faible de solution, éventuellemeﬁt discontinue :

on dira que u € v1b(I;H) est solution du processus de rafle par C au sens

des mesures différentielles si u est continue & droite et s'il existe du,

mesure 2!0 sur I par rapport i laquelle .dﬁ poseéde une densité u!
vérifiantv -u'(t) € ay(t, u(t)j' pour tout t, L'unicite de la solution consé~
cutive & une donnée ihitiale u(to) ou, plus généralement, la propriété fami-
lieére des équafions d’évolution 4 second membre monotone : 'pour deux solu-
tions quelconques u, et u. du processus, la fonction t ]u1(t) - uz(t)l

1 2

est décroissante' pourra étre déduite de 1'inégalité (1,1), grace & l'exigence

de continuité a droite que nous imposons a ces solutions,

Apparemment, des‘considérations semblables pouvaient 3tre dévelop=-
pées en remplagant, au second membre de (1,2), d¢(t,.) par un "opérateﬁr"
monotone - A(t,.) & valeurs coniques, La Remarque 6. b, établit qu'un tei
A(t,.) est nécessairement contenu dans un - 9y (t,.) et donc lui est égal

s'il est monotone maximal,

L'existence des solutions du processus de rafle au sens des mesures

différentielles fera 1l'objet d'un rapport ultérieur (voir aussi, pour une
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version aléatoire du probléme, [2] [3]). Le Parag, 6, c termine le présent
rapport en établissant un fait techniquevdestiné justement a4 cette démonstra-
tion d'existence : Soit dy une mesure scalaire 2:0 sur lfintervalle compact
I = [to,t1] et sqit u' € L1(I,du : H), On note u 1la primitive suivante de
la mesure du = u' du :

u(t) = u'

It st)
(continue & droite), On tire de 1'inégalité (1.1) que la fonctionnelle
ut J (ulu’) du
I 1

est une forme quadratique > O sur L (I,dy 3 H). Un contre-exemple montre que
cette positivité n'est plus assurée si 1fon prend pour u(t) 1'intégrale de

u' dy sur ]to,t[, primitive continue & gauche de du. Naturellement, si la
mesure dy est diffuse la distinction est sans objet et on retrouve, comme
dans le cas familier ou dy est la mesure de Lebesgue, J (ujut) du =:%1u(t1)|2.

I
Expliciter l'importance de la continuité & droite dans les problémes

d'évolution discontinue de ce type, constitue, du point de vue de 1l!auteur

1tapport principal du présent papier.

2, RESULTATS PRELIMINAIRES

2, a SUR CERTAINES APPLICATIONS D'UN INTERVALLE REEL DANS UN ESPACE
REGULIER
Soit E un espace topologique régulier c'est~a~dire possédant la

propriété suivante : l'ensemble des voisinages fermés dfun point quelconque

constitue un systéme fondamental de voisinages de ce point. Tel est le cas si

la topologie de E est déduite d'une structure uniforme, donc en particulier

si E est un espace métrique ou un e.v.t.
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PROPOSITION (2. a), Soit I wun intervalle de R et soit f wune application

de I dans un espace régulier E telle que, pour tout t € I différent de

4

la fin éventuelle de cet intervalle, il existe

£ () = Lim £(r)
tT=>t, 7>t
Alors
. + +
(2.1) lim £ (s) =£ () .
s>t, s>t
Si, de plus, pour tout t différent du début éventuel de I, il
existe
£ (L) = lim £(7)
T t, vt
alors
. - +
(2.2) lim £ (s) =1 (£) .
s=>t, s>t
++ + e + s
Bref, £ =f, f =1 et, par la proposition semblable obtenue
~ s < — - += -
en échangeant les roles des limites a droite et a gauche, £f =f , £ =1 .

En d'autres termes, en supposant I ouvert, si f posséde une limite & droi-

te et une limite & gauche en tout point de I, on se trouve en présence de.

deux opérations : la régularisation continue & gauche et la régularisation

~ . ' . A ’ . ’ ’ »,
continue a droite, Ces opérations peuvent etre réitérées ou alternées un nom-

bre quelconque de fois : le résultat est le meme que si la derniére effectuée

avait été appliquée a la fonction f elle~meme,

Preuve. Soit W C E un voisinage fermé de f+(t)‘; il existe n > O tel que
s€ Jt, t+n = f(s)éw,

Pour tout s dans l'intervalle ouvert Jt, t + n[ on a

£ (s) = lim (1)
v s; v € Js,t#m

€ adh £f(]t, t +n[)Cw .,
Comme les voisinages fermés tels que W forment un systéme fondamental de
voisinages de f (t) cela établit (2.1).
De la méme fagon, pour tout s dans 1'intervalle ouvert Jt, t + 5[,

£ (s) = 1lim f(z) CW
T+ 8, v € Jt,s

dlou (2,2).
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2. b SAUT DE LA FONCTION VARIATION INDEFINIE.

PROPOSITION (2. b), Soit I wun intervalle de R, soit (E,§) un espace mé-

trique et soit f € vlb(I,E), Alors pour tout t différent du début éventuel

d I il existe

(2.3) lim: §(£(s),£(t))
s=>t, s<t
égal ‘a
(2.4) - lim var(s 3 osyt) =V (8) = Vo(8)

s> t, s<t

Résultat semblable pour:lesvlimites a4 droite, si "t est différent de -

la fin éventuelle de 1I..

SCOLIE., Si f (t) existe (ce qui est assuré en particulier lorsque E est

complet) l'expression (2.3) est égale & S(E (£),£(£)).

Preuve, $Soit to ¢t dans I ; soit & > O. D'aprés la définition de la va=
riation, il existe une suite finie strictement croissante
to =Ty Ty < e < Tt < T =t
telle que
n
var(f 3 to,t) <e + 12’1 S(f('ri_,l),f('t:i)) .
Soit s € [Tn_1,t[ 3 il résulte de 1l'inégalité triangulaire que

n-1
var(f 3 to,t) <e + iz=:1 S(f(fc'i_b1),f‘(fci))

+ 8(£(t__4),£(s)) + 8(£(s),£(t))
<e + var(f j t s8) + 8(£(s),2(t)).
Bref
s € ['r:n_1st[ => 8(£(s),£(t)) + & 2> var(f ; s,t) .

Par ailleurs
§(£(s),£(t))  var(f ; s,t) .

Or ' : .
var(f ; s,t) ::Vf(t) - VfCS)

posséde pour s > t, s < t, une limite égale a Vf(t) - V;(t) puisque la
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fonction Vf est croissante, On en conclut 1l'existence de la limite (2.3);

égale a (2.4).

COROLLAIRE (2, b), La fonction f € vlb(I,E) est continue & gaudhe (resp. a

droite) au point t si et seulement si il en est de méme pour la fonction

numérique V

f.

‘L'ensemble des points de discontinuité de f dans I Eft fini ou

dénombrable,

2, é VARIATION . DES REGULARISEESF
Soit (E,S) un espace métrique et soit £ € vlb(I,E).
Supposons d'abord que l'intervalle I ne contienne pas son début
et que, pour tout t é I soit définie la limité a gauche £ (t) (c'est assu=
ré-si E est complet), Aloré quels que soient s <t dans I on a
§(£ (s),f (£)) = lim  lim §(£(0),£(z))
o=>s t~>t :

c<¢s <t

Comme
§(£(c),£(x)) |V (0) ~ V()]

il,vient’é la limite
(2 (8),2 (£)) LV (1) = Vo (s) .

On en conclut f € vlb(I,E), Toutefois les résultats du paragraphe

précédent permettent de voir qu'en général la fonction V; n'est pas variation

indéfinie de £ .

~ . + . . :
Meme raisonnement pour f , si I ne contient pas sa fin.

Il sera utile dans toute la suite de poser 2

CONVENTION (2, c). Si l'intervalle I posséde un début, soit T1, et le con-

tient on écrit f-(T1)== f(T1) ;s si I posséde une fin, soit T, et le con-~

‘tient on écrit 'f+(T2) = £(T,).
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‘Moyennant cette convention, pour tout t > T1, on a
87T, £ (8))= Llim B(£(T,),£(r))
T >t ,
T<t
S V() = V(T .

+ :
Calcul semblable pour f  ; en conclusion ¢

PROPOSITION (2, c). Quel que soit 1l'intervalle I, si la fonction

f € vlb(I,E) posséde une régularisée f  (resp, f+),’définie sur I entier

confprmément a la Convention 2; c, cette fonction appartient a4 v1b(I,E),

AVERTISSEMENT, La Convention 2, ¢ préserve évidemment les identités

£ =¢f et £7=1" &tablies au § 2, a pour un intervalle I ouvert,

< . L. - += n .
Mais elle ne préserve pas les identités f + ::f+ et £ = f ., On peut pré-

senter cette convention en disant que, si I contient son début T1, toute
fonction définie sur I est systématiquement prolongée a gauche de T1 avec
la valeur constante f(T1) (et de meéme prolongée a droite de T, si I con~

tient sa fin) ; or cette opération de prolongement & gauche ne commute pas

avec la régularisation continue a droite,

2. d APPROXIMANTES EN ESCALIER
Soit- I un intervalle réel quelconque ; on notera plf(I) 1'ensem~

ble des partitions de I en sous~intervalles de forme quelconque (compacts,

ouverts ou semi-ouverts, certains d'entre-eux éventuellement réduits a des

singletons), partitions qui soient localement finies dans le sens suivant :

tout compact dz I est recouvert par un nombre fini d!intervalles d'une telle

partition,
Une application e de I dans un ensemble quelconque est dite

localement en escalier s'il existe une partition P € plf(I) sur chaque in-

tervalle de laquelle cette application est constante (lofsque I est compact



la partition P ést nécessairement;finie et e est simplement en escalier),
Soient. P et P' deéux éléments de plf(I) ; on écrit P<{ P' si
P! est un raffinement de P, c'est-é-dire si tout intervalle de P' est
contenu dans un intervélle de  P. Cela définit sur plf(I) un ordre filtrant
a droite. |
 Soifv £ :I-E ; a toute partition P € plf(I) associons une ap-
plication -localement en escalier fp ¢+ I > E construite de la ﬁaniére suise

-vante survchaque intervalle de P, 1l'application fp prend la valeur cons-

“tante . f(g)  oﬁ"T ‘désigne un point choisi dans 1l'intervalle en question,

Avec cette notation;:»

PROPOSITION (2. d). Soit (Ey8) un espace métrique et soit £ € v1b(I,E),

Quel que soit & > 0, il existe P € plf(I) ‘telle que pour toute partition

P! € plf(I) qui soit un raffinement de P, on ait <

(2.5) Vt €I YS(f(t’),fP,'(t')) <e
et pour tout [a,b] C I

(2.6) var(fp, ; a,b) < var(f a,b) +2¢ ,

Preuve, La fonction variation indéfinie -Vf ¢ I >R est (faiblement) crois=
sante, Soit une partition localement finie de R en -.intervalles de longueurs
inférieures ou égales a g. Les images réciproques de ces intervalles par Vf
sont des sous-intervalles de I ; celles de ces images réciproques qui sont
non vides farmént une partition P € plf(I), Soit P! € plf(I) un raffinement
de P, Si deux points t ‘et ¢ appartiennent a un méme membre de P!, ils
appartiennent a fortiori a un méme membre J de P d'ol
8 (£(t),£(7)) L var(£,9) L e

En prenant pour < le point ou, par construcfion, fP,(m):: f(t) on en conclut
1'inégalité (2,5),.

Notoﬁs Jgs Jysesesd  les traces sur [a,ﬁ] des intervalles sur

lesquels fp, est constante ; si on choisit un_point Ti dans chaque Ji’
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on obtient banaleinent
. m
yar(fp, ; a,b) =iz1 S(fpfc'ci«‘l)’fp'('ri))
"En particulier prenons To:: a, rm;: b et, si 0<i < m, brenons pour Ti
le point de J, ol par construction fpr(ri):z:f(ri)t Vu 1'inégalité (2.5)
il vient

m
var(fpr ; a,b) < 2 + £51 8(f(rih1),f(ri))

<2 + yarb(f ; a,b)

3. .MESURE DIFFERENTIELLE

3. a DEFINITION FEI EXISTENCE .

Soit I un intervalie queIconque de R 3 soit X un espace de
Banach et soit f € v1b(I,X).

On notera § l'ensembIe dés parties finies ge I ; tout élément

S de 8 peut s'énoncer de maniére unique comme une suite finie strictement

croissante

(3‘;1’) . S : 'L'O<'L'1 < a".\‘< Tn o,

,A’chaque S € 8, écrit sous la forme (3.1), s'associent des inter~
caleurs : nous appelons ainsi une loi, notoﬁs;la‘ es, faisant cbrréspondre a
chaque i =1,2,,..,n un élément, noté 6;, de 1‘interva11e fermé [Ti_14Ti]o

Soit ¢ € X(I), i,e, une fonction numérique éontinue dont le support

relativement & I est compact ; pos0ns
(3.2) M(S; 6g, ¢) = £51 plo (v ) - £z, _,

(chaque terme de cette somme correspond donc & un des n intervalles consé-

YE X

cutifs déterminés par la suite 8).
L'ensemble 8, ordonné par l'inclusion, est filtrant a droite ; on
peut donc invoquer la notion classique de limite d'une application de 8,0

dans un espace topologique ou suite généralisée indexée dans S : dans la
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terminolpgiekdekBQurbaki, c'est la limite de cette fonction selon la base de

filtre constituée par les sectionsycomméngantes de (s,0).

PROPOSITION (3, a). Pour chaque ¢ € X(I), l'application Sk M(S, 65y ¢) de

1'ordonné filtrant (S,C) dans l'espace de Banach X tend vers une limite

qu'on notera

Cette convergehce est uniforme & 1'égard. du choix des intercaleurs BS.

8i [a,b] - est un sous-intervalle compact de I contenant le support

de ¢ on a 1'inégalité

(3.3) -_. |v['¢ df| < max |¢l'var(f-; a,b)

montrant que 1Japplication linéaire ¢ [¢ df de X(I) dans X constitue;

au sens de Bourbaki, une mesure vectorielle sur I,

DEFINITION (3. a), Cette mesure, notée .df, sera appelée mesure différentiel-

le de f£.

Preuve de la Proposition., L'ensemble des S € § qui contiennent les deux

points a ‘et bv étant une section commengante de l'ordonné filtrant (8,C),
on peut se restreindre & des S de cette sorte, Et comme hors de [a,b] 1la
» fonction ¢ esfinhlle,ﬁon.peut, pour la construction de M(s, Ogr $) négli-
‘ger les points_dev S hors de - [é,b],>ce qui révient & se restreindre a des
S de la forme . . | o
(3.4) s :'a’:ruo <ty < on <t =b .

Considérons:d'abord, pour chaque ‘S, l'inﬁercaleur particulier aé
consistant dans le choix :

4=y

et montrons lg convergence de S b M(S, 55, b

Soit e >0 ; la fonction ¢ étant uniformément continue sur [a,b]

on peut construire la ‘partie finie S assez peuplée pour que



( quel que’ 501t 1, quels que soient T et m' dans [T 17Ty ]
(3.5) { v o
|q5('r:) - ¢(fc')| .

Soit S?! € 3 tel que S c st ; ayant écrit S comme en (3.4), in-
dexons sous la forme Tf. les p01nts de S’ appartenant a l'intervalle
[ogeqomy)s oo aut sart ave

: y o
1 1 < T < 'o- < T “"Ti
(donc. p=1 si S' ne qomporte;pas de points»dans ]Tié1’7i[)‘

Les intervalles]de,GS?:;cohtengs,dans :[Tl_d,Ti] contribuent &

M(s?, GS,, ¢) par des- ter" “_ a somme p ecrlt k'

(3.6) fi ¢kTJ)(f<TJ> -6y,
alors que l'intervali;1 [T ;',T ] contrlbue a M(s, @ S’ ¢) par le terme
qS('z: )(f('r: ) - f('v )
qui se développe en t:‘ _ ' ,‘ S | ;
@ }j ¢<¢ >(f(TJ> - fch 15y
Si s satlsfait (3 5), la dlfference entre les express1ons (3.6)

et (3.7) donne lieu & la magoratlon sulvante

:3_;¢<TJ))<f<mJ) - f(TJ 7))1

L p _
< 71 Ifw%v— (c 3 &

<8 var(f 3T, ..,19"" ) .

Par sommefion»en>" (rappelons que- 1es p01nts de S’ ‘non contenus
dans .[ro’Tn] [a b] contrlbuent M(S . BS" ‘P) - par des termes nuls}) ,
cela donne B v L a _

|M(s, —s’ ¢) M(S v es,, q5)| € vaf('f ,; a,b)

Donc si  SﬁJ est un autre element de S, pn a 1'1mp11cat10n

scs',scs™ —>~'.I‘IM(S 3 8 S,, ¢) M(S , 5 ", ¢)| 2 var(f ; a,b) .

" Cela- 31gn1f1e que 1'appllcat10n (ou sulte generallsee) S M(S, es, ¢) de
1'ordonné filtrant (S,¢)eydans-_x _possede la propriété de Cauchy, dfolu la

convergence annoncée, ..’




:Peurﬁce qui:est maintenent de’l'ueage d?intercaleurs eé queicon—
ques, il suffit de remarquer due, si S' Qefifie (3.5); on'auré, bour tout
' €3 tel que §C S, |

‘IM(S};:931;e¢) M(s?, GS" ¢)| € var(f ; a!b)
d'ou convergence vers la meme 11m1te.

Comnie ¢I» M(S GS’ ¢) esty pour S et a flxes; une applicatlon
11nea1re.de x(I) dans X, il en est de meme 2 la 11m1te de ¢+ J¢ af .,
| | Par a111eurs (3 2). entralne ‘ ‘.  ‘

| |M(S, S’ ¢)| . max |¢| var(f ;ea,b)

dfou, a la 11m1te, 1'1nega11te (3. 3) RPN

:Onien}cqnclut QUeuv¢|+ [¢ df ~est, eu eens deeBoprbaki; une mesure
sur I e'vaieurs dansr X. En effet tout eompaet ‘K de‘ ie,esf'centeﬁﬁ dans
un intervelie telﬁdﬁe> [a,b]. L'inégalité (3;3)_Pr°9Ve que 1a restriction de
l’applicatioe ei;dessuS'au’sous—espace de X(I). consfithé-paf-les fone tions

continues & support contenu dans K est continue pour la norme ¢+ max |¢|.

REMARQUE'1. Le meﬁe type d'1nega11tes montre que, si S véfifie (3.5), alors
| peur toutb'S' é‘S tel que S C S' on a | |

IM(S ) es,, ¢) M(s, o, ¢)| & var(e ;‘a,b)_"’
Puisque l’ensemble de ces S! est_unevsectiOn,comﬁepgante de (S;C), on ob=-
tient, en prenant 15 11m1te relatlvement 4 st | |

| [q& df - M(S, bge ¢)| : var(f ; a,b) .
Clest 1la cbntlnu;te unlforme de ¢ qui.permet d'exhieer les S vérifiant
(3.5).111 Qieet'doncaene'approehebde‘ J¢*df dans ie sfyle hintégfale‘de
Riemann"‘:_ | | | B |

La fornction ‘¢ € X(I) et un réel o« > O étant donnés, il existe

7 > 0 tel que, ‘pour tout S qhi, écrit sous la forme (3.1), vérifie

‘(3.8) A Sl;p (T3= T9) <1 oy
on ait
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(3.9) | [¢ af - M(S, Ogs Nl < .

REMARQUE 2, Il est clair que, si f1 et f2 appartiennent a v1b(I,X) et

si A1 et Az sont deux constantes réelles, on a
£ £ = £, -
d(A1 1 + Az 2) A1 df1 + Az df2

Par ailleurs, si la fonction f est constante, la mesure df est

nulle, On va voir que la réciproque n'est pas exacte.

3. b CAS D'UNE FONCTION LOCALEMENT EN ESCALIER

On suppose que f : I - X est localement en escalier : il existe

uné partition localement finie P de FI en sous—~intervalles sur chacun des~
quels f prend une valeur constante ; visiblement £ € v1b(I,X). Pour
¢ € X(I) nous allons calculer |¢ df.

Supposons d'!abord 1'in£erva11e I ouvert dans R, Soit [a,b] Cc1
contenant le support de ¢ ; on peut choisir a et b distincts’de tous les
noeuds de la partition P. La trace de P sur [ayb] est une partition finie

I dont les noeuds seront notés

act <t,<... <t <b
2 /]

(il n'fest pas exclu que l'un des intervalles de I[I se réduise a un singleton
{tk})u L'int égrale ]¢ df est limite d‘'expressions telles que M(S, O ®)
ou S désigne une suite

a ::To < Ty < oas < Tn': b .

D'aprés la remarque du § 3., a, pour tout « > O il existe 7.> O tel que
(3.8) assure (3,9) : cette condition (3.8) peut etre satisfaite avec des Ty

tous distincts des t Comme la fonction f est constante entre chacun des

klo

t les seuls termes non nuls de la somme (3.2) correspondent & des valeurs

kﬁ
de i telles que ]Ti_1gci[ contienne un des t . Lorsque 7 tend vers zéro,

un tel terme a pour limite ¢(tk)(f+(tk) ~ fm(tk))n Donc

p
_ + - =
(3.10) [¢ df = 221 Pl IE (8 ) = £ ()
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Bref, si I est ouvert dans R, on voit que la mesure différentielle
de la fonction localement en escalier f est somme d'une famille (au plus
dénombrable) de mesures penctuelles, & valeurs dans X, poriées par les points
de discontinuité de f et dont les valeurs respectives sont les sauts corres—=
pondants f+- f—, Noter que si 1%un des intervalles sur chacun desquels la

fonction f est constante se réduit & un singleton {tk} la valeur f(tk)

est indépendante des deux limites f—(tk) et f+(tk) : cette valeur est donc

sans influence sur la mesure df, On en tire immédiatement des exemples de

fonctions non constantes dont la mesure différentielle est nulle,

Le raisonnement précédent suppesait I ouvert dans R. Si, par
contre, I posséde un début T1 et le contient, le support de ¢ dans I
peut inclure ce point qui dans ce cas coincidera nécessairement avec a. On
note encore t1 < tz ¢ <o les noeuds de P contenus dans [a;b], mais il
peut arriver cette fois que t1:: a :rTi. Alors le terme i = 1 de la somme
(3.2), soit ¢(0;)(f(f1) ~- f(mo) avec T =a=T, b a pour limite, lorsque 7
tend vers zéro, ¢(T1)(f+(T1) - f(T1)). Or, selon la Convention 2. c, f(T1)

peut s'écrire f—('l‘1)° Raisonnement semblable si I posséde une fin et 1la

contient et on conclut

PROPOSITION (3, b), Quel que soit l'intervalle I, si f est localement en

escalier et ¢ € X(I), on a, moyennant la Convention 2. c,
p e -
J¢ at = 221 S ICHCIDILIE SNCHD DI
ou t19 tzg csoy tp désignent les noeuds de f contenus dans le support de ¢.

3. ¢ MAJORATION DE df

Soit f € vlb(I,X) et soit Ve : I >R sa fonction variation in-

définie (définie au choix prés d'une constante additive), Cette fonction.
numérique étant faiblement croissante appartient & v1b(I,R), d'ou 1l'existen-

ce de la mesure scalaire de, positive et indépendante du choix de la
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constante additive de Vf.

Soit ¢ € X+(I), i.e. ¢ € X(I), a valeurs > O, Alors, avec la no-

tation de (3,2),

s

lucs, oy, )| < ACOSNEICR I ICHIN]

i=1
i,
< 1 plogI(Vole,) = Volo, )) .

= b
w ilIs o

Si 1'on passe & la limite pour € 8, cela prouve que
(3.11) v € x (1) z | [gb af| < [g{) v, .
Soit par ailleurs x' un élément du dual topologique X' de X.
L'application
¢ <x'y J¢ af>
de X(I) dans R est uns flesure scalaire sur I ; en accord avec la notation
générale qui sera présentée dans la section 4, on peut écrire <x',df> cette
mesure (c'est d'ajlleurs la mesure différentielle de la fonction numérique
t <x¥,f(t)>). L'inégalité (3,11) donne
Ve € X (1) = | I¢> <x!',df>| < |x!| )[qs av..

I1 en résulte que, au sens de Bourbaki, la mesure vectorielle df
est majorable, d'ol 1l'existence de la mesure sralaire positive |df|, yaleur
absolue de df ; cette mesure positive est majorée par la mesure positive
de, mais ne lui est pas égale en général, comme le montre 1l'exemple suivant ¢

Soit to un point intérieur de 1 ; soient u et v deux éléments

de X ; définissons f (en escalier) par

B si & #ft
£(t) = { ©

v osit=
o

I1 résulte du § 3. b que la mesure df. est nulle donc aussi [dfl. Par contre
g o si t <%
fo)
V() = 3 | v-ul st t=1

t 2 |un| si t >t
o

de sorte que de consiste dans la mesure ponctuelle, de valeur 2|v—u|, por-

tée par to.
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Les propriétés usuelles des mesures vectorielles majorables (cf.

Bourbaki [1], Chap, 6; § 2, n® 3, Propositions 5 et 6) fournissent ¢

PROPOSITION (3, c). Toute fonction numérique g appartenant a £1(I,|df : R)

est intégrable pour la mesure vectorielle df ; 1'intégrale appartient a X

gt on a
(3.12) | Igdﬂ < J le| [ag| < j el av, -
Clest 14 d'ailleurs un cas particulier de la situation dui fera -

1'objet de la section 4,

REMARQUE (3, c)., I1 sera utile plus loin d'observer que le théoréme de con-

vergence dominée s'étend de la maniére suivante ¢

Soit dm une mesure vectorielle majorable sur 1l'espace localement
compact T, & valeurs dans l'espace de Banach X, Soit hn une suite d'élé-
ments de £1(T,|dm| s R) vérifiant
10 41 existe H € £1(T,|dm| H R+) telle que, |dm|_presque partout, hn:< H ;
29 1a suite des hn(t) tend vers ume limite h(t) sauf éventuellement pour
un ensemble |dm|-négligeable de valeurs de t 3
alors h est intégrable peur dm et on a dans X fort

1lim J h dm = J hdm .,
n

n - o

En effet h € £1(T,|dm] : R) dfaprés le théoréme de convergence
.
|
dominée, d'ou 1'existence de J h dm € X. La suite hn converge vers h dans
1 |
$ (Ty|dm| 3 R) d'ol, quels que soient les entiers n et p
- : h = h dm|
| [y an = [n, anl < [In= )l tanl
on en tire la convergence de la suite h dm dans l'espace de Banach X

n
vers une limite qui est nécessairement Jh dm.
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3, d MESURE D'UN INTERVALLE

LEMME (3. d). Soit [a;b] wun intervalle compact contenu dans 1l'intérieur de

I ; sa fonction caractéristique X[a b] est intégrable pour la mesure vec-
i

torielle df et on a

(3.13) JX[a,b] df = £ (b) = £ (a) .

EEEEXE° Approchons la foon:tion X[avb] par une suite de fonctions ¢n € X(D)
respectant les conditions suivantes : Secient (sn) et (an)y S, < a, < a,
deux suites de points de I tendant vers a ; soient (tn) et (bn),

b < bn < tng deux suites de points tendant vers b, La fonction ¢n a son
support dans [sn,tn] et vaut 1 sur [an,bnj ; on impose de plus |¢n[:< 1.
Montrons que, dans X fort,

(3.14) lim [q’jn df = £ (b) = £ (a) .

n > o

En effet, avec la notation (3.2),
f = 1i @
J¢n d im M(S, Ogs ¢n)

Pour n fixé, 1%ensemble des S € S contenant les quatre points Sn’ an, bn,
tn est uve section commengante de (S,;C) ; on peut donc construire la limite
en se restreignant a des S de cette sorte, Les intervalles de S contenus
dans [an,bn] ort une contribution totale dans la somme M égale a
f(bn) v f(an), puisque les ¢(6;) correspondants sont tous égaux a . Les
intervalles non contenus dans [sn,tn] ont une contribution nulle. Puisque
I¢n]:§ 1, les intervalles contenus dans [sngan] et [bn’tn] ont des contri=-
butions respectivement majorées en norme par

« ° —_ 7 “n

var (£ sn,an) \f(an) Vf(Sn)

var (f bnytn) = yf(tn) - Vf(bn) o
Par suite 1'expression

f(bn) - f(an) v [qs ~af

(¢}

a pour limite zéro, dlou (3,14).
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Les ¢n sont majorées par la fonction caractéristique d'un inter-
valle compact contenant tous les [Sn’tn]° Alors (3.13) résulte du théoréme de
convergence dominée, conformément & la Remarque 3. c.

On raisonne de fagon semblable lorsque [a,b] n'est pas contenu
~ dans 1'intérieur de I, Supposons par exemple que "I possédg un début Ti,
le contient; que a ::T1, mais que b n'est pas la fin der I ; alors on in-
troduit seulement les deux suites (tn) et (bn) s on impose a la fonctionv
¢n. d*avoir son support dans ET19th et de valoir 1 sur [T1,bn] s il vient
dans ce cas

ot
.X[T1,b] af = £ (b) - f(T1) °

Si 1%on invoque la Convention 2, c, ce résultat est encore en accord avec

1%écriture (3,13),
Par addition et soustraction de fonctions caractéristiques, on.ob=-

tient de fagon générale :

PROPOSITION (3, d). Moyennant la Convention 2, ¢, si a et b sont deux

é1éments quelconques de I, avec a b, on a (3,13) et

PO o et
)¥7a,b] a = f (b) = £ (a)
r - -
‘X[agb[ df = i (b) - f (a) 'S
En outre, si a < b
e et
_X]a,b[ af = £ (b) £ (a).

REMARQUE. Par la Proposition 2, by, il en résulte que les trois fonctions f,

f+ et 'fn ont la méme mesure différentielle,

COROLIAIRE (3, d). Si. f posséde une dérivée f continue dans I, la mesu-

re df admet f pour densité relativement a4 la mesure de Lebesgue de I.
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3. € MESURE INDUITE SUR UN SOUS=INTERVALLE
Soit J un sous-intervalle de I ; pour toute ¢ € X(J) notons ¢
la fonction prolongeant ¢ a I avee la valeur O hors de J. Cette fonction

est universellement intégrable (elle est bornée et égale a la différence

S

de deux fonctions > O 8.c.s.) et 1'application
b J é df
de X(J) dans X est une mesure vectorielle sur J, On notera (df)J cette

mesure, classiquemenit appelée mesure induite par df sur J.

Notons d'autre part fj la restriction de f & J ; évidemment

fJ € vlb(J,X), La mesure vectorielle d(fJ) n'est pas égale en général a

(df)J.
Ec notant x 8t la mesure ponctuelle sur J, de valeur x € X, por-

tée par le point t € J et en utilisant, si a ou b se trouve étre une

extrémité de I, la Convention 2,c, on a ¢

PROPOSITION (3, e)., La mesure (d.f)J est la somme de d(fJ)' et des mesures

suivantes ¢

1° 1la mesure (f(a) = £ (&)) 8a si J posséde un début a et le contient

2° la mesuve (f£'(b) ~ £(b)) Sb gi J posséde une fin b et la contient,

En particulier si J est ouvert relativement & I on a

)

(df)J~: dea

Preuve, Montrons que (df)J, d'une parf, et la somme de mesures en question,
d'autre part, donnent la meme intégrale pour toute fonction caractéristique
d'intervalle compact [s,t] CJ, Soit h la fonction caractéristique de [s,t]
dans J ; la fonction h prolcngeant h &4 I avec la valeur O hors de J
est la fonction caractéristique de [s,t] dans I,

Comme h est s, ¢, s, bornée ;:O a support compact dans J,; elle

est la limite (ou enveluppe inférieure) d’une suite décroissante de fonctions
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b, € K+(J). Les fom tions ¢n correspondantes convergent vers h, Par le
théoréme de convergence dominéé (cf, Remarque 3, ¢) on conclut
(3.15) [h (af) ;= Jﬁ'df .

Supposons par exemple que J posseéde un début a et le contienney
mais ne contienne pas de fin et supposons s = a (sans quoi 1l'égalité est
banale), Alors (3,15) donne, vu la Proposition 3, d,

Jh (a£) = £7(t) - £ (a)
tandis que
J h(de):: £7(t) ~ £(a) ::[ h(df)J + £ (a) ~ £(a)

or f(a) = f (a) est bien 1'intégrale de h par rapport & la mesure
(£(a) - £ (a)) 5.

Raisonnement semblable si J contient une fin b,

Noter que si J est réduit & un singletonon a a =b et

(£(a) = £(a)) 5_+ (£7(b) ~ £(b)) §_ = (£(a) - £7(a)) 5_ .

Telle est, dans ce cas spécial, la mesure (df)J alors que, évidemment,
(af ) = o,

Enfin dire que J est ouvert relativement a I signifie que, si
J contient une extrémité, par exemple un début a, ce point est aussi une
extrémité de 1. Dans ce cas, la Convention 2, ¢ donne £ (a) = £(a) et

résultat semblable, éventuellement, pour la fin b,

4, LA MESURE &(u,dm)

4, a DEFINITION

Soient X, Y, Z trois espaces de Banach et soit & ¢ X XY =+ Z une
application bilinéaire continue, Dans X; Y, ou Z, tout comme dans R, on note
|.| 12 norme ; on note |[[3|| la norme de &, c'est~a~dire

|8]] = sup §|eCx,y)] s x€ X, yev, |x] <1, |y <11 .



- 17, 23 =

Soit T un espace localement compact et soit dm une mesure vectorielle
sur T, a valeurs dans Y, majorabkle, Pour éviter des complications formel-

les, on se limitera au cas usuel ou T est dénombrable & 1'infini ; c'est

ce qui a lieu notamment si T, comme dans le reste de ce rapport, est un
intervalle de R.

Avec les notations présentes un énoncé de Bourbaki ([1], Chap, 6,
§ 2, n® 7) se formule comme suit : Il existe une application linéaire conti=-

nue et une seule de £1(|dm|,X) dans Z telle que, pour tout a € X

I@,dm

et pour toute fonction numérique h € &1(|dm|,R) on ait

(4.1) (h a) = &(a, [h am) .

I@,dm
En outre, pour toute fonction £ € £1(|dm|,X), on a
(4.2) |I@’dm(f)| < el [|f| |am| .
Il nousparaft plus commode d'adopter la notation
I(I-),dm(f) = ] &(£,dm)
acceptée par Bourbaki lui-méme dans le cas ou la forme bilinéaire &(x,;y)
serait simplement notée xyo

On va donner a cette écriture toute sa cohérence en observant que

le symbole &(f,dm) peut étre interprété comme une mesure sur T, a valeurs

922§ Z.

Plus généralement, soit g € £1OC(|dm|,X) et soit y € X(T,R).
Alors g € $1(|dm|,x), ce qui permet de considérer l'application linéaire
de X(T,R) dans Z
(4.3) yw I@’dm(yg) .
Pour établir que cette application est, au sens de Bourbaki, une mesure vec-

torielle sur T, il suffit de montrer que, pour tout compact K C T, la res-

triction de l'application & 1l'ensemble des <y dont le support est contenu

dans K est continue pour la norme sup |y . De fait, si supp Yy C K, on a

[1vel lanl < sup 191 [Ixgel [ an

dfou la continuité attendue, dfaprés 1l'inégalité (4.2).
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L'application (4,3) sera désormais notée

g [y d(gydm)

PROPOSITION (4, a)., Si g€ $100(|dm[,x) (ce qui fait que la fonction nu=-

mérique positive |g| appartient a £1oc(|dm|,R)) la mesure vectorielle

®(g,dm), & valeurs dans 7, est majorable et sa valeur absolue est majorée

par la mesure ﬁositive H@H lg| |dm
Preuve, L'assertion signifie que, pour tout z' € Z° (dual topologique de
z2), tel que |z'| <1, la mesure valeur absolue de la mesure scalaire

y b Lz, [y ®(g,dm)>

. Cela équivaut a l'implica-

est majorée par la mesure positive H@H le| |Qm
tion suivante, pour 7y € X(T) et ¢ € X+(T) :
<o = <oy fy atean> < el [o [l an]
De fait, si |y| < ¢, on a par (4.2)
<z', [y 3(gyam)> < |[y 8(g,dm)|
< lall [Ivel Jan]
< sl [¢ lel Janl

4, b PREMIERE ASSOCIATIVITE

PROPOSITION (4. b), On suppose toujours g € xloc(ldm|,x), d'ol 1l'existence

de lgl |dm| mesure scalaire positive sur T. Toute fonction h telle que

h € &1(lg| |dm| ,R) (ce qui équivaut & h |g| € £1([dm|,R)) est intégrable

pour la mesure vectorielle &(g,dm) et on a

(4,4) [h d(gy,dm) = [@(hg,dm) €z .

Preuve. Observons d'abord que le second membre est un élément de Z bien
défini parce que hg € £1(|dm|,x). Convenons en effet d'entendre 1l'écriture
1/|g| avec le sens usuel si |g] # 0 et de prendre 1/|lgl =0 si |gl =o0

de la sorte la fonction t b 1/|g(t)| est mesurable de (T,|dm|) dans R.

.
?
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En écrivant

hg = h |g -]érg

on obtient la mesurabilité de hg . (T,|dm|) - X, d'ol son intégrabilité puis-
que Ihg] ::Ih ]g|| appartient a £1(|dm|,R).

Pour montrer que h , appartenant a &1(|g] |dm|9R), est intégrable
pour la mesure vectorielle &(g,dm) on observe que cette fonction numérique
est intégrable pour la mesure positive |@(g,dm)| puisque cette derniére,
au facteur numérique ||§|| prés, est majorée par |g| |dm| d'aprés la Propo-
sition 4, a. Comme Z est un espace de Banach cela entraine 1%intégrabilité
pour la mesure vectorielle (cf, Bourbaki [1], Chap, 6, § 2, n® 3, Prop. 6).

Enfin 1'égalité des deux membres de (4,4) est assurée par défini=-
tion si h appartient & X(T,;R), lequel est un sous-espace dense de
$1(|g| IdmI,R). La Proposition 4. a entraine que le premier membre dépend
de h d'une maniére lindaire continue sur £1(|g| |dm| ;R) ; 1'inégalité
(4.2) entraine la méme propriété pour le second membre, d'ou 1'égalité,

La Proposition précédente exprime en quelque sorte une propriété

d'associativité qui admet le pendant naturel suivant.

4, c¢ SECONDE ASSOCIATIVITE

PROPOSITION (4. c), Si h € 5:10c(|dm| sR) et g€ .$.1(]h| |dm| ,X) on a

(4,5) [@(hg,dm) = [@(g,h dm)
égalité dont les deux membres sont bien définis,

Preuve. Si h € $1oc(|dm|,R) lfexistence de la mesure vectorielle h dm,

.
o

4 valeurs dans Y, consiste en un cas particulier de la théorie du Parag. 4, a
prendre X =R, Z=Y et pour & 1l'application bilinéaire (r,y)#> ry de
R xY dans Y, D'aprés la Propositién 4, a; la mesure vectorielle h dm a

. L'hypothése as~

sa valeur absolue majorée par la mesure positive ]h’ Idm

sure donc g € £1(|h dm|,X), d'ol l'existence du second membre de (4,5).
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Pour ce qui est du premier membre on observe que si h € £1oc(|dm|,R)

Ja fonction ¢ définie par

h
+ 1 si h(t) >0

Gh(t) = (0} si h(t) =0
-1 si h(t) <O

appartient & §°(|dm|,R). Conme g € £'(|h| [dm|,X) ona |h| g€ £ (|dn|,X) ;

N

donc hg =g, |h| g appartient a £1(|dm|,X) ce qui assure l'existence de

h

[@(hg,dm).
Pour h fixé, les deux membres de (4.,5) dépendent de

g € £1(|h| |dm|,X) d'une maniére linéaire et par ailleurs continue pour 1la

norme de £1([h| ldm',X). De fait, en invoquant la Proposition (4, a) on

obtient |

[[sg,aml < sl [1g] Tam)

et :
[oteon aml <l [16] Inoanl

or la mesure |h dm[ est majorée par la mesure ]h[ |dm|°

Soit a un élément de X et soit £ € £1(|h| [dm|,lR)° Si on prend
g=1f a, on a bien g E‘£1(|h| |dm| ,X) et d'aprés (4,1) les deux membres de
(4.5) ont la méme valeur &(a, th dm)., Or 1l'espace vectoriel engendré par
les g de cette forme est dense dans £1([h| ldmI,X).

On en tire

. 1 1
COROLLAIRE (4. c). Si h€ £loc(|dm| R) et g€ 5;100(|h| |dm| ;X)) les me-

sures vectorielles &(hg,dm) et &(g,h dm) sont égales,

De plus H

COROLLAIRE 2 (4. c), Si g€ gl (|am| ,x), h € gl (|am| R) et
e loc loc s

|n| |e| € £1(|dm|,R) les expressions écrites en (4.4) et (4.5) sont toutes

les trois définies et égales,

Preuve, Il s'agit d'établir que les hypothéses des Propositions (4. b) et

(4, c) sont toutes deux remplies, De fait les hypothéses présentes font que
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h et |g| sont mesurables de (T,Idm|) dans R, donc aussi h |g| H comﬁe
|n| |g| € £1(|dm|,R) cela donne h |g| € £1(|dm|,]R)° De meme |h| et g
sont |dm|-mesurables, donc aussi |h| g, d'ou |hf'g € $1(|dm[,X) ce qui

équivaut & g € £1(]h| |dm| ,X).

4, d CAS OU dm ADMET UNE DENSITE FORTE

PROPOSITION (4. d). On suppose qu'il existe une mesure scalaire positive dyu-

sur T et une fonction y € £loc(du,Y) telle que dm =y du (on peut dire

que y est densité forte de dm par rapport & du). Alors |dm| = |y| du

1 ... < 1
et pour tout g € £loc(|dm|,x) (ce qui équivaut & g |y| € £loc(du,X)) la

mesure vectorielle &(g,dm) est égale a &(g,y) du.

Preuve. L'existence de la mesure notée y du entre, si 1l'on veut, comme

cas particulier dans la théorie précédente (le premier espace de Banach est,

- cette fois Y et le second est R) : cela montre que cette mesure est majo-
rée et que sa valeur absolue est majorée par |y| du. En fait il résulte de
[1], chap. 6, § 2, n° 4, Prop, 8 (concernant une notion plus faible de densité
d'une mesure vectorielle par rapport & une mesure scalaire) que la valeur
absolue de dm =y du est exactement Iyl du. Et pour tout £ € £1(|y| du ,R)

on a
[ fdm = f fy du .
Alors, si a est un élément fixé de X, et si y € X(T) on a par (4.1)
[y &(fa,dm) =:J®(yfa,dm)'=:§(a,(yf dm) = @(a,{vfy dude.
Comme l'application &(a,,) de Y dans . Z est linéaire continue cela vaut

aussi

{@(a,yfy) du :={y d(fa,y) duv .
Brefy

[y &(h,dm) ZZ[V ®(h,y) du
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pour tout h de la forme h = fa, f € £1(|dm|,R). Comme 1'espace vectoriel
engendré par les h de cette forme est dense dans £1(|dm|,x), on conclut
que 1l'égalité est vraie encore pour tout h € S,1(|dm|,X)y en particulier pour

h = gXK, K désignant le support de .

5. CAILCUL DE d¥(x,y)

5, & PROPRIETE D ?APPROXIMATION
Comme dans la section précédente, X, Y, Z sont trois espaces de
Banach,  : X x Y - Z une application bilinéaire continue, I un intervalle

quelconque de R.

PROPOSITION (5. a). Soit y € v1b(I,Y) et soit u : I » X une fonction

réglée, Quel que soit [a,b] C I, quel que soit 7 > 0, il existe P € plf(I)

tel que, pour tout P' € plf(I) raffinement de P, la fonction localement

en escalier yo, (notation du Parag, 2. d) satisfait 1'inégalité

(591) @(usdy) il I @(usdypy)l < n °

[[asb] [a,b]
Preuve, Quel que soit « > O, puisque u est réglée, il existe une fonction

localement en escalier u, : I »X telle que lu = uel g;a partout.dans

[a,b]., Le premier membre de (5.1) est majoré par

(5.2) l} &(u-u_,dy)| + |j 8(u ~u,dy_,)| + !{ : 8(u_,dy~dy_,)|.
[a,b e fap) P fap] %
Vu les Parag, 3, ¢ et 4, &, on a
IJ d(u-u_,dy)| < %] « [ av
aob'.] e’ h {anb Y
lf 8(u ~u,dy_,)| < |3/ « [ av .
[a,b] € proow a,b] Yp’

Or, moyennant la Convention 2, ¢, s¥il y a lieu,

v, =vi W -v (a) .

{[ayb] yPy yP! yPl



Vu la Proposition 2, d cela est uniformément m@joré pour tout P! € plf(I)
raffinement d'un P fixé, Donc si ¢ est choisi assez petit, la somme des
deux premiers termes de (5,2) sera majorée par 7/2, Ayant fixé la fonction
en escalier U, conformément & ce choix de @, on se trouve en présence
d'une partition de [a,b] en un nombre fini m de sous~intervalles sur
chacun desquels ue est constante ; netons J 1%un dfentre eux, En appelant:

M un majorant de |ue| sur [a;b] on a

[
yJJ 3(u_,dy=dy,, )| = lq»(ue(J),} dy~dyp )|
. J
‘ {
<liell m || ay-ay

)J p?|

L'expression donnée par la Proposition 3, d pour lfintégrale d'une mesure
différentielle sur un intervalle, jointe a 1%'inégalité (2.5) (laquelle vaut
évidemment aussi pour les limites a droite ou a gauche des fonctions consi~
dérées) font qu'on peut trouver P € plf[a,b] tel que, pour tout

P' € plf[ay,b] raffinement de P, 1l’expression ci-dessus sera majorée par

n/ém, Cela établit la Proposition,

5. b FORMULE FONDAMENTALE
Soient x € vlb(I,X) et ¥ € vib(I,Y). La fonction * ¥ &(x{t),y(t))
appartient & v1b{(I,Z) ; cela résulte de ce que si [a;b] est un sous-
intervalle compact de I, les fonctions ti» |x(t)| et ti# |y(t)| admettent
respectivementf. des majorants M et N sur ce sous-intervalle, par exemple
M= |x(a)] +V _(b) -~V (a) .
On écrit alors pour s g;t dans [a,b],
|&(x(t);y(£)) = 3(x(s),y(3))]
< |3 x(2=x(8) ;v (1)) + |3lx(s),y(t)=y(s))
< lell [NV (£)-v_(s)) M(Vy(t)mvy(s))]

d'oll une majoration de var(@(x,y) ; a,b).
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Comme précédemment, les régularisées continues a gauche ou conti-=
nues & droite de fonctions appartenant & vlb(I,.) seront définies jusqu'aux

s 42 2 . s . A
extrémités éventuelles de I, conformément a la Convention 2, c, Ainsi x

et x appartiennent & v1b(I,X) donc a Sloc(dy,x) quelle que soit la me-

sure scalaire positive dy sur I ; de meme y+ et y appartiennent a

1
loc

vlb(I,Y), donc & & (du,Y).

PROPOSITION (5. b), Si x € vlb(I,X) et y € vlb(I,Y), la fonction &(x,y)
appartient & v1b(I,Z) et on a
(5.3) 43 (x,y) = o(dx,y ) + a(x ,dy) ,

et symétriquement

(5.4) a3 (x,y) = &(dx,y’) + &(x ,dy)

ou, aussi bien,

: +
(5.5) dp(x,y) = a(ax, Y 27— ) + s(E ,ay) .

LEMME (5. b), L'égalité (5. 3) est vraie si les fonctions x et y sont

localement en escalier,

Preuve. Il existe dans ce cas deux partitions localement finies de I en
sous~intervalles sur lesquels les fonctions x et y, respectivement, sont
cons tantes. Soit P un raffinement commun de ces deux partitions; construit
de maniére que, pour tout noeud 5 de P, le singleton {r} soit un des
membres de P (autrement dit les membres de P sont soit des singletons,
soit des intervalles ouverts relativement & 1I).

Pour établir 1l'égalité (5.3) il suffit de montrer que les mesures
vectorielles écrites respectivement aux deux membres donnent la mgme intégrale
sur tout sous-intervalle compact [a;b] de 1I. Cet intervalle contient une
famille finie {t1,t2,,,,9tn} de noeuds de la partition P. D'aprés la Pro--

posi.tion 3. b,

n |
(5.6) [X[a,b] ad(x,y) = £;1 [8CeT (8 )0y (8,0 = 8(x (£,),5 (£,))]
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n ’ . ’
(moyennant la Convention 2. c, si l'un des ti se trouve etre une extrémité

de 1),
Pour tout membre J de P qui est un intervalle ouvert dans I,
o+
la mesure x &(x ,dy) a sa valeur absolue majorée par IEINE X3 |dy| s

mesure nulle (cf. Proposition 3, c;, 4, a, 4., c). Il reste donc

n
B(x ,dy) = J B(x,dy)
{X[a,b] X ,dy g;i X{tig X ,dy
avec
Prpay o67san = [ e xgy pethan
i i

+ r
=G (t,), fotﬁ dy)
_ + + -
=8(x"(t,), ¥y (£) =~y (£,)) .

Calcul analogue pour la mesure &(dx,y ) d‘ou

Jx[a,b] [8(dx,y ) + 8(x',dy)] =

n X
+. vﬂ P + + -
= 12:1 [80x" (£ =% (8,57 (£,0) + 3Cx" (6,57 (£)=y" (£,0)]
a4 rapprocher de (5,6). |

Preuve de la Proposition, Etablissons (5.3) en montrant 1'égalité des inté-
grales des deux membres sur tout sous-intervalle compact [a,b] de I. Soit
€ > 0 ; la Proposition 5, a implique l'existence de P € plf(I) tel que

pour. tout P' € plf(I) raffinement de P on ait

@( X _) - ( 15 _)| <
l[[a’b] dax,y [[a,b] B(dxyysY

[ N L)

LN
e

3(x" ,dy) - [ 3(x ,dyp)| <

|[[a,b]

[a,b] |
Par ailleurs en notant Z(P') et 7(P') des majorants de Ix»xP,| et

Iynyp,| sur I, on a

I[ a(dx. .,y ~voi)| < |8l n®@" [ av

[a,b] P’ PO [a,b]  *P!

l[ a(x ~x.,5dy..) | < ||g]] @ f av .
[a,b] S RURT R [a,b] Yp!
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Comme au paragraphe précédent omn voit que ces expressions peuvent étreﬂren-‘
dues moindres que 8/4 1en prenant la partition P assez fine, Ainsi, a
moins de ¢ prés, au sens de la norme de 2, l'intégrale sur [a,b] du se-"
cond‘membre de (5.3) peut etre approchée par une expression éemblable ou x‘
et y -sont remplacées par xp, et yp,, fonctions localementven escalier,’
Banalement 1l'intégrale du premier membre de (5,3) peut etre approchée de 1la

~ ~ . . »
meme maniére ; on est ainsi ramené au Lemme,

5. ¢ 'FORME QUADRATIQUE POSITIVE
Si X =Y et si la formé bilinéaire cpntinue e X xX~>2Z est
stétrique,zop définit une forme quadratiqué Q ¢ X=>7Z par
VE €EX : QE)=38EE) .
Pour x € vlb(I,X), la Proposition 5. b donne alors la mesure différentielle:
de la fonction ti> Q(x(t)) :
(5.7) aQ(x) = B(x'+ x , dx) .
Supposons par ailleurs que Z =R et que la forme quadratique réel-

le Q soit positive

PROPOSITION (5, c). Soit & ¢ X Xx X > R une forme bilinéaire symétrique con-

tinue telle que la forme quadratique réelle Q : £ b &(§,§) soit > O pour -

tout £ € X. Alors, pour tout x € vlb(I,X), la mesure scalaire @(xf- x ,dx)

est } 0.

Preuve, On va montrer que la mesure en question donne une- intégrale ;:O

pour tout sous-intervalle compact [a,b] de I,

Cela est vrai si x est localement en escalier, Dans ce caé en
effet il existe une partition P € plf(i) sur chaque membre de laquelle x
est constante et, quitte & remplacer P par un raffinement, on peut supposer
que les membres de P sont soit des singletons, soit des intervalles ouverts-

dans I, L'intervalle [a,b] contient une famille finie {t‘lv,tz,...,tn} de
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noeuds de P et (moyennant la Convention 2, ¢ s'il y a lieu) on a,

n
B(xT= x ,dx) = ) @(x(t,)- x (t,),x (t,)= x (t,))
i—:J 1 1 1 1

[[a,b] 1

n :
+ . -
=) Qx(t,)=x (t,))>0 .
{ i i
i=1
Pour x quelconque dans v1b(I,;X) on voit, comme dans la démons-—
tration de la Proposition 5., b, que l'intégrale de @(x+~ x-,dx) peut etre

approchée dfaussi prés qu'on veut par l'intégrale associée & une fonction

localement en escalier,

COROLIAIRE (5, c). Dans les conditions de la Proposition précédente, on a,

au sens de l'ordre des mesures scalaires

(5.8) 2 &(x ,dx) < d &(x,x) <2 a(xt,ax) .
En effet, (5.3) donne
d 8(x,x) = a(x'+ x ,dx),

d'ou N - + - .
2 &(x ,dx) = 3(x + x ,dx) = &(x - x ,dx) 2O

et calcul semblable pour établir la premiére des inégalités (5.8),

6. EXEMPLES
6. a INTEGRATION PAR PARTIES ET DERIVEE 'DISTRIBUTION

PROPOSITION (6. 2), Soit f € vlb(I;X) et soit ¢ : I >R »possédant une

L3

dérivée ¢ continue sur I. Alors quel que soit [a,b] C I, en notant dt

la mesure de Lebesgue, on a

¢ af + £ ¢ dt = £ (b) ¢(b) =~ £ (a) ¢(a)

[[ayb] [[asb]

A » . a“
moyennant la Convention 2, ¢ si a ou b se trouve etre une extrémité de I ;

formules analogues pour des :intervalles du type J]a,b], [a,b[ et si a < b,

du type Ja,b[.,
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Preuve, D'aprés le Corollaire 3, d, ¢ dt est la mesure différentielle de
¢ € vlb(I,R). On applique la Proposition 5., b en prenant Y =R avec pour

forme bilinéaire & 1le produit des éléments de X par les scalaires, On a

r + s

} £ ¢ dt = [ f ¢ dt
[a;b] [a,b]

parce que ¢ dt est une mesure diffuse et que 1'ensemble des points ou

f+ #:f est au plus dénombrable,

COROLLAIRE {6, a), Si 1 est un intervalle ouvert et f € v1b(I,X), la me-

sure df est la dérivée de f au sens des distributions, c'est-a-dire que

pour toute fonction ¢ ¢ I - R indéfiniment différentiable & support compact,

on a

[q,')df == m[f(;sdt al

6, b APPLICATION AU PROCESSUS DE RAFLE
Soit H un hilbertien réel et soit t+> C(t) une multifonction
de l'intervalle I dans H, & valeurs convexes fermées non vides, On consi-

dére le probléme d?évolution (I est interprété comme un intervalle de temps):

trouver u : I - H telle que
du
€6.1) ~ 3% © oy (tyult))
ou y(ty,) est la fonction indicatrice de C(t),

Une solution forte de ce probléme est, par définition, une u ¢ I - H

localement absolument continue, ce qui fait que la dérivée 2%3 notée aussi
u, existe, sauf éventuellement sur un ensemble Lebesgue-négligeable : on im-
pose a cette dérivée de vérifier (6.1) Lebesgue~presque partout, Le fait que

les ensembles 0§y sont des parties coniques de H a la conséquence sui-

vante : Soit J un autre intervalle de R, soit 6 ¢ J - I localement ab~-

°

solument continue croissante et soit w =u o § ¢ J - H. Alors la dérivée

v(s) = u(6(s)) 6(s) existe Lebesgue~presque partout dans J. Si u est
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solution forte de (6.1), le fait que 5 est presque partout positive entraine
que, pour presque tout s dans J,
(6.2) - v(s) € B (s),v(s)) .
En d'autres termes (c'est intuitif lorsqufon se reporte aux images
smécaniques de la condition (6.1) ; cf, [8]) le processus régi.par (6.1) inti-

[l ’ . . .
tulé processus de rafle, associe la chaine ordonnée des positions successives

s o . . .
du point mobile u dans H a la chaine ordonnée-des configurations succes=

sives de 1l'ensemble convexe mobile C- d'une maniére indépendante de 1'ho-
raire, Ce changement de variable permet notamment de ramener:l'étude du pro-
bléme initial, pour lequel on demandait ; € g}OC(I,H) 4 desproblémes plus
réguliérs : les informations qu'on aura sur la dépendance de C a 1l'égard de

t (cf, [5], [9]) permettront éventuellement de construire J et § de ma-
niére que les solutions de (6.2) vérifient ; € S?OC(J,H) (ce qui est 1le
cadre usuel permettant l'usage de la régularisation du type de Yosida) ou
meme ; € ﬁ?oc(JpH) (cas localement lipschitzien qui est le plus favorable

pour l'usage de techniques de discrétisation du temps). Le changement de va=

riable ouvre également une voie pour la définition de solutions faibles, éven=

tuellement discontinues : cf, [7].

Nous dirons que u € vib(I,H) est solution du probléme de rafle

pour -C -au sens des mesures différentielles, s'il existe une mesure scalaire

positive dy sur I par rapport & laquelle la mesure vectorielle du pos=-
séde une densité u' € i}OC(I,du ¢ H) vérifiant, partout dans I,

(6.3) ~ut(t) € og(t,ult)) .

I1 revient au mgﬁe de dire que u(t) €-c(t) pour tout t et que (6,3) est
vérifiée. du~presque partout ¢ s'il en est ainsi, en effet, il suffira de

remplacer par zéro les valeurs de u'(t) en chaque point ou (6,3) ne serait

pas vérifiée,
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Bref, cet affaiblissement de la condition (6.1) consistebé rempla=-
cer la mesure de Lebesgue de I par une mesure positive non spécifiée a prio-
ri, L‘existence de solutions peut alors étre obtenue sous des hypothéses plus
faibles quant a la donnée tié c(t) (convexq variable, éventuellement dis=
continu, mais & rétraction localement bornée : cf, [5], [9]).

La monotonie de la multifonction x> og(t,x) se refléte dans le

fait fondamental suivant :

— 1. = "2

PROPOSITION (6, b). Si u et u sont continues a droite et sdlutions du

processus de rafle au sens des mesures différentielles, la fonction numéri-

» que ti |u1(t) - uz(t)| est (faiblement) décroissante. En particulier, si

) . N . N o . W, L., 0
u et uz, continues & droite; s'accordent & une meme donnée initiale

1
u1(to) ::uz(to), elles sont identiques pour tout t ;fto.

Preuve, Par hypothése, il existe deux mesures positives duig i=1,2, tel=

1 £
Oc(I,d.yi ; H) vérifiant partout

v . '
les que dui us dui avec u; € £q

(6.4) - u;(t) € 6$(t,ui(t)) o
Par rapport & la mesure positive du ::dp1+ duzg chaque me sure dui posséde
une densité t ui(t) > 0 appartenant & £ (I,dy ; R). La fonction

t e |u1(t) - uz(t)| appartient & v1b(I,R) ; la Proposition 5, b, en prenant

pour & 1le produit scalaire (,|.,) de H =X donne, puisque u1 et u

2
sont continues a droite
2) < 2(u1w u | du, - duz) o

(6.5) d(fu,= u

2l 2 1

Dfaprés la Proposition 4, d, la mesure écrite au second membre vaut

- 1 09 o ot 0 $ -l ¢t
(u, u, | uy py = ul ”2) dy. Comme (6,4) entraine ug pt € o (tyu, (£)), 1a
monotonie de 9y (t,.) fait que cette mesure scalaire est négative, donc a
fortiori. la mesure écrite au premier membre de (6.5), La Proposition en dé-

’ 2 . . s
coule, si l'on observe que, la fonction ¢t ]u1— u2‘ étant continue a
droite, son accroissement entre deux valeurs t < t' est égal a 1l'intégrale

de sa mesure différentielle sur ]t,t'],
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REMARQUE (6. b). Tout ce qui wvient d'etre dit sur le probléme d'évolution
(6.1) et la définition de solutions "au sens des mesures différentielles’
reste valable dans le cas,a premiére vue plus général, d'une condition de la

forme

du
3t € A(t,yu(t))
ol, pour chaque t € I, la multifonction x# A(t,x) est monotone de H dans

H, a valeurs coniques. Mais cette généralisation est illusoire :

Si la multifonction A ¢ H-> H est monotone et telle que, pour

chaque x € H, ‘1l'ensemble A(x) soit une partie conique (éventuellement vi=-

de) de H, il existe C C H, convexe fermé, tel que A C o (donc A = g

si A est monotone maximale),

e

En effet, soit
c = m fx €H: (x=a|lb) <0} .
a€H,bEH :
bEA(a)
Si v € A(u) et Db € A(2), on a aussi. Ab € A(a) pour tout A > O, donc

1'inégalité de monotonie (u-a | v=Ab) > O donne

1

5 (u-a | v)

VA >0 : (ua | b)<

clest=a~dire

(U“a | b) < O o
Donc u € C et la définition de C fait que
VxE€C : (x~u| v) < O

clest~a~dire v € awc(u)e

6, ¢ UNE FORME QUADRATIQUE POSITIVE

Les considérations qui suivent sont utiles dans 1'étude de 1l'exis~
tence des solutions pour certains problémes d'évolution du genre invoqué au

paragraphe précédent,
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Soit I = [to’t1] un intervalle compact et soit H un espace hil-
bertien réel, On note ) 1l'espace vectoriel des u € vlb(I,H) qui sont con-

tinues & droite et nulles au point to.

PROPOSITION (6, c), Sur l'espace vectoriel ° 1la forme quadratique

u&»[ (u | du)
I

est } 0.

———

~
Preuve, - Le Corollaire 5. ¢ entraine que

@ | aw) > aG |u®

dfou 1 5
[ (w | aw) > > |ut)|" >0 .
I

Ce résultat généralise le cas banal d'une fonction u continument
. s . . . 21 2 . e
différentiable qui donnerait (u | du) =3 |u(t1)| ; vu (5.8) cette égalité
I .
.. . + - s .
a lieu plus généralement dés que. u = u partout, cl'est=a=-dire lorsque 1la
mesure du est diffuse, L'importance de 1'hypothése de continuité a droite
est mise en évidence par le contre-exemple suivant ¢

On prend I =[0,3] ; H=R et on prend pour u la fonction en

escalier (continue & gauche)
y 0 pour Ot
u(t) = -1 pour 1 < t2
‘1 o] pour 2 < tL3

La mesure du consiste en deux mesures ponctuelles de masses respectives
-1 et +1 portées par les points 1 et 2, Comme u(1) =0 et u(2) = -1,

on a Judu——‘—'l.
I

COROLLAIRE (6. c)., Soit dy une mesure positive sur l'intervalle compact I,

A tout u' € L1(I,d/,z s H) associons 1'élément u € Y défini pour tout

t € I par

u(t) = uw du .

I]to,t]
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Alors l'application u' & [ (u|u') du est une forme quadratique positive
: I °sb U ‘

sur L1(I,dp s H).

En effet u ¢+ I > H est une fonction a variation bornée continue

»
3

4 droite et u' dy = du. Si la mesure dy est diffuse on a d'ailleurs

1 2
{I (ulu®) au = E‘IU(t1)| .
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