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1" INTRODUCTION 

1. a MESURES D IFFERENTIELLES 

Soit I un intervalle quelconque de lR. et soit X un espace de 

Banach réel. On dira qu 1une fonetion f :; I �X est à variation localement 

bornée ( dans des rapport s antérieurs nou s disions "à variation finie") si sa 

restric tion à tout sous-intervalle compact de I possède une varia tion bor-

née ; notation : � E vlb ( I  :,X ),  Il faut et :i.l suffit pour cela qu 1 il existe 

une fonc tion faiblement croissante V
f 

I � lR. (définie à une constante addi-

tive prè s ) ,  dite varia tion indéfinie de f1 telle que 

Il est classique d'1 as socier à toute f E vlb ( I  tX) une me sure vec-

torielle sur !y à valeurs dans X, notée df1 appelée ���-
différentielle: 

de la fonction f ( t . " d' . - " d ouJ improprement à no re av�s: me sure er�vee e f ) .. 

Une propriété caractéristique de cette me sure est  que; pour tout sou s··interval-

le compact [s�tJ de I on a 

I df = f+ ( t )  - f-
( s )  

[ s,. t] . 
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en notant respectivement f+ et f les limites de f à droite ou à gauche 

de chaque point ( sur l'existence et quelques propriétés de ces limites, voir 

la Section 2). Les intervalles ] s , t ] , [s , t [ ou ] s, t [ donnent des résultats 

analogues ; une convention d'écriture (cf. Parag. 2. c )  sauvegarde ces formu-

les dans le cas où s ou. t se trouve �tr·e une extrémité de I.  

On voit par là que la connaissance de la mesure vectorielle df per-

met de reconstituer , à une constante additive près, les fonc tions t� f
-
(t ) 

et t � f+ ( t )  (ce sont de s fonctions à variation localement bornée ayant la 

m�me me sure différentielle que f) , mais non le s valeurs que prend f en ses 

éventuels point s de discontinuité. On h1en sera pas surpris si l'on observe 

que, dans le cas particulier où l'intervalle I est ouvert ,  la mesure df 

sur cet ouvert n'est autre que la distribution (vectorielle ) dérivée de la 

mesure vectorielle � qui possède f pour densité relativement à la mesure 

de Lebesgue de I ; cf. Parag. 6. a. L'ensemble des points de discontinuité de 

f étant au plus dénombrable , la me sure � ne dépend pas des valeurs que 

prend f en ces  points. 

.... 
En fait , aucun role privilégié ne revient ici à la mesure de Lebes-

gue. Comme texte de référence concernant les me sures vectorielles ,  nous adop-

tons Bourbaki [1] , Chap. 6. Il a donc paru utile de consacrer la Section 3 de 

ce rapport à établir , dans la ligne m�me de la théorie de l'intégration selon 

Bourbaki, l'exis tence et le s propriétés élémentaires de la mesure vectoriel-

le df. 

1. b UNE REGLE DE CALCUL 

Notre objet principal est d'adapter au cadre présent la formule de 

différentiation d1une forme bilinéaire. 

On considère trois espaces de Banach X, Y, Z et une forme bili-

néaire continue il? : X x Y -7 z. Si deux fonctions x : I -7 X e t  y : I -7 Y 
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" 
sont à variation localement bornée� il en est de meme de la fonction 

tl� �(x( t ),y ( t ) ) , à valeurs dans Z, d'où lfexistence de d�(x,y ),  me sure vec-

torielle sur I, à valeurs dans z. 

D1une façon générale1 on considère dans la Section 4 un espace T la-

calement compact (dénombrable à l'infini ) et une me sure vectorie lle majorable 

dm sur T, à valeurs dans Y. Alors pour tout 
1 

gE S,.l ( / dm / y X) oc on définit 

� ( g,dm)1  mesure vectorielle majorable sur T$ à valeurs dans z. Un certain 

nombre de règles de calcul et in�galités simples sont établie s. 

Gr�ce à cette notation, la formule attendue est 

+ -
d� (x,y) =�(x· ,dy ) + � (dx3y ) 

( ou l'analogue , en échangeant x et y ) .  

Un cas usuel est celui où X = Y avec � symétrique. Alors 1  en 

notant Q la forme quadrati.que u � �(u,u ) E Z la formule devient 

+ � 

dQ(x) =�(x + x 1dx) 

,r1 Au Parag. 5. c on suppose que Z = R et que la forme quadrati.que 

Q est � o. Un nouveau résultat est alors que, pour tout x E vlb(I  ,X) 1 la 

me sure scalaire 
+ -

�(x - x ,dx) est une me sure positive, ce qui au sens de 

l'ordre de s mesures scalaires sur I3 entraine 

( 1 • 1 ) 

1. c APPLICATIONS 

- + 
2�(x 1dx ) � dQ(x)  � 2�(x �dx) 

Les Parag. 6. b et 6. c donnent une idée de notre motivat iona 

On revi.ent sur le processus de rafle qui. a déjà fait l1objet de 

nombreux rapports de ce Séminaire. Etant donné un convexe fermé variable 

t � C (t) dans l'hilbertien H� on cherche un point mobile 1 c•est-à-dire une 

application u : I � H qui, ctans.la formulation dite forte du problème, vé-

rifie les conditl.ons suivantes � u est localement absolument continue et sa 

dérivée u satisfait� Lebesgue presque partout dans I, 
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(1.2) - u(t) E ô�(t,u(t)) 

où �Ct,. ) désigne la fonction indicatrice de ,. 
C ( t ) • Peut et re imposée de 

plus une condition initiale u(t ) = u ... donné·. dans C(t ) • o o• · · o 

Le fait que, pour tout t et tout x, l'ensemble ô�(t, x) est une 

partie conique de H a la conséquence que voici, intuitive dans les images 

mécaniques du processus (cf. [8]) : la chaine ordonnée des positions sucees-

sives du point mobile u est associée à la chaine ordonnée des configurations 

successives de l'ensemble C d'une manière indépendante de l'horaire. 

La fonction u est la densité de la mesure du relativement à la 

mesure de Lebesgue de I ; l'invariance du processus à l'égard des changements 

de variable croissants conduit naturellement à déprivilégier la mesure de Le-

besgue, d1où une notion plus faible de solution, éventuellement discontinue : 

on dira que u E vlb(I,H) est solution du processus de rafle par C au sens 

des mesures différent ielles si u est continue à droite et s'il exis te r1 .. ....,... l 

mesure � 0 sur I par rapport à laque.lle du possède une densité u 1 

vérifiant -u ' (t) E ô�(t, u(t)) pour tout t. L'unicité de la solution censé-

cutive à une donnée initiale u(t ) ou, plus généralement, la propriété fami­o 

lière des équations d'évolution à second membre monotone : "pour deux solu-

tians quelconques u1 et du processus, la fonction tl4 ! u1Ct)- u2(t) l 
est décroissante" pourra �tre déduite de l'inégalité (1.1), grâce à l'exigence 

de cont inuité à droite que nous imposons à ces solutions. 
,. 

Apparemment, des considérations semblables pouvaient etre dévelop-

pées en remplaçant, au second membre de (1,.2), ô�(t,. ) par un "opérateur" 

monotone A(t,. ) à vale urs coniques. La Remarque 6. b, établit qu'un tel 

A(t,.) est nécessairement contenu dans un ô�(t, .) et donc lui est égal 

s1il est monotone maximal. 

L'existence des solutions du processus de ràfle au sens des mesüres 

différentielles fera l'objet d1un rapport ultérieur (voir aussi, pour une 
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version aléatoire du problème 1 [ 2 ]  [ 3 ] ). Le Parage 6e c termine le pré sent 

rapport en établissant un fait  technique destiné justement à cette démonstra-

tion d'exis tence : Soit dp une mesure scalaire � 0 sur l'intervalle compact 

et soit 
1 u' E L ( I1df.1 ; H). On note u la primitive suivante de 

la mesure du = u' df.1 

u ( t )  f ] t  �tJ 
u� df.1 

0 
(continue à droite). On tire de l 'inégalité (1. 1) que la fonc tionnelle 

e st une forme quadratique � 0 

J (u / u') df.1 
I 1 
sur L ( I  ydfl ; H). Un contre-exemple montre que 

cette positivité n ' est plus assurée si 11on prend pour u ( t ) l'intégrale de 

u1 dJ.l sur ] t0,t[ f primitive continue à gauche de du. Naturellement3 si la 

me sure dfl est diffuse la distinction est sans objet et on retrouve, comme 

I 1 2 
dans le cas familier où df.1 est la me sure de Lebesguep 

I 
(uj u 1) df.1 = 2·/ uCt 1 ) / • 

Expliciter l'importance de la continuité à droite dans les problèmes 

dtévolution discontinue de ce type, cons titue, du point de vue de l'auteur 

l ' apport principal du présent papier. 

2. RESUL'rATS PRELIMINAIRES 

2. a SUR CERTAINES APPLICAT IONS D1UN INTER VALlE REEL DANS UN ESPACE 

REGULIER 

Soit E un espace topologique régulier c1est-à-dire pos sédant la 

propriété suivante l'ensemble des voisinages fermés d'un point quelconque 

constitue un sy stème fondamental de voisinage s de ce point. Tel est le cas si 

la topologie de E est déduite d'une structure uniforme1 donc en particulier 

si E e st un e space métrique ou un e.v.t. 
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PROPOSITION (2o a). Soit l un intervalle de R et soit f une application 

de I dan s un espace régulier E telle que1 pour tout t E I différent de 

la fin éverrtuelle de cet inte1valle J i l  exis te 

Alors 

(2. 1 ) lim 

Lim 
'L' -7 t� 'T. > t 

+ .J.. 

f ( s )  = .f' C t )  
s -7 t� s > t 

Si.� de plus�, pour tout t différent du début éven tuel de 
_ti.,.-____ ,.,._,��-,---�--.--• ------.--.-----�·--·-·�--·--�--. 

exis te 

f
� 

(t ) 

alors 

( 2.2) Hm f ( s) 
s -7 t, s > t 

++ + -+ .J.. 
BrefJ f = f ; f = f' et, par la proposi tion semblable obtenue 

" 
en échangeant le s roles des limites à droite et à gauche, f 

- +- -
f , f =f .. 

En d'autres termes, en suppo sant  I ouvert, si f possède une limite à droi-

te et une li.mite à gauche en tout point de I� on se trouve en pré sence de 

deux opérations : la ��!§'!la2:2-!.'l_��i.:?_�- co�_tinue à gauche et  la régularisation 
" continue à droite. Ces opération s  peuvent etre réitérées ou alternées un nom-

bre quelconque de f oi. s le résul tat est le m�me que si la dernière effectuée 

avait été appliquée à la  fonction f elle-m�me. 

Preuve. Soit WC E un voi stnage fermé de f+(t ) i l  existe n > 0 tel que 

s E ] t � t + n [ => f ( s )  E W 

Pour tout s dan s 1 t· intervalle ouvert ] t j· t + 77[ on a 

lim f(T ) 
't' -;. S � 'L' E ] Si t +r7] [ 

E adh f( ] t; t + n[) c w 

Comme le s voisinages fermé s  tels que W forment un sy s tème fondamental de 

voisinages de f+(t) cela établit (2.1). 

De la  m�me fa.çonl. pour tout s dan s !:intervalle ouvert ] t, t + 77[ ,  

f ( s )  = lim f('t") C W 
'" -;.  s� '"E ] t1 s[ 
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2. b SAUT DE LA FONCTION VARIATION INDEFINIE 

PROPOSITION (2. b) .  S oit I un interva ll e d e  R, s oit ( E,o )  un es pa ce mé-

trique et s oi t  f E vlb(I,E). A lors pour tout t d ifférent d u  d ébut éventuel 

de I i l  exis te 

(2.3) lim 
S-l> t, s 

éga l à 

(2.4) lim 
S-l> t, s 

Rés ulta t  s emblab le 

la fin éventuelle d e  I. 

o (f (s), f (t ) )  
< t 

va r ( f  ; s, t )  = Vf ( t )  - v; (t) 
< t 
pour l es li mites à d roite, si t es t d ifférent d e  

SCOLIE. Si  f- ( t )  exis te (ce qui es t ass uré en pa rti culier .lors que E es t 

co mpl et) l' express ion (2.3) es t éga le à 8 ( f- (t), f (t) ) . 

P reuve.  Soit t < t da ns I ; s oit  8 >o. D 'a près la d éfinition d e  la va­o 

riat ion, i l  exis te une s uite finie s trictement croissa nte 

t o = 't' o < 't' 1 < • • • < T. n-1 < 't' n = t 

telle que 
n 

va r ( f  ; to,t) < 8 + 
i
�

1 
o ( f (T. i_, ), f(T. i ) )  • 

Soit s E ['t' 1, t[ ; i l  ré s ul te d e  1 ' inéga lité tria ng ula ire que � �1 

B ref 

va r (f; t , t ) < 8 + L: o (f (T. .  1 ), f (T.. ) )  0 i=1 1- . 1 

+ o (f (T. n_, ), f (s ) ) + o ( f(s ) , f( t ) )  

< 8 + va r(f ; to,s ) + o (f(s ) , f(t ) ). 

sE [T. n-F t[ => o (f (s), f ( t ) ) + 8 � va r ( f  s, t )  

Pa r a illeurs 

o (f (s ) , f (t ) )  < va r (f  s, t )  • 

Or 

poss èd e pour s..;. t, s < t, u ne limite éga le à Vf ( t )  v; ( t )  puis que la 
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fonction Vf es t croissa nte. On en conclut l 'exis tence d e  la limite (203)1 

éga le à (2.4). 

COROLLA IRE (2. b ). La f onction f E vlb ( I, E ) es t continue à ga uche (res p. à 

d roite ) a u  point t s i  et s eulement s i  il  en es t d e  m�me pour la fonction 

n umérique v f . 

L' ens emble d es points d e  d is continuité d e  f da ns I es t fini ou 

d énombra bleo 

2o c VARIA TI ON DES REGULARISEES 

Soit  ( E , 8 ) un es pa ce métrique et s oi t  fE vlb ( I , E ) . 

Suppos ons d 'a bord que l ' interva lle I ne contienne pas s on d ébut 

et que , pour tout tE I s oit d éfinie la limite à ga uche f (t) (c ' es t  ass u-

ré s i  E es t complet ). A lors quels q ue s oient s < t da ns I on a 

C omme 

8 ( f-{s ), f- (t) ) = lim 
()� S 
() < s 

il vient à la limite 

-

lim 8{ f (<J ) , f (�) ) 
� � t 
� < t 

On en conclut f E vlb ( I 1E ). Toutefo is les rés ulta ts d u  pa rag ra phe 

précéd ent permettent d e  voir qu 'en g énéra l la foncti on v f n' es t pas va ria tion 

ind éfinie d e  f • 

M� . t f+, S 1" ern e ra 1s onnemen pour I ne contient pas sa fin. 

I l  s era utile da ns toute la s uite d e  pos er : 

CO NVENTION (2. c ). Si l ' interva l le I poss èd e un d ébut, s oit  T1' 
-

(T 1) f(T 
1) poss èd e  tient on écrit f . s i  I une fin, s oit T2 ' 

tient on écrit f+ (T2 ) f (T 2). 

et le con-

et le con-
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Moyenna nt cett e convention, p our tout t > T1� on a 

8 (f- (T1), f- (t ))= lim 8 ( f (T1), f (� ) )  
� -> t 
� < t 

Ca lcul s embla ble pour f+ en c onclus ion : 

PRO PO SIT ION (2. c )o Q uel que s oit l' i nterva lle I, s i  la fonction 

f E vlb( I ,E )  poss èd e  une rég ula ris ée f (� f+) ,  d éfinie s ur I entier 

conformément à la Convention 2. c7 cett e  fonction a ppa rtient à vlb ( I, E )� 

AVERTISSEMENT. La Convention 2. c prés e rve évid emmen t les id entités 

f = f et f++ 
= f+ éta bli es a u  § 29 a pour un in terva lle I ouvert. 

Ma is elle ne prés erve pas les id entités f- + 
= f+ et f+- = f-. O n  peut pré-

s entè r  cette convention en d isa nt que, s i  I contien t  s on d ébut T1, toute 

fonction d éfinie s ur I es t s ys téma tiquement prolong ée à ga uche de T1 a vec 

la va leur c ons ta nte f(T1 ) 
" 

(et de meme prolong ée à d ro ite d e  T2 si I con-

tient sa fin )  ; or cette opérat ion d e  prolong ement à ga uche ne com mute pas 

a vec la rég ula risa tion continue à d roite. 

2. d A PPROXIMA NTES EN ESCA LIER 

Soit I un interva lle réel quelconque ; on notera plf ( I ) 11 ens em-

ble d es pa rti tions d e  I en so us- interva lles d e  f orme quelconque (compa cts} 

ouver ts ou s emi- ouverts� certa ins d1 entre- eux éventuellement réd uits à d es 

s ing le tons)� pa rtiti ons qui s oie nt loca lement fi nies da ns le s ens s uivan t �: 

tout compa ct de I es t recouvert pa r un n omb re fini d1 interva lles d1 une telle 

pa rti ti on., 

U ne a pplica tion e d e  I da ns un ens emble quelconque es t di te 

loca.l ement en es ca lier s' il  existe une par tition P E plf( I )  s ur cha que in-

ter va lle d e  la quelle cette a pplica ti on es t cons ta nte (lors que I es t compa ct 
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la pa rt ition ·P est né ces sa irement finie et e est si mplement en e sca lier ) .  

Soient P et pt dèux élé ments d e  plf{ I ) ; on écrit P-< P' si  

pt e st un  ra ffinement d e  P, e1 est-à-d ire si tout interva lle de  P' est 

c onte nu da ns un interval le d e  P. C ela d éfinit sur plf{ I )  un ord re fi ltra nt 

à d ro ite. 

Soi t f : I � E ; à tout e  pa rtiti on P E plf ( I )  a s socions une a p-

plica tion loca lement en escal ier fp : I � E construite d e  la ma nière sui•· 

va nte : sur chaque int erva lle d e  P ,  1 'a pplicat ion fp prend la va leur cons­

ta nte f(-d où 't'. d ésig ne un point ch oisi da ns 1 ' interva lle en que stion. 

Av ec cet te nota tio n 

PRO PO SITION (2. d). Soit ( E1o) un espa ce métrique et soit f E v lb ( I , E ) .  

Q uel  que soit 8 > o, i l  exi ste P E plf (I ) telle que pour toute pa rtit i on 

pt E plf{I ) q ui soit  un ra ffinement d e  P, on ait : 

0 ( f ( t )  , fp ' ( t) ) � 8 

et pour to ut [a , b] C I 

(2.5) \t t  E I 

(2.6) var (fpt ; a , b )  � va r (f  a , b )  + 2 8 

P reuve. La foncti on va riation ind éfinie -V
f 

: I � R est (fa ib lement) crois-

sa nte. Soit une pa rti ti on loca lement finie d e  R en interva lles d e  l ong ueurs 

i nférieures ou éga les à 8 .  Les i mag es réciproques d e  ces interva lles pa r Vf 

sont d es so us-interva l les  d e  I ; ce lles d e  ces imag es r éciproques qui sont 

non vid es fŒ ment une pa rti tion P E plf ( I ). Soit P '  E plf ( I )  un ra ffinement 
,.. 

d e  P. Si d eux points t et 't' a ppa rtiennent à un meme membre d e  P', ils 

a ppa rtiennent a fortiori à un m� me membre J d e  P d 'où 

o (f (t)� f ('t' ) )  � va r ( f ,J ) � 8 0 

En prena nt pour 't' le point où, pa r construc tion, fp1 ('t' ) = f ('t' )  on en conclut 

l ' inéga lité (2.5). 

Notons J ,  J1 , • • •  ,J les trac es sur [a, b] d es i.nterva lles sur o rn 
lesquels fp1 est consta nte ; si on choisit un point 't' i da ns cha que J.' � 



on obt ie nt ba na lement 
rn 

; a ' P) = L ô ( fp r ( '1: i -1 ) ' fp ' ( '1: i ) ) i= 1 
En part iculier pr enons '1: = a '1: = b et, s i  0 < i < rn, pr enons pour 

· o ' rn 
le point d e  J. 

l. 
où par cons tr uction 

il vient 

var( fp r 

rn 
a,,b )  � 2e + }, ô ( f('l: .  1>r f ('L·.) ) 

i�1 
].- l. 

� 2s + var ( f  a,b) 

3. MESU RE DIFFERENTIELLE 

3. a DEF INIT ION ET EXISTENCE 

Soit I un inter val le quelconque d e  R ; s oit X un es pac e  d e  

Ba na ch et s oit  f E vlb ( I, X ). 

On notera 8 11 ens emp le ct es par ties fini es d e  I ; tout élé ment 

S d e  8 peut s 1 é noncer d e  ma nièr e unique com me un e s ui te finie s tr ict ement 

cr oissa nte 

(3, 1 ) s 'l: o<'l:,< • • •  <'L' n 

A chaq ue S E 8 1 é cr it s ous la for me (3 ,1) 1 s 1 ass ocient d es in�.er·"':. 

ca leurs nous app elons a ins i une loi, notons- la eS ' faisa nt corr es pondr e à 

cha que i es' d e  l' int er va l le fer mé 

Soit cp E XCI ) , i, e. u ne fonct i on numér ique continue d ont le s upp ort 

r ela ti ve ment à I es t compa ct ; pos ons 

(3.2) 
n . 

M(s� es, cp)=), cpCe81)(f('J;.)- f('J;. 1Y;e x 
i�1 l. ].-

(c ha que ter me d e  cette s omme corr es pond d onc à un d es n inter va lles consé·-

cuti fs dé ter minés par la s ui te S). 

L1 ens emb le .s, ordèm né· par 11i.pc lus ion1 es t filtra nt à dr oite ; on 

peut d onc inv oqu er la notion class ique d e  l imite d' une a pp lica tion d e  (87C) 

cta ns un es pa ce topol ogique ou s ui te gé néra lisé e ind exé e  da ns 8 : da ns la 
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t erminologi e. d e  B our bak i, c' es t la limite d e  cett e fonc ti on s elon la bas e d e  

filtr e  cons tituée pa r les s ec tions c ommença ntes d e  (S,C ). 

P ROP OSITI ON (3. a) . P our cha que cp E X. ( I ) ,  11app lica tion S 1-> M (S, e8, cp) d e  

l' ord onné filtra nt Cs ,C) da ns l' espa ce d e  Ba na ch X tend v ers une limite 

qu' on notera J cp d f  

Cette converg ence es t uniforme à 11 éga rd du choix d es interca leurs e 
s • 

Si [a ,b] es t un s ous-interva lle compac t d e  I conte na nt le s uppo r t  

d e  cp on a 1 'i négal:i. té 

(3.3) 1 J cp d f  1 � ma x 

montra nt q ue l'app lica ti on linéa ire 

l cp l va r (f ; a, b )  

cp H- J cp d f  d e  X ( I )  

a u  s ens d e  B ourbak i, une mes ur e vectoriell e  s ur I. 

da ns x cons titue, 

DEFI NIT ION (3. a ) . Cette mes ure, notée d f , s era app elée mes ure d ifférentiel-

le d e  f. 

P reuve d e  la P rop osi ti on. L ' ens embl e d es SE 3 qui cont iennent les d eux 

p oints a et  b éta nt une s ecti on commença nte d e  l' ord onné filtra nt Cs,C), 

on p eut  s e  res treind re à d es S d e  cette so rte . Et comme hors d e  [a ,b] la 

foncti on cp es t nul le,. on p eut , p our la cons tr uc tion d e  M (S, e S' cp) nég l i­

g er les p oints d e  S hors d e  [a, b] ,  ce qui revient à s e  res treind re à d es 

S d e  la for me 

(3.4) s 

Cons id érons d1a bord, pou r cha que s, 11 int erca leur pa rticulier � S 
cons is ta nt da ns le choix 

':""l.
e

. 
s = 't"i 

et montrons la converg ence d e  S � M (S ,  e8, cp). 
Soit e > 0 ; la foncti on cp éta nt uniformément continue s ur [a, b] 

on p eut cons truire la pa rtie finie S ass ez p eup lée p our que : 
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J quel que so:it · :i, qu'els que soient 'L 

l lcp('L)-cp('L')I(s 
et '!:" 1 dans [ '!:" • 1 ,'!:" • J ].- ]. 

Soit S' E 3 tel que sC s' ; ayant écrit S comme en (3.4)1 in­

dexons sous la forme 'Ll les points dè S1 appartenant à l'intervalle 

['L' . 1 ,'L'. J , ce qui fait que · l.- ]. 

(donc p = 1 si S1 ne comporte . . pas de points dans 

Les intervalles. de. ·S 1 contenus dans h i-1 ,'Li J contribuent à 

M(S 1, eS n cp) 
(3.6) 

alors que l'intervalle '['L. 1.·,1:.). contribue à M(S, eS, cp) ' l.- . ]. 

qui se développe en 

(3.7) 
p 
I> cp<'t"i)<f<<t"l)- f<'Lt1

>> j=1 

par le terme 

Si S satisfait (3.5), la différence entre les expressions (3.6) 

et (3. 7) donne lieu à la majoration suivante 

1 t (cp('t"i)- cp�'J;'i))(f(<t"i ) -
f(<t"t 1 )}j j=1 . . . . . . ' . 

<. 8 r. 1 f('J;'h - f('J;'t 1 >1 
�1 ]. . . l. J= . 

( 8 var(:f ; 'L1..,1 ,'L1) • 

Par sommation en· i (rappelons que les points de S' non contenus 

dans ['L t'L') = [a,b] contribuent à M(S', ëS'' cp) par des termes nuls), o n 

cela donne 
. ...;_. 

IM<s, es' cp)�· M(S1, es'' cp)l ( 8 var(f ; a,b) 

Donc si s'' est un autre élément de 3 ,  on a 1 'implication 

sc s' , sc s" ==> I,M(S', ë"'S.'' cp) - M(s", ë"'8u, cp)l ( 2e var(f ; a,b) • 

Cela signifie que l'application (oü suite généralisée) S � M(S, OS' cp) de 

1 'ordonné filtrant (3 ,C) dans X possède la propriété de Cauchy, d'où la 

convergence annoncée. 
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Pour ce qui est maintenant de 1 'usage d'intercaleurs eS quelcon­

ques, il suffit de remarquer que, si s· vérifie (3.5), on aura, pour tout 

S ' E 3 te 1 que S C S 1 
1 

IM(S', e.s" çfJ)- M(S', es" <P>I ( e var(f a,b) 

d'où convergence vers la même limite. 

Comnie 9 �· M(S, es, çfJ) est, pour S et �·s fixés, une application 

linéaire de X(I) d&ns x, il en est de même à la limite de 9� f<P df . 

Par aiÜeurs (3.2) entraine 

· · .. IM<s1 es, <Pli ( max 11> 1  var(f a,b) 

d1où, à la lim;i:te, 11inégalité (3.3). 

On en.conclut que 9 � f<P df ·est, au sens de Bourbaki, une mesure 

sur I à valeurs dans x. E n effet, tout compact K de I est contenu dans 

un intervalle tel que [ a,b] .. L'inégalité (3�3) prouve que la restriction de 

1 'application ci-dessus au sous-espace de X( I) constitué par les fanc tians 

continues à support contenu dans K est continue pour la norme 9 � max I<P 1 .. 

REMARQUE 1. 
"' Le meme type d'inégalités montre que; si S vérifie (3.5), alors 

pour tout S' f 3 tel que S C S' on a. 

IM<s•·� es" 1>> - M(S, es, <Pli � e var(f ; a,b) • 

Puisque 1 'ensemble de ces S 1 est une section commençante de (3 ,C) 1 on ob-

tient, en prenant la limite relativement à S' 

1 f<P df - M ( S, es, 1>) 1 ( e var (f ; a, b) . 
C'est la continuité uniforme de çp qui permet d'exhiber les S vérifiant 

(3.5). Il vient donc une approche de J9 df dans le style "intégrale de 

Riemann" : 

La fonction 9 E X.(I) et un réel a > 0 étant donnés, il existe 

17 > 0 tel que, pour tout S qui, écrit sous la forme (3. 1), vérifie 

(3.8) sup ( 't" • - 't" • 1 ) ( 17 , 
i. l. J.-

on ait 



REMARQUE 2,,, I l  es t c la ir que� si f1 et f2 
a ppa rtiennent à vlb ( I  � X )  et  

s i  !1.1 et !1.2 s on t  d eux c ons ta ntes réell esl on a 

Pa r a illeurs, s i  la. fonc ti on f es t c ons ta nte, la mes u re d f  es t 

nulle,. On va v oir  que la réc iproque n1 es t pas exac te, 

3 ,. b CA S D ru NE F ONCTION LO CA LEME:NT EN ESCA LIER 

On s uppos e  que f : I � X es t loca lement en esca lier : il exis te 

une pa rtition loca lement finie P d e  I en s ous- interva lles s ur c hac un d es-

que ls f pr end une va leur co ns ta nt e  ; vis iblement fE vlb (I1 X )" Pour 

cp E X ( I) nous a llons ca lc uler J cp d f. 

Suppos ons d1a bord l' interva lle I ouvert da ns R., Soit [a) b] C I  

contena nt le s upport d e  � i on peut c hois ir a. et b d is tinc ts d e  t ous les 

noeuds d e  la pa rtition P. La tra ce d e  P s ur [a, b] es t une pa rtition finie 

TI d ont les noeuds s eront notés 

< t < b 
p 

( i l  nf es t pas excl u que l� un d es inter va lles d e  TI s e  réd uis e à un s ingleton 

f tk JL L ' int égra le rcp d f  es t  limite d1 express ions telles que M ( S, es� cp) 

où S d és igne une s uite 

a= T0 < �, < • • •  < � n = b 

D'a près la rema rqu e d u  § 3� a.� pou r  to ut  a > 0 i l  exist e rr > 0 tel que 

(3.8) ass ure (3.9) : c ette c ond iti on (3. 8) peut � tre sa tis fa ite a vec d es T i 

t ous d is tinc ts d es tk. Com me la fonc ti on f es t c ons ta nte entre c hac un d es 

tk, les s euls termes non nuls d e  la s omme (3.2) corres pond ent à d es va leurs 

d e  i telles 

un tel terme a 

(3.10) 

que h. 1 ,'C'. [ 1- 1 

pour limit e 

f cp d f  = 
p 
2:: 

k=1 

c ontienne un d es tk. Lors que 77 tend vers z éro� 

+ -

C tk )L cp ( tk ) ( f (tk ) � f Donc 

cp( tk) (f+ ( tk ) 
·-

- f (tk ) )  .. 
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B ref�  s i  I es t ou vert d ans R$ on voit que la  mes ure d iff érentielle 

d e  la fonc tion loc alement en esc ali er f es t s om me d' une fami lle ( au plus 

d énombrable) d e  mes ures po nctue lles �  a val eu:t's d ans x, port ées par les points 

d e  d isc ontinuité d e  f et d ont les vale urs res pec tives s ont les s auts ca rres-

pond ants + -
f - f • Noter que si 1 V un d es inte rvalles s ur chacun d es quels la 

fonc tion f es t cons tan te se r éd ui t  à .  u n  s ingleton [ tkl la. valeur f (tk ) 

es t ind épend ante d es d eux limi tes f (t ) k et + f ( tk ) : cette valeur es t d onc 

s ans influence s ur la mes ure df. On en t ire imméd iatement d es exemples d e  

fonctions non c onst antes d ont la mes ure d if férenti elle es t nulle . 

Le rais onne ment pr éc éd ent suppos ait I ouvert d ans R. Si , pa;r-

contre, I poss èd e  un d ébut T1 et le cont ient, l e  s upport d e  cp d ans I 

peut inclur e  ce point q ui. d ans c e  c as coinci.d er a nécess air ement avec a. On 

note encore t1 < t2 < • • •  les n oeud s  d e  P co ntenus d ans [ a �b] ,  ma is i l  

peut arriver cett e fois qu e t1 := a = T1• Alors le terme i = 1 d e  la s omme 

1 (3.2), s oit cp(e
s

)(f(,c
1

) - f(rc
0

) a.v ee '1':0 =a= T
1 

� a  pour limite, lors que 77 

tend vers z.éroa cp(T1H f+ (T1 )- f( T 1 )L Or� se lo n  la C onvention 2. c1 f (T1 ) 

peut s1 écri.re f - ('1.'1 ). Raisonnement s emblable s i  I poss èd e une fl n et la 

contient et on conclut 

PR OPOSITION (3. b ). Q uel que s oit l 'i ntervalle I ,  s i  f es t localement en 

es calier et 

où 

on a., moye nn ant la C onv ention 2. c, 

d és ign ent 1� f contenus d ans le s upport d e  cp. 

3. c MAJ ORATION DE df 

Soit f E vlb ( I ,X) et s oit Vf � I --? R s a  fa nc tia n  variation in-

d éf inie (d éf inie au choix près d1u né c ons tant e addit ive). Cette f onc ti on. 

numérique étant fai blement c roissa nte apparti ent à vlb ( I  ,R), d 1 où 1 ' exis ten-

ce d e  la mes ur e s ca laire d Vf ' p os it ive et ind épend ante du . choix d e  la 
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constante addi t:i.ve de V f" 

Soit cp EX ( I ) ,  i.e. cp E X( I)� à valeurs ): o. Alors �  avec la no­+ 
tation de (3 .2 )1 

n 
IM( S ,  8S v \fl)l :( 1�1 cp(8 � ) l f("L i)- f('l:i_ 1 )1 

Si 1 1on passe à la limite pour s E 3 , cela prouve que 

(3. 1 1 )  Vrp E X ( I )  1 J cp df 1 � Icp dVf + 
Soit par ailleurs x '  un. élément du dual topologique X' de  x. 

L ' application 

cp fr-> <x' 1 Jcp df> 

de X( I )  dans R est une ine su:J:'e scalaj_re sur I ; en accord avec la notation 

générale qui sera pré sentée dans la section 49 on peut écrire <x ' � df> cette 

me sure (c7est d'ailleurs  la mesure différentielle de la foncti on numérique 

t\-7 <x' �f( t )> ). L'inégalité (3 01 1 ) donne 

Vrp E X+( I) 1 fcp <x ',df> l :( l x'J Icp dVf. 

Il en ré sulte que� au sens de Bourbak i ,  la mesure vectorielle d.f 

est majorable� d7où l ' existence de la mesure sealaire positive l dfJ � �aleur 

absolue de df cette mesure po sitive e st maJorée par la mesure positive 

dVf' mai s ne lui est pas égale en général, comme le mon tre l ' exemple suivan t 

de X 

Soit t un point in térieur de I ; soient u et v deux éléments 0 

défini sson s f (en escalier) par 

{" 
s:i. t 1· t .. 

f(t) 
0 

·-· 

v si t t 0 

Il ré sulte du § 3. b que la mesure df .. est nulle donc aussi 1 df j .  Par contre 

� �v-u! si  t < t 
0 

Vf( t )  si t t 
0 l. 2 1 v-ul s:i. t > t 
0 

de sorte que d.Vf consi ste dan s la me sure ponctuelle, de valeur 2 l v-uJ ,  por-

tée par t • 
0 
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Les pr·opriétés usuel les des mesures vectoriel les majorables (cf. 

Bourbaki [ 1 ]  � Chap. 6, § 2 1 n.O 3 3 Propositions 5 et 6) fournissent : 

PROPOSITION (3. c)o Toute fonr..:ti on numérique g appartenant à S.. 1 ( I � 1 df 1 

est intégrable pour la me sure vectorielle df ; 1 r intégrale appa rtient à X 

et on a 

(3.12) 

C1est là d?ailleurs un cas particulier de la situation qui fera· 

l'objet de la section 4. 

REMARQUE (30 c ) 0  I l  sera utile plus loin d1observer que l e  théorème de con-

vergence dominée s 1 étend de la manière sui:v an te : 

Soit dm une mesure vecto:r.i.el le majorable sur 1 v espace localement 

compact T, à valeurs dans l'espace de Banach X. Soit 

ments de s.-1 (T � 1 dm 1 ; R) vé:r·ifia.nt 

h une suite d'élé­
n 

R) 

1° il  existe H E s.1 (T � 1 ct:mj ; R ) telle que� 1 dm ! -presque partout? hn � H ; + 
2° la suite des h (t)  tend vers une limite h (t)  sauf éventuel lement pour 

n 

un ensemble 1 dml -négligeable de valeurs de t 

alors h 

dominée, 

S.. 1 (T 91 ct:ml 

est intégrable pour dm et on a dans x 

lim I h dm J hdm 
n 

n � oo  

En effet h E 
1 .'l.- (T� 1 dm ! ; R) d1ap:r.·ès le  

d1où 

; R) 

r 
1 

l'existence de J h dm E x. La suite 

dVoù, quels que soient les entiers 

n p n p 

fort 

théorème de convergence 

h converge vers h 
n 

n et p 

1 Jh dm - Jh ct:ml � J 1 h ·- h 1 1 dm!  
on en tire la convergence de la  suite Jh

n 
dm dans l'espace de Banach X 

vers une limite qui est nécessairement Jh dm. 

dans 
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30 d MESURE D vuN INTERVALLE 

LEMME ( 30 d). Soit [ a�bJ �n intervalle eompact contenu dans l'intérieur de 

I ; sa fonction caractéristique X[ 'b] est intégrable pour la mesure vec� - a9 
torielle df et on a. 

( 3.13) 

Preuve. --- Appr'ochons la fone ti. on par une suite de fonctions cp E XCI) n 
respectant les conditions suivantes : Soient (s ) et n (a ) � s < a < a, n n n 
deux suites de points de I tendant vers a ; soient (t ) et n (b ) � n 
b < b < t deux suites de points tendant vers n n� b. La fonction � '�"n a son 
support dans [ s '1; J n n et vaut 1 sur [ an�bn] j on impose de plus 
Montrons que, dans x fort v 

( 3.14) Jc/Jn -L. -lim df f' (b) f (a) 
n-?oo 

En effet, avec la notation (3.2 ),  

Pour n fixé� 1 v ensemble des S E 8 contenant les quatr·e points 

t est une section commençante de (,g 3C) ; on peut donc construire la limite n 
en se restx'eignant à des S de cette sorte. Les intervalles de S contenus 
dans [ an1bn] on.t une contribution totale dans la somme M égale à 

f(b ) - f(a ), puisque les cp(Bi) correspondants sont tous égaux à 1. Les 
n. n s 

intervalles non contenus dans [s ,t J ont une contrl.bution nulle. Pulsque n n 

butions respectivement majorées en norme pa:Y.' 
var (f 

var (f 
Par suite 12exp:r.ession 

s a ) n� :n 

b yt ) n n 

f(b ) � f(a ) ·- fcp df n n n 
a pour limite zéro� d1o� (3.14). 

et [ b  9t J ont des contri­n n 
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Les 4>n sont majorées par la fonction caractéristique d1un inter-
valle compact contenant tous les [ s  �t ]. Alors (3.13) résulte du théorème de 

n n 
convergence dominée1 conformément à la Remarque 3. c. 

On raisonne de façon semblable lorsque [ a,b] n 1 est pas contenu 

dans l'intérieur de I. Supposons par exemple que I possède un début T1, 
le contient, que a = T 1 1 mais que b n 1est pas la fin de I alors on in-

troduit seulement les deux suites (t ) et (b ) • on impose à la fonction n n ' 

dans ce cas 

Jx [ T  1gb] df 

il vient 

Si. 11on invoque la Convention 2. c, ce résultat est encore en accord avec 
l'écriture (3.13). 

Par addition et soustraction de fonctions caractéristiques, on ob-
tient de façon générale : 

PROPOSITION (3. d). Moyennant la Convention 2. c, si a et b sont deux 
éléments quelconques de 

En outre, si a < b 

I, avec a� b, "� (3.13) .et 
Ix df J a, b] 

+ + f (b) - f (a) 

REMARQUE. Par la Proposition 2. b, il en résulte que les trois fonctions f, 

ont la m�me mesure différentielle. 

COROLlAIRE (3. d)., Si. f possède une dérivée f continue dans I, la mesu-

re df admet f pour densité relativement à la mesure de Lebesgue de I. 
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3. e MESURE IN�UITE SUR UN SOUS�INTERVALIE 
Soit J u.n sous-intervalle de I ; pour toute cp E X(J) notons cp 

la fonction prolongeant cp à I avee Ia valeur 0 hors de J. Cette fonc tion 

cp est universellement intégrable (elle est bornée et égale à la différence 
de deux fonctions � 0 s.c.s.) et l�applicat:i.on 

cp 1-> J � df 
de X(J) dans X est un.e mesure vectorï.elle sur J. On notera (df) 

J 
cette 

mesure� classiquement appelée mesure induite par df sur J. 

Notons d vautre part fJ la restrieti.on de f à J évidemment 
f J E vlb(J.$X). La mesure vectorielle d(f3) n'est pas égale en général à 

En notant x 0 t la me sure ponctuelle sur J� de valeur x E X1 por-
A tée par le point t E J. et en u.til:i.sants si a ou b se trouve etre une 

extrémité de If la Convention 2 .es on a � 

PROPOSITION (3. e)o La mesure (df)J est la somme de d(f3) et des mesures 
suivantes : 
10 la mesure 
20 la meSU!'e 

(f(a) = 

(f+(b) � 

-(a)) f 8 s:l. a 
f(b ) ) 0" si 0 

J. possède un début a et le contient 
J possède une fin b et la contient. 

··---........... --.............. ,. ----

En parti.culier si ,T est ouvert relativement à I on a 

Preuvee Montrons que {df)J.� dvune part$ et la somme de mesures en question, 
,. d'autre part� donnent la meme intégrale pour toute fonction caractéristique 

d'intervalle compact [ s� t] CJ·. Soit h la fonction caractéristique de [ s1 t] 
dans J ; la foncti.on h prolongeant h à I avec la valeur 0 hors de J 

est la fonction caractéristique de [ s, t] dans I. 
Comme h est s. c. s. bornée � 0 à support compact dans J, elle 

est la limite (ou enveloppe inférieure) d?une suite déeroissante de fonctions 
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..t.. E X (J'). Les f onctions ..t.. correspondantes convergent vers h. Par le 
'�"n + '�"n 
thé orème de convergence dominée (cf. Remarque 3. c) on conclut 

( 3. 1 5 )  J h ( df) 
J J h df 

Supposons par exemple que J pos sède un début a et le contienne1 

mais ne contienne pas de fin et supposons s =a (sans quoi l ' égalité est 

banale). Alors (3.15 ) donne, vu la Proposition 3. d.1 

tandis que 

+ -
(df)

J = f (t) - f (a) 

• 

Or f(a)  - f
-(a) est bien l ' intégrale de h par rapport à la me sure 

(f(a) - f-
(a) ) 8 • 

a 

Raisonnement semblable si J contient une fin b. 

Noter que si J est :eédui t à un singleton on a a = b et 

(f(a) - f
� 

(a) ) ,) 
a 

+ + -
+ (f (b ) - f(b ) )  ôb = (f (a) - f (a ) )  ôa 

Telle est , dans ce cas spécütl1 la mesure (df )
J 

alors que, évidemment, 

Enfin dire que J est ouvert relativement à I signifie que, si 

J contient une extrémité, pa.r exemple un début a, ce point est aussi une 

extrémité de I. Dans ce cas, la Convention 2. c donne f
-

(a) = f(a )  et 

résultat semblable, éven.tuellement,pour la fin b. 

4� LA MESURE �(u1dm ) 

4. a DEFINITION 

Soient X, Y, Z trois espa<:es de Banach et soit <.!? : X x Y � Z une 

application bi..linéaire continue. Dans X, Y, ou z, tout comme dans R, on note 

1.1 la norme ; on note 111111 la norme d.e <.!?, c'e st-à-dire 
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Soit T un espace localement compact et soit dm une mesure vectoriel le 

sur T, à valeurs dans Y, majorable. Pour éviter des complications formel-

les, on se limitera au cas usuel où T est dénombrable à l'infini ; c'est 

ce qui a lieu notamment si T ,  comme dans le re ste de ce rapport, est un 

interval le de R . 

Avec les notations présente s un énoncé de Bourbaki ([1], Chap. 6, 

§ 2, n° 7) se formule eomme suit : Il existe une application linéaire conti-

nue et une seule 19?, dm de s.-1 ( 1 ctmi1X) dans Z 

h E S.. 1 ( 1 dm 1 ,R) et pour tou te fonction numérique 

(4.1 ) r9?,dm(h a)= 9?(a, fh dm) 

telle que, pour tout 

on ait 

En outre, pour toute fonction fE s1<ictml ,X), on a 

(4.2 ) lr9?,dm(f)l � 119?11 {lfl lctml 

I 1 nous parait plus commode d.1 adopter la notation 

Ip,dm(f) = J Ç?(f, dm) 

a E X 

"' 
acceptée par Bourbaki lui-meme dans le cas où la forme bili.néai.re 9? (x,y ) 

serait simplement notée xy. 

On va donner à cette écriture toute sa cohérence en observant que 

le symbole 9? (f,dm) peut �tre interprété comme une mesure sur T, à valeurs 

dans z. 

Plus généralement, soit et soit y E X (T ,R ) • 

Alors 1 yg E S.. <lctml ,X), ce qui per�et de considérer l ' application linéaire 

de X (T ,R ) dans Z 

( 4  •. 3 )  

Pour établir que cette application est, au sens de Bourbaki, une mesure vec-

torie lle sur T, il suffit de montrer que, pour tout compact K CT, la res-

triction de l'application à l'ensemble des y dont le support est contenu 

dans K est continue pour la norme sup 1 YI • De fait, si supp y C K, on a 

J iygl ldml � sup IYI jlxKgl ldml 

d'où la continuité attendue , d ' après  l'inégalité (4. 2). 
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L'application (4.3 ) sera désormais notée 
yi� J Y \l?(g,dm) 

PROPOSITION (4. a). Si 1 gE .5:-locCI dmi,X) (ce qui fait que la fonction nu-
mérique positive lgl �ppartient à .s:.iocCictml 1R)) la mesure vectorielle 
�(g,dm), à valeurs dans z, est majorable et sa valeur absolue est majorée 
par la mesure positive 11�11 1 gl 1 dm! • 

Preuve. L'assertion signifie que, pour tout z' E Z' (dual topologique de 
Z), tel que 1 z 11 � 1, la mesure valeur absolue de la me sure scalaire 

yi� <z', J v  �(g?dm)> 
est majorée par la mesure positive 11�11 1 gl ! .dm! • Cela équivaut à l'implica­

tion suivante, pour y E X.(T). et cp E X+(T): 

!YI �cp => <z', Jv 9?Cg,dm)>� 11�11 Jcp jgl lctml • 

De fait, si lvi �cp, on a par (4. 2)  

<z', Jv �(g,dm)> � 1 Jv 9?Cg,dm)l 

� /1�/1 f 1 ygj 1 dmj 

4o b PREMIERE ASSOCIATIVITE 

� Il �Il J cp 1 g 1 1 dm 1 

PROPOSITION (4. b). On suppose toujours 1 gE .5:-1 <lctml ,X), d'où l'existence oc 
de jgj lctml mesure scalaire positive sur T. Toute fonction h telle que 
hE .s:.1Cigj lctm!,R) (ce qui équivaut à h lgl E .s:.1<!dm!,R)) est intégrable 

pour la mesure vectorielle �(g,dm) et on a 
(4.4) fh �(g,dm) = I�(hg,dm) E z 

Preuve. Observons d'abord que le second membre est un élément de Z bien 
défini parce que hg E .s:.1C!ctml ,X). Convenons en effet d'entendre l'écriture 

1/lgl avec le sens usuel si lgj � 0 et de prendre 1/lgl = 0 si 1 gl = 0 

de la sorte la fonction t � 1/l g( t) 1 est me sur able de (T, 1 ctml ) dans R. 
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En écrivant 
1 hg = h 1 g f TiT g 

on obtient la mesurabilité de hg • (T , [dm[) ..J> X, d1où son intégrabilité puis-
1 que r hg [ [ h fgf 1 appartient à à- ( 1 dm 1 �lR ) • 

Pour montrer que h , appartenant à à-1 ( 1 g f 1 dm[ slR) 1 est intégrable 

pour la mesure vectorielle p(g1dm) on observe que cette fonction numérique 
est intégrable pour la mesure positive [ p(g,dm) [ puisque cette dernière, 
au facteur numérique [[P[[ près� est majorée par 1 g f 1 dm[ d'après la Propo-

sition 4. a. Comme Z est un espace de Banach cela entraine 17intégrabilité 
pour la mesure vectorielle (cf. Bourbaki [ 1] , Chap. 6, § 2, n° 3, Prop. 6). 

Enfin l'égalité des deux membres de ( 4.4 ) est assurée par défini-
tion si h appartQent à X(TfJR), lequel est un sous-espace dense de 
S-1 ( f gf f dm[ �lR ). La Proposi ti.on 4. a entraÎne que le premier membre dépend 
de h d'une manière linéaire continue sur S-1C [ g [ [dm[ �R) ; l'inégalité 

"" ... 
( 4. 2 )  entraine la meme propriété pour le seeond membre, d1où l'égalité. 

La Proposition précédente exprime en quelque sorte une propriété 
d'associativité qui admet le pendant naturel suivant. 

4� c SECONDE ASSOCIATIVITE 

PROPOSITION (4. c). Si h E à-ioc ( f dm[ ,JR) et g E S-1 ( f h f f dm[ �X) on a 

(4.5 ) Jp(hg,dm) Jp(g,h dm) 

égalité dont les deux membr·es sont bien définis. 
Preuve. Si h E à-

.�oe 
( 1 dm[ »R) 1 r existence de la mesure vectori.elle h dm, 

à valeurs dans Y, consiste en un cas particulier de la théorie du Parag. 4.  a 
prendre X = 1R � Z = Y et pour p 1 1  application bilinéaire (r ,y)�� ry de 

R x Y dans Y. D1après la Proposition 4., a, la mesure vectorielle h dm a 
sa valeur absolue majorée par la. mesure positive [ h f [ dm [ . L'hypothèse as­
sure donc gE s_1( [ h dm [ ,X), d1où 11existenee du second membre de (4.5 ). 
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Pour ce qui. est du premier membre on observe que si. h E .S:.�oc ( 1 dml ,R) 
la fonction crh définie par 

{ 
+ 1 si h(t) > 0 

crh(t) = 0 si h(t) := 0 

1 si h(t) < 0 

appartient à .s:.oo ( 1 dml ,JR). Comme g E .S:.1 ( 1 hl 1 dml �X) on a !hl g E .S:.1 Cl dml ,X) 
donc hg =crh !hl g appartient à .s:.1C!dml �X) ce qui assure l'existence de 
I <li (hg,dm). 

Pour h. fixé, les deux membres de (4.5) dépendent de 
g E .s:.1 ( 1 hl 1 dm! �X) d'une manière linéaire et par ailleurs continue pour la 
norme de .s:.1Cihl ldml �X). De fait1 en invoquant la Proposition (4. a) on 
obtient 

et 
1 J <li(g,h dm) 1 � li <lill I 1 gl 1 h. dml 

or la mesure lh dml est majorée par la mesure !hl ldml o 

Soit a un élément de X et soit f E .s:.1 ( 1 hl 1 dm! �R) � Si on prend 

g =f a, on a bien gE .s:.1Cihl ldml �X) et d'après (491) les deux membres de 
(4 .. 5) ont la même valeur <li(a, Ifh dm). Or l'espace vectoriel engendré par 
les g de cette forme est dense dans .s:.1Cihl ldmi�X). 

On en tire 

COROLLAIRE (4. c). Si hE .s:-11 C!dmlslR) oc et g E .s:-1
1 ( 1 hl 1 ctml 1X) oc 

sures vectorielles <li(hg�dm) et <li(g,h dm) sont égales. 
De plus : 

COROLLAIRE 2 (4. c). Si gE .S:.�.oc(jdml �X) , h. E .S:.�0c(jdml vlR) et 

les me-

!hl !gl E .s:.1C!dmj9R) les expressions écrites en (4 •. 4) et (4.5) sont toutes 
les trois définies et égales. 
Preuve. Il s'agit d'établir que les h.ypothès'es des Propositions (4. b) et 

(4. c) sont toutes deux remplies. De fait les hypothèses présentes font que 
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h et jgj sont mesurables de (T,jdmj) dans R� donc aussi h jgj ; comme 
jhj jgj E �1Cjdmj,R) cela.donne h lgl E �1Cidmi1R). De m�me lhl et g 
sont ldmj-mesurables, donc aussi lhf g� d'où lhl gE �1Cidmi»X) ce qui 

équivaut à 

4. d CAS OU dm ADMET UNE DENSITE FORTE 

PROPOSITION (4. d). On suppose qu'il existe une mesure scalaire positive dp 
sur T et une fonction 

que y est densité forte de 
et pour tout 1 gE �l Clctml ,X) oc 

telle que dm=y dp (on peut dire 

dm par rapport à dp). Alors 1 dml = 1 Y [ dp 
(ce qui équivaut à g IYI E �1

1 (dp9X)) la oc 
mesure vectorielle �(g�dm) est égale à �(g�y) dp. 
Preuve. L'existence de la mesure notée y dp entre, si l'on veut, comme 

cas particulier dans la théorie précédente (le premier espace de Banach est� 
cette fois Y et le second est R)  : cela montre que cette mesure est majo-
rée et que sa valeur absolue est majorée par jyj dp. En fait il résulte de 
[ 1 J, cha p. 6, § 2 9 n° 4 ,  Prop0 8 (concernant une notion plus faible de densité 

d'une mesure vectorielle par rapport à une mesure scalaire) que la valeur 
absolue de dm= y dp est exactement IYI dp. Et pour tout fE �1CIYI dp1R) 

on a 
f f dm = f fy dp 

Alors, si a est un élément fixé de X, et si y E X(T) on a par ( 4. 1 ) 

fy �(fa,dm) = J�(yfa,dm) = �(a, fyf dm)= �(a, fyfy dp)� 
Comme l'application �(a,.) de Y dans Z est linéaire continue cela vaut 
aussi 

Bref, 



pour tout h de la forme h = fa� f E  .s:. 1 C i dm i 1R ) .  Comme l'espace vectoriel 
engendré par les h de cette forme est dense dans 1 .f < 1 dm !  3X), on conclut 

que 1 'égalité est vraie encore pour tout h E .f 1 ( 1 dm !  ,X) » en particulier pour 
h = gxK� K désignant le support de y .  

5 .  CALCUL DE d�(x , y) 

5 .  a PROPRIETE D 'APPROXIMATION 
Comme dans la sec.ti.on préeéd.entev X� Y ,  Z sont trois espaces de 

Banachv 9? : X x Y ..,. Z une application bilinéaire continue, I un intervalle 
quelconque de R .  

PROPOSITION (5. a). Soit y E vlb(I,Y) et soit u : I _,. X  une fonction 

réglée. Quel que soit [a,b] C I v  quel que soit Tf > 0, il existe P E plf (I) 
�- que..!...E,.?��!. P' E plf (I) raffinement de P, la fonction localement 

en escalier Yp 1 (notation du Parag. 2. d) satisfait l'inégalité 
i f [a , b] 

Preuve. Quel que soit a > 0 ,  puisque u est réglée, il existe une fonction 
localement en escalier :u : I � X telle que 1 u - u 1 :( a partout dans e e 
[a,b] . Le premi.er membre de (5. 1 )  est majoré par 
(5 . 2) 

Vu les Parag. 3. c et 4.  a, on a ( 
1 J . �(u-u , dy) 1 :( 1 19?1 1 a f [a � b] dV [ a , b ] e y 

1 J iJ? (ue-u , dyp , ) l :( Il 9?1 1 a J dV 
[ a, b J [ a,b] Yp ,  

Or, moyennant la Convention 2. c 3  s 1 il y a lieu , 

dV = v+ (b) - v (a) 
Yp i  Yp r Yp r 
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Vu la Proposition 2 .  d cela est uniformément m�joré pour tout P 2  E plf(I) 
raffinement d 'un P fixé. Donc si a est choisi asse.z petit � la somme des 
deux premiers termes de (5 . 2 )  sera majorée par n/2 . Ayant fixé la fonet:i.on 
en escalier u conformément à ce ehoix de a » on se trouve en présence e 
d 1une partition de [ a � b] en un nombre fini m de sous-i.ntervalles sur 
chacun desquels 

M un majorant de 
u e est constante l notons J. 1 7 un d 9 entre eux . En appelant 

j u 1 e sur [ a � b] on a 
r 

jHu (J) � J dy·-dyp v )  1 e J. 
f 

:( l i !Pl i M I l  dy-dyp � i 
J J  

L'expression donnée par la Proposi tian 3 .  d pour l gintégrale d 1 une mesure 

différentie lle sur un intervalle� jol.nte à l � lnégalité (2 . 5 )  (laquelle vaut 
évidemment aussi pour les limites à. droite ou à gauche des fonctions consi.�· 
dérées) font qu R on peut trouver P f� plf[ a � b] tel que 1 pour tout 
p Y  E plf[ a�b] raffinement de P 9  l ,express:ion ci··dessus sera majorée par 

n/2m� Cela établit la Propositi. on. 

5. b FORMULE FONDAMENTALE 
Soient x E vlb(I � X) et y E vlb(I 9 Y) . La fonction t ï-:> 9? (x(t) $y(t) ) 

appartient à vlb(I�Z) ; cela résulte de ce que si [ a s b] est un sous-

intervalle compact de I � les :fouettons t l-? j x(t)l et t t-> jy(t)j admettent 
respectivement des majorants M et N sur ce sous-intervalle � par exemple 

M = !x(a) !  + V  (b) - V  (a) x x 
On écrit alors pour s :( t dans [ a , b] � 

!9? (x (t) 3 y(t)) � 9? (x(s) 9 y (s ) ) j  

:( j �(x(t )=x(s) �y(t) )l + !9? (x(s) 9y(t)-y(s) ) j 
:( !19?1 1  [ N (Vx(t)�Vx(s)) + M (Vy (t)=V/s))] 
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Comme précédemment , les � continues à gauche ou conti-
nues à droite de fonctions appartenant à vlb(I � . )  seront définies jusqu 'aux 
extrémités éventuelles de I� conformément à la Convention 2 .  c .  Ainsi + x 

et x appartiennent à vlb(I,X) donc à 1 S- 1 (d/-l �X) oc quelle que soit la me-
sure scalaire po si. ti ve d/-l A + sur I ; de meme y et y appartiennent à 

vlb(I,Y) , donc à 1 :;_ 1  ( d!-l � y ) . oc 

PROPOSITION (5 .  b) . Si x E vlb(I,X) et y E vlb(I ,Y) � la fonction �(x1y) 
appartient à vlb(I , Z) et on a 

et symétriquement 
(5 . 4 )  dHx,y) + Hdxâ ) + �(x- ,dy) 
OU p aussi. bien, 

+ + 
(5. 5 )  dHx�y) Hctx/ ;Y- ) + Hx +x 

2 , dy) 

LEMME (5e b). L'égalité ( 5 .  3) est vraie si les fonctions x et y sont 
localement en escalier. 
Preuve. Il existe dans ce cas deux parti tJ.ons localement finies de I en 
sous-intervalles sur lesquels les fonctions x et y $ respectivement p sont 

cons tantes. Soit P un raffinement commun de ces deux partitions 1 construit 
de manière que, pour tout noeud � de P, le singleton { � l  soit un des 

membres de P (autrement di.t les membres de P sont soit des singletons� 
soit des intervalles ouverts relativement à I) . 

Pour établir l'égalité ( 5 . 3 )  il suffit de montrer que les mesures 
"' vectorielles écrites respectivement aux deux membres donnent la meme intégrale 

sur tout sous-intervalle compact [ a1b] de I . Cet intervalle contient une 
famJ.lle finie [ t1, t2 � • •  qtnJ de noeuds de la partition P. D ' après la Pro­

posi. tion 3 .  b, 
n 

(5 . 6 )  2:: i= 1  
+ + - -[ �(x (t . ) ,y Ct . )) = �(x (t . ), y (t . ))] l l l I 
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(moyennant la Convention 2 .  c ,  s i  1 1 un des t . 
1. 

se trouve �tre une extrémité 

de I ) .  

Pour tout membre J de P qui est un intervalle ouvert dans I �  

la mesure a sa valeur absolue majorée par 

mesure nulle (cf. Proposi tion 3. c ,  4. a� 4. c ) .  I l  reste 

avec 
� J + 
1 ' x qi (x f dy ) 

i�1 f tJ 

Jx f t . J qi (x+ f dy ) = f qi X [ t . J x+, dy )  
1 1 

+ r 
= qi (x ( \ ) $ J x f t . � dy ) 

1 

donc 

+ + = qi(x ( t  ) y ( t . ) - y ( t .  ) )  . i � 1 1 
Calcul analogue pour la mesure qi (dx 1 y- )  d 1 où 

Jx[ a , b] 
[ qi (dx , y- ) + qi (x+ , dy ) ] 

n = I: 
i::: 1 

à rapprocher de (5 .6 ) .  

Preuv e de la Propositi on .  Etablissons (5 . 3 )  en montrant 1 1 égalité des inté-

grales des deux membres sur tout sous-intervalle compact [ a,b] de I .  Soit 

8 > 0 ; la Proposi ti on 5. a implique 1 1  existence de P E plf ( I )  te l que 

pour tout p t E plf ( I ) raffinement de p on a].t 

l J [ a � b] 
!l.i (dx , y- ) � 

l f [ a ,b] 

+ !l.i (x  , dy )  -

Par ailleurs en notant /:;; (P ' )  et 

r y-yp , 1 sur I ,  

l ! [ a , b] 

l f [ a ,b] 

on a 

qi ( dxp 7 1 y--y; w ) r 

+ + 1 qi( x -xp , , dy P , ) 

f [ a , b] 
qi (dxp pY- ) 1 � 8 

4 

J [ a , b] 
qi (x+ , dyp i ) l � 8 

4 

17 (P i ) des majorants de 

� l l qil l n CP � ) ! [ a , b] 
dV XP ' 

� l f qil l i:;; (P ' ) f dV 
[ a ,b] Yp v 

r x�xp t 1 et  
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"' Gomme au paragraphe précédent on. voit que ces expressions peuvent etre ren-

dues moindres que 8/4 en prenant la partition P assez fine.  Ainsi , à 

moins de 8 près ,  au sens de la norme de z, l ' intégrale sur [ a,b] du se-

cond membre de (5 . 3 )  peut �tre approehée par une expression semblable où x 

et y sont remplacées par xp r  et Yp t '  fonctions localement en escalier .  
,. . Banalement l 'intégrale du premier membre de (5 . 3 )  peut etre approchee de la 

m�me manière ; on est ainsi. ramené au Lemme . 

5 .  c FORME QUADRATIQUE POSITIVE 

Si X = Y et si la forme bilinéaire continue Çf? 

symétrique , on défini. t une forme quadratique Q : X � Z par 

VI; E X 

X x X � Z est 

Pour x E vlb ( I  ,X) , la Proposi.tion 5 .  b donne alors la mesure différentielle 

de la. fonction tH- Q(x( t ) )  : 

(5 .  7) dQ(x) dx) 

Supposons par ailleurs que Z = R et que la forme quadrat ique réel-

le Q soit positive : 

PROPOSITION ( 5 .  c ) .  Soit Çf? X x X � R une forme bi linéaire symétrique con-

tinue telle que la forme quadratique réelle  Q : 1; � Ç!? ('f; ,r; ) soit ;?: 0 pour 

tout r; E X. Alors, pour tout x E  vlb ( I , X) , la mesure scalaire Ç!? (x+- x- , dx)  

Preuve. On va montrer que la mesure en que stion donne une intégrale ;?: 0 

pour tout sous-intervalle compact [ a , b] de I .  

Cela est vrai. si x e st localement en escalier.  Dans ce cas en 

effet il existe une pax•ti.t i.on P E plf ( I )  sur chaque membre de laque lle x 

est constante et , quttte à remplacer P par tin raffinement , on peut supposer 

que les membres de P sont soit des singletons , soit des intervalles ouvert s  

dans I .  L ' intervalle [ a , b] cont ient une famille finie f t1 , t2 , • .  . , tn J de 
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J
[a� bJ 

q> (x+-
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la Convention 2 .  c s ' il  y a lieu) on 
n - I: x � dx)  = 

i= 1 

n 
I: 
i= 1 

+ <l>(x  ( t .  )-1 

+ Q(x ( t . )-1 

- + x ( t .  ) , x  ( t .  )-1 1 

- C t . ) ) ) o x 1 

a , 

x ( t . ) ) 1 

Pour x quelconque dans vlb ( I  ,X ) on voit , comme dans la démons-
A 

tration de la Proposi tion 5 0  b ,  que l ' intégrale de + -q> (x - x , dx) peut etre 

approchée d ' aussi près qu ' on veut par l ' intégrale associée à une fonction 

localement en escalier . 

COROLlAIRE (5 .  c ) .  Dans les conditions de la Proposition précédente , on a ,  

au sens de l ' ordre des me sures scalaires  

(5. 8 )  

d ' où 

- + 2 <l> (x , dx )  ( d <l> (x , x )  ( 2 <l> (x , dx )  

En effet , (5 . 3 )  donne 

d Hx,x )  

+ + - + - . 2 <l>(x , dx )  - çt> (x + x ,dx )  = <l> (x - x , dx)  � 0 

et calcul semblable pour établir  la première des inégalités ( 5 .  8 ) .  

6 o  EXEMPLES 

6.  a. INTEGRATION PAR PARTIES ET DERIVEE DISTRIBUTION 

PROPOSITION (6o a) o Soit f E vlb ( I  ,X ) et soit cp . I _,.. R possédant . 

dérivée cp continue sur I .  Alor s que l que soit [ a , b] C I � en notant 
·--·---

la mesure de Lebesgue 8 on a 

J [ a , b] 
cp d.f + f [ a sb] 

f ; dt = f+ (b )  cp (b ) - f (a )  cp (a )  

" 
extrémité moyennant la Convention 2 .  e si a ou b se trouve et re une 

une 

dt 

de 

formules analogues pour des :interval les du type J a ,b ] , [ a ,b[  et si  a <  b ,  

du type ] a. ,b[ o 

I 



� '1 7 .  34 � 

Preuve. D ' après le Corollaire 3 .  d�  ÇP dt est  la mesure différentielle de 

çp E vlb ( I �R ) .  On applique la Proposition 5 .  b en prenant Y = R  avec pour 

forme bilinéaire <P le produit des éléments de X par les scalaires .  On a 

f f � dt 
[ a ,b] 

parce que çp dt est une mesure diffuse et que l 'ensemble cl.es points où 

f+ � f est au plus dénombrable . 

COROLLAIRE {6 . a ) .  Si  I est un intervalle ouvert et f E vlb (I ,X) , la me-

sure df est la dérivée de f _au sens des distributions , c ' est-à- dire que 

pour toute fonction ÇP : I � R indéfiniment différentiable à support compact �  

on a 

fçp df - Jf f dt 

6. b APPLICATION AU PROCESSUS DE RAFLE 

Soit  H un hj. lbertien réel et soit t� C ( t )  une multifonc tion 

de l ' intervalle I dans If. � à valeurs convexes fermées non vides .  On consi-

dère le problème d ' évolution ( I  est interprété comme un intervalle de temps ) :  

trouver u : I � H telle que 

(6 .1)  
du 

- dt E ôlj: (t � u ( t ) )  

où lj! ( t � . ) est l a  fonc tion indicatrice de C ( t ) .  

Une solution forte de ce problème est �  par définiti on, une u 

, , du t , . localement absolument continue � ce qui fai. t que la derivee dt ' no e� aussl. 

u ,  exis te , sauf éventuellement sur un ensemble Lebesgue-négligeable on im-

pose à cette dérivée de vérif ier (6 .1) Lebesgue-presque partout.  Le fait  que 

les ensembles 81/J sont des parties coniques de H a la conséquence sui-

vante : Soit J un autre intervalle de R ,  soit · e J � I localement ab-

solument continue croi. s sante et soit v = u 0 e : J � H .  Alors la dériv ée 

v ( s ) = u (8 ( s ) )  8 ( s )  existe Lebe sgue-presque partout dans J. Si u est 

i 
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solution. forte de (6 . 1) � le fait que e e o t  presque partout positive entraine 

que v pour presque tout s dans J� 

(6 . 2 ) - v ( s )  E ô� (& ( s ) p v ( s ) )  

E n  d w autres termes (c ' est intuitif lorsqu ' on se reporte aux images 

�mécaniques de la condition (6 . 1 ) cf.  [ 8] )  le processus  régi par (6 . 1 ) inti-

tulé processus de rafle , associe la chaine ordonnée des posi tions successives  

du point mobile u dans H à la  chaine ordonnée des configurations sucees-

sives de l 1 ensemble convexe mobile C d 1 une manière indépendante de l 1ho-

raire . Ce changement de variable permet notamment de ramener l 1 étude du pro-

blème ini tial1  pour lequel on demandait 
• 1 u E S-1 ( I  ,H )  oc à des problèmes plus 

réguliers : les informations qu 1 on aura sur la dépendance de C à 1 1 égard de 

t (cf.  [ 5 ] 9 [ 9] ) permettront éventuellement de construire J et e de ma-

nière que le s solutions de (6 . 2) vérif ient 
• 2 v E S-1 (J �H ) oc (ce qui est le 

cadre usuel permettant l 1usage de la régularisation du type de Yosida )  ou 
. 

même v E à-001· (J 9H )  (cas localement lipschitzien qui est le plus favorable oc 

pour l w usage de technique s de di. serétisation du temps ) .  Le changement de va-

riable ouvre également une voie pour la défi.ni ti on de solutions faibles1  éven-

tuellement discontinues cf . [ 7 ]  . 

Nous dirons que u E vlb ( I  , H )  est solution du problème de rafle 

pour C au sens des me sures différentielles r  s 1 i l  existe une mesure scalaire 

positive df.J. sur I par rapport à laque lle la me sure veetorielle du pos-

sède une densité vérifiant , partout dans I ,  

(6 . 3 ) - u ' ( t )  E ô� ( t , u ( t ) )  
"' I l  revient au meme de dire que u ( t )  E C ( t )  pour tout t et que (6 . 3 )  est 

vérifiée df.J.-presque partout : s 1 i l  en est ainsi , en effet , i l  suffira de 

remplacer par zéro les valeurs de u 1 ( t )  en chaque point où (6 . 3 )  ne serait 

pas vérifiée . 
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Bref , cet affaiblissement de la conditi on (6 . 1 )  cons iste à rempla-

cer la mesure de Lebe sgue de I par une mesure positive non spécifiée a pria-

ri . L ' existence de solutions peut alors être obtenue sous des hypothèses plus 

faibles quant à la donnée t r> C ( t )  (convexe variable $ éventuellement dis-

continu , mais  à rétraction localement bornée � cf . [5 J � [9 ] ) . 

La monotonie de la multifonction x1-� ôifJ ( t , x )  se reflète dans le 

fait fondamental suivant 

PROPOSITION (6 . b ) .  Si et sont cont inues à droite et soluti ons du 

processus de rafle au sens des me sures dif férent ielles �  la fonc tion numéri-

que t � l u1 C t ) - u2 (t ) l  e st ( faiblement )  décroissante . En particulier, si 

t t · ' d · t 1 d a' une me"me donne' e "1· n1· .t1· aleu � u2 , con 1nues a ro1 ·e , s accor ent 

t ): t .  0 

Preuve. Par hypothèse $ il  existe deux me sures posi.tives dfl . $ i = 1 , 2 , tel= 1 
les que 

(6 . 4) 

du . = u ! df11. 1 1 avec v 1 ( u . E s_1 I , dJl . 1 oc l. 
- u ! ( t )  E ôifJ ( t , u . ( t ) )  1 1 

H) vérifiant partout 

Par rapport à la me sure positive df1 = df1 1 + df12 9 chaque me sure dfl i possède 

une densité t 1-? {1 ! ( t ) ?:;: 0 appartenant à S,00 ( I , df1 ; R ). La fonction 1 

t »  j u1 C t ) - u2 ( t ) j  appartient à vlb ( I �R )  ; la Proposition 5 .  b ,  en prenant 

pour \!? le produit scalaire ( · '  0 ) de H = X donne , puisque et 

sont continues à droite 

(6 . 5 )  

D ' aprè s la Propositi on 4 .  d �  l a  mesure écrite au second membre vaut 

- u 1  11 !  E ôl/f ( t ,u . ( t ) ) $  la i 1 ]. 
monotonie de ôifJ ( t , . )  fai t  que cette mesure scalaire est négative , donc a 

fortiori la mesure écrite au. premier membre de (6 . 5 ) .  La Proposition en dé-

coule , si  1 'on observe que $ la fanc ti on étant cont inue à 

droite , son accroissement entre deux vale urs t < t 1  e st égal à l ' intégrale 

de sa mesure di fférentielle sur ] t , t ' L  



- 1 7 .  37 -

REMARQUE (6 . b ) . Tout ce qui vient ct Y �tre dit sur le problème d v évolution 

(6 .1) et la définition de solutions "au senr:� des me sures différentielles" 

reste valable dans le cas , à pr·emière vue plus général v d'une condi tion de la 

forme 

= �� E A( t 9 u ( t ) )  

où � pour chaque t E  I �  la multifonction x t+  A (t 9x )  est monotone de H dans 

H ,  à valeurs coniques .  Mai s cette généralisation est l.llusoj.re : 

Si  la mul tif one ti on A : H � H est monotone et  telle que,  pour 

chaque x E  H 9  l 'ensemble A(x)  soit une partie conique (éventuel lement vi-

de ) de H ,  il existe C C H ,  convexe fermé 9 tel que A C ô1frc (donc A =  ô1frc 
si A est monotone maximale ) .  

En effet � soit 

c 
aEH � bEH 
bEA (a )  

f x E H (x - a l b) � 0� • 

Si v E A(u) et b E A( a ) �  on a a.uss]. Àb E A(  a) pour tout À > 0 9  donc 

l ' inégalité de monotonie (u-a v-À.b) � 0 donne 

1 b )  � � (u=a 1 v) 

c ' e st-à- dire 

(u-a 1 b )  � 0 
Donc u E C et la. défin.i. t io:n de C fait  que 

Vx E c (x�u 1 v )  � 0 
c ' est-à� dire 

6 .  c UNE FORME QUADRATIQUE POSITIVE 

Les considérat ions qui suivent sont uti les dans l ' étude de l ' exi s-

tence des solu.tj. ons pour certains problèmes d v évolution du genre invoqué a.u 

paragraphe précédent . 
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Soit I = [ t0 � t1 ] un intervalle compact et soit H un espace hil­

bertien réelo  On note ")!' l 'espace vectoriel des u E vlb ( I  9H)  qui sont con-

tinues à droite et nulles au point t • 0 

PROPOS ITION (6 . c)  o Sur l 1 espace vectoriel :li' la forme quadratique 

u l� I I 
(u 1 du ) 

" 
Preuve. Le Coro llaire 5 .  c entraîne que 

d 1 où 

1 2 (u 1 du ) ) d (2 l ui ) 

I (u  1 du ) 
I 

Ce résultat généralise le cas banal d ' une fonc tion u contint'iment 

différentiable qui donnerait I (u 1 
I 

1 1 2 du ) = 2 1 u C t 1 ) ; vu (5 .B )  cette égalité 

+ a lieu plus généralement dès que u = u partout,  c ' e st-à-dire lorsque la 

mesure du est diffu se . L ' importance de l 'hypothèse de continuité à droite 

est mi se en évidence par le contre-exemple suivant 

On prend I = [ 0 ,3] g H = R et on prend pour u la fonction en 

escalier (continue à gauche )  

u ( t )  f -� 
l 0 

pour o :s;  t :s; 1 

pour 1 < t :s; 2 

pour 2 < t :s; 3 

La mesure du cons iste en deux me sures ponctuelles de masses respectives 

-1  et + 1  portées par les points 1 et 2 o  Comme u ( 1 ) = 0 et  u(2 ) = - 1 1 

on a J
i
u du = -1. 

COROLLAIRE (6 . c ) .  Soit dp. une me sure posi tive sur l ' intervalle compact I .  

A tout 1 u 1 E L ( I  , dp ; H )  

t E I par 

associons l 1 élément u E -y� défini pour tout 

u ( t )  I uY dp 
J t ' t J 0 



Alors l 'applicat ion 

1 
sur L ( I  , dJ..l ; H )  • 

En effet u 
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u '  � I Cu l u 1 )  dJ..l 
I 

est une forme quadratique posi. ti.ve 

I � H est une fonc tion à variat ion bornée continue 

à droite et  u '  dJ..l = du . Si  la mesure dJ..l est  diffuse on a d i ailleurs 
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