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1 Introduction

Le 250•me anniversaire de la naissance de Joseph Fourier (1768-1830) nous donne lÕoc-
casion de prŽsenter lÕun des prolongements contemporains essentiels de ses travaux : lÕanalyse
temps-frŽquence des signaux instationnaires ou comment dŽÞnir mathŽmatiquement la Òpartition
musicale" dÕun signal.

Les Þgures ci-contre montrent la partition du solo
de cor anglais au dŽbut de ÒSc•ne au champ" dans
la Symphonie Fantastique de Berlioz ainsi que
le signal issu de lÕenregistrement correspondant.
LÕinformation temps-frŽquence associŽe reprŽsen-
tŽe par lÕimage coadnt la densitŽ dÕŽnergie temps-
frŽquence du bleu au jaune, le spectrogramme.
LÕobjectif principal de cet article est dÕintroduire
cet objet. Nous pourrons ainsi comprendre une pe-
tite partie de la partition de lÕUnivers, le spectro-
gramme dÕune onde gravitationnelle issue de deux
trous noirs en coalescence. Nous prolongerons cette
prŽsentation jusquÕaux rŽsultats de travaux de re-
cherche en cours sur la construction dÕune analyse
temps-frŽquence-polarisation pour les signaux bi-
variŽs, cÕest-ˆ-dire prenant leurs valeurs dansR2

au Þl du temps, dont les ondes gravitationnelles
font partie.
Apr•s un bref point historique, nous rappellerons quelques notions de base quant ˆ la trans-

formŽe de Fourier vue par le traitement du signal. Nous constaterons que la transformŽe de
Fourier est particuli•rement adaptŽe ˆ lÕanalyse des signaux stationnaires (ceux dont les pro-
priŽtŽs statistiques sont invariantes par translation en temps). Inversement, elle sou! re dÕune
limitation fatale d•s lors quÕil sÕagit dÕanalyser des signaux instationnaires. Cette limitation est

! Les travaux de recherche ŽvoquŽs ici sont au cÏur de la th•se de Julien Flamant, co-encadrŽ par Nicolas Le
Bihan, DR CNRS au GIPSALab de Grenoble, et Pierre Chainais.
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Le 250Łme anniversaire de la naissance de Jo-
seph Fourier (1768-1830) nous donne l’occasion
de prØsenter l’un des prolongements contempo-
rains essentiels de ses travaux : l’analyse temps-
frØquence des signaux instationnaires ou comment
dØ�nir mathØmatiquement la �partition musicale"
d’un signal. Les �gures ci-contre montrent la par-
tition du solo de cor anglais au dØbut de �ScŁne au
champ" dans la Symphonie Fantastique de Ber-
lioz ainsi que le signal issu de l’enregistrement
correspondant. L’information temps-frØquence as-
sociØe est reprØsentØe par l’image codant la den-
sitØ d’Ønergie temps-frØquence du bleu au jaune,
le spectrogramme. L’objectif principal de cet ar-
ticle est d’introduire cet objet. Nous pourrons
ainsi comprendre une petite partie de la partition
de l’Univers, le spectrogramme d’une onde gravi-
tationnelle issue de deux trous noirs en coales-
cence. Nous prolongerons cette prØsentation jus-
qu’aux rØsultats de travaux de recherche en cours sur la construction d’une analyse temps-
frØquence-polarisation pour les signaux bivariØs, c’est-à-dire prenant leurs valeurs dans R2 au �l
du temps.

AprŁs un bref point historique, nous rappellerons quelques notions de base quant à la trans-
formØe de Fourier vue par le traitement du signal. Nous constaterons que la transformØe de
Fourier est particuliŁrement adaptØe à l’analyse des signaux stationnaires (ceux dont les pro-
priØtØs statistiques sont invariantes par translation en temps). Inversement, elle sou�re d’une
limitation fatale dŁs lors qu’il s’agit d’analyser des signaux instationnaires. Cette limitation est
explicitØe par une propriØtØ mathØmatique de la transformØe de Fourier (TF) ØnoncØe par le

�Les travaux de recherche ØvoquØs ici sont au c÷ur de la thŁse de Julien Flamant, co-encadrØ par Nicolas Le
Bihan, DR CNRS au GIPSALab de Grenoble, et Pierre Chainais.
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thØorŁme de Gabor. Ce thØorŁme s’avŁre fatal à la notion pourtant intuitive de �frØquence ins-
tantanØe" qui reste inatteignable (a-t-elle un sens ? nous verrons...). Ce thØorŁme est le pendant
mathØmatique du principe d’incertitude de Heisenberg en physique quantique. AprŁs une brŁve
incursion dans le monde musical et une analogie avec la structure des partitions musicales, nous
introduirons l’analyse temps-frØquence et ses atomes, d’abord pour les signaux unidimensionnels
(on dit aussi univariØs) notØs x(t) 2 R. Pour illustrer ces outils, nous prendrons l’exemple dees
ondes gravitationnelles qui a fait tant de bruit rØcemment (l’analyse, pas les ondes...). Pour al-
ler plus loin, nous terminerons en Øvoquant des travaux de recherche en cours qui portent sur
une construction d’outils d’analyse temps-frØquence pour les signaux bivariØs, à 2 composantes
x(t) = ( u(t); v(t)) 2 R2. Nous passerons ainsi de la notion de spectrogramme classique à celle
de spectrogramme de polarisation (en rØfØrence au comportement des ondes vectorielles, par
exemple en ØlectromagnØtisme).

1.1 Point historique

Si Fourier n’a pas pratiquØ la transformØe de Fourier dans son acceptation moderne, son
nom y est dØ�nitivement restØ attachØ. C’est bien lui qui a eu l’idØe de rechercher les solutions
d’Øquations aux dØrivØes partielles parmi les sØries d’exponentielles complexes. Mais c’est surtout
en physique quantique que les fondements de la transformØe de Fourier moderne ont ØtØ posØs.
Le traitement du signal naît plus tard avec l’avŁnement des tØlØcommunications, l’invention du
RADAR et du SONAR, notamment motivØs par la Seconde Guerre mondiale. Au sortir de la
Seconde Guerre mondiale, c’est l’e�ervescence. En parallŁle, nous retiendrons notamment les
travaux de Claude Shannon (1948) sur la thØorie de l’information, et les travaux de Laurent
Schwarz sur la thØorie des distributions (mØdaille Fields 1950) ou de Andreï Kolmogorov sur
la thØorie des probabilitØs, la complexitØ des algorithmes, la turbulence, etc., sans oublier Paul
LØvy, Norbert Wiener et bien d’autres. Parmi les fondateurs de la communautØ du traitement du
signal en France, nous retiendrons en particulier AndrØ Blanc-Lapierre puis Bernard Picinbono.

Si la transformØe de Fourier apparaissait dØjà dans tous ces travaux, c’est l’algorithme de
calcul de la transformØe de Fourier rapide ou Fast Fourier Transform (FFT) inventØ en 1965 1

par James Cooley et John Tukey qui signe l’acte de naissance de la transformØe de Fourier telle
qu’elle est pratiquØe en traitement du signal aujourd’hui. Cette transformation numØriquement
bon marchØ avec une complexitØ en O(N logN ) pour N Øchantillons temporels est devenu l’outil
numØrique le plus frØquemment utilisØ et implØmentØ dans les dispositifs Ølectroniques, de notre
tØlØphone portable à notre tØlØviseur en passant bien sßr par nos consoles de jeux et autres
lecteurs MP3.

1.2 Fourier et linéarité

La raison premiŁre qui a amenØ Fourier à exploiter la dØcomposition des fonctions sur une
famille d’exponentielles complexes est fondamentalement la linØaritØ des Øquations aux dØrivØes
partielles considØrØes. En e�et, les exponentielles complexes sont les fonctions propres des opØra-
teurs di�Ørentiels linØaires. Cela signi�e simplement que la dØrivØe d’une exponentielle complexe
est encore proportionnelle à une exponentielle complexe, d’oø :

�
@
@t

� n

ej!t = ( j 2! )n ej!t (1)

Nous repensons ici à toutes les mØthodes enseignØes dans les cours de physique des classes prØpa-
ratoires oø l’on recherche des solutions sous la forme d’une exponentielle complexe. En Ølectro-
nique par exemple, on utilise les impØdances complexes (jL! , 1=jC! ...) ; en ØlectromagnØtisme

1. En rØalitØ, Cornelius Lanczos avait dØjà proposØ cette approche dŁs 1942.
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on s’intØresse aux ondes planes progressives monochromatiques (les fameuses OPPM !) sous une
forme / exp[j (!t � kx)]... Le point commun : dans les 2 cas, nous travaillons avec des modŁles
linØaires, les caractØristiques des composants linéaires ou les Øquations de Maxwell.

La transformØe de Fourier (TF) est bien dØ�nie sur di�Ørents espaces, dont en particulier
L 2(R), l’espace des fonctions de carrØ intØgrable ou signaux d’Ønergie �nie, par 2 :

X (� ) = hx; ej 2��t i =
Z +1

�1
x(t) e�j 2��t dt (2)

oø h�; �i reprØsente le produit scalaire entre 2 fonctions de L 2(R) et � est la frØquence, variable
conjuguØe du temps t . Son inverse dØ�nit la formule de reconstruction :

x(t) =
Z +1

�1
X (� ) ej 2��t d� =

Z +1

�1
hx; ej 2��t i ej 2��t d� (3)

Observons au passage que la famille des exponentielles complexes f ej 2��t ; � 2 Rg forme une
base orthonormØe de L 2(R) : nous pouvons interprØter X (� ) comme la �coordonnØe" de x(t)
selon (dans la �direction� de) la fonction de base ej 2��t .

Nous pourrions maintenant tout aussi bien considØrer que nous sommes en train de chercher
à rØsoudre les Øquations dans le domaine de Fourier : une fois identi�Øe la transformØe de Fourier
F (�; k) de f (t; x), une transformation inverse (ou reconstruction) nous donne accŁs à la solu-
tion dans le domaine spatio-temporel. Cette approche est couramment utilisØe par des schØmas
numØriques de rØsolution approchØe des systŁmes d’Øquations aux dØrivØes partielles linØaires :
les opØrateurs di�Ørentiels sont transformØs en des opØrateurs algØbriques bien moins coßteux à
manipuler, l’algorithme FFT se chargeant du retour au domaine spatio-temporel pour un prix
modique en O(N logN ).

En traitement du signal, cette propriØtØ de la transformØe de Fourier est essentielle à l’analyse
et la synthŁse des �ltres à partir de leur rØponse frØquentielle ainsi qu’à l’identi�cation des
systŁmes linØaires invariants par translation (dans le temps), les SLIT.

1.3 Analyse fréquentielle des signaux stationnaires

Il est temps de dØ�nir la notion de signal. Si le signal sera souvent assimilØ à une fonction,
il prend son origine dans le monde physique. On dØ�nit gØnØralement un signal comme une
quantitØ physique mesurable porteuse d’information issue d’un capteur (dont la modalitØ et
l’unitØ peuvent Œtre quelconques). Le signal abstrait est la fonction qui servira à le modØliser
mathØmatiquement.

L’analyse de Fourier permet alors de dØ�nir une notion de densitØ spectrale d’Ønergie ou
de puissance d’un signal. Il s’agit d’une quantitØ quadratique, qui renvoie à des quantitØs bien
connues des physiciens telles que 1

2mv2, 1
2kx2... Ces densitØs spectrales prennent un sens physique

mathØmatiquement justi�Ø par la propriØtØ de conservation de l’Ønergie de la transformØe de
Fourier. Sans entrer plus dans les dØtails pour les signaux alØatoires, rappelons que, dans le
cadre dØterministe, la TF est une isomØtrie de L 2(R). Cette a�rmation dØcoule du thØorŁme de
Parseval-Plancherel :

Z +1

�1
jx(t)j2 dt =

Z +1

�1
jX (� )j2 d� (4)

Z +1

�1
x(t)y�(t) dt =

Z +1

�1
X (� )Y �(� ) d� (5)

2. Pour Øviter toute discussion autour de la normalisation par des facteurs 2� , nous prØfŁrerons par la suite
toujours travailler avec la frØquence � plutôt qu’avec la pulsation ! = 2 �� .
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oø x; y 2 L 2(R) et y� est le conjuguØ de y. La deuxiŁme identitØ s’interprŁte comme une
conservation du produit scalaire : la TF est une isomØtrie.

La propriØtØ d’invariance par translation dans le temps devient stationnarité lorsque l’on
parle de signaux (ou processus) alØatoires. Pour ces signaux, les propriØtØs statistiques (la
moyenne, la variance, autocorrØlation...) ne changent pas au cours du temps. Dans ce cas, grâce
à des rØsultats sur les mesures alØatoires en probabilitØ, on peut montrer que des notions de
densitØs spectrales d’Ønergie ou de puissance peuvent aussi Œtre bien dØ�nies pour les signaux
alØatoires 3. La TF fournit ainsi une nouvelle reprØsentation, facile à lire et interprØter, pour
dØcrire le contenu d’un signal stationnaire sans perte d’information ; on parle souvent du spectre
d’un signal pour le caractØriser.

1.4 Fréquence physique, fréquence mathématique

ArrŒtons-nous un instant sur le sens donnØ au mot fréquencedepuis le dØbut de cet article.
Lorsque le physicien ou l’ingØnieur emploie le mot fréquence, il pense d’abord au comptage de
la rØpØtition d’un phØnomŁne au cours du temps : il fait implicitement rØfØrence à la notion
naturelle de pØriodicitØ d’un systŁme en rotation ou du mouvement d’un oscillateur harmonique.
Dans ce cas, pourquoi travaillons-nous implicitement depuis le dØbut de cet article avec des
signaux à valeurs complexes, x(t) 2 C tandis que les mesures du physicien sont à valeurs rØelles
x(t) 2 R ? Quelle cohØrence y-a-t-il entre la frØquence forcØment positive (il s’agit du rØsultat d’un
comptage) du physicien et le paramŁtre � 2 R de la transformØe de Fourier du mathØmaticien ?

Le premier ØlØment de rØponse tient à la construction mŒme de la transformØe de Fourier qui
montre que les fonctions rØelles de carrØ intØgrable peuvent Œtre dØcrites comme une combinaison
linØaire in�nie d’exponentielles complexes : on peut donc additionner des fonctions à valeurs
complexes pour dØcrire des fonctions à valeurs rØelles. Le paramŁtre de frØquence � 2 R n’est
à ce stade rien d’autre que l’indice d’une fonction exp(j 2��t ), un nombre sans unitØ et sans
signi�cation physique a priori. Cependant, l’existence de cette dØcomposition de x(t) sur la
famille des exponentielles complexes induit une contrainte sur la structure de la fonction X (� ).
Il s’agit de la symétrie hermitiennede la TF des signaux rØelles. Si x(t) 2 R, alors

8t 2 R; x(t)� = x(t) () 8 � 2 R; X (� � ) = X �(� ): (6)

Autrement dit, la connaissance de X (� ) pour � 2 R+ su�t à reconstruire x(t) pour tout t 2 R.
De plus il apparaît que Z +1

�1
jx(t)j2 dt =

Z +1

0
2jX (� )j2 d� (7)

d’oø les facteurs en
p

2 devant les �valeurs e�caces" parfois utilisØes en Ølectronique. Le contenu
frØquentiel du signal x(t) est complŁtement dØcrit par f X (� ); � 2 R+g. C’est à partir de cette
observation que l’on construit le signal analytiquex+(t) 2 C associØ au signal rØel x(t). Il s’agit
du signal complexe issu de la TF inverse de X +(� ) valant 0 pour les frØquences nØgatives (� < 0)
et 2X (� ) pour les frØquences positives (� � 0). La fonction X +(� ) n’est associØe qu’à des frØ-
quences (mathØmatiques) positives qui correspondent bien à des frØquences physiquement in-
terprØtables : le recours à un objet mathØmatique à valeurs complexes permet l’interprØtation
physique univoque d’une observation à valeurs rØelles. Les deux notions de frØquence, mathØma-
tique et physique, sont rØconciliØes.

3. On appelle signal alØatoire tout signal dont le futur ne peut Œtre prØdit exactement à partir du passØ à
l’aide d’un modŁle mathØmatique appropriØ. Vaste sujet...
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Figure 1: Encodage de l’information temps-frØquence au sein d’une partition.

2 La partition musicale : vers l’analyse temps-frØquence

La TF donne accŁs à une nouvelle reprØsentation (isomØtrique) de l’information portØe par
un signal en fonction des frØquences plutôt que du temps. Cette enrichissante dualitØ entre temps
et frØquence devient source de frustration lorsqu’il s’agit de prendre simultanØment en compte le
contenu frØquentiel et la dynamique d’un signal. À l’Øcoute d’un son, une musique ou une parole
par exemple, l’ordre des notes ou des syllabes ainsi que le rythme ont autant d’importance que la
mØlodie ou le phrasØ. Les musiciens disposent depuis longtemps dØjà une reprØsentation e�cace
jointe de la dynamique (le rythme) et du contenu frØquentiel (les notes) : la partition musicale.

2.1 La partition, une représentation mathématique

La partition, voir �gure 1, est une reprØsentation redoutablement riche du contenu temps-
frØquence d’un signal particulier, la musique. Elle regorge d’informations auxquelles nous aime-
rions pouvoir donner un sens mathØmatique. Maîtriser la mathØmatique de la musique ouvrirait
de nombreuses applications allant de la compression (le fameux MP3) à l’identi�cation auto-
matique des instruments et des voix. On pourrait extraire automatiquement la partition d’un
morceau simplement à partir d’un enregistrement audio par exemple. Aujourd’hui encore, malgrØ
des progrŁs considØrables, cette tâche n’est pas maîtrisØe de façon gØnØrale. Parmi les thØma-
tiques de recherche actuelles, la séparation de sources(et donc des di�Ørents instruments) reste un
problŁme di�cile. Etudions de plus prŁs les informations prØsentes sur la partition de la �gure 1.

Contenu fréquentiel et timbre. Tout d’abord l’instrument qui doit jouer est indiquØ : il s’agit
du cor anglais, le cousin grave du hautbois. Le timbre du son qui doit Œtre produit est prescrit.
Le timbre correspond au pro�l spectral d’un son, autrement dit la rØpartition de l’Ønergie sur les
frØquences harmoniques 4 ; la façon d’attaquer les notes compte aussi. L’indication �Solo" rappelle
au musicien qu’il devra particuliŁrement s’appliquer puiqu’il portera le thŁme au-dessus du reste
de l’orchestre.

4. Si l’on suppose qu’un cor anglais joue une seule note en continu pendant un temps in�ni, il produit un
signal parfaitement pØriodique dØcrit par un ensemble discret dØnombrable de frØquences, une sØrie de Fourier,
voir l’article d’Olivier LablØe. La frØquence correspondant à la pØriode du signal est associØe à la frØquence
fondamentale � o . Les autres frØquences prØsentes sont appelØes harmoniques : ce sont tous les multiples entiers
n� o , n 2 N� de la fondamentale.
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Temps et rythme. Une partition se lit de gauche à droite, direction qui reprØsente l’Øcoule-
ment du temps t . L’unitØ de temps est dØterminØe par le tempo relativement lent Adagio (qui
signi�e �à l’aise") prØcisØ par la mesure qui se lit �84 à la croche" : le musicien devra jouer à la
vitesse de 84 croches par minute. Les durØes sont encodØes par un code graphique incluant les
rondes, les blanches, les noires, les croches, doubles-croches, etc... qui s’obtiennent en divisant les
durØes par 2 de façon rØcursive. Les puissances de 2 jouent un rôle particulier dans la description
du rythme, mŒme si les triolets et les puissances de 3 viennent parfois perturber le jeu. Il existe
aussi des indications de silence, telles que les soupirs, ou de prolongation libre du son, telle que
le point d’orgue sur la derniŁre note. L’origine des temps est placØe juste aprŁs l’indication de la
mesure, 6/8 ici. Le choix du 6/8 indique une façon particuliŁre de dØcomposer le temps : chaque
mesure, sØparØe de ses voisines par des barres, comptera 6 croches associØes au chi�re 8 (1 croche
= 1/8 de ronde). C’est une indication quant aux accents qui seront plus ou moins systØmatique-
ment marquØs pour guider les danseurs par exemple : il apparaît dØjà une indication quant à
l’Øvolution de l’intensitØ du signal au cours du temps.

Fréquences et notes. La hauteur des notes est indiquØe par la position de leur symbole sur
une Øchelle reprØsentØe par la portØe. L’origine des frØquences � est repØrØe par la clØ. Ici la clØ
de sol pointe sur la 2Łme ligne en partant du bas qui correspondra à la note de Sol 4 ; les autres
notes de la gamme, du do au si en passant par les diŁses et les bØmols, se placent soit sur, soit
entre les lignes. La traduction en frØquences prØcises est Øtablie par le choix d’une rØfØrence,
par exemple le fameux �La 440� qui associe un La 4 à la frØquence de 440 Hz ; les frØquences
des autres notes en sont dØduites en fonction de la taille des intervalles notamment. L’Øchelle
logarithmique s’avŁre adaptØe 5.

Densité de puissance et nuances. La partition reprØsente simulatnØment la dynamique
temporelle et le contenu frØquentiel. Reste à inclure le dØtail de l’Øvolution de la puissance sonore
d’une note à l’autre, les nuances. L’indiction �p� sous la portØe signi�e �piano", �doucement� en
français. Ensuite les sou�ets sous la portØe suggŁrent une dØcroissance de l’intensitØ sonore sur
la durØe de la note jusqu’à son extinction. Toutes ces indications peuvent s’interprØter comme
l’amplitude instantanØe du signal.

En résumé. L’axe horizontal de la portØe est l’axe du temps et les durØes correspondent à
un code graphique. L’axe vertical se lit comme un axe frØquentiel en Øchelle logarithmique. Le
dØtail de la couleur ou du timbre des notes se rØsume à l’indication de l’instrument choisi ;
notons qu’il dØpendra en rØalitØ aussi de l’instrumentiste. Les nuances encodent les variations
instantanØes d’intensitØ du son. La partition est une reprØsentation riche, interprØtable et e�cace
d’une information temps-frØquence trŁs complŁte, parfaitement localisØe à la fois en temps et en
frØquence.

2.2 Temps, fréquence, temps-fréquence ?

De la musique aux mathématiques. Peut-on espØrer construire une reprØsentation mathØ-
matique des signaux (quelconques) qui rassemble toutes les bonnes propriØtØs de la partition
musicale ? La transformØe de Fourier d’une fonction x(t) s’exprime comme une intØgrale sur R
tout entier. Toute localisation de l’information dans le temps est (au moins en apparence) per-
due. Les exponentielles complexes encodent une information essentiellement non-locale. Ce n’est
pas gŒnant tant que l’on parle de signaux stationnaires puisque leurs propriØtØs et donc leur

5. Les puissances de 2 jouent ici encore un rôle essentiel, mais c’est un autre sujet.
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Figure 2: Spectrogramme d’un air de glockenspiel (carillon) : (haut) amplitude du signal
enregistrØ au cours du temps ; (bas) spectrogramme du signal : densitØ d’Ønergie par unitØ de
temps et de frØquence.

contenu spectral ne dØpendent pas du temps. L’analyse spectrale permet d’identi�er le contenu
frØquentiel d’un signal et d’en dØduire le comportement physique du phØnomŁne observØ/mesurØ.

Par contre, modi�er une seule valeur de la fonction X (� ) modi�era l’ensemble des valeurs
prises par la fonction x(t), pour tout t 2 R. En e�et, X (� ) reprØsente la contribution de la fonc-
tion exp(j 2��t ), dont le support est R tout entier, au signal x(t). Ce n’est pas un problŁme pour
les signaux stationnaires, par exemple un hautbois jouant perpØtuellement le mŒme refrain. Quel
ennui ! Tout le monde prØfŁre un hautbois jouant des mØlodies variØes, Øventuellement improvi-
sØes, amenant un e�et de surprise. Si la transformØe de Fourier de ce vaste rØpertoire permettra
bien de faire apparaître dans la densitØ spectrale des pics d’Ønergie associØs aux notes qui ont
ØtØ jouØes, il sera bien di�cile de retrouver à quel moment chaque morceau, voire chaque note
a ØtØ jouØe. Cette information est elle-mŒme encodØe par l’ensemble des phases (ou arguments)
de X (� ) et par consØquent peu lisible directement. La transformØe de Fourier ne su�t pas à
l’analyse des signaux instationnaires.

Localisation temporelle et fréquentielle. L’analyse temps-frØquence a pour objectif de
produire une reprØsentation mathØmatique du contenu temps-frØquence d’un signal, à la maniŁre
de la partition musicale. Le thØorŁme de Gabor-Heisenberg est une mauvaise nouvelle. Ce thØo-
rŁme interdit la localisation parfaite d’un signal à la fois en temps et en frØquence. On ne peut
pas construire de fonction rØduite à une frØquence pure qui serait entendue pendant un temps
arbitrairement court. Pourtant la partition musciale semble le permettre, par exemple en indi-
quant de frapper une timbale trŁs briŁvement et sŁchement ; en thØorie du moins. La notion de
frØquence instantanØe a quelquechose d’intuitif a priori. Peut-on espØrer la dØ�nir proprement ?

7



Nous sentons bien qu’il serait di�cile de donner un sens à une frØquence vue comme le
comptage de la rØpØtition d’un phØnomŁne si ce phØnomŁne devait aussi ne se rØpØter que pendant
un temps arbitrairement court, un paradoxe apparaît. Le thØorŁme de Gabor s’Ønonce ainsi :

� t � � � �
1

4�
(8)

oø � t et � � mesurent respectivement l’encombrement temporel et frØquentiel 6 d’un signal x(t),
toujours dans L 2(R). Le cas d’ØgalitØ est atteint par la fonction gaussienne en exp(� t2=2� 2).
Un signal parfaitement localisØ en temps au sens oø sa puissance instantanØe jx(t)j2 serait signi-
�cativement non-nulle pendant un durØe � t ! 0 est nØcessairement d’encombrement spectral
in�ni et � � ! 1 . C’est le cas des phØnomŁnes trŁs brefs comme les percussions (dont il est dif-
�cile de dØcrire la hauteur de note) ou les Øclairs qui perturbent tout le spectre radioØlectrique.
RØciproquement, un signal parfaitement localisØ en frØquence est nØcessairement de durØe in�-
nie et � t ! 1 . C’est le cas des signaux monochromatiques et plus gØnØralement des signaux
pØriodiques. La notion de pØriodicitØ stricte est inaccessible au monde physique nØcessairement
limitØ à une observation de durØe �nie. La notion de frØquence instantanØe est une chimŁre. Pour-
tant, il reste possible de construire une analyse temps-frØquence produisant une reprØsentation
temps-frØquence interprØtable physiquement de façon univoque, mathØmatiquement bien fondØe
et encadrØe : le spectrogramme.

La �gure 2 reprØsente l’enregistrement d’une mØlodie jouØe au glockenspiel (une sorte de
carillon) et son spectrogramme. On reconnaît bien en jaune les zones à forte densitØ d’Ønergie
temps-frØquence. Le rythme est facilment identi�Ø par les lignes e rupture verticales caractØris-
tiques des attaques du marteau sur les cloches. La hauteur des notes se repŁre facilement par les
lignes jaune horizontales ; les frØquences sont rØparties de façon discrŁtes, selon la gamme. Re-
marquons les harmoniques qui apparaissent de façon moins marquØes mais bien visibles comme
une rØplique aux frØqences multiples de la frØquence fondamentale du motif principal.

3 Analyse temps-frØquence

3.1 La transformée de Fourier à court terme

L’analyse temps-frØquence s’appuie sur une idØe trŁs naturelle et trŁs simple. Puisque la TF
n’est pas localisØe en temps du fait de l’intØgration sur R, il su�t d’y introduire une fonction
bien localisØe en temps, une fenêtre d'analyse. Pour une fenŒtre notØe w(t) ci-dessous, on dØ�nit
la transformée de Fourier à court terme, dite aussi transformØe de Fourier fenêtréepar

Sw [x](s; � ) =
Z +1

�1
x(t) � w(t � s)e�j 2��t dt (9)

Cette fenŒtre d’analyse Øtant centrØe sur l’instant s, l’intØgrande prend des valeurs signi�catives
essentiellement dans l’intervalle [s � � t=2; s + � t=2] seulement ; le rØsultat est une fonction qui
dØpend de la frØquence � mais aussi conjointement de l’instant s considØrØ. Parmi les fenŒtres
w(t) habituelles, on trouve la fenŒtre rectangulaire (indicatrice d’un intervalle de durØe �nie), les
fenŒtres de Hamming, Hann, Blackman, etc. Toutes ces fonctions sont unimodales et rapidement
dØcroissantes vers �1 , par exemple une arche de fonction sinusoïdale, une gaussienne... En
pratique, les fenŒtres à support compact en temps sont privilØgiØes.

Le choix de la forme de la fenŒtre d’analyse w(t) est surtout guidØ par ses propriØtØs de
localisation frØquentielle. La transformØe de Fourier W (� ) de la fenŒtre rectangulaire prØsente

6. Plus prØcisØment, on dØ�nit � t et � � comme les Øcarts-types des distributions de probabilitØs construites
à partir de jx(t)j2 et jX (� )j2 renormalisØes par l’Ønergie du signal. La dØmonstration repose essentiellement sur
l’inØgalitØ de Cauchy-Schwarz.
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Figure 3: Encodage de l’information temps-frØquence du chant (�cui-cui") d’un oiseau par un
spectrogramme : (haut) amplitude du signal enregistrØ au cours du temps ; (bas) spectrogramme
du signal : densitØ d’Ønergie par unitØ de temps et de frØquence.

un lobe principal trŁs Øtroit, a priori bien localisØ en frØquence : c’est la fonction sinus cardinal
(bien connue des opticiens, cf. di�raction par une fente d’Young). Par contre elle prØsente de
nombreux lobes secondaires qui risquent de parasiter l’analyse. On choisira plutôt une fenŒtre
prØsentant un lobe principal lØgŁrement Ølargi mais associØ à des lobes d’amplitude trŁs faible
dØcroissant trŁs rapidement lorsque � ! �1 . Finalement, la fenŒtre optimale est en gØnØral le
rØsultat d’un bon compromis temps-frØquence, si possible proche du cas d’ØgalitØ dans l’inØgalitØ
de Gabor (8).

3.2 Atomes temps-fréquence et spectrogramme

Au-delà d’une idØe simple et naturelle, la TF à court terme s’avŁre Œtre un bel objet d’analyse
fonctionnelle avec de bonnes propriØtØs [1]. Elle est notamment associØe à la famille des atomes
temps-fréquencef gs;� = w(t � s)ej 2��t ; (s; � ) 2 R2g qui permettent de sonder le plan temps-
frØquence (R2) à la rØsolution � t � � associØe à la fenŒtre w(t) $ W (� ) choisie, voir �g. 4. On
peut alors rØØcrire la dØ�nition (9) comme un produit scalaire :

Sw [x](s; � ) = hx; gs;� i =
Z +1

�1
x(t) � w(t � s)e�j 2��t dt (10)

L’ØgalitØ ci-dessous assure la conservation de l’Ønergie :
Z +1

�1
jx(t)j2 dt =

Z +1

�1

Z +1

�1
jSw [x](s; � )j2 dsd� (11)
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gs;f (t) = w(t � s)ej 2�f t

w(t) = ( �� 2)�1=4e�t2=2� 2

Figure 4: Exemples d’atomes temps-frØquences pour 2 couples instant-frØquence (s1; f 1) et
(s2; f 2) associØs à gs;f (t) dans le domaine temporel, Gs;f (� ) dans le domaine frØquentiel, et
reprØsentation de leurs Øtendues dans la plan temps-frØquence. Les rectangles rouges de côtØs
(� t; � � ) sont appelØs boîtes de Gabor.

Par consØquent, on peut considØrer jSw [x](s; � )j2dsd� comme la quantitØ d’Ønergie ØlØmentaire
portØe par le signal dans l’ØlØment temps-frØquence [s; s + ds[� [�; � + d� [. Ce rØsultat garantit
l’interprØtabilitØ univoque d’un outil d’analyse plus souple que la transformØe de Fourier, le
spectrogrammed’un signal, c’est-à-dire sa densitØ d’Ønergie temps-frØquence jSw [x](s; � )j2. De
plus, on peut montrer analytiquement pour que, pour des modulations de frØquence simples, le
maximum de cette densitØ est bien localisØ sur la �frØquence locale" attendue, la dØrivØe de la
phase. Par exemple, si x(t) / exp(j' (t)) avec ' (t) = �at 2, le spectrogramme fera apparaître
une ligne de maxima autour de la droite d’Øquation � (t) = ' 0(t)=2� = at (ce signal est appelØ
chirp linØaire). La notion intuitive de �frØquence instantanØe" prend ainsi un sens bien dØ�ni. Si
la reprØsentation frØquentielle est utile pour identi�er les frØquences caractØristiques d’un signal
stationnaire, la TF à court terme donne accŁs à une reprØsentation temps-frØquence plus lisible,
en particulier grâce à la redondance de l’image (2D) produite à partir du signal (1D).

La �gure 3 reprØsente l’enregistrement du chant �cui-cui" d’un oiseau ainsi que son spectro-
gramme. On reconnaît bien en jaune les zones à forte densitØ d’Ønergie temps-frØquence carac-
tØristiques d’un son qui part du grave pour �uctuer vers l’aigu, rØpØtØ 2 fois : �cu-i / cu-i" (sic).
Remarquons encore une fois les harmoniques qui apparaissent de façon moins marquØes mais
bien visibles comme une rØplique aux frØqences double et triple de la frØquence fondamentale du
motif principal. Le chant de l’oiseau s’approche de celui d’une �ute traversiŁre.

De plus, la transformØe de Fourier à court-terme est associØe à une formule de reconstruction :

x(t) =
Z +1

�1

Z +1

�1
Sw [x](s; � )w(t � s)ej 2��t dsd� (12)

Ce rØsultat permet d’envisager des procØdures de traitement du signal dans le domaine temps-
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frØquence. La �chirurgie" temps-frØquence du signal est possible. L’ouvrage de rØfØrence sur ce
sujet est certainement celui de Patrick Flandrin [1].

Les atomes temps-frØquence dØcrivent le plan temps-frØquence par translation en temps et
en frØquence. Il est aussi possible de proposer des familles de fonctions qui recouvrent le plan par
translation en temps et dilatation en Øchelle : les ondelettes[2�4]. Les ondelettes s’avŁrent mieux
adaptØes pour les signaux large bande et ont eu beaucoup de succŁs en traitement d’image. Elles
sont utilisØes dans le standard de compression JPEG2000 par exemple. Il existe des thØorŁmes
similaires à ceux que nous venons de dØcrire pour l’analyse temps-frØquence. On dØ�nit alors
la notion de scalogramme, etc. Encore au-delà des ondelettes (waveletsen anglais), les annØes
1990-2000 ont vu naître tout une ribambelle de nouvelles familles de fonctions appelØes starlets
en rØfØrence aux ridgelets, curvelets, bandlet, snakelet... rØsumØes par l’abbrØviation �*-lets" qui
se lit �star-lets" en anglais.

properties of space-time in the strong-field, high-velocity
regime and confirm predictions of general relativity for the
nonlinear dynamics of highly disturbed black holes.

II. OBSERVATION

On September 14, 2015 at 09:50:45 UTC, the LIGO
Hanford, WA, and Livingston, LA, observatories detected

the coincident signal GW150914 shown in Fig.1. The initial
detection was made by low-latency searches for generic
gravitational-wave transients[41] and was reported within
three minutes of data acquisition[43]. Subsequently,
matched-filter analyses that use relativistic models of com-
pact binary waveforms[44] recovered GW150914 as the
most significant event from each detector for the observa-
tions reported here. Occurring within the 10-ms intersite

FIG. 1. The gravitational-wave event GW150914 observed by the LIGO Hanford (H1, left column panels) and Livingston (L1, right
column panels) detectors. Times are shown relative to September 14, 2015 at 09:50:45 UTC. For visualization, all time series are filtered
with a 35Ð350 Hz bandpass filter to suppress large fluctuations outside the detectorsÕmost sensitive frequency band, and band-reject
filters to remove the strong instrumental spectral lines seen in the Fig.3 spectra.Top row, left:H1 strain.Top row, right:L1 strain.
GW150914 arrived first at L1 and6.9! 0.5

! 0.4 ms later at H1; for a visual comparison, the H1 data are also shown, shifted in time by this
amount and inverted (to account for the detectorsÕrelative orientations).Second row:Gravitational-wave strain projected onto each
detector in the 35Ð350 Hz band. Solid lines show a numerical relativity waveform for a system with parameters consistent with those
recovered from GW150914[37,38]confirmed to 99.9% by an independent calculation based on[15]. Shaded areas show 90% credible
regions for two independent waveform reconstructions. One (dark gray) models the signal using binary black hole template waveforms
[39]. The other (light gray) does not use an astrophysical model, but instead calculates the strain signal as a linear combination of
sine-Gaussian wavelets[40,41]. These reconstructions have a 94% overlap, as shown in[39]. Third row: Residuals after subtracting the
filtered numerical relativity waveform from the filtered detector time series.Bottom row:A time-frequency representation[42] of the
strain data, showing the signal frequency increasing over time.

PRL 116, 061102 (2016) P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S week ending
12 FEBRUARY 2016

061102-2

Figure 5: Signaux et reprØsentations temps-frØquence mesurØs par LIGO lors du passage de la
premiŁre onde gravitationnelle jamais dØtectØe.

3.3 Ondes gravitationnelles

La premiŁre dØtection d’une onde gravitationnelle par le capteur LIGO en 2016 [5] a fait
beaucoup de bruit. Les frØquences mises en jeu appartiennent d’ailleurs au domaine audible si
l’on envoie le signal sur un haut-parleur, mŒme si les phØnomŁnes physiques n’ont rien à voir. La
�gure 5 est extraite de l’article [5] publiØ en 2016 pour annoncer cette fantastique dØcouverte.
Le lecteur reconnaîtra en bas les reprØsentations temps-frØquence des signaux mesurØs à Hanford
et Livingston. Il s’agit en rØalitØ d’une version lØgŁrement modi�Øe de la transformØe de Fourier
fenŒtrØe prØsentØe plus haut qui permet de visiter une large gamme de frØquences avec une
rØsolution frØquentielle adaptØe au signal ØtudiØ. On y reconnaît clairement (surtout sur le signal
de Hanford) un chirp hyperbolique, c’est-à-dire une Øvolution explosive de la frØquence du signal

11

http://perso.ens-lyon.fr/patrick.flandrin/


de 50 à 500Hz en 0,1 seconde environ. Cette observation est caractØristique de la coalescence
d’une binaire de trous noirs : elle Øtait prØdite par la thØorie astrophysique.

4 Analyse temps-frØquence des signaux bivariØs
(a) (b)

t

t

t

Toutes les notions prØsentØes jusqu’ici sont bien Øtablies
depuis les annØes 1980-90 et font dØsormais partie de la culture
gØnØrale en traitement du signal. De nombreux prolongements
ont ØtØ ØtudiØs et proposØs dans la littØrature depuis. Rappe-
lons par exemple qu’Yves Meyer, mathØmaticien français, a
obtenu le prestigieux Prix Abel en 2017 �pour son rôle ma-
jeur dans le dØveloppement de la thØorie mathØmatique des
ondelettes" dans les annØes 1980. Cette derniŁre partie a pour
objectif de prØsenter briŁvement nos travaux en cours sur la
construction d’une analyse temps-frØquence pour les signaux
bivariØs, autrement dit à valeur dans R2 (ou C) et non dans
R. Dans ce cas, le signal est de nature vectorielle : la vitesse (horizontale) du vent mesurØe
par un anØmomŁtre, une onde sismique transverse mesurØe par un accØlØromŁtre, un champ
radio-Ølectrique polarisØ (radar)... La �gure ci-dessus reprØsente la trajectoire de l’extrØmitØ d’un
vecteur x(t) = ( u(t); v(t)) au cours du temps ; les plans latØraux reprØsentent ses 2 composantes.

4.1 Signaux bivariés

Bien sßr, il est toujours possible d’imaginer travailler en l’algŁbre linØaire avec un vecteur
à 2 composantes x(t) = ( u(t); v(t)) 2 R2, les opØrateurs linØaires Øtant reprØsentØs par des
matrices 2 � 2. L’analyse des auto- et inter-corrØlations, des spectres et inter-spectres fourniront
des informations dans le domaine frØquentiel. Pourtant une telle approche ne permet pas de
produire l’Øquivalent du spectrogramme dØ�ni plus haut pour les signaux univariØs. L’un des
objectifs de nos travaux est de dØ�nir un spectrogramme justi�Ø mathØmatiquement, portant
une information sur la gØomØtrie (l’Øtat de polarisation) du signal bivariØ, interprØtable de façon
univoque, la correspondance entre frØquences mathØmatique et physique Øtant garantie. Plus
gØnØralement, nous souhaitons construire une approche complŁte et algØbrique du traitement
des signaux bivariØs, de leur analyse à leur traitement (�ltrage linØaire par exemple). L’approche
proposØe dØcrit les signaux bivariØs par un signal à valeur complexe x(t) = u(t) + i v(t) 2 C.

Ces signaux bidimensionnels sont ensuite plongØs dans un espace de dimension deux fois plus
grande, le corps des quaternions H. Ce plongement (plongeon ? ;-) dans un espace de dimension
plus grande joue un rôle similaire à celui des signaux à valeurs rØelles dans C : il permettra la
dØ�nition d’un plongement quaternioniqueayant une forme polaire faisant apparaître amplitude,
phase temporelle et Øtat de polarisation instantanØ du signal.

Par la suite, nous ferons souvent rØfØrence aux ondes vectorielles telles qu’une onde plane
ØlectromagnØtique dØcrite par ses 2 composantes dans le plan d’onde, E = ( Ex ; Ey) par exemple.
Cet exemple est particuliŁrement utile car la notion de polarisation s’avŁre trŁs pertinente pour
dØcrire la gØomØtrie d’un signal bivariØ x(t). Sur l’exemple de l’introduction, on observe clai-
rement une trajectoire quasi-circulaire au dØbut (on parlera de polarisation circulaire) et une
Øvolution progressive vers une trajectoire rectiligne à la �n (on parlera de polarisation rectiligne
ou linØaire).

12



u

v
x(t) = u(t) + i v(t)

�

�

'

�

jaj cos�

jaj sin
j� j

	 � > 0
� � < 0

(a) ParamØtrisation de la polarisation instantanØe
d’un signal bivariØ selon un Øtat de polarisation el-
liptique (�; � ).
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(b) SphŁre de PoincarØ : les coordonnØes an-
gulaires (2�; 2� ) encodent l’Øtat de polarisation
d’une onde. Le rayon � de la sphŁre est le degrØ
de polarisation.

Figure 6

4.2 Polarisation et sphère de Poincaré

Etats de polarisation. La polarisation elliptique, qui inclut comme cas extrŒmes les polari-
sations circulaires et linØaires, joue un rôle central dans la dØ�nition d’un Øtat de polarisation
instantanØ du signal. La �gure 6a reprØsente la paramØtrisation de la polarisation instantanØe
d’un signal bivariØ selon un Øtat de polarisation elliptique. Deux paramŁtres caractØrisent cette
ellipse : � est l’orientation de l’axe principal de l’ellipse, � est l’ouverture angulaire du triangle
rectangle dØ�ni par les axes de l’ellipse ; sign(� ) indique le sens de parcours de l’ellipse. Remar-
quons en passant que, à l’instant t , le signal bivariØ suit une Øvolution tangente à cette ellipse au
point de position angulaire ' . Par exemple, � = 0 correspond à une polarisation rectiligne dans
la direction � tandis que � = � �= 4 correspond à une polarisation circulaire gauche ou droite
selon le signe de � . La valeur du grand axe est proportionnelle à l’amplitude du signal.

Sphère de Poincaré Les opticiens et les radaristes ont l’habitude de dØcrire l’Øtat de pola-
risation d’une onde en utilisant la sphŁre de PoincarØ, voir �g. 6b. Un Øtat de polarisation est
rØsumØ par 3 paramŁtres (� ; �; � ) correspondant au degrØ de polarisation � de l’onde et aux
paramŁtres d’un Øtat de polarisation elliptique (�; � ). Par exemple, les points de l’Øquateur oø
� = 0 correspondent à une polarisation rectiligne dans la direction � tandis que les pôles oø
� = � �= 4 , 2� = � �= 2) correspondent à une polarisation circulaire. Un Øtat de polarisation
est associØ à un point sur la sphŁre de PoincarØ et l’Øvolution de cet Øtat au cours du temps
correspond à une trajectoire sur la sphŁre. On e�eure ici la notion de phase gØomØtrique.

4.3 Transformée de Fourier quaternionique

Pour reprØsenter en mŒme temps le contenu temps-frØquence d’un signal biavriØ x(t) et
sa gØomØtrie, donc l’Øvolution de de son Øtat de polarisation, nous allons avoir besoin d’une
nouvelle version adaptØe de la transformØe de Fourier, la transformØe de Fourier quaternionique.
La raison pour laquelle nous allons faire appel aux quaternions, des objets de dimension 4, est
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similaire à la raison pour laquelle nous avons plongØ les signaux rØels (2 R) dans les signaux
à valeurs complexes (C $ R2). Les fonctions exponentielles complexes s’Øcrivent sous forme
polaire aej' en fonction d’un module, qui encode leur amplitude, et d’une phase, dont la dØrivØe
est la frØquence. La phase ' d’un signal rØel x(t) est l’argument du signal analytique (complexe)
associØ x+(t) = a(t)ej' (t). Pour les signaux bivariØs, nous avons besoin d’une forme polaire plus
riche qui encode aussi l’Øtat de polarisation instantanØ. Les quaternions, dont l’ensemble est notØ
H ci-dessous permettent prØcisØment d’obtenir une telle forme polaire en adjoignant à la phase
usuelle ' , deux autres arguments � et � associØs à l’Øtat de polarisation dØcrit plus haut.

4.3.1 Les quaternions, en bref.

Les quaternions ont ØtØ imaginØs par Sir William Rowan Hamilton en 1843. Hamilton avait
compris les liens qui unissent les nombres complexes à la gØomØtrie plane et chercha un Øquivalent
pour la gØomØtrie tri-dimensionnelle.

De mŒme qu’un signal rØel est classiquement associØ à un signal complexe, il est possible de
plonger un signal complexe dans un espace de plus grande dimension, le corps des quaternions H.
Il s’agit d’un corps à 4 dimensions de base canonique f 1; i ; j ; kg, oø i ; j ; k sont des imaginaires
purs i 2 = j 2 = k 2 = � 1. Ils sont reliØs par

ij = k ; ij = � ji ; ijk = � 1: (13)

Le produit est non-commutatif, i.e. pour p; q 2 H, pq 6= qp en gØnØral. Tout quaternion q s’Øcrit
sous forme cartØsienne

q = a + bi + cj + dk ; (14)

oø a; b; c; d2 R. Le conjuguØ de q est q = a � bi � cj � dk . Son module est jqj2 = qq = qq =
a2 + b2 + c2 + d2. On introduit aussi la conjugaison d’axe j :

q�j �= a + bi � cj + dk : (15)

Les quaternions englobent les nombres complexes, ce qui permet d’extraire des sous-corps com-
plexesde H isomorphes à C, par exemple Ci = vectf 1; i g = R + i R oø Cj = vectf 1; j g. Les
quaternions peuvent aussi s’Øcrire sous forme polaire. Notons en particulier la forme polaire
d’Euler [6]

q = jqj exp(i � ) exp(� k � ) exp(j ' ); (16)

pour q 2 H et (�; �; ' ) 2 [� �= 2; �= 2[� [� �= 4; �= 4] � [� �; � ]. La dØcomposition explicite est
donnØe dans [6, 7]. Pour plus de dØtails sur les quaternions, on se rØfŁrera à [8].

4.3.2 Dé�nition de la transformée de Fourier quaternionique.

La transformØe de Fourier quaternionique (TFQ) d’un signal x 2 L 2(R; H) est dØ�nie par

X (� ) =
Z

x(t) exp(� j 2��t )dt 2 H (17)

et son inverse par

x(t) =
Z

X (� ) exp(j 2��t )d�: (18)

De mŒme que la TF d’un signal rØel est à valeurs complexes, la TFQ d’un signal complexe est
à valeurs quaternioniques. La TFQ di�Łre de la TF classique en deux points. Par convention,
l’exponentielle est positionnØe à droite du signal à analyser. Ce choix est important car le produit
dans H est non-commutatif. Les axes i et j prennent des sens trŁs di�Ørent : l’axe i encode une
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information gØomØtrique (la direction de la composante v(t) d’un signal x(t) = u(t)+ i v(t) 2 Ci )
tandis que l’axe j encode une information de phase temporelle (en argument de exp(j 2��t )).
Cette dØ�nition de la TFQ hØrite des propriØtØs de la TF usuelle [7], à la di�Ørence des autres
dØ�nitions de TFQ dans la littØrature. Un thØorŁme de Parseval-Plancherel gØnØralisØ montre que
la TFQ est une isomØtrie de L 2(R; H). Un thØorŁme de Gabor-Heisenberg peut Øgalement Œtre
formulØ, dØmontrant que la TFQ obØit aux mŒmes limitations de localisation temps-frØquence
que la TF usuelle. En�n, notons qu’une version discrŁte peut aussi Œtre proprement dØ�nie : le
calcul de la TFQ est rapide puisqu’il se rØsume au calcul de 2 FFT (transformØes de Fourier
rapides).

Les signaux bivariØs (u(t); v(t)) peuvent Œtre vus comme des signaux complexes x(t) =
u(t) + i v(t) 2 Ci . Dans ce cas, la TFQ prØsente deux propriØtØs supplØmentaires importantes.
A tout signal complexe x(t) 2 Ci est associØe une reprØsentation spectrale X (� ) 2 H. Celle-ci
vØri�e de plus une symØtrie i -hermitienne 7 :

X (� � ) = � i X (� )i (19)

Ainsi, les frØquences nØgatives ne portent aucune information complØmentaire aux frØquences
positives dans cette reprØsentation. Nous allons pouvoir Øtablir une correspondance univoque
entre frØquence mathØmatique et frØquence physique.

4.4 Plongement quaternionique

4.4.1 De�nition

La symØtrie i -hermitienne (19) de la TFQ des signaux complexes montre que le spectre
des frØquences nØgatives n’apporte pas d’information supplØmentaire par rapport au spectre
des frØquences positives. DŁs lors il est possible de construire un analogue bivariØ du signal
analytique, voir paragraphe 1.4, par suppression des frØquences nØgatives. On appelle ce nouvel
objet le plongement quaternionique d'un signal complexe, dØ�ni explicitement par

x+(t) = 2 �
Z +1

0
X (� ) exp(j 2��t )d�; (20)

oø le facteur 2 traduit le repliement des frØquences nØgatives sur les frØquences positives. Le plon-
gement quaternionique x+(t) est par construction à valeurs sur H. Ceci va permettre d’extraire
directement des attributs physiques instantanØs pertinents. Notons qu’une construction similaire
de x+(t) est dØcrite dans [9], mais di�Łre dans l’interprØtation physique qui suit.

4.4.2 Attributs physiques instantanés

La forme polaire d’Euler (16) permet d’interprØter x+(t) sous la forme :

x+(t) = a(t)ei � (t)e�k � (t)ej ' (t) (21)

avec a(t) � 0, � (t) 2 [� �= 2; �= 2], � (t) 2 [� �= 4; �= 4] et ' (t) 2 [� �; � ]. Cette dØcomposition est
unique. On retrouve le signal original x(t) par projection de x+(t) sur Ci :

x(t) = a(t) [cos' (t) cos� (t) + i sin ' (t) sin � (t)] : (22)

L’Øquation (22) est un analogue bivariØ direct du modŁle univariØ x(t) = a(t) cos[' (t)]. Le plon-
gement quaternionique associe un quadruplet canonique[a(t); � (t); � (t); ' (t)] à tout signal com-
plexe. Son interprØtation physique peut se faire sous des conditions usuelles [10] adaptØes au cas

7. Ces propriØtØs sont dØtaillØes dans [7].
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bivariØ i.e. dŁs lors que ' (t) varie bien plus rapidement que le triplet [a(t); � (t); � (t)] et que x(t)
est localement monochromatique.

Les quantitØs a(t); ' (t) sont standards : il s’agit respectivement de l’amplitude instantanØe et
de la phase instantanØe du signal. Les autres quantitØs sont spØci�ques au cas bivariØ : il s’agit de
l’orientation instantanØe � (t) et de l’ellipticitØ instantanØe � (t). Ensemble, elle montrent qu’un
signal bivariØ à bande Øtroite a une trajectoire localement elliptique.

La �gure 6a montre la trajectoire elliptique tracØe par le modŁle (22) avec a(t) = a, � (t) = �
et � (t) = � constants. La valeur de a contrôle la taille de l’ellipse. Son orientation est donnØe
par � , tandis que sa forme est controlØe par � . Pour � = 0 , l’ellipse devient un segment, alors
qu’à l’extrŒme pour � = � �= 4 on obtient un cercle. La phase ' (t) donne la position instantanØe
de x(t) dans l’ellipse, et en�n le signe de � donne le sens de rotation. La description en ellipse
instantanØe peut Œtre vue comme une description de l’Øtat de polarisation instantanØ du signal
bivariØ, par analogie avec la polarisation des ondes ØlectromagnØtiques.

L’extraction de paramŁtres physiques instantanØs à partir du plongement quaternionique
d’un signal complexe se heurte aux mŒmes limitations que dans le cas du signal analytique. L’ap-
proche ne fonctionne plus dŁs lors que le signal est multicomposante, ce qui motive l’introduction
de la TransformØe de Fourier à Court Terme Quaternionique.

4.5 Spectrogramme de polarisation

Soit w(t) une fenŒtre rØelle, symØtrique et normalisØe kwk2 = 1 . La TransformØe de Fourier
à Court Terme Quaternionique (TFCT-Q) est dØ�nie par [7]

Swx(s; � ) =
Z

x(t)w(t � s)e�j 2��t dt: (23)

La TFCT-Q est caractØrisØe par un thØorŁme fondamental que nous avons dØmontrØ dans [7].

Théorème 1 (inversion, conservation). Soit x 2 L 2(R; H). La formule de reconstruction donne

x(t) =
1

2�

ZZ
Swx(s; � )w(t � s)ej 2��t dsd�: (24)

Deux quantités sont conservées : l'énergie
Z

jx(t)j2dt =
1

2�

ZZ
jSwx(s; � )j2dsd�; (25)

et les propriétés de polarisation :
Z

x(t)x(t)�j dt =
1

2�

ZZ
Swx(s; � )Swx(s; � )�j dsd�: (26)

Non seulement ce thØorŁme Øtend les rØsultats usuels (24) et (25) à la TFCT-Q mais il montre
aussi la conservation (26) d’une quantitØ liØe aux propriØtØs gØomØtriques (ou de polarisation)
du signal bivariØ. La quantitØ Swx(t; � )Swx(t; � )�j est appelØe spectrogramme de polarisationde
x. De façon remarquable, cette quantitØ quaternionique s’exprime directement en fonction des
paramètres de Stokes, utilisØs par les physiciens dans la description de l’Øtat de polarisation des
ondes ØlØctromagnØtiques [11]. Plus prØcisØment,

Swx(t; � )Swx(t; � )�j = S1(t; � ) + i S2(t; � ) � kS3(t; � ); (27)

oø S1; S2; S3 sont des paramŁtres de Stokes temps-fréquenceet S0 =
p

S2
1 + S2

2 + S2
3 : S0 corres-

pond au spectrogramme usuel de x. Ces paramŁtres dØcrivent de maniŁre Øquivalente l’informa-
tion contenue par le triplet (a; �; � ).
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Figure 7: Contenu temps-frØquence d’un signal bivariØ x(t) = u(t) + iv (t) : (haut) amplitude
du signal enregistrØ au cours du temps ; (bas) spectrogramme de polarisation du signal : densitØ
d’Ønergie par unitØ de temps et de frØquence et Øvolution de l’Øtat de polarisation (� (t; � ); � (t; � ))
temps-frØquence.

Deux reprØsentations temps-frØquence-polarisation Øquivalentes et donnant lieu à une inter-
prØation mathØmatiquement fondØe et physiquement signi�catives sont ainsi possibles. La pre-
miŁre consiste en la densitØ d’Ønergie temps-frØquence S0(t; � ) et les valeurs de � (t; � ) et � (t; � ).
La deuxiŁme reprØsentation, moins facile à interprØter et non illustrØe ici, consiste à reprØsenter
directement S1(u; � ); S2(u; � ); S3(u; � ) obtenus via (27). Dans tous les cas, il faut considØrer si-
multanØment 3 �gures, voir �gure 7. Par concision, toutes deux seront appellØes spectrogramme
de polarisation de x(t). Ainsi nous disposons d’une description complŁte du contenu temps-
frØquence-polarisation d’un signal bivariØ.

4.6 Exemple

Pour illustrer la pertinence de l’outil, nous considØrons un signal synthØtique x(t) à 2 com-
posantes : un chirp linØaire d’ellipticitØ constante et d’orientation variable et un signal modulØ
en frØquence et en ellipticitØ dont l’orientation est constante. Le signal est dØ�ni pour t 2 [0; 1]
par N = 1024 Øchantillons. La TFCT-Q est calculØe en utilisant une fenŒtre de Hanning de lon-
gueur 101 Øchantillons de façon à avoir une bonne rØsolution temps-frØquence. La �gure 7(haut)
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prØsente un extrait de ce signal x(t).
La �gure 7(bas) montre les 3 �gures du spectrogramme de polarisation de x(t) : S0(t; � )

et les valeurs de � (t; � ) et � (t; � ) extraites des ridges (lignes de maxima) de la TFCT-Q, i.e.
les maxima locaux de S0(t; � ). Les �gures 7(bas) donnent respectivement la densitØ d’Ønergie
temps-frØquence S0(t; � ), ainsi que les valeurs de l’orientation � (t; � ) et de l’ellipticitØ � (t; � ) le
long des lignes de maxima de S0(t; � ). On identi�e alors de façon trŁs lisible les 2 composantes
dans le plan temps-frØquence et leurs propriØtØs gØomØtriques. Sur la �gure en bas à droite,
nous pouvons lire directement l’Øvolution instantanØe de l’ellipticitØ de chaque composante. Par
exemple, l’alternance des couleurs sur la composante modulØe montre une oscillation basse-
frØquence entre polarisations circulaires droite et gauche. De façon similaire, nous observons que
la composante de chirp linØaire a une polarisation elliptique avec � ' � �= 8 ; l’alternance des
couleurs sur la �gure centrale indique que l’orientation � de l’ellipse tourne au cours du temps.

5 Conclusion

Nous avons mis en lumiŁre une partie du chemin parcouru quant à l’analyse du contenu frØ-
quentiel des signaux depuis la construction de la transformØe de Fourier. Nous avons notamment
prØsentØ la notion de spectrogramme, un outil bien Øtabli mathØmatiquement et interprØtable
physiquement, analogue mathØmatique de la partition musicale. Les applications sont nombreuses
pour l’analyse des chants d’animaux marins, de la parole, pour la sØparation de sources (locu-
teurs ou instruments dans le problŁme de la cocktail party), des signaux sismiques en gØologie, ou
encore pour la dØtection et l’identi�cation des ondes gravitationnelles. L’analyse temps-frØquence
est trŁs liØe à des questions d’analyse fonctionnelle, et nous avons ØvoquØ la famille des starlets,
dont les ondelettes, qui ont enrichi la famille des atomes temps-frØquence. Par exemple, le format
de compression JPEG2000 utilise une transformØe en ondelettes.

Au-delà des outils dØjà connus, la derniŁre partie a permis d’introduire des mØthodes et
outils en cours de gestation au c÷ur de nos travaux de recherche actuels sur l’analyse et le
traitement des signaux bivariØs. Ces signaux apparaissent notamment dans les ondes vectorielles,
ØlectromagnØtiques ou Ølastiques (sismiques). Nous proposons une mØthode trŁs gØnØrale basØe
sur la transformØe de Fourier quaternionique permettant de dØ�nir une analyse temps-frØquence-
gØomØtrie des signaux bivariØs. La gØnØralisation de cette approche se fait grâce à la transformØe
de Fourier quaternionique à court-terme, ce qui conduit à la dØ�nition du spectrogramme de
polarisation d’un signal bivariØ. La validitØ de l’approche est assurØe par des thØorŁmes qui
garantissent par exemple l’existence d’une formule de reconstruction ainsi que la conservation
des propriØtØs ØnergØtiques et gØomØtriques. Dans le mŒme cadre, nous pouvons aussi Øcrire une
analyse spectrale des signaux alØatoires et une thØorie du �ltrage linØaire ØlØgantes qui rendent
le traitement des signaux bivariØs plus naturels et interprØtables qu’une approche s’appuyant
simplement sur l’algŁbre linØaire classique. Une implØmentation numØrique des outils proposØs
est mise à disposition grâce à une toolbox Python 8. Ces nouveaux outils ouvrent de nombreuses
perspectives telles que l’identi�cation et la sØparation de sources en traitement du signal bivariØ.
Parmi elles, les ondes gravitationnelles, qui sont elles-aussi polarisØes.
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