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Collecter un nombre inconnu de coupons

Philippe Jacquet!, Mohamed Lamine Lamali> et Fabien Mathieu!

! Nokia Bell Labs France
2 LaBRI — Université de Bordeaux

Dans les algorithmes de cartographie d’Internet, 1’'un des problemes clés a résoudre est celui de la découverte des
différentes interfaces de sortie d’un routeur en cas d’équilibrage de charge : combien de sondes doit-on envoyer tester
la connexion pour étre raisonnablement certain d’avoir découvert toutes les interfaces ? Une des solutions existantes est
une variante du probleme du collecteur de coupons, qui consiste a associer a chaque nombre d’interfaces découvertes
un nombre de sondes au-dela duquel on considere que 1I’on peut s’arréter. Dans cet article, nous donnons une formule
close pour I’association et prouvons sa quasi-optimalité.

Mots-clefs : Collecteur de coupons, équilibrage de charge, métrologie

1 Introduction

Le projet Paris Traceroutem vise a fournir des outils permettant de réaliser une cartographie d’Internet.
L’un des problemes a résoudre est celui de 1’existence de routes multiples entre une source et une destination
données. Un méme routeur est en effet susceptible de relayer un paquet a travers plusieurs interfaces, par
exemple pour équilibrer la charge. La FIGURE[[|montre I’exemple d’un routeur susceptible de choisir parmi
k interfaces distinctes pour atteindre la destination.
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FIGURE 1: Un routeur a k interfaces de sortie.

Pour détecter toutes les routes possibles, on peut envoyer des sondes qui seront redirigées vers 1’une
ou 'autre des interfaces. La question est : combien de sondes faut-il envoyer afin d’étre raisonnablement
certain d’avoir détecté les k interfaces de sortie ?

Le Multipath Detection Algorithm (MDA) a été proposé pour résoudre le probleme dans le cas ou chaque
nouvelle sonde est envoyée au hasard sur I’une des interfaces de maniere i.i.d. uniforme [AFT07, VATFO09].
Le principe consiste a choisir des coefficients n; qui vont déterminer les conditions d’arrét du sondage : si
strictement moins de k interfaces ont été découvertes au bout de n; sondes, le sondage s’arréte et renvoie
le nombre d’interfaces découvertes, sinon & est incrémenté. Le probleme est de choisir des parametres ny
qui soient aussi petits que possible tout en garantissant que le nombre réel d’interfaces, quel qu’il soit, est
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renvoyé par 1’algorithme avec une probabilité de 1 — €, le parametre de précision € étant fixé. L’algorithme
cherche donc a résoudre un probleme de collecte de coupons ot le nombre total de coupons distincts est
inconnu.

Les travaux précédents résolvent le probleme par une analyse de 1’espace des (i, k) du nombre d’interfaces
k découvertes apres i sondes [AFTO7, [VATEQ9]. 11 en résulte une formule récurrente qui détermine des
coefficients n;. Comme la formule n’est pas explicite, il est nécessaire de construire une table des valeurs
de ny adaptée pour chaque valeur de €.

Apres quelques résultats préliminaires donnés dans la Section 2] nous proposons en section [3|notre prin-
cipal résultat : une nouvelle approche qui ne nécessite pas de parcourir I’espace des états et donne une
formule simple et explicite de calcul des n; quand I’équilibrage de charge est uniforme. Nous montrons
que les coefficients obtenus sont quasi-optimaux (dans un sens qui sera défini plus tard) et améliorent la
compréhension des cas d’échec. Nous indiquons enfin dans la section ] comment adapter la situation aux
cas de répartition non-uniforme de la charge.

2 Nombre connu de coupon

Pour commencer, fixons k > 2 et 0 < € < 1. Comment choisir le plus petit n; tel qu’avec probabilité 1 —&,
ny sondes trouvent les k interfaces ?

Lemme 1. Soit P(k,ny) la probabilité de ne pas découvrir k interfaces au bout de ny, essais. Alors
1 1
l—(l—(l—%)"k)kgP(k,nk)gk(l—%)”k (1)

En particulier, pour avoir P(k,ny) < €, il est suffisant d’avoir
In(%)
> | —o b 2)
In(*%)

3)

et nécessaire d’avoir

Démonstration. Soit M; I’événement ne pas trouver une interface i donnée. Le terme (1 — %)"k est tout
simplement P(M;). Le terme de droite de I’équation (I)) vient de I'inégalité de Boole : la probabilité de
manquer au moins une interface est inférieure a2 Y, P(M;). Le terme de gauche découle de I’observation que
les événements M; et My sont anti-corrélés pour i # i, i.e., P(M;|My) < P(M;) : si une interface n’a pas
été trouvée, les autres interfaces se partagent la totalité des sondes, ce qui augmente la probabilité de les
trouver. Les événements M; sont donc aussi anti-corrélés. On en déduit P(N;M;) < [];P(M;), ce qui permet
d’obtenir le terme de gauche. Les équations (2)) et (3) se déduisent immédiatement de (T)). O

Il est intéressant de constater que les deux bornes sont trés proches. D’un point de vue théorique, on a en
effet 1 — (1 —g)l/k = T+ O(g?). Numériquement, le ratio des deux bornes est trés proche de 1 méme pour
des valeurs de € relativement élevées.

1 In(%)
. S . .
ne pas détecter k interfaces est inférieure a €, mais aussi que ce choix de n; est proche de I’optimal (en
pratique, il est presque tout le temps égal).

Le lemme |1/ montre que choisir ny = | | est une maniére simple de garantir que la probabilité de

3 Nombre inconnu de coupons

L algorithme MDA doit utiliser au minimum les valeurs suggérées par le lemme [I] pour étre capable de
renvoyer k valeurs au bout de n; essais avec une précision €. Par contre, ces valeurs pourraient ne pas étre
suffisantes, car 1’algorithme peut s’ arréter avant d’avoir envoyé ny sondes : au bout de n, sondes s’il ne voit
qu’une interface, au bout de n3 sondes s’il n’en voit que deux, etc. Le Théoreme|l|montre que ce risque est
minime.
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Théoreme 1. On considére I’algorithme MDA utilisant comme parameétres ny =

probabilité que I’algorithme ne trouve pas le bon nombre d’interfaces est inférieure a €+ 0(£1°g2<3)).

Idée de la preuve. A. k fixé, on montre par I'inégalité de Boole que la probabilité que MDA renvoie i < k
est inférieure a (]f) (i)n'“ . On obtient ainsi une borne a la probabilité P que I’algorithme MDA ne renvoie

pas la bonne réponse : NG
P< Z ( ) ( ) . G))

()

On définit ensuite B;(k) = (%) (1)"#1). Comme B;(k) > () (1)"*', il nous suffit de montrer que
Y Bi(k) = e+ 0(e00),

Chaque B;(k) borne la probabilité que 1I’algorithme renvoie i quand il y a k interfaces. Pour k = 1, I’algo-
rithme ne peut pas se tromper. Pour k = 2, on vérifie que B{(2) = €. Pour k > 3, on montre successivement
les résultats suivants en étudiant la séquence des (B;(k))i<i<k—1 :

— Les valeurs aux extrémités sont By (k) = €°2(X) et B;_; (k) =&.

— En utilisant la formule de Stirling, on construit une fonction continue b sur [0, 1] telle que b(i/k) =

B;(k). L’ étude de b’ montre que la séquence des B; est bimodale, d’abord décroissante puis croissante.
En particulier, pour tout 1 < ¢ <k, ona Y'/_, B;(k) < ¢max(B (k), B(k)).

— On montre que pour i = k—2, on a By_»(k) = O(g°20)),

— A proximité de k, I’étude de b’ permet de prouver que la séquence des B; se comporte A peu pres
comme une suite géométrique de raison e. Plus précisément, pour j = O(In(k)), on a By_»_ (k) =
O(By_2(k)e™7) = O(g'°220) /),

On décompose ensuite la somme en utilisant comme pivot ( =k—2—[log(k)]. On a ainsi

P < ¢max{B (k }+ZB )+ Bi_1(k) . (5)
l+1

On constate tout d’abord que £B; (k) < (k—2)e'°22(K) < glo2203) (I’hypothese & < 1/2 permet de montrer que
la borne est maximale en k = 3), puis que By (k) = O(€'°2() /k). Cela indique que le premier terme de (3]
esten O(e°220)). Le deuxiéme terme est également en O(£'°22()) en raison du caractére géométrique de la
séquence des B;(k) quand i est proche de k. Le dernier terme vaut € et conclut la preuve. O

_r In(§) -|

In(f)
est de renvoyer k — 1 au lieu de &, avec un risque inférieur & €. La probabilité d’une erreur plus importante
(renvoyer un nombre d’interfaces strictement inférieur a k — 1) est négligeable devant €.

Afin d’évaluer I’effet pratique du terme en £°2(3) du theoremel 1} la FIGUREImontre I’écart relatif entre
la borne supérieure donnée par 1’équation (@) et €, en fonction de k, pour quelques valeurs de €. On vérifie
qu’a € fixé, I’écart est uniformément borné en k. On observe que pour une précision grossiere comme 0.25,
I’écart est important : jusqu’a 35% de risque d’erreur supplémentaire pour les petites valeurs de k, 15%
sur les grandes. Comme prédit par le théoreme, cet écart se réduit avec €, et pour une précision fine de
€ = 0.01, la plupart des valeurs de k ont une garantie inférieure a €, avec un dépassement de 1’ordre de 1%
sur quelques valeurs. Si I’on veut une plus grande maitrise du taux d’erreur, les évaluations numériques
suggerent une heuristique simple pour € < 0.1 : comme le risque observé semble empiriquement borné par
€(1+¢€) (soit une borne meilleure que celle donnée par le théoréme 1), on pourrait utiliser €/(1+€) au lieu
de € dans le calcul des n.

Le théoréeme|l|montre que le principal risque d’

4 Equilibrage de charge non-uniforme

Nous supposons maintenant un équilibrage de charge i.i.d. mais non-uniforme : certaines interfaces
peuvent étre plus probables que d’autres. Il est facile de voir qu’il est impossible de concevoir un algo-
rithme permettant de trouver toutes les interfaces avec une précision donnée : si une des interfaces a une
probabilité de sélection arbitrairement faible, alors le nombre de sondes nécessaires pour la découvrir peut
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FIGURE 2: Rapport entre la borne supérieure d’erreur donnée par I’équation (@) et la précision cible €.

étre arbitrairement grand. Il est cependant possible d’adapter les résultats précédents si I’on accepte de ne
découvrir que les interfaces importantes. Cette importance peut étre définie de deux manieres, absolue et
relative, ce qui donne les deux résultats suivants.

Lemme 2 (Importance absolue). Soit 0 < & < 1 un paramétre d’importance absolue et 0 < € < 1 une
€

log(177g7) e .
L1/o] —‘ sondes, la probabilité d’avoir découvert toutes les interfaces dont

précision. Au bout de ny = Log(lq)

la probabilité de sélection est supérieure ou égale a O. est supérieure a 1 — €.

Théoreme 2 (Importance relative). Soit 0 < o < 1 un paramétre d’importance relative et 0 < € < 1 une
précision. Pour tout k > 2, on choisit pour ny le plus petit entier tel que (k—1)(1— kflle)”k +(1—
k_? Hx)"k < €. La probabilité que I’algorithme MDA ne trouve pas toutes les interfaces dont la probabilité
de sélection est au moins une fraction o, de la probabilité de sélection de interface la plus probable est
inférieure a €+ 0(e°220)),

Les preuves sont omises car relativement longues, mais il s’agit essentiellement d’adapter les résultats
obtenus pour le cas uniforme en considérant les pires cas possibles pour une importance donnée.

5 Conclusion

Nous avons présenté des formules closes permettant de dimensionner le nombre de sondes a envoyer
pour détecter toutes les interfaces d’un routeur pratiquant un équilibrage de charge uniforme. Ces formules
ont I’avantage d’éviter un calcul complexe de I’espace des états possibles et peuvent se généraliser a un
équilibrage non-uniforme. Nous espérons qu’elles pourront permettre d’améliorer les algorithmes de carto-
graphie d’Internet.
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