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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations

Les problémes de diffraction d’ondes dont le domaine de propagation dépend d’un petit
parametre ou d’une perturbation apparaissent sous différentes coutures en mathématique
appliquée. Typiquement, ces problemes mettent en jeu des géométries dont au moins 1'une
des dimensions est petite devant la longueur d’onde de ’onde incidente. Numériquement,
ce genre de probleme engendre une discrétisation du domaine d’autant plus fine que la
perturbation est petite, ce qui peut donner lieu a une forte augmentation du cotit et
du temps de calcul. L’analyse asymptotique de ce type de probléme permet souvent de
diminuer ces cotlits sans recourir a des méthodes de raffinement local de maillage, mais
en se ramenant a une famille de problémes qui ne dépendent plus du petit parametre.
On connait par exemple les problémes de couches minces en électromagnétisme [4, 44]
qui consistent a étudier la propagation d’ondes a travers un milieu comportant différentes
couches, dont une particulierement fine. On utilise aussi ces techniques pour étudier les
problémes de couche limite, par exemple effet de peau [14, 15], phénomene physique
bien connu en électromagnétisme, qui se produit lors de la diffraction par des obstacles
fortement conducteurs. La figure 1.1 schématise les deux géométries évoquées.

0 J

Qo
Qext

FIGURE 1.1 — Géométrie de couche mince, effet de peau

Leur étude asymptotique consiste a remplacer, lorsque cela est possible, la fine couche
par une condition aux limites approchée équivalente. Par exemple, M. Duruflé et al. [45]
proposent des conditions de transmission équivalentes pour le probleme de Maxwell tridi-
mensionnel dans un milieu a couche mince fortement conductrice, a ’aide de la méthode
multi-échelle. Cette méthode, notamment utilisée dans [52] pour ce type de probleme,
consiste a approcher la solution du probléme en superposant (via une fonction de tron-
cature) deux développements asymptotiques qui constituent des solutions approchées du
probleme initial & différentes échelles, dans différents domaines. Cette méthode permet
d’analyser les modeles ainsi construits et d’en tirer des résultats de convergence (avec une
certaine précision). Dans cette problématique, entrent également les problemes de fentes
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Chapitre 1. Introduction

minces [51] dont le domaine de propagation des ondes est la réunion d’un volume de di-
mension n et d’'une fente mince de dimension n — 1. La figure 1.2 illustre la géométrie de
ces problemes. L’analyse asymptotique des problémes de fentes consiste a raccorder deux

FIGURE 1.2 — Géométrie a fente mince

solutions de modeles approchés, I'un a ’échelle de la fente, de dimension n — 1, I'autre a
I'échelle du volume, de dimension n. Dans sa these [51], S. Tordeux utilise la méthode des
développements asymptotiques raccordés afin de valider et justifier des modeles de fentes.
Cette méthode, notamment développée dans [30, 39], consiste a définir des développements
asymptotiques de la solution dans deux domaines « asymptotiques » et a les raccorder dans
une zone intermédiaire constituée de points qui peuvent étre vus comme proche ou loin de
I’obstacle suivant le point de vue adopté. Les deux techniques asymptotiques décrites sont
en réalité treés proches; par exemple, M. Dauge et al. [19] comparent ces deux méthodes
pour I'approximation des solutions du probléme de Laplace dans des domaines a coins.
Cette singularité géométrique est traitée comme la limite d’'un domaine régulier lorsque la
perturbation tend vers 0.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a la propagation d’ondes électromagnétiques
dans un domaine comportant des petits obstacles. Cette problématique a déja donné lieu
a de nombreux travaux, notamment des travaux de H. Ammari et al. qui privilégient
les approches par des méthodes d’équations intégrales de frontiere et par une description
équivalente du probléeme a ’aide des multipdles [3, 5, 6, 7.

Les problemes de diffraction par de petits obstacles ont été également étudiés dans le
cas d’ondes acoustiques ou d’ondes élastiques [3]. En acoustique, en régime temporel ou
fréquentiel, nous pouvons citer les travaux de theése de V. Mattesi [38] qui traite ’analyse
asymptotique du probleme uni-obstacle bidimensionnel par la méthode des développe-
ments asymptotiques raccordés, mais aussi les travaux de A. Bendali et al. [9, 10, 11] qui
développent une approximation a tout ordre des solutions de I’équation de Helmholtz, a
I’aide de modeles multi-centres, en deux et récemment, trois dimensions. Historiquement,
les modeles multi-centres ont été développés par L. L. Foldy [23], puis par M. Lax [34, 35].
Le modeéle de Foldy-Lax, notamment développé pour le probleme de diffraction d’ondes
acoustiques par de petits obstacles dans [10, 11, 16|, consiste & décomposer 1'onde dif-
fractée en une somme d’ondes diffractées dans des systemes isolés en tenant compte des
interactions avec les obstacles alentour.

1.2 Probléeme modele
Nous nous intéressons a la diffraction d’ondes électromagnétiques ayant une dépen-
dance harmonique en temps par N hétérogénéités bornées dans R3 disjointes, soumises a

une onde incidente de longueur d’onde A > 0. Nous supposons que les N hétérogénéités
dépendent d’un parametre £ vérifiant

£ A\, (1.1)
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1.2. Probléme modéle

dans le sens ou chacune des hétérogénéités, notée (’),gj ), est incluse dans une boule ng ) de
centre ¢; et de rayon €, pour tout j = 1,..., N. De plus, nous supposons que les obstacles
sont autosimilaires, c’est-a-dire qu’il sont obtenus par translation et homothétie de formes
dites de référence @(j), ne dépendant pas de ¢, tels que pour tout j=1,..., N

0Y) = ¢; +:00) — {x cR?, % c @(j)} , (1.2)

Pour tout j = 1,..., N, nous notons ng ) la frontiere de Oé‘j ). Le domaine de propagation

des ondes est le domaine extérieur 2. défini par

N N
Q.=R\ | YoV |. (1.3)
j=1

Le probleme de diffraction en milieu homogene et isotrope est décrit a partir des équations
de Maxwell harmoniques en temps

rot E — iwpH =0, dans €2, (1.4a)
rot H + (iwe — o) E = J, dans ., (1.4b)

ou w > 0 désigne la fréquence du rayonnement, les grandeurs caractéristiques du milieu
€, 1 et o désignent respectivement la permittivité électrique, la perméabilité magnétique
et la conductivité et le terme source J désigne une densité de courant. Les grandeurs
€, i et o sont des fonctions scalaires positives et bornées et nous supposons que J est a
support compact dans le domaine extérieur €2.. Remarquons que des équations de Maxwell
(1.4a)-(1.4b) découle une équation du second ordre

rot rot E — x%E = iwpud, (1.5)

avec H = (1/iwu)rot E, ou le nombre d’onde « est défini par

2= (e iz w? .6a
K —( + w)u , (1.6a)
J(k) > 0. (1.6b)

Dans le cadre de ce stage, nous émettons les hypotheses suivantes :

(i) Les grandeurs € et u caractéristiques du milieu dans lequel les N hétérogénéités sont
plongées, sont constantes, respectivement égales a la permittivité du vide ¢y et a
la perméabilité du vide pg qui vérifient (eo,uo)_% = ¢ ou c¢ désigne la célérité de la
lumiere ; de plus, la conductivité o est constante et strictement positive.

(ii) Les N hétérogénéités sont des conducteurs parfaits, c’est-a-dire la conductivité a
I'intérieur de chacune d’elles tend vers +oo : les champs électrique E et magnétique
H sont nuls a l'intérieur de chaque obstacle. Dans ce cas, le probléme de diffraction
est naturellement muni des conditions aux limites suivantes :

n; xE=0, sur 1Y), (1.7a)
n;-H=0, sur IV, (1.7b)
pour tout j = 1,..., N, ou n; désigne le vecteur normal unitaire dirigé vers 'extérieur

de Oéj).



Chapitre 1. Introduction

Notons E’ et H? les champs électromagnétiques incidents. Nous supposons que les champs
incidents vérifient les équations de Maxwell (1.4a)-(1.4b) en I’absence d’obstacle. Par consé-
quent, puisque J est & support compact dans €., les champs incidents E* et H vérifient
les équations de Maxwell homogenes

rot E' — iwpuoH' = 0, (1.8a)

rot H' + (iweg — o) E' = 0, (1.8b)

dans un domaine borné de R? incluant Ué\]:l (’)gj )
décompose en la somme du champ incident E? (respectivement H) et d’un champ diffracté

E® (respectivement H*). Nous imposons la condition de rayonnement a l'infini de Silver-
Miiller sur la partie diffractée des champs

. Le champ E (respectivement H) se

lim |x| (rot E* x % — ikE®) = 0, (1.9)

|| =400

uniformément dans toutes les directions X = x/|x|, ot |-| désigne la norme euclidienne de x.
La figure 1.3 illustre la problématique posée. Cette description du probleme admet un cadre

Onde incidente (E, H?)

O o] Obstacles

O

FIGURE 1.3 — Géométrie du probleme modele

théorique bien adapté. Cependant, d’un point de vue numérique, il n’est pas réaliste de
considérer un domaine de propagation des ondes non-borné. Pour remédier & ce probleme,
une méthode classique consiste a borner virtuellement le domaine de propagation des
ondes. Il s’agit de considérer une boule B, de centre 0 et de rayon p telle que le support
du terme source et 'ensemble des obstacles soient contenus dans cette boule. Nous notons
. , le domaine borné défini par

0., =Q.NB, (1.10)
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1.3. Principaux résultats

et nous introduisons sur la frontiere 0B, des conditions dites d’absorption qui simulent le
comportement des solutions en domaine non-borné. Elles s’écrivent

p (rot ESx X - imEs) =0 sur 0B,. (1.11)
p

Sous les hypotheses (i) et (ii), le probleme de diffraction s’écrit

Etant donné (E?, H?) un champ incident,

chercher E = E* + E® et H = H' 4+ H® vérifiant
rot E° — iwpoH® =0, dans €, (1.12a)
rot H® + (iwep — 0)E® = J, dans ., (1.12b)
n; x E=0, sur TV, (1.12¢)
n,-H=0, sur TV, (1.12d)
lim |x|(rot E® x x — ikE®) = 0, (1.12e)

[x| =400

avec j =1,...,N.

Remarque 1.1. Sous ’hypothese (i), le nombre d’onde x admet une partie imaginaire stric-
tement positive. Dans le chapitre 3, nous étudierons l'existence et I'unicité de la solution
de ce probléme et nous verrons que lorsque J(x) > 0, la condition de rayonnement & 'infini
Silver-Miiller n’est plus une condition nécessaire a I'unicité de la solution.

1.3 Principaux résultats

Les résultats d’existence et d’unicité d’une solution au probleme extérieur de 1’électro-
magnétisme sont des résultats bien connus pour les nombres d’ondes réels et non-réels. Le
cas ou le nombre d’onde k est complexe, et plus précisément vérifie

J(k) >0, (1.13)

ce qui implique que k? ¢ RY, se place dans le cadre de Lax-Milgram [31, section 5.2].
Lorsque le nombre d’onde est réel, le cadre de Lax-Milgram ne suffit plus. Il existe plusieurs
manieres d’outrepasser cette difficulté, entre autres :

— T'utilisation du principe d’absorption limite [31, section 4.3] qui consiste & ajouter
une perturbation complexe 74 au nombre d’onde réel puis de passer a la limite lorsque
d tend vers 0T : le probléme perturbé se place dans le cadre de Lax-Milgram,

— T’ajout de la condition de rayonnement a l'infini de Silver-Miiller et 1'utilisation des
espaces de Sobolev & poids [42] qui définissent un bon cadre fonctionnel pour les
fonctions croissantes a l’infini,

— une approche par la résolution des équations intégrales, proposée par W. Knauff
et R. Kress [32], qui consiste & donner une formulation du probléme sous forme
d’équations intégrales et s’appuie ensuite sur la théorie de Fredholm.

Nous avons choisi de mettre en valeur une approche différente et d’adapter la démons-
tration due a R. Phillips [50, pp.152-160] pour démontrer l'existence d’une solution au
probléme extérieur de Maxwell pour un nombre d’onde réel. Elle consiste & traiter le pro-
bleme extérieur de Maxwell comme une perturbation du probléme dans I'espace libre R?
et & construire une solution du probléme initial comme le raccord (via une fonction de

11



Chapitre 1. Introduction

troncature) de la solution du probléme dans 1’espace libre et de la solution d’un probléme
auxiliaire de relevement de trace tangentielle dans un voisinage de I'obstacle. Cela permet
de se ramener a la résolution d’un probléme « de source » qui se place dans le cadre de
la théorie de Fredholm. Ce probleme consiste a déterminer un terme source pour lequel le
candidat construit est solution du probleme initial. C’est I’'objet du paragraphe 3.2.4.
L’une des motivations de ce stage repose sur la décomposition modale des champs élec-
tromagnétiques dans un domaine extérieur a N obstacles, dont les coefficients dépendent
des traces tangentielles de E® et de H® sur la frontiére que chacun des obstacles. Dans
ce dessein, de nombreuses étapes doivent étre mises en place. Le premier résultat que
nous avons exploité est le lemme d’addition scalaire, qui consiste a représenter la solution
fondamentale ® de I’équation scalaire de Helmholtz par une série orthogonale

eXpltk|X —y AN AN
P(x,y) = 4§r\x|—’ =K Z Z h(l) (K]X]) jn (£lY]) Yo,m (%) Yo.m (¥), (1.14)
n=0m=—n

pour tous x, y € R3 tels que |x| > |y| > 0, ol h,(ll) désigne la fonction de Hankel de
premiere espece d’ordre n, j, désigne la fonction de Bessel d’ordre n et Y,,,, désigne la
m~éme fonction harmonique sphérique d’ordre n. Dans le chapitre 4, nous présentons une
alternative a la démonstration de D. Colton et R. Kress [17, p.32] et nous donnons des
compléments sur la convergence de cette série dans 1’espace

7 ({(xy) € RS, x| > |y|}). (1.15)

Cela s’appuie sur la technique de séparation de variables, la théorie spectrale de ’opérateur
de Laplace-Beltrami, les théoremes de régularité elliptique et ’équation vérifiée par la
solution fondamentale

—A® — 2520 = 0, dans {(x,y) € R®, |x| # |y} . (1.16)

Un autre résultat notoire dans I’étude du probléeme de diffraction d’ondes électromagné-
tiques par une sphere est le lemme d’addition vectoriel qui consiste a représenter la solution
fondamentale de ’équation de Helmholtz vectorielle

_A(®p) — 26%(Dp) = 0, dans {(x.y) € B®, x| £ 1yl} . (1.17)

ol p désigne un élément de R3, par une série orthogonale. Dans le chapitre 5, nous étendons
ce lemme [17, pp.221-222] aux nombres d’ondes complexes et nous donnons des complé-
ments sur la convergence de cette série dans l'espace € ({x € R3, |x| > ly|}), pour tout
y € R?\ {0}. Le résultat est le suivant : pour tous x, y € R? tels que |x| > |y| > 0,

=3 3 { ity (rots: V(3] 8) Sl

n=1m=-n
1 . > A
i (et [n(klyDrots: Vun()] - p) 7, (x)
£ (9 [insly )Y@ ) TSm0} (118)
K
ol S;‘%m et S}, ,, désignent les modes singuliers associés au probleme extérieur de Maxwell
(voir le chapitre 5) et S, ,, désigne le mode singulier associé au probleme extérieur de

Helmholtz (voir le chapitre 4). Enfin, a la maniére de P. Monk [40, p.246] ou de R. Kress
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1.4. Plan du mémoire

[46, p.183], nous déduisons une représentation modale des champs électromagnétiques
diffractés E® et H® du probléme de diffraction d’ondes électromagnétiques par N obstacles.
Elle est valable hors d’un voisinage de la frontiere I' = I'1U. . .UI'y de I'union des obstacles.
Cette décomposition n’est généralement pas explicitée dans la littérature, elle s’écrit :

N oo n
1 . .
S(y) — (1),jgt . (2),5gx .
E*(x) = | {n(nﬂ)mzzn{wn,msn,m(x ¢j) + WISt (x q)}}, (1.19)

-3 3 {n(1 S (WIS, (- ) + WIS (x - cj>}} - 20)

m=—n

ou ¢;j désigne le centre du j-eme obstacle et \I/SZ,Z et \11532,5 désignent les coefficients associés
aux modes de la décomposition. Ils dépendent des traces tangentielles de E® et H® sur la
frontiere I'; (voir le chapitre 6). La démonstration s’appuie sur les résultats précédents
ainsi que sur les formules de Stratton-Chu en domaine extérieur que nous explicitons
dans la section 6.2.1. Dans ce mémoire, nous considérons en permanence des géométries
régulieres. Toutefois, il est possible d’étendre ces résultats lorsque la surface I' est seulement
lipschitzienne au moyen de l’extension des formules de Stratton-Chu & des géométries
lipschitziennes [40].

1.4 Plan du mémoire

Ce mémoire se présente comme suit : dans le deuxieme chapitre, nous réunissons les
éléments d’analyse fonctionnelle qui se rapportent a 1’étude des équations de Maxwell. Nous
rappelons la définition des espaces de Sobolev et présentons une méthode qui permet de
définir de maniere intrinseque les espaces de Sobolev de frontiere. Cette méthode s’appuie
sur la théorie spectrale des opérateurs non-bornés auto-adjoints a résolvante compacte
et sur la théorie d’interpolation (cf. annexe A). Nous nous intéressons également a la
décomposition de Helmholtz-Hodge de champs de vecteurs tangents a une surface et nous
approfondissons le cas ou cette surface est une spheére.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions I’existence, 'unicité et la régularité des solu-
tions des problemes extérieurs de Helmholtz et de Maxwell. L’intérét de méler le probléme
de Helmholtz & ce mémoire réside dans le role essentiel que joue la solution fondamen-
tale de I’équation de Helmholtz dans la détermination de la décomposition modale des
solutions des équations de Maxwell.

Dans les quatriéme et cinquieme chapitres, nous déterminons une décomposition spec-
trale des solutions des équations de Helmholtz et de Maxwell dans des géométries sphé-
riques (& lintérieur d’une boule, a lextérieur d’une boule et dans une couronne). Tous
deux contiennent également un lemme technique qui consiste a représenter la solution fon-
damentale de I’équation de Helmholtz par une série orthogonale dans I’espace des fonctions
infiniment différentiables dans un sous-espace de R3.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous déterminons une décomposition modale des so-
lutions des problémes extérieurs de Helmholtz et de Maxwell. Nous présentons également
une méthode de décomposition multi-centre pour le probleme de diffraction d’ondes élec-
tromagnétiques par N obstacles.
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Chapitre 2

Quelques éléments d’analyse
fonctionnelle

2.1 Les espaces de Sobolev

Dans toute la suite, {2 désigne un domaine (ouvert connexe non-vide) de R3 (borné
ou non-borné), simplement connexe, de frontiere I" infiniment différentiable tel que € soit
situé d’un seul c6té de I'. Notons n le vecteur normal unitaire dirigé vers 'extérieur de €.
Nous supposons que R3 \  est non-vide. Pour k € N, l'espace €*(Q) des fonctions k-fois
continfiment différentiables sur 2 est un espace de Banach pour la norme

[

wr@ = D Sup|d%u(x)], (2.1)

|O¢‘§k xeN
ot pour un multi-indice & = (a1, a2, a3) de N3, nous notons |a| = a1 + as + a3 et

Hlel

0 = —s 7w 7a: 2.2
0z 0x5?0xg? (22)

L’espace €°°(£2) des fonctions infiniment différentiables dans Q) est défini par
Q) = ﬂ H(Q). (2.3)

keN

Pour 0 = Q ou R?, nous notons €*(&) 'espace des fonctions k-fois continiment différen-
tiables & support compact dans & et €:°(€) l'espace de Fréchet des fonctions infiniment
différentiables & support compact dans &. L’espace 2'(0) des distributions sur &, est
I’ensemble des formes linéaires et continues sur €°°(&). Le produit de dualité entre 2'(0)
et €>°(0) sera noté (-,-),. Nous notons en caractére gras les espaces de fonctions ou
distributions vectorielles €2°(€) = (€°(0))? et D'(0) = (2'(0))*. L'espace L2(0) des
fonctions mesurables de carré intégrable sur & est un espace de Hilbert muni de la norme

fulloo = ([ 1uf dx)é, (2.4)

ou dx désigne la mesure de Lebesgue. Pour m € N, nous définissons 1’espace de Sobolev
d’ordre m par

H™(0) = {u € L*(0), 0°u € L*(0), ¥ |a| <m}, (2.5)
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qui est un espace de Hilbert muni de la norme du graphe, notée || - ||,,,,¢, définie par

[llm,e = (Z Ha%nw) : (2.6)

laj<m

Pour tout m € N, nous définissons 'espace H}"(2) comme étant la fermeture de €:°(92)
pour la norme || - ||, . L’espace dual de Hy*(€2) est noté H ™™ () et le produit de dualité
entre ces espaces est noté (-, -)q.

Pour ¢ = Q ou R3, nous notons L (&) 'espace des fonctions de carré localement
intégrable dans & et pour tout m € N, nous notons H|J (€') I'espace localement de Sobolev

d’ordre m sur & défini par
H (0) = {u € H™(B(x,p)), Vx € 0,V p >0 tels que B(x, p) C ﬁ}, (2.7)

ou B(x, p) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon p. Pour tout m € N, nous no-
tons en caractére gras les espaces de Sobolev vectoriels H™(&) = (H™(6))? et H.(0) =
(H™.(6))*. Pour tout m € N, nous introduisons les sous-espaces de H™ (&), notés H™ (div, &)

loc

et H"(rot , '), définis par
H™(div,0) ={ue H™(0), divue H™(0)}, (2.8a)
H™(rot,0) ={uec H"(0), rotuc H"(0)}, (2.8b)

munis respectivement des normes du graphe

1

lullwm a0y = (Il o + Idivul?, ) * (2.92)
1
2

lullum ot 0y = ([lulZ, o + llrot ul2, ). (2.9b)

Par convention, nous notons H(div , &) = H%(div, &) et H(rot , &) = H(rot , ©). Enfin,
nous définissons l’espace Hp(rot ,2) comme étant la fermeture de €2°(£2) pour la norme
Il - IH(rot ,)- Pour terminer cette section, nous énongons deux théoremes qui caractérisent
I'injection des espaces de Sobolev dans les espaces de fonctions continues (voir [37, corol-
laire 9.1] par exemple).

Théoréme 2.1. Supposons de plus que €2 est borné. Pour tous m et k € N, si m > k + %
alors

H™(Q) — €%(Q). (2.10)
En particulier, pour tout k € N, Uespace H*2(Q) s’injecte de facon continue dans €* ().

Corollaire 2.2. Soit € = Q ou R3. Pour tous m etk € N, sim > k + % alors
H(0) — €%(0). (2.11)

En particulier, pour tout k € N, [’espace H{g?(ﬁ) s’injecte de fagon continue dans €*(0).

Démonstration. Si u € H|" (0) alors pour tout compact K tel que son ouverture soit

incluse dans @, u appartient & €*(K) d’apres le théoréeme d’injection 2.1, donc u €
¢k (0). O
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2.2. Les espaces de traces

2.2 Les espaces de traces

Dans cette section, nous construisons les espaces de Sobolev de frontiere H*(T') dans
le cas ot I' est une surface compacte et réguliere de R3. Pour cela, nous nous appuyons
sur quatre livres [21, 29, 37, 47].

2.2.1 Métrique et élément de surface

La frontiere I' de © est une surface compacte de R? de classe €. Soit xo un élément
de T'. Nous considérons une carte locale (U, V, ¢) représentant I' au voisinage de xg, ou U
est un ouvert de R?, V est un ouvert de R? contenant xq et ¢ : U — V une application
de classe €° vérifie

(i) ¢ est un homéomorphisme de U dans V N T,

(ii) si (21, 22) désigne un systéme de coordonnées dans U alors pour tout z € U, la famille

(g—;pl(z), 37“02(2)) est une famille libre.

La figure 2.1 illustre la notion de carte locale. Soit zg € U tel que ¢(zp) = xo. Le plan

FI1GURE 2.1 — Carte locale

tangent a I en xg, noté Ty, I', est ’espace vectoriel engendré par la famille (g—z“"l (z0), %Pg (z0)).

Supposons que cette famille est directe (de la méme orientation que la base canonique).

La métrique riemannienne g et le gradient tangentiel V

Nous munissons I' de la métrique induite par le produit scalaire (-, -) sur R? définie par

Ix(11,m2) = (11, T2), V7, 7 €T, VxeT. (2.12)

La matrice g(zo) associée a ce produit scalaire dans la base locale sur Ty, I" est donnée par

9ij(z0) = (wi,wy) , (2.13)

avec wy = %(zo), pour k = 1,2. Nous notons ¢/ (zg) les composantes de son inverse

9" (20) = (9j(20)) ™" (2.14)

Définition 2.3. Soit u : ' — R wune fonction définie sur I'. La fonction u est dite
différentiable en xo si uop: U C R2 — R est dérivable en zy. De plus, si T et £ € Ty,
sont tels que £ = ¢'(zp) - T, nous posons dux, (&) = (uo ) (z9) - 7. La différentielle duy, de
u en Xo ainsi définie est une application linéaire de Tx,I' a valeurs dans R.
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Nous considérons un atlas (U;, Vi, ¢;)icr de I'. Du recouvrement constitué des ouverts
Vi de la surface compacte I', nous en extrayons un sous-recouvrement fini (V;)j=1,._p. Soit
une partition de I'unité (6;)i=1,..p telle que 6; € €°(V;NI') et 6; > 0 pouri =1,...,p avec
P 1 0;(x) = 1 pour tout x € I'. La fonction u est dite k-fois continfiment différentiable
sur I' et nous notons u € €*(I'), si la fonction (f;u) o ¢; prolongée par 0 en dehors de son
support appartient a €*(R?). Nous posons

¢>(T) = () ¢"T) (2.15)
keN

et 2'(T") Pespace des distributions sur I' qui est 1'espace dual de €*°(T"), voir [21, §17].
De plus, nous notons (:,-); le crochet de dualité entre ces espaces et nous notons en
caractére gras les espaces de fonctions ou distributions vectorielles €°(I') = (€°(T"))? et

2'(l) = (7'())".

Définition 2.4. Soit u : I' — R une fonction infiniment différentiable en xo. Le gradient
tangentiel de u en xp, noté Vru(xp) est unique élément de Ty, I" vérifiant

dix, (§) = 9x (Vru(xo), §), V¢ € TI (2.16)

En adoptant la convention de sommation de l'indice répété, l’expression du gradient tan-
gentiel dans la base locale (wy,ws) est donnée par

Vru(xo) = (Vru)' w;, (2.17a)

I(u o p)

avec (Vru)' = g (z) 5
j

(20). (2.17b)
Ces définitions sont indépendantes du choix de la carte locale ou de I’atlas.

L’élément de surface ds

Soit (e1,e2) une base orthonormée directe de Ty,I' et notons (e}, es) sa base duale
telle que € (e;) = d;;. Nous définissons la 2-forme différentielle sur Ty, I', appelée forme de
surface, par

wx, = €] N é€5. (2.18)

La forme de surface ne dépend pas de la base orthonormée directe choisie. En pratique,
cette métrique de surface se calcule a I'aide de la métrique gy, par

wx, = y/det g(zp) dz1 A dza, (2.19)

ou (dzq,dzg) désigne la base duale de (w1, ws2).

Définition 2.5. Soit u : I'NV — R une fonction infiniment différentiable sur T N'V.
Nous définissons l’élément de surface sur ' NV, noté ds, par

/ uds = % u(X) wx, (2.20)
Irnv rnv

ot - désigne une sous-variété bien orientée. De plus, nous avons

/ uds:/ u(p(z))y/det g(2) dz1dzs. (2.21)
rnv U
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Soit (Ui, Vi, ¢i)i=1,...p un atlas fini de la surface I" et (6;);=1,... , une partition de I'unité
associée aux ouverts (‘/i)i:L...,p- A présent, il est possible de définir 'intégrale du carré
d’une fonction définie sur I' et nous notons

p
fulfe = [ fuf?ds =" [ oiuf s (2.22)
=1 i

2.2.2 Les espaces de Sobolev de frontiere

Rappelons que I' désigne une surface compacte de R? infiniment différentiable. L’espace
des fonctions mesurables de carré intégrable sur I', noté L?(T) et défini par

LAT) = {u:T — R, Jullor < o}, (2.23)

est un espace de Hilbert muni de la norme || - ||o,r. Nous notons L*(I") = (LQ(F))g. Nous
définissons I'espace de Sobolev d’ordre 1, noté H'(T), par

HY(T) = {u € LX), Vru e L)} (2.24)

C’est un espace de Hilbert pour la norme du graphe

2 2 2
lullf r = [Jullo,r + IVrullg e (2.25)
La proposition suivante est une conséquence du théoreme A.18.

Proposition 2.6. L’espace H'(T') s’injecte de facon dense et compacte dans L*(T').

Opérateurs différentiels de surface

D’abord, nous définissons les opérateurs différentiels de surface divp, rotr et rotp, a
partir de la définition du gradient tangentiel.

Définition 2.7. Pour un champ de vecteurs u de €°°(T'), la divergence surfacique de u
sur I', notée divru, est définie au sens des distributions par

(divru, v)p = —/ u- Vo ds, Vo e ¢°(D). (2.26)
T

Définition 2.8. Pour une fonction u de €>°(I"), le rotationnel tangentiel de u, noté rotpru,
est défini par

rotru = Viru X n. (2.27)

Définition 2.9. Pour un champ de vecteurs u de €°(I'), le rotationnel surfacique de u,
noté rotru, est défini par

rotpu = divp(u X n). (2.28)

Proposition 2.10. Pour un champ de vecteurs u € €>°(I"), son rotationnel surfacique
est donné au sens des distributions par

(rotru, v)p = (u, rotprv)p, Voe @) (2.29)
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Définition 2.11 (Opérateur de Laplace-Beltrami). Pour une fonction u € €°°(T"), l’opé-
rateur de Laplace-Beltrami appliqué d u, noté Aru est défini par

Aru = divp (Vpu) = —rotr (I‘Otr’u,) . (230)

Pour une fonction vectorielle u € €°°(1"), l'opérateur de Laplace-Beltrami vectoriel appli-
qué a u est défini par
Aru= Vr(divFu) — rotpr (I‘Otru) . (2.31)

Remarque 2.12. D’apres la définition de divrp, l'opérateur de Laplace-Beltrami scalaire
peut étre défini au sens des distributions par

(Aru,v)p = —/ Vru - Vo ds, Vue &™), Yoe ™). (2.32)
r

Théorie spectrale de 'opérateur de Laplace-Beltrami

La suite de ce paragraphe est une application de la théorie spectrale des opérateurs
non-bornés auto-adjoints & résolvante compacte présentée dans I’annexe A. Nous cherchons
4 identifier les espaces de Sobolev de frontiere H?*(I') avec le domaine des puissances de
lopérateur de Laplace-Beltrami D((—Ar)#). Considérons la forme antilinéaire symétrique
continue et définie positive sur H'(I") définie par

a(u,v) = [ Vru-Vrods+ [ uvds. 2.33
(u,v)
r I

D’apres le paragraphe A.3.1, nous définissons 'opérateur S associé a a, de domaine

D(S) = {u € HYT'), 3¢, >0, Vv € HY(T), a(u,v) < cu||vuo,p}, (2.34)

vérifiant
/F(S’u)@ ds = a(u, v), VueD(S), Voe H(T),  (2.35a)
- /F(—Apu + )T ds, VueD(—Ar), Vue H(T),  (2.35b)

car D(—Ar) C D(S). Puisque a est coercive sur H!(T'), nous pouvons définir la racine
carrée de 'opérateur S et d’apres le théoréeme A.16, nous avons

(i) D(S?) = HY(D),

(ii) pour tous u, v € H'(T'), nous avons
a(u,v) = / S2u S37ds. (2.36)
r

Supposons qu'il existe T : HY(I') ¢ L?(I') — L?(T') un opérateur linéaire non-borné
vérifiant

/TuTads:/s%uS%@ds—/mds, Yu, ve H(D). (2.37)
r r I

Nous sommes dans les hypotheses de 'application A.2.3 en posant B =T et A = —Ar.
Nous déduisons que :

(i) D(—Ar) est dense dans L*(T),
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(ii) —Ar est un opérateur auto-adjoint a résolvante compacte : d’apres le théoréme spec-
tral A.12, il existe une base hilbertienne (e, )neny de L?(T') constituée des fonctions
propres de 'opérateur de Laplace-Beltrami associées a une suite croissante de valeurs
propres réelles positives (t,)nen telles que —Are, = une, et (en, €p>0,r = dnp-

Remarque 2.13. La famille (e,)nen forme une base hilbertienne de L?(T'). Par régularité
elliptique, puisque Are, € L?(T'), il vient que e, € H'(T') et pour tous n, m € N, nous
avons

/ Vren - Vren, ds = —/ Arey, €y ds = pnbnm. (2.38)
I I

Conséquences De cette étude, nous tirons les conclusions suivantes :
(i) T peut étre identifié a la racine carrée de 'opérateur de Laplace-Beltrami (—Ap)%.

(i) Tout élément u € L?(T') peut se décomposer en une série convergente dans L?(I")
dont les termes sont deux a deux orthogonaux

o0
u = Z UpCn, ol up = (U, en)op - (2.39)
n=0

(iii) L’espace H'(T) est un espace de Hilbert muni de la norme du graphe associée & T

o0

lullir =" 1+ pn) [unl, (2.40)

n=0

qui coincide avec celle définie dans I’équation (2.25).

Interpolation des espaces H*(I)

Nous définissons la puissance s > 0 de l'opérateur de Laplace-Beltrami (—Ar)* :
D((—Ar)®) € L*(T') — L*(T") de domaine

D((—Ar)*) = {u e L(D), fj(l + 12 un|? < oo} . (2.41)

n=0

vérifiant (—Ar)®e, = pde, sur I'. Lorsque s = m un entier naturel, par régularité ellip-
tique, l'espace D((—Ar)™) muni de la norme du graphe associée

ullfoapys = D (14 p2%) | ? (2.42)
n=0

coincide avec H?™(T") algébriquement et topologiquement. De plus, pour tout réel s > 0,
la théorie d’interpolation permet d’affirmer que

H*(T') = D((~Ar)?). (2.43)

Par ailleurs, la famille (e, )nen forme une base orthogonale de H*(I'), s > 0. Pour tout réel
s > 0, Pespace dual de H*(T") est identifiable & H~*(T") qui peut étre caractérisé comme
le sous-espace de distributions

H73() = {u e 2'(1), i ph S Jun |? < oo} . (2.44)
n=0
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Nous notons (-, -)r le produit de dualité entre ces espaces, défini par
o0
(u,v)p = Z UpUn, Vue H (), Yve H*(T). (2.45)
n=0

Enfin, pour tout s € R, nous notons H*(T") = (H*(I"))®.

2.2.3 Théorémes de traces

Définition 2.14. Soient u une fonction scalaire de €°°(§2) et u une fonction vectorielle
de € (Q2). Nous définissons la trace v d’une fonction scalaire ou vectorielle par

yu = ulp, ~yu=u|r, (2.46)

les traces normale 7y, et tangentielle v d’une fonction vectorielle par

Yot = (n-u)lr, yu=yu— (yu)n (2.47)
Dans la littérature, nous retrouvons l'opérateur trace vy, également appelé trace tangen-
tielle, défini par
Y= (nx u)|r. (2.48)
De plus, nous avons les identités viu = (yxu) X n et yu= nx (yu).
Remargque 2.15. Les espaces Hi () et Ho(rot, Q) admettent les caractérisations suivantes
[24]
HY(Q) = {u € HY(Q), yu = 0 sur F} , (2.49)
Ho(rot, Q) = {u € H(rot ,2), yu =0 sur I'}. (2.50)
Nous allons énoncer les théoremes de traces classiques. Nous renvoyons le lecteur a
[43] qui traite ces théoremes de traces dans les espaces de formes différentielles, ou plus

classiquement, a [1, 37]. Grace a un résultat de densité (cf. Théoreme (B.3)), 'opérateur
peut-étre étendu de maniére unique en un opérateur linéaire continu et surjectif de H'(Q)

dans H%(F) Plus généralement, v envoie H*(2) dans HS_%(I‘), pour tout réel s > .

Théoréme 2.16. L’opérateur tmce1 Yo peut étre étendu en un opérateur linéaire continu
et surjectif de H(div ,Q) dans H2(T'). De plus, pour tout v € H'(Q), pour tout u €
H(div , ), nous avons la formule de Green

/Q(Vv cu+ odiv u) = (yu, o)1 (2.51)

Corollaire 2.17. L’opérateur u — (n- Vu)|r peut étre étendu en un opérateur linéaire
continu et surjectif de {u € H*(Q), Au € L*(Q)} dans H_%(I‘). De plus, pour tout v €
HY(Q), pour tout u € HY(Q) tel que Au € L*(), nous avons la formule de Green

/Q (Vu - Vo +vAu) = (n- Vu,v)p. (2.52)

Théoreme 2.18. L’opérateur trace v« peut-étre étendu en un opérateur linéaire et continu

de H(rot ,Q)) dans H_%(I‘). De plus, pour tous v € H'(Q) et u € H(rot ), nous avons
la formule de Green

/Q (rotu-v—u-rotv) = (ycu, V). (2.53)
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Cet opérateur n’est pas surjectif de H(rot ,2) dans H*%(F) car l'espace d’arrivée
contient des champs non-tangents a la surface I'. Pour tout réel s > 0, nous introduisons
I'espace des champs de vecteurs de H*(I") tangents & la surface I', noté H(T"), défini par

H/(T) = {u e H*(T"), ypu =0 sur I'}. (2.54)

Par convention, nous notons LZ(T') = HY(I'). En utilisant des arguments de densité et
de dualité, il est possible de démontrer que les opérateurs différentiels tangentiels Vr et
rotp peuvent étre étendus de maniére unique en des opérateurs linéaires et continus de
H*TYT) dans H(T') pour tout réel s > 0, les opérateurs différentiels surfaciques divr et
rotr peuvent étre étendus de maniére unique en des opérateurs linéaires et continus de
H; (T) dans H*(I') pour tout réel s > 0 et I'opérateur de Laplace-Beltrami peut étre
étendu en un opérateur linéaire et continu de H*+2(I") dans H*(T'). Par ailleurs, pour tout
réel s > 0, nous notons HJ (I') 'espace des champs de vecteurs H*(I') normaux a I', défini
par

H)(T) ={ue HT), yu=0sur I'}. (2.55)
Puis pour tout s > 0, nous définissons ’espace H; *(I") par dualité :

H,5(T) = {u € H*(T), (u,v). = 0,¥v € H3(I")}. (2.56)

Enfin, nous introduisons les espaces des champs de vecteurs de H_%(I‘) tangents a la
surface I' tels que leur rotationnel ou divergence surfacique soit dans H -3 ()

_1 _1
H, 2 (rotp, T) = {u € H, (I, rotru € H—é(r)}, (2.57a)

SIS
(S

H, 2 (divp,T) = {u € H, 2(T"), divru € H—%(r)}. (2.57D)

Ce sont deux espaces de Hilbert munis respectivement des normes

lull? 5 =ul?y A+ divea]? (2.58a)
H 2 29 2
¢ ivp,
HUHQ,%( T a2, - + [[rotrul|y p. (2.58b)
¢ rotr,

1 1
Remarque 2.19. L’espace dual du Hilbert H, ?(divp,T") peut étre identifié a H, ? (rotp,T")
via I'espace pivot L*(T") [27]. De plus, si u € H*%(rotp,I‘) alors n X u € Hfé(din,F) et
réciproquement. L’action n X - nous permet de passer d’un espace a ’autre.

1
Proposition 2.20. L’opérateur trace vy« est surjectif de H(rot,Q)) dans H, *(divp,T").

Nous définissons la forme sesquilinéaire
B:€*(1)x€°(T)—C (2.59a)

(u,v) — B(u,v) = /F(n x u) - ((n x V) x n) ds. (2.50D)

Cette forme sesquilinéaire est continue sur €°°(I') x€°(I"). Par densité, elle peut étre éten-
_1 1
due de maniére unique en une forme sesquilinéaire continue sur H, ? (divp,I') xH, *(rotp,I').
1

Ce prolongement définit par ailleurs un produit de dualité entre les espaces H, 2 (divp,T)
1

1 ou (yx-,ye)r 8'il 0’y a pas

et H, 2 (rotr, ') que nous notons V) 1 _1
¢ 2 ( ) {(¥x e >Ht Y (divp,T), H 2 (rotT)

d’ambiguité.
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Théoreme 2.21. L’opérateur trace ¢ peut étre étendu en un opérateur linéaire continu
1

et surjectif de H(rot Q) dans H, ?(votp,T'). De plus, pour tous u et v dans H(rot ),
nous avons la formule de Green

/(rotu- v—u-rotv) = (yu,yv) (2.60)
Q

_1 _1 .
Ht 2 (diVF,F), Ht 2 (rotp,l")

2.3 Décomposition de Helmholtz-Hodge sur une surface rie-
mannienne

Tant en électromagnétisme qu’en élastodynamique ou en mécanique des fluides, la
décomposition de Helmholtz-Hodge est tres souvent utilisée pour découpler le champ de
vecteurs inconnu en une somme de potentiels [8]. En électromagnétisme, elle permet de
réduire les difficultés du traitement de 'opérateur différentiel rot rot apparaissant dans
I’équation volumique du second ordre de Maxwell afin de se ramener a la résolution de
deux équations de Helmholtz découplées, I'une scalaire, I’autre vectorielle.

En 1858, dans son article On integrals of the hydrodynamical equations, which express
vortex-motion, Helmholtz introduisit la décomposition d’un champ de vecteurs u en un
champ irrotationnel et un champ solénoidal

u= Ve + roty . (2.61)
~— ——
champ irrotationnel champ solénoidal

En 1941, Hodge introduisit la décomposition d'une p-forme différentielle w sur une va-
riété riemannienne sans bord, compacte, connexe et orientable M de dimension n. Cette
décomposition [28, 53] généralise celle de Helmholtz a toutes les dimensions et pour des
géométries plus complexes. Soit p un entier naturel tel que p < n. Si d,_; désigne la diffé-
rentielle extérieure d’une (p—1)-forme et 0,41 désigne la co-différentielle d’une (p+1)-forme
alors

w=dp_19 + dpt19 + h, (2.62)

ol h est une p-forme harmonique sur M, c’est-a-dire, h est de classe €2 sur M et Aph =0,
ou 'opérateur de Laplace-Beltrami A, est défini par

Ap = (=1)""""dy 10, + (=1)"6p11dy. (2.63)

Notons H,(M) Pensemble des p-formes harmoniques définies sur M quotienté par 'en-
semble des constantes. La dimension de l'espace H,(M) est un invariant topologique,
appelé p-eme nombre de Betti et noté 3,(M), cf. [25, annexe| par exemple. Pour des géo-
métries particulieres, notamment étudiées par Bochner [12], lorsque £,(M) = 0, il suit que
I'ensemble #H, (M) est restreint au singleton {0}. En vue d’user de la théorie du potentiel
pour les équations de Maxwell, nous nous intéresserons particulierement a la décompo-
sition d'une 1-forme différentielle sur une surface de R? correspondant couramment (en

calcul vectoriel) & un champ de vecteurs défini dans un sous-espace de dimension deux de
R3.

2.3.1 Premiers nombres de Betti et champs harmoniques

Soit M une variété riemannienne compacte et orientable de dimension trois de R3
munie d’une métrique définie positive. Notons O M sa frontiére ; ¢’est une surface compacte
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sans bord de R3. En termes d’interprétation, le Sy d’une variété correspond au nombre de
composantes connexes de cette variété ; le premier nombre de Betti correspond au nombre
de lacets linéairement indépendants non-homotopes a un point que 'on peut définir sur
cette variété et le deuxieme nombre de Betti correspond au nombre de sous-variétés de
dimension deux sans bord, linéairement indépendantes et non-homotopes a un point que
I’on peut définir sur cette variété. La figure 2.2 illustre la définition de ces premiers nombres
de Betti. La proposition suivante donne un caractere suffisant a ce que le premier nombre

>

(a) Bo(M) =1, Bo(OM) =1, |(b) Bo(M) =1, Bo(OM) =2, | (c) Bo(M) =1, fo(OM) =1,
B1(M) =0, p1(OM) =0, p1(M) =0, p1(OM) =0, (M) =1, p1(OM) = 2,
B2(M) =0, f2(OM) = 1. f2(M) =1, B2(OM) = 2. fa(M) =0, f2(OM) = 1.

FIGURE 2.2 — (a) Domaine borné simplement connexe sans « trou », (b) Couronne délimitée
par deux spheéres concentriques, (¢) Tore plein

de Betti de la surface M soit nul. Le groupe de cohomologie H(9M) est alors restreint
au singleton {0}, cf. [21].

Proposition 2.22. 5i M est simplement connexe alors tout 1-champ harmonique défini
sur M est constant et toute 1-forme harmonique définie sur OM est constante sur chacune
des composantes connexes de OM.

En termes de calcul vectoriel, les 1-formes différentielles définies sur M correspondent
aux champs de vecteurs tangents définis sur la surface IM de R3. La différentielle exté-
rieure d’'une 0-forme coincide avec le gradient tangentiel Vp et la co-différentielle d’une
2-forme coincide avec le rotationnel tangentiel rotr.

D=

2.3.2 Décomposition de I’espace H, *(divy, I)

Rappelons que I' désigne la frontiére de classe ¥°° d’un domaine §2 simplement connexe,
situé d’un seul coté de I'. Le théoréme suivant est démontré dans [20] dans le cas particulier
ou I' est difféfomorphe & une sphere.

Théoréme 2.23. Si 5o(I') =1 et 51(I") =0 alors

H, * (dive,T) = Vi (H3(D)/R) @ roty (H3 (I)/R). (2.64)

Remarque 2.24. Cette décomposition reste valable méme si 5p(I') > 1 et si nous notons
R0 Pensemble des fonctions constantes sur chacune des composantes connexes de I, nous
avons

H; ? (divp, T) = Vr (HE(r)/R™) @ rotr (H2(I)/RP). (2.65)
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1 ,

Conséquence Pour tout u € H, ?(divr, '), il existe d’uniques potentiels ¢ € H? (I") /RFo
et ¢ € H%(I‘)/RﬂO tels que

u = Vrp +rotry. (2.66)

_1
De plus, notant I'y, ..., 'y les N composantes connexes de I', la norme sur H, ?(divp,I")

définie dans (2.58a) est équivalente a la norme

N
2 . 2 . 2
u ~y f k flv+k : 2.67
I HHt_%(divF,F) jZI{kllréRHaer 1Hg,pj+k12%RHw 2”;%} (2.67)

2.3.3 Théorie spectrale de 'opérateur de Laplace-Beltrami vectoriel

Nous considérons la base hilbertienne (e, )nen de L?(I') constituée des fonctions propres
de 'opérateur de Laplace-Beltrami associées a la suite croissante de valeurs propres posi-
tives (fin )nen- La décomposition de Hodge-Helmholtz nous permet de déterminer une base

1

hilbertienne de H, 2 (divr,T'), constituée des vecteurs propres de 'opérateur de Laplace-
Beltrami vectoriel.
Proposition 2.25. La famille (rotrey)nen+ @ (Vrem)men+ forme une base orthogonale
de L?(I‘). De plus, les assertions suivantes sont vérifiées :

(i) Arrotre,, = pyprotre, et ApVre, = pu,Vre,, pour tout n € N*,

(ii) pour tous n, m € N*, nous avons

/ rotre,, - rotre,, ds = / Vren - Vrem ds = tndnm, (2.68a)
I I

/ Vre, - rotre,, ds = 0. (268b)
I

Par ailleurs, tout u € LX(T) peut se décomposer en une série convergente dans L?(T") dont
les termes sont deuz a deux orthogonaux

oo

u= Z (u,YVpen + u,’ftrotpen> , (2.69)
n=1
ou, pour tout n € N,
uy = / u- Vre, ds, ulet = / u - rotre, ds. (2.70)
r r

D’autre part, nous avons l’égalité de Parseval

o0
2 2
lulor =" pin (‘u,ﬂ + |uret| ) . (2.71)
n=1
111 est possible de généraliser cette proposition a tous les HJ(I') ainsi qu’a l'espace
H, 2 (divp, T).

Proposition 2.26. La famille (rotre,)nens @ (Vrem)men= forme une base orthogonale

_1
de H, *(divp,T") au sens

B(rotre,, rotre,,) = B(Vren, Vrem) = tnbnm, (2.72)
B(rotpen, Vpem) =0, (2.73)
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pour tous n, m € N*, ou lopérateur B est donné par (2.59a)-(2.59b). De plus, tout

_1
u € H, *(divp,I") peut se décomposer en une série dont les termes sont deuxr & deuz

orthogonaux
o0

u=>_ (u,YVpen + u,’ftrotpen> : (2.74)

n=1

ot, pour tout n € N, les coefficients uy et u't sont donnés par

uz = (u,Vren)r, urt = (u, rotrep)r , (2.75)

1
convergente dans H, ? (divp,I') pour la norme équivalente associée

e 3 2 1
||uH2 =y {(1 + u%) |+ (1 + u%) |u,’f‘-‘|2} . (2.76)
n=1

3 (divp,I")

Remarque 2.27. Une norme équivalente a (2.76) est donnée par (cf. [40, p.244])

(1L
2y o~ > {ud

H, B (dive,D)

"t n : |upet| } (2.77)

n

2.4 Cas particulier de la sphere

Dans cette section, € désigne la boule Br de centre 0 et de rayon R > 0
Q:{xeR3, x| <R}.
Nous introduisons les coordonnées sphériques (r, 6, ¢) d’un élément x € Q définies par

x = (rsin 6 cos ¢, r sin 0 sin ¢, r cos ), (2.78)
pour 7 € (0,R), § € (0,7) et ¢ € (0,2m) et la base orthonormale directe (e,,eg,ey)

e, = (sin 6 cos ¢, sin O sin ¢, cos ), eg = (cos b cos ¢, cos O sin ¢, — sin 9),
e, = (—sin ¢, cos ¢,0).

Les espaces de Sobolev volumiques tels H'(2), H(div ,Q) ou H(rot ,Q) peuvent étre
explicités en exprimant les opérateurs différentiels V, div et rot en coordonnées sphériques.
Pour u € €°°(Q2) et u = (uy, ug, ugy) € €°(£2), nous avons

c _8u +18u n 1 %e

YT e rsing 9¢
10, 10 1 Ouy
divu= r2 or (T UT) + rsin 6 00 (sin fug) + rsing d¢’

rot _ b (8( Ouy) — 6ug)e +1< 1 %—g( ))e
4 g 00 sin g dp ) " r \sinf d¢p Or e

+1(8( )_8UT>
r\or'" " 5 ) ©

Le cas particulier de la sphére a été étudié dans [41, section 2.4] par exemple.
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2.4.1 Meétrique, élément de surface et opérateurs différentiels de surface

Dans toute la suite, la frontiere I' de € désigne la sphére Sg de R3 de centre 0 et de
rayon R :
r={xe® x =R}

En chacun des éléments x € I, la base locale du plan tangent a I' est donnée par (eg, ).
Nous déterminons l’expression de la métrique, de 1’élément de surface, des opérateurs
différentiels de surface. Puisque 0x/00 = Rey et 0x/0¢ = Rsinfey, la métrique g;; est
donnée par la matrice

R? 0
(gl]) = < 0 RQ Sin2 9) ’ (279)
et son inverse est donné par
1
. =) 0
@h=|® | (2.80)
R?sin% 6

Ainsi, nous déduisons ’expression de I’élément de volume

ds = \/det g dfd¢ = R%sin 0 dfd¢, (2.81)

Pour une fonction scalaire u € €°°(I"), d’apres la définition 2.4, le gradient tangentiel de
u sur I' est donné par

ox
20 1 ou 1 Ou
&

Vru =(g”) R90%° T Rsinf 00

(2.82)
0

Pour u € €°(I") et u = (ug,uy) € €*°(I'), les autres opérateurs différentiels définis sur

une surface s’expriment :

1 Ou 1 Ju

tru = = —eyp— —— 2.
rotru = Vru X n Rsin&c‘)gbeg R&G%’ (2.83a)
1 0 1 Ouyg
di =———— (sinf — 2.83b
VT = R sing 60 (sin fug) + Rsinf 0¢’ (2:83b)
1 o . 1 Oug
I'Otl"u = m% (Sln 6’u¢) — RSlneaigb (283C)
Enfin, pour une fonction scalaire u € ¢°°(I"), nous avons
1 0 ou 1 0%u
Aru=———— (sinf— —_— . 2.84
T (Sm ae) T R sin?0 047 (2.84)

Remarque 2.28. Bien que ces expressions soient singuliéres, ces fonctions (scalaires ou
vectorielles) sont infiniment différentiables lorsque u € €°°(T") et u € €>°(T").

2.4.2 Séparation de variables

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer les fonctions propres de 'opérateur de
Laplace-Beltrami dans le cas ou I' est une sphere, appelées fonctions harmoniques sphé-
riques, définies dans [33, 40, 41, 49] par exemple. Pour chaque n € N, nous recherchons les
fonctions u,, € °°(I") a variables séparées

Un(x) = @n(e)\yn(¢)a (285)



2.4. Cas particulier de la sphére

vérifiant le probléme aux valeurs propres —Aru, = (n(n + 1)/R?)u, sur I'. Ce probléme
est équivalent & la résolution du probleme aux valeurs propres —Ag2u, = n(n + 1)u, ou
Ag2 désigne I'opérateur de Laplace-Beltrami défini sur la sphére unité de R?. En utilisant
Pexpression de Ag2 en coordonnées sphériques, puisque u est a variables séparées, les
fonctions ©,, et ¥,, vérifient respectivement

A3, () +m* Uy () =0,

_1 Hdg (sinfdy©,(0)) + (n(n +1)— m” ) ©,(0) =0,

sin sin2 0

pour tout |m| < n; nous notons ¥, ,, et ©,,, de telles solutions. Pour chaque n € N
et m € Z, la solution ¥, ,, est donnée par ¥, ,,(¢) = exp(im¢). Pour déterminer les
solutions ©,, ,,, nous recherchons d’abord ©,, ,,, sous la forme ©,, ,,,(0) = fy, m(cos@) de
sorte que fp n,, satisfasse

2

-2 1 _ !/ m
sin” 6 f; ,,,(cos0) —2cos 0, ,,(cos0) + <sin2 7

—n(n+ 1)) fom(cos@) =0.  (2.86)

En posant t = cos 0, la fonction f,, ., vérifie
2

a—ﬂnaAw—%ﬁm@+<jfﬁ

—n(n+ 1)) fam(t) =0. (2.87)

Cette équation différentielle ordinaire est appelée équation différentielle de Legendre.

Définition 2.29. Le m-éme polynome de Legendre d’ordre n, noté P, ., est défini par

Pon(t) = (1 — 122 (i)mPn(t),

pour tous n, m € N, ou les polynémes P,, sont donnés par la formule de Rodrigues

Ry =G (5) a-er

2nn! \ dt

pour tout n € N. De plus, pour tous n € N et m € Z tel que |m| < n, les polynomes
P, |m|(cos 0) sont les solutions de ’équation différentielle (2.87).

Ainsi, les solutions de I'équation —Aruy, ., = (n(n + 1)/R?*)uy,,, sont les fonctions
de la forme cp P, | (cos 0) exp(im¢) ot les coefficients ¢, ,,, sont constants, pour tous
n € N et |m| < n. Les fonctions sphériques harmoniques sont les solutions du probléme
aux valeurs propres de I’équation de Laplace-Beltrami de norme égale a 1.

Théoréeme 2.30. Les fonctions harmoniques sphériques

Yo (0, 6) = \/ 2”4; L EZ - }Z:;i%mmcos 8) exp(imd), (2.88)

pourn € N et |m| < n, forment une base orthonormale de L*(S?), ou S? désigne la sphére
unité de R3.

Les fonctions harmoniques sphériques sont de classe 4°>°(S?) et forment également une
base orthogonale de H*(S?) pour tout réel s.
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Corollaire 2.31. Soit u € L?(S8?). Alors u admet la décomposition spectrale suivante :

= i i Un,mYn,m (0, ®), dans L*(S?), (2.89)

n=0m=-—n

ot les coefficients spectraux uy , sont donnés par

Un,m —/6 0/¢ w(6,9)Yp.m (0, @) sin 6 dfde. (2.90)

Remarque 2.32. Comme la famille (Y;, )nm est orthogonale dans L*(S?), les coefficients
spectraux ainsi définis vérifient

|un,m|2 < HUH37327 VneNetme Z, \m| <n.

2.4.3 Décomposition spectrale dans L?*(0)
Considérons u une fonction de L?(£2). Pour presque tout 0 < r < R, u admet une trace
u(r,-,-) € L?(S?). En effet,
ue L2(9Q) <:>/i lu(r, )2 g2 v dr < oo, (2.91)
= ||Ju(r, -, -)Hasg < 00, p.p. tout 0 < r < R. (2.92)
Partout ou cette trace existe, d’apres le corollaire 2.31, nous avons

u(r,8,¢) = Z Z Un,m (7)) Ynm (6, 0), dans L?(S?), (2.93)

n=0m=-—n

ot les coefficients spectraux uy, ,(r) sont donnés par

Up,m (T /9 0/¢ u(r, 0, 0)Yn.m(0, ) sin 6 ddde, (2.94)

pour presque tout 0 < r < R. Il suit directement que

(r,0,¢) = Z Z U (1) Youm (0, ), dans L*(Q). (2.95)

n=0m=-—n

En effet, pour presque tout 0 < r < R et pour NV € N, si nous notons

2
o= [, [
0=0 J =0

N n
w(r,0,0) = > > tnm(r)Ynm(0,0)| sinfdéde,
n=0m=-n
alors d’apres l'identité (2.93), la suite (/) converge simplement vers 0 pour presque tout
0 < r < R lorsque N — 4o00. De plus, comme la somme tronquée correspond a une
projection orthogonale dans L?(S?), nous avons

In(r </ / u(r,8,6)%sin 0 dd = ||u(r, -, )| sz € L1 (0, R), (2.96)
=0 J =0 ’

d’apres I'expression (2.91), ou l'espace & poids ng(O, R) est défini par

L1,(0,R) = { . (0,R) — C, / Y r? dr < oo} (2.97)

Donc, d’apres le théoreme de Lebesgue, Iy converge vers 0 dans Lig (0, R) donc la décom-
position (2.95) est justifiée.

Remarque 2.33. La suite de fonctions (un, m (r)Ysm (6, @))n,m forme une famille orthogonale
de L%(Q).
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2.4.4 Base spectrale de 1’espace des champs tangents

Compte-tenu du travail effectué dans le paragraphe 2.3.3, nous déterminons une base
hilbertienne de I'espace des champs tangents de LZ(S2), cf. [40, section 9.3.3].

Corollaire 2.34. Les fonctions vectorielles harmoniques sphériques

1 1
—Vs2Y, et — ———=rots2Y, 2.98
n(n+1) &% n,m n(n+1) 5% Sn,m (2:98)
pour n € N* et m = —n,...,n, forment une base orthonormale de Lt2(82).

Les fonctions harmoniques sphériques vectorielles sont de classe €°°(S?) et forment
également une base orthogonale de H$(S?) pour tout réel s.

_1
Proposition 2.35. Soit u € H, ?(divs2,S?). Alors u admet la décomposition spectrale
sutvante :

o0 n

0.6)=>" > {un Vs Yam(0,0) + uilh rots:Y,m(0,0) ), dans H, 2 (divge, 52),

n=1m=-n

(2.99)
ou les coefficients spectrauz uZm et uplh, sont donnés par
1
uy = ———— (1, VeYym) 1 1 (2.100a)
’ n(n+1) H, 2 (divg2,82),H, 2 (rotg2,82)
rot (u,rots:Y, ) (2.100Db)

U = — 1 1 .
T 7’L(7’L + 1) H, 2 (divg2,582),H, ? (rotg2,52)

1
Remarque 2.36. Pour u € H, ?(divg:, S?), sa norme issue de l'interpolation est équivalente

a
2 / \Y
|| HH_Q(le QSQ)NHEZ:{ n+1 ‘ nm‘ n_|_1)

2.4.5 Décomposition spectrale dans H(rot , ()

rot 2
uret |7t (2.101)

Considérons u une fonction de H(rot , §2). Pour presque tout 0 < r < R, u admet une
1

trace tangentielle yxu(r,-,-) € H, 2(divgz2, S?). Partout ol cette trace existe, d’apres la
proposition 2.35, nous avons

7><U r,0, Qb Z Z { vS2Yn m(9 (;5) +u2§n(r)r0tS2Yn,m(97¢)}a
n=1m=-—n

1
dans H, ?(divs2,S?), (2.102)

v

ott les coefficients spectraux u,y ,(r) et uy, () sont donnés par
7

UZm(’F) = <’}/><U(’r’, K ’)7 V‘5‘2}/71,m> _ (2103&)

1 _1
2 (divg2,82),H, 2 (rotg2,82)

rot

un,m(r) = <")/><U(T, ) ’)7 rOtS2Yn,m (2103b)

1 1 .
Ht 2(leSQ,S ),H, (rot52,$2)

pour presque tout 0 < r < R.
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Chapitre 3

Résultats d’existence, d’unicité et
de régularité des solutions des
problemes de Helmholtz et de
Maxwell

Soit D un domaine borné simplement connexe de frontiere I' infiniment différentiable
tel que D soit situé d’un seul c6té de I'. Nous notons €2 le complémentaire de D dans R? et n
le vecteur normal unitaire dirigé vers ’extérieur de D. Nous supposons que () est connexe.
Dans ce chapitre, nous allons établir I’existence et 1'unicité d’une solution E, H € H(rot, §2)
telle que E = E! + E* et H = H® + H® au probléme extérieur de I’électromagnétisme

rot E° — iwpgH® =0, dans Q, (3.1a)
rot H® + (iweg — 0)E® = J, dans Q, (3.1b)
nxE*=—nxE, sur T, (3.1c)

ot les champs incidents E* et H' € €°(R?), le terme source J € €°(Q), la fréquence
w > 0 est constante, les grandeurs €y et pg sont constantes, respectivement égales a la
permittivité et & la perméabilité du vide et la conductivité o est constante et strictement
positive. Nous notons x le nombre d’onde complexe défini par (1.6a)-(1.6b) et vérifiant

J(k) > 0. (3.2)

Dans la premiere section, nous rappelons les résultats d’existence et d’unicité de solutions
de I’équation de Helmholtz dans I’espace libre (voir [31] par exemple) puis en domaine ex-
térieur. Dans la seconde section, nous détaillons la démonstration de ’existence et I'unicité
de solutions du probléme de Maxwell présenté ci-dessus.

3.1 Existence, unicité et régularité de la solution du pro-
bleme de Helmholtz

3.1.1 Fonction de Green de I’équation de Helmholtz

Considérons I'équation de Helmholtz scalaire dans I’espace libre
—Au — K*u = f, dans R, (3.3)
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de Helmholtz et de Maxwell

ot f € L?(R?) est & support compact et disjoint de Iorigine et x € C avec J(k) > 0.

Remarque 3.1. Lorsque k est réel, ce probléme est mal posé car ne donne aucune infor-
mation sur le comportement a I'infini de la solution recherchée u. En fait, nous perdons
I’unicité du probléme et nous confrontons a la causalité ou ’anti-causalité de la solution re-
cherchée : le probléme est-il direct ou rétrograde ? Il existe plusieurs manieres de retrouver
la notion de causalité [31] dans I'espace de Sobolev H|. (R3), par exemple :

— le principe d’absorption limite qui consiste a ajouter un frottement id au nombre
d’onde k dans 1’équation de Helmholtz (3.3) afin d’assurer la coercivité de la forme
bilinéaire associée a la formulation variationnelle du probleme et passer a la limite
lorsque § — 0T,

— ou encore imposer que u vérifie la condition de rayonnement & I'infini de Sommerfeld

(x| (5 — in) < 2 (0x). (3.4)

|x|—-+o0 J|x|

avec y(|x|) — 0 lorsque |x| — +oo.

Si u est une solution de I’équation de Helmholtz définie a I’aide d’une de ces deux manieres,
nous dirons que la solution est sortante.

Dans le cadre de ce stage, nous supposons que ’hypothese (3.2) est vérifiée.

Proposition 3.2. Soit k € C tel que J(r) > 0. Une solution fondamentale G, : R3\
{0} — C de l’équation de Helmholtz

—AG,. — k*G,. = by, dans R3, (3.5)
ot &g désigne la masse de Dirac en 0, est donnée par

_ exp(ir|x|)

Gr(x) = (3.6)

47| x|
Remarque 3.3. Si J(k) > 0, la fonction G est de classe €>° dans R3\ {0} et appartient
A la classe des fonctions LP(R3) pour tout p € [1,3). En effet, la fonction G, est exponen-
tiellement décroissante a U'infini (car J(k) > 0) et admet une singularité d’ordre 1/r en 0;
I’élément de volume étant donné par 72 sin @ ddde¢, la fonction G, est LP-intégrable si et

seulement si p — 2 < 1. En outre, son gradient VG, appartient a la classe des fonctions
L?(R?) pour tout p € [1, 3).

Démonstration de la proposition 3.2. La fonction G, est un élément de 2'(R3) car G, €
LY (R3). Soit ¢ € €>°(R3), calculons —AG, — k%G, au sens des distributions :

_ 2 T 2
< AG, — k GK’(’0>R3 ;1_% (o) Gk (Ago +K cp) dx.
D’apres les formules de Green (2.52) et (2.51), notant n = —x/|x|, nous avons

<—AGH — K2, %0>R3 = —lim </{|X>s} (AGH i K?(;R) o dx

e—0

+ {Gnan@ - (anGn) ‘P} dSX> )
{Ix|=¢}

= lim {(OnGr) ¢ — GOnp} dsy,

e20/{|x|=¢}
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car AG,. + k?G,; vaut 0 hors de I'origine. Puisque ¢ est infiniment différentiable, ¢ admet
un développement de Taylor et nous avons

2(x) = (0) +O(x]) et [Vo(x)| = O(1) = dup(x) = O(1),  lorsque x| = 0.

De méme, la fonction G vérifie

Gi(x) =0 ( ! ) et OnG(x) L +0 (‘)1(’) , lorsque |x| — 0.

x| ~ 4nx?

Il suit que

(~AGx — K2Gp,0)_, = lim {/ 90(0)2 dsy — / o) <1> dsx} 7
R3  e=0 | J{|x|=c} 47T|X| {|x|=¢} |X|

T 2

:/ / @sianngb,
0=0Jp=0 4w

= ¢(0)

O]

Pour x € R, la fonction G est également la fonction de Green sortante de 1’équation
de Helmholtz.

Proposition 3.4. Une solution u,, de l’équation de Helmholtz (3.3) est donnée par

g = Gy * f, (3.7)
ot * désigne le produit de convolution au sens des fonctions.
Démonstration. 11 suffit de remarquer que
—Au, — Kuy, = (—AGH — I€2G,$> xf=200% f=Ff. (3.8)
O

Proposition 3.5. Lorsque J(k) > 0, la solution de l’équation de Helmholtz dans l’espace
libre définie par (3.7) appartient ¢ H?(R3).

Démonstration. D’apres I'inégalité de convolution de Young généralisée,
u, = G x f € L*(R3), (3.9)

car G, € LY(R3) (remarque (3.3)) et f € L*(R3). De plus, Au,, = —r?u, + f € L?(R?)
donc, d’apres la proposition B.7, u, € H?(R?). O

Proposition 3.6. Si k € R*, la solution de I’équation de Helmholtz dans [’espace libre
définie par (3.7) appartient a LS(R3) N HZ (R3).

loc

Démonstration. Puisque nous avons

k| < Go x| f], (3.10)

nous allons démontrer que le membre de gauche est dans ’espace souhaité. Remarquons
d’abord que puisque f € L?(R3) est a support compact, alors |f| € L*(R3) N LY(R3).
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Considérons x une fonction de troncature qui vaut 1 dans un voisinage de I'origine, 0 dans
un voisinage de l'infini et décomposons Gy * | f| sous la forme

Go * |fl = xGo x| fl+ (1 = x)Go * | f]. (3.11)

Comme xGo appartient a L%(RE‘) et |f| & L?(R3), d’aprés I'inégalité de convolution de
Young,
xGo * | f| € LS(R?). (3.12)

De méme, puisque (1 — x)Go appartient & LS(R3) et |f| & L*(R3), d’aprés I'inégalité de
convolution de Young,
(1—x)Go *|f] € L}(R?). (3.13)

Nous déduisons que u,, appartient a L°(R3), puis, d’aprés la proposition B.7, u, € H%C(R:s).
O

Nous adoptons la définition isométrique de la transformée de Fourier, & savoir, si u €
L?(R3) alors

a(€) = — x) exp(—ix - €) dx 3
66) = oy [ u0enp(-ix- . Ve R

Proposition 3.7. Si J(k) # 0, la transformée de Fourier de la fonction de Green G,; est

donnée par
1
€)= 5 : V€& e RS (3.14)
(2m)2 (|€? — &2)

Démonstration. En appliquant la transformée de Fourier a I'équation (3.5), puisque la
transformée de P;ourier de la masse de Dirac tridimensionnelle est égale a la fonction
constante 1/(27)2, il vient que

)

(1&P - #2) Gale) (3.15)

et nous obtenons I'identité attendue. O

Remarque 3.8. Le facteur |£€|?— 2 ne s’annule pas lorsque x ¢ R. Lorsque k € R, I'équation
(3.15) ne détermine pas G,. Cette question a été traitée dans [2].

3.1.2 Existence et unicité de la solution du probléme extérieur

Rappelons que Q = R3\ D désigne le domaine extérieur simplement connexe de frontiére
I' infiniment différentiable tel que 2 soit situé d’un seul c6té de I'. Considérons I’équation
de Helmholtz scalaire dans €2 avec une condition aux limites de Dirichlet homogene

—Au — K*u = f, dans Q, (3.16a)
u =0, sur T, (3.16b)

ot f € L?(Q) est a support compact et x € C avec J(x) > 0.
Nous rappelons le théoréeme de Lax-Milgram [29, p.22] qui permet de démontrer 1’exis-
tence et I'unicité de solutions d’équations aux dérivées partielles.
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Théoréme 3.9 (Théoréeme de Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert réel ou com-
plexe. Soit a une forme sesquilinéaire continue sur H. St a est coercive sur H, i.e.,

la(v,v)| > aljv||3, VoveH,

alors pour toute forme antilinéaire f : H — C continue sur H, il existe un unique élément
u € H tel que
f(v) = a(u,v), VveH.

Nous définissons la formulation variationnelle associée au probleme (3.16a)-(3.16b) qui
consiste & chercher u € H}(Q) vérifiant

/Vu-V@dx—mQ/uﬁdx:/fﬁdx, Yo e H Q). (3.17)
Q Q Q

Proposition 3.10. Le probléme qui consiste a chercher u € HY(Q) vérifiant les équations
(3.16a)-(3.16b) est équivalent au probléme qui consiste a chercher u € H}(Q) vérifiant la
formulation faible (3.17).

Démonstration. Premiére implication. Supposons que u € H&(Q) vérifie les équations
(3.16a)-(3.16b). Alors nous avons

/Vu-V@dx—mz/uﬁdx:/fﬁdx, VoeEQ).
Q Q Q

Puisque €°(f2) est dense dans H{(£2), pour tout v € H} (), il existe une suite (v, )nen
telle que v, € €>°(f2), pour tout n € N, qui converge fortement vers v dans H}(Q2). En
particulier, elle converge faiblement vers v dans H{(€2), donc par continuité de la forme
sesquilinéaire

/Vu-V@dx—mz/uﬁdx:/fﬁdx, VUEH&(Q).
Q Q Q

Seconde implication. Supposons que u € HE(Q) vérifie la formulation faible (3.17). En
particulier,

/VU‘V@dX—KQ/u@dX:/f@dX, Vve ),
Q Q Q
car €>°(12) est inclus dans H{(€2). Cela est équivalent, au sens des distributions, &
—Au—r*u=f dans 2'(Q).
O

Théoréme 3.11. Il existe un unique u € H} () vérifiant le probleme extérieur de Helm-
holtz (3.16a).

Remargue 3.12. La condition aux limites (3.16b) est contenue dans I'espace H3 ().

Démonstration. 1l suffit de démontrer ’existence et 'unicité d’une solution de la formu-
lation faible. Notons a la forme sesquilinéaire sur Hg (§2) définie par

a(u,v):/Vu‘V@dx—RQ/u@dx
Q Q
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et £ la forme antilinéaire continue sur H}(Q) définie par

0(v) = /Q o dx.

La forme sesquilinéaire a est continue d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz et coercive
sur H (). En effet, notant 6, ’argument du nombre complexe k = || exp(if), pour tout

u € HE(Q), nous avons
exp (2 (;T - 0H>> a(u,u)

>R {exp <z (;r - 9,{>> a(u,u)} ,
> sin 9,4/ |Vu|? dx — R {52 exp (z (W — 9R>)] / |u|? dx,
) 2 Q
> sin 6, (/ \vqudmey?/ ]u!de),
Q Q

donc, puisque 6, € (0,7), a est coercive. D’apres le théoréme de Lax-Milgram, il existe un
unique u € HE(Q) vérifiant a(u,v) = £(v) pour tout v € HZ (). O

|au, u)| = ,

3.1.3 Unicité de la solution pour des nombres d’onde réels

Lorsque x admet une partie imaginaire strictement positive, I'unicité de la solution
est donnée par le théoréme de Lax-Milgram. Nous présentons une méthode qui permet de
démontrer 'unicité de la solution lorsque x est réel s’appuyant sur le lemme de Rellich,
cf. [17].

Lemme 3.13 (Lemme de Rellich). Soitu € H'(Q) une solution de I’équation de Helmholtz
homogéne —Av — k?>v = 0 dans Q vérifiant la condition de rayonnement d Uinfini de

Sommerfeld (3.4) et telle que

lim [v|? dsx = 0.
P00 J|xl=p}

Alors v = 0 dans .
Le résultat d’unicité est le suivant :

Proposition 3.14. Pour k € R*, le probléme extérieur de Helmholtz (3.16a)-(3.16b)
admet au plus une solution sortante.

Démonstration. Soient u et v sont deux solutions du probleme de Helmholtz (3.16a)-
(3.16b) vérifiant la condition de rayonnement a l'infini de Sommerfeld. Alors w = u — v
vérifie 'équation de Helmholtz homogene —Aw — k%w = 0 dans €2, la condition aux limites
w = 0 sur I' ainsi que la condition de Sommerfeld. Soit p > 0 tel que R3 \ Q soit inclus
dans B, la boule ouverte de centre 0 et de rayon p et notons 2, = 2N B,. En choisissant w
comme fonction-test dans la formulation variationnelle et utilisant la condition aux limites
sur I', nous avons

0:—/ Aw + w*w @dx:/ |Vw|? — k2w dx—/ (Onw)w dsy.
A A )5 e

p p
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Donc

/ Vw2 — k2|w)? :/ (On)T dsy,
o {Ixl=r}

= / (8rw—mw)ﬁdsx—|—m/ lw|? dsy.
{IxI=r} {IxI=r}

Nous prenons la partie imaginaire de part et d’autre de I’égalité et comme x € R*, nous

obtenons
J </ (er—mw)wdsx> —i—n/ lw|? dsx = 0,
{IxI=p} {Ix|=p}

et puisque w vérifie la condition de rayonnement a l'infini de Sommerfeld, en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous déduisons que

/ lw|? dsy = 0, lorsque p — +00.
{Ix|=p}
D’apres le lemme de Rellich, w = 0 dans Q donc u = v. O

3.1.4 Existence de solutions pour des nombres d’onde réels

Lorsque k est réel, la forme sesquilinéaire a définie lors de la démonstration du théoréeme
3.11 n’est pas coercive, mais nous pouvons utiliser la théorie de Fredholm ou un principe
d’absorption limite pour démontrer 'existence et 1'unicité d’une solution au probléeme
extérieur de Helmholtz. Dans ce paragraphe, nous présentons une telle démonstration due
a Phillips [50, pp.152-160]. Elle consiste a considérer le probléme extérieur comme une
perturbation du probléme dans I’espace libre et a se ramener & un probleme auxiliaire qui
consiste a chercher un terme source pour lequel il est possible de construire une solution
du probleme initial. Le probleme auxiliaire est associé a une perturbation compacte de
I'identité et entre dans le cadre de la théorie de Fredholm.

Proposition 3.15. Pour k € R*, le probléme extérieur de Helmholtz (3.16a)-(3.16b)
admet ezactement une solution.

Démonstration. Considérons p un réel strictement positif tel que le support du terme
source et I' soient inclus dans la boule B, de centre 0 et de rayon p et posons

Q,=0QnNB,. (3.18)

D’aprés la proposition 3.4, pour tout g € L?(R?) a support compact et disjoint de I’origine,
une solution sortante de 1’équation de Helmholtz —Av — k?v = ¢ dans 'espace libre R3
est donnée par

vg=Gr*g. (3.19)

D’apres la remarque 3.6, vy € HI%C(R?’). Nous effectuons un relevement de v, et considérons
hy € HY(,) vérifiant

Ahg —ik*h, =0, dans Q,,, (3.20a)
hg = vy, sur T, (3.20b)
hg =0, sur {x ER3 |x| = p} . (3.20c)
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Considérons x une fonction de troncature a support compact dans B, qui vaut 0 dans un
voisinage de {x € R3, |x| = p}, 1 dans un voisinage de I' et posons

ug = vg — xhyg dans €, (3.21)
Ug = Vg dans R? \ B,. (3.22)
La fonction u, est bien définie dans €2 et vaut 0 sur I'. Il s’agit de rechercher g tel que ug4 soit

solution de 1’équation de Helmholtz —Au — x?u = f dans €. Le probléme (3.16a)-(3.16b)
est équivalent & rechercher g € L?(R3) & support compact dans Q, tel que

~Auy — K*ug =g —Tyg = f, oit Tg = —2Vx - Vhy — (k2(i + 1)x + Ax)h,. (3.23)

L’opérateur T, est linéaire et continu de L%(f2,) dans L?*(Q,). De plus, T est compact.
En effet, considérons g € L*(R3) & support compact dans §,. Alors glq , € L*(Q,) et

L2(Q) — H'(Q,) — H'(Q) — H([) — H'(Q,) — L*(Q)
continu compact continu continu continu
g]Qp — Ug|Qp — vg|Qp — (yvg)lr — hg —  Tkg.
Donc T}, : L3(Q,) — L*(12,) est compact pour p suffisamment grand. D’apres I'alternative
de Fredholm (c.f. A.2), il suffit de montrer 'injectivité de I'opérateur I —T); pour assurer sa

bijectivité. Soit g € L?(IR?) & support compact dans Q, tel que T,g = g. Alors la fonction
v définie par (3.19), vérifie ’équation

Avlg, + m2v|gp =g = —A(xh) — k*xh, dans Q,, (3.24)
ou h est I'unique solution de (3.20a)-(3.20c). Donc ¢ = v — xh est une solution sortante
du probleme

Ap + k2o =0, dans €, (3.25a)
v =0, sur I'. (3.25b)

Remarquons que ¢ vérifie la condition de Sommerfeld a I’infini car ¢ = v dans un voisinage
de l'infini et v la vérifie (la solution définie par (3.19) est sortante). D’apres le théoreme
d’unicité, il vient que ¢ = 0 dans 2. En particulier, h coincide avec v dans un voisinage
de T. Ainsi, la fonction z définie comme suit est un élément de H'(B,)

z =0, dans D,

z=h, dans 2,.

Elle vérifie au sens des distributions

Az+(z=0, dans B,, (3.26a)
z =0, sur {x €R3, |x| = ,0} , (3.26b)
ou ¢ = k% dans D et ( = —ik? dans 1,. En prenant z comme fonction-test dans la

formulation variationnelle associée au probleme (3.26a)-(3.26b), nous obtenons
/ V2P = ¢|z? dx = 0. (3.27)
B,
En prenant la partie imaginaire de I’équation ci-dessus, comme 2 € R}, il suit

/ |z dx = 0, (3.28)

P
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donc h = 0 dans €, puis

g = —A(xh) — x*xh = 0. (3.29)
La bijectivité de I — T entraine alors l'existence d’une solution u € L?(2) N HY ()
(d’apres la remarque 3.6) du probleme (3.16a)-(3.16b). O

3.1.5 Régularité des solutions

Ce premier résultat est un corollaire de la proposition B.8.

Corollaire 3.16. Siu € HL _(Q) vérifie ’équation de Helmholtz homogéne Au — k*u = 0
dans Q alors u € €°°(R2) et nous avons

[wllm, k" < em i ||wl|o,x VK' C K compacts de Q, Vm e N, (3.30)
tels que K' soit inclus dans louverture de K.

Corollaire 3.17. Si f € H' () est a support compact dans €2 alors la solution de
I’équation de Helmholtz (3.16a)-(3.16b) appartient d la classe des fonctions H"2(Q).

Corollaire 3.18. Si f € €°°(Q) est a support compact dans Q alors la solution de l’équa-

tion de Helmholtz (3.16a)-(3.16b) appartient a la classe des fonctions €°°(€2).

Nous énoncons des résultats similaires sur les solutions du probléme de Helmholtz en
domaine (ouvert) borné qui sont issus de [37].

Corollaire 3.19. Si u € H}(D) vérifie l’équation de Helmholtz homogéne Au — k*u = 0
dans D alors u € €*°(D) et nous avons

lwllm,x < cm kllullo,ps V K compact de D, Vm e N. (3.31)

Corollaire 3.20. Si f € H™(D) alors la solution de l’équation de Helmholtz —Au—r*u =
f dans D, munie de la condition aux limites u = 0 sur I', appartient a la classe des
fonctions H™2(D).

3.2 Existence, unicité et régularité de la solution du pro-
bléeme de Maxwell

Il est naturel de choisir des termes source réguliers en vue d’une application en si-
mulation numérique ou afin d’étre représentatif de ce que nous cétoyons dans la nature.
Toutefois, le cadre théorique, et plus précisément le théoreme de trace tangentielle, nous
permet d’étendre notre catégorie de données de bord a des fonctions moins réguliéres,

1

appartenant a la classe des fonctions H, ?(divr,I"). La définition de cet espace est donnée
par (2.57b). Nous considérons le probléme extérieur du second ordre de Maxwell : chercher

E € H(rot ,2) vérifiant
rot rot E — x%E = iwpuol, dans Q, (3.32a)
nx E=A, sur T, (3.32b)
ou le terme source J € H(div ,Q) est & support compact dans €, n désigne le vecteur

1

normal unitaire dirigé vers l'extérieur de D et XA € H, ?(divr,T'). Le champ magnétique
H peut étre déduit du champ électrique a partir de I'identité

H:

rot E, dans Q. (3.33)

iwho
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Par ailleurs, le champ H vérifie la condition aux limites

1 1 1
——,(rot E) = ——rotp(1E) = ———rotp(n x yxE) = —-
iwpo iwko WO iwho

n-H=

divpA. (3.34)
Dans la suite, sauf en cas d’indication contraire, le nombre d’onde k est défini par

- (60 + 13) Low?, (3.35a)
I(k) >0, (3.35h)

ol la permittivité du vide €g, la perméabilité du vide pg et la conductivité o trois constantes
strictement positives.

Remarque 3.21. Le choix de la régularité H(div ,€) a support compact pour le terme
source J est justifié par la loi de conservation de la charge (en régime harmonique) dans
un milieu conducteur, donnée par

o
(iw - ) o=divJ, (3.36)
€0
otl o désigne la densité de charge. La fonction g est naturellement un élément de L!(2)
(& support compact) mais, afin de conserver notre cadre variationnel, il faut supposer que
0 € L?(2). De plus, la loi de Gauss, donnée par

divE=2, (3.37)
€0
nous amene a rechercher des solutions du probléme extérieur de 1’électromagnétisme dans
I'espace H(rot , Q) N H(div , Q) plutét que dans H(rot , ).

Remarque 3.22. Lorsque k est réel, le probléme (3.32a)-(3.32b) est mal posé car il ne
donne aucune information sur le comportement a l'infini de la solution recherchée. Pour
retrouver la notion de causalité dans ’espace H(rot, Q) NH(div, §2), nous pouvons utiliser
la condition de rayonnement & l'infini de Silver-Miiller

lim |x|(rot E x x —ikE) =0, uniformément en X, (3.38)
[x| =400
oux = ﬁ Comme pour I’équation de Helmholtz, il est aussi possible d’utiliser un principe

d’absorption limite [31] pour remédier au caractére mal posé du probléeme dans 'espace
libre.

Cette section est dédiée a l’existence, I'unicité et la régularité des solutions du probléme
extérieur de I'électromagnétisme. Dans un premier temps, nous déterminons la solution
fondamentale (ou tenseur de Green) des équations de Maxwell dans l'espace libre [31] .
Dans un second temps, nous étudierons l’existence et 'unicité du probleme extérieur de
Maxwell présenté ci-dessus.

3.2.1 Solution fondamentale des équations de Maxwell dans 1’espace
libre

Dans ce paragraphe, nous considérons ’équation du second ordre de Maxwell dans
I'espace libre R? qui met en jeu le champ électrique E, donnée par

rotrot E — x’E =F, dans R?, (3.39)
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oit F € H(div ,R3) est & support compact disjoint de I'origine et le nombre d’onde & est
tel que J(k) > 0. Nous allons expliciter un tenseur G : R3 — Ms343(C) tel que

E=G=«F, (3.40)

ou le produit de convolution est interprété au sens suivant : si A = (a; ;) est une matrice
carrée de dimension d et u un élément de R alors

d
(Axu), = Z Qg j * Uj, (3.41)
j=1
pour tout ¢ = 1,...,d. Rappelons que la fonction de Green de I’équation de Helmholtz est

donnée par G(x) = exp(is|x|)/(4m|x|), voir le corollaire 3.2. Le résultat suivant est issu
de [31, section 4.2.2] :

Proposition 3.23. Une solution E, de l’équation du second ordre de Mazwell (3.39) est
donnée par

1
E.=G.*F+ ?Vdiv (G % F), (3.42)

ot * désigne le produit le convolution, composante par composante, au sens des distribu-
tions.

Démonstration. En appliquant Vdiv & ’équation (3.39), nous obtenons
. 1 .
VdivE = ——VdivF. (3.43)
K
D’apres 'identité rot rot E = —AE + Vdiv E, il vient que
2 1 .
—AE—-+x"E=F+ S VdivF. (3.44)
K

Nous utilisons la proposition 3.4 et I'identité G, *VdivF = Vdiv(G,*F) pour conclure. []

Remarque 3.24. Si J(k) > 0 nous pouvons passer par la transformée de Fourier sur I’équa-
tion (3.39). Nous avons

~£x (6xE) - wE=F, dans R?. (3.45)

Cette équation a du sens dans I’espace des distributions tempérées S’(R3) [48, chapitre 7].
A ¢ € R?\ {0} fixé, nous décomposons E(£) en une somme orthogonale

E(e) = (é, B©) g+ (g <BO) < &

expression équivalente a
€7E(e) = (¢ E(¢)) €+ (¢ X E©) x &

De I’équation (3.45), nous déduisons que
E.gz_fﬁ.g et (5><E>><£:IA:+HQE.
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Donc 1

(Iel* —#*) B©) = F&) - 5 (F(©)-€) & £ER’. (3.46)
D’apres 'expression de la transformée de Fourier de la fonction de Green de Helmholtz
(3.14), il vient que

= 3
2

E(©) = (20)* (F©) - 5 (F(©) ) ¢) Guo) g

Enfin, en utilisant les propriétés de la transformée de Fourier et de la transformée de
Fourier inverse, nous obtenons

E(x) = Fx G.(x) + %Vdiv (FxG) (x), x € R3.
K

Proposition 3.25. Si J(k) > 0 et F € H(div,R3) est a support compact alors la solution
E,. du probléme (3.39) appartient d la classe des fonctions H' (rot ,R3) N H(div ,R3).

Démonstration. Réécrivons 'expression de E, sous la forme
1
E.(x) = G * F(x) + 5V (G + div F) (x). (3.47)
K

Le champ E, appartient a L2(R3) d’apres l'inégalité de convolution de Young car G, €
LY(R3) (car 3(k) > 0), F € L%(R?) & support compact,VG, € LY(R3) et div F € L?(R?).
De plus, nous avons

rot E.(x) = G, * rot F(x). (3.48)

Le rotationnel de F n’étant a priori pas un élément de L%(R?), le produit de convolution *
doit étre interprété au sens des distributions. En travaillant composante par composante,
nous renvoyons les dérivées portant sur les composantes de F sur G, qui, elles, sont des
éléments de L'(R3). Ainsi, nous obtenons que rot E,. appartient a4 L?(R3). Enfin, nous
avons

1
div E, (x) = ——div F(x), (3.49)

car —AG, = k%G, + 09, d’ou div E, appartient & L?(R3). D’apreés le théoréme B.10,
E. € H'(R?). (3.50)

De plus, rotrot E, = F + x2E,. € L>(R?) donc rot E, appartient & H(rot, R?). Par ailleurs,
div rot E, = 0 donc rot E;, appartient & H(div ,R?). Toujours d’aprés le théoréme B.10,

rot E, € H!(R?). (3.51)

Par définition, il suit E, € H(rot , R?). O

Proposition 3.26. Six € R*, la solution E, du probléme (3.39) appartient o H. .(rot, R®)N
Hio (div 7R3)-

Démonstration. Notons respectivement (E.);=1 23 et (F;)i=1,23 les composantes de E, et
F. Pour ¢ = 1,2, 3, puisque nous avons

. 1
‘E; < Go * |Fi| + —5 |04, Gl  |div F|, (3.52)
KR
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la proposition 3.6 implique que le premier terme de ’expression précédente est un élément
de LS(R3). D’autre part, décomposons le second terme sous la forme

|02,G | * |div F| = (x |0z,Gk]) * |div F| + (1 — x) |0z, G| * |div F|, (3.53)

ou y désigne une fonction de troncature qui vaut 1 dans un voisinage de 'origine et 0 dans
un voisinage de I'infini. D’apres 'inégalité de Young, comme F € L2(div,R3)NL!(div,R3),
nous avons

X |02,Gy| € L'(R?) et |div F| € L*(R*) = x [0y, Gx| * |div F| € L*(R?),
(1= xX)|02,Gx| € L*(R®) et [div F| € L'(R?) = (1 — x) |05, G| * |div F| € L*(R?),
et ce pour tout i = 1,2,3. Donc E, € L _(R?). De méme, nous pouvons montrer que E,

appartient & Hjoc(rot, R3) N Hy,.(div, R?) et d’apres le théoreme B.11, E,, € HL (R?). Par
ailleurs, nous avons

rot E, € L} (R?), rotrot E, = F + x’E, € L (R%) (3.54)

loc

et divrotE, = 0, d’oti rot E, € Hj,.(rot, R3) NHj..(div, R?). Toujours d’apres le théoréme
B.11, rot E, € H. (R?), puis par définition, E, € Hi..(rot ,R?). O

Une solution fondamentale des équations de Maxwell [41] est explicitée dans la propo-
sition suivante.

Corollaire 3.27. Le tenseur de Green G, : R3\ {0} — M3x3(C) de I’équation du second
ordre de Mazwell est donné par

1
Gr = Guls + —D?G,, (3.55)
K

ou I3 désigne la matrice identité de dimension trois et D? désigne ’opérateur hessien.

Démonstration. 11 suffit de réécrire I’équation (3.46) sous la forme

= 3 (A = 1 ~ ~
E(©) = (2m)? (Cu(OF(©) - ; (¢€') Cu(©F(©)). e, (350
pour en déduire que
L o 3
E(x) = (Gkls + 5D°G | x F(x), x € R°.
K
Ce produit de convolution doit étre interprété au sens des distributions. ]

Remarque 3.28 (Sur la régularité de E). Le champ E défini par le produit de convolution
G, * F appartient & la classe des fonctions H(rot ,R?) N H(div ,R3). Cela provient de
I’équivalence entre les équations (3.46) et (3.56) et de la remarque 3.25.

3.2.2 Existence et unicité de la solution dans H(rot ,(2)

_ _1
Nous considérons un relevement E € H(rot, ) de la donnée de bord A € H, *(divr,T")
qui vérifie n x E = X sur I" (cela est possible d’apres la surjectivité de Popérateur v, voir

la proposition 2.20) et notons la différence u = E — E. Rappelons que 1’espace Hy(rot , )
peut étre caractérisé par

Ho(rot,Q) = {u € H(rot ,Q2), 7xu=0sur I'}. (3.57)
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Le probleme extérieur de Maxwell est alors équivalent & chercher u € H(rot , (2) vérifiant

rot rotu — x’u = F, dans €, (3.58a)
nxu=0, sur T, (3.58b)

ot F = iwpgd — rot rot E + k°E € 2'(Q) vérifie
<F,¢)Q=¢WO/J-de—/rotE-rotdeJrﬁ-?/ E-¢¥dx, V¢ c€T Q).
Q Q Q

Cette forme antilinéaire est continue dans H(rot ,(2). Puisque €2°(2) est dense dans
Ho(rot ,2), elle peut étre prolongée en une forme antilinéaire continue sur Hy(rot ,(2)
(encore notée F). A posteriori, nous retrouvons les champs E et H a l'aide des identités
E=u+EectH= ﬁrot E. Nous définissons la formulation variationnelle associée au
probléeme (3.58a)-(3.58b) qui consiste a chercher u € Hy(rot , Q) vérifiant

/ rotu~r0t@dx—n2/ u-pdx = (F, ), V) € Hy(rot , Q). (3.59)
Q Q

Proposition 3.29. Le probléme qui consiste a chercher u € H(rot Q) vérifiant les équa-
tions (3.58a)-(3.58b) est équivalent au probléme qui consiste d chercher u € Hy(rot ()
vérifiant la formulation faible (3.59).

Démonstration. Premiére implication. Supposons que u € Hy(rot , ) vérifie les équations
(3.58a)-(3.58b). Alors nous avons

/rOtU'TOtEdX—HZ/U-EdX:<F,’$>Q, Vi € €°(Q).
Q Q

Puisque €2°(Q2) est dense dans Hp(rot ,€2), en raisonnant comme pour ’équivalence des
problemes faible et fort de Helmholtz, il vient que

/rotu-rot@dx—kﬁ/u-@dx:(F,d))Q, Vp € Hy(rot , Q).
Q Q

Seconde implication. Supposons que u € Hy(rot ,2) vérifie la formulation faible (3.59).
Alors n xu=0sur I' et

/rotu~rot$dx—n2/u-de:(F,wm, Vi e €2 (),
Q Q
car €2°(Q2) est inclus dans Hp(rot , ). Cela est équivalent, au sens des distributions, &

rotrotu — k’u=F dans 2'(9Q).

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 3.30. Soit F € (Hy(rot,Q)) . Il existe un unique u € H(rot ,Q) vérifiant le
probléme extérieur de Mazwell (3.58a)-(3.58b).
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Démonstration. 1l suffit de démontrer 'existence et 'unicité d’une solution de la formu-
lation faible. Notons a la forme sesquilinéaire sur Hy(rot ,2) définie par

a(u,z/y):/Qrotu-rotadx—ﬁ/ﬂwadx

et ¢ la forme antilinéaire continue sur Hp(rot ,2) définie par

La forme sesquilinéaire a est continue d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz et coercive
sur Hy(rot, Q). En effet, notant 6, "argument du nombre complexe k = || exp(i6y), pour
tout u € Hy(rot, ), nous avons

exp <z <72T - Hn)> a(u,u)
T
>R [exp (2 (2 — 9,{>) a(u, u)} )
> sin@,.;/ [rot u? dx — R [KJZ exp (z (W - Hﬁ)ﬂ / lu|? dx,
) 2 Q
> sin 6, (/ rot u|? dx + |I€’2/ |u? dx> ,
Q Q

donc a est coercive (car J(k) > 0). D’apres le théoreme de Lax-Milgram, il existe un
unique u € Hy(rot , Q) vérifiant a(u, ) = £(1p) pour tout ¥ € Hy(rot , ). O

|a(u,u)| =

)

Ainsi, pour tout relevement E € H(rot, Q) de A, il existe un unique u € H(rot, Q) véri-
fiant le probléme (3.58a)-(3.58b). Par conséquent, la fonction E = u+E € H(rot, ) définit
I'unique solution du probléme (3.32a)-(3.32b). Nous introduisons l'espace H(rot rot , )
défini par

H(rot rot, Q) = {u € L%(), rot rot u € L*(Q) } (3.60)

1
Corollaire 3.31. Soient J € H(div ,Q) et X € H, *(divp,T"). Il existe un unique E
appartenant d la classe des fonctions H(rot ,Q2) N H(rot rot ,Q2) N H(div , Q) vérifiant le
probléme extérieur de Mazwell (3.32a)-(3.32b).

Démonstration. Par construction, le champ électrique E appartient a H(rot, ) et le champ
magnétique H appartient a H(div, Q) car div H = 0 dans €. De plus, E vérifie I’équation

rot rot E = x’E + twpod,

donc E € H(rotrot ,Q) et H € H(rot ,2). Enfin, en prenant la divergence de I’équation

précédente, nous avons

W hto
12

donc, puisque div J € L?(Q), il vient que E € H(div , ). O

divE = —

div J,

3.2.3 Existence et unicité de la solution dans H(rot ) N H(div, )

Nous venons de présenter une méthode qui nous permet d’assurer ’existence et I'unicité
d’une solution faible au probléme extérieur de Maxwell dans Hy(rot, ) et qui, a posteriori,
nous permet d’assurer que la solution forte du probleme extérieur de Maxwell appartient
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(au moins) a la classe des fonctions X (©2) = H(rot ,Q) N H(div , ). Nous munissons ce
dernier espace de la norme du graphe

lull (@) = llulld.q + lIrot ullf o + [|div ul|g o (3.61)

Dans ce paragraphe, nous allons présenter une méthode alternative qui assure ’existence
et l'unicité d’une solution faible au probleme extérieur de Maxwell dans X (Q2). Sur la
frontiere du domaine I', nous considérons la condition de conducteur parfait

nNxXE=0 e n-H=0 surl.

Une formulation variationnelle associée au probleme extérieur de Maxwell qui consiste a
chercher E dans X (2) vérifiant

rot rot E — x%E = iwpgJ dans Q, (3.62a)
nxE=0 sur T, (3.62D)

ou J € H(div, ) et le nombre complexe x est tel que J(k) > 0, s’écrit : chercher E €
Xn(2) = Hp(rot , Q) N H(div, Q) vérifiant

/rotE-rot@dx—/ﬂZ/ E-de:iwuo/J-de, Vi € Xn(Q). (3.63)
Q Q Q

L’expression de gauche définit une forme sesquilinéaire continue qui n’est en général pas
coercive par rapport & la topologie Xxn(£2), ¢’est pourquoi nous introduisons une formu-
lation dite régularisée qui fait intervenir la divergence du champ électrique [18, 44]. Elle
consiste a chercher E € X () vérifiant

/rotE.rotEdH/divEdivde—f;?/ E-dx= L), Ve Xn(Q), (3.64)
Q Q Q

ou
Wwhto
12

0(vh) = iwpg / J-pdx — / div J div 9 dx. (3.65)
Q Q

Proposition 3.32. Soient J € H(div,Q) et E € X(Q) une solution du probléme extérieur

de Mazwell (3.62a)-(3.62b). Alors E appartient a Xn(Q2) et E est solution de la formulation

faible régularisée (3.64).

Démonstration. 11 suffit d’interpréter ’équation (3.62a) au sens des distributions, d’utiliser
la densité de €°(2) dans Hy(rot ,2) puis l'inclusion de Xn(€2) dans Hy(rot ,2) pour
obtenir la formulation faible (3.63). Ensuite, en prenant la divergence de I’équation (3.62a),
nous obtenons _
iwpio
12

divE = div J. (3.66)

Il suffit d’insérer de part et d’autre de la formulation variationnelle (3.63) le terme

w

/ div E div % dx = — 20 / div J div 3 dx, (3.67)
Q Q

K

qui est bien défini pour ¢ € Xn(€Q) et nous obtenons la formulation faible régularisée
(3.64). O
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Théoréme 3.33. Si E € Xn(Q) est une solution faible de (3.64) associée a J € H(div, Q)

a support compact, alors

Wi
12

div E+ —Cdiv J = 0, dans Q (3.68)

et E vérifie le probléme du second ordre de Mazwell (3.62a)-(3.62b).
Démonstration. Nous définissons 'opérateur de Laplace

Apir : D(Apir) — LQ(Q)
o — Agp,

dont le domaine D(Ap;,) est défini par
D(Api) = {u € H}(Q), Aue L*(Q)}. (3.69)
Par définition, nous remarquons que si ¢ € D(Ap;,), alors Vi € X () car

Vi € L2(Q), rot Vo = 0 € L%(Q),
n x Vo = —rotp(yp) =0 sur I, div Vo = Ap € L*(Q).

Soit E € X (€) une solution faible de (3.64). Nous choisissons ¥ = V¢ comme fonction-
test, avec ¢ € D(Apj,). Nous avons

/(divE)Aadx—ﬁ/ E'Vadx:iwﬂo/J‘Vadx—Mgo/ (div J) AB dx.
Q Q Q K Q

Puisque E et J appartiennent a H(div ,Q) et ¢ € HI(Q), d’aprés la formule de Green
(2.51), il suit

/ (div E+ 2H0 gy J) (A@ + 526) dx =0, Vo € D(Apy).
Q

12
Comme div E + %Z@div J appartient & L2(Q), il existe un unique ¢ € D(Ap;,) vérifiant
—Ap —R2p =divE + @div J, dans €2,
K
¢ =0, sur I'.

En choisissant ce ¢ comme fonction-test, il vient

divE + Zqivy =0, dans 2'(9).
K
Nous concluons en utilisant la proposition 3.10. O

Théoréme 3.34. Soit J € H(div, ). Il existe un unique E € X (Q) vérifiant de probléme
de Mazwell (3.62a)-(3.62b).

Démonstration. Puisque J(k) > 0, la forme sesquilinéaire associée a la formulation va-
riationnelle régularisée étant coercive sur Xy (£2) pour la norme (3.61), nous utilisons le
lemme de Lax-Milgram et 1’équivalence des formulations faible et forte pour conclure a
I’existence et I'unicité d’une solution au probléeme extérieur de Maxwell. ]
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3.2.4 Remarques et compléments pour des nombres d’onde réels

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au probléme extérieur de 1'électromagné-
tisme lorsque le nombre d’onde k est réel. Le lemme suivant [17, théoréeme 6.11] nous
permet d’établir ['unicité des solutions du probléme extérieur de Maxwell (3.32a)-(3.32b).

Lemme 3.35 (Lemme de Rellich). Soit E € H(rot,}) une solution de l’équation rotrotE—
k2E = 0 dans Q vérifiant la condition de rayonnement a Uinfini de Silver-Miiller, telle que

lim E|? ds, = 0. 3.70
L I 370

Alors E = 0 dans .
Le résultat d’unicité est le suivant :

Théoréme 3.36. Pour k € R*, le probléme extérieur de Mazwell (3.32a)-(3.32b) admet
au plus une solution sortante.

Démonstration. Soient E; et E3 deux solutions sortantes du probleme de Maxwell (3.32a)-
(3.32b) et notons u la différence E; — Ey. Elle vérifie 'équation de Maxwell homogene
rot rot u — x?u = 0 dans €, la condition aux limites n x u = 0 sur I et la condition de
rayonnement a l’infini de Silver-Miiller. Nous procédons de la méme maniére que pour
démontrer 'unicité d’une solution au probléeme de Helmholtz et définissons, pour p > 0
suffisamment grand, le domaine Q, = QN B,, o B, désigne la boule ouverte de centre 0
et de rayon p et nous notons n, le vecteur normal unitaire dirigé vers 'extérieur de B,. En
multipliant 1’équation rot rot u — x?u par U et en appliquant la formule de Green (2.53),
nous obtenons

0= / (rot rotu — /@2u> - udx,
Qp

:/ (|rot ul? — m2|u|2) dx+/ (n X rot u) - u dsy +/ (n, X rotu) - u dsy.
Q r {Ix|=p}

P

D’apres l'identité vectorielle (n x rotu) -u = (U x n) - rot u et la condition aux limites
vérifiée par u sur I, il suit

/ (]rot ul? - /-c2|u|2) dx = / (rotu x n,) - udsy,
Q, {Ix|=p}

= (rotu x n, —ixu) -ﬁdsx+m/ u|? dsy.
{IxI=p} {IxI=p}

Nous prenons la partie imaginaire des termes situés de part et d’autre de ’égalité, il vient

’J(/ (rotuxnp—z‘nu)-uds,()—l—/s/ lul?dsx = 0.
{Ix|=p} {Ix|I=p}

Puisque u vérifie la condition de rayonnement a 'infini de Silver-Miiller, en utilisant 1'in-
égalité de Cauchy-Schwarz, nous déduisons

lim lul? dsy = 0. (3.71)
P+ JIx|=p}

D’apres le lemme de Rellich, nous concluons que u = 0 dans 2. Donc la solution, si elle
existe, est unique. ]
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Pour démontrer ’existence d’une solution au probléme extérieur de Maxwell lorsque
k € R*, avec une condition de conducteur parfait sur la frontiere I' du domaine, nous
adaptons la démonstration de Phillips [50, pp.152-160] présentée dans le paragraphe 3.1.4
pour le probleme de Helmholtz. Le résultat d’existence est le suivant :

Proposition 3.37. Pour k € R*, le probléme extérieur de Mazwell (3.32a)-(3.32b) muni
de la condition de conducteur parfait admet exactement une solution sortante.

Démonstration. Nous considérons un réel p strictement positif tel que le support du terme
source et I' soient inclus dans la boule B, de centre 0 et de rayon p et posons 0, = QN B,.
D’apres le paragraphe 3.2.1, pour tout F € H(div ,R?) & support compact et disjoint de
l'origine, la solution sortante de I’équation du second ordre de Maxwell rotrotv — x?v = F
dans R3 est donnée par

VE = GH * F. (372)
D’aprés la proposition 3.26, vg appartient a H (rot, R?) N Hj,c(div,R?). Nous effectuons
1

un relévement de la trace tangentielle de vg appartenant & H? (divp,T') et considérons
ur € H(rot,Q,) N H(div ,,) vérifiant

rot rot ug + ix’ug = 0, dans €, (3.73a)
N X Ug =N X Vg, sur I, (3.73Db)
nxug=0, sur {|x| = p}. (3.73¢c)

Remarque 3.38. Ce probléme admet une unique solution [40, chapitre 4].

Soit x une fonction de troncature qui vaut 0 dans un voisinage de {x € R3, |x| = p}, 1
dans un voisinage de I' et posons

EF = VF — YUF, dans €, (3.74a)

EF = v, dans R* \ B,. (3.74Db)

Cette fonction est bien définie dans {2 et vérifie la condition de conducteur parfait sur la
frontiere I'. Il s’agit de rechercher F tel que Ef soit solution de I’équation de Maxwell du
second ordre rot rot E — k2E = iwppd dans €. Par unicité de la solution, le probléme est
équivalent & rechercher F € H(div ,R?) & support compact dans 2, tel que

F— T,.F = iwuod, (3.75)
ou l'opérateur T, est défini par
T.F = (—Ax + %@ — 1)x)up + Vx x rot ug + (ug - V)Vx — (Vx - V)ug. (3.76)

L’opérateur T, est linéaire et continu de H(div ,(,) dans lui-méme. De plus, T, est
compact. En effet, soit F € H(div, R?) a support compact dans €,. Alors F|q , € H(div,Q,)
et T, se décompose sous la forme

N

H(div,Q,) — HYrot,Q,) — H(rot,Q,) — H, >(divp,T)
continu compact continu
Flo, = Vg, — VElo, = (7xVE)|r

_1
H, ?(divp,I) — H(rot,Q,) NH(div,Q,) — H(div,Q,)

continu continu

(YxVE)|r — uf — T.F
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car H'(rot ,§),) s’injecte de facon compacte dans H(rot ,Q,) (proposition B.6), up €
H(div ,Q) est de classe € a l'intérieur de 2, et Vx vaut 0 au voisinage de I' et de
{x € R3, |x| = p}. Donc T, : H(div,2,) — H(div,,) est compact pour p suffisamment
grand. D’apres lalternative de Fredholm (c.f. A.2), I'opérateur | — T, est bijectif si et
seulement sil est injectif. Soit F € H(div, R?) a support compact dans (2, tel que T,F = F.
Alors la fonction vg définie par 3.19, vérifie I’équation

rot rot v — k*vg = F = rot rot (Yug) — x*xuE. (3.77)

Donc 9 = vg — yxug est une solution sortante du probleme

rot rot v — k%) = 0, dans €, (3.78a)
nxy =0, sur T'. (3.78Db)

Remarquons que v, qui coincide avec vg dans un voisinage de l'infini, vérifie la condition
de rayonnement de Silver-Miiller car vg la vérifie. D’apres le théoréeme d’unicité 3.36, il
vient que 9 = 0 dans Q. En particulier, ug coincide avec vg dans un voisinage de I'. Ainsi,
la fonction vectorielle z définie comme suit est un élément de H(rot , B,) N H(div , B,)

z = Vg, dans D, (3.79a)
z = ug, dans Q. (3.79b)

Elle vérifie au sens des distributions

rotrotz — (z =0, dans {x eR3, x| < p} , (3.80a)
nxz=0, sur {x eR3, x| = p}, (3.80Db)
ou ¢ = k% dans D et ( = —ik? dans 1,. En prenant z comme fonction-test dans la

formulation variationnelle associée au probleme (3.80a)-(3.80b), nous obtenons
/ rot z|? — C[z[? dx = 0. (3.81)
{IxI<p}

En prenant la partie imaginaire de I’équation ci-dessus, comme 2 € R}, il suit

/ |z|? dx = 0, (3.82)
Qp
donc ug = 0 dans Q,, puis

F = rot rot (yug) — x%(xug) = 0. (3.83)
La bijectivité de | — T, entraine alors l'existence d’une solution E € Hj,.(rot ,Q) N
Hioc(div, Q) du probleme (3.32a)-(3.32b). O
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Chapitre 4

Lemme d’addition scalaire

Dans ce chapitre, nous nous intéressons dans un premier temps a la résolution de
I’équation de Helmholtz homogeéne dans des géométries sphériques, soit a 'intérieur d’une
boule, soit dans un domaine extérieur a une boule, soit dans une couronne, en milieu ho-
mogene et isotrope. Pour cela, nous poursuivons l'introduction & la méthode de séparation
de variables présentée au paragraphe 2.4.2 ou dans [40], qui nécessite la définition des
fonctions spéciales, cf. [33, 49] par exemple. Nous déterminons les modes associés a I’équa-
tion de Helmholtz [26] et justifions les décompositions modales des solutions de I’équation
de Helmholtz dans des géométries sphériques en s’appuyant sur les outils de la théorie
spectrale introduits au paragraphe 2.4.3. Dans un second temps, nous nous intéressons au
lemme d’addition scalaire, encore appelé lemme de translation de Neumann. Ce résultat
est classiquement utilisé dans ’étude de problemes de diffraction des ondes acoustiques.
Il correspond a une représentation modale de la solution fondamentale de ’équation de
Helmholtz ®(x,y) = Gx(x — y). Nous complétons les éléments de démonstration proposés
par D. Colton et R. Kress [17] et surtout, affinons les résultats de convergence associés.

4.1 Décomposition spectrale des solutions de I’équation de
Helmholtz dans des géométries sphériques

Dans cette section, D désigne la boule Br de centre 0 et de rayon R > 0
D={xeR’ |x| < R}. (4.1)

Nous notons sa frontiere

r={xe® x =R} (4.2)

Le domaine C désigne la couronne délimitée par deux sphéres concentriques de rayon
respectif Ry < Ro

C= {x €R3 Ry < |x| < Rg} (4.3)
et nous notons I'; U I's sa frontiére, ou
= {xeR® x| = R} et Iy ={x € R |x| = Rp}.

Nous déterminons les solutions élémentaires de I’équation de Helmholtz dans le domaine
borné D, dans le domaine extérieur = R3\ D et dans la couronne C.
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Chapitre 4. Lemme d’addition scalaire

4.1.1 Séparation de variables

Soit u une solution de I’équation de Helmholtz homogene Au+ k%u = 0, ol k € C avec
J(k) > 0. Supposons que u s’écrive sous la forme

u(x) = R(r)©(0)¥(¢), (4.4)

ou le triplet (r, 6, ¢) désigne les coordonnées sphériques de x définies dans la section 2.4.
En ces coordonnées, remarquons que le Laplacien se décompose de la maniere suivante :

ou Ag2 désigne I'opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphere unité. L’étude effectuée dans
le paragraphe 2.4.2 nous permet d’affirmer que la partie angulaire ©(0)W¥(¢) de la solution
correspond aux fonctions harmoniques sphériques Y,, (0, ¢). La partie radiale de u (notée
dorénavant R,,) vérifie

pour tout n € N. En effectuant le changement de variable z = kr, nous obtenons

d 9 dR, 9
il - 1 L, = 0. 4.
dz(z dZ)—i—(z n(n+1)) Ry =0 (4.7)
Cette équation différentielle ordinaire est appelée équation différentielle de Bessel sphé-

rique, cf. [33, 49] par exemple.

Définition 4.1. La fonction de Bessel sphérique d’ordre n, notée j,, est définie par

oo
| (it

= , 4.8
]n() ;2pp!1.3...(2n—|—2p+1) ( )

pour tous n € N, z € C et la fonction de Neumann sphérique d’ordre n, notée yy,, est
définie par

(2n)! & (—1)pz2p—n-l

2rnl i 2pl(—2n+1)(—2n+3)--- (—2n+2p+1)’

Yn(z) = (4.9)

pour tous n € N et z € C*. De plus, pour tout n € N, ces fonctions sont les solutions
élémentaires de l’équation différentielle (4.7).

Pour tout n € N, le rayon de convergence de la série entiere (4.8) est égal a 400 donc
la représentation de j, en série entiere converge normalement sur tout compact de C; le
développement de y,, en série de Laurent est analytique pour tout z € (0, +00), elle permet
de représenter y,, au voisinage de 0, point en lequel y,, admet une singularité. Nous avons
également les formules de Rayleigh [49] :

Proposition 4.2. Pour tout n € N, nous avons les représentations suivantes :

1.d\"si
jnl(z) = 2 (—Zdz> SH;Z, 2 €C, (4.10a)
n({ 1d\"cosz .
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4.1. Décomposition spectrale des solutions de I’équation de Helmholtz dans des
géométries sphériques

Enfin, nous définissons les fonctions de Hankel sphériques de premiere et seconde espéce
d’ordre n par

h%l)(z) = jn(2) +iyn(z) et h,(f)(z) = jn(2) — iyn(2). (4.11)

D’apres les formules de Rayleigh, une représentation de la fonction de Hankel de premiere
espéce est donnée par

.o
hD(2) = —iz" (—1d> exp(iz) zeC. (4.12)

zdz z

Cela nous permet de déterminer les modes de 1’équation de Helmholtz qui constituent une
base orthogonale de I’espace des solutions de cette équation [26, chapitre 2]. Dans ce qui
suit, pour tout x € R?, nous notons X = x/|x| et Yy, 1 (X) = Yo m (0, ®).

Théoréme 4.3. Pour tous n,m € N tels que |[m| < n, la fonction Ry, ., € €°(R?) définie
par
Rim (%) = jn (K|X[)Yom (%), (4.13)

vérifie I’équation de Helmholtz homogéne Au + k*u = 0 dans R? tout entier; la fonction

Spm € CX(R3\ {0}) définie par
Snm (%) = h{D (K| X]) V7 m (%) (4.14)

vérifie I’équation de Helmholtz homogéne Au + k?u = 0 dans R3 \ {0}.

Ces notations sont en accord avec la nature des fonctions de base; les fonctions Ry,
sont régulieres, les fonctions S, ,, admettent une singularité en 0. Nous déduisons une
décomposition modale des solutions de I’équation de Helmholtz que nous justifions dans
le paragraphe suivant a ’aide de la théorie d’interpolation.

Théoréme 4.4. Supposons que J(k) > 0. Soit u € L*(D) une solution de I’équation de
Helmbholtz homogéne Au+ k%u = 0 dans D. Alors il existe une suite de nombres complexes

(ur?m) telle que

u = Z Z uﬁmRmm, dans L*(D).

De plus, cette série converge dans €°°(D).

Théoréme 4.5. Supposons que J(rk) > 0. Soit u € L*(Q) une solution de l’équation de
Helmholtz homogéne Au+ k*u = 0 dans . Alors il existe une suite de nombres complexes
(ug,m) telle que

u= Z Z uf}’msn,m, dans L*(Q).

De plus, cette série converge dans €°(£2).

Théoréme 4.6. Supposons que I(k) > 0. Soit u € L*(C) une solution de I’équation
de Helmholtz homogéne Au + k*>u = 0 dans C. Alors il existe deux suites de nombres

(1) ) et( (2)

complexes (Unm Unm) telles que

u=3" > ulhRum +ul)Snm, dans L*(C).

n=0m=-—n

De plus, cette série converge dans €°°(C).
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Chapitre 4. Lemme d’addition scalaire

4.1.2 Convergence de la série

Dans ce qui suit, nous supposons que J(x) > 0.

Convergence dans ¢*°(D) ou D = Br (4.1)

Soit u € L?(D) une solution de I’équation de Helmholtz homogeéne Au + x%u = 0 dans
2'(D). Par régularité elliptique, u appartient & €°°(D). D’apres 1’étude effectuée dans le
paragraphe 2.4.3, u se décompose sous la forme

= Z Z Un,m (X)) Yn,m (%), dans L*(D), (4.15)

n=0m=—n

ot les fonctions uy, ,,, sont & déterminer. Or, Au = —k?u appartient & L?(D). En particulier,

Au € L*([a, R) x 8?), V0 <a<R, (4.16)

ou S? désigne la sphére unité de R3, donc il est possible de définir les termes (Au)pm tels
que pour tout 0 < a < R, nous ayons

R
/ (At m|2r? dr < +oo. (4.17)

Cela nous permet de considérer (Au)y, , comme une distribution sur le segment (0, R).
De plus, au sens des distributions, pour tout ¢ € €°(0, R), nous obtenons d’apres le
théoreme de Fubini et une double intégration par parties :

R T 27
(@0 o= [ [, B(,0,6)Y,(0,0)sin o | o(r)

(e (P vwme) o+ [T 7 Avutr,0,0Yam0,9)
r2 dr dr) (0,R) Jr=0 LJo=0Jp=0 T o
sin 0 dfdeg} o(r) dr

<12cf< )unm,¢>0R)+/r {/MA u(r.0, 6) Ar Yo m (0, 6)
(

sin 0 dfdo} o(r) dr
[7"2 dr < ) - ”(”r;'l)} un,m,@>(07R) '

Donc pour chaque n € N et m € Z, tel que |m| < n, (Au)y, n vérifie

1 d [ ydupm n(n+1) ,
(A = 5 <7‘ o ) . dans 770, R).  (4.18)

D’apres I’équation vérifiée par u et chacun des termes radiaux de son développement, nous
déduisons que uy, y, vérifie I'équation différentielle de Bessel sphérique (4.7). Ainsi, la forme
générale des termes radiaux du développement est donnée par

Unm (T) = anmin(KT) + bn,mhg)(/ﬁr). (4.19)

o6



4.1. Décomposition spectrale des solutions de I’équation de Helmholtz dans des
géométries sphériques

Supposons qu’il existe n € N* et m € Z avec |m| < n tels que by, ,, # 0 et notons

. R 2
Ir]L m — (/ |an,mjn(/f7a)’2r2 dT’) y (420&)
' 0

D=

R
Ly = </ |bn.mh Y (k) |27 dr> : (4.20b)
0

R 2
In,m = </ |Un,m(7')‘27'2 dT> . (4200)
0

D’une part, puisque (Y;,,) forme une base orthogonale de L?(S?),

Inm < ullo,p- (4.21)

D’autre part, puisque j, est borné dans (0, R), pour tout n € N, nous avons

I < Ly + I3, < 00, (4.22)

(1)

et, puisque r — hy,’ (k1) n’est pas de carré intégrable au voisinage de 0 lorsque n € N*,
nous avons également

Iﬁm = 400, pour n # 0. (4.23)

Nous aboutissons & une contradiction, donc by, ,, = 0 pour tout (n,m) € N* x Z tel que
|m| < n. Donc u admet la décomposition suivante

u(r,8,¢) =boo h[()l)(lir)%p(e, o) + Z Z Anmin (7)Y m(6, ) (4.24)

n=0m=-—n

Or, d’apres la formule de Rayleigh (4.11), une représentation de h(()l) est donnée par

1 _exp(ikr) dim
hg! (k) = —i=0 T = <= G(r), (4.25)

ol G désigne la solution fondamentale de I’équation de Helmholtz. Par ailleurs, u vérifie
I'équation de Helmholtz homogéne Au + k?u = 0 dans D, d’ou

0= [A + Hﬂ (bo}o h((jl)</€7’)yb,0(97 (b))

+ A+ 7] (Z > an,mjn(w)Yn,mw,@). (4.26)

n=0m=—n

=0

Or, d’aprés la relation (4.25) et I’équation vérifiée par G, a savoir —AG — k2G = §p dans
2'(D), nous déduisons que le premier terme vérifie

y
A+ r2] (boo b (vr)Y00(0.9)) = —boo —Yo0(6,6) &0, dans (D). (4.27)

Donc bgp = 0. Ainsi, si nous posons uﬁm = anp,m pour tous n € N et m € Z tels que

Im| < n, la décomposition de u proposée dans le théoréme 4.4 est justifiée au sens L?(D).
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Chapitre 4. Lemme d’addition scalaire

Remarque 4.7. Par unicité de la décomposition spectrale, le corollaire 2.31 et le théoreme
4.4 impliquent que

/S u(x)Vo (8 4% = 02, (]x). (4.28)

En outre, puisque la série converge dans L?(D) qui est un espace complet, son reste
de Cauchy converge vers 0 dans L?(D), c’est-a-dire

2
Z Z ul o Rom e 0 dans L2(D). (4.29)

n=N1 m=—n

En appliquant le Laplacien au reste de Cauchy, puisque R, ,,, vérifie I’équation de Helm-
holtz, nous avons

Na n No n
A Z Z Uqlfszn,m = Z Z uQmARn,m,

n=N1 m=—n n=N1 m=—n

No n
== D 2 UnmRums

n=N; m=-—n

— 0, dans L?*(D),
N1,No——+o00

d’apres I'expression (4.29). Donc la série converge dans L(A, D) = {u € L*(D), Au € L*(D)}
et par conséquent aussi dans HZ (D)

u = Z Z uﬁmRn7m, dans HZ.(D). (4.30)

En particulier, I'injection continue de HZ (D) dans €°(D) implique la convergence uni-
forme (en norme L°°) de la série dans tout compact strictement inclus dans D. Enfin,
grace a la proposition B.9 et & une technique de Bootstrap, nous pouvons démontrer que
cette décomposition est vraie dans Hj} (D), pour tout entier s puis dans €°°(D) d’apres
le théoréme d’injection 2.2.

Convergence dans 4°°()) ou Q =R3\ D (D = Bg)

Dans un premier temps, nous justifions la décomposition modale d’une fonction wu
appartenant a la classe des fonctions LIOC(Q), telle celle présentée dans le paragraphe 2.4.3
pour les fonctions appartenant a L?(D). Notons que Q = (R, +00) x S? et par conséquent,

u € L*([a, L] x §?), VL >a>R. (4.31)

Pour presque tout r > R, u admet une trace u(r,-,-) € L?(S2%). Partout ou cette trace
existe, par décomposition spectrale, nous avons

(r,0,0) = Z Z Un,m (7)) Yn.m (6, 0), dans L?(S?), (4.32)

n=0m=—n

pour presque tout r > R, ou les coefficients spectraux unm(r) sont donnés par

- /9 § /¢> u(r,0,0)Yo m (0, §) sin 0 dod¢, (4.33)
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4.1. Décomposition spectrale des solutions de I’équation de Helmholtz dans des
géométries sphériques

pour tous n € N, m € Z tels que |m| < n. Pour presque tout » > R et pour N € N, si

alors d’apres 'identité (4.32), la suite (Iy(r)) converge vers 0 pour presque tout r > R
et puisque la somme tronquée correspond & une projection orthogonale de u(r,-,-) dans
L?(8?%), nous avons

2
un,m(T)Yn,m(H, ¢)| sinf dfdo,

n= Om——n

(r) </ / u(r,8,6)|*sin 6 dddg € L1, (0, R).
=0 J =0

D’apres le théoreme de Lebesgue, il suit

=3 Y (X)) Yam (%), dans L*([a, L] x 8?%), (4.34)

n=0m=—n

pour tous L > a > R. A présent, considérons u € L?(9) une solution de '’équation de
Helmholtz homogéne Au + k?u = 0 dans  avec J(k) > 0, cf. paragraphe 3.1.2. Alors,
Au = —k?u appartient & L?(Q2), en particulier,

Au € L*([a, L] x §?), VL>a>R. (4.35)

De la méme fagon que dans le paragraphe précédent, nous démontrons que u, ,, vérifie
I’équation différentielle de Bessel sphérique

d d
I (TZQQ:m> + (/4327“2 —n(n+ 1)) Up,m =0, dans 2'(R, +0). (4.36)
L’espace vectoriel engendré par les solutions de cette équation différentielle ordinaire est
de dimension deux et la forme générale des termes radiaux du développement modal est
donnée par

Upm () = Qpmn(KT) + bn,mhg)(nr), (4.37)

pour tout r > R. Supposons qu’il existe n € N et m € Z avec |m| < n tels que an,m # 0
et notons

. 400 3
17‘71 m = (/ |an,mjn(/€74)|27“2 dT) i ) (438&)
’ R
1
+o0 3
o= ([ Bunb® s ar)” (4.38b)
’ R
1
+o00 3
Inm = (/ |t m (1)) ?7? dT) . (4.38¢)
R

D’une part, puisque (Y, ,,) forme une base orthogonale de L?(S5?),
Inm < |[ull3 o (4.39)

D’autre part, comme pour tout n € N, h( )(m") est exponentiellement décroissant lorsque
J(k) > 0 (cf. formule de Rayleigh (4.11)), nous avons

Iy < Ty + I, < 400, (4.40)
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Chapitre 4. Lemme d’addition scalaire

pour tous n € N et m € Z tels que |m| < n. Or, r — j,(kr) n’est pour aucun entier
naturel n de carré intégrable au voisinage de 'infini, d’olt a,, ,,, = 0 pour tous (n,m) € NxZ
et tels que |m| < n et les termes radiaux du développement sont donnés par

Un g (1) = b BV (K1), (4.41)

donc, si nous posons ugm = bp,m, la décomposition modale proposée dans le théoreme 4.5
b

est justifiée au sens L2(9).

Remarque 4.8. Par unicité de la décomposition spectrale, le corollaire 2.31 et le théoreme
4.5 impliquent que

/S () ¥ R) i = b (5 [x)). (4.42)
Avec un raisonnement analogue & celui présenté dans le paragraphe précédent, cette

décomposition est vérifiée dans Hf (2) pour tout entier s ainsi que dans €>°(Q2). En
particulier, la série converge uniformément dans tout compact de €.

Remarque 4.9. La convergence de la série définie dans C' (corollaire 4.6) reprend les argu-
ments des deux discussions sur la convergence des séries en domaine borné et non-borné.
La série comprend une partie sortante provenant de la boule de rayon R; dont les termes
associés sont

S (4.43)

et une partie entrante provenant de la boule de rayon Ry dont les termes associés sont

u® R, . (4.44)

)
n,m' \n,

4.2 Enoncé et démonstration du lemme d’addition scalaire

Le lemme d’addition scalaire permet d’expliciter la solution fondamentale ®(x,y) =
G(x —y) de 'équation de Helmholtz

~ (A®(.y) +K20(,y)) =0, dans R®\ {y}, (4.45)

a'y € R3 fixé. Nous supposons que le nombre d’onde x admet une partie imaginaire
strictement positive. Dans ce cas, ®(-,y) appartient & L2(R3)NHZ .(R3\ {y})N€>°(R*\{y}),
cf. Remarque 3.3.

4.2.1 Enoncé

Lemme 4.10. Pour tous x, y dans R3 tels que |x| > |y| > 0, nous avons

®(x, y) —mz Z i (1X1) i (5191) Yo (3) Yo (3)- (4.46)

n=0m=-—n

Cette série ainsi que ses dérivées successives convergent dans € ({(x,y) € RS, |x| > |y|})
et convergent uniformément en (x,y) sur tout compact de {(x,y) € R®, |x| > |y|}.

Remarque 4.11. Cette représentation préserve la symétrie de ® : pour tous x, y € R3 tels
que [y| > |x| >0,

n

—MZ > WD EIYDja (R[x]) Yo (9) Yo (X). (4.47)

n=0m=-—n
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4.2. Enoncé et démonstration du lemme d’addition scalaire

La démonstration de ce lemme suit de la remarque suivante : étant donné y € R3\ {0}
fixé, pour tout x € R3 tel que |x| < |y|, la solution fondamentale ®(x,y) vérifie I'’équation
de Helmholtz homogene

Ax®(y) + K*®(y) =0, dans {x € R%, x| <lyl}, (448
donc, d’apres le théoreme 4.4, elle se décompose sous la forme
o0 n
P(x,y) =D D Anm(¥)Ram(x); dans L* ({x e B®, x| <lyl}),  (4.49)
n=0m=—n

ou les coefficients ay, ,(y) dépendent de y et sont a déterminer. Cette série ainsi que
ses dérivées successives convergent dans €°°({x € R?, |x| < |y|}), d’aprés la section 4.1.2
(paragraphe 1). Le domaine de validité pour cette décomposition est illustré dans la figure
4.1. De plus, pour tout x € R3 tel que |x| > |y|, la solution fondamentale ®(x,y) vérifie

FIGURE 4.1 — Domaine {x € R3, |x| < |y|} bleuté

I’équation de Helmholtz homogene
Ax®(y) + K*®(y) =0, dans {x € R%, x| >y},  (450)

donc, d’apres le théoreme 4.5, elle se décompose sous la forme

O (x,y) = i zn: Brm (¥) S (%), dans L2 ({x € B®, x| > |yl}),  (4.51)

n=0m=—n

ou les coefficients [, ,(y) dépendent de y sont & déterminer. Cette série ainsi que ses
dérivées successives convergent dans €°°({x € R3, |x| > |y|}) d’apres la section 4.1.2 (pa-
ragraphe 2). Le domaine de validité pour cette décomposition est illustré dans la figure
4.2.

oX

FIGURE 4.2 — Domaine {x € R3, |x| > |y|} bleuté
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4.2.2 Démonstration de la relation (4.46)

Nous proposons de compléter les éléments de preuves donnés par D. Colton et R. Kress
dans [17] & propos du lemme d’addition scalaire. Dans le paragraphe suivant, nous donne-
rons des précisions sur la convergence de la série qui constituent des résultats nouveaux.
Soit y un élément non-nul de R3. Nous allons caractériser au sens des distributions I’équa-
tion Ay® + K20 = —0y en choisissant une fonction-test particuliere a variables séparées

Y (%) = i (K[x])y (1X]) Yo () € €2°((0, +00) x S?), (4.52)

a n et m fixés, ou j, désigne la fonction de Bessel d’ordre n, Y, la m-eéme fonction
harmonique sphérique d’ordre n et 7y désigne la fonction de troncature (cf. figure 4.3)

ny : (0,400) — R (4.53a)
r— ny(r), (4.53b)

est de classe > dans (0, +00), & support compact dans (%, y) et vérifie

ny(ly) =1 et n'(lyl) = 0. (4.54)

D’une part, d’apres I’équation vérifiée par ®(-,y) et la définition de 1)y, ,n,, nOUS avons

1*
Tly
0 Iyl lyl 3yl
2 2

FIGURE 4.3 — Fonction de troncature 7y

(= (Ax@Cy) +#70(,Y)) s tnm) oy = (Oys Ynm)ps = Vran(¥) = Ja(BY)Vam(@)- (%)

D’autre part, puisque ®(-,y) € L?(R?), d’aprés la définition de la dérivation au sens des
distributions et celle de vy, ,,, nous avons

<_ (Ax<1> + /{2@) a¢n,m>R3 == /Rg D(x,y) (Ax + ,.;2) [jn(m\x|)ny(|xy)m} dx,
_ _/{XI<|y}<I>(x, ¥) (Dt 52 [ (lx] )y () Yo ()] dix
_ /{|Xl>y|}<l>(x,y) (B + 52) [dn(slx] 1y (1%) Y (3| lx.

Puisque la fonction test est a variables séparées et la fonction Y, ,, est une fonction propre
de 'opérateur de Laplace-Beltrami, nous remarquons que le facteur

(Bs+ #2) [l () Vo 3]
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4.2. Enoncé et démonstration du lemme d’addition scalaire

est proportionnel a Y, ,,. Par ailleurs, la famille constituée des fonctions harmoniques
sphériques étant orthogonale, d’apres les développements modaux (4.49) et (4.51) de &
dans les domaines considérés, il vient

<— (AX<I> + m2<I>) ’w"’m>R3 = — /{X|<|y|} {an7m(y)Rn7m(x) (Ax + /12)
[ eIy (%) Voo (R)] } i

R /{x|>y|} {Bran (950 ) (84 %)
[ (] (b)) Vo] } e

Puis, en remplagant R, ., et S, ,, par leur expression, nous obtenons
(A4 120 ) = —an,m(y)/ in(RIX) Yo m(R) (Ag + K2
< ( ) >]R3 {x|<y|} { < )
[ (51X )y (X]) Vo (%] }
) [ (D lx)Yin (%) (B4 2)
{IxI>Iyl}

[ by () ¥ (] } i
X (1)

Comme les fonctions x +— jn(K|x|)Y5m(X) et x +— hy ' (K|x])Y,m(X) appartiennent a la
classe des fonctions {u € H', Au € L2} pour chacun des domaines considérés, nous pou-
vons appliquer les formules de Green (2.52) et (2.51). D’apres les équations vérifiées par
les fonctions Ry, ,m, Spm et les propriétés de ny, nous obtenons

<— (qu) + HQ(I)) 7w> = K Bnm(y) (hgzl)("dﬂ)j;z(/f’ﬂ)/ Yoo, m (%) Yim (X) dsx

3
R x|=ly|

0 (YD) (R131) [ Vo (00 Vo (0 dsx) .

x|=Iyl

D’apres l'identité (cf. [17] par exemple)
/| | Yoo (%) Yo m (X)dsx = 72, (4.55)
x|=r
pour tout r > 0, nous déduisons
(= (8@ +#7@) ) = Bum(W)lyI (A (kly ] (5ly]) = B (klyDsn (Y1) ) -
Enfin, a l'aide de I'identité du Wronskien (cf. [17] ou [40] par exemple)
B ()75, (8) = (DR (8) =

et de I’équation (), nous identifions le coefficient B, m (y)

—1
el (4.56)
Brm(y) = itjn(k]Y])Ynm(¥)-

Nous concluons quant & la convergence de la série, & y fixé, dans € ({x € R3, |x| > lyl})

et de méme, a x fixé, dans € ({y € R3, |x| > |y|}). Il reste & démontrer la convergence
de la série par rapport aux deux variables; cela fait I’'objet du paragraphe suivant.

Remarque 4.12. Par unicité de la décomposition spectrale, d’apres le corollaire 2.31 et ce
résultat, nous déduisons qu’a y fixé, pour tout |x| > |y|,

S2 D(x,y)Yn,m(X) dx = i’ihg)(’i‘x’)jn(’ﬂy,)yn,m(y)- (4.57)
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4.2.3 Démonstration de la convergence dans €= ({(x,y) € R®, |x| > |y|})

Nous introduisons un espace fonctionnel constitué des fonctions LloC sauf dans un
voisinage de {(x,y) € R®, x =y} dont la définition repose sur un espace de fonctions de
troncature

== {x € €=(R%), 3po >0, ¥x,y € B3, [x — y| < pp = x(x,y) = 0} . (4.58)
Nous introduisons alors ’espace fonctionnel
L21,.(R%) = {u € P'(RS), ¥y €, yue LQ(R6)} . (4.59)

La solution fondamentale ® appartient a la classe des fonctions LilOC(R‘S) car elle est de
classe € dans {(x,y) € RS, x # y}. En particulier, pour tous réels p > 0et 0 <e < p, ®
appartient & LQ(QM) ou le domaine €2, . est défini par

Qe ={(xy) €R®, x| <p—c<pte<lyl}. (4.60)

Nous avons besoin d’un résultat intermédiaire a propos de la décomposition spectrale
d’une fonction de L?(S? x §2).

Proposition 4.13. Soit u € L*(S? x 8?). Alors il existe une suite de nombres complexes
(Unn? mm’) telle que nous ayons

u(x,y) = ZZ Z Z unnmm/Ynm( Yo Y o (§),  dans L*(S8? x §%), (4.61)

n=0n'=0 m=—nm'=—

ot, pour tous n, n' € N et m, m’ € Z tels que |m| < n et |m/| < n/, les coefficients
SPECtTaUT Uy, ' m m! SONE donnés par

Un,n! m,m! = u($(> .Ay) Yn,m(&) Yn’,m/ (.Ay) d)A(dj’ (462)
S2x 82

Démonstration. La famille constituée des fonctions (X,y) — Yy, 1, (X) Y, s (¥) forme une
famille orthogonale de L?(S? x S?). Démontrons qu’elle est dense dans L%(S? x §2%). Soit
u € L?(S? x 8?) telle que

Unp n! m,m’ = u(ﬁ7y)Yn m(ﬁ)Yn’,m’ ()7) df(dy = 07 v (n7m) € N x Z7 |m‘ < n,

et notons

tnn(§) = [ 0.5 (%) 05
L’application u, ,, appartient a LQ(S)%). En effet, nous avons
Hunﬂn”o,sy2 = I(x,y) — un,m(y)Yn,m(f()HO,S?xS? < HU||0,SQXS27

car l'application u —— Uy (¥)Ynm(X) est un projecteur orthogonal. Par ailleurs, remar-
quons que Up, p/ m.m’ = (Un,m)n/,m’ d’apres le théoreme de Fubini

Un.n/ mm! = w(X, Y)Y m (X) Yoy (¥) dXdy
S2x 82



4.2. Enoncé et démonstration du lemme d’addition scalaire

Dol
L 3V (§) é5 = 0.
S2

puis, comme la famille (Y, ,,) est dense dans L?(S?), il suit que u = 0. Donc la famille
constituée des fonctions (X, ¥) — Yy, (X) Yy m (¥) forme une base hilbertienne de L?(S? x
S?). O

Voyons ® comme une fonction a deux variables de R3. D’aprés la proposition pré-
cédente, pour presque tous [x| > |y| fixés, il existe une suite de nombres complexes

(¢n,n’,m,m’(|x’7 ‘YD) telle que

oo oo n n’
P(x,y) = Z Z Z Z Gt e ([X[5 1Y) Yoo (R) Yor e (9),  dans L2(82 X 82)7
n=0n/=0m=—nm'=—n'
ol les coefficients spectraux ¢y, n/ m. m/(|X], |y|) sont donnés par
St (K YD = [ 03V Yor o (3) k. (4.63)
§2x 82

pour tous n, n’ € N, m, m’ € Z avec |m| < n et |m’| < n’. D’aprés le théoréme de Fubini
et la remarque 4.12, pour |x| > |y| fixés, ¢p p/ m.m/ = 0 sauf pour n =n’ et m = m/, o

G (1 9D = G (0, 131) = i (el (x131) [ TG Yo n(9) 0.
= {0 (xlx]) (el

Donc, pour presque tous |x| > |y| fixés, la solution fondamentale ® admet la décomposition
suivante :

x,y) =3 D Pnm(IXl, YD) Ym(X)Yam(®), dans L*(S* x §%),  (4.64)

n=0m=—n

De plus, pour presque tous x| < p —¢e et p+e < |y| et pour N € N, si nous notons
2

N n
d(x,y) — Z Z Grm (X[ [Y]) Yo m (%) Ynm(¥)|  dxdy,

n=0m=-n

In(xl.Iyl) = |

S2x 82

alors d’apres 'identité (4.64), la suite (In(|x|,|y|)) converge vers 0 pour presque tous |x|,
ly| tels que x| < p — € et p+ € < |y|. En outre, comme la somme tronquée correspond a
une projection orthogonale dans L?(S? x §2), nous avons

In(lxl.y)) < |

S2x 82

|®(x,y)|? dxdy € L|1X‘2|y|2((0, p—€)x X (p+€,+00)y). (4.65)

D’apres le théoreme de Lebesgue, la suite (Iy) converge vers 0 dans L|1x|2|y|2((0, p— €)x X
(p+ €,+00)y) donc la solution fondamentale ® admet la décomposition suivante :

x,y) = D Pnm(Xl, YD) Yem(X)Yam(®), dans L* (Qy.¢) (4.66)

n=0m=—n

Enfin, & y € R? fixé, la solution fondamentale ®(-,y) vérifie
Ax®(x,y) + K2®(x,y) = 0, dans R? \ {y}. (4.67)
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De méme, & x € R? fixé, la solution fondamentale ®(x, -) vérifie

Ay®(x,y) + K2®(x,y) = 0, dans R? \ {x}. (4.68)
Ainsi, si nous notons Ay, = Ax+ Ay le Laplacien dans RS, la solution fondamentale ®(-, -)
vérifie

Axy®(x,y) + 26%®(x,y) = 0, dans {(x,y) € RO, x # y} . (4.69)

A Taide d’un raisonnement analogue a celui présenté dans le premier paragraphe de la
section 4.1.2, comme ¢ vérifie ’équation de Helmholtz (4.69), elle la vérifie notamment
dans {(x,y) € R®, |x| > |y|} donc la décomposition (4.46) peut étre justifiée dans

iy, ({(0y) € RS, x| > Jyl}) . (4.70)

pour tout entier naturel m ainsi que dans € ({(x,y) € R®, |x| > |y|}) d’aprés le théoréme
d’injection 2.2. En particulier, la série ainsi que ses dérivées convergent uniformément en
(x,y) dans tout compact de {(x,y) € R®, |x| > |y|}.

Remarque 4.14. Soit ¢ un domaine (borné ou non-borné) de R®, suffisamment régulier
(cf. 2.2). Le théoréme d’injection locale dans RS s’écrit

HFE3H(0) — €% (0), (4.71)

loc

pour tout § > 0. Donc la convergence de la série dans € ({(x,y) € RS, |x| > |y|}) est
justifiée.

Remarque 4.15 (Application du lemme 4.10). Pour tous x, y dans R? tels que |x| > |y| > 0,
nous avons

V,xy) =ik 3 KXYV (el o). (472
n=1m=-n

De plus, pour tout p € R3, il suit
n S —
by p=in Y 3 A ) [Ty (1l Vo) B (173
n=1m=-n
Enfin, nous avons

VeIV, 0xy) Bl =ik > 3 T (WD (k1) Yo (%)) [y (n(kly) Vo () -]

n=1m=—n

(4.74)

Cette série ainsi que ses dérivées successives convergent dans € ({(x,y) € RS, |x| > |y|})
et convergent uniformément en (x,y) sur tout compact de {(x,y) € RS, |x| > |y|}.
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Chapitre 5

Lemme d’addition vectoriel

Dans ce chapitre, nous nous intéressons dans un premier temps a la résolution des
équations de Maxwell dans des géométries sphériques, bornées ou non-bornées. D’abord,
nous déterminons les modes associés aux équations de Maxwell a 'aide des potentiels
de Debye [40, 41]. Ensuite, nous justifions les décompositions modales des solutions des
équations de Maxwell en construisant de maniére explicite un opérateur de résolution

_1
linéaire et continu de H, ?(divp,I") dans H(rot) x H(rot). Nous utilisons la décomposition
1

de Helmholtz-Hodge de I'espace H, 2 (divr, T') des champs de vecteurs tangents a la sphére
I' présentée dans le paragraphe 2.3.3. Cet espace a notamment été étudié par A. De la
Bourdonnaye dans [20]. Dans un second temps, nous nous intéressons au lemme d’addition
vectoriel qui donne une représentation modale de la solution fondamentale de I’équation
tridimensionnelle de Helmholtz

—A(®(y)p) — K2D(-,y)p = pdy, dans 9'(R), (5.1)

oty € R3\ {0} et p € R3 sont fixés. Nous complétons les éléments de démonstration
proposés par D. Colton et R. Kress [17] et affinons les résultats de convergence associés.

5.1 Décomposition spectrale des solutions des équations de
Maxwell dans des géométries sphériques

Nous adoptons les mémes notations que dans la section 4.1 : D désigne la boule ouverte
Br de centre 0 et de rayon R. Sa frontiere I" désigne la sphere de centre 0 et de rayon R.
Le domaine © désigne le complémentaire de D dans R3. Le domaine C désigne la couronne
délimitée par deux sphéres concentriques de rayon respectif Ry < Rs, de frontiere I'y UTs.
Nous rappelons que le probleme de propagation d’ondes électromagnétiques en régime
harmonique, pour un terme source identiquement nul, est décrit a partir des équations du
premier ordre de Maxwell homogeénes

rot E — iwpgH =0, (5.2a)
rot H + (iweg — 0)E =0, (5.2b)

ol w > 0 désigne la fréquence de I'onde, pg et €y désignent la perméabilité et la permittivité
du vide et la constante o > 0 désigne la conductivité du milieu ambiant. Nous normalisons
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les champs E et H et notons

N
E= <eo + w> ’ E, (5.3a)
w

_1
H =y, °H, (5.3b)

de sorte que les champs E et H vérifient les équations homogenes de Maxwell normalisées

?mﬁ—mﬁ:m (5.4a)
rot H + ixE = 0. (5.4b)

Dans ce qui suit, le nombre d’onde & est constant et donné par

K2 = (e + Z:j) pow?, (5.5a)
J(k) > 0. (5.5b)

Remarque 5.1. Le nombre complexe  est défini de maniére unique car J(k?) > 0 et
J(x) > 0 impliquent R(x) > 0.

L’équation du second ordre de Maxwell homogeéne mettant en jeu le champ électrique
normalisé E est donnée par
rot rot E — x°E = 0. (5.6)

Il est alors possible de retrouver I'expression du champ magnétique normalisé H grace a
I'équation (5.4a).

5.1.1 Potentiel de Debye et solutions élémentaires

L’équation de Helmholtz et les équations de Maxwell s’averent étre étroitement reliées.
Soit u € €°°(T) une solution de I’équation de Helmholtz homogene Au + x%u = 0 dans
un domaine régulier T (borné ou non-borné). Le champ de vecteurs u, appelé potentiel de
Debye [40] et défini par

u = rot (ux), (5.7)

vérifie I’équation de Maxwell du second ordre rotrotu — x2u = 0 dans Y. En effet, puisque

rotrot = —A + V(div ), divrot =0 et rot (A) = A(rot ), nous avons
rot rot u — x%u = —A(rot (ux)) + V(div rot (ux)) — x*rot (ux),
= —rot ((Au + K?u)x + 2Vu),
=0,

car u solution de ’équation homogene de Helmholtz et rot V = 0. Suite a cette remarque,
nous définissons les fonctions d’onde vectorielles [17, 40] [46, chapitre 1.4.1]

R} ,.(x) =rot (xR,,;m(x)) et RS, (x)= ,irot R! . (x) (5.8)
b b 7/,{ 9
et )
S,.m(X) =rot (xS,m(x)) et S5, .(x)= Erot Sy.m(X) (5.9)

ou les fonctions R, ., et S, désignent les modes associés a 1’équation de Helmholtz
scalaire, pour n =1,2,3,... et m = —n,...,n, cf. Théoréme 4.3.
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sphériques

Théoréme 5.2. Pour tous n € N* et m € Z avec |m| < n, les champs de vecteurs R, ,
et R, appartiennent a €>(R?) N L2 (R3) et vérifient Iéquation de Mazwell homogéne
du second ordre

rotrot E— k’E=0 dans 9'(R3). (5.10)

Pour tous n € N* et m € Z avec |m| < n, les champs de vecteurs Sﬁhm et Sy, appar-

tiennent & €°(R3\ {0}) N L2 (R3\ {0}) et vérifient ’équation de Mazwell homogéne du
second ordre

rotrot E— k*E=0 dans 9'(R3\ {0}). (5.11)

Démonstration. Puisque Ry, ,, vérifie I’équation de Helmholtz homogene Au + K2u = 0
dans R3, d’aprés la définition du potentiel de Debye, an vérifie I’équation du second
ordre de Maxwell homogene [40]. Nous utilisons la méme idée pour Sf%m. O

Remarque 5.3. Lorsque J(x) > 0 les champs de vecteurs s%,m et S}, ,, sont exponentielle-
ment décroissantes a l'infini, voir la formule 4.11.

Apres calculs, les fonctions d’onde vectorielles admettent les expressions suivantes :

R (5) = ot Yo () (5.120)

S%}m(x): D (k|x|)rotg2 Yy m (%), (5.12Db)

REn(0) = "R 0% 4 ) + R (I VYo @), (5120
n(n+1)

1 /
X (%) = Spm (X)X + g (hg>(n|x\) + k|x|pY (/<c|x|)) Vs Ynm(%), (5.12d)

iK|x|

ou X = ﬁ et rotg: = Vg2 x e,. Ces notations sont en accord avec la nature des champs de
base; RY, ,, et S}, . sont des champs tangents & la sphere, RY, et S}, admettent une partie
radiale. Nous énongons les décompositions modales des solutions des équations de Maxwell
que nous justifierons dans les paragraphes suivants. Dans la suite, nous démontrerons des
résultats plus précis sur la convergence des séries associées aux solutions des problemes
intérieur et extérieur de Maxwell.

Remarque 5.4. La famille constituée des fonctions R;, ,, et R}, forme une famille ortho-
gonale de H(rot , D). Si J(k) > 0, la famille constituée des fonctions S;, ,, et Sy, forme
une famille orthogonale de H(rot , ).

Théoréme 5.5. Supposons que J(k) > 0. Soit E € H(rot , D) une solution de l’équation

du second ordre de Mazwell homogéne rot rot E — k?E = 0 dans D. Alors il existe deux

(1) D tE7(12,7)771D

suites de complexes Ey 7, telles que E admette la représentation suivante

o n
E=Y" > EWNPR. +EXPR: . dans H(rot , D). (5.13)

n=1m=-—n

De plus, le champ magnétique normalisé H € H(rot , D) associé admet la représentation
suivante

H— Z Z nz : s E(l) DR;‘L ms dans H(rot , D). (5.14)

n=1m=-—n

Ces séries ainsi que leurs dérivées successives convergent dans €°°(D) et convergent uni-
formément sur tout compact de D.
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Théoréme 5.6. Supposons que J(k) > 0. Soit E € H(rot ,Q)) une solution de l’équation
du second ordre de Mazwell homogéne rot rot E — k2E = 0 dans . Alors il existe deux

(2),2

suites de complexes Eﬁb ,)nQ et Eynm - telles que E admette la représentation suivante

E= Z Z EN)NSt  + EQLs: dans H(rot Q). (5.15)

n=1m=-—n

De plus, le champ magnétique normalisé H € H(rot ;) associé admet la représentation
suivante

=5 Y —EQ0st |+ ELDLSK dans H(rot ). (5.16)
=1 m=

Ces séries ainsi que leurs dérivées successives convergent dans €°(2) et convergent uni-
formément sur tout compact de Q.

Théoréme 5.7. Supposons que J(k) > 0. Soit E € H(rot ,C) une solution de [’équation
du second ordre de Maxwell homogéne rot rot E — k?E = 0 dans C. Alors il existe quatre

suites de complexes Ey(Lly)nC, E,(fzn , E(3) ¢ tE%)ﬁC telles que E admette la représentation
suivante
o n

n=1m=-n
dans H(rot ,C). (5.17)
De plus, le champ magnétique normalisé H € H(rot ,C) associé admet la représentation
sutvante

(e.9]
H:Z Z _EQ,CRt +E(17DR7);

n,m n,m

—EWCst 4 EB-Csx

m n,m “n,m nm “n,m>

dans H(rot ,C). (5.18)

Ces séries ainsi que leurs dérivées successives convergent dans €°°(C') et convergent uni-
formément sur tout compact de C'.

5.1.2 Caracteére générateur

Munissons ’équation du second ordre de Maxwell homogene (5.6) de la condition aux

limites sur I
nxE=A sur T, (5.19)

1
ou n désigne le vecteur normal unitaire dirigé vers 'extérieur de D et A € H, ? (divp,T).
La frontiere I désigne la sphére de centre 0 et de rayon R, c’est a la fois la frontiére de
la boule D et celle du domaine extérieur 2. En tenant compte de la décomposition de

_1
Helmholtz des champs de vecteurs de H, ?(divp,I") tangents a I' (cf. section 2.3) et la
base spectrale de ’espace des champs tangents (cf. section 2.4.4), nous pouvons affirmer
que la donnée de bord se décompose sous la forme

An,m o bn,m o
Z Z { n T 1 VSQYn,m(X) + n(n—|—1)r0t$2Yn’m(x)} s (520)

pour x € I', ou les coeflicients spectraux sont donnés par
anm = (A, V2 Yo m)p et bum = (A rots2Yy, i} - (5.21)
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sphériques
En domaine borné
Proposition 5.8. Il existe un opérateur de résolution Sint
_ 1
Sint : H, 2 (divp,I") — H(rot, D) x H(rot, D) (5.22a)
A donné par (5.20) — (E, H) donnés par (5.13) — (5.14) (5.22b)

_1
linéaire et continu de H, * (divp,I") dans H(rot,D) x H(rot D).
Dans ce qui suit, nous proposons une démonstration constructive de cette proposition.
(i) Supposons que A(x) = Vs2Y), n,(X), pour tout x € I'. La solution de 1’équation
rot rot E — x2E = 0 dans D associée & A est donnée par

1
: Rim-
Jn(KR) '

(5.23)

En effet, ce champ de vecteurs vérifie I’équation homogene du second ordre de Maxwell
par homogénéité.

Remarque 5.9. Pour tout k € C tel que J(k) > 0 et R > 0 le dénominateur j,(kR) ne
s’annule jamais, voir 'annexe C.

De plus,

1 1 .
Rt }: n x Rt = n X rots2Y, <>:)\. 5.24
T {]n(HR) n,m jn(HR) n,m‘r S2In,m R ( )
Par ailleurs, nous déduisons une contribution a la décomposition du champ magnétique
avec .

——— rotRt = _—— __R* . 5.25
(ii) Supposons que A(x) = rots2Y), (%), pour tout x € I'. La solution de I'équation

rot rot E — x2E = 0 dans D associée & )\ est donnée par

kR
R* . 5.26
Jn(kR) + KR jI(kR) ™™ ( )

En effet, ce champ de vecteurs vérifie I’équation homogene du second ordre de Maxwell
par homogénéité.

Remarque 5.10. Pour tout k € C tel que J(k) > 0 et R > 0 le dénominateur j,(xR) +
kR jl (kR) ne s’annule jamais, voir annexe C.

De plus,
kR ikR
Roum| = R% 5.27
G eR) kB g e R) ] = G eR) + B () Rl (5.27a)
= —nNn X VS2Yn,m (R) 9 (527b)
=A (5.27¢)

Par ailleurs, nous déduisons une contribution a la décomposition du champ magnétique
avec

R rotR* = — i R!
jn(kR) + kR j! (KkR) mme G (kR) + kR G (kR) ™™

(5.28)
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Nous construisons ainsi un opérateur de résolution du probléme intérieur, linéaire et
continu, noté Sint, défini comme suit :

1
Sint : H, ?(divp,I") — H(rot , D) x H(rot , D) (5.29a)
A donné par (5.20) — (E, H) donnés par (5.13) — (5.14) (5.29Db)

ou pour tous n € N* et m € Z tels que |m| < n, les coefficients des séries (5.13) et (5.14)
sont donnés par

kR by,

Eﬁi"lD - n(n +afj?n(nR) ot Eg’)’%D - n(n+1)(jn(kR) + kR j! (kR)) (5:30)
En domaine extérieur
Proposition 5.11. [l existe un opérateur de résolution Sext
Sext H;%(din,P) — H(rot ,Q2) x H(rot Q) (5.31a)
A donné par (5.20) — (E, H) donnés par (5.15) — (5.16) (5.31b)

1
linéaire et continu de H, * (divp,T') dans H(rot ) x H(rot ).

Nous suivons la méme démarche que celle proposée dans la démonstration de la pro-
position 5.8.

(i) Supposons que A(x) = Vg2Y}, 1 (X), pour tout x € I'. La solution de I'’équation
rot rot E — x2E = 0 dans ) associée & \ est donnée par

b s
hi) (kR) e

En effet, ce champ de vecteurs vérifie I’équation homogene du second ordre de Maxwell
par homogénéité.

(5.32)

Remarque 5.12. Pour tout k € C tel que J(k) > 0 et R > 0 le dénominateur h%l)(/fR) ne
s’annule jamais, voir 'annexe C.

De plus,

1 t 1 t )
Yy | ————8 = ————(—n) xS, ,|r = —n x rots:2Y}, () =X, (5.33)
[ h,(ll)(lﬁR) n,m] h/)(/Ll)(f{/R) n,m n,m R
en tenant compte de l'orientation de la normale. Par ailleurs, nous déduisons une contri-
bution a la décomposition du champ magnétique avec
1
-——rotS! = —— 8§ . (5.34)
ir B (KR) WDwkr) "
(ii) Supposons que A(x) = rots2Y), (%), pour tout x € I'. La solution de I’équation
rot rot E — x2E = 0 dans © associée & \ est donnée par
kR
- " Sk (5.35)
hyn’(kR) + kR hy,” (KR)
En effet, ce champ de vecteurs vérifie I’équation homogene du second ordre de Maxwell
par homogénéité.

n,m
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sphériques

Remarque 5.13. Pour tout x € C tel que J(k) > 0 et R > 0 le dénominateur hg)(mR) +
1 ; o P
KR hy,’ (KR) ne s’annule jamais, voir 'annexe C.

De plus,
kR kR
Tx | = ; nam | = ; (=n) x S3 ulr, (5.36a)
I h(sR) + kR (kR) 1 WD (kR) + kR B (kR) ’
=nx VgY,mnm (R> , (5.36h)
=A (5.36¢)

Par ailleurs, nous déduisons une contribution a la décomposition du champ magnétique
avec

R X kR t
- rot Smm =0 ay nm-
hn’(kR) + kR hy,” (KR)

; (5.37)
WY (kR) + kR BV (kR)

Nous construisons ainsi un opérateur de résolution du probléme extérieur, linéaire et
continu, noté Seyt, défini comme suit :

1
Sext : H, % (divp,T) — H(rot, Q) x H(rot , Q) (5.382)
A donné par (5.20) — (E, H) donnés par (5.15) — (5.16) (5.38b)

ou pour tous n € N* et m € Z tels que |m| < n, les coefficients des séries (5.15) et (5.16)
sont donnés par

iKkR by m
n(n+ 1) (WY (kR) + kR A (kR))
(5.39)

EWLS — Onm et Ef”;ﬂ =—
n(n + 1)AY (kR) ’

n,m

Remarque 5.14. Les séries (5.17) et (5.18) s’obtiennent en combinant les arguments pré-
sentés pour les problémes intérieur et extérieur : la décomposition du champ électrique
comprend une partie sortante qui provient de la boule de rayon R; dont les termes associés
sont

ERLCS, et BSOS, (5.40)

et une partie entrante qui provient de la boule de rayon Ry dont les termes associés sont

EMNCRY et EQNCRY . (5.41)

n, n,m

5.1.3 Convergence de la série

Rappelons que le probléme est le suivant : nous recherchons E et H dans H(rot, D) ou
H(rot , Q) tels que

rot E— ixH =0, dans D ou €, (5.42a)
rot H+ ikE =0, dans D ou €2, (5.42b)
nxE=X sur I, (5.42¢)

ot D désigne la boule ouverte Br et Q2 =R3\ D.
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Convergence dans € (D)

Proposition 5.15. Les décompositions modales de E et H données par les séries (5.13)
et (5.14) convergent dans €>°(D).

La convergence des séries (5.13) et (5.14) dans H(rot , D) découle de la continuité de
Iopérateur de résolution Siy. En effet, la trace tangentielle se décompose en une somme
hilbertienne

= - An.m bn,m
E=S S [ Goy 3+ ot V(%) ) 4
n n:lm_n{n(”+1)V82 (30 + oot (x)} (5.43)

Pour chacun des termes de la série, nous avons déterminé un opérateur de résolution
explicite linéaire et continu, cf. section 5.1.2. D’apres la remarque 5.4, ces termes sont
également deux a deux orthogonaux. D’apres le théoréme de Parseval, nous avons

o= £ 2 Tl 550

z z REEP R, + [ESRP] R

et par continuité de 'opérateur de résolution, il suit

R
nmilo,D’

IEllH(ror,p) < clIA]l (5.44)

H;%(divr,r)’
donc la série (5.13) converge dans H(rot , D). De méme, la série (5.14) converge dans
H(rot , D). En outre, puisque la série (5.13) converge dans H(rot , D), elle converge dans
L%(D) qui est complet, donc son reste de Cauchy converge vers 0 dans L2(D), c’est-a-dire

n

Svine = . . EULPR: .+ EGPRE M oudy dans L*(D).  (5.45)

n=Ni m=—n

En appliquant le Laplacien au reste de Cauchy, puisque Rﬁhm et thm vérifient 1’équation

de Helmholtz vectorielle (car div R}, ,, =0, divR} ,, = 0 et A = —rotrot + Vdiv ), nous
obtenons

A(Sny.N,) = Z Z E(P AR, + ER)P AR

n,m?
n=N; m=—n

— _K/2SN1,N2>
— 0, dans L?(D),
N1,No—+o00
d’apres Pexpression (5.45). Donc la série converge dans L2(A, D) = {u € L%(D), Aue LQ(D)}
et par conséquent

Z Z E(l)D t _|_E7(37771DR2m, dans HZ (D). (5.46)

n=1m=-n

En particulier, 'injection continue de HZ (D) dans €°(D) implique la convergence uni-
forme (en norme L*) de la série dans tout compact strictement inclus dans l'ouvert D.
Enfin, grace a la proposition B.9 et a une technique de Bootstrap, nous pouvons démon-
trer que cette décomposition est vraie dans Hj,.(D), pour tout entier m puis dans € (D)
d’apres le théoreme d’injection 2.2.
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Convergence dans €>°(Q2)

Proposition 5.16. Les décompositions modales de E et H données par les séries (5.15)
et (5.16) convergent dans €>° ().

La convergence des séries (5.15) et (5.16) dans H(rot ,2) découle de la continuité de
I'opérateur de résolution Sext. En effet, la trace tangentielle se décompose en une somme
hilbertienne

Gn.m o bn,m N
nzl mzn{ 77, T 1 VSQYn,m(X) + MrotszYn,m(x)} . (547)

Pour chacun des termes de la série, nous avons déterminé un opérateur de résolution
explicite linéaire et continu, cf. section 5.1.2. D’apres la remarque 5.4, ces termes sont
également deux a deux orthogonaux. D’apres le théoreme de Parseval, nous avons

-3 3 [ et el I
== m ™M lo.Q n,m

”7’”“0,9 ’

oo n 2 2 2
Irot Elf o = llinHIF 0 =3 3 [RECR] Sk, o + [REE] [S5m])
n=1m=-n ’ ’
et par continuité de 'opérateur de résolution, il suit
E <c||A , 5.48
” HH(rot Q) = ” HH;%(divr,F) ( )

donc la série (5.15) converge dans H(rot ,2). De méme, la série (5.16) converge dans
H(rot ,2). De maniére analogue au paragraphe précédent, nous pouvons démontrer que

- Z Z 711,1)771Q n,m + E’I(L?’HZL s;("bmv dans H%OC(Q)' (549)

En particulier, Iinjection continue de HZ.(Q) dans €°(Q) implique la convergence uni-
forme (en norme L*°) de la série dans tout compact strictement inclus dans 'ouvert €.
Enfin, grace a la proposition B.9 et a une technique de Bootstrap, nous pouvons démon-
trer que cette décomposition est vraie dans Hi,.(£2), pour tout entier m puis dans €°°(£2)
d’apres le théoréme d’injection 2.2.

5.2 Enoncé et démonstration du lemme d’addition vectoriel

Le lemme d’addition vectoriel associé a la solution fondamentale ® de I'équation de
Helmholtz permet d’obtenir une représentation modale de la solution des équations de
Maxwell homogenes. Il met en jeu le gradient des fonctions d’onde scalaires ainsi que les
fonctions d’onde vectorielles qui ont la particularité de vérifier les identités suivantes :

rot R, = ikR} rotS;, ,, = ikS} ., (5.50a)
rot R, = —ikR], rot Sy, = —ikS;, ., (5.50b)

pour tous n € N* et m € Z tels que |m| < n.
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5.2.1 Enoncé

Lemme 5.17. Soit p € R3. Pour tous x, y € R? tels que |x| > |y| > 0, la solution de
léquation (5.1) vérifie

=3 3 { g ) (ot 53 ) (4

n=1m=

T (rot [jn(sly))rots:Yom®)] - p) S (%)

n(n+1) |
+ (V [in () Ve 3)] - P) TSnan )}. (5.51)

Pour tout élément non-nul y de R3 fixé, cette série ainsi que ses dérivées successives
convergent dans €°°({x € R3, |x| > |y|}) et convergent uniformément sur tout compact de
{xeR3 |x| >y}

Dans [17], D. Colton et R. Kress donnent des éléments de démonstration de ce lemme
lorsque x est un nombre réel. Dans ce cas, le lemme d’addition vectoriel s’écrit

vy =3 3 { s (R0 -8) S

n=1m=

_n(n"’il) (REn () - P) S3(X) +£ (VRam(¥) - p) vsn,m(x)} . (5.52)

Dans ce qui suit, nous proposons une démonstration complete et détaillée de la formule
(5.51) et nous affinons les résultats de convergence associés. Soient p € R3 et y € R3\ {0}
fixés. Il s’agit de résoudre le probléme du second ordre de Maxwell dans I’espace libre qui
consiste & chercher E € &#/(R3) vérifiant

rot rot E — k*E = irp dy dans &' (R?), (5.53)

ou dy désigne la masse de Dirac en y. D’apres la proposition 3.23, une solution de cette
équation est donnée par

E,(x) = ind(x, y)p — ivxdivx@(x, Y)p), (5.54)

car G * pdy = ®(x,y)p.

Remarque 5.18. Le champ Ey admet une singularité en y, c’est pourquoi nous recherchons
E, dans .%'(R3). Toutefois, le champ Ey est de classe € en dehors d’un voisinage de
{x € R3, |x| = |y|} car il vérifie '"équation du second ordre de Maxwell homogene et est a
divergence nulle.

De la relation (5.54), nous déduisons que

O(x,y)p = %Ey(X) - %deivx(@(x,y)p)- (5.55)

Commencons par le second terme. Puisque nous avons l'identité,

1 . 1 1
— 5 Vxdivk(®(x,y)p) = = Vidivy(®(x,y)p) = 5 Vx [Vy®(x.y) - p], (5.56)
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alors d’aprés la remarque 4.15, pour tout x € R3 tel que |x| > |y],

dex( Z Z [ (]n kly|)Y, ())-p} VSn.m(X). (5.57)

n 1m=-—n

Cette série ainsi que ses dérivées successives convergent dans €>°({(x,y) € RS, |x| > |y|})
et convergent uniformément sur tout compact de {(x,y) € RS, |x| > |y|}.

Intéressons nous a présent au premier terme (%Ey). Ay € R?\ {0} fixé, pour tout
x € R3 tel que |x| < |y|, le champ électrique Ey vérifie '’équation homogene du second
ordre de Maxwell

rot rot E, — x’E, = 0, dans {x eR?, |x| < \y|} , (5.58)

donc, d’apres la remarque 5.18 et le théoreme 5.5 il admet la décomposition suivante

Ey = z_: 2 { A (YRG  + @ngzn(Y)Rﬁ,m}, dans H (rot, B,), (5.59)

pour tout p < |y|, ou les coefficients oz( ) m(y) et agzn(y) dépendent de y et vont étre

déterminés. Cette série ainsi que ses dérivées convergent dans € ({x € R3, |x| < |y|})
d’apres la section 5.1.3 (paragraphe 1) et convergent uniformément sur tout compact de
{x € R3, |x| < |y|}. De plus, pour tout x € R3 tel que |x| > |y|, le champ électrique Ey
vérifie

rot rot E, — x’E, = 0, dans {x eR3 |x| > \y[} , (5.60)

donc, d’apres la remarque 5.18 et le théoreme 5.6, il se décompose sous la forme

Z Z { B (¥)Shm + /Br(z?r)n(y)s);z,m} ; dans H (rot ,R? \Bj) . (5.61)

n=1m=-—n

pour tout p > |y|, ou les coefficients Bélzn(y) et 67(37)71(y) dépendent de y vont étre dé-
terminés. Cette série ainsi que ses dérivées convergent dans € ({x € R3, |x| > |y|}) et
convergent uniformément sur tout compact de {x € R?, |x| < |y|}, d’aprés la section 5.1.3
(paragraphe 2). Il nous reste a démontrer que les coefficients BT(LI,)n(y) et ﬁ,@n(y) coincident
avec les coeflicients de la représentation donnée par le lemme d’addition vectoriel.

5.2.2 Identification des coefficients £ (y) et 82 (y)

Il s’agit de d’identifier les coefficients @%(y) et 57(127)”(y) en évaluant le crochet de
dualité au sens des distributions entre rot rot E — x?E = ikp dy et deux fonctions-test
particulieres définies comme suit :

Pl (%) = 1y (X[ (KIX])r0ts2 Y0 m (%) €€T((0,+00) x 8?),  (5.62)
PP (x) = — "’“ Drot [jn(ny|)rot32Ynm(x)} €€X((0,+00) x S%),  (5.63)

an €N et m € Z tels que |m| < n fixés, ou ny désigne la fonction de troncature définie
au début de la section 4.2.2 (cf. figure (4.3)). D’une part, d’aprés ’équation vérifiée par
Ey et les propriétés de 7y, nous avons

<rot rot Ey — x”E,, 1'b7(11”)”>R3 =ik <p6y, 1'b7(11”)”>R3 =ik jn(kly|)rots2 Y, m(¥) - p, (%)
<r0t rot E, — #°E,, 1/)532,1>R3 =K <p5y7 w,(fzn>R3 = rot {jn(ﬁ\y])rotszYnﬁm(y)} p. (k%)
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Identification de 67(3%10)

Le coefficient ﬁy(blzn(y) est identifié a ’aide de la fonction-test wﬁ}}n D’apres la définition
de la dérivation au sens des distributions et l'identité (5.54), nous avons

<rot rot Ey — /<;2Ey7 ¢7(117,)71>R3 = <Ey, (rot rot — 52) ¢7(117)n> )
=ik <<I>(-, y)p, (rot rot — /@2) ¢£{%>R3

_ i (®(,y)p, Vdiv (rotrot —?) wil))

Comme ®(-,y)p € L*(R?), le crochet de dualité précédent peut s’écrire sous la forme dune
intégrale et

<rot rot Ey, — x°Ey, ¢§L12n> = /3 {iml)(x, y)p- (rot rot — H2> ¢£L12n(x)
-

1
~ Oy Vdiv (rotrot — %) Yl (x } d
o (x,y)p iv (ro rot — x )1/) m(x) ¢ dx,

R3

e—0

= lim (/ {iml)(x, y)p- (rot rot — /<02) 1/17(111)71(x)
{IxI<lyl—e}
1 . 1
~Lageyp- )
o (x,y)p - Vdiv (rot rot — )1/) m(x) ¢ dx

+/ {z’m@(x,y)p' rot rot — x>
{IxI>lyl+¢} ( )

—_iq)(x, y)p - Vdiv (rot rot — x> wnzn(x)} dx) .
1R

Nous cherchons a faire intervenir Ey dans les intégrales précédentes, qui est L2 hors d’un
voisinage de {x € R3, |x| = |y|}. Pour cela, notons

T = /{|x|<|y—a} @(x,y)p - Vdiv (rot rot — ) il (x) dx

Iy = | @(x.y)p- Vdiv (rot rot — %) i (x) dx
{IxI>lyl+e}

et considérons ¢ tel que
ny(jx]) =1, Vx| € [ly| = 2e, [y| + 2¢].

Comme ®(-,y)p est de classe €> en dehors d'un voisinage de {x € R3, |x| = |y|}, nous
appliquons deux fois la formule de Green (2.51) et nous obtenons

Jint(y) = / Vdiv (®(x,y)p) - (rot rot — /@2) @bq(%lq)n(x) dx,
{IxI<lyl—¢}
JEU(y) = Vdiv (®(x,y)p) - (rot rot — x?) i) dx,
{Ix|>ly|+e}
ou les termes de bords sont nuls car
(rot rot — /12> ,(11,)71 =0, pour |y| —2e < [x] < |y| — 2e.
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D’ou, en injectant ces expressions dans la limite explicitée plus haut et en utilisant I’ex-
pression (5.54) de Ey, il suit

<rot rot E, — /@QEy,@b(l) > = lim {/ Ey(x) - (rot rot — /{2) ¢n12n(x) dx
{IxI<lyl—e}

R3 -0
—l—/ Ey(x) - (rot rot — H2> wflly)n(x) dx} ,
{IxI>ly|+e}

= lim {Z"(y) + I2(y) .

e—0
oll ) oy
I;nt(Y) — / Ey(x) - (rot rot — /12) Il’r(tlﬂ)n<x) dx,
{Ix|<lyl—<} -
1o (y) = / Ey(x) - (rot rot — Ii2> wél,%@(x) dx
{IxI>ly|-+e}
Comme Ey est de classe € en dehors d'un voisinage de {x € R?, |x| = |y|} (voir la re-

marque 5.18), nous pouvons appliquer deux fois la formule de Green (2.60) sur I"(y) et
I (y) et, d’apres I'équation vérifiée par Ey dans les domaines considérés, nous obtenons

14y) = [ {3y elrorpll)) + mu(rot Ey) - psapll) ) d (5.64a)
&t y) = ~ /F+ [y - 7 (rot pi1),) + vu(rot Ey) - vctpll), | dss, (5.64b)

ou 7 désigne la trace tangentielle (ne dépend pas de la normale), v« = e, X vy, I'Z =
{xeR3, |x| =|y| —e}etTS = {xe€R3 |x| =|y| + ¢}. Des décompositions (5.59) et (5.61)
et des expressions développées des modes (5.12a)-(5.12d), nous déduisons une décomposi-
tion des traces tangentielles v,Ey et v;(rot Ey) :

WE =3 Y { ol W)in(s(ly] = 2))r0ts2 Yo m(X)

") ., A
* nlyl =) Ln(k(lyl =€) + s(lyl — €)n(k(ly — €))] vszyn,m(x)} :

_1
dans H, ? (rotp,I'7), (5.65a)

[e.9] n

By =3 3 (BN MY (s(ly] + €)rots: Vom (%)

)
L [HD (] €)) + (] + Y (] + ) vsgyn,m@} |

1
dans H, 2 (rotr,F;r) , (5.65b)

(ot Ey) = in 37 37 {=alZ)in(s(ly| = €))rots:Yom(X)
e -
+ 22O [ iyl = )+ wly] = el <) vszyn,m@)} ,

1
dans H, ? (rotp,T.), (5.65¢)
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n(rot Ey) =ir > > {=B2. (AN (s(ly] + €))rotsa Vo m(X)

n=1m=-—n
(1)

n,m(y) .
g g [h%”(ﬁ(\y|+6))+%(ly\+€) V(s (!y|+€))] VszYn,m(X)},

_1
dans H, 2 (rotp,Fj> . (5.65d)
Soit g9 > 0 tel que pour tout 0 < € < &g, la fonction de troncature ny vérifie

y(M - 5) =1, 77y(M +5) =1,
Viy(ly| —¢) =0, Viy(ly| +¢) = 0.

Soit € € (0,&¢). Alors nous avons

er X YL (x) = jn(k(ly| — €))Vs2Yrm(X), VxeT:, (5.66a)
e X Phn(x) = ju(k(ly| + €)) V52 Yo (), ¥xels, (5.66b)
1 .
e, x rot i (x) = B Ln(k(ly| — ) + sy — ) (k(ly| — €))] rots2 Yy m(x),

Vxel_, (5.66c)

T 1
e, X rot ng}n(x) =— Y Te

Ln(k(lyl +€)) + &(]yl + &)dn(k(ly| + €))] rots2 Yo m (%),
Vx € I'F.(5.66d)

En utilisant les expressions (5.66), il suit que

15(y) = = Uiyl =€) + ] = )] =) |2y - rotsaTo R
+jn(r(lyl = &) / e (rot Ey) - VoY m(R) dse, (5.67)
" 1
IZy) = Yl T e n(6(ly] +€)) + &(ly| + €)dn(5(ly] +€)) / YEy - rotg2 Yy, m (X) dsy

—Jn(r(lyl +2) [ (ot Ey) - ViV nR) di. (5.68)

£

De plus, d’apres les expressions (5.65), nous avons

/ Ey - 10te2 Vo dsx = afl) (0 (kY] = 2)) [ Irots:Yiunl” di

A .,
Ye(rot By) - Vo Vo dsx = === [ (w(ly] — £)) + #(ly| = €)jn (x(ly| — )]

_ y ) ’y_

/7 V2 Vm|? dsy,

€

/Jr ’YtEy ’ rotSQYn,m dsy = 5&2;@()’)71%1)(“(\Y| + 5)) /Jr |r°t82Yn,m|2 dsx,
5 FE

oy _ Bun(y)
Yt (I’Ot Ey) . VSQYNJTL de == ﬁ [h

rt |

Os(lyl +€)) + |yl + )RS (5(ly| +2))]

/F+ V52V | dsx.
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5.2. Enoncé et démonstration du lemme d’addition vectoriel

En utilisant 'identité
/{| | }\vszyn,mﬁ dsg — /{ | }yrotsgyn,my2 dsx = 12 n(n+ 1), (5.69)
X|=r X =7

et en injectant les expressions précédentes dans les équations (5.67) et (5.68), il vient que

(y) =0,
124 y) = B, (y) s n(n +1) (Iy] + )
(O ((ly] + ) (s(ly] + €)) = Gn (] + €)Y (s(ly| +€))] -

En utilisant I'identité du Wronskien (4.56), nous obtenons

I (y) = &Sli(wn(n +1). (5.70)
Finalement, 1’équation (*) implique
K2 —
Bhim(¥) = =y dalyD) (rots:Yom(3) -p). (5.71)

pour tous n € N et m € Z tels que |m| < n.

Identification de ﬁr(LQQn(y)

Pour identifier le coefficients ﬁ,%)n(y), il faut reproduire le calcul du paragraphe précé-
dent en choisissant ¢£L27)n comme fonction-test. Nous reprenons le calcul & partir de

<rot rot E, — x?Ey, 1,0,(127)n> = lim {Iént(y) + ISXt(Y)} ;

o
ou
= /r {’YtEy Y (rot i7,) + i (rot Ey) "Yx‘#n%zn} dsx, (5.72a)
o = /F ) {%Ey A (rot $2h) + v (rot Ey) 792”} dss, (5.72b)

en tenant compte de 'orientation de la normale n. Soit g > 0 tel que pour tout 0 < € < &y,
la fonction de troncature 7y vérifie

ny(lyl—¢) =1, ny(lyl+¢) =1,
Viy(lyl =€) =0, Viy(ly| +¢) = 0.

Soit € € (0,&0). Alors nous avons

e X Wi (0 = — s (] = €)) + y] = <)as(ly] - )] ot Vo),
VxeTZ, (5.73a)

O 1 . ) —r

er X () = s lnslly] 4 €)) - w(ly] + €)1 (] )] rots: Vo (1),

Vx el (5.73b)
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e, x rot P (x) = —ik jn(K(ly| — €)) V2 Yom (), VxeT;, (5.73¢)
er X 1ot \oh (x) = —ir jn (kY| +€)) V2 YV (%), Vx et (5.73d)

Ainsi, en injectant les expressions (5.65a)-(5.65d) et (5.73a)-(5.73d) dans (5.72a)-(5.72b),

nous obtenons

E(9) = il ~ <) [y T @) dsc L Gl )

+r(ly] =)yl = 2)] [ (rot Ey) -rotVo (%) de, (5.74)

€

XUy) =ik j . Y,m(X) ds 1y K €
I24(y) = i (s 1y] +2)) [ By VeV et s Ll +2)

+x(|y| + &)y, (k(ly| + €))] /F+ Yt(rot Ey) - rots2Y), (X)) dsy.  (5.75)

De plus, d’apres les expressions (5.65), nous avons
[y T = O iy )yl 2] =)
FE_ ’Yt y S n,m X Z/{,(|y‘ _ 8) ]TL y y -]n y

/r V2 Vm|? dsy,

€

/7 Yi(rot Ey) - rot g2V dsy = —ir o2, (y)jn (s(Jy| — €)) /r Irotge Yy m|? dsx.

€ €

o B (y) 1) 1y
[ By VYo dse = S WDl €)) iyl + <) (el +2))

/rj V2 Ynm|? dsy,
/+ ’Vt(rOt EY) ’ rOtSQYn,m dsy = —ik /Br(z?r)n(y)hg)(ﬁ(‘ﬂ + E)) /+ ‘rOtSQYn,m‘g dsy.
r e
En utilisant 'identité

/{| | }|v52Yn,m|2 dsy = /{ | }|rot52Yn7m]2 dsy = r2 n(n + 1), (5.76)
X|=r xX|=r

et en injectant les expressions précédentes dans les équations (5.74) et (5.75), il vient que
I™(y) =0,
I24(y) = B0 (y) kn(n+1) (ly| +¢)?
[ (w1 ] + €)in(rly] + €)) — B (r(ly] + Dbyl +2))]

En outre, d’apres l'identité du Wronskien (4.56), il suit

(2)
ext _Bﬂ,m(Y)
I (y) Y S n(n+1). (5.77)
Finalement, 1’équation (x*) implique
iR . 7o
B2 (y) = T (rot [jn(xly)rots: Yo ()] - p)- (5.78)

pour tous n € N et m € Z tels que |m| < n.
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5.2. Enoncé et démonstration du lemme d’addition vectoriel

Conclusion

En utilisant les résultats (5.55), (5.61), (5.57), (5.71) et (5.78), nous déduisons que
pour tout y € R3\ {0},

cyp=> > {0 Sy Iy (ot Yo - p) S50

n=1m=-—n

1) (vot [ju(slylrots:Vom®)] - p) S5 n(x)

n(n+1 .
L (9 [ty Van3)] ) Tum0) ) (579

dans L, ({x € R3, |x| < |y|}). De plus, d’aprés la convergence des séries associées a E,
et & Vydivg(®(-,y)p), nous déduisons que série (5.79) ainsi que ses dérivées successives
convergent dans € ({x € R3, |x| > |y|}) et convergent uniformément sur tout compact
de {x € R3, |x| < |y|}.

Remarque 5.19. En choisissant les fonctions-test
X — ny(|x|) (\x|)rot32Ynm( ), € €>°((0, +00) x §?), (5.80)

xrs - oy [h,& <yx|>rot32Yn,m<ﬁ>} , €FZ((0,+00) x 8%, (5.81)

(1)

nous pouvons identifier les coefficients an,m(y) et a(2) (y) et pour tout y € R3\ {0}, nous
obtenons

O(x,y)p = io: zn: { n+1 (HM) (rOtSQYnm(y) )Rt m(X)

n=1m=—-n

_n(nl—l—l) (rot [h (kly|)rots2Yy, m(¥) ) m(X)

+£ (V [2D(sly) Yo (®)] - p) VRn,m(x)} . (5.82)

dans L. ({x € R3, |x| < |y|}). Cette série ainsi que ses dérivées successives convergent
dans € ({x € R3, |x| < |y|}) et uniformément sur tout compact de {x € R3, |x| < |y|}.

83



Chapitre 5. Lemme d’addition vectoriel

84



Chapitre 6

Décomposition modale des
solutions des équations de

Helmholtz et de Maxwell

Dans ce chapitre, nous nous intéressons dans un premier temps a la décomposition
modale des solutions de 1’équation de Helmholtz dans des géométries régulieres, non-
nécessairement sphériques. Pour cela, nous rappelons la définition d’opérateurs intégraux
ainsi que des formules de représentations intégrales [41]. Puis, nous déterminons une dé-
composition modale de la solution a l'aide de ces opérateurs et du lemme d’addition
scalaire, voir le chapitre 4. Dans un second temps, nous déterminons une décomposition
modale des solutions des équations de Maxwell dont les coefficients peuvent étre calculés
explicitement & travers les formules de Stratton-Chu [40, 41] et le lemme d’addition vec-
toriel, voir le chapitre 5. Cette derniere décomposition est souvent citée dans la littérature
[17, 40] [46, chapitre 1.4.1] mais le calcul des coefficients spectraux n’est jamais explicité.

Dans toute la suite, D désigne un domaine borné de R3, simplement connexe, de
frontiere I' infiniment différentiable tel que D soit situé d’un seul co6té de I'. Nous notons
n le vecteur normal unitaire dirigé vers I'extérieur de D et 2 le complémentaire de D dans
R3. Nous supposons que §) est connexe.

6.1 Décomposition modale des solutions de I’équation de
Helmholtz

Nous rappelons que ®(x,y) = G(x —y) = %

de I’équation de Helmholtz et nous supposons que

désigne la solution fondamentale

J(k) > 0. (6.1)

6.1.1 Définition des opérateurs intégraux

Définition 6.1. L’opérateur intégral V, appelé potentiel de simple couche, est défini

comme suit :
V:E®) — €F°[R3\T) (6.2)

associe a une fonction scalaire (ou vectorielle) p € €°(I') la fonction Vp définie par
Vi) = [ ()0 (x.y) dsy. Vxe R\ T. (6.3)
r
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Proposition 6.2. Si J(k) > 0, le potentiel de simple couche V peut étre étendu en un
opérateur linéaire et continu de H_%(F) dans HY(D) U H().

Remarque 6.3. Si k € R*, }e potentiel de simple couche V peut étre étendu en un opérateur
linéaire et continu de H~2(T) dans H'(D) U HL _(Q).

Définition 6.4. L’opérateur intégral N, appelé potentiel de double couche, est défini
comme suit :
N :E®(T) — €°(R*\T) (6.4)

associe a une fonction scalaire (ou vectorielle) X € €°°(I') la fonction N'\ définie par
NA(X) = / Ay)(n-Vo(x,y)) ds,, VxeR3\T. (6.5)
r

Proposition 6.5. Si J(k) > 0, le potentiel de double couche N peut étre étendu en un
opérateur linéaire et continu de H%(F) dans H'(D) U H(Q).
Remarque 6.6. Si k € R*, le potentiel de double couche A/ peut étre étendu en un opérateur

lindaire et continu de H2(I') dans H(D) U H} ().

6.1.2 Représentation intégrale de la solution

Soit u € H'(R3\ I') une solution de I’équation de Helmholtz homogene
—Au — k*u =0, dans R3\ T, (6.6)

avec k € C tel que J(x) > 0. Dans ce qui suit, uj,, € H2(D) désigne la restriction de u & D
et uexy € HY(Q) N HE(Q) la restriction de u & Q. De plus, nous introduisons les notations
de saut :

Définition 6.7. Pour tout réel s > 1, le saut d’une fonction scalaire v € H*(D)UHP (),
noté [v]p, est défini par

[V]p = Vext|r — Vint|r € H2(I). (6.7)

Pour tout réel s > 0, le saut d’une fonction vectorielle w € H*(div,D) U Hj; (div,Q),
noté [w]r, est défini par

a1
[W]r = Wext|r - Pext + Wing |1 - Ming € H* 2(I), (6.8)
ol My = N désigne le vecteur normal unitaire dirigé vers Uextérieur de D et Reyy = —n.

Le théoreme de représentation intégrale de la solution de I’équation de Helmholtz (6.6)
est le suivant :

Théoréme 6.8. Toute solution u de l’équation de Helmholtz (6.6) est donnée par

u(x) =N [u]p (x) + V[Vu]r(x), VxeR3\T. (6.9)
Démonstration. Nous commencons par démontrer que

—Au — K*u = [u]p 0f + [Vu]rdr, dans 7'(R?), (6.10)
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ou Op et or désignent les distributions a support dans I' définies par

(T 0P p)gs = (T,n-Vo)r, Voe€PR?, VT e 2'(I)
<T 6F7S0>R3 = <T7 90>I‘7 VQD € cchO(R?))’ VT e -@,(F)

Calculons —Au — x%u au sens des distributions dans R3. Soit ¢ € €>°(R?). Nous avons
A2 _ — 2=
< Au nu,gp>R3— /R:ju(Ago%—ncp) dx,
= —/ Uint (A@—i— I£2¢) dx — / Uext (A@—i— &25) dx.
D Q

Comme les restrictions uint €t Uext appartiennent respectivement a H2(D) et HZ . (£2), nous
appliquons les formules de Green (2.52) et (2.51) et en utilisant les équations vérifiées par
Uint €t Uext dans les domaines considérés, nous obtenons le résultat souhaité

(~du=rtup), = [ (W (0 VD) dse + ([Valr, o)y
= <[’LL]F or + [Vu]rdr, (,D>R3 .

Remarque 6.9. Le saut [u], de u appartient & H 3 (T) et le saut [Vu]r de Vu-n appartient

< -1 o .
a H 2(I"). En vertu de I'injection des espaces de Sobolev dans les espaces de fonctions
continues, comme I" est de dimension deux, nous déduisons que

[u] € €°(T). (6.11)
D’apres la proposition 3.4, une solution de 1’équation (6.10) est donnée par
u=G* ([U]F 5F + [[Vu]]pép) s

ou x désigne le produit de convolution au sens des distributions. Il s’agit a présent de
caractériser ce produit de convolution au sens des distributions dans R3 \ T'. Soit ¢ €
%> (R3\ T'). Par définition, nous avons

(U, p)ps = (G * ([ulp & + [Vuldr) , @)ps
= (G, ([u]p o + [Vu]ror, ¢(x + .)>R3>R3 )

= /]R3 G(x) (/F [ulp (n - Vyp(x+y)) dsy + ([Vulr, o(x + ))F) dx

Supposons que [Vu]r soit suffisamment régulier de sorte qu’on puisse identifier le crochet

de dualité avec une intégrale. Nous justifierons en suivant l'extension & [Vu]r € H 3 (I).
D’apres le théoreme de Fubini et en effectuant le changement de variable x' = x + vy, il
vient

s Pl = /1“ RS {[ulp (n- Vy(G(x)e(x +y)) + [VulrG(x)po(x +y)} dxdsy,
_ /F [ Al (0 ¥y (Glx =)0 + [VulrGlx = y)(x)} dxdsy,
_ / [, (Tl (n- 9y2(x,y))(x) + [Vulr(x )} dxdsy,

= [ Al (n- 9y0xy)) + [Fulrb(x,y)} dsy | () dx
= (N [ulp + VIVulr, @)ga

Par ailleurs, d’apres la proposition 6.2, ce résultat reste vrai pour [Vu]pr € H 7%(F). O
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Si w vérifie I’équation de Helmholtz homogene dans D (resp. dans 2), cette représen-
tation est encore effective en prolongeant u par 0 dans €2 (resp. dans D) et nous déduisons
les corollaires suivants :

Corollaire 6.10. Supposons que J(r) > 0. Toute solution u € H'(D) de l’équation de
Helmholtz homogéne dans D admet la représentation intégrale suivante :

u(x) =V (Vulr - n) (x) — Nu|p(x), Vx e D. (6.12)

Corollaire 6.11. Supposons que J(k) > 0. Toute solution u € H'(Q)) de I’équation de
Helmholtz homogéne dans ) admet la représentation intégrale suivante :

u(x) = Nulp(x) =V (Vulr - n) (x), Vx € Q. (6.13)

Remarque 6.12. Ces résultats peuvent étre étendus lorsque k£ € R*. Dans ce cas la solution
u est seulement H'(D) N H ().

6.1.3 Décomposition modale de la solution du probleme de Helmholtz
en domaine extérieur

Quitte a effectuer un changement de repére, nous supposons que 0 appartient a D.
Soit Bgr la boule ouverte de centre 0 et de rayon R telle que

DC Bg. (6.14)

La figure (6.1) illustre la définition de Br. Le théoréme de décomposition modale des

FIGURE 6.1 — Domaine {x € R3, |x| > R} bleuté

solutions de 1’équation de Helmholtz homogene dans Q = R3\ D est le suivant.

Proposition 6.13. Supposons que J(k) > 0. Toute solution u € H*(Q) de I’équation de
Helmholtz homogéne dans Q admet la décomposition modale suivante dans R>\ By :

o n

00 =it 3 57 () () |1 [ ) Vi 5)
- / (V- 1) (Kl Vora3) 4y, vx € B\ B, (6.15)

Cette série ainsi que ses dérivées successives convergent dans € (R3\Bgr) et uniformément
sur tout compact de R3 \ Bg.
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Démonstration. Siy € I' alors

x € R3\ Br = |x| > lyl. (6.16)

Donc, d’apres le lemme d’addition 4.10, nous avons les décompositions suivantes :

O(xy) =in Y D JulklyDhP (kX)) Yam(9)Yam®),  VxeR\Bg,

n=0m=—n

n-Vyd(x,y) =in? Y Y jn(slyDAS) (5x) Vom0 Yom(3),  Vx €R?\ B

n=0m=—n

Ces séries ainsi que leurs dérivées successives convergent dans €*°(R3 \ Bg) et unifor-
mément sur tout compact de R3 \ Bg. Pour obtenir la décomposition souhaitée, il suffit
d’injecter ces expressions dans la formule de représentation intégrale (6.13). O

Remarque 6.14. Ces résultats peuvent étre étendus lorsque x € R*. Dans ce cas, la solution
u est seulement H ().

6.2 Décomposition modale des solutions des équations de
Maxwell
Soit (E*,H’) un champ électromagnétique incident de classe €°°(R?). Nous nous in-

téressons au probléme extérieur de Maxwell du premier ordre qui consiste & chercher
E=FE'+ E° et H=H"+ H?® dans H(rot , Q) tels que

rot E° — ixH® =0, dans €, (6.17a)
rot H® +ixE° = 0, dans Q, (6.17b)
nx E*=—n x E, sur I, (6.17c)

ou les champs totaux E et H ont été préalablement normalisés et le nombre d’onde k,
défini par la relation (5.5a)-(5.5b), admet une partie imaginaire strictement positive.

6.2.1 Formules de Stratton-Chu

Les formules de Stratton-Chu donnent une représentation intégrale de la solution des
équations de Maxwell (normalisées) en domaine borné ou en domaine extérieur. Cette
représentation dépend seulement de la trace tangentielle des champs électromagnétiques
sur la frontiere du domaine. Nous les énoncons dans des domaines réguliers mais il est
possible de les généraliser pour un domaine lipschitzien [40].

Théoréme 6.15. Supposons que J(k) > 0. Soient E et H € H(rot, D) une solution du
probléeme de Mazwell homogéne dans D. Alors les champs électromagnétiques admettent
la représentation suivante

1
E(x) = —rot / P (x,y)vx E(y) dsy + %mt rot / O (x, y)vx H(y) dsy, xe D, (6.18a)
Iy I
1
H(x) = —rot / B(x, y)1x H(y) dsy — —rot rot / B(x,y)yxE(y) ds,,  xe D. (6.18b)
r K r

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur a [17, chapitre 6] ou [40, chapitre 9]. O
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Dans ce qui suit, nous nous intéressons particulierement au probléme extérieur de
I’électromagnétisme. Nous utiliserons la formule de Stratton-Chu en domaine extérieur,
qui est la suivante :

Théoréme 6.16. Supposons que IJ(k) > 0. Soient E et H € H(rot, Q) une solution du pro-
bléeme de Mazwell homogéne (6.17a)-(6.17c) dans Q. Alors les champs électromagnétiques
diffractés admettent la représentation suivante

1
E’(x) = rot / ®(x,y)yx E*(y) dsy — —rot rot / O (x, y)yx H(y) dsy,
r K r

xeQ, (6.19)
1
H’(x) = rot / ®(x,y)vx H*(y) dsy + —rot rot / D (x, y)vx E*(y) dsy,
r K r
x€ Q. (6.19b)
Démonstration. Nous renvoyons le lecteur a [17, chapitre 6] ou [40, chapitre 9]. O

Remarque 6.17. Ces formules peuvent étre étendues lorsque x € R*. Dans ce cas, les
champs E et H appartiennent a Hy,.(rot , Q).

6.2.2 Décomposition modale des solutions du probleme uni-obstacle
Soit Br une boule ouverte de centre 0 et de rayon R telle que
D C Bg. (6.20)
La figure (6.1) illustre la définition de Bg.
Théoréme 6.18. Supposons que J(k) > 0. Soient E et H € H(rot ,Q) une solution

du probléme de Mazwell homogéne (6.17a)-(6.17c) dans Q. Alors les champs diffractés
admettent la représentation suivante dans R3\ Bg :

E(x) = i {n(nlm znj {(1880, + 12,) St (0 + (18, + 1, s;;,m(x)}} (6.21)

et

n=1 m=-—n

ou
1), = —ir /F 71 (rot [ju(kly)rots: Vo m(3)]) - 1 E'(y) dsy, (6.23a)
I3, = = /F Y1 (G (kI r0ts2 Yo (3)) - 7 H' (y) dsy, (6.23b)
1Y), = & /F Y1 (n (K1Y rots Y () ) - 1< E(y) dsy, (6.23¢)
1), = —ir / 71 (rot [jn(sly])rotsaYom(3)]) - 1 H (y) dsy. (6.23d)
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Démonstration du théoréme 6.18. D’apres la formule de Stratton-Chu (6.19a), le champ
électrique diffracté E® admet la représentation suivante :

1
E°(x) = rot / ®(x,y)vxE*(y) dsy — —rot rot / O (x,y)yxH*(y) dsy, x € (.
r K r

De plus, siy € I', x € R?\ Bg, alors |x| > |y|. Donc nous pouvons appliquer le lemme
d’addition vectoriel et, pour tout p € R3, la solution fondamentale ®(x,y)p admet la
décomposition modale suivante :

Byp =3 3 { i) (V) p) 85

o (1ot [in(klyDrote Yoo )] - p) 8%, ()
n

n(n
42 (9 [inlnly) Vo 3] - P) TSm0

pour tous y € I', x € R3\ Bg. Ainsi, nous déduisons que
E°(x) = rot / {nzllmzn{ n(n+ 1) ————jn(&ly|) (rOtSQYn,m(y) ™ ES(Y)) Sn,m(x)
i (ot [n(slyDrote:YVun(@)] - 1<E(y) 87, ()
2 (T [ ) V)] - 9 E9) TSm0} | sy
~rotrot [ {z 3 { ) (10t Vo8] 1 H 1)) 850

n=1m=

_n(nl+1) (rot {jn(li‘y|)l’0t32m] - Y Hs(y)) 8% m(x)

2 (9 [y T )] - 2 9)) TSm0} | sy, ¥x € RO\ B

Comme les séries de fonctions de terme général

T n(nil) ( /F% (sn(slyDrots=Yom(3)) - v<E*(y dsy) St .

- n(n1+1) </p% (rot |jn(klyDrots: Yo ()]) - 7<E*(y )dsy) SX...
S n(nm+1) (/F %t (Jn(klyDrots: Vum(3) ) - 7 H (y dsy) st

- n(nl+1) (/r% (rot [jn(klylrots: Y m(@)] ) - v<H(y) dsy> S

¢ v S
X </ Vi (V [ i (K|Y])Yn (y)]) v« E3(y) dsy> VSnm,
Jr
w0 (9 [ty Vo @)]) -2y sy ) 9
K T y n,m
convergent dans L2(R3 \ Bg), il est possible d’intervertir les signes sommes et intégrales
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et, en passant les signes rotationnel sous le signe somme, nous obtenons

0= 3 (oo ([ (nlslyrots:Yon) -1 E) dsy ) rot S5, 00

n=lm=—n n(n + 1)

1 . X" /A\
D ( / 71 (rot jn(kly|rots: Y n(@)]) - 7<E*(y) dsy) rot S, (x)
1 . S TS
T ( [t (nely)rots Vo 3)) - 2 HE () dsy> rot rot St (x)
1 . TSy
—l—m </1“ V4 (rot [jn(m\y])rotSzYmm(y)D v H3(y) dsy) rot rot S’,‘Lm(x)} )

La conclusion provient des identités rot Sy, = —ixS}, ,, et rotS;, ,, = ixS} , ainsi que de
la condition aux limites (6.17¢). Nous retrouvons 'expression du champ magnétique H®
grace a la relation H® = %rot E°. O

6.2.3 Décomposition modale des solutions du probleme multi-obstacles

Nous considérons N domaines (ouverts connexes non-vide) bornés O, ..., Ox de R3,
simplement connexes. Pour tout j =1,..., N,
— nous notons I'; la frontiere de O; et n; le vecteur normal unitaire dirigé vers I'exté-
rieur de Oj,
— nous supposons que I'; est connexe et infiniment différentiable, O; est situé d’un
seul coté de I'; et pour tout ¢ =1,..., N,
0,N0; =0, sii# g, (6.24)

— nous supposons qu’existent un élément x; € O; et un réel p; > 0 tels que la boule
ouverte B(x;, p;) de centre x; et de rayon p; vérifie (6.20) avec D = O; et

Bxi. 1) N Blxj, ;) = 0, Vi (6.25)

Enfin, nous notons €2 le domaine extérieur défini par

Q:W\(GO&, (6.26)
j=1

La figure 6.2 illustre la géométrie définie. Le théoréme de décomposition modale de la
solution du probleme de diffraction multi-obstacles de Maxwell est le suivant.

Théoréme 6.19. Supposons que J(k) > 0. Soient E et H € H(rot ,Q) une solution
du probléme de Mazwell homogéne (6.17a)-(6.17c) dans Q. Alors les champs diffractés
admettent la représentation suivante

N oo n
£ <X>:Zz{n(nl+ 2 {0+ 10) S )
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FIGURE 6.2 — Domaine R3 \ (U;-V:l B(x;, ,0]-)) bleuté

pour tout x € R3\ (Ué\le W); ot

I¢ 1 )i = / (rot Jn(kly — xj\)rotszYnm(/\) ) -y« E'(y) dsy, (6.29a)
= | G

IQJ

n,m

(kly = xj|)rots:Yom(y—x)) - v H'(y) dsy, (6.29b)
I3 = /F Y1 (n(5ly = Xj|)rotse Yo m(y = %)) - 1 E'(y) dsy, (6.29¢)
J

0 =i | (rot [intrly = Dr0tesVuny=)] ) -1 H () dsy (6:200)

Démonstration. D’apres la formule de Stratton-Chu (6.19a), le champ électrique diffracté
E® admet la représentation suivante :
ol 1
ES(x) =) {rot / P (x,y)vxE*(y) dsy — —rot rot / D (x,y)y<H*(y) dsy} , xe.

j=1 j K Ly

Il suffit de remarquer que pour tout j =1,..., N,
(I)(X>Y) = (I)(X — X5,y — X])

et de substituer l'expression de ®(x,y)p donnée par le lemme d’addition vectoriel pour
p=7xE” oup =7 H’

[e.e]

p=3 _2 (o sinlily =) (r0tssYr (5 =) B) nlx =)

_n(nl—i—l) (rot { in(Kly — |)"°t32m . p) SX . (x—x;)
+% (V [in(Bly = %) Yam(y = %)] - ) VSrm(x - xj)},

N

poury € I'j et x € R3\ ( =1 B(xj, pj)) dans la représentation intégrale. O
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Chapitre 7

Conclusions et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons déterminé une décomposition modale des solutions des
problemes extérieurs de Helmholtz et de Maxwell a ’aide d’une représentation intégrale des
solutions et d’un lemme technique qui permet de représenter la solution fondamentale de
I’équation de Helmholtz par une série orthogonale. Pour le probleme de Helmholtz, toute
solution u du probleme de diffraction par un obstacle admet la décomposition modale
suivante en dehors d’un voisinage de I'obstacle :

=i > 3 LRV 30 [ [ ) )V 3

S ~ [ (Fu0) 0)inly) T3 sy | |

ol le nombre d’onde x admet une partie imaginaire strictement positive, I' désigne la
frontiere de 'obstacle, h,(ll) désigne la fonction de Hankel de premiere espece d’ordre n,
Jn désigne la fonction de Bessel d’ordre n et Y}, ,,, désigne la m-eme fonction harmonique
sphérique d’ordre n. De la méme maniére que nous ’avons fait pour le probleme de Max-
well, il est possible de généraliser cette formule dans le cadre du probléme de diffraction
d’ondes acoustiques par N obstacles, en mettant en place des formules multi-centre. Pour
le probléeme de Maxwell, toute solution (E°;H*) du probleme de diffraction par N obs-
tacles admet la décomposition modale suivante en dehors d’un voisinage de ’ensemble des

obstacles :

N oo n
. 1 . .
9= 3 { sy 2 {0 12) St )

et
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ol les coefficients spectraux sont donnés par
107 = ir /F 71 (rot [ju(sly — xj)rots: Yo m(y — ;)] ) - 1< E*(y) dsy,
j

Ir(z?'r)ﬁj = _’%2 /I‘ Vi (]n("ﬂy - xj|)r0tSQYn,m(y/_-?j)) T Y x Hs(y) dSy,

J

1899 = =k [ 31 (Gulrly = x5 rota Yo (y =) - 1< E*(y) dy.

J
4).J — _; ; ~x. v — % . s
1007 = —in /Fv (rot [ja(sly — x;Drots:Yom(y —x)] ) -7 Ho(y) dsy

et ou le nombre d’'onde x admet une partie imaginaire strictement positive, I'; désigne
la frontiere du j-éme obstacle et S}, ,, et S}, désignent les modes associés au probléme
extérieur de I’électromagnétisme.

Nous avons mis en place un cadre théorique adapté aux problemes de diffraction multi-
obstacles sur lequel nous nous appuierons pour déterminer des modeles approchés du pro-
bleme de diffraction d’ondes électromagnétiques par de petits obstacles. Nous nous sommes
placés dans un cadre ot nous avons supposé que les hétérogénéités étaient des conducteurs
parfaits. Toutefois, il est possible d’étendre ces résultats de décompositions modales pour
des hétérogénéités non-vides [36]. Celles-ci pourront étre utiles pour expliciter les coef-
ficients des développements approchés de la solution du probleme de diffraction par de
petites inclusions non-parfaitement conductrices.
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Annexe A

Théorie spectrale des opérateurs
non-bornés

Notre étude passe par la caractérisation des espaces de trace de fonctions appartenant
aux espaces de Sobolev H'(D), H(div , D) et H(rot , D), ot D est un domaine borné
régulier. Nous présentons ici quelques résultats de la théorie spectrale des opérateurs non-
bornés, notamment développés dans [37]. Les résultats énoncés dans cet appendice sont
principalement issus de [29, 47]. Dans un premier temps, nous rappelons les propriétés des
opérateurs bornés et énoncons un résultat de théorie spectrale valable pour des opérateurs
compacts auto-adjoints dans un espace de Hilbert séparable. Dans un deuxiéme temps,
nous présenterons un théoreme spectral des opérateurs non-bornés auto-adjoints a résol-
vante compacte. Enfin, nous énoncerons quelques résultats de la théorie d’interpolation
que nous appliquerons au cas de I'opérateur de Laplace-Beltrami.

Dans toute la suite, nous adoptons les notations suivantes : H désigne un espace de
Hilbert réel ou complexe séparable de dimension infinie, muni du produit scalaire (-, )
et L(H) désigne I'ensemble des opérateurs linéaires bornés de H dans H.

A.1 Théorie spectrale des opérateurs bornés auto-adjoints
compacts
Soit A € L(H) un opérateur linéaire borné.

Définition A.1. L’opérateur A est dit compact si l’image de la boule unité fermée de H
par A est relativement compacte dans H.

Nous énoncons l'alternative de Fredholm qui permet de déterminer si une perturbation
compacte de Iidentité est inversible, voir [40, théoréme 2.33] par exemple.

Théoréme A.2. Soit K : H — H un opérateur linéaire borné compact. Alors l’ensemble
ker(ldg+ K), ou ldg désigne 'opérateur identité de H, est de dimension finie et (Idg+ K)
est injectif si et seulement si (Idg + K) est surjectif si et seulement si (Idg+ K) est bijectif.

L’adjoint A* de A € L(H) est 'opérateur linéaire borné défini a I’aide du théoreme de
représentation de Riesz par la relation

(Au,v) g = (u, A") g, Vu,veH. (A.1)

On dit que A est auto-adjoint si A* = A. Le résultat suivant, voir [40, théoréme 2.36] par
exemple, concerne la diagonalisation des opérateurs bornés compacts auto-adjoints :
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Chapitre A. Théorie spectrale des opérateurs non-bornés

Théoréme A.3. Soit A € L(H) un opérateur linéaire borné. Si A est compact et auto-
adjoint, alors il existe une suite (en)nen d’éléments de H et une suite (Ap)nen d’éléments
de R telles que

(i) Ae, = Apen, pour tout n € N,
(77) (en,em)y = Onm pour tous n, m € N,

(7ii) la suite (|An|)nen est décroissante, strictement positive et converge vers 0 lorsque n
tend vers +00.

De plus, tout w € H peut étre représenté a l'aide de la série convergente dans H dont les
termes sont deuzr a deux orthogonaux

(o]
u = Z UpCn, ou up = (u,en)y - (A.2)
n=0

D’autre part, nous avons l’égalité de Parseval

o0

lullfr =D lunl*. (A.3)

n=0

A.2 Théorie spectrale des opérateurs non-bornés auto-adjoints
a résolvante compacte

Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné de domaine D(A).

A.2.1 Opérateur maximal monotone

Définition A.4. L’opérateur A est dit fermé si son graphe G(A), défini par

G(A) = {(u,v) € H x H, u € D(A) et v = Au}, (A.4)
est un sous-espace vectoriel fermé de H x H.
Définition A.5. L’opérateur A est dit monotone si (Au,u); > 0, pour tout u € D(A).

Définition A.6. L’opérateur A est dit maximal si pour tout f € H, il existe u € D(A)
tel que Au+u=f.

La proposition suivante est issue de [13, proposition VIL.1].

Proposition A.7. Si A est mazimal et monotone alors A est fermé et son domaine D(A)
est dense dans H. De plus, pour tout A > 0, l"opérateur A+ Aldg est bijectif et son inverse
(A+ MNdy) ™! € L(H) est un opérateur borné d’image D(A).

A.2.2 Théoreme spectral

Nous rappelons tout d’abord le théoréme de représentation de Riesz pour les formes
antilinéaires (voir [29, théoréme 2.2] par exemple).

Théoreme A.8. Soit f une forme antilinéaire continue dans H. Il existe un unique
élément u € H tel que

f(v) = (u,v)p, VveH. (A.5)
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Nous supposons que D(A) est dense dans H. L’adjoint A* de A est I'unique opérateur
non-borné de domaine

D(A") ={ve H, Jc, >0, Vu € D(A), (Au,v)y < clullu}, (A.6)
ou || - ||z désigne la norme induite par le produit scalaire (-, ), vérifiant
(Au,v)y = (u, A™) Vue D(A), VveD(AY). (A.7)

Cet opérateur est défini de maniére unique d’apres la densité de D(A) dans H et le théoréeme
de représentation de Riesz.

Définition A.9. L’opérateur A est dit auto-adjoint si D(A*) = D(A) et si A vérifie

(Au,v)y = (u, Av) 4 , Vu,v e D(A). (A.8)

Définition A.10. L’ensemble résolvant de A, noté p(A), est l’ensemble des éléments
A € C pour lesquels Uapplication A — Nldg est bijective de D(A) dans H. Son inverse

RA(A) = (A= Mdg)™ !, (A.9)
appelé résolvante de A en A, est linéaire et continu de H dans H.
L’opérateur A est a résolvante compacte s’il existe A € p(A) tel que Ry (A) soit compact.

Proposition A.11. Si A est mazimal monotone et si D(A) s’injecte de fagon compacte
dans H alors A est a résolvante compacte.

Démonstration. Soit (up)nen une suite d’éléments de H qui converge faiblement vers un
élément v € H. Puisque A est maximal, pour tout n € N, il existe v, € D(A) tel que
Avy, + v, = uy,. D’apreés la proposition A.7, l'inverse de (A + Idg) est bien défini et
appartient & L(H), donc v, = (A + Idy) " u, converge faiblement vers v = (A + Idg) " tu
dans D(A). Puisque D(A) s’injecte de fagon compacte dans H, il vient que (v, )nen converge
fortement vers v dans H. O

Théoréme A.12. Si A est auto-adjoint a résolvante compacte alors il existe une suite
(én)nen d’éléments de D(A) et une suite (pn)nen d’éléments de R\ p(A) telles que

(i) Ae, = uney pour tout n € N,
(71) (en,€m) g = Onm pour tous n, m € N,
(iii) la suite (|un|) est croissante et |u,| — +oo lorsque n tend vers +oo.

De plus, tout u € D(A) peut étre représenté a l'aide de la série convergente dans H dont
les termes sont deux a deux orthogonaux

o0
u = Z Up€n, ot up = (u,en)p - (A.10)
n=0
D’autre part, nous avons l’égalité de Parseval
lullfr = lual?. (A.11)
n
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Démonstration. A étant a résolvante compacte, il existe A € p(A) tel que Ry(A) soit
compact. De plus, R)(A) est auto-adjoint car A Dest. A ) fixé, d’apres le théoréme spectral
A3, il existe une suite (e,)nen d’éléments de H et une suite réelle (A, )nen telles que (ii)
soit vérifié et

1
Ra(A)e, = A\pe, < Ae, = <)\ + )\> en, VneN,

donc (en)nen € D(A) et (i) est vérifié. De plus, la suite de valeurs propres ainsi définie
vérifie I'assertion (iii). Les deux derniéres propriétés proviennent du théoréme A.3. ]

Remarque A.13. Comme D(A) est dense dans H, la famille (e,)nen forme une base hil-
bertienne de H.

A.2.3 Application

Soit B : D(B) C H — H un opérateur linéaire non-borné de domaine D(B) s’injectant
dans H de facon dense et compacte. Nous supposons que pour tout f € H, il existe un
unique élément u € D(B) tel que

(Bu, Bv) y + (u,v) g = (f,0) p » Vv e D(B). (A.12)

L’espace D(B) muni du produit scalaire (u,v) — (Bu, Bv)y + (u,v)y est un espace de
Hilbert. Nous définissons la norme du graphe associée a B, induite par ce produit scalaire,
par

1
lulls = (IBulld + llul})? - (A.13)

Nous considérons I'opérateur linéaire non-borné A : D(A) C H — H de domaine

D(A) ={u e D(B), J¢, > 0, Vv € D(B), (Bu,Bv)y < c,||v||u}, (A.14)

vérifiant
(Au,v)y = (Bu, Bv)y , Vu e D(A), Vv e D(B). (A.15)

Cet opérateur est défini de maniére unique d’apres la densité de D(B) dans H et le
théoréme de représentation de Riesz. De plus, A est monotone car pour tout u € D(A), nous
avons (Au,u)y = ||Bul|%} > 0. Montrons que A est maximal. Pour tout f € H, 'hypothese
(A.12) implique qu’il existe u € D(B) tel que pour tout v € D(B), (Bu, Bv) ; + (u,v) g =
(f,v) . De plus,
(Bu,Bv)y = (f —u,v)p ,
< |If —ullalvlle,

d’ott u € D(A). Donc, pour tout f € H, il existe u € D(A) tel que (Au,v)y + (u,v)y =
(f,v)y pour tout v € D(A). D’apres la proposition A.7, D(A) est dense dans H. Ainsi, il
est possible de définir 'adjoint A* de A.

Proposition A.14. L’opérateur non-borné A : D(A) C H — H est auto-adjoint.

Démonstration. D une part, pour tous u, v € D(A), nous avons

(u, Av) y = (Av,u) y = (Bv, Bu)y = (Bu, Bv) y = (Au,v) gy
donc D(A) C D(A*). Soit u € D(A*). Par définition, nous avons pour tout v € D(A),

(u, Av+v)y = (A"u+u,v) .
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A.2. Théorie spectrale des opérateurs non-bornés auto-adjoints a résolvante compacte

Puisque A est maximal et A*u + u € H, il existe un unique w € D(A) tel que Aw + w =
A*u + u, d’ott, pour tout v € D(A),

(’LL, AU+U)H = (Aw +wav)H = (w,Av—i—v)H,

car D(A) C D(A*). Ainsi, (v —w,Av+v)y = 0 pour tout v € D(A). Comme A est
maximal, considérons v € D(A) tel que Av+v =u—w € H. Alors |[u —w||g = 0 et par
conséquent, u = w € D(A). De plus, pour tout v € D(A),

(u, Av) y = (Bu, Bv) g < cul|v||H-
Donc u € D(A), puis D(A*) = D(A). O

D’apres la proposition A.7, puisque 'opérateur A est maximal monotone, A est fermé
donc pour tout A € p(A), la résolvante de A en \ définie par Ry(A) = (A — Mdy)~! est
un opérateur borné de H dans H.

Proposition A.15. La résolvante Ry(A) est un opérateur compact.

Démonstration. Comme D(B) s’injecte de fagon compacte dans H et D(A) C D(B), il suit
que D(A) s’injecte de fagon compacte dans H. Il suffit d’utiliser la proposition A.11 pour
conclure. O

Le théoreme spectral pour les opérateurs non-bornés auto-adjoints a résolvante com-
pacte s’applique sur A. Ainsi, il existe une suite de réels (y,)nen et une base hilbertienne
(en)nen de H, constituée des vecteurs propres de l'opérateur A vérifiant Ae,, = pune, pour
tout n € N. De plus, si v € H alors u se décompose sous la forme

u= Z Up€n, ol up = (u,en)p - (A.16)
n=0

Par ailleurs, puisque A est monotone, nous avons

0 < (Aen,en) = tnllen%, VneN, (A.17)

donc p, > 0 pour tout n € N. Par définition de 'opérateur A, nous avons

(Ben, Bem) y = (Aen,em) g = tnbnm, Vn,meN. (A.18)

Ainsi, la norme du graphe sur D(B) définie par (A.13) s’écrit sous la forme

e ¢}

lully = (1 + pn)lunl®. (A.19)

n=0
De méme, nous définissons la norme du graphe de A

lull = D2 (1 + g funl. (A.20)

n=0

Réciproquement, les espaces D(A) et D(B) sont caractérisés par
D(B) ={u€ H, ||ul|p < oo}, D(A) ={u€e H, ||ulla <oc}. (A.21)
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A.3 Puissances des opérateurs non-bornés auto-adjoints

A.3.1 Opérateur défini a partir d’une forme sesquilinéaire

Soit V' un espace de Hilbert complexe séparable qui s’injecte de fagon continue et dense
dans H. Soit a une forme sesquilinéaire symétrique continue et définie positive sur V. A
la forme sesquilinéaire a, nous associons l'opérateur linéaire non-borné S de domaine

D(S)={uecV, 3c, >0, Vv eV, a(u,v) <culvlm} (A.22)

Cet opérateur est défini de maniere unique d’aprés la densité de V dans H et le théoreme
de représentation de Riesz; c’est 'opérateur qui a u € D(S) associe Su vérifiant

a(u,v) = (Su,v)y, VveV. (A.23)

Si de pluls la forme sesquilinéaire a est coercive sur V, il est possible de définir la racine
carrée S2 de opérateur S associé a a et ([29, théoreme 2.9]) :

Théoréme A.16. Le domaine D(S%) est exactement V' et nous avons
(S%U,S%U>H = a(u,v), Yu,veV. (A.24)
En particulier, (Su,v)y = (S%u, S%’U>H pour tous u € D(S), v e V.

A.3.2 Espaces intermédiaires entre espaces de Hilbert

1-6

Définition A.17. Pour 0 < 6 <1, nous définissons lespace [V, H|, =D(S72 ) par
2 10 9
[V, Hy = {ue H, |lulf+ 1577 ul} < oo} (A.25)

Ce sont les espaces intermédiaires entre V' et H.

Théoréme A.18. Pour tous 0 < 61 < 0y < 1, Uespace [V, H]e1 s’injecte de fagon dense et
continue dans [V, H]ag- De plus, si V' s’injecte de facon compacte dans H alors pour tout
0 <0 <1, lespace [V, H|, s’injecte de facon compacte dans H.

Remarque A.19. La définition de I'espace intermédiaire [V, H], est intrinseque a 'opérateur
S, voir [37, remarque 2.3].

1-6
2

Remarque A.20. L’opérateur S * de domaine

D(S3") = {u =Y wnenc B, > (14" yun|2} , (A.26)
n=0 n=0

est défini de maniére unique d’apres la densité de D(S) dans H et le théoréeme de repré-
sentation de Riesz. Par extrapolation, pour tout s > 0, nous définissons également les
opérateurs S de domaine D(S?)

D(52) = {u =Y upen € H, Y (1+p5) |un\2} . (A.27)

Les espaces extrapolés dépendent quant a eux du choix de S.
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Annexe B

Théoremes de régularité

Dans ce deuxiéme appendice, nous rappelons les résultats de densité dans les espaces de
Sobolev et réunissons les résultats de régularité elliptique, de régularité globale et locale,
utilisés dans I’analyse des équations de Helmholtz et de Maxwell.

B.1 Résultats de densité

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats de densité des espaces de fonc-
tions infiniment différentiables dans les espaces de Sobolev, notamment pour simplifier
les démonstrations effectuées dans la suite. Considérons € un domaine de R3 (borné ou
non), simplement connexe, de frontieére I' lipschitzienne telle que €2 soit situé d’un seul
cOté de I'. La figure B.1 illustre deux situations que nous interdisons, le cas d’une fracture
du domaine ou d’un fil plongé dans le domaine. Ce premier résultat concerne la densité

©

F1GURE B.1 — Domaine borné fissuré, domaine borné avec fil

des fonctions infiniment différentiables définies dans I’espace libre R? dans les espaces de
Sobolev. Sa démonstration repose sur les techniques de troncature et régularisation.

Théoréme B.1. L’espace €>°(R3) est dense dans H™(R?) pour tout m € N.

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur a [1, théoreme 3.22]. O

o

Corollaire B.2. Pour tout compact K de R3, l'espace € (K) est dense dans H".(K),

o
ou K désigne l'ouverture de K, pour tout m € N.
Le résultat suivant caractérise les espaces de Sobolev, voir [1] [24] par exemple.

Théoréme B.3. L’espace des fonctions € (Q) est dense dans H™(Q) pour tout m € N.
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Les deux propositions suivantes sont des conséquences de la définition des espaces
H} () et Hy(rot , Q) donnée dans la section 2.1.

Proposition B.4. L’espace €>°(Q) est dense dans Hg ().
Proposition B.5. L’espace €°(Q) est dense dans Hy(rot ().

Enfin, notre étude nécessitera d’un argument de compacité entre les espaces de Sobolev
H™(rot , ), avec Q borné, dont la définition est donnée dans (2.8b).

Proposition B.6. Si Q) est borné, ’espace H™ (rot ,QY) s’injecte de fagon compacte dans
H(rot , ), pour tout m € N*.

Démonstration. Nous démontrons ce résultat pour m = 1. Soit (uy,),en une suite bornée
dans H!(rot, Q). La suite (u,),en est bornée dans H!(Q) alors nous pouvons en extraire une
sous-suite (U, (n))nen qui converge fortement vers un certain u dans L?(Q) car I'injection
de H'(Q) dans L%(Q) est compacte. De plus, (rot Uy (n))nen est bornée dans H'(Q) donc
nous pouvons en extraire une sous-suite (Uy(y(n))) qui converge fortement vers un certain
v dans L%(Q2). Par ailleurs, comme (uy(n)) converge faiblement vers u dans H'(2) nous
avons

rot u,y(n)) — rotu dans Lz(Q),
rot Up(yp(n)) — V dans L2(Q),
Par unicité de la limite, il suit que rotu = v. O

B.2 Régularité elliptique locale

Ce premier théoreme de régularité elliptique locale concerne les fonctions définies dans
R3 tout entier.

Proposition B.7. Si une fonction u € H{™ (R3) et son Laplacien Au € H[".(R?) alors
u € H"P(R3) et
wllma2,xr < crr (|ullm,x + | A||m,x) V K' ¢ Kcompacts de R3, (B.1)

tels que K’ soit inclus dans [’ouverture de K.

Démonstration. Nous démontrons le résultat pour m = 0. Soit R un réel strictement positif
et notons Br C Bar C R3 les boules de centre 0 et de rayon respectif R et 2R. Puisque
[}

2
loc

l’espace des fonctions de classe €°°(K) est dense dans Li. .(K), pour tout compact K de

R3, il suffit de démontrer que

0825 T [|Aull0,8r) » Vu € € (R?).

IVulloss < cr ([lu

Soit u € € (R?) et notons y la fonction de troncature de classe €°°(R) telle que x = 1
dans Bg et x = 0 hors de Byg. Alors, d’apres la formule de Green (2.52) et en développant
Pexpression A(xu), nous avons

IVull§ 5, = IVOc)l§ 5, < /R3 |V (xu)[? dx,
< - /BE ((XAx)u +2Vx - (xVu) + XQAU> dx.
R
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Or, nous avons l'identité xVu = V(xu) — uVy, d’ou

IV OB < = [ @ | (A = 2VxPu+ x* Au+29x - V(xa) | dx.
w T e
> = <c

D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons

HV(XU)”%,R3 < CIHUH(Q),BQR + ||u||0,B2R”AuH07B2R + 2C2HUHU,B2RHV(XU) |0782R'

Puisque yu est a support dans Bor, d’apres 'inégalité de Young, il vient que

1
2¢2[ullo,5.r IV (xW)llo.82r < 263[1ullF 5, + §|!V(XU)||3,R37

donc

1
(2),BQR + iHAqu,BgR

1 1
51900 e < (c1+ 5 +26 )

Par équivalence de norme, nous concluons que

IVOxu)llors < ¢(llullo,sor + [[Aullos,r)

d’ott ||Vullo,s, est borné. Donc u € HZ (R?). O

Dans la suite, D désigne un domaine borné de R3, simplement connexe, de frontiere T’
infiniment différentiable telle de D soit situé d'un seul coté de I' et Q@ = R3\ D l'ouverture
de son complémentaire dans R®. Nous supposons que € est connexe. Nous énoncons deux
corollaires du théoréme de régularité elliptique locale qui concernent les fonctions définies
dans D ou dans ).

Corollaire B.8. Si une fonction uw € HJ'.(Q?) et son Laplacien Au € H{.(2) alors u €
H™2(Q) et

loc
lullms2,x < crr ([|wllm,x + | AU||m,x) , vV K' C K compacts de 2, (B.2)
tels que K' soit inclus dans louverture de K.

Corollaire B.9. Si une fonction w € H™(D) et son Laplacien Au € H™(D) alors u €
H"™ (D) et

loc

[ullmy2.x < ek (ullmp + [[Aullm.D) V K compact de D. (B.3)

B.3 Résultats de régularité pour les équations de Maxwell

Ces deux résultats sont utilisés dans ’étude de la régularité des solutions des équations
de Maxwell dans l’espace libre R3.

Proposition B.10. Soit u € L*(R?). La fonction u appartient ¢ H'(R3) si et seulement
si elle appartient ¢ H(div ,R3) N H(rot ,R3).
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Chapitre B. Théorémes de régularité

Démonstration. Soient u, f € L2(R?) et g € L?(R?) tels que rot u = f et divu = g dans
R3. Nous appliquons la transformée de Fourier * sur les deux équations et nous obtenons

i€ x 0 = f dans R, i€ -G = § dans R3.
Ensuite, nous décomposons G en une partie normale et une partie tangentielle
[SPAIIEANTY €]

et d’apres les expressions de f et §, nous obtenons

=g +fx -2

ilg ilgP*
D’ou ¢
IVullogs = lil€lallors < 13l rs + I < 7&rllogs,
< ||gllo,rs + ||fHo,1R<3,
c’est-a-dire u € H'(R3). O

Corollaire B.11. Soit u € L .(R3). La fonction u appartient & H. .(R3) si et seulement

loc loc

si elle appartient d Hiy(div ,R?) N Hy,.(rot , R3).

Ce corollaire caractérise la régularité des solutions des équations de Maxwell dans
I’espace libre dans les espaces de fonctions k-fois continiment différentiables.

Corollaire B.12. Soit u € H**}(R3). Si sa divergence div u appartient ¢ H*'(R3) et
son rotationnel rot u appartient ¢ H* 1 (R?), alors u € €*(R?).

Démonstration. Avec un raisonnement analogue a la démonstration précédente, nous mon-
trons que u € H*"2(R3). D’apres le théoréme d’injection 2.2, il vient que u € €¥(R3). O
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Annexe C

Compléments sur I’équation de
Helmholtz

Ce dernier appendice est destiné a justifier le caractere générateur des modes associés
au probleme de Maxwell qui consiste & chercher E € H(rot ) vérifiant

rot rot E — x’E = 0, (C.1)

a lintérieur d’une boule, a U'extérieur d’une boule ou dans une couronne. Il s’agit de
justifier les remarques 5.9, 5.10, 5.12 et 5.13. Dans toute la suite, nous adoptons les mémes
notations que dans les chapitres 4 et 5, a savoir : D désigne la boule de centre 0 et de
rayon R > 0. Sa frontiere I' désigne la sphere de centre 0 et de rayon R. Enfin, le domaine
Q) désigne le complémentaire de D dans R3. Nous supposons de plus que

J(k) > 0. (C.2)

C.1 Caractere bien posé du probleme de Dirichlet dans des
géométries sphériques
C.1.1 A Yintérieur d’une boule

Considérons le probleme de Helmholtz homogene muni d’une condition de Dirichlet
non-homogéene

—Au — K?u =0, dans D, (C.3a)
u="Y,m, sur T, (C.3b)

oun € Netm € Z tel que |m| < n sont deux entiers fixés. Ce probléme est bien posé, cf.
[41] et son unique solution est proportionnelle &

(k1K) Yo (%), VxeD. (C4)

Nous déduisons que
Jn(KR) # 0, (C.5)

pour tous k € C tel que J(k) >0 et R > 0.
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Chapitre C. Compléments sur I’équation de Helmholtz

C.1.2 A l’extérieur d’une boule

Considérons le probléme extérieur de Helmholtz homogéne muni d’une condition de
Dirichlet non-homogene

—Au — k*u =0, dans €, (C.6a)
u="Y,m, sur T, (C.6b)

oun € Netm € Z tel que |m| < n sont deux entiers fixés. Ce probléme est bien posé, voir
la section 3.1.2, et son unique solution est proportionnelle a

R (k|X]) Yo (%), ¥xeQ. (C.7)

Nous déduisons que
hiD(kR) # 0, (C.8)

pour tous k € C tel que J(k) > 0et R > 0.

C.2 Caractere bien posé du probléeme de Fourier-Robin dans
des géométries sphériques

C.2.1 A lintérieur d’une boule

Considérons le probleme de Helmholtz homogene muni d’une condition de Fourier-
Robin non-homogeéne

—Au — K?u =0, dans D, (C.9a)
ROyu+u =Y m, sur I, (C.9Db)

oun € Netm e Z tel que |m| <n sont deux entiers fixés.

Proposition C.1. Il existe un unique u € H'(D) vérifiant le probléeme de Helmholtz
(C.9a)-(C.9b).

Démonstration. Nous définissons la formulation variationnelle associée au probléeme de
Helmholtz (C.9a)-(C.9b) qui consiste & chercher u € H'(D) tel que

1 1
/ vu-vadx—;&/ u@dx+—/u¢dsxz—/Yn7m¢dsx, Ve HY(D).
D D R Jr R Jr

(C.10)

Premiere étape. Démontrons que le probleme variationnel est bien posé. Il suffit de remar-
quer que la forme sesquilinéaire b définie par

1
b(u,cp):/ Vu-V@dx—nz/Ude—i——/u@dsx (C.11)
D D R Jr
est coercive sur H!(D). En effet, notant 6, I'argument du nombre complexe &, pour tout
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C.2. Caractére bien posé du probléme de Fourier-Robin dans des géométries sphériques

u € HY(D), nous avons

b, 0)| = Jexo (i (5 - 6) ) blas
[T
>R {exp <z <2 - 9ﬁ)> b(u,u)} )
> sin 05/ |Vul? dx — R [nQ exp (z (F - H,{)ﬂ / lul? dx + M/ lul? dsy,
D 2 D R T
> sin 6, </ |Vu|* dx + |f<;]2/ lu|? dx + l/ |ul? dsx) ,
D D R Jr

> sin 6, </ |Vu\2dx+|/<a]2/ |u|2dx>,
D D

> min(1, |x]?) sin 6, [|ull? p,

)

donc, puisque 6, € (0,7), b est coercive sur H'(D). D’aprés le théoréme de Lax-Milgram,
il existe un unique u € H'(D) vérifiant la formulation variationnelle (C.10).

Seconde étape. Démontrons que la formulation variationnelle est équivalente au probleme
fort (C.9a)-(C.9b). D’une part, si u € H!(D) vérifie le probleme (C.9a)-(C.9b), alors
u € H*(D) et

/—Au@dx—m2/u¢dx:0, Vo e €>®(D).
D D

En appliquant la formule de Green (2.52) et en utilisant la condition aux limites vérifiée
par u, nous obtenons

1 1 _
/VU'V¢dx—/€2/ u@dx+—/u¢dsx:—/Yn7m¢dsx, Ve E™D).
D D R T R T

Enfin, comme (D) est dense dans H!(D) (cf. Théoréme B.3), u vérifie la formula-
tion variationnelle (C.10). D’autre part, supposons que u € H!(D) vérifie la formulation
variationnelle (C.10). En particulier, comme % >°(D) est inclus dans H'(D), nous avons

/Vu-V@dx—nQ/uadx:O, Ve 6.0 (D),
D D

c’est-a-dire,
—Au — K%u =0, dans 2'(D).

Comme —Au = r2u € L?(D), nous déduisons que u € H?(D). Par ailleurs, comme ¢*°(D)
est inclus dans H'(D), nous avons

1 1 _
/ VuV@dx—/eQ/ u@dx+—/u¢dsx:—/Yn,m¢dsx, Y e €>°(D).
D D R Jr R Jr

En appliquant la formule de Green (2.52) et en utilisant 1’équation vérifiée par u, puisque
la dérivée normale de u coincide avec sa dérivée radiale, il suit que

1 1
/Oru¢d8x+—/u¢dsx: —/Yn’madsx, Ve &> (),
r R T R T
c’est-a-dire,
RO, u+u="Y,m dans 2'(T).
Conclusion. Le probleme fort (C.9a)-(C.9b) admet une unique solution. O
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Chapitre C. Compléments sur I’équation de Helmholtz

Son unique solution est proportionnelle &
Jn(K|X])Ynm(X), VxeD. (C.12)
Nous déduisons que

jn(5R) + KRIL(5R) £0, (C.13)
pour tous k € C tel que J(k) > 0et R > 0.

C.2.2 A l’extérieur d’une boule

Considérons le probléeme extérieur de Helmholtz homogeéne muni d’une condition de
Fourier-Robin non-homogene

—Au — k*u =0, dans €, (C.14a)
Rou+u=Y,nm, sur T, (C.14b)
oun € Net m € Z tel que |m| < n sont deux entiers fixés. Avec un raisonnement analogue

au paragraphe précédent, il est possible de démontrer que ce probleme est bien posé. Par
ailleurs, son unique solution est proportionnelle a

hg)("?‘XDYn,m(f()v Vx e . (C.15)
Nous déduisons que
WD (kR) + kRhY (kR) # 0, (C.16)

pour tous k € C tel que J(k) >0 et R > 0.
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