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Résumé — Ce travail est consacré a la simulation numérique de la propagation d’une fissure dans un
matériau dont la rupture résulte de la création, la croissance et la coalescence de vides. Le comportement
du matériau est décrit via un modele de type Gurson prenant en compte les effets combinés de I’écrouis-
sage, de I’adoucissement thermique, de la viscoplasticité et de I’endommagement ductile. La méthode
des éléments finis étendus a été retenue pour décrire les conséquences des discontinuités fortes induites
par la présence d’une fissure dans le maillage. Un critere basé sur un parametre li€ a I’endommagement
en pointe de fissure est proposé afin de propager la fissure pré-existante. Considérant quelques simpli-
fications, le travail présenté reproduit la propagation d’une fissure en 2D résultant de la croissance de
vides induits par I’endommagement.

Mots clés — X-FEM, viscoplasticité, endommagement, calcul numérique

1 Introduction

Ce travail est consacré a la simulation numérique de la propagation d’une fissure dans un matériau
dont la rupture résulte de la création, de la croissance et de la coalescence de vides. Durant ce processus
d’endommagement ductile, le matériau voit ses propriétés thermomécaniques dégradées et I’apparition
de déformations irréversibles volumiques en plus des déformations irréversibles déviatoriques générées
par les glissements plastiques. Afin de décrire ces effets, le comportement du matériau est décrit via le
modele de Gurson [4], modifié par Tvergaard and Needleman [12] et Longere et al [9]. Celui-ci prend
en compte les effets combinés de I’écrouissage, de 1’adoucissement thermique, de la viscoplasticité et
de la croissance de cavités. Le traitement numérique de la propagation d’une fissure dans une struc-
ture n’est pas trivial. La premiere difficulté réside dans le fait que le maillage prés du fond de fissure
doit étre suffisament fin pour reproduire le champ des déplacements en pointe de fissure. Ce qui peut
conduire a des difficultés numériques dans le cas de structures réelles car elles nécessitent un nombre
important d’éléments. Le second probleme est la méthode de propagation, c’est-a-dire la représentation
de la propagation de la fissure au sein de la structure. Récemment, des méthodes consistant a enrichir la
cinématique de 1’élément fini permettant de rendre compte de la présence d’une fissure ont émergé. Une
de ces méthodes, appelée méthode des éléments finis enrichis (X-FEM), a été retenue dans cette étude
pour décrire la fissure et sa propagation au sein d’une structure.

Le comportement du matériau et la méthode de propagation de la fissure présentés dans cette étude,
ont fait indépendamment 1’objet de nombreux travaux. Cependant, la combinaison de la X-FEM avec
un comportement matériau avancé, i.e. fortement non linéaire, est beaucoup plus récente. La démarche
habituelle consiste en effet soit a utiliser un modele avancé, i.e. GTN, dans le cadre d’une formulation
EF standard soit a utiliser un modele simple dans le cadre d’une formulation EF enrichi (p.ex. XFEM).
L’interet d’utiliser la X-FEM avec un matériau dont la rupture résulte de la création, de la croissance et
la coalescence de vides, est de permettre de retrouver le sens physique du mécanisme microstructural
a lorigine de la fissure, ce qui nous permet d’aller plus loin dans 1’analyse de la propagation d’une
fissure dans un tel matériau. La X-FEM ouvre donc de nouvelles voies quant aux critéres de propagation
utilisés usuellement pour de tels matériaux. Dans cette optique, et pour réduire I’effet du maillage, un



critere énergétique a été utilisé ici pour activer la propagation de la fissure. En considérant quelques
simplifications, le travail présent reproduit la propagation dynamique d’une fissure 2D résultant de la
croissance de vides. Le comportement du matériau et la méthode des éléments finis étendus ont été
implantés dans le code de calcul par éléments finis Abaqus via des routines utilisateurs. L’intérét de cet
article réside donc dans le couplage de la X-FEM avec un comportement matériau de type GTN.

Le comportement du matériau considéré dans cette étude est résumé dans la Sect.2. La méthode
des éléments finis enrichis adaptée a notre étude est décrite dans la Sect.3. Le couplage de la X-FEM
et du comportement du matériau est présenté dans la Sect.4. Une application de 1’approche présentée
(simulation numérique d’une plaque soumise a un chargement de type Mode I) est réalisée et commentée
dans la Sect.5.

2 Comportement du matériau

La rupture du matériau est supposée résulter de la création, de la croissance et de la coalescence
de vides. Afin de reproduire ce processus d’endommagement ductile, le comportement du matériau est
décrit via un modele de type Gurson, enrichi par Tvergaard et Needleman. Longere et al [9] ont introduit
dans le modele de GTN une contrainte cinématique pour décrire la croissance de 1’endommagement
lorsque le matériau est soumis a du cisaillement :

(6 3 +
Pory = (22) +2q1feosh(=3 2P0 — (1443/%) = 0 o)
Oy 2 Gy

avec O, la contrainte équivalente, p,, le pression, G, la contrainte d’écoulement, f la fraction volumique
des vides, p, la pression cinématique et (g1, g2, ¢3) des constantes.

La contrainte d’écoulement Gy, prend en compte les effets combinés de I’écrouissage, de I’adoucisse-
ment thermique et de la vicoplasticité :

0,(x,%,T) =06,(x,T) +06,,(%,T) (2)

avec K la déformation plastique cumulée, K la vitesse de la déformation plastique cumulée et 7 la tem-
pérature absolue. Dans la partie indépendante du temps o, (k, T'), I’écrouissage est décrit via une loi de
type Voce et I’adoucissement thermique via une loi puissance :

6, = (Ro + Rwo[1 — exp(—ki)]P) <1 — (TTf>n> (3)

avec (Ro, R, k, B) les contantes de I’écrouissage isotrope et (7. s, m) les constantes de 1’adoucissement
thermique. La partie dépendante du temps de la contrainte d’écoulement est décrite via une loi de type
Norton et reproduit une asymétrie en tension/compression [3] :

. VaPm 11
Oup =¥ [kexp(5 7))’ )
avec (Y,n) les constantes en rapport avec les effets viscoplastiques et (V,,kp) les constantes en rapport
avec 1’asymétrie. V, = V;,p° ol V, est une contante et B est I'amplitude du vecteur de Burgers (B=2.5A).
Enfin, kz est la constante de Boltzmann (kp=1.3804.10"23J/K).

3 Enrichissement des élements finis

3.1 Principe

La méthode des éléments finis étendu consiste a enrichir la cinématique des éléments finis afin de
reproduire la présence d’une fissure au sein du maillage. Il en résulte alors deux avantages :
- Lors de la propagation de la fissure, aucun remaillage n’est nécessaire.
- Un enrichissement bien choisi en pointe de fissure permettra de représenter les singularités proches de
celle-ci, permettant ainsi d’utiliser des maillages plus grossiers.



Le champ de déplacement u(x,?) est généralement décrit par

4
u(x,t) = Zui(t)N,-(x) + Z bi(t)Nj(x)H (x) + Z Ni(x) (1; c,l((t)Fl(x)> 5)
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ol u;(t) représente les degrés de liberté réguliers du noeud i, b;(t) représente les degrés de liberté du
noeud j en rapport avec la discontinuité et c,’((t) les degrés de liberté du noeud k en rapport avec le
champ singulier en pointe de fissure. N;(x) représente les fonctions de forme, Fj(x) sont les quatre fonc-
tions singulieres et H(x) la fonction généralisée d’Heaviside avec H(x) = signe(dr(x)) (H(x) prend la
valeur +1 pour les noeuds situés au-dessus de la fissure et -1 pour les noeuds situés en-dessous de la
fissure). L’ensemble des noeuds du maillage est noté I, I’ensemble des noeuds appartenant aux éléments
enticrement coupés est noté J et I’ensemble des noeuds appartenant a I’élément contenant la pointe de la
fissure est noté K, voir Fig. 1.

Fissure
B M
(O Noeuds enrichis avec
6 &P = 2 la fonction d’Heaviside

A Noeuds enrichis avec
les fonctions singulieres

Fig. 1 — Principe de la désignation des noeuds enrichis

3.2 Approche adoptée

Fonctions singuliéres

La X-FEM est particulierement efficace lorsqu’elle est appliquée pour des cas 2D impliquant un com-
portement matériau élastique fragile pour lequel les fonctions singulieres Fj(x) peuvent &tre déterminées
analytiquement, voir Eq.(6).

0 0 0 0
Fi—1234(r,0) = [ﬁsini, \ﬂcosi, ﬁsinesini, ﬁsin@cosi] (6)

Pour les matériaux présentant des lois de comportement fortement non linéaires, il est quasiment im-
possible de donner une expression analytique de ces fonctions singulieéres. Une pré-étude numérique
permet dans certains cas de les approximer. Cependant, pour le matériau étudié, ou I’on retrouve de
I’écrouissage, de I’adoucissement thermique, de la visco-plasticité ainsi que de I’endommagement, les
expressions des fonctions singulieres sont extrémement complexes. Une alternative consiste a conserver
les fonctions singulieres décrites dans un contexte élastique. Cela a pour effet de permettre a la pointe
de la fissure de se localiser au sein d’un élément alors que I’utilisation de la fonction d’Heaviside seule,
oblige la pointe de fissure a se situer le long d’un coté d’un élément. Ce dernier cas nécessite alors de
mailler plus finement la structure car le champ en pointe de fissure est perturbé. Cependant, hormis le fait
de pouvoir stopper la pointe de la fissure au sein d’un élément, 1’utilisation des fonctions singuliéres n’a
un réel intéret que si celles-ci sont en accord avec le comportement du matériau. En effet dans notre cas,
I'utilisation des fonctions singulieres élastiques perturbera le champ en pointe de fissure et nous obligera
a mailler plus finement. De plus tenant compte du comportement fortement non linéaire du matériau,
la diminution du nombre d’inconnus par élément (48 dof avec fonctions singulieres élastiques vs. 8 dof



avec la fonction d’Heaviside seule) semble &tre une nécessité. En 1’absence des fonctions singulieres, le
champ de déplacement se réduit a :

u(x,t) = Y ui(t)Ni(x) + Y b (1)N;(x)H (x) (7)

i€l jeJ

Pour s’assurer que les enrichissements disparaitront dans les éléments non coupés par la fissure, voir [13],
le champ de déplacement prend la forme :

u(x,t) = Y ui(t)Ni(x) + ) b (0)N;(x) (H (x) — H(j)) (8)

icl jel

ol H(j) correspond a la valeur de la fonction d’Heaviside généralisée au noeud j.

Intégration numérique

La méthode originale consiste a subdiviser I’élément fini coupé par la fissure en sous-triangles ce qui
permet d’intégrer parfaitement 1’élément puisque nous retrouvons des points de Gauss de part et d’autre
de la fissure. Cette méthode est facilement applicable dans un contexte élastique puisque la projection
des variables d’état d’un point de Gauss a un autre ne pose pas de probleme. Cependant des lors que
des déformations plastiques apparaissent, I’histoire des variables d’état est importante et la projection
d’un point de Gauss a un autre n’est pas triviale. Pour cette raison, la technique consistant a augmenter
significativement le nombre de points d’intégration [2] de I’élément original a été préférée dans notre
étude. Nous utilisons donc 64 points d’intégration dans tout les éléments enrichis du maillage.

4 Couplage X-FEM et endommagement ductile

Le processus physique de la création d’une fissure est trés complexe, en particulier la transition entre
la coalescence des vides et 1’apparition d’une fissure. Nous allons donc considérer que la transition en
question est instantanée. Afin de diminuer la dépendance a la taille de maille, nous avons adopté un critere
de transition endommagement-fissure basé sur 1’énergie stockée, moyennée au sein d’un patch situé en
pointe de fissure. Cette méthode du patch a notamment été utilisée par Haboussa et al [5] impliquant un
critere basé sur une contrainte équivalente moyennée.

4.1 Critere de propagation de la fissure

L’état du matériau est supposé étre bien décrit via I’énergie libre d’Helmholtz (g, x,7) ou €° re-
présente le tenseur des déformations élastiques. L’énergie libre d’Helmholtz se décompose en une partie
réversible et une partie stockée, notées respectivement o, (€°) et 0,(«,7') :

0‘)(8~e7 K? T) = 0),(8:3) + s (K7 T) (9)

Reprenant le comportement du matériau résumé dans la Sect.2, les deux contributions de I’énergie libre
d’Helmbholtz s’expriment comme :

€.C:¢€f (10)

0| =

o, (&) =
o(k,T) = h(k)g(T) (11)

ol h(x) représente 1’énergie stockée d’un point de vue isotherme et g(7') la fonction d’adoucissement
thermique. Les forces thermodynamiques s’écrivent comme :

Jn  dw, .
Q:a*gf:@—g-% (12)
L[
r= T o =h'(x)g(T) (13)



ou r représente la force d’écrouissage. Conformément a I’Eq.(3), I’expression de I’écrouissage et de
I’adoucissement thermique sont données par :

6, = Rog(T) +r(x,T) (14)

K () = Ru[1 — exp(—ki)]P (15)
T m

g(T)=1- (T,ef) (16)

D’un point de vue incrémental, la valeur de 1’énergie stockée a 1’étape(n+1) est déduite de sa valeur a
I’étape (n) via

0" = @ + Awy (17)
Aw, = %(?;AK—I— %“;"AT — 1 (K)g(T)Ax + h(k)g (T)AT (18)

Cette quantité est alors moyennée au sein d’un patch contenant un ensemble d’éléments finis nommé p
(conformément a Eq.(19)), situé au niveau de la pointe de la fissure et dans la direction de propagation :

1& .
Wpatch = X Z mval (19)
i=1
p .
A=Y A (20)
i=1

ou A représente ’aire du patch. En gardant constante 1’aire du patch pour différentes tailles de mailles,
cela permet de diminuer I’influence de la taille du maillage au niveau des résultats numériques. Le prin-
cipe est illustré sur la Fig.2. La fissure se propage si

W,
F(Wpatch) =1- W < >0 (21)
patch

Patich pour|critere de propagatjon

/
/

‘

p:

2

jte-gepropagation 6¢

Fig. 2 — Forme du patch utilisé pour I’évaluation du critere de propagation de la fissure

4.2 Vitesse de propagation de la fissure

La vitesse de propagation de la fissure est estimée en utilisant 1’expression développée par [8] et
adaptée a la présente approche :
W,

a= CrF(Wpatch) = Cr(l -
Wpatch

) (22)

ou a représente la vitesse d’avancée de la fissure et C, la vitesse des ondes de Rayleigh dans le matériau.
Selon I’équation 22, la vitesse de propagation a tend vers C, quand W), tend vers I'infini. La valeur
critique W, dépend du matériau et du rayon du patch. D’un point de vue numérique, I’avancée de la
fissure est déduite par

We

Wpatch

Aa=C,(1— )AL (23)



4.3 Direction de propagation

L’identification de la direction de propagation de la fissure constitue un autre challenge dans le trai-
tement numérique de la propagation d’une fissure, en particulier en présence d’un matériau élastique-
(visco)plastique. Les criteres basés sur la mécanique de la rupture, voir Haboussa et al.( [5]), ou sur une
analyse de bifurcation, voir Hill [7] ou Rice [11], sont souvent utilisés et dépendent de 1’application.
Dans une premiere approche, nous nous sommes basés sur les travaux d’Haboussa et al. avec quelques
modifications. La présence d’endommagement pres de la pointe de la fissure provoque une chute des
contraintes. D’un point de vue physique, se baser sur le champ de contrainte/déformation élastiques afin
d’en déduire une direction de propagation ne semble donc pas adapté a un tel probleme. Une autre ap-
proche consiste a se baser sur le champ des déformations plastiques pres de la pointe de fissure afin d’
identifier une direction dans laquelle va se propager la fissure. Dans notre cas, une telle approche semble
plus adaptée a ce genre de probléme. Dans un premier temps, on définit un tenseur des déformations
plastiques défini dans le repere local de la fissure et moyenné au sein du patch présenté auparavant. La
direction de propagation est alors définie par

1 €} el ?
0, = 2arctan(1 [% —sign(el))1/8+ % ) (24)
€12 €12

5 Application

Afin d’évaluer la capabilité de notre approche, nous avons considéré le cas d’une plaque 2D (défor-
mations planes) pré-entaillée soumise a un chargement de type Mode I, voir Fig.3. Les éléments finis
utilisés sont des quadrilateéres avec 64 points d’intégration et enrichis suivant la formulation présentée
Sect.3. Le comportement du matériau est décrit via la formulation présentée Sect.2. La X-FEM et le
comportement du matériau ont été implantés dans le code de calcul par éléments finis Abaqus via des
routines utilisateurs. Pour des raisons de confidentialité, les valeurs des constantes du matériau ne sont
pas données. Les noeuds de la surface supérieure de la plaque sont soumis a une vitesse de chargement
constante de 1m/s.

u(t)
trtrtettt

t
<
<
<
e 0.1m
<
<
<
<
~

JANIANANANANWANIARVANAN

0.1Im
—fissure (0.02m)

Fig. 3 — Application a une plaque pré-entaillée soumise & un chargement en tension

5.1 Tension sans propagation de la fissure

Dans un premier temps, nous allons étudier une plaque pré-entaillée sans propagation. L’évolution de
I’énergie stockée Wy o, dans le patch (voir Eq.19) avec un rayon de 6.25mm et un angle de 0° ainsi que
de la porosité dans I’élément contenant le pointe de la fissure pour trois différents maillages (le maillage 3
est le plus fin et le maillage 1 est le plus grossier) est tracée sur la Fig.4. Dans le cas d’un matériau ductile
endommageable, le critere classiquement utilisé afin de propager la fissure est une porosité critique. La
comparaison de ce critere avec le critere de propagation présenté Sect.4, va nous permettre de faire
un premier bilan sur la méthode de propagation proposée dans ce travail. Considérant la Fig.4 on peut
observer une diminution de I'influence de la taille de maille en utilisant le critere basé sur I’énergie
stockée en pointe de fissure comparé a la porosité présente dans 1’élément contenant la pointe de la



fissure. Ce phénomene de concentration de la porosité pres de la pointe de la fissure a été observé par [6]
et pose un réel probléme lorsqu’une porosité critique est utilisée comme critere de propagation.

maillage 1 + maillage 2 X mallage 3 * maillage 1 + maillage 2 % maillage 3 %
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Temsps (s) Temps (s)
(a) b)

Fig. 4 — Comparaison de I’évolution de a) Wpatch et de b) la porosité en pointe de fissure durant I’essai
pour un angle de 0° et un rayon de patch de 6.25mm

5.2 Tension avec propagation de la fissure

La méthode présentée Sect.4 qui permet de propager la fissure, necessite deux parametres (W, le
critere de propagation et le rayon du patch). Ces deux quantités doivent étre définies au moyen d’une
campagne expérimentale. Dans une premicre approche, pour évaluer la capacité de notre modele nous
choisissons des valeurs arbitraires. Ainsi le rayon du patch est de 6.25mm et W, est égale 4 4.10° J.m 3.
La valeur de W, n’est pas tout a fait arbitraire puisque nous nous basons sur les courbes représentant
I’évolution de la porosité en pointe de fissure afin de la définir. Ainsi une valeur de 4.10° J.m =3 semble
raisonnable vis a vis de la porosité que 1’on peut observer (=10% pour le maillage 2). La force de réaction
avec et sans propagation est alors tracée sur la Fig.5 (a). Considérant la Fig.5 (a), on peut observer que
la propagation de la fissure provoque une chute de la réponse de la force de réaction, comme attendue.
L’évolution de I’énergie stockée dans le patch est présentée sur la Fig.5 (b). D’apres la Fig.5 (b), Wpatch

Avec propagation  + Sans propagation % Avec propagation  +

45000 . . . 4.56+06

o ox x o x x % Iy
40000 |- TR TR = B 4e+06 7
% x X 4 i HWMWW f :
35000 |- x)(x** Y 3.5e+06 [ +
> #
30000 B 3e+06 [ ¥ -
i
7
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7
i

25000 = 2.5e+06 —

26406 [ f 4
156406 |- 4

3

20000 —

15000 [~ —

Force de Reaction (N)
Energy Stockee (J/m3)

10000 [~ = 1e+06 — -
5000 |- = 500000 — -
0 I I I 0
0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0 0.0005 0.001 0.0015 0.002
Temps(s) Temps(s)
() (b)

Fig. 5 — a) Evolution de la force de réaction avec et sans propagation et b) Ecolution de Wpatch durant
la propagation

augmente avec I’augmentation du déplacement de 1’aréte supérieure de la plaque, atteint W,, dépasse W,
puis chute brutalement en-dessous de W,. Par la suite, ce scénario se répete. Cette évolution en dents de
scies peut étre expliquée par le fait que le nouvel incrément de fissure doit étre suffisament important
pour couper entierement I’élément qui contenait 1’ancien fond de fissure. Le rafinement du maillage
permettra de réduire ces fluctuations dans 1’évolution de Wpatch. On peut enfin noter que la premiere



chute dans I’évolution de Wpatch est largment plus importante que les suivantes qui sont du méme ordre
de grandeur. Lors de la premiere propagation, le pas de temps étant important, la fissure se propage au
travers de trois éléments. Par la suite du calcul, le pas de temps du calcul est moindre et la fissure se
propage élément par élément.

6 Conclusion

Ce travail est voué au traitement numérique de la propagation d’une fissure dans un matériau dont la
rupture résulte de I’initiation, de la croissance et de la coalescence des vides. Notre approche numérique
couple un matériau ayant un comportement de type Gurson [4] [12] [9] avec la méthode des éléments
finis étendus [10] pour reproduire la propagation d’une fissure dans une structure 2D pré-entaillée sou-
mise a un chargement de type Mode 1. Le critére de propagation est basé sur I’énergie stockée dans un
patch situé pres de la pointe de la fissure. Ce critere basé sur un patch permet d’atténuer la dépendance
au maillage observée en régime adoucissant. Dans une premiere approche, la direction de propagation
est déduite du champ des déformations plastiques pres de la pointe de la fissure. L’incrément d’avancée
de la fissure est défini en utilisant la définition introduite dans [8] adaptée a notre approche. Les pre-
micres simulations donnent des résultats encourageants. Une étude de la dépendance de 1’évolution de
Whpatch a la température ainsi qu’a la vitesse de chargement devra étre menée afin d’observer I’influence
de ces deux quantités. Enfin une campagne expérimentale devra étre menée afin de définir les quantités
nécessaires dans notre méthode de propagation a savoir la valeur de W, en fonction d’une taille de patch
choisie arbitrairement.

Ce travail a été cofinancé par la DGA dans le cadre de la Convention 2010 60 074.
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