
HAL Id: hal-01672360
https://inria.hal.science/hal-01672360v1

Submitted on 24 Dec 2017

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Méthodes multi-modèles de co-recalage de surfaces :
Application à l’IRM à très haut champ (7 Tesla) de

l’hippocampe humain
Claire Cury

To cite this version:
Claire Cury. Méthodes multi-modèles de co-recalage de surfaces : Application à l’IRM à très haut
champ (7 Tesla) de l’hippocampe humain. Imagerie. 2011. �hal-01672360�

https://inria.hal.science/hal-01672360v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


Rapport de stage Master 2 Imagerie médicale

Méthodes multi-modèles de co-recalage de surfaces :

Application à l'IRM à très haut champ (7Tesla) de l'hippocampe

humain

Laboratoire d'accueil : CRICM UMR7225 /UMR-S 975. Equipe COGIMAGE

Claire CURY

Encadrants : Joan Glaunès et Olivier Colliot

3 septembre 2011

1



2



3

Remerciements

Ce stage de Master 2 a été e�ectué au Centre de Recherche de l'Institut du Cerveau et de la
Moelle Epiniére (CRICM) dans l'enceinte de l'hôpital Pitié-Salpêtriére, à Paris, au sein de l'équipe
COGIMAGE (Neurosciences Cognitives et Imagerie Cérébrale). Je tiens en premier lieu à remercier
mes encadrants Joan Glaunès et Olivier Colliot. Je les remercie de m'avoir fait découvrir et apprécier
le monde de la recherche, ainsi que pour leurs conseils, leur patience (en particulier Joan face à
mes nombreuses questions mathématiques souvant répétitives). Je les remercie aussi, pour leurs
disponibilités, d'avoir pris le temps de relire mon rapport et leur soutien constant. Je tiens également
à leur exprimer ma reconnaissance, pour m'avoir permise de continuer ces travaux en thèse.

Je tiens aussi à remercier l'ensemble de l'équipe pour son accueil son esprit de groupe et sa bonne
humeur.



4



TABLE DES MATIÈRES 5

Table des matières

1 Introduction 7

2 Motivations et état de l'art 11

2.1 Notion de variabilité anatomique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2 Recalage d'images cérébrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3 Une peu d'histoire : Talairach, MNI et ICBM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4 Méthodes de construction d'un atlas adaptatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.5 Méthodes de modèles multiples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.6 Méthodes continues d'analyse de la variabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3 Modèles de grandes déformations et recalage de surfaces 17

3.1 Espaces de Hilbert à Noyaux Reproduisants : R.K.H.S. . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2 Grandes déformations di�éomorphiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.3 Courants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.4 Estimation d'un template à partir d'une population [15] . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4 Données d'hippocampes à très haute résolution spatiale 23

4.1 Segmentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.2 Extraction de squelette . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.3 Les données synthétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.3.1 Courbes gaussiennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.3.2 Squelettes d'hippocampes synthétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5 Approche itérative de regroupement et de recalage simultané 29

5.1 Intuition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
5.2 Le problème : les distances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
5.3 Quelques solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
5.4 Matching Pursuit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
5.5 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
5.6 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

6 Analyse en Composantes Principales des vecteurs moments initiaux 41

6.1 Les vecteurs moments initiaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
6.2 L'Analyse en Composantes Principales à noyau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
6.3 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
6.4 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

7 Méthodes utilisant une matrice de distances 51

7.1 Estimation de la matrice de distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
7.2 Spectral Clustering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

7.2.1 Méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
7.2.2 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
7.2.3 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

7.3 ISOMAP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
7.3.1 Méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
7.3.2 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
7.3.3 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

8 Conclusion 61



6 TABLE DES MATIÈRES



7

1 Introduction

L'hippocampe est une structure du lobe temporal du cerveau qui joue un rôle considérable dans les
processus cognitifs fondamentaux comme la mémoire et la navigation spatiale et qui est impliqué dans
di�érentes maladies neurologiques comme la maladie d'Alzheimer ou les épilepsies du lobe temporal.
L'analyse morphologique de l'hippocampe permet de mieux comprendre les processus pathologiques
associés à ces maladies et de mieux les diagnostiquer.

L'hippocampe se situe dans le lobe temporal médian de chaque hémisphère. C'est une structure
allongée d'environ 3 cm3 , faisant 4 à 4,5 cm de long et 1 à 2 cm de large. La partie antérieure,
qui est plus large, est appelée la tête, tandis que le corps de l'hippocampe est plus �n et s'allonge
vers l'arrière du cerveau dans une orientation sagittale, en�n la queue est la partie la plus en arrière
et remonte avec une orientation axiale. L'anatomie de l'hippocampe est complexe et constituée de
di�érentes sous-structures internes dont les principales sont le gyrus dentelé, le subiculum et la corne
d'Ammon (Figure 1).

Fig. 1: Anatomie de la structure interne de l'hippocampe (d'après Duvernoy, 1998). (A) La structure
interne de l'hippocampe est constituée de deux lames de substance grises enroulées l'une sur l'autre : la
corne d'Ammon et le gyrus dentelé. (B) Schéma en coupe coronale de la structure interne de l'hippocampe.
Les di�érents champs de la corne d'Ammon sont CA1-CA4. On peut également observer l'alveus (1), la
�mbria (11), le subiculum (15), et le gyrus dentelé (8-9-10).

Sur les images à résonance magnétique (IRM) conventionnelles, la structure interne de l'hippo-
campe n'est pas visible. L'utilisation d'IRM à très haut champ (ici à 7 Tesla, le Tesla étant l'unité
de mesure du champ magnétique) o�re un rapport signal sur bruit accru et de nouveaux contrastes,
et permet d'obtenir de hautes résolutions spatiales (de l'orde de la centaine de microns). Dans le cas
de l'hippocampe, cela permet de visualiser la structure interne et de constater une grande variabilité
anatomique, notamment au niveau de la tête qui fait apparaître un nombre très variable de bosses
ou plis qu'on appelle digitations (voir Figure 3).

Le stage s'inscrit dans le cadre d'un important projet visant à modéliser les interactions entre
l'hippocampe et le cortex pour l'étude du fonctionnement normal et pathologique de la mémoire.
Pour cela, il est nécessaire de construire des atlas de la structure interne de l'hippocampe, du fait de
sa variabilité, a�n de pouvoir par la suite étudier la corrélation entre l'anatomie et la cognition.

Ce stage vise à développer des méthodes pour l'analyse de la variabilité anatomique de la structure
interne de l'hippocampe. En particulier, nous cherchons à développer et tester des méthodes d'analyse
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Fig. 2: Imagerie à très haute résolution spatiale de l'hippocampe par IRM à 7T (Chupin et al., 2009 [8]).
A gauche, coupe coronale d'une IRM 7T pondérée en T2 à très haute résolution spatiale (250µm×250µm×
1.3mm). A droite, segmentation manuelle des di�érentes parties de la structure interne de la formation
hippocampique (bleu foncé : corne d'Ammon, bleu ciel : CA4 et gyrus dentelé - hilum, vert : subiculum,
orange : substance blanche de la corne d'Ammon, rouge : �mbria, violet : alveus).

Fig. 3: Chupin et al., 2009 [8]. Rendu 3D des segmentations manuelles pour trois sujets sains. On peut
observer l'importante variabilité inter-individuelle, en particulier au niveau des digitations.

multi-modèles, par co-recalage entre surfaces, basées sur le concept mathématique de � courant �.
Ce type de méthodes est déjà utilisé pour le recalage et le co-recalage depuis plusieurs années [17].
Le but est d'étendre ce genre de méthode au problème de l'estimation multi-modèles, dans lequel
une collection de surfaces observées est expliquée par un petit nombre de surfaces-modèles types.
Cette extension est nécessaire lorsqu'une variabilité morphologique qualitative est observée entre les
individus, comme dans le cas de l'hippocampe. Dans l'idéal, la méthode devrait donner n templates
représentatifs des variations de la structure interne de la corne d'Ammon (cf �gure 3) dans le cas
bien sûr où cette variabilité anatomique peut être caractérisée par plusieurs modes de variations.

Au cours de ce stage, plusieurs pistes ont été explorées qui peuvent être regroupées en trois
grandes familles d'approches (�gure 4). La première vise à estimer directement plusieurs modèles à
partir de la population (branche de droite de la �gure 4). C'est une approche itérative qui nécessite
plusieurs calculs de modèles qui évoluent à chaque itération. La seconde approche repose sur l'ana-
lyse de déformations de chaque individu depuis un modèle unique (branche du milieu de ce même
graphique). Spéci�quement, on étudie les vecteurs moments initiaux des déformations depuis ce mo-
dèle unique, pour analyser leur répartition au sein de notre population. En�n, la dernière approche
repose sur des recalages deux-à-deux entre les individus de notre population (branche de gauche de la
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�gure 4). Ces recalages permettent d'obtenir une matrice de similarité entre les di�érents individus
sur laquelle sont appliqués des algorithmes de réduction de dimension pour pouvoir classer ensuite
les individus dans le nouvel espace.

Le plan de ce rapport est le suivant. La partie 2 propose un bref état de l'art ainsi que l'intérêt
des approches multi-modèles. La partie 3 décrit la méthode de recalage di�éomorphique de surfaces
conduisant à un template qui sera par la suite très utilisée, ainsi que les outils mathématiques
nécessaires à sa compréhension. Nous présenterons ensuite, dans la partie 4, les données synthétiques
et réelles qui serviront à nos expériences. En�n, nous exposerons les di�érentes approches étudiées.
L' approche de type itératif sera présentée à la partie 5. La seconde, basée sur l'estimation d'un
modèle unique, sera développée dans la partie 6. En�n celle qui utilise des co-recalages deux à deux
est décrite à la partie 7.
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Fig. 4: Graphique recapitulatif des di�érentes approches étudiées durant le stage. La première classe
d'approche (à droite) vise à estimer itérativement plusieurs modèles a partir de la population. La seconde
classe (au milieu) repose sur l'analyse des déformations de chaque individu depuis un modèle unique. La
dernière (à gauche) repose sur des recalages deux à deux entre les individus. Les pointillés correspondent
à des perspectives qui n'ont pas encore été explorées.
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2 Motivations et état de l'art

2.1 Notion de variabilité anatomique

On appelle variabilité anatomique le fait qu'au sein d'une même population, les structures changent
de forme de manière signi�cative d'un individu à l'autre. Cette variabilité inter-individuelle peut
être issue d'un ou plusieurs modes de variation di�érents. Comme nous l'avons dit brièvement dans
l'introduction, l'analyse multi modèle est intéressante lorsque l'on veut représenter une population
issue de plusieurs modes de variation. Prenons l'exemple des arbres, leurs branches présentent des
formes di�érentes, on ne retrouve jamais exactement la même morphologie d'un individu à l'autre et
il existe une très grande variabilité inter-individu. Il serait logique, pour représenter la variabilité des
arbres, de construire plusieurs modèles a�n de résumer les di�érentes variations de la population ; un
seul modèle ne serait pas représentatif.

Les hippocampes à étudier, dont la variabilité est importante viennent d'images IRM à 7 Tesla.
Les IRM standard sont à 1,5 ou 3 Tesla ce qui permet une résolution spatiale dans le plan comprise
entre 1 et 2 millimètres. A titre indicatif, le champ magnétique de la Terre est compris entre 30 et 50µ
Tesla. Les IRM à 7 Tesla sont dites à très haut champ, et permettent une résolution spatiale d'environ
0,25mm dans le plan, on a donc la possibilité d'observer beaucoup plus de détails anatomiques.
L'apparition de ces nouveaux détails, que l'on ne pouvait voir qu'en histologie, à permis de remarquer
que la tête de l'hippocampe était constituée d'un certain nombre, plus ou moins important, de
� bosses � que l'on appelle des digitations. La construction d'un seul modèle à ce niveau de détail
poserait des problèmes de représentation.

Un modèle est une sorte de moyenne ou représentant qui se veut représentative de la classe de
laquelle il est issu. Un atlas est soit un modèle dans le cas où la population comprend une classe, soit
plusieurs modèles.
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2.2 Recalage d'images cérébrales

Etudier les similarités et di�érences entre les formes de deux sujets nécessite de les placer dans
un référentiel commun. Cette étape s'appelle le recalage inter-individuel et consiste à rechercher la
transformation permettant d'aligner au mieux les di�érents sujets de la population. Le problème
du recalage d'images cérébrale a beaucoup été étudié. Les premiéres approches proposées reposent
sur des transformations linéaires [9]. Ce type de déformation compense très mal la variabilité inter-
individuelle (comme on peut le voir dans le cadre des sillons à la �gure 8 sur la ligne du haut). C'est
pourquoi des approches non linéaires ont été développées. La principale di�culté liée à ces approches
est le contrôle de la régularité de la déformation, car des transformations trop irrégulières produi-
raient des absurdités anatomiques. Un cadre de déformation non linéaire particuliérement adapté
est celui des di�éomorphismes (transformation régulière, inversible, et d'inverse régulière). Parmis
les approches di�éomorphiques, le cadre des grandes déformations (LDDDM - Large Deformation
Di�eomorphic Metric Mapping, voir chapitre 3) est le plus répandu. Ce stage ne portant pas sur les
di�érentes méthodes de recalage, nous n'en parlerons pas plus ici et nous nous concentrons sur les
constructions de modèles et d'atlas.

2.3 Une peu d'histoire : Talairach, MNI et ICBM

L'une des premières approches pour la création d'atlas du cerveau a été proposée par Talairach et
Tournaux dans le cadre de la neurochirurgie en 1988 [30]. La normalisation spatiale de Talairach
consiste en une déformation a�ne par morceaux qui amène tous les cerveaux dans un référentiel
commun dé�ni par un cerveau modéle, appelé l'atlas de Talairach, sur lequel ont été segmentées
diverses structures.

Fig. 5: De haut en bas et de gauche à droite : coupe sagittale, coupe coronale, et coupe axiale issues de
l'atlas de Talairach.

Cet atlas a été durant plusieurs années le référentiel standard dans lequel de nombreuses études ont
rapporté leurs résultats, malgré de fortes limitations inhérentes à la construction d'un tel atlas :
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� Premièrement, l'atlas de Talairach provient de l'étude détaillée du cerveau d'un unique individu
(et même d'un seul hémisphère) agé de 60 ans. Il ne peut donc clairement pas être représentatif
d'une population.

� Deuxièmement, cet atlas se présente sous la forme d'un shéma sur papier (�gure 5) reproduisant
des coupes espacées de 4mm alors que les IRM anatomiques sont des objets volumiques dont
la résolution spatiale est de l'ordre du millimètre cube.

Ces limitations ont été levées au Montreal Neurological Institute (MNI) [13], qui a proposé un
atlas probabiliste appelé MNI305 reposant sur 305 sujets jeunes (239 hommes et 66 femmes), ce qui est
quand même plus représentatif de la variabilité anatomique. La technique proposée est entièrement
automatique et repose sur un recalage a�ne global basé sur l'intensité des voxels des IRM.

Fig. 6: Atlas standard MNI350 obtenu par transformation a�ne d'images IRM de 350 sujets.

L'atlas le plus utilisé aujourd'hui a été réalisé dans le cadre de l'International Consortium for
Brain Mapping (ICBM) [24] et [25] à partir de 152 sujets, est appelé ICBM152. Les sujets ont été
recalés sur l'atlas MNI305 par une transformation a�ne globale utilisant 9 paramétres.

Les atlas probabilistes du type ICBM et MNI qui normalisent tous les individus sont pratiques
lorsqu'on ne cherche pas à identi�er ou étudier des structures complexes comme les sillons ou petites
comme l'hippocampe. L'utilisation de tels atlas serait complètement biaisée pour l'étude de l'hippo-
campe, structure qui n'est pas orientée de la même façon chez tout le monde. De plus ces atlas sont
construits à partir d'une population prédé�nie, et ne sont donc pas représentatifs d'une population à
étudier (par exemple une population d'âge di�érent ou de sujets atteints d'une pathologie). Un atlas
qui s'adapte à la population serait alors plus représentatif.

2.4 Méthodes de construction d'un atlas adaptatif

Les méthodes adaptatives permettent de construire un atlas à partir de la population en même temps
que le recalage, quelle que soit la population. La cible vers laquelle les individus sont recalés est donc
ra�née de façon itérative. Au lieu d'utiliser un atlas déjà existant comme les atlas MNI, ICBM et
Talairach, on construit un atlas adapté à l'étude d'une population donnée, par exemple des sujets
atteints d'une certaine patologie.

Lorenzen et al. en 2005 [20] ont proposé ce genre de méthode dans le cas d'images à niveau de gris.
Ils utilisent la théorie des grandes déformations di�éomorphiques [18] pour générer les transformations
qui produiront l'atlas.
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Fig. 7: d'aprés [20]. En (a), moyenne de 8, 10 puis 12 cerveaux après un recalage linéaire. En (b),
recalages par la méthode des grandes déformations di�éomorphiques à partir de 8, 10 et 12 cerveaux.

Glaunès et al. en 2008 [16] ont proposé une méthode calculant un atlas adaptatif dont les trans-
formations sont aussi basées sur la théorie des grandes déformations di�éomorphiques, mais cette
fois dans le cas de courbes et surfaces et non plus d'images à niveaux de gris. La représentation des
courbes et des surfaces peut se faire à partir de mesures ou de courants (voir chapitre 3). Il est ainsi
possible d'obtenir une forme � moyenne � de surfaces ou de courbes. Nous verrons plus en détails
cette méthode dans la partie suivante, car c'est cette méthode qui sera utilisée par la suite.

Dans le cas des sillons, Auzias a proposé durant sa thèse une méthode de recalage de sillons
corticaux appelée DISCO [3] pour Di�eomorphic Sulcal-based Cortical registration. Comme dans les
deux méthodes ci-dessus, les sillons sont recalés les uns sur les autres itérativement, pour construire
un modèle adaptatif. La �gure 8 compare le recalage linéaire des sillons corticaux au recalage di�éo-
morphique.

Fig. 8: D'après [2]. La ligne du haut représente le recalage de sillons de 20 sujets par une méthode
linéaire, en bas par la méthode DISCO.

On voit que les atlas adaptatifs représentent beaucoup mieux la population, mais ne représentent
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toujours pas plusieurs modes de variations. Pour cela, la création de plusieurs modèles est nécessaire.

2.5 Méthodes de modèles multiples

Présentons succintement quelques méthodes de modèles multiples.
En 2007 Blezek et al. [4] presentent une méthode appelée �Atlas Strati�cation � qui, à partir d'une

population, évalue si un ou plusieurs modèles sont necessaires à la représentation de la population.
Si plusieurs modèles sont requis, ils sont contruits à partir de sous ensembles de la population. Ils
se basent sur l'algorithme du mean shift pour determiner les modes [7] d'une population de maniére
itérative. Ensuite chaque mode de la population sera représenté par un modèle créé à partir des
individus issus de ces modes.

En 2008, Allassonnière et al. [1] proposent une méthode pour déterminer di�érents modes au sein
d'une population d'images à niveau de gris. L'approche repose sur des méthodes déterministes et
stochastiques d'estimation de maximum a posteriori de modèles statistiques déformables. Mais elle
n'a pas encore été adaptée au cas de courbes et de surfaces.

2.6 Méthodes continues d'analyse de la variabilité

A l'inverse des méthodes qui cherchent à estimer directement plusieurs modes, il y a des méthodes
qui envisagent la variablilité de façon continue. Cette analyse continue peut être soit une �n en soi,
soit une première étape à la détection de modes de variation.

La méthode bien connue qu'est l'Analyse en Composantes Principales (ACP) peut être utilisée
pour analyser de façon continue la variabilité d'une population. Wang et al. s'y sont interessés en
2007 [32] pour l'étude des hippocampes dans le cadre de la maladie d'Alzheimer en utilisant le
cadre des grandes déformations. Et plus récemment Ceyhan et al. [6], développent une méthode qui
utilise aussi les grandes déformations di�éomorphiques pour analyser la morphologie de l'hippocampe
et éventuellement détecter des di�érences entre des groupes ayant un diagnostic di�érent ou des
changements de formes au cours du temps. Ces méthodes sont développées pour l'enveloppe externe
de l'hippocampe segmenté sur des images IRM à 3 Tesla. Nous voulons nous interesser à la forme de
la structure interne de l'hippocampe segmenté sur des IRM 7T.

Une autre classe d'approches repose sur des méthodes d'apprentissage de variétés, comme ISO-
MAP (introduit par Tenenbaum et al. en 2000 [31]). Cet algorithme a la particularité d'utiliser des
distances géodésiques entre les points (contrairement à l'algorithme Multi-Dimensional Scaling ou
MDS, qui utilise des distances euclidiennes). Mais cette distance estimée par le plus court chemin
d'un point à l'autre dans le graphe issu de la matrice de similarité initiale est � topologiquement
instable � : des connexions erronées peuvent être créées dans le graphe. Certaines méthodes comme
celle de Van der Maaten et al. en 2009 [22] suggèrent de supprimer les voisins d'un sommet qui violent
la linéarité locale du graphe. Au court de sa thèse soutenue en 2011 [29], Sun a utilisé cette méthode
pour analyser les sillons [28], et en particulier le sillon central, et en a extrait des résultats intéressants
sur la latéralité gauchers/droitiers (voir �gure 9 : la � bosse � qui correspond à la motricité de la main
est plus ou moins centrée selon que l'on est gaucher ou droitier. L'ISOMAP est donc une technique
intéressante si l'on cherche à expliquer des variations continues. Nous allons l'utiliser par la suite.
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(a) Sillon centraux de 66 sujets

(b) Sillon centraux de 66 sujets avec indication de leur latéralité

Fig. 9: D'après [29]. Localisation des populations droitier, gaucher et gaucher contrarié le long de l'axe
ISOMAP. Code couleur : Cyan : gaucher, hémisphère droit ; Bleu : gaucher contrarié, hémisphère droit ;
Violet : droitier, hémisphère droit ; Rouge : gaucher, hémisphère gauche ; Jaune : gaucher contrarié,
hémisphère gauche ; Vert : droitier, hémisphère gauche
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3 Modèles de grandes déformations et recalage de surfaces

Nous avons beaucoup parlé dans l'état de l'art de méthodes utilisant les di�éomorphismes, qui sont
utilisées pour recaler des courbes ou surfaces (ou images, mais pas dans notre cas) de façon non
linéaire et très régulière.

Le modèle des grandes déformations a été construit à partir de la théorie fondatrice des splines de
Bookstein [5] qui a initialement proposé d'écrire la transformation ψ(x) = x+v(x) où v est le champ
de déplacement. Ces déformations ne sont di�éomorphiques que si le déplacement v reste petit, c'est-
à-dire si ψ reste proche de la transformation identité. La régularisation du modèle LDDMM (Large
Deformation Difeomorphic Metric Mapping) permet d'obtenir une transformation correspondant à
de grands déplacements tout en restant di�éomorphique, en composant su�samment (en fait une
in�nité dans le modèle mathématique) de petits déplacements ψi(x) = x+ vi(x).

Nous allons dans cette partie présenter les outils et les notations mathématiques nécessaires à
la compréhension des méthodes. Puis nous présenterons la méthode conduisant à la création d'un
modèle unique représentant la population [15] qui sera par la suite utilisée.

3.1 Espaces de Hilbert à Noyaux Reproduisants : R.K.H.S.

Rappelons rapidement quelques notions élémentaires :

Dé�nition 3.1 (Produit scalaire)

Un produit scalaire sur un espace vectoriel V sur R est une application bilinéaire sur V notée :

〈., .〉V : V × V → R véri�ant les trois points suivant :

� Symétrie : ∀v, w ∈ V, 〈v, w〉V = 〈w, v〉V
� Positivité : ∀v ∈ V, 〈v, v〉V ≥ 0
� Dé�ni :〈v, v〉V = 0⇐⇒ v = 0

La norme induite par le produit scalaire est dé�nie par ‖v‖V =
√
〈v, v〉V

Dé�nition 3.2 (Espace de Hilbert)

Soit V un espace vectoriel sur R. V est un espace de Hilbert si il est muni d'un produit scalaire

complet pour la norme induite.

On rappelle qu'un espace métrique est complet si toutes suites de Cauchy ((xn)n∈N telle que, ∀ε >
0, (∃N ∈ N) (∀p, q ∈ N) (p, q > N ⇒ ‖xp − xq‖V < ε)) convergent.

Les espaces hilbertiens sont en fait une généralisation des espaces euclidiens dans lesquels la dimension
n'est pas forcement �nie. Par exemple une fonction de R dans R est dé�nie par l'ensemble des valeurs
qu'elle prend, soit une in�nité de nombres, et peut donc être vue comme un point dans un espace de
dimension in�nie.

Dé�nition 3.3 (Espace dual)

Soit V un espace de Hilbert, on note 〈., .〉V son produit scalaire et ‖.‖V sa norme.

On note V ∗ l'espace dual, l'espace qui contient toutes les formes linéaires continues µ : V → R, de
norme ‖µ‖V ∗ = sup {µ(f), ‖f‖V ≤ 1}

Présentons maintenant le théorème de Riesz qui permet d'établir l'existence d'une isométrie entre V
et son espace dual V ∗.

Théorème 3.1 (Théorème de représentation de Riesz)

Soient V un espace de Hilbert muni de son produit scalaire 〈., .〉V , et µ ∈ V ∗ une forme linéaire

continue sur V .
Alors il existe un unique µ̂ dans V tel que : ∀x ∈ V on ait µ(x) = 〈x, µ̂〉V
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Dé�nition 3.4 (Noyau)

On appelle noyau positif sur un ensemble S une fonction K : S × S → R telle que :

� Pour tout entier n ∈ N, tous scalaires α1, ..., αn ∈ R et tous éléments x1, ...xn ∈ S,
n∑

i,j=1

αiαjK(xi, xj) ≥ 0

Dé�nition 3.5 (Espace de Hilbert à noyaux reproduisants)

Cette dé�nition découle directement du théorème précédent.

Soit V un espace de Hilbert formé de fonctions sur un ensemble S. V est un espace à noyau repro-

duisant (R.K.H.S.) si les fonctionnelles d'évaluation δx : f → f(x) sont continues pour tout x ∈ S
Soit la forme linéaire δx(f) = f(x). Si pour tout x, δx est continue, alors ∃δ̂x tel que f(x) =

δx(f) =
〈
f, δ̂x

〉
V

δ̂x(y) = KV (x, y)

est appelé noyau reproduisant de l'espace V . On a alors : δx(f) = 〈f,KV (x, .)〉V .

Une interpolation par noyau (ou spline) est équivalente à une interpolation par minimisation d'une
norme. En e�et le noyau KV de l'espace hilbertien V permet de résoudre le problème d'interpolation
suivant :

Minimiser ‖f‖V tel que f(yi) = ti ∀1 ≤ i ≤ n.

Ce qui nous intéresse, puisque nous cherchons à minimiser des distances. La solution de ce problème
est donnée par :

f∗(x) =
n∑

j=1

αjKV (x, yj),

où les αj sont solution du système linéaire :

n∑
j=1

αjKV (yi, yj) = ti.

Ces vecteurs αj seront appelés plus tard vecteurs moments et les champs de vecteurs optimaux sont
des sommes de champs splines : vt(x) =

∑
KV (xi(t), x)αi(t), avec xi(t) la trajectoire du point xi au

temps t.

3.2 Grandes déformations di�éomorphiques

Comme nous l'avons dit un peu plus haut, la régularisation des grandes déformations di�éomor-
phiques permet d'obtenir une transformation correspondant à de grands déplacements tout en restant
di�éomorphique : intuitivement, en composant une in�nité de petits déplacements ψi(x) = x+vi(x),
on construit la transformation φ par composition :

φ = ψn ◦ ψn−1... ◦ φ1

de n di�éomorphismes (déformations in�nitésimales proches de l'identité). φ est alors un di�éomor-
phisme qui peut être loin de l'identité et est dé�ni comme une solution de l'équation di�érentielle : dφ(t, x)

dt
= v(t, φ(t, x)), t ∈ [0, 1]

φ(0, x) = x
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Fig. 10: Schéma illustrant les étapes permettant de passer de la dé�nition du noyau au di�éomorphisme,
extrait de la présentation de soutenance de thèse de J. Glaunes [14]

avec v(t, x) le vecteur vitesse du point x au temps t, et φ(t, x) la position de x au temps t

Dé�nition 3.6 (Di�éomorphisme)

C'est un modèle inspiré de la mécanique des �uides. Les di�éomorphismes sont obtenus par intégration

d'une famille de champ de vecteurs (v(t, .)) d'un espace hilbertien V su�samment régulier, telle que

∀t ∈ [0, 1] on ait
∫ 1
0 |v(t, .)|V dt <∞ selon l'équation de �ot :

dφ(t, x)
dt

= v(t, φ(t, x)), t ∈ [0, 1]

avec φ = φv
1 et φ0 = Id ; la déformation commence au temps 0 et se termine au temps t = 1.

Autrement dit, un di�éomorphisme φ est donné par la formule suivante :

∀z ∈ R3, φv
t (z) = z +

∫ t

0
vs ◦ φv

s(z)ds (1)

On dé�nit le groupe des di�éomorphismes comme suit :

AV = {φv
1 tel que v ∈ V }

Le groupe est complet pour la métrique :

D2
V (Id, φ) = inf {‖v‖V |v ∈ V, φv

1 = φ} (2)

avec invariance à droite : D2
V (φ, ψ) = D2

V (Id, ψ ◦ φ−1)
Cette distance évalue la quantité de déformation dans tout l'espace 3D.

3.3 Courants

L'idée des courants est de caractériser les formes (une forme peut être une courbe ou une surface)
par leur action sur les champs de vecteurs.
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Fig. 11: A gauche discrétisation d'une courbe, et à droite discrétisation d'une surface. Dessin fait par
J. Glaunès.

Dé�nition 3.7 (Courants) Soient ω un champ de vecteurs et une forme S. On dé�nit le �ux du

champ de vecteurs ω sur la surface S par l'équation :

S(ω) =
∫

S
ω(x)t(u ∧ v)(x)dσ(x) (3)

Avec (u ∧ v)(x) la normale normalisée de la forme S au point x, et dσ la mesure de Lebesgue sur la

surface. On caractérise la forme S en mesurant la variation de son �ux quand le champ de vecteurs

ω varie.

Pour une courbe l'équation de �ux par un champ de vecteurs est comme suit :

C(ω) =
∫

C
ω(x)tτ(x)d(x) (4)

avec τ la tangente normalisée au point x de la courbe.

En discrétisant la forme S (voir �gure 11), le courant de S est alors une somme de Dirac notée

[S] =
nf∑

f=1

η(f)δc(f),

où f est le segment entre deux points consécutifs ou une face d'un maillage, c(f) en est le centre, et

η(f) en est la normale ou la tengante.

Dé�nition 3.8 (espace des champs de vecteurs) Soit KW un noyau sur R3 et W l'espace hil-

bertien de noyau KW . W est un espace de champs de vecteurs engendré par les champs de vecteurs

de carré intégrable qui sont de la forme :

ω(x) = KW (x, y)β (5)

pour tous points y et tous vecteurs β �xés. Le produit scalaire sur W est caractérisé par :〈
KW (., x)α,KW (., y)β

〉
W

= αtKW (x, y)β (6)

⇒
〈
KW (., x)α, ω

〉
W

= αtω(x) (7)

On reconnait ici la propriété reproduisante des R.K.H.S.

L'espace des courants est l'espace des objets qui intègrent des champs de vecteurs.

Dé�nition 3.9 (espace des courants) On note W ∗ l'espace des courants : W ∗ est l'espace des

applications linéaires et continues de l'espace des champs de vecteurs W dans R, ce qui en fait le

dual de W , d'où la notation.
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Il existe une application linéaire isométrique LW : W → W ∗ puisque W est munit d'un produit

scalaire. On a pour tout ω dans W :

LW (ω)(ω′) =
〈
ω, ω′

〉
W

(8)

LW (ω) est un courant, c'est à dire une application de W dans R.
On dit que LW (ω) est la représentation duale du champ de vecteurs ω.
La représentation duale de la base vectorielle KW (x, .)α est LW (KW (x, .)α), noté δα

x : δα
x (ω) =

〈ω(x), α〉 pour tout ω

3.4 Estimation d'un template à partir d'une population [15]

Cette méthode proposée par Glaunès et al. [15] calcule un modèle commun à une population de
surfaces ou de courbes représentés par des points non étiquettés. Nous nous interessons ici au calcul
d'un modèle à partir d'une population de surfaces ou de courbes représentées par des courants.

Soient N surfaces Si dans R3. On note [Si] =
∑nf

f=1 η(f)δc(f) les courants correspondant aux Si

comme dé�ni plus haut. La méthode consiste donc à trouver la surface � commune � aux Si. Pour cela,
toutes les surfaces vont être déformées a�n que leurs déformations di�éomorphiques soient les plus
proches possibles les unes des autres, l'idéal étant qu'elles se superposent toutes. Ces déformations
doivent donc coûter le moins cher possible tout en étant les plus proches les unes des autres. Il y a
donc deux termes à minimiser pour trouver les N déformations optimales φ̂i conduisant au modèle
[Ŝ] : la distance entre les déformations et la taille de chaque déformation :{

φ̂i, [Ŝ]
}

= argmin
φi,[S]

N∑
i=1

{
‖[S]− φi[Si]‖2K + γD2

V (Id, φi)
}
. (9)

A φi �xés, le courant minimiseur [S] de l'équation 9 est la moyenne des φi[Si] :

[Ŝ] =
1
N

N∑
i=1

φi[Si].

Cette moyenne ne correspond pas à une seule surface qui moyennerait la forme des autres surfaces,
mais c'est l'union des surfaces déformées φi(Si) pondérée par 1/N . La formule de l'équation 9 peut
être écrite comme suit, avec plus qu'un paramétre à minimiser, les di�éomorphismes φi :{

φ̂i

}
= argmin

φi

N∑
i=1


∥∥∥∥∥
(

1
N

N∑
i=1

φi[Si]

)
− φi[Si]

∥∥∥∥∥
2

K

+ γD2
V (Id, φi)

 , (10)

avec D2
V (Id, φi) la distance de déformation du di�éomorphisme φi dé�ni plus haut, et γ un paramètre

qui sert à donner plus ou moins de régularité à la déformation ; en e�et si γ = 0 toutes les surfaces
vont se supperposer, mais elles seront toutes déformées. Dans le cas de surfaces représentant des
structures anatomiques, il est important de garder ce paramétre non nul a�n de ne pas trop déformer
ces surfaces. Le premier terme de l'équation 10 est la mesure de dissimilarité induite par une norme
d' un R.K.H.S pour un noyau de Cauchy K dont l'échelle est à dé�nir par l'utilisateur : plus les
données sont di�érentes, plus le noyau a interêt à être grand. L'expression de la norme pour une
somme vectorielle de masses de Dirac est donnée par :∥∥∥∥∥∥

nf∑
f=1

η(f)δc(f)

∥∥∥∥∥∥
2

K

=
nf∑
p=1

nf∑
q=1

η(p)tK(c(p), c(q))η(q) (11)
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4 Données d'hippocampes à très haute résolution spatiale

4.1 Segmentation

Les données d'hippocampes à très haute résolution sont celles de deux sujets sains décrits dans
Chupin et al. Un troisième sujet avait été acquis mais n'a pas été utilisé dans le stage pour des
raisons de temps, mais aussi pour cause de protocole d'acquisition di�érent des deux autres. Nous
présentons brièvement ci-dessous les protocoles d'acquisition et de segmentation.

Les deux jeunes volontaires sains ont été scannés sur une IRM Siemens 7T (TrioTim), à l'uni-
versité du Minnesota, avec une antenne de tête 16 canaux. L'acquisition a été réalisée avec une
séquence Turbo Spin Echo pondérée en T2 avec les paramètres suivants TR/TE/�ip-angle/Nex =
4000ms/77ms/60/1, acquisition matrix=512x512. La résolution dans le plan est de 0.375mm2, in-
terpolée à 0.1875mm2, avec des coupes de 1.2mm et 1.1mm d'épaisseur avec un écart de 0.2mm et
0.3mm. La séquence a été répétée trois fois, les trois volumes ont été recalés et moyennés avec le
logiciel SPM5. Le temps d'une acquisition est d'environ 8 minutes.

La segmentation manuelle a été réalisée par Marie Chupin (Cogimage) à l'aide du module de
région d'interêt du logiciel Anatomist de brainvisa (http ://www.brainvisa.info/index.html), selon
l'anatomie de l'hippocampe décrite dans Duvernoy [12]. Un procole 3D cohérent a été utilisé qui
permet de visualiser les di�érentes structures internes en 3D (stratum pyramidale de CA1-CA3,
hilum du gyrus dentelé (gyrus dentelé proprement dit et CA4), subiculum, alveus et �mbria).

4.2 Extraction de squelette

Emilie Gerardin (thésarde de Cogimage, en collaboration avec le CMLA et Paris 5) a développé une
méthode de modélisation de la corne d'Amon sous la forme d'un squelette et d'une épaisseur. La
corne d'Ammon est en e�et un ruban de substance grise enroulé sur lui-même. Il est donc naturel
de la modéliser comme une surface 2D sur laquelle on dé�nirait une fonction d'épaisseur. L'approche
proposée consiste à construire un champ de vecteurs v qui traverse le ruban de part en part dans le
sens de la plus petite épaisseur. Les squelettes correspondant aux deux sujets sains sont présentés à
la �gure 12.

(a) squelette S1 (b) squelette S2

Fig. 12: Squelettes la corne d'Ammon pour deux sujets sains.
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4.3 Les données synthétiques

Pour mettre au point et tester les méthodes, nous avons par ailleurs construit deux bases de données
synthétiques La première base est constituée de courbes gaussiennes. La seconde base est composée
de squelettes d'hippocampes synthétiques construit par déformation des deux sujets sains décrits
ci-dessus.

4.3.1 Courbes gaussiennes

Nous avons construit trois populations de courbes provenant d'une ou de deux gaussiennes dont les
moyennes et les variances sont variables. Dans la population GA (�gure 13), les courbes présentant
deux gaussiennes ont des moyennes su�samment espacées, alors que dans la population GB, cer-
taines courbes ont des moyennes proches ce qui rend plus di�cile la classi�cation � une ou deux
bosses ? � (voir �gure 14). Ces deux populations de courbes ont été très utiles car elles permettent
de tester assez rapidement les algorithmes, tout en connaissant le résultat. De plus, du fait de la
simplicité des données, les erreurs (dues aux déformations) ont été moins di�ciles à identi�er.

Les deux populations ont été construites de la façon suivante. Les moyennes moy sont choisies
aléatoirement parmi [12 13 13.5 14], et les écarts-types σ parmi [1 1.5 2]. On dé�nit ensuite les trois
familles de gaussiennes suivantes :
gauss1 = 1

σ∗
√

2pi
∗ exp(−((x−moy).2)/(2 ∗ σ2)) qui servira pour les deux populations GA et GB

gauss2A = 1
(σ+rand∗0.5)∗

√
2pi
exp(−((x− (moy + 6+ rand ∗ 8)).2)/(2 ∗ (σ + rand ∗ 0.6)2)) qui servira

pour la population GA
gauss2B = 1

(σ+rand∗0.5)∗
√

2pi
exp(−((x− (moy+4+ rand ∗10)).2)/(2 ∗ (σ+ rand ∗ 0.6)2)) qui servira

pour la population GB.
La population GA comprend 12 courbes à � une bosse � construites à partir de gauss1 et 12 courbes
à � deux bosses � construites à partir de gauss1 + gauss2A.
La population GB comprend 12 courbes à � une bosse � construites à partir de gauss1 et 24 courbes
à � deux bosses � construites à partir de gauss1 + gauss2B.
La population GC contient 3 classes : des � une bosse à gauche � faites avec gauss1, des � deux
bosses � faites avec gauss2A+ gauss2B, et des � une bosse à droite � issues de gauss2B.

4.3.2 Squelettes d'hippocampes synthétiques

Fig. 16: trajectoires de la déformations du sujet
S1 pour la construction de la population S1A dé-
crite ci-après

N'ayant que trois vrais squelettes d'hippocampe,
nous avons créé des populations d'hippocampes
synthétiques à partir de déformations des deux
squelettes réels. Les deux squelettes réels sont
notés S1 et S2 et les di�érents types de déforma-
tions appliquées sont appelés A,B et C. L'appli-
cation des di�érentes déformations A,B, C aux
di�érents squelettes S1 et S2 produit des popula-
tions de squelettes synthétiques S1A, S1B, S2A
. . . .

Pour créer les squelettes synthétiques, nous
avons dé�ni des vecteurs moments initiaux aléa-
toires en chaque point des squelettes S1 ou S2,
ainsi qu'un nombre T de pas le long de la tra-
jectoire issue de ces vecteurs moments initiaux.
Pour les populations de squelettes synthétiques
de type A et B, un sujet sera créé pour chaque
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temps t (0 < t < T ) le long de la trajectoire. Les squelettes sont créés à l'aide d'une fonction de
tir géodésique fournie par Joan Glaunès, qui permet de construire la trajectoire du tir géodésique
e�ectué dans la direction des vecteurs moments initiaux, à partir du squelette, des vecteurs moments
initiaux, du nombre de pas T et d'une taille de noyau σ qui dé�nit le degré de régularité voulu.

On construit ensuite nos trois populations de type A, B et C. Les populations de type �A� sont
plus simples que les �B� : les �A� comportent moins d'individus et ne sont pas trop déformées (comme
la population GA : peu d'individus et bien separés), les �B� au contraire contiennent plus de sujets et
la déformation est plus importante. On voit que les sujets de la �gure 18 sont bien plus di�érents les
uns des autres que ceux de la �gure 17. Les individus de la population de type �C� sont chacun issus
d'une déformation aléatoire di�érente (contrairement à ceux des populations de type �A� et �B� qui
correspondent aux di�érents pas de temps d'une la même déformation). La population S1C (que l'on
peut voir à la �gure 19) n'a donc pas de continuum. Les populations de type A sont construites avec
T = 5 (ce qui produit 5 individus), σ = 1.5 et des vecteurs moments 0.5 ∗ (rand(3, NbPoints)− 0.5),
pour NbPoints points en 3 dimensions. Cela produit 5 individus de chacun 3500 points pour la
population S1A et 5 individus de 2750 points pour S2A
Les populations de type B sont construites avec T = 15 (ce qui produit 15 individus), σ = 3 et
des vecteurs moments 0.7 ∗ (rand(3, NbPoints)− 0.5), pour NbPoints points en 3 dimensions. Cela
produit 15 individus de chacun 3500 points pour la population S1B et 5 individus de 2750 points
pour S2B
Les populations de type C sont construites avec T = 2, σ = 2 et des vecteurs moments 0.5 ∗
(rand(3, NbPoints)− 0.5), pour NbPoints points en 3 dimensions. Cela produit 5 individus de cha-
cun 3500 points pour la population S1C et 5 individus de 2750 points pour S2C

Trois populations mixtes (mélangeant les populations issues des sujets S1 et S2) ont ainsi été
créées : la population S1S2A, qui réunit les deux populations S1A et S2A. La population S1S2B
qui réunit les deux populations S1B et S2B. La population S1S2A est plus facilement séparable,
puisqu'elle est issue de deux classes de type �A� (comme pour la population A des courbes), qui sont
des classes peu déformées de leur modèle original. Et en�n la population S1S2C issue de la réunion
des deux classes S1C et S2C.
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Fig. 13: Population GA : 24 courbes. Les 12 premières n'ont qu'une bosse et les 12 suivantes ont deux
bosses

Fig. 14: Population GB : 36 courbes. Les 12 premières n'ont qu'une bosse et les 24 suivantes deux
bosses. On peut observer que les courbes à � deux bosses � sont plus di�ciles à distinguer de celles à
� une bosse � que dans la population GA.

Fig. 15: Population GC : 48 courbes. Les 12 premières n'ont qu'une bosse et les 24 suivantes deux bosses,
les 12 dernières ont une bosse.
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(a) S1A (b) S2A

Fig. 17: Les populations d'hippocampes �A�. Pour chaque population, une couleur représente un individu

(a) S1B (b) S2B

Fig. 18: Les populations d'hippocampes �B�. Pour chaque population, une couleur représente un individu

(a) S1C (b) S2C

Fig. 19: Les populations d'hippocampes �C�. Pour chaque population, une couleur représente un individu
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(a) S1S2A (b) S1S2B

(c) S1S2C

Fig. 20: Trois populations mixtes d'hippocampes. Chaque couleur représente un individu. (a) La popula-
tion S1S2A contient 10 individus : les 5 de la classe S1A et les 5 de la classe S2A, soit 31250 points. (b)
La population S1S2B en contient 30 : S1B + S2B, soit 93750 points. (c) La population S1S2C contient
10 individus : les 5 de la classe S1C et les 5 de la classe S2C, soit 31250 points.
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5 Approche itérative de regroupement et de recalage simultané

L'approche que nous allons présenter maintenant vise à construire itérativement les di�érents modèles
de la population. Cette partie correspond à la branche de droite de la �gure 4.

5.1 Intuition

Comme nous l'avons vu précédemment, la méthode d'estimation d'un modèle à partir d'une popu-
lation par transformations di�éomorphiques proposée par Glaunès dans [17]et [15] est obtenue par
l'équation suivante :

arg min
ϕj,µ

N∑
j=1

(
‖ϕjxj − µ‖2KV

+ γD2(Id, ϕj)
)
, (12)

avec xj les N courbes ou surfaces de la population, ϕjxj leurs transformations et µ le modèle.
Or, nous voulons, à partir d'une population de courbes ou surfaces trouver n modèles. Rappelons en
une equation la méthode des K-moyennes.

arg min
S

K∑
i=1

∑
xj∈Si

‖xj − µi‖
2 , (13)

avec xj les individus de la population et µi les centres des K ensembles de points Si. Rappelons aussi

Algorithm 1 K-moyennes

Require: Un ensemble de points 2D (xi) à classer en un nombre K de clusters.
1: Initialisation aléatoire des K centres C(k)
2: repeat

3: A�ectation de chaque xi au cluster dont il est le plus proche du centre C(k)
4: Recalcul des centres :∀k ∈ {1, ...,K} , C(k) = moyenne des xi a�ectés à la classe k.
5: until Les centres C(k) ne bougent plus.

l'algorithme des K-moyennes, qui est utilisé pour partitionner les di�érents sujets d'une population
(Algorithme 1).

On peut voir qu'il est facile d'adapter la formule 12 pour arriver à une formule du type de celle du
K-moyennes (formule 13). La formule serait alors :

arg min
ϕi,S

K∑
i=1

∑
ϕjxj∈Si

(
‖ϕjxj − µi‖

2
KV

+ γD2(Id, ϕj)
)
, (14)

La distance de chaques individu j aux k �moyennes� µi n'est plus une distance euclidienne, mais sa
distance de déformation vers le modéle µi : D

2(Id, ϕj) qui est la distance entre cet individu j et sa
transformation �nale.
Les µi ne sont plus des moyennes comme dans la formule du K-moyennes, mais des modèles, comme
dans l'équation 12 : c'est-à-dire, un modèle est issu de l'union des meilleurs transformations ϕjxj des
courbes ou surfaces de l'ensemble Si.

Le calcul des distances de chaque sujet (ou individu) aux modèles nécessite donc un recalage
di�éomorphique de chaque sujet sur chaque modèle, ce qui coûte assez cher en temps de calcul. Le
calcul d'un modèle de 24 courbes comprenant chacune une soixantaine de points nécessite environ 3
minutes sur GPU pour 7 étapes de recalages (nécessaires pour obtenir un bon modèle). Le calcul des
K-moyennes (par l'équation 14) pour ces mêmes 24 courbes, soit environ 1300 points (donc de trés
petites données) avec une seule étape de recalage pour la création du modèle à chaque itération dure
environ 10 minutes sur GPU.
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5.2 Le problème : les distances

Comme il fallait s'en douter, sur le papier tout a l'air plus simple et donne l'impression de fonctionner
sans trop de peine, mais en pratique, appliquer simplement cette formule n'aboutit pas aux résultats
voulus : dans le cas d'une �mauvaise� initialisation, les modèles formés des individus �autours� de
ces centres n'évolueront pas correctement et n'auront aucun sens par rapport aux individus présent
dans la population. Par exemple, plaçons nous dans le cas de deux classes U et V : si les deux
centres choisis appartiennent à la même classe �nale (disons que les deux centres appartiennent à la
classe U), tous les individus de la classe U seront séparés et répartis dans les deux classes, car ils
seront proches des deux centres choisis lors de l'initialisation. Il va se passer la même chose pour les
individus de l'autre classe : ils seront loin des deux centres mais seront répartis dans les deux classes.
Le modèle de chaque classe, qui est alors composé de l'union des déformations des individus qui lui
ont été a�ecté, aura une forme plus ou moins intermédiaire entre les deux classes, ce qui n'amènera
pas l'algorithme à converger normalement. En e�et, à l'itération suivante, le centre de chaque classe
n'est plus un seul individu, mais un ensemble d'individus, donc la déformation de chaque individu
se fera sur un ensemble d'individus (déformés) constituant le modèle, les individus auront donc plus
de �choix� pour satisfaire les contraintes de déformations, c'est-à-dire que l'individu ira se caler sur
la partie du modèle hétérogène qui lui correspond le plus (déformation la moins couteuse qui amène
le plus près possible de la cible). Pour éviter ceci, il faut augmenter le nombre d'étapes de recalages
a�n de construire un modèle assez �n, ce qui par ailleurs augmente considérablement le temps total
d'exécution.

Fig. 21: Deux classes de surfaces. Le trait pointillé représente la séparation par la méthode des K-
moyennes. Les traits pleins représentent la valeur de la distance de l'individu aux deux centres des classes
colorés en rouge.

De plus, un individu se trouvant à une distance de 10 d'un modèle et d'une distance de 100 d'un
autre ne veut pas forcément dire qu'il doit appartenir à ce premier, comme le montre la �gure 21, la
distance du rond �1� au modèle étoilé est plus petite que la distance de ce rond �1� au modèle de sa
classe. Voyons comment nous pouvons parer à ce problème.

5.3 Quelques solutions

A�n de régler le problème des distances faussées du fait du trop grand nombre de points constituant la
cible (c'est-à-dire le modèle), le recalage des individus vers les modèles a été changé : ce sont mainte-
nant les modèles qui se déforment pour se caler sur les individus, ainsi la distance de déformation est
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Fig. 22: Quelques courbes issues de la classe GB, n'ayant pas deux bosses séparées

un peu plus longue, d'autant plus que le modèle ne comporte pas beaucoup d'individus ressemblant à
l'individu cible. Les sujets de la population sont maintenant les cibles. Pour les grandes populations,
nous avons utilisé un Matching Pursuit [11] a�n de réduire le nombre de points des modèles en ne
gardant que les plus pertinents (voir 5.4 ) a�n de réduire le temps de calcul.

Dans l'algorithme du K-moyennes, au moment du choix du cluster, les points sont triés simple-
ment : si le point p est plus proche du cluster k, il est a�ecté à la classe k. C'est ce qui était fait dans
la première version avant de se rendre compte que les distances n'étaient pas aussi bien distribuées.
En e�et, elles sont plutôt comme le montre la �gure 21. Pour cela, nous avons donc choisi de ne
s'intéresser qu'aux rangs des sujets par rapport aux modèles : le sujet se trouve à une distance de
100 d'un modèle tout en étant le 2me plus proche de ce dernier, et à une distance de 10 de l'autre
modèle en étant le dernier, donc le plus éloigné, alors ce sujet sera classé dans le premier modèle,
celui dont il est distant de 100.
A la �gure 21, par exemple, les points 1, 8 et 2 sont plus proches du modèle étoile, mais en sont plus
loin que toutes les étoiles, ils n'appartiennent donc pas à la classe étoile.

Pour empêcher les mauvais classements, les individus ne sont pas tous classés. L'algorithme ne
partitionne donc plus la population comme le fait le K-moyennes à l'origine, mais ne met dans ces
classes que les individus les plus caractéristiques. En e�et, dans notre cas, il n'est pas nécessaire de
partitionner l'ensemble des individus, puisque nous voulons obtenir les di�érents modes de variation
de la population, ainsi l'algorithme ne classe dans les clusters que les sujets étant �proche� d'un
modèle et �loin� des autres, il est donc nécessaire de dé�nir un seuil délimitant les individus proches
et lointains, et une marge, a�n qu'un individu proche de seuil − 1 d'un cluster et loin de seuil + 1
d'un autre ne soit pas classé, car il se trouve �nalement entre les deux. Les biais liés aux sujets entre
deux classes sont éliminés (par exemple, dans la classe GB , cf �gures 14 et 22, les courbes ayant
deux gaussiennes dont les deux moyennes sont su�samment proches pour n'avoir ni une bosse, ni
deux bosses séparées). Nous appellerons, a�n de les di�érencier, l'algorithme du K-moyennes avec ce
traitement des distances et l'inversion du recalage : K-moyennes-adapté.
De plus, pour éviter le problème des mauvaises initialisations, si l'une des classes est vide, ce qui grâce
au seuil et à la marge est quelque chose de tout à fait possible et qui arrive lorsque par exemple le
modèle d'au moins une des classes n'est représentatif d'aucun individu de la population, on réinitialise
les centres des classes (cf. �gure 28). Bien sûr cette condition suppose qu'il existe au moins deux
classes et donc que la population n'est pas un continuum issu d'un même mode de variation. Une
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Algorithm 2 K-moyennes adapté

Require: Tous les points de tous les sujets Suj à classer en K classes. un seuil seuil ∈ N et une
marge ∈ N

1: initialisation : On choisit aléatoirement K numeros initk dans [1;nbSuj] pour initialiser les
centres : Ck = [Suj(initk)]

2: for k = 1 to K do

3: sourcek = CreateSource(Ck) (cf section 3.4)

4: end for

5: for s = 1 to nbSuj do
6: targets = CreateTargetCourants(Suj(s)) (cf section 3.4)

7: end for

8: while il y a du changement dans les classes do
9: for k = 1 to K do

10: for s = 1 to nbSuj do
11: On recale les K cibles sur les nbSuj sujets pour en connaitre leurs distances : Sk =

registrationDi�eo(sourcek, targets)
12: Distancek(s) = Sk.distIdPhi (voir équation 2 page 19)

13: end for

14: Dk = triCroissant(Distancek)
15: end for

16: a�ectation des sujets aux classes :
17: sujClass = ∅

Pour chaque classe on examine les candidats
18: for k = 1 to K do

19: candidatk = Dk(1 : seuil) - sujClass
20: for c = 1 to length(candidatk) do
21: for k2 = 1 to K and k2 6= k do
22: ecartc(k2) = [|candidatk(c)− find(Dk2 == candidatk(c))|]
23: if ecartc(k2) < marge then
24: break ; On regarde le candidat suivant
25: end if

26: end for

27: if k2 == K − 1 then

28: Ck ← candidatk(c)
29: sujClass← candidatk(c)
30: end if

31: end for

32: end for

33: end while

Return : les listes Ck comptenant les indices des sujets classés
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autre alternative a été envisagée : faire un Spectral Clustering (voir section 7.2) sur un échantillon
de la population (pour de grandes populations) a�n de mieux initialiser le K-moyennes-adapté, avec
des sujets éloignés. Cette derniére solution n'a pu être testée lors du stage.

5.4 Matching Pursuit

Le Matching Pursuit est une méthode introduite par Mallat en 1993 [23], qui consiste à trouver une
base qui correspond au mieux à une fonction f d'un espace hilbertien. Supposons qu'il existe une
famille (gγn(t))γn∈Γ, telle que pour toutes fonctions f(t) appartenant à un espace de Hilbert, il existe
(an)n∈Z telle que :

f(t) =
+∞∑
−∞

angγn(t) (15)

Les an sont des coe�cients. Le Matching Pursuit donne, aprèsm itérations, la décomposition suivante
du signal f précédent :

f =
N−1∑
n=0

〈Rnf, gγn〉 gγn +RNf, (16)

avec Rnf le reste de f à l'itération n : Rnf = Rn−1f −
〈
Rn−1f, gγn−1

〉
gγn−1 .

L'erreur ‖Rnf‖ décroit exponentiellement, et sert de condition d'arrêt à l'algorithme. Passé un cer-
tain seuil de précision, l'algorithme s'arrête.

Cette méthode de Matching Pursuit a été ensuite adaptée en 2009 au cas des courants par
Durrleman et al. [11] pour trouver une estimation itérative de points et de vecteurs qui approximent
au mieux le problème de déconvolution suivant :

T = LW (γ) (17)

Les notations sont les mêmes que dans la partie 3 : T est un courant, γ est un champ de vecteurs et
LW est l'opérateur linéaire permettant de passer de l'espace de champs de vecteur W à l'espace des
courants W ∗.
L'algorithme cherche donc, pour un champ de vecteurs γ ∈W donné (ainsi qu'un seuil de précision),
les points et les vecteurs associés dans tout l'espace qui sont tels que le courant T ′ =

∑N
i=1 αiδxi soit

le plus proche de T dé�ni précédemment. On veut en fait que T ′ soit la projection de T sur l'espace
engendré par les δxi , et donc que T − T ′ soit orthogonal à cet espace, ce qui fait que l'on veut que
(en se rappelant que δα

x (w) = 〈KW (x, .)α,w〉W ) :

∀ points gardés j ,

〈
LW (γ)−

N∑
i=1

αiδxi , δxj

〉
W∗

= 0 (18)

⇐⇒
〈
LW (γ), δxj

〉
W∗ =

〈
N∑

i=1

αiδxi , δxj

〉
W∗

⇐⇒ 〈γ,KW (xj , .)〉W =

〈
N∑

i=1

αiKW (xi, .),KW (xj , .)

〉
W

⇐⇒ δxj (γ) = δxj (
N∑

i=1

αiKW (xi, .))

⇐⇒ γ(xj) =
N∑

i=1

αiKW (xi, xj) (19)
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Si l'on connaît les positions optimales des points (xi) dans R3, il ne reste plus qu'à déterminer
les vecteurs αi associés. On veut que :

N∑
i=1

αiδxi = Lω(γ) ⇐⇒
N∑

i=1

L−1
ω (αiδxi) = γ (20)

⇐⇒
N∑

i=1

KW (xi, .)αi = γ(.) (21)

L'équation 21 est un système linéaire et se résout facilement pour trouver les αi. Par contre trouver
les xi est un problème NP-complet, comme l'a montré Davis en 1997 (dans [10]). La méthode de
Durrleman et al. [11] propose donc de prendre comme premier point x1 de l'espace R3, le point qui
explique la plus grande partie du signal (ici du champ de vecteurs γ, c'est-à-dire le point qui maximise
la norme du champ de vecteurs ‖γ(x)‖R3). Une fois le premier point trouvé, le premier vecteur α1

se trouve simplement à partir de l'équation 21 : α1 = KW (x1, x1)−1γ(x1). On calcule le champ de
vecteurs résiduel en retirant du champ de vecteurs total le champ de vecteurs formé par les nouveaux
points xi et vecteurs αi. Lors de la première itération, on ne retire donc que Kw(x1, .)α1, et ainsi
de suite jusqu'à ce que la norme du champ de vecteurs résiduel passe sous un certain seuil passé en
paramètre.

Fig. 23: D'après [11]. En (a) on voit à gauche le champ de vecteurs produit par les deux courbes bleues et
à droite les vecteurs moments α en rouge. En (b) le premier point avec son vecteur moment qui maximise
la norme du champ de vecteurs de (a), la partie gauche de (b) montre le champ de vecteurs résiduel, donc
sans les vecteurs L−1

W (α1). L'image (c) montre la troisième itération, il y a donc 3 points et trois vecteurs
moments ; le champ de vecteurs résiduel a encore réduit.

La taille du noyau KW déterminée par son σ est aussi importante, car plus le noyau sera grand,
moins de points seront gardés à précision égale, puisque le noyau �interdira� de garder des points trop
rapprochés. De même un noyau trop petit autorisera la retenue de points proches, mais le champ de
vecteurs résiduel diminuera moins rapidement, puisque l'in�uence de chaque point sur son entourage
est diminuée par la taille du noyau. Il faut donc prendre une taille de noyau adaptée aux données.

Pour notre utilisation, nous avons légèrement modi�é cet algorithme (voir algorithme 3) : nous
ne cherchons pas les points parmi tout l'espace R3, mais parmi les points de la surface (ou de la
courbe), ce qui a l'avantage de ne pas avoir à positionner de grille. Ainsi nous pouvons faire tourner
l'algorithme sur les vecteurs moments (qui sont nuls partout sauf sur les points de la forme), et non
plus sur les champs de vecteurs. De plus le Matching Pursuit n'est pas exécuté sur une seule surface,
mais sur un ensemble de surfaces, car nous voulons l'appliquer sur le modèle a�n qu'il contienne
moins de points. On ne cherche plus le point x1 qui maximise le champ de vecteurs γ, mais le point
x1 qui maximise le champ de vecteur du sujet ayant le champ de vecteur maximum, car nous avons
alors autant de champs de vecteurs que de sujets. Chaque sujet a son champs de vecteurs.
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Fig. 24: D'après [11]. λW est pour nous le σ du noyau KW . A précision égale, on remarque que la taille
du noyau in�uence elle aussi le nombre de points

Fig. 25: Modèle d'une famille de squelettes d'hippocampes comprenant 17500 points. En bleu, les points
gardés par le Matching Pursuit pour un σ choisi, à gauche une précision de 10−3 a permis de garder 100
points et à droite une précision de 10−6 a retenu 255 points

Les résultats du Matching Pursuit(MP) sont plutôt bons avec une taille de noyau KW adaptée,
même en ne choisissant les points que parmi ceux déjà existant, car pour un ensemble d'environ
2000 points, avec une précision de 10−11, le Matching Pursuit conserve une quarantaine de points
(cf �gure 32). Le Matching Pursuit à été intégré dans la fonction de création d'un modèle a�n d'en
accélérer son temps d'exécution. A chaque co-recalage, un MP est fait sur la cible qui contient donc
tous les points de tous les sujets. Dans le cas d'algorithmes itératifs, le Matching Pursuit est fait sur
le modèle courant de la classe pour réduire la taille des données. Il n'est par contre nécessaire que
sur de grandes données.

ici
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Algorithm 3 Matching Pursuit

Require: Plusieurs champs de vecteurs : γ(s) : R2 → R2, le noyau KW , l'ensemble des points du
modèle xold et un seuil η ∈ R

1: nbSujet = length(gamma) ,
2: γ1(s) = γ(s) pour tout s ∈ [1;nbSujets] ,
3: N = 1
4: while ‖γN‖∞/ ‖γ‖∞ > η do
5: indsuj = argmaxs∈[1;nbSujets]‖γN (s)‖∞
6: ind = argmaxx∈xold

‖γN (indsuj)‖
7: xN ← xold(ind)
8: for s = 1 to nbSujet do
9: Calcul des vecteurs moments αN (s) à l'étape N en resolvant :
10:

∑N
p=1(K(xi, xp)αN

p (s) = γ(s)(xi) pour i ∈ [1;N ]
11: On calcul le nouveau champs de vecteur résiduel :
12: γN+1(s) = γ(s)−

∑N
i=1KW (., xi)αN

i (s)
13: N ← N + 1
14: end for

15: end while

Return : La liste des points gardés xN avec leurs vecteurs moments αN correspondant

Fig. 26: Le même modèle à gauche (17500 points), à droite les 1043 points gardés par le MP avec une
précision de 10−10

5.5 Résultats

Les résultats sont de la �gure 27 à la �gure 30. Les résultats du K-moyennes sont présentés à la
�gure 27. On peut voir qu'une mauvaise initialisation (ici pour la classe 2) ne pourra pas être corrigée
par la suite. Par ailleurs, même avec une initialisation correcte (ici pour la classe 1), l'utilisation des
distances de déformation n'est pas adéquate. Ces deux problémes sont corrigés par le K-moyennes
adapté (�gure 28). Sur la �gure 29 on peut voir l'importance de la marge : sans marge les individus à
la limite entre deux classes sont mal classés. La �gure 30 presente les deux modéles obtenus à l'issue
d'un K-moyennes adapté.

Remarque : dans les résultats, certaines initialisations sont faites avec une courbe, d'autres avec
deux. L'idée de prendre deux courbes vient du fait que dans l'algorithme du K-moyennes l'initialisa-
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Fig. 27: Application de l'algorithme du K-moyennes sur la population GA. Ici et dans les �gures sui-
vantes, la ligne du haut représente la classe 1 et la ligne du bas la classe 2. A gauche : initialisation.
Au centre : itération 1. A droite : itération 2. Ici on ne voit que les deux premières itérations, mais
l'algorithme n'arrivera pas à bien classer les courbes. On peut constater deux problèmes. D'une part l'ini-
tialisation de la classe 2 n'est pas correcte. D'autre part, même avec une bonne initialisation comme dans
la classe 1, l'utilisation directe de la distance de déformation ne conduit pas à une bonne classi�cation.

Fig. 28: K-moyennes-adapté sur la population GA, avec une première mauvaise initialisation, et une
marge de 2 (di�érence de rang entre un classement proche et un classement loin). La mauvaise initiali-
sation est tout de suite corrigée.
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Fig. 29: K-moyennes-adapté avec une première mauvaise initialisation, sans marge. Du fait de l'absence
de marge, la réinitialisation ne se fait pas tout de suite. L'itération 2 ne trouve que 3 courbes proches de
la classe 1, du fait de l'amplitude de la première bosse (contre celle, plus petite, de la classe 2). La classe
2 trouve aussi quelques courbes, mais les deuxièmes bosses sont trop di�érentes et lors de la classi�cation
(pour l'itération 3), les courbes les plus proches de la classe 2 à l'itération 2 ne seront pas �loin� de la
classe 1, car ce seront des courbes présentant plutôt une bosse, puisque la seule partie �claire� du modèle
est la première bosse. Il y a donc réinitialisation à l'itération 3, qui tout de suite, à l'itération 4 classe
bien une bonne partie des courbes, les 4 courbes manquantes sont entre les deux classes.
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(a) K-moyennes-adapté sur la population GA

(b) Modèles

Fig. 30: (a) Dès la première itération les courbes sont bien classées, pratiquement toutes les courbes de
la population apparaissent dans les classes, ce qui est normal puisque les classes de la population A sont
assez bien séparées. L'algorithme s'arrête au bout de 2 itérations, car il n'y a pas de changements entre
les deux classes. (b) Les deux modèles calculés à partir des deux ensembles de courbes trouvés en (a), avec
la méthode d'estimation de modèle vue dans la partie 3. Ce sont e�ectivement les deux types de courbes
présents dans la population GA.
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tion est choisie au hasard dans de domaine de dé�nition des points, donc les centres ne sont pas des
points, mais entre les points, d'ou l'idée de prendre deux courbes et de prendre son modèle comme
premier centre, pour chaque cluster. En réalité ça n'améliore pas l'initialisation, puisque pour que
le resultat soit vraiment meilleur, il faudrait que le modèle du centre initial soit composé de deux
courbes de la même classe.

ici

5.6 Discussion

L'utilisation du K-moyennes dans sa forme initiale posait des problèmes liés aux distances et à
l'instabilité face à l'initialisation. Pour résoudre ces problèmes, nous avons proposé des changements
dans l'algorithme a�n que les distances soient mieux traitées, et que l'initialisation puisse être corrigée
automatiquement. Cela a toutefois nécessité l'introduction d'autres paramètres, en plus du paramètre
K. Les paramètres marge et seuil sont à dé�nir en fonction de la taille des données. Pour les
populations GA et GB le seuil choisi était 1/3 de la population, et la marge était de 2 (su�sant
pour séparer les données de GB). Si K est connu par avance, il serait juste de faire dépendre le
paramètre seuil de la taille des données, mais aussi de K, car si K = 10, il n'est pas conseillé de
prendre un seuil valant le tiers de la taille des données. Je pense qu'il est raisonnable de prendre
un seuil de l'ordre de taillePopulation

K . Pour la marge, tout dépend des données elles-mêmes : sont-
elles bien séparées ? Il n'est a priori pas facile ni possible de répondre à cette question. Il est donc
plutôt raisonnable de ne pas prendre une marge trop petite. Pour séparer 36 sujets, une marge de 2
était su�sante, une marge de 3 fonctionne aussi bien, mais classe moins de sujets. Au contraire, une
marge de 1 mettra plus de temps à converger si l'initialisation est mauvaise et si il y a de mauvais
classements, ce qui avec une si petite marge peut arriver. Bien évidemment la marge doit être plus
petite que le seuil si on veut espérer avoir au moins un sujet par classe. Sans a priori sur les données,
prendre une marge représentant un dixième du seuil parait être raisonnable.

Le paramètre dé�nissant le nombre de classes K peut être plus délicat à �xer. Dans notre cas,
ce paramètre n'est pas du tout connu, c'est d'ailleurs un des problèmes principaux. Il existe des
méthodes d'estimation du nombre de K comme les articles de Kothari et al. en 1999 [19] et Lu et al.
en 2008 [21]. D'autres comme Pelleg et al. en 2000 [27] proposent (méthode du x-means) de donner un
Kmax en paramètre, qui représente le nombre de classes maximum que peut trouver l'algorithme. La
méthode commence par séparer les données en deux avec un K-moyennes standard, puis teste si l'une
des deux parties est encore �séparable�, jusqu'à ce que soit les données ne soient plus �séparables�, soit
que le nombre de classes atteigne Kmax. Par manque de temps je n'ai pas pu adapter cette méthode
de la même façon qu'à été adaptée la méthode des K-moyennes, mais il serait intéressant de voir
ce qu'elle donne. On risque toutefois de se heurter à un problème de temps de calcul, la méthode
adaptée du K-moyennes étant déjà assez coûteuse en temps.
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6 Analyse en Composantes Principales des vecteurs moments ini-

tiaux

L'approche que nous allons présenter maintenant part d'un modèle unique calculé à partir de l'en-
semble de la population, contrairement à la précédente qui calculait itérativement des modèles. Cette
partie correspond à la branche centrale du graphique à la �gure 4 de la page 10.

6.1 Les vecteurs moments initiaux

Avant toutes choses, il faut donc calculer le modèle commun à la population avec la méthode vue
en 3.4 page 21. Il est évident que si la population comporte plusieurs modes, comme par exemple
la population GB qui comporte un mode avec des gaussiennes à une bosse, et un autre mode avec
des mélanges de deux gaussiennes, le modèle commun à toute la population (�gure 32) ne sera
représentatif d'aucun individu de la population, car il ne prend pas en compte l'existence de di�érents
modes. Par contre, ce sont les déformations conduisant à ce modèle qui vont nous interesser. De la
création de ce modèle unique, nous pouvons récupérer les vecteurs moments de tous les individus
le long de la déformation. A chaque instant t de la déformation, les vecteurs moments de chaque
individu représentent les tangentes des trajectoires.

On a vu dans la section 3 qu'on avait la relation suivante entre une déformation et son inverse.
Soient x ∈ Rd, v un champ de vecteurs, et la déformation φ :

φ−1
t ◦ φt(x) −→

t→1
x , avec rappelons : φv

t (x) = x+
∫ t

0
vs ◦ φv

s(x)ds (22)

Donc quand t = 1, c'est à dire quand la déformation est �nie, appliquer l'inverse de cette déformation
au modèle déformé nous ramène au modèle original. Les vecteurs vitesses �naux de la transformation
φ sont donc les vecteurs vitesses initiaux de la transformation inverse φ−1.
Rappelons aussi la relation qui lie vecteurs vitesses v et vecteurs moments α. Avec xi(t) l'instant t
de la trajectoire du sujet i ∈ {0;N} :

dxi

dt
= vt(xi) = KV (xi, .)αi ⇐⇒ vt = KV ∗ α (23)

⇐⇒ α = K−1
V ∗ vt (24)

=⇒ γi =
N∑

i=1

KV (xi, .)αi

Les vecteurs moments �naux d'une déformation, sont donc les opposés des vecteurs moments initiaux
de l'inverse de cette même déformation.

Fig. 31: trajectoires (en bleu) des
points rouges au modèle '*'

Les vecteurs vitesses initiaux sont important car dé-
terminent la trajectoire de la déformation. Intuitivement,
lors d'un lancer de pierre, la trajectoire que va e�ectuer
la pierre est déterminée par la vitesse initiale mise dans
le lancer. Lors du recalage d'une surface S sur un mo-
dèle T , on cherche à minimiser la fonctionnelle J sui-
vante :

J(vt) =
∫ 1

0
‖vt‖V 2dt+A(φ ◦ S, T )

où A est le terme d'appariement, qui cherche le di�éomor-
phisme optimal tel que S soit amené le plus proche possible de
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T . Si les positions �nales des points φ ◦ S sont �xées, le terme d'appariement devient une constante,
on veut alors minimiser l'intégrale de la fonctionnelle avec φ ◦ S �xé. x(t) représentent les points de
la surface à l'instant t. ∫ 1

0
‖vt‖2V dt =

∫ 1

0

dx(t)
dt

T

K−1
V (x(t), x(t))

dx(t)
dt

dt

=
∫ 1

0

∥∥∥∥dx(t)
dt

∥∥∥∥2

K−1
V︸ ︷︷ ︸

norme pour la métrique K−1
V

dt (25)

On veut donc minimiser
∫ 1
0

∥∥∥dx(t)
dt

∥∥∥2

K−1
dt en connaissant x(0) = S et x(1) = φ ◦ S, ce qui revient à

trouver le plus court chemin pour la métrique K−1, qui lui véri�e une équation géodésique f :{
x′′(t) = f(x, x′, t)
x(0), x(1) connus

Une fois ce problème résolu, on peut conserver les valeurs x′(0). Les x′(0) sont les dérivées des points
de la surface par rapport au temps en t = 0, c'est-à-dire exactement les vecteurs vitesses initiaux aux
points x(0). On pourra ensuite recalculer x(t) en résolvant :{

x′′(t) = f(x, x′, t)
x(0), x′(0) connus

C'est ce problème qui est utilisé dans la méthode de tir géodésique fournie par Joan Glaunès.

Nous appelons maintenant les vecteurs moments initiaux l'opposé des vecteurs moments �naux
des déformations de chaque individu constituant le modèle.

Les vecteurs moments ont un autre intérêt : le calcul de la norme des vecteurs vitesses nécessite
d'inverser le noyau alors que l'utilisation de vecteurs moments ne nécessite pas cette inversion. De
plus, les vecteurs moments ne sont dé�nis que sur les points des surfaces alors que les vecteurs vitesses
sont dé�nis sur tout l'espace, car c'est tout l'espace qui se déforme.

6.2 L'Analyse en Composantes Principales à noyau

On cherche à analyser les vecteurs moments initiaux de ce modèle unique, a�n d'observer la répar-
tition des formes autour du modèle : sont-elles uniformement distribuées autour ou non ? Pour cela
nous avons besoin de modi�er un peu la méthode standard d'ACP dont voici le principe :

� centrer les données sur leur centre de gravité en soustrayant à chaque variable sa moyenne.
� calculer ensuite la matrice de variance-covariance des données centrées.
� trouver les axes qui maximisent la variance des projections des données sur ces axes. Le premier
axe est le vecteur propre dont la valeur propre (qui correspond à la variance empirique du
vecteur propre associé) est la plus grande. Il faut donc calculer les valeurs propres et les vecteurs
propres de la matrice de variance-covariance.

Dans notre cas nous avons des vecteurs moments dé�nis sur tous les sujets en chaque point de la
population : c'est-à-dire que par exemple, pour une population de 10 sujets comprenant chacun 100
points dé�nis en 3D, l'ensemble des vecteurs moments pour chaque sujet sont de taille 3 × (1000).
Ces coordonnées sont mises bout à bout et on obtient la matrice suivante :
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A =


x1

1 y1
1 z1

1 x2
1 y2

1 z2
1 ...

x1
2 y1

2 z1
2 x2

2 y2
2 z2

2 ...
x1

3 y1
3 z1

3 x2
3 y2

3 z2
3 ...

x1
4 y1

4 z1
4 x2

4 y2
4 z2

4 ...
... ... ... ... ... ... ...


où xj

i représente la première coordonnée du point j du sujet i, yj
i la seconde, et zj

i la troisiéme. La
matrice des données A a donc une taille de nbSujet× (nbDim∗nbPoints), avec nbPoints le nombre
total de points dans la population.

De plus nos vecteurs moments ne sont pas dans le même espace que les vecteurs vitesses, ils
sont dans l'espace des déformations. Donc pour le calcul de la matrice de covariance, on a besoin du
noyau de taille nbSujet×nbSujet qui a permis de les construire. Pour calculer cette matrice, il faut
adapter le noyau, car les données ne sont plus représentées sur nbDim lignes, mais sur une seule.
Chaque coe�cient Kij de K est remplacé par un bloc de taille nbDim× nbDim avec les coe�cients
correspondant sur la diagonale et des zéros partout ailleurs : MatCov = A ∗KV ∗AT .
La suite de l'algorithme est le même que pour l'ACP standard.

Rappelons qu'un hippocampe contient environ 3000 points, l'une des populations d'hippocampes
(S1S2A) contient 10 sujets, et l'autre en a 30 (S1S2B). Ce qui fait des populations comprenant environ
30 000 points pour S1S2A et 90 000 points pour S1S2B. On peut facilement se rendre compte que de
manipuler des matrices de nbDim ∗ 30000× nbDim ∗ 30000 (pour les noyaux) et de 10×(3 ∗ 30000)
(pour la matrice des données) peut poser des problèmes de mémoire. A�n d'alléger les données, nous
avons décidé d'utiliser un Matching Pursuit sur le modèle de la population (cf �gure 32). Le noyau

Fig. 32: Modèle unique de la population B des gaussiennes. Les étoiles bleues sont les points gardés
par le modèle pour une précision de 10−11. Le modèle passe de 2016 points à 42. On peut remarquer au
passage que le modèle n'est e�ectivement pas représentatif de la population.

est ensuite recalculé à partir des points conservés, il est maintenant plus petit, ainsi que les vecteurs
moments.

Le problème est que pour les populations comportant beaucoup de points, comme la population
S1S2B (cf page 25), il n'est même pas possible de calculer un noyau de taille 90000 × 90000 pour
le Matching Pursuit car pose des problémes de mémoire. Pour cela Joan Glaunès a fourni des codes
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Cuda pour un calcul de noyau optimisé sur GPU.

Pour mieux se rendre compte de la signi�cation de l'axe principal, nous avons e�ectué des tirs
géodésiques à partir du modèle de la population dans la direction (positive ou négative) de l'axe
principal. Autrement dit, les vecteurs initiaux aux points du modèle pour le tir géodésique sont des
combinaisons linéaires des vecteurs moments initiaux utilisés dans l'ACP avec les coe�cients du
premier vecteur propre.

6.3 Résultats

Les résultats sont présentés sur les �gures allant de 33 à 38. La �gure 33 correspond au résultat de
l'ACP sur la population GB : on voit qu'il y a un recouvrement entre les deux classes qui ne sont en
e�et pas bien séparées. En revanche, l'ACP permet tout de même de bien capturer la variabilité au
sein de la population comme on peut le voir lorsqu'on fait un tir géodésique le long de l'axe pricipal
(�gure 34). Sur les di�érentes populations d'hippocampes, on constate que les di�érents sujets sont
trés bien séparés dans l'espace de l'ACP (�gures 35 et 36). Les �gures 37 et 38 présentent les résultats
dans le cas de la population GC qui a 3 classes. Le premier résultat de l'ACP montre des classes assez
peu séparées. Lorsqu'on fait une nouvelle ACP sur les sous-populations correspondant aux valeurs
positives et négatives de l'axe principal la séparation est un peu meilleure.

Fig. 33: ACP à noyau sur la population GB. Les points entourés de violet sont les courbes à une bosse,
ceux qui sont entouré en orange correspondent aux courbes à deux bosses. Dans les encadrés on peut voir
les courbes correspondantes. On remarque que les �une bosse� ne sont pas très bien séparés des �deux
bosses�. Cela vient du fait que la population GB est mixte et pas bien séparée, elle contient des courbes
(les numéros 16 19 21 et 22) ayant presque deux bosses. Quant aux courbes 13 14 et 28, leurs deux bosses
sont proches et leurs amplitudes importantes. On remarque aussi que le long de l'axe 2, les courbes dont
l'amplitude est plus importante se trouvent en haut, et celles dont l'amplitude est plus faible sont en bas.
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6.4 Discussion

Bien que certaines populations soient très mal séparées du fait d'un continuum entre les classes et
que la seule visualisation du résultat de l'ACP ne permet pas de dire combien il y a de classes. Mais
en faisant un tir géodésique dans la direction de l'axe principal, on peut déjà extraire deux tendances
de la population si la population présente plusieurs classes, les tirs géodésiques permettent de se
rendre compte visuellement de ce qu'explique la première composante de l'ACP à noyau. S'il y a à
droite une tendance à avoir deux bosses et à gauche une bosse comme montré à la �gure 34, on peut
dire qu'il y a au moins deux classes. En e�et, un tir géodésique sur l'axe principal de la �gure 37 ne
donne pas tout à fait dans le sens négatif deux bosses et dans le sens positif une bosse sur la droite
(de l'axe des abscisses des courbes), car la répartition n'est pas exactement le long de l'axe principal,
mais les tirs géodésiques donnent une nouvelle forme vers laquelle tous le modèle de la population se
deplace ; s'il n'y avait pas autant de variablilité dans la population, ce qui arrive quand la population
ne se compose que d'une classe : les tirs géodésiques ne donnent pas l'impression d'aller dans le même
sens, en chaque point du modèle le sens de la déformation est di�érent, les déformations ne sont plus
globales mais locales (du à la variabilité intra classe), les changements de formes expliqués par l'axe
principal ne sont pas globaux (comme dans le cas de plusieurs classes de formes), mais locaux. Nous
savons alors qu'il y a au moins deux classes. En regardant les sujets ayant une coordonnée négative
sur l'axe principal, nous arrivons à la �gure 33, qui nous donne dans le sens négatif une bosse sur la
gauche et dans le sens positif, deux bosses. En faisant de même sur les données ayant une coordonnée
positive sur l'axe principal de la �gure 37, on obtient une répartition du type de la �gure ??, avec
un tir dans le sens négatif de l'axe principal donnant une bosse sur la droite de l'axe des abscisses,
et un tir dans le sens positif donne une bosse encore plus à droite. La population de la �gure 37 a
donc bien 3 classes, qui sont dans l'ordre des tirs : une bosse à gauche, deux bosses, une bosse à droite.
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(a) axe 1 négatif

(b) axe 1 positif

Fig. 34: Tirs géodésiques le long de l'axe 1 de la �gure 33 depuis le modèle commun de la population
de courbes GB, qui apparait en rouge. En bleu, point d'arrivée du modèle après un tir le long de l'axe
principal. (a) Dans le sens négatif de l'axe principal, le modèle perd sa seconde bosse. (b) Dans le sens
positif, la seconde bosse prend de l'importance tandis que la première diminue. Ainsi, même si les classes
ne sont pas séparables, on voit que l'axe principal capture bien la variabilité de la population.
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Fig. 35: ACP à noyau sur la population S1S2A. A gauche, l'axe des abscisses est la première composante
principale, et l'axe des ordonnées est la troisième. A droite, il s'agit de la première en abscisse et de
la deuxième composante principale en ordonnée. En vert sont entourés les points correspondant aux 5
hippocampes de la classe S1A et en rose les 5 correspondant aux hippocampes de la classe S2A. Les points
sont très bien séparés, ce qui est plutôt normal puisque la population S1S2A est faite à partir de deux
hippocampes très peu déformés. De plus on peut remarquer le continuum du à la création de la population
S1S2A.
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(a) résultat ACP à noyaux sur S1S2B

(b) résultat ACP à noyaux sur S1S2C

Fig. 36: En (a), on voit clairement la caractéristique de la population S1S2B qui est formée de deux
continuums issus des deux hippocampes S1 et S2. Les couleurs entourent les sujets S1 en bleu, et S2 en
jaune.
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Fig. 37: Population GC à 3 classes : en violet sont entourées les � une bosse à gauche � , en vert les
� deux bosses �, et en rouge les � une bosse à droite �. les résultats à la �gure suivante (�gure 38 sont
issus de l'analyse faite sur les populations comptenant les sujets à gauche de l'axe vertical, et l'autre les
sujets se trouvant à droite.
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(a) résultat ACP à noyaux sur la partie gauche des courbes de la �gure précédente

(b) résultat ACP à noyaux sur la partie droite des courbes de la �gure précédente

Fig. 38: En (a), l'ACP à noyau à été e�ectuée sur les courbes ayant le coe�cient de la première
composante négatif, c'est-à-dire des courbes avec un ou deux bosses (entourées de jaune). On observe la
répartition à droite de courbes avec deux bosses, le graphique en haut à droite représente toutes les courbes
se trouvant à droite du second axe ; à gauche nous avons les courbes à une bosse ainsi que les deux bosses
rapprochées, la séparation n'est pas claire, mais un tir géodésique le long de l'axe principal, donne le même
genre de résultats qu'à la �gure 34, ce qui permet de constater deux tendances. En (b), l'ACP à noyau a
été e�ectuée sur les courbes ayant le coe�cient de la première composante positif, c'est-à-dire des courbes
avec deux (entourées en jaune) ou trois bosses. On remarque que la séparation est plus nette, mais ne se
fait pas avec uniquement le premier axe.
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7 Méthodes utilisant une matrice de distances

Les approches de cette partie reposent sur des recalages deux-à-deux entre les individus de notre
population (branche de gauche de la �gure 4). Ces recalages permettent d'obtenir une matrice de
similarité entre les di�érents individus sur laquelle sont appliqués des algorithmes de réduction de
dimension pour pouvoir classer ensuite les individus dans le nouvel espace.

7.1 Estimation de la matrice de distance

Dans notre cas, une matrice de distance de la population est en fait la matrice regroupant toutes
les distances de déformation d'un individu à un autre. Donc pour une population de n individus, au
moins n/2 recalages sont nécessaires, si l'on calcule seulement la moitié de la matrice (l'autre moitié
est déduite par symétrie). Voici une idée des temps de calcul sur CPU et GPU d'un recalage, du
calcul d'une matrice de distance 10× 10 (donc 50 recalages) et de 100× 100 (donc 5000 recalages)

Tab. 1: Temps de calculs sur CPU et GPU pour 1 recalage, pour une matrice de distances 10× 10 puis
100× 100

Recalage(s) du sujet S1 au sujet S2 Calcul sur CPU Calcul sur GPU

1 recalage 4200 secondes 45 secondes

50 recalages 3500 min ≈ 58h20 37 min 30 s

5000 recalages 5833.3 h ≈ 243 jours ≈ 8 mois 62.5 h ≈ 2 jours 14h

Il est donc intéressant d'essayer d'approximer le calcul de matrice de distances, comme l'ont
proposé Yang et al. [33]. Ils ont montré que les approximations de premier et second ordre de la
métrique di�éomorphique étaient proches de la métrique complète, et que ces approximations aug-
mentent considérablement la rapidité de calcul de la matrice de distances. Leur test sur une base
de 196 patients nécessite 6 jours pour la métrique entière contre 1 heure pour les approximations de
premier et second ordre.

Le principe des approximations proposées dans [33] est le suivant : à partir d'un modèle unique,
donc à partir des déformations des sujets au modèle, soit nbSujets déformations, approximer les
déformations entre les sujets deux à deux. Nous décrivons brièvement la méthode ci-dessous.

Les approximations des mesures di�éomorphiques s'appuient sur la théorie de Lie et sur le fait
qu'un di�éomorphisme φt est un �ot d'équations di�érentielles ordinaires pour lequel dφt

dt = vt(φt)
et φ0 = Id. Il en suit que la transformation φv

t est l'application exponentielle du vecteur vitesse au
temps t notée :

φv0
t = ExpId(tv0)

Soient φ
vi
0

t la transformation di�éomorphique qui emmène une forme T sur une forme Si et φ
vj
0

t la
transformation di�éomorphique qui emmène une forme T sur une forme Sj . On a par composition

la transformation de Si à Sj : Sj = (φvj
0

1 ◦ (φ1v
i
0)
−1) ◦ Si. Donc à t = 1, la géodésique reliant Si et Sj

est donnée par :

φ1 = ExpId(v
j
0) ◦ ExpId(−vi

0)

En posant a = LogId(ExpId(v
j
0)◦ExpId(−vi

0)) et en utilisant la formule de Baker-Campell-Hausdor�
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qui résout une équation du type log(expx expy) avec x et y des éléments d'une algèbre de Lie, on a :

a = vj
0 − v

i
0 + 1/2[vj

0,−v
i
0] + ...,

avec [., .] le crochet de Lie.
On a bien φ1 = ExpId(a) = ExpId(v

j
0 − vi

0 + 1/2[vj
0,−vi

0] + ...).

Fig. 39: Illustration montrant en vert pâle l'approximation au premier ordre de la distance entre les
individus i etj de la population, en jaune l'approximation au second ordre et en gris la vraie distance entre
les sujets. L'étoile rouge est le modèle commun à la poopulation. Les traits noirs sont les déformations
allant du modèle aux individus i et j de la population. Les traits verts sont les approximations au premier
ordre des déformations noires, et les oranges sont leurs approximations du second ordre.

L'approximation du premier ordre est donc :

φ1 = ExpId(a) ≈ ExpId(v
j
0 − v

i
0) = φ

vj
0−vi

0
1 (26)

L'approximation de la transformation du sujet Si au sujet Sj est donnée par une transformation

dont le vecteur vitesse initial est vj
0− vi

0. Ce qui est e�ectivement une importante approximation. La
distance de cette déformation est aussi approximée et vaut :〈

(vj
0 − v

i
0), (v

j
0 − v

i
0)
〉

V

L'approximation du second ordre est donnée par :

φ1 = ExpId(a) ≈ ExpId(v
j
0 − v

i
0 + 1/2[vj

0,−v
i
0]) (27)

Ce qui donne l'approximation de la distance suivante :〈
(vj

0 − v
i
0 + 1/2[vj

0,−v
i
0]), (v

j
0 − v

i
0 + 1/2[vj

0,−v
i
0])
〉

V

Au vu du peu de di�érences qu'il y a entre l'approximation du premier et du second ordre (table 2),
nous avons choisi l'approximation du premier ordre qui est beaucoup plus simple à mettre en place,
et moins coûteuse.

Nous l'avons testé sur la population de courbes GA. La matrice de distances approximée au pre-
mier ordre semble une bonne approximation de la vraie matrice de distances : les distances ne sont
pas du même ordre de grandeur, mais leur ordonnancement reste quasiment inchangé à quelques
exceptions près qui sont en fait des inversions. Pour 36 sujets, les 12 premiers sujets les plus proches
du sujet 1 sont exactement dans le même ordre que ce soit avec la matrice approximée à l'ordre 1
ou la vraie matrice de distances calculée à partir de recalages deux à deux. La suite du classement
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Tab. 2: Table issue de [33] présentant la méthode d'approximation en question. Les matrices des distances
totales, des distances approximées au premier ordre et au second ordre ont été utilisées dans la méthode
ISOMAP (voir page 58). La première ligne correspond à la correlation entre la première dimension de
l'ISOMAP et l'âge des sujets, la seconde ligne est la correlation avec cette fois-ci la seconde dimension.

est à peu près le même, quelques sujets sont bien classés, les autres sont simplement des inversions.
Ceci n'est pas trés important, car ce qui nous interesse sont en e�et les sujets les plus proches pour
chacun d'entre eux et non les plus éloignés.

Le temps de calcul de la matrice de distances des courbes de la population GB (36 courbes de 56
points), qui sont donc de très petites données, est de 25 minutes ; et passe à seulement 30 secondes
pour le calcul des approximations au premier ordre des distances. Le temps de calcul de la matrice
de distances approximées de la population S1S2C qui contient 10 sujets, est d'environ 8 minutes sur
GPU. Le temps de calcul de l'approximation par rapport au temps de calcul des distances complétes
décroit avec le nombre de sujets.

7.2 Spectral Clustering

Fig. 40: Le graphe représente un 3-NN sur une population de points comportant deux classes : points
rouges et points verts. Seulement 3 voisins, et tous les individus de la population sont reliés.

Maintenant que nous savons calculer rapidement une matrice de distances, nous pouvons appliquer
di�érentes méthodes d'analyse. Notre idée initiale était d'utiliser la méthode des K plus proche voisins
(appelée K-NN pour K-Nearest Neighbors). Le K-NN fonctionne plutôt bien si l'on choisit bien le
nombre K de voisins et si les données sont su�samment bien séparées. Ces conditions ne sont bien
évidemment pas remplies dans notre cas, surtout la condition touchant à la séparation des données.
Des classes peu ou mal séparées, avec un nombre de voisin un peu trop grand, conduisant à regrouper
toutes les classes (Figure 40).

Nous nous sommes donc plutôt tournés vers le Spectral Clustering, qui résoud ce problème en
coupant le graphe.

7.2.1 Méthode

Le Spectral Clustering, méthode présentée par Ng et al en 2001 [26] contourne ce problème de classes
trop proches ou mal séparées. La méthode consiste à partitionner le graphe des données en un nombre
de classes tel que la similarité intra-classes est haute et la similarité inter-classes est basse. L'idée du
Spectral Clustering est de trouver la coupe minimale d'un graphe tel que celui présenté à la �gure 40.
Voyons de plus près cette méthode.
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(a) Image initiale (b) Résultat de classement du spéctral clus-

tering

Fig. 41: (a), Image initiale. (b), Résultat du Spectral Clustering sur l'image. Les étoiles bleues repré-
sentent les points classés dans la première classe, les ronds rouges ceux classé dans la seconde.

Le premier pas consiste à contruire le graphe. Pour cela, il faut d'abord calculer la matrice de
similarité, qui est elle calculée à partir de la matrice des distances Dist. Dans notre cas, nous avons
choisi de calculer la matrice de distances approximées à l'ordre 1 et comme mesure de similarité nous

avons choisis un noyau gaussien : Sim(i, j) = e
−Dist(i,j)

2σ2 pour le calcul de la matrice de similarité
Sim, a�n de donner plus d'importance aux éléments proches.

Il faut ensuite construire la matrice d'adjacence A du graphe représentant les données. Pour ce
faire, on peut soit choisir un seuil en dessous duquel la similarité sera considérée comme trop faible,
ainsi il n'y aura pas d'arc entre deux sommets ayant une similarité trop peu signi�cative ; soit en
choisissant un nombre de voisins (le K requis pour l'algorithme du K-NN), façon pour laquelle nous
avons opté arbitrairement. Ce nombre ne doit pas être trop petit pour que toutes les composantes
du graphe soient connectées, nous avons pris un voisinnage de 5 pour 36 individus. On sait que dans
une matrice d'adjacence si A(i, j) = 0 il n'y a pas d'arc dans le graphe qui relie les sommets i et j.
Si A(i, j) = Sim(i, j), l'arc liant les sommets représentant les individus i et j vaut la similarité entre
i et j.

Maintenant que le graphe est construit, calculons sa matrice laplacienne L :

L = D.A.D, (28)

avec D la matrice diagonale des degrés de chaque sommet.

Il ne reste plus qu'à calculer les valeurs propres avec les vecteurs propres associés de la matrice
L. Les n vecteurs propres (avec n représentant le nombre de classes qu'on veut faire apparaitre) dont
les valeurs propres sont les plus grandes sont stockés dans une matrice V de dimension nbSujet×n.
La méthode se termine par l'utilisation d'un algorithme K-moyennes sur la matrice V le long de ses
colonnes.

La �gure 41 montre le résultat sur une image de test en 2 dimensions, a�n d'illustrer la méthode.

7.2.2 Résultats

Voici quelques résultats de Spectral Clustering sur une population de courbes à deux classes, une à
trois classes, et une derniére d'hippocampes à deux classes.

La population de courbe GB (Figure 42) est présentée dans l'espace V puis dans sa version
normalisée. Les résultats d'aprés sont tous présentés dans l'espace normalisé : le résultat sur la
population formée de trois classes utilisées dans l'ACP à noyau est en �gure 43.



7.2 Spectral Clustering 55

(a) Matrice V

(b) Matrice V normalisée par colonnes

Fig. 42: Représentation des 36 courbes de la population GB (la couleur des points représente la vérité, en
bleu la classe 1, en rouge la classe 2) dans le nouvel espace réduit à deux dimensions donc les coordonnées
sont données par la matrice V des vecteurs propres retenus par la méthode. En (b), on voit le même résultat
pour ces mêmes vecteurs propres normalisés. Les résultats du K-moyennes sont entourés de couleurs. On
constate que toutes les courbes ont été bien classées.
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Fig. 43: 3 dimensions du Spectral Clustering sur la population de courbes GC comportant 3 classes. La
couleur des points donne la (vraie) classe d'appartenance des points, les points noirs sont les courbes avec
une bosse sur la droite, les points bleus sont les 12 courbes avec une bosse sur la gauche, et les 24 points
rouges sont les courbes composées de deux gaussiennes. Ce qui est entouré est le résultat du 3-moyennes.
On remarque que la classi�cation n'est pas tout à fait exacte, car certaines courbes construites avec deux
gaussiennes se retrouvent avec celles n'en ayant qu'une, mais ces courbes sont exactement les courbes
pour lesquelles nous ne pouvons dire si elles ont vraiment une ou deux bosses, car les deux gaussiennes
sont confondues (voir quelques unes de ces courbes à la �gure 22)

(a) Résultat du Spectral Clustering sur la popula-

tion S1S2A

(b) Résultat du Spectral Clustering sur la

population S1S2C

Fig. 44: Résultats sur les populations d'hippocampes S1S2A et S1S2C. Les hippocampes sont correctement
séparés.
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7.2.3 Discussion

Le Spectral Clustering fonctionne plutôt bien quand les distances sont euclidiennes (�gure 41) ou
quand les données ne présentent pas de continuum entre les classes, comme c'est le cas pour les
populations S1S2A et S1S2C. La classi�cation des 3 classes de courbes de la population GC nous
donne les groupes suivante :
- les � une bosse à gauche � et les � une bosse à gauche, presque deux bosses �.
- les � deux bosses �
- les � une bosse à droite �
Ce qui nous dérange en réalité dans ce résultat c'est que les � une bosse à gauche, presque deux
bosses � soient classées avec les � une bosse à gauche � puisque par construction les presque deux
bosses sont un mélange de gaussiennes, et donc même très proches, ces courbes ont en théorie deux
bosses. Mais en regardant les déformations de ces formes ces mélanges de gaussiennes sont en fait plus
proche de courbes n'ayant qu'une gaussienne. Le résultat n'est donc peut être pas si dérangeant que
ça, il signi�e que d'un point de vue de la forme, et non d'un point de vue construction mathématique,
les � une bosse à gauche, presque deux bosses � n'ont pas deux bosses.
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7.3 ISOMAP

Présentons maintenant la méthode ISOMAP introduite en 2000 par Tenenbaum et al [31] qui est
une méthode de réduction de dimension non linéaire qui à la particularité de préserver la distance
géodésique entre les individus, a�n de tenir compte de la variété sur laquelle ils se trouvent.

7.3.1 Méthode

Premièrement, il faut construire la matrice d'adjacence du graphe. A partir de la matrice de distance,
on seuille (comme pour le Spectral Clustering) soit en ne gardant que les n plus proches voisins de
chaque sommets (ce qui a l'avantage de ne pas isoler de points), soit en seuillant la distance.

L'étape suivante consiste à estimer la matrice des distances géodésiques Dg entre les points en
calculant le plus court chemin entre chaque sommet du graphe à l'aide d'algorithmes du type Djikstra.
On peut remarquer dès à present un point important de la méthode : il est nécessaire d'avoir un
certain nombre de points a�n que le graphe soit assez dense si l'on souhaite obtenir une estimation
de la distance géodésique correcte.

Fig. 45: Figures issues de l'article de Tenenbaum et al. 2000 [31]. En B, le graphe de la population
des 1000 points (les sommets du graphe) pour lequel seul les 7 plus proches voisins ont été conservés,
donne une approximation (en rouge) de la vraie distance géodésique. En C, Les points représentés en
deux dimensions obtenues par ISOMAP. La ligne bleue représente alors une approximation plus simple
et plus claire de la vraie distance géodésique que la ligne rouge qui représente le plus court chemin. Cette
�gure permet de con�rmer, visuellement, la necessité d'avoir beaucoup de points.

Maintenant on souhaite construire l'espace dans lequel sont les points : on calcule le carré de la
matrice Dg noté Dg2, auquel on applique un double centrage : on a la matrice

S = (Id− nbSuj−11.1t).1/2.Dg2.(Id− nbSuj−11.1t)

. Il su�t ensuite d'extraire de la matrice S ses plus grandes valeurs propres et leurs vecteurs propres
associés.

7.3.2 Résultats

Sur la �gure 46, on voit que le graphe n'est pas aussi dense que pour une population contenant 1000
points (nous en avons ici 48). Mais il y a su�samment de points pour remarquer la continuité entre
les � une bosse à gauche � et les � deux bosses � du aux courbes ayant � presque deux bosses �. On
remarque qu'une courbe, la numéro 13, est placée à gauche des � une bosse à gauche �, alors qu'elle
est composée de deux gaussiennes. On peut aussi remarquer sur l'image (a) de cette même �gure que
le premier axe de l'ISOMAP (axe des abcisses) su�rait à montrer la répartition des classes : à gauche
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les � une bosse à gauche �, au milieu, de façon assez etendue du fait de la plus grande variabilité que
les deux autres classes nous avons les � deux bosses � et en�n à droite les � une bosse à droite �.

(a) Graphe résultat de l'ISOMAP en deux dimensions pour un 4 voisinage

(b) Résultat Sur les trois premières dimensions de l'ISOMAP

Fig. 46: Résultat de l'ISOMAP sur la population comportant 3 classes de courbes. (a), le graphe en deux
dimensions (abscisses premier axe d'ISOMAP, en ordonnée on a le second axe), comme l'image droite
de la �gure 45. Chaque sommets à 4 voisins. (b), on peut voir les mêmes points sans les arcs du graphe
en 3 dimensions. En jaune sont entourées les courbes à deux bosses, en rose les cournes avec une bosse
sur la droite, et en vert les courbes avec 1 bosse sur la gauche.

7.3.3 Discussion

La méthode ISOMAP montre une répartition plus réaliste des données. En e�et les individus dont
la classe présente une relativement grande variabilité, sont représentés de manière plus dispersée
que les autres ; comme la classe des deux bosses de la population de courbes GB qui comporte plus
de variabilité (quasiement un continuum) que les deux autres classes de la population puisque les
moyennes deux gaussiennes qui composent cette classe varient plus. La �gure 45 le montre bien.
Cette méthode, contrairement au Spectral Clustering, ne classe pas les individus. Visuellement nous
pouvons avoir une idée du nombre de classes ou de la dispersion des individus (cf �gure 45(a)).
Comme vu dans l'état de l'art, nous pouvons faire le parallèle avec ce qu'on sait des données, dans
notre cas nous savons où se trouvent les � une bosse � et � deux bosses �, et nous pouvons ainsi
dire que le résultat trouvé est logique car les � une bosse à gauche � sont à gauche, les � une bosse
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à droite � sont à droite, et les � deux bosses � qui sont constitués de ces deux dernières classes, sont
au milieu.

Comme nous l'avons dit plus haut, la méthode ne propose pas de classer les données, ce qui
permet de choisir une méthode de classi�cation. On remarque que dans le cas du résultat présenté
à la �gure 46, utiliser la méthode des k-moyennes pour classer les données ne donnerait pas le bon
résultat. Par contre l'utilisation d'un algorithme comme le mean shift proposé en 1995 par Cheng [7],
(algorithme utilisé dans la méthode atlas strati�cation, vue dans l'état de l'art) qui détecte de façon
itérative des modes dans une population donnerait très certainement un bien meilleur résultat de
classi�cation, mais nous n'avons pas eu le temps de tester cette hypothèse.
Comme nous venons de le voir, le Spectral Clustering est aussi une bonne méthode de classi�cation
quand les distances des données sont euclidiennes (voir �gure 41), faire un Spectral Clustering aprés
ISOMAP ne parait pas tout à fait absurde, puisque ISOMAP représente les données dont les distances
sont géodésiques dans un nouvel espace dans lequel elles seront alors euclidiennes.
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8 Conclusion

Le but de ce stage était de concevoir des méthodes pour analyser la variabilité anatomique au sein
d'une population et en extraire des modèles représentants. Par rapport à d'autres méthodes propo-
sant d'extraire d'une population les di�érents modes de variation, la particularité de ce stage est
d'utiliser les grandes déformations di�éomorphiques et de traiter du cas des surfaces et des courbes,
plutôt que des images. Le contexte de ce travail est celui de l'imagerie de l'hippocampe par IRM 7T,
qui permet d'accéder à sa structure interne, qui semble avoir une grande variabilité.

Durant ce stage, nous avons pu explorer trois types de méthodes qui identi�ent de façon très
di�érentes les classes ou les tendances présentes au sein de la population.

La première est une méthode itérative qui répartit dans les classes les individus qu'elle juge appar-
tenir vraiment à cette classe. Cette méthode ne partitionne pas la population, certains sujets ne sont
pas attribués à une classe. Ce n'est pas forcément un problème dans notre cas, puisque l'on cherche à
construire des modèles représentatifs et pas à classer la totalité de la population. L'avantage de cette
méthode par rapport aux autres est qu'elle nous fournit directement les modèles de chaque classe.
Mais elle présente des inconvénients importants : elle nécessite beaucoup de paramètres (la marge
et le seuil pour la séparation des données, et K pour le nombre de classes) et est assez lente, nous
n'avons d'ailleurs pas eu le temps de la tester sur des hippocampes.

La seconde approche était plus analytique, nous voulions alors voir comment se répartissaient les
formes autour de leur modèle commun en analysant la répartition des vecteurs moments initiaux de
la transformation partant de ce modèle vers les individus. Lorsque les classes sont bien séparées, nous
pouvons visuellement bien les distinguer, et ainsi évaluer le nombre de classes qui nous fait souvent
défaut. Dans le cas où les classes ne sont pas bien séparées, nous ne pouvons estimer visuellement le
nombre de classes, mais on a pu voir que des tirs géodésiques le long de l'axe principal permettent
de bien décrire les tendances générales de la population. Cette méthode permet d'avoir une idée un
peu plus précise sur la répartition des données de la population. Par contre, elle ne fournit pas les
di�érents modèles présents dans la population. C'est peut-être une méthode à utiliser pour une ana-
lyse préliminaire, car elle est en plus peu coûteuse en temps, avant de chercher à estimer les modèles
proprement dits.

La dernière approche propose de visualiser les données dans un autre espace en se basant sur la
matrice regroupant toutes les distances inter-individu. Le calcul exact serait très coûteux mais nous
avons vu que nous pouvions approcher cette distance. Ces méthodes basées sur la similarité entre
les individus partitionnent les individus dans des classes cohérentes. Après ce partitionnement des
individus, il est possible de calculer un modèle par classe a�n d'avoir tous les modèles représentants
de la population. L'une de ces méthodes a l'inconvénient d'avoir comme paramètre le nombre K de
classes, comme la première approche, mais contrairement à cette dernière il est facile de tester plu-
sieurs valeurs de K car les résultats sont immédiats. L'autre, ISOMAP, ne demande pas de connaître
le nombre de classes, et en plus propose une représentation des données dans un espace plus facile à
exploiter que l'ACP, surtout en cas de continuum entre certaines classes. Le problème de l'ISOMAP
est qu'il requiert un grand nombre de sujets. Par ailleurs, il ne partitionne pas les individus ni ne les
classe. Un algorithme de classement est ensuite nécessaire, comme par exemple le spectral clustering
ou le K-moyennes adapté.

*
* *
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Lors de ce stage, un assez grand nombre de pistes ont été explorées. On a privilégié l'exploration
de di�érentes stratégies plutôt que de faire une analyse très détaillée d'une seule d'entre elles pour
di�érentes raisons. Tout d'abord, à cause du nombre très réduit de données qui nous empêchaient de
faire une validation complète. Par ailleurs, je vais poursuivre en thèse, il était intéressant d'ouvrir
di�érentes pistes pour pouvoir ensuite guider les choix de méthodes qui seront développées durant la
thèse.

Le but de cette thèse est de proposer des méthodes pour étudier la variabilité anatomique de
l'hippocampe et du système limbique dont il fait partie et qui est notamment impliqué dans la
maladie d'Alzheimer.

Contrairement au cas du stage, nous ne ferons pas d'a priori sur le fait que la population a
plusieurs modes et nous regarderons la variabilité anatomique à la fois du point de vue continu
et du point de vue discret. Pour la création de ces méthodes nous utiliserons plutôt des méthodes
comme ISOMAP pour la continuité ou Spectral Clustering pour le cas discret, car le stage nous à
permis de voir que ces méthodes étaient les plus adaptées quand la population est grande. Nous
pourrions commencer par analyser les données avec des méthodes comme l'ACP à noyau et/ou
l'ISOMAP a�n de déterminer si la variabilité est plutôt continue ou discrète et dans ce dernier cas
d'estimer le nombre de classes. Le spectral clustering pourrait donner une première approximation
du représentant de chaque classe, et ainsi initialiser correctement le K-moyennes adapté, qui une fois
bien initialisé converge en peu d'itérations et donne des modèles assez purs, constitués que par des
formes appartenant � clairement � à la classe.

Ces travaux seront appliqués à l'étude des variations morphologiques de l'hippocampe et d'autres
structures voisines (comme l'amygdale, le sillon collatéral, le sillon cingulaire...) et à l'étude de l'im-
pact de certain gènes (notamment ceux connus comme facteurs de risque pour la maladie d'Alzheimer)
sur cette variabilité. Nous savons déjà que l'un d'eux est responsable d'une con�guration particulière
du cortex entorhinal, cortex qui fait partie du systéme limbique et qui constitue la principale entrée
de l'hippocampe et est important dans la consolidation de la mémoire.

Nous avons pu voir au cours du stage que certaines des méthodes ne sont vraiment intéressantes
que lorsqu'on a de nombreux sujets. Pour commencer, nous travaillerons sur des hippocampes acquis
à 3T dont de grandes bases de données segmentées existent au laboratoire. On pourra envisager en
�n de thèse de travailler à nouveau sur des données 7T si un plus grand nombre d'entre elles sont dis-
ponibles, ce qui nécessite par ailleurs le développement d'une méthode de segmentation automatique
de l'hippocampe à 7T (ce travail est en cours dans le cadre du postdoc de Linda Marrakchi).
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