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Contexte

I évolution climat : problématique
scientifique mais aussi sociétale

I développement de modèles
numériques globaux

I études préliminaires
→ importance du couplage

I versant math. de collaboration
pluridisciplinaire

ë LSCE (Saclay), LMD
(Paris), LPOS (Brest)...
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Lemarié et al., 2015

Gainusa-Bogdan 2015
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Couplage multiphysique

Γ

module 1

module 2

F1(u1) = 0 in Ω1

F2(u2) = 0 in Ω2

B2(u2|Γ, u1|Γ) = 0

B1(u1|Γ, u2|Γ) = 0

interface
de couplage

(u1,u2) état physique des domaines 1
et 2
(F1,F2) opérateurs différentiels
contenant la physique des 2 milieux
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Couplage multiphysique

Γ

module 1

module 2

F1(u1) = 0 in Ω1

F2(u2) = 0 in Ω2

B2(u2|Γ, u1|Γ) = 0

B1(u1|Γ, u2|Γ) = 0

interface
de couplage

(u1,u2) état physique des domaines 1
et 2
(F1,F2) opérateurs différentiels
contenant la physique des 2 milieux

I absence de recouvrement
inter-domaines

I conditions d’interface
Bα, α ∈ {1,2}, issues de la
physique

I non-conformités en espace et en
temps
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Méthode “Schwarz Waveform Relaxation” (SWR)

Γ

module 1

module 2

F1(u1) = 0

F2(u2) = 0

B2(u2|Γ) ?

B1(u1|Γ) ?

interface
de couplage

I opérateurs de transmission Bα et
Hα, α ∈ {O,A}.

I suite (uk
1 ,u

k
2 ), k ∈N telle que :

F1(uk
1 ) = 0 dans Ω1

B1(uk
1 ) = H1

(
uk−1

1 ,uk−1
2

)
sur ∂Ω1 ∩ ∂Ω1

idem pour 2
I peu intrusif, intuitif, parallélisable
I itératif→ optimisation des opérateurs Bα et Hα

I littérature math. florissante
I ... mais peu de résultats dans cas multiphysique (ex : Halpern,

Japhet, Szeftel 2012)
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Quelques spécificités du couplage océan-atmosphère

FO(uo) = 0 in ΩO

FA(ua) = 0 in ΩA

BO(uo,ua) = 0

BA(ua,uo) = 0

ΩA

ΩO

Γa

Γo

1. très multi-échelle :

2. nombreuses paramétrisations
physiques, entre autres dans la
“couche limite”

3. ∃ résultats math. pour couplage
(Lions et al. 1993), mais sans
paramétrisations turbulentes ni
stratification
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Système d’équations primitives continu

Navier Stokes en milieu tournant + Boussinesq + approximations
standards

∂tu +∇.(Uu)− νm∆u + (∂xp)/ρ0 − 2ωz fv = 0

∂tv +∇.(Uv)− νm∆v + (∂yp)/ρ0 + 2ωz fu = 0

(∂zp) + (ρ− ρ0) g = 0

∇.U = 0

ρ = ρα(T ,S,q,p), α ∈ {O,A}
∂t ϕ +∇.(Uϕ) = µϕ∆ϕ +Fϕ

ϕ traceur ∈ {T ,P,S,q}.

νm viscosité moléculaire ωz rotation terrestre
f facteur de Coriolis ρ0 masse vol. de ref.

ρα équations d’état µϕ diffusivités
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Échelles turbulentes

Turbulence : rendre compte de leurs effets

Thompkins 2001
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Échelles turbulentes

Turbulence : rendre compte de leurs effets

1. décomposition de Reynolds

X = 〈X 〉+ X ′
{
〈X 〉 grandes échelles
X ′ échelles turbulentes

2. remoyenner les “équations primitives” avec
〈·〉

Thompkins 2001

C. Pelletier (Inria Grenoble) Couplage océan-atmosphère CANUM 2016 10 / 23



Échelles turbulentes

Turbulence : rendre compte de leurs effets

1. décomposition de Reynolds

X = 〈X 〉+ X ′
{
〈X 〉 grandes échelles
X ′ échelles turbulentes

2. remoyenner les “équations primitives” avec
〈·〉

Thompkins 2001

Nouveaux termes dans l’advection :

〈∂tX +∇. (UX )〉 = ∂t 〈X 〉+∇. (〈U〉 〈X 〉) +∇.
〈
U′X ′

〉
, ∀X
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Échelles turbulentes

Turbulence : rendre compte de leurs effets

1. décomposition de Reynolds

X = 〈X 〉+ X ′
{
〈X 〉 grandes échelles
X ′ échelles turbulentes

2. remoyenner les “équations primitives” avec
〈·〉

Thompkins 2001

Nouveaux termes dans l’advection :

〈∂tX +∇. (UX )〉 = ∂t 〈X 〉+∇. (〈U〉 〈X 〉) +∇.
〈
U′X ′

〉
, ∀X

⇒ fermetures : ∂z 〈w ′X ′〉 = −νX
z 〈X 〉

+ CL turbulentes

νX
z : viscosité turbulente
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Fermetures turbulentes

Aux échelles climatiques :
I turbulence fortement anisotrope : verticale domine
I schéma num. rend bien compte des effets horizontaux de la

turbulence. → ∂x = ∂y = 0
I paramétrisations calibrées sur modèles 1D

C. Pelletier (Inria Grenoble) Couplage océan-atmosphère CANUM 2016 11 / 23



Fermetures turbulentes

Aux échelles climatiques :
I turbulence fortement anisotrope : verticale domine
I schéma num. rend bien compte des effets horizontaux de la

turbulence. → ∂x = ∂y = 0
I paramétrisations calibrées sur modèles 1D

∂tuh−∂z(ν∂zuh) = 0

∂tT +−∂z(µ∂zT ) = 0

CL [ν∂zuh]Γ et [µ∂zT ]Γ
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Fermetures turbulentes

Aux échelles climatiques :
I turbulence fortement anisotrope : verticale domine
I schéma num. rend bien compte des effets horizontaux de la

turbulence. → ∂x = ∂y = 0
I paramétrisations calibrées sur modèles 1D

∂tuh−∂z(ν∂zuh) = 0

∂tT +−∂z(µ∂zT ) = 0

CL [ν∂zuh]Γ et [µ∂zT ]Γ

ν, µ, [ν∂zuh]Γ, [µ∂zT ]Γ ?

Difficulté : Turbulence active sur
I conditions aux limites
I paramétrisation viscosités et

diffusivités turbulentes

νX
α = νX

α (z, τ,QH)C. Pelletier (Inria Grenoble) Couplage océan-atmosphère CANUM 2016 11 / 23
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Variables étoilées

z

-0

-za

-zo

-z∞
a

-z∞
o

in
te

rf
ac

e
oc

ea
n

at
m

os
ph

er
e

Flux turbulent constant dans CLS→ (u∗, θ∗) telles que :

|
〈
w ′uh

′〉
Γ| = u∗2,

〈
w ′T ′

〉
Γ = u∗θ∗

Au voisinage de l’interface :

∂tu − ∂z(ν∂zu) = 0 ∂tT − ∂z(µ∂zT ) = 0
ν = ν(u∗, z) µ = µ(u∗, θ∗, z)
ν∂zu|za

= u∗2 µ∂zT |za
= u∗θ∗
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Flux turbulent constant dans CLS→ (u∗, θ∗) telles que :

|
〈
w ′uh

′〉
Γ| = u∗2,

〈
w ′T ′

〉
Γ = u∗θ∗

Au voisinage de l’interface :

∂tu − ∂z(ν∂zu) = 0 ∂tT − ∂z(µ∂zT ) = 0
ν = ν(u∗, z) µ = µ(u∗, θ∗, z)
ν∂zu|za

= u∗2 µ∂zT |za
= u∗θ∗

(u∗, θ∗) interviennent :
1. dans les conditions de bord en za ;
2. pour paramétrer ν et µ (sur une région étendue).

calcul de ces échelles turbulentes « étoilées » ?
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Calcul de (u∗, θ∗)
dans l’atmosphère seule

0

z

(Ts,us)

za

(τ,QH ) ?

(Ta,ua)

CLSA

Monin-Obukhov (1954) : stratification ↪→ loi “log”
τ et QH constants dans CLSA

τ = ρ u∗2 uh
|uh|

QH = ρcp u∗θ∗

tel que :
u∗2 = CD(δu, ζ)× (δu)2

u∗θ∗ = CH (δu, ζ)× (δu) (δT )
(∗)

où δx := x(za)− xs , ζ = ζ(u∗, θ∗)

CD, CH : " coefficients de transferts "

(∗) = problème “bulk” (compliqué)

1. lent (itératif)
2. pas de forme explicite
3. sensible aux choix

étude math. très difficile avec les
bulks actuelles
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z

(Ts,us)

za

(τ,QH ) ?

(Ta,ua)

CLSA

Monin-Obukhov (1954) : stratification ↪→ loi “log”
τ et QH constants dans CLSA

τ = ρ u∗2 uh
|uh|

QH = ρcp u∗θ∗

tel que :
u∗2 = CD(δu, ζ)× (δu)2

u∗θ∗ = CH (δu, ζ)× (δu) (δT )
(∗)

où δx := x(za)− xs , ζ = ζ(u∗, θ∗)

CD, CH : " coefficients de transferts "

(∗) = problème “bulk” (compliqué)

1. lent (itératif)
2. pas de forme explicite
3. sensible aux choix

étude math. très difficile avec les
bulks actuelles
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Approximation des bulks

“Fit” régulier, explicite, adapté aux configurations physiques fréquentes

erreur relative fit / bulk
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Cas couplé avec paramétrisations sous-maille

1. cas non stratifié : T homogène, θ∗ = 0
2. τ constant au travers de l’interface :

u∗a = u∗, u∗o = λu∗ avec λ :=
√

ρa/ρo

3. stationnaire : ∂t = 0
4. vents zonaux seulement, uh = (u,0)
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Cas couplé avec paramétrisations sous-maille

1. cas non stratifié : T homogène, θ∗ = 0
2. τ constant au travers de l’interface :

u∗a = u∗, u∗o = λu∗ avec λ :=
√

ρa/ρo

3. stationnaire : ∂t = 0
4. vents zonaux seulement, uh = (u,0){

∂z (νa∂zu) = 0, (z, t) ∈]za; z∞
a [×[0; T ]

∂z (νo∂zu) = 0, (z, t) ∈]z∞
o ; zo[×[0; T ]

(1)

avec :

ρaνa ∂zu|za
= ρoνo ∂zu|zo

= τx

continuité du flux
,

{
uo(z∞

o ) = 0
ua(z∞

a ) = ut
imposé

νa = νa

(
u∗, fz

cu∗

)
νo = νo

(
λu∗, fz

cλu∗

)
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Condition de consistance

Objectif : trouver u∗ tel que le problème soit bien
posé.
Idée : raccorder

1. évolution de la solution ∂z(ν∂zu)
ë u(za),u(zo)

2. couche limite de surface :
u∗2 = CD [u(za)− u(zo)]

2

z

-0
-zr

o

-zr
a

-za

-zo

profil log ∼ u∗

C
LS

A
|

|

profil log ∼ λu∗

C
LS

O
|

|

-z∞
a

-z∞
o

Dirichlet u(zt ) = ut

Dirichlet u(zb) = 0

∂z(νa∂zu) = 0
νa = f (u∗, z/u∗)

∂z(νo∂zu) = 0
νo = f (λu∗, z/(λu∗)) P

B
LO

|
P

B
LA

|

νo∂zu = λ2u∗2

νa∂zu = u∗2

raccord
affine S

C
V

|

0 u
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1. évolution de la solution ∂z(ν∂zu)
ë u(za),u(zo)

2. couche limite de surface :
u∗2 = CD [u(za)− u(zo)]

2

u∗2

CD
=

δ
∞
u − u∗2

∫ zt

za

dz

νa

(
u∗, fz

cu∗

)
+λ2

∫ zo

zb

dz

νo

(
λu∗, −fz

cλu∗

)
2

δ
∞
u := ut − ub , λ :=

√
ρa/ρo constantes connues.

z

-0
-zr

o

-zr
a

-za
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profil log ∼ u∗

C
LS

A
|

|

profil log ∼ λu∗

C
LS

O
|

|

-z∞
a

-z∞
o

Dirichlet u(zt ) = ut

Dirichlet u(zb) = 0

∂z(νa∂zu) = 0
νa = f (u∗, z/u∗)

∂z(νo∂zu) = 0
νo = f (λu∗, z/(λu∗)) P

B
LO

|
P

B
LA

|

νo∂zu = λ2u∗2

νa∂zu = u∗2

raccord
affine S

C
V

|

0 u

C. Pelletier (Inria Grenoble) Couplage océan-atmosphère CANUM 2016 18 / 23



Plan

1 Généralités sur le couplage multiphysique

2 Spécificités mathématiques du couplage océan-atmosphère

3 La couche limite de surface

4 Un cas idéalisé

5 Un premier algorithme

C. Pelletier (Inria Grenoble) Couplage océan-atmosphère CANUM 2016 19 / 23



Séparation d’échelles

2 hypothèses simplificatrices :
I prendre CD constant (pas un gros sacrifice)
I distinguer deux échelles u∗ :

1. u∗ν pour le calcul des ν
2. u∗bc pour les CL Neumann au bord de la CLS

→ problème nettement simplifié

Idée : fixer u∗ν a priori, puis trouver u∗bc :

u∗bc
2

CD
=

[
δ

∞
u − Ia(u∗ν ) + λIo(λu∗ν )

κu∗ν
u∗bc

2
]2

(∗)

Iα sans unité :
∫

Ωα

dσ
G(σ)

.

(∗) : éq. bicarrée de u∗bc , solvable analytiquement
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L’algorithme

1. première échelle arbitraire u∗ν,0.
2. Pour i ∈ J0, nitK :

2.1 calcul (explicite) des Iα(u∗ν,i ).
2.2 détermination de u∗bc,i (u

∗
ν,i ) (équation bicarrée)

2.3 profil complet de solutions, ui = ui (u∗ν,i ,u
∗
bc,i , z) :

ui (z) =



ut − u∗bc,i
2
∫ z∞

a

z

dz

ν

(
u∗ν,i ,

z
hpbl (u∗ν,i )

) z ∈]za; z∞
a [

λ2u∗bc,i
2
∫ z

z∞
o

dz

ν

(
λu∗ν,i ,

−z
hpbl (λu∗ν,i )

) z ∈]z∞
o ; zo[

2.4 nouvelle valeur u∗ν,i+1 :

u∗ν,i+1 := u∗bc,i =
√

CD [ui (za)− ui (zo)]
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Résultats numériques

I dépendance forte en u∗0 ;
I converge vers 2 puits ;
I une valeur critique
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Perspectives

I cas stationnaires

I ... et stratifiés

I mise en place d’un cadre théorique pour l’étude de problèmes de
couplage avec paramétrisations
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