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Avant-propos

Le calcul formel traite des objets mathématiques exacts d’un point de vue informa-
tique. Cet ouvrage « Algorithmes efficaces en calcul formel » explore deux directions :
la calculabilité et la complexité. La calculabilité étudie les classes d’objets mathé-
matiques sur lesquelles des réponses peuvent étre obtenues algorithmiquement. La
complexité donne ensuite des outils pour comparer des algorithmes du point de vue
de leur efficacité.

Les trois premiéres parties passent en revue l’algorithmique efficace sur les objets
fondamentaux que sont les entiers, les polynomes, les matrices, les séries et les
solutions d’équations différentielles ou de récurrences linéaires. Nous y montrons que
de nombreuses questions portant sur ces objets admettent une réponse en complexité
optimale ou quasi-optimale, en insistant sur les principes généraux de conception
d’algorithmes efficaces.

La quatriéme partie est dédiée a la factorisation des polyndmes. Il s’agit d’un des
premiers probléemes d’une importance majeure en calcul formel, pour lequel il existe
encore plusieurs questions ouvertes conséquentes. Nous y présentons les algorithmes
classiques de factorisation séparable, sans carré et irréductible. Nous traitons tout
d’abord le cas des polyndmes a une variable dont les coefficients sont dans un corps
finis puis des nombres rationnels. Le cas des polyndmes a plusieurs variables vient
ensuite et nous nous concentrons essentiellement sur le cas de deux variables pour les
résultats de complexité.

La cinquiéme partie aborde les systemes d’équations polynomiales. Il s’agit de
montrer comment répondre a des questions de nature géométrique posées sur les
solutions de ces systémes, tant par des approches a base de récriture (bases standard ou
de Grobner) que plus directement liées a la structure de ’ensemble décrit (résolution
géométrique).

La sixiéme et derniére partie traite de 'intégration et de la sommation définie. De
nombreux calculs d’intégrales et de sommes de fonctions ou de suites spéciales de
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la combinatoire ou de la physique mathématique peuvent étre abordés algorithmi-
quement. Pour résoudre ces problémes efficacement, presque tous les algorithmes
abordés au cours des cinq premiéres parties sont utilisés.

Nous n’avons pas cherché a écrire un document de référence pour le calcul formel.
Au contraire, nous avons souvent choisi de mettre I’accent sur les idées clés, quitte
a présenter sous forme d’exercices les aspects les plus techniques, et a renvoyer le
lecteur a des ouvrages ou articles de recherche qui contiennent les solutions. Nous
détaillons un grand nombre de résultats tres récents qui conduisent souvent le lecteur
a la frontiére des connaissances. Ainsi, une portion importante des parties III a VI
n’était a notre connaissance jamais apparue dans un livre.

Il y a aussi des thémes classiques du calcul formel que nous n’abordons pas,
comme la recherche de primitives (algorithme de Risch) ou de solutions liouvilliennes
d’équations différentielles. Nous préférons en effet privilégier un point de vue général
ol les équations sont vues comme des opérateurs servant a représenter des solutions.

Les prérequis mathématiques nécessaires a la lecture sont modestes et de nom-
breuses définitions classiques sont rappelées et illustrées au fur et a mesure des
besoins. Le texte est par conséquent accessible tant a des étudiants en mathématiques
qu’en informatique.

Nous espérons pouvoir étre utiles a tous les étudiants et jeunes ou moins jeunes
chercheurs et enseignants en mathématiques effectives, ou plus spécifiquement en cal-
cul formel, désireux d’approfondir leurs connaissances ou a la recherche de matériaux
pédagogiques.

Cet ouvrage est une synthése de notes de cours rédigées principalement pour le
cours du méme nom que nous avons donné pendant plus de dix ans au Master Pari-
sien de Recherche en Informatique de I’'Université Paris Diderot, des Ecoles Normales
Supérieures de Cachan et de Paris, et de ’Ecole polytechnique. La partie concernant
les systémes polynomiaux provient aussi de notes de cours donnés au DEA Méthodes
algébriques puis au Master Algébre et Géométrie de I’'Université Pierre-et-Marie-Curie,
mais aussi au DEA Informatique Mathématique et Applications de I’Ecole Normale
Supérieure de Paris, I’Ecole polytechnique, 1’Université Pierre-et-Marie-Curie, I'Uni-
versité Paris Diderot, et I'Université Paris-Sud. Plusieurs parties ont aussi fait ’'objet
de mini-cours plus spécialisés donnés a 'occasion des Journées Nationales de Calcul
Formel en 2007, 2010, 2011, et 2013.

Des versions préliminaires de parties de ce livre ont bénéficié des commentaires
de relecteurs que nous remercions ici : Philippe Dumas, Claude-Pierre Jeannerod,
Marc Mezzarobba, Pierre Nicodéme, Anne Vaugon, Gilles Villard.

Ouvrages de référence

Pour les prérequis en informatique, sur les modeles de calcul et la théorie de la
complexité, ainsi que sur les algorithmes de base, nous renvoyons le lecteur aux livres
de Aho, Hopcroft, Ullman [AHU74], de Knuth [Knu97], de Cormen, Leiserson, Rivest
et Stein [Cor+09], et de Stern [Ste94]. Quant aux prérequis en mathématiques, ils
concernent essentiellement des points classiques d’algebre, couverts par exemple par
le livre de Lang [Lan02].
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Les références générales sur les algorithmes du calcul formel sont deux livres :
celui de von zur Gathen et Gerhard [GGO03] et celui, plus élémentaire, de Geddes,
Czapor et Labahn [GCL92]. La complexité est également utilisée comme fil conducteur
dans le livre de Bini et Pan [BP94a] ainsi que dans celui, plus difficile, de Biirgisser,
Clausen et Shokrollahi [BCS97]. Mentionnons que les ouvrages, de Geddes, Czapor,
et Labahn [GCL92], de Zippel [Zip93], et de Yap [Yap00], couvrent aussi des sujets
absents ici comme les manipulations d’expressions symboliques, I'arithmétique des
polynomes a plusieurs variables, I'intégration symbolique, ou encore le calcul des
racines des polynomes a une variable a coefficients rationnels.

Les aspects calculatoires en algebre linéaire sont tres vastes et il nous a fallu
nous restreindre, en deuxieme partie, a couvrir seulement les quelques algorithmes
nécessaires aux parties suivantes. Les livres de Pan [Pan01; Pan84b], et d’Abdeljaoued
et Lombardi [AL04] peuvent étre utilisés comme références sur ce sujet.

Une bonne introduction a notre cinquiéme partie, sur les systemes polynomiaux,
est le livre de Cox, Little et O’Shea [CLO96]. Parmi les ouvrages sur les bases de
Grobner, le livre de Becker et Weispfenning [BW93] reste une référence tres complete.
Un point de vue plus mathématique est développé dans le livre d’Eisenbud [Eis95].

Lalgorithmique des corps finis est assez peu présente ici. Ce sujet intervient
désormais davantage dans les cours de cryptographie et codes correcteurs. Les livres
récents de Shoup [Sho09] et Joux [Jou09] fournissent des contenus trés aboutis dans
cette direction.

De premiers éléments pour aborder notre troisieme partie, sur les équations
différentielles et les récurrences linéaires, sont donnés dans le livre de Petkovsek,
Wilf et Zeilberger [PWZ96]. Enfin, le livre de Saito, Sturmfels et Takayama [SST00]
couvre, en différentiel, certains aspects de la théorie de 1’élimination dans le cadre
non commutatif de notre sixiéme partie.
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1. Calcul formel et complekité‘
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Résumé

Le calcul formel étudie dans quelle mesure un ordinateur peut « faire des
mathématiques », et pour celles qu’il peut faire, a quelle vitesse. Ce chapitre
introductif présente d’abord les problémes de calculabilité. Le point de départ est
le théoreme plutot négatif de Richardson-Matiyasevich. Ensuite, un survol rapide
des thémes qui seront abordés tout au long de cet ouvrage montre que malgré ce
théoréme, bien des questions peuvent étre traitées algorithmiquement. La seconde
partie du chapitre aborde la théorie de la complexité, pose les conventions et les
définitions principales, ainsi que les résultats de base sur la méthodologie « diviser
pour régner ».

1.1 Décider, calculer

Fondements logiques

D’une certaine maniere, le calcul formel est fondé sur une contrainte d’origine
logique.

Théoreme 1.1 — Richardson-Matiyasevich. Dans la classe des expressions for-
mées a partir d’'une variable X et de la constante 1 par les opérations d’anneau
+, —, x et la composition avec la fonction sin(:) et la fonction valeur absolue ||, le
test d’équivalence a 0 est indécidable.

Autrement dit, il n'existe pas d’algorithme permettant pour toute expression de
cette classe de déterminer en temps fini si elle vaut 0 ou non. Plus généralement
tout test d’égalité peut bien entendu se ramener a tester 1’égalité a zéro dés que
la soustraction existe. Cette limitation de nature théorique explique la difficulté et
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parfois la frustration que rencontrent les utilisateurs débutants des systemes de calcul
formel face a des fonctions de « simplification », qui ne peuvent étre qu’heuristiques.

Pour effectuer un calcul, il est pourtant souvent crucial de déterminer si des ex-
pressions représentent 0 ou non, en particulier pour évaluer une fonction qui possede
des singularités (comme la division). Lapproche du calculateur formel expérimenté
consiste a se ramener autant que faire se peut a des opérations d’'un domaine dans le-
quel le test a zéro est décidable. Le calcul formel repose ainsi de maniére naturelle sur
des constructions algébriques qui préservent la décidabilité du test a 0. En particulier,
les opérations courantes sur les vecteurs, matrices, polynémes, fractions rationnelles,
ne nécessitent pas d’autre test a 0 que celui des coefficients. La notion d’effectivité
permet de préciser ce point de vue.

Définition 1.1 Une structure algébrique (groupe, anneau, corps, espace vecto-
riel,...) est dite effective si l'on dispose :
— d’une structure de données pour en représenter les éléments;
— d’algorithmes pour en effectuer les opérations et pour y tester 1’égalité et
autres prédicats.

Par exemple, dans un anneau effectif, outre 1’égalité, les opérations requises sont
l’addition, la soustraction et la multiplication. Pour une structure ordonnée, des algo-
rithmes sont aussi requis pour effectuer les comparaisons. Cette notion d’effectivité
est bien évidemment attachée a un modeéle de calcul. Dans cet ouvrage nous considé-
rerons principalement les machines a acces direct (voir ci-dessous). Néanmoins il est
connu que les fonctions calculables par ces machines sont les mémes que pour les
machines de Turing (mais avec des temps d’exécution bien str différents).

Structures et constructions de base

Les objets les plus fondamentaux sont assez faciles a représenter en machine de
maniére exacte. Nous considérons tour a tour les plus importants d’entre eux, en
commengant par les plus élémentaires. Ils s’assemblent ensuite a I'aide de tableaux
ou de listes pour en former de plus complexes.

Entiers machine

Les entiers fournis par les processeurs sont des entiers modulo une puissance de 2
(le nombre de bits d’'un mot machine, typiquement 32 ou 64). Ils sont appelés des
entiers machine. Les opérations rendues disponibles par le processeur sont ’addition,
la soustraction, la multiplication et parfois la division. La norme ANSI du langage C
fournit au programmeur la division et le modulo pour ces entiers, c’est-a-dire que le
compilateur implante ces opérations si le processeur ne le fait pas.

Entiers
Pour manipuler des entiers dont la taille dépasse celle d’'un mot machine, il est
commode de les considérer comme écrits dans une base B assez grande :
N :a0+a1B+---+akBk.

L’écriture est unique si I'on impose 0 < 4; < B. (Le signe est stocké séparément.) Ces
nombres peuvent étre stockés dans des tableaux d’entiers machine. Les objets obtenus
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sont des entiers de taille arbitraire appelés parfois bignums.

L'addition et le produit peuvent alors étre réduits a des opérations sur des en-
tiers inférieurs a B?, au prix de quelques opérations de propagation de retenue. Le
choix de B dépend un peu du processeur. Si le processeur dispose d’une instruction
effectuant le produit de deux entiers de taille égale a celle d’'un mot machine, ren-
voyant le résultat dans deux mots machines, alors B pourra étre pris aussi grand que
le plus grand entier tenant dans un mot machine. Sinon, c’est la racine carrée de
ce nombre qui sera utilisée pour B. Quoiqu’il en soit, nous avons donc le résultat
suivant :

I Lemme 1.2 L’'anneau Z des entiers relatifs est effectif.

Entiers modulaires

Les calculs avec des polynomes, des fractions rationnelles ou des matrices a coeffi-
cients entiers souffrent souvent d’'une maladie propre au calcul formel : la croissance
des expressions intermédiaires. Les entiers produits comme coefficients des expres-
sions intervenant lors du calcul sont de taille disproportionnée par rapport a ceux qui
figurent dans 'entrée et dans la sortie.

Exemple 1.1 Voici le déroulement typique du calcul du plus grand diviseur com-
mun (pgcd) de deux polynomes a coefficients entiers par 1’algorithme d’Euclide
(Chapitre 6), ou nous notons remy(.,.) le reste de la division :

Py = 7X° - 22X* + 55X3 + 94X% — 87X + 56,

P; = 62X* - 97x3 + 73X2 + 4X + 83,
113293 5 409605, 183855 272119

P = P ,P = X ,
5> =rem(Py, Pp) 384 + —ei o5 Xt e
Py =rem(P), By} = 18423282923092 2 15239170790368 N 10966361258256
T 12 = 717835303849 12835303849 12835303849 '

216132274653792395448637 631179956389122192280133

 44148979404824831944178 ©  88297958809649663888356
20556791167692068695002336923491296504125

3639427682941980248860941972667354081

P4 = rem(Pz,P3) =

P5 =rem(P3,Py) =

Les coefficients de ces polyndomes intermédiaires font intervenir des entiers qui
croissent de maniére exponentielle, alors que le résultat recherché est 1.

Grace a la division euclidienne, on obtient immédiatement.

I Lemme 1.3 Pour tout entier n > 2, I’anneau Z/nZ des entiers modulo # est effectif.

Ces entiers modulaires remédient a ce probléme de croissance intermédiaire de
deux maniéres. D’une part, pour un calcul de décision, de dimension, ou de degré,
I’exécution de I'algorithme sur la réduction de I’entrée modulo un nombre premier
donne un algorithme probabiliste répondant a la question. Cette technique peut aussi
servir de base a un algorithme déterministe lorsque les nombres premiers pour lesquels
la réponse est fausse peuvent étre maitrisés. Nous verrons comment exploiter cette
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idée pour le calcul du pged dans le Chapitre 6.

D’autre part, les entiers modulaires sont utilisés dans les algorithmes reposant sur
le théoréme des restes chinois. Ce théoreme indique qu'un entier inférieur au produit
de nombres premiers p; --- py peut étre reconstruit a partir de ses réductions modulo
P1,-.-,Pk- Lorsqu’une borne sur la taille du résultat est disponible, il suffit d’effectuer
le calcul modulo suffisamment de nombres premiers (choisis en pratique assez grands
pour que leur nombre soit faible et assez petits pour que les opérations tiennent dans
un mot machine), pour ensuite reconstruire le résultat, court-circuitant de la sorte
toute croissance intermédiaire.

Vecteurs et matrices

Une fois donnée une représentation exacte pour des coefficients, il est facile de
construire des vecteurs ou matrices comme des tableaux, ou plus souvent comme des
tableaux de pointeurs sur les coefficients. Les opérations de produit par un scalaire,
de produit de matrices ou de produit d’une matrice par un vecteur se réduisent aux
opérations d’addition et de multiplication sur les coefficients. Il en va de méme pour
la recherche de noyau ou d’inverse de matrices.

Proposition 1.4 Si K est un corps effectif, I’espace vectoriel K" I’est aussi, ainsi
que l'anneau M, (K).

Polynémes
Les polynomes peuvent étre représentés de plusieurs manieres, et la meilleure
représentation dépend des opérations que ’on souhaite effectuer. Pour un polynéome
en une variable, les choix principaux sont :
— la représentation dense : comme pour les entiers, le polyndme est représenté
comme un tableau de (pointeurs sur les) coefficients;
— la représentation creuse : le polynome est représenté comme une liste de paires
(coefficient, exposant) généralement triée par les exposants.
Dans les deux cas, nous avons clairement la propagation de l'effectivité aux anneaux
de polynomes :

I Proposition 1.5 Si A est un anneau effectif, alors A[X] l’est aussi.

L'usage itéré de cette proposition fournit les polyndmes a plusieurs variables.

Fractions rationnelles

Les rationnels peuvent étre stockés comme des paires o numérateur et dénomina-
teur sont des entiers de taille arbitraire. Les opérations d’addition et de multiplication
se réduisent aux opérations analogues sur les entiers et le test d’égalité a zéro se
réduit au test d’égalité a 0 sur le numérateur. De méme, les fractions rationnelles sont
représentées par des paires de polyndomes. Les opérations d’addition, produit, division,
se réduisent aux additions et multiplications sur les coefficients. Plus généralement,
nous obtenons le résultat suivant pour les corps de fractions rationnelles :
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Proposition 1.6 Si A est un anneau integre effectif, alors son corps des fractions
est effectif.

Séries tronquées

Les séries tronquées
N

Zukxk +O(XN+

k=0
se représentent pratiquement comme des polynomes. La différence principale ap-
parait lors du produit : les coefficients des termes d’exposant au moins N + 1 n’ont
pas besoin d’étre calculés, ni stockés. La structure considérée alors est I’anneau
quotient A[X]/(XN*1) obtenu en faisant le quotient de 1’anneau A[X] par l'idéal
qu’y engendre XN*1. Les éléments de ce quotient sont représentés par le (N +1)-
uplet de coefficients (ay,...,an). Le test a 0 revient a tester que ces coefficients sont
tous nuls.

Proposition 1.7 Si A est un anneau effectif et N € N, alors A[X]/(XN*1) est un
anneau effectif.

Cette structure de données joue un rdle tres important non seulement pour des
calculs d’approximations, mais aussi comme une représentation exacte. En voici trois
exemples :

1. Une fraction rationnelle dont les numérateurs et dénominateurs ont un degré
borné par d peut étre reconstruite a partir d'un développement en série a
l'ordre 2d + 1. Cette représentation joue ainsi un role clé dans la manipulation
des nombres algébriques (Chapitre 3), et dans le calcul efficace de la division
euclidienne de polyndmes, de suites récurrentes linéaires (comme le calcul
rapide du 10 000¢ nombre de Fibonacci au Chapitre 4) et du polynéme minimal
d’une matrice creuse (Chapitre 9).

2. Il est possible de reconstruire une équation différentielle linéaire a coefficients
polynomiaux a partir du développement en série d’une solution et de bornes
sur l'ordre et le degré des coefficients. De facon analogue, il est possible de
reconstruire une récurrence linéaire a coefficients polynomiaux a partir des
premieres valeurs d’une de ses solutions. L'outil algorithmique pour effectuer
ces calculs de devinette (guessing en anglais) est le calcul rapide d’approximants
de Padé-Hermite (Chapitre 7).

3. Un polynome en deux variables peut étre reconstruit a partir du développement
en série d’une solution. Lefficacité de la factorisation des polyndomes a deux
variables, ou encore de la résolution de systemes polynomiaux par la méthode
dite de résolution géométrique, abordée au Chapitre 28 repose de maniere cruciale
sur cette opération, qui doit étre effectuée rapidement.

Equations comme structures de données

Une fois construits les objets de base que sont les polynomes, les séries ou les
matrices, il est possible d’aborder des objets mathématiques construits implicitement.
Ainsi, il est bien connu qu’il n’est pas possible de représenter toutes les solutions
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de polyndomes de haut degré par radicaux, mais de nombreuses opérations sur ces
solutions sont aisées en prenant le polyndme lui-méme comme structure de données.
Ce point de vue permet d’étendre le domaine d’application du calcul formel pourvu
que des algorithmes soient disponibles pour effectuer les opérations souhaitées (typi-
quement addition, multiplication, multiplication par un scalaire, test d’égalité) par
manipulation des équations elles-mémes.

Nombres algébriques
C’est ainsi que I'on nomme les solutions de polynémes a une variable. Le résultat
est spectaculaire.

I Proposition 1.8 Si K est un corps effectif, alors sa cloture algébrique K ’est aussi.

Les opérations d’addition et de multiplication peuvent étre effectuées a l'aide de
résultants (Chapitre 6). Ceux-ci peuvent étre calculés efficacement a l’aide de séries
(Chapitre 3). La division s’obtient par l’algorithme d’Euclide sur les polyndomes (Cha-
pitre 6), et le test d’égalité se déduit du pgcd. Par exemple, il est possible de prouver
assez facilement une identité comme

s 2T ST s 3T

sin &% sin 7 sin=* N

S 231 a2 21 -2n_27 (1.1)
sin” =% sin“ 5t sin” %

une fois que 1'on reconnait qu’il s’agit d’une égalité entre nombres algébriques.

Systémes polynomiaux

Vu I'importance des systéemes polynomiaux en calcul formel, une grande par-
tie de cet ouvrage leur sera consacrée. Un résultat majeur de cette partie est le
suivant.

Proposition 1.9 Soient K un corps effectif, et f},..., f, des polynomes de 'anneau
K[X4,...,X,]. Alors I'anneau quotient K[Xj,...,X,l/(fi,..., f,) est effectif.

Ce quotient est un outil de base pour répondre a de nombreuses questions naturelles
sur un systéme de polyndmes, comme l’existence de solutions, la dimension de I'espace
des solutions (qui indique s’il s’agit d’une surface, d’une courbe, ou de points isolés),
le degré, ou le calcul d’une paramétrisation de I’ensemble des solutions.

Il est également possible d’éliminer une ou des variables entre des polyndomes.
Cette opération s’interprete géométriquement comme une projection (Chapitre 25).
Dans le cas le plus simple, elle permet de calculer un polyndéme s’annulant sur les
abscisses des intersections de deux courbes (Chapitre 6). Une autre application est le
calcul d’une équation d’une courbe donnée sous forme paramétrée.

Equations différentielles linéaires

Cette structure de données permet de représenter de nombreuses fonctions usu-
elles (exponentielle, fonctions trigonométriques et trigonométriques hyperboliques,
leurs réciproques), ainsi que de nombreuses fonctions spéciales de la physique ma-
thématique (fonctions de Bessel, de Struve, d’Anger, . .., fonctions hypergéométriques
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et hypergéométriques généralisées), ainsi bien stir que de multiples fonctions aux-
quelles n’est pas attaché un nom classique. Les opérations d’addition et de produit
sont effectuées par des variantes noncommutatives du résultant qui se ramenent a
de l'algebre linéaire élémentaire (Chapitre 14). Le test a zéro se réduit a tester 1’éga-
lité d’un nombre fini de conditions initiales. Une partie de ces résultats se résume
comme suit :

Proposition 1.10 Si K est un corps effectif, les séries formelles de K[[X]] qui sont
solutions d’équations différentielles linéaires a coefficients dans K[X] forment un
anneau effectif.

En d’autres termes, des structures de données finies permettent de manipuler ces
objets infinis et d’en tester 1’égalité ou la nullité.

Ainsi, des identités élémentaires comme sin? X + cos2 X = 1 sont non seulement
facilement prouvables algorithmiquement, mais elles sont également calculables,
c’est-a-dire que le membre droit se calcule a partir du membre gauche.

Les relations étroites entre équations différentielles linéaires et récurrences li-
néaires — les séries solutions des unes ont pour coefficients les solutions des autres —
aboutissent aux mémes réponses algorithmiques que les questions analogues sur des
suites. Par exemple, I’identité de Cassini sur les nombres de Fibonacci

E,oF, - FnzH = (_1)n+1’ n>0
est exactement du méme niveau de difficulté que sin? X + cos? X = 1. Le pendant du
résultat précédent est donc la proposition suivante :

Proposition 1.11 Si K est un corps effectif, 'ensemble des suites de KN solutions
de récurrences linéaires a coefficients dans K[n] forme un anneau effectif.

Systémes d’équations différentielles et de récurrences linéaires

Ces systemes sont aux équations différentielles ou de récurrences ce que les sys-
témes polynomiaux sont aux polynomes en une variable. Les mémes opérations sont
disponibles. En particulier, I’élimination s’étend dans ce cadre en introduisant des
algebres d’opérateurs adaptés (Chapitre 31). Une application tres importante, le té-
léscopage créatif, permet de calculer automatiquement des sommes et des intégrales
définies. Ainsi,

3

k
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sont des formules qui mettent en jeu diverses fonctions spéciales ou polyndmes ortho-
gonaux classiques, et qui peuvent étre prouvées automatiquement. Les algorithmes
correspondants seront décrits au Chapitre 32. L’énoncé en termes d’anneaux effectifs
est un peu lourd et omis ici.

En conclusion, les exemples ci-dessus illustrent bien la maniére dont le calcul
formel parvient a effectuer de nombreux calculs utiles dans les applications malgré
I'indécidabilité révélée par le théoréme de Richardson et Matiyasevich.

1.2 Calculer rapidement

En pratique, la calculabilité n'indique que la faisabilité. Il faut disposer d’algo-
rithmes efficaces et des bonnes implantations pour pouvoir effectuer des calculs de
grande taille. La premiére partie de cet ouvrage est consacrée aux algorithmes efficaces
sur les structures de base du calcul formel. L'efficacité sera mesurée par la théorie
de la complexité et nous ferons ressortir des principes récurrents dans la conception
d’algorithmes efficaces.

Exemple 1.2 Pour donner une idée de ce que veut dire rapidement, voici ce qui
peut étre calculé en une seconde avec le systeme MApLE sur un ordinateur portable
d’aujourd’hui?, en notant K le corps Z/pZ a p éléments, p = 67108 879 étant un
nombre premier de 26 bits (dont le carré tient sur un mot machine) :
1. Entiers:
— produit de deux entiers avec 30 000 000 chiffres;
— factorielle de 1300 000 (environ 7 000 000 chiffres);
— factorisation d’un entier de 42 chiffres (produit de deux nombres pre-
miers de taille la moitié).
2. Polynomes dans K[X] :
— produit de deux polyndomes de degré 650 000;
— pgcd et résultant de deux polynomes de degré 12 500;
— factorisation d’un polynome de degré 170 (produit comme ci-dessus).
3. Polynémes dans K[X, Y] :
— résultant de deux polyndmes de degré total 20 (sortie de degré 400);
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— factorisation d’un polynome de degré 160 en deux variables.
4. Matrices :

— produit de deux matrices 850 x 850 a coefficients dans K;

— déterminant d’une matrice 1400 x 1400 a coefficients dans K;

— polynome caractéristique d’'une matrice 500 x 500 a coefficients dans K;

— déterminant d’une matrice 200x200 dont les coefficients sont des entiers

32 bits.

Ces exemples montrent qu’il est relativement aisé de calculer avec des objets de
taille colossale. Dans la plupart de ces exemples, les algorithmes naifs mettraient
plusieurs années pour le méme calcul. On voit aussi qu’en une seconde, les algo-
rithmes sont déja dans leur régime asymptotique et qu’une analyse asymptotique
suffira a obtenir des informations précises. Tout ceci donne envie d’introduire une
mesure de complexité des différents algorithmes permettant d’expliquer, voire de
prédire, les différences entre les tailles atteintes pour ces questions.

a. Ce texte est écrit en 2015. Les ordres de grandeurs sont les mémes sur différents ordinateurs et
pour les différents systemes de calcul formel principaux, avec des forces et des faiblesses différentes.

Mesures de complexité

Pour bien définir la complexité, il faut se donner : un modele de machine; les
opérations disponibles sur cette machine; leur cotit unitaire. La complexité en espace
mesure la mémoire utilisée par 'exécution de I'algorithme, et la complexité en temps,
la somme des colits unitaires des opérations effectuées par ’algorithme. Dans cet
ouvrage, nous n‘aborderons pas la complexité en espace.

Machine a accés direct

Le modeéle que nous utiliserons est celui de la machine d acces direct (MAD), appelée
aussi Random Access Machine (RAM) en anglais. Dans ce modele, un programme lit et
écrit des entiers sur deux bandes différentes et utilise un nombre arbitraire de registres
entiers pour ses calculs intermédiaires. Les opérations élémentaires (I’assembleur
de la machine) sont la lecture, I’écriture (sur bande ou en registre), ’addition, la
soustraction, le produit, la division et trois instructions de saut : saut inconditionnel,
saut si un registre est nul et saut si un registre est positif. Un point technique est que
le programme ne fait pas partie des données, il n’est donc pas modifiable. Cet ouvrage
ne rentre jamais dans les subtilités de 'utilisation de ce modele, qui ne sert qu’a fixer
précisément les mesures utilisées.

Complexité arithmétique ou binaire

Nous considérerons deux mesures de complexité :

1. En calcul formel, de nombreux algorithmes peuvent étre décrits comme opérant
de fagon abstraite sur une structure algébrique A effective. D’une fagon concreéte,
la représentation des éléments de A importe peu et l'utilisation de chaque
opération élémentaire de A (opération arithmétique ou prédicat) peut étre
parfaitement identifiée au cours de I'exécution de I’algorithme.

La complexité arithmétique d’un tel algorithme est définie comme le nombre
total d’opérations arithmétiques et de tests de prédicats effectués dans A. Cette
mesure ne prend volontairement pas en compte les opérations de copie, celles
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sur les compteurs de boucle, les indirections, etc. En pratique cette mesure
refléte souvent le cotit réel de I'algorithme si le cotlit des opérations dans A est
prépondérant et si chaque opération requiert un temps essentiellement constant.
C’est le cas par exemple si A est un corps fini. Ce n’est en revanche pas le cas
si A est le corps des nombres rationnels Q et que la taille de ces nombres croit
de fagon significative durant les calculs.

2. Pour étudier le colit des algorithmes opérant sur des entiers, la complexité
arithmétique avec A = Z n’est pas pertinente. Il convient alors de décomposer
les entiers dans une base B, qui est en pratique une puissance de 2 fixée (par
exemple 232). Chaque entier est alors vu comme un vecteur d’éléments de
{0,...,B—1}. Nous appellerons complexité binaire la complexité arithmétique
associée a A ={0,...,B— 1}, muni des tests d’égalité et comparaisons, ainsi que
des opérations arithmétiques modulo B. En pratique cette mesure de complexité
reflete en général bien les temps observés pour les algorithmes opérant sur
des nombres entiers ou rationnels. Néanmoins, précisons que cette mesure de
complexité ne correspond pas a celle utilisée classiquement sur une machine de
Turing, puisqu’elle néglige les cotits d’acces mémoire. Par exemple le cotit binaire
pour transposer une matrice de taille n x n a coefficients dans A ={0,...,B—1}
est nul avec notre définition : aucune opération arithmétique n’est requise.

La notation O(+)
Nous utilisons la notation O(-) pour exprimer une borne sur la complexité des
algorithmes. La signification précise de la notation

f(n)=0(@g(n), n—oo

est qu’il existe K> 0 et A > 0 tels que pour tout n > A, f et g sont liés par I'inégalité

If (m)] < Klg(n)].

Lorsque plusieurs parameétres interviennent dans 1’analyse de la complexité, il faut
absolument préciser lequel tend vers l'infini pour que cette notation ait un sens. Si
plusieurs d’entre eux tendent vers 'infini, soit ils sont liés par des inégalités qui seront
précisées, soit la définition ci-dessus s’étend avec une constante K qui ne dépend
d’aucun des parameétres.

Afin de simplifier les bornes de complexité nous utiliserons parfois la notation O(:)
de sorte a cacher des facteurs logarithmiques. Plus précisément, nous écrirons

f(m)=0(@gm), n—eo

lorsque qu’il existe un entier k > 0 tel que

f(n) = O(g(n)logs(max(lg(n)], 2))).

La notation O(-) intervient aussi dans cet ouvrage pour représenter la troncature
des séries. L'expression
N
f(X):=g(X)+O(X™)

signifiera que le polyndome ou la série g est tronqué apres son N-ieme terme et que le
résultat, un polyndéme, est stocké dans f.
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Exemple 1.3 L'addition de deux entiers de n bits demande donc O(1) opérations
arithmétiques et O(n) opérations binaires (quelque soit la base B, puisque la
différence entre les bases joue sur la constante cachée dans le O()).

Exemple 1.4 Le calcul de n! par la méthode naive requiert n opérations arithmeéti-
ques et O(n?log® n) opérations binaires. Le choix de la base B n’intervient que dans
la constante cachée dans le O(-). Nous verrons au Chapitre 15 qu’il est possible
d’abaisser ce cotit a seulement O(n'/?1og n) opérations arithmétiques dans Z, et
O(nlog® n) opérations binaires. Les idées utilisées dans les algorithmes rapides
permettant d’atteindre ces complexités fournissent aussi le meilleur algorithme
connu de factorisation déterministe d’entiers et des algorithmes tres efficaces pour
le calcul de millions de décimales de T, log2 et de nombreuses autres constantes.

Taille

Un algorithme et une structure de données sont généralement dotés d’une notion
naturelle de taille et il s’agit d’étudier le cotit de ’algorithme en fonction de cette taille.
Pour simplifier, il est souvent commode de considérer le comportement asymptotique
de ce cout lorsque la taille tend vers I'infini. Il est important de comprendre que la
complexité d’un probléme n’a de sens qu’une fois la structure de données fixée pour
I’entrée comme pour la sortie.

Par exemple, pour les polyndmes, le choix de la représentation dense conduit a
mesurer la complexité par rapport au degré, alors que le choix de la représentation
creuse met en avant le nombre de mondmes. Pour la factorisation, la complexité est
polynomiale en le degré, mais exponentielle en le nombre de monomes, dans le cas
le pire.

Cas le pire, cas moyen

La complexité dans le cas le pire est le maximum des complexités pour toutes
les entrées d’une taille donnée. C’est celle que nous étudierons. Il est souvent utile
de considérer aussi la complexité en moyenne, lorsque I'on peut mettre une mesure
sur 'ensemble des entrées de taille bornée. Pour la plupart des algorithmes que nous
étudierons dans la premiére partie de cet ouvrage, il n'y a pas de différence importante
entre les deux. Ce n’est plus le cas en revanche pour la complexité des algorithmes de
factorisation, ou pour ceux qui opérent sur les systemes polynomiaux.

Bornes inférieures

La recherche de bornes inférieures de complexité est tres difficile. Par exemple, a
I’heure actuelle on ne sait pas prouver que la multiplication de matrices est nécessaire-
ment plus cotiteuse qu'un nombre borné d’additions. Dés qu'il est possible de montrer
que tous les bits de ’entrée doivent étre pris en compte, la somme de la taille de I’en-
trée et de la taille de la sortie est une borne inférieure sur la complexité. En effet, dans
le modeéle MAD, chacune des écritures et des lectures prend une opération.

Définition 1.2 Si N est la somme de la taille de I’entrée et de la taille de la sortie,
un algorithme sera dit quasi-optimal lorsque sa complexité est bornée par O(N).



26 1. Calcul formel et complexité
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Ficure 1.1 — Appels récursifs d’un algorithme « diviser pour régner ».

L’essentiel de la premiere partie de cet ouvrage consistera a rechercher des algo-
rithmes quasi-optimaux pour les opérations de base sur les structures de données
fondamentales.

Diviser pour régner

Le principe le plus important de la conception d’algorithmes efficaces est la mé-
thodologie « diviser pour régner ». Il consiste a résoudre un probléme en le réduisant
a un certain nombre m d’entrées de tailles divisées par p (le plus souvent p = 2) puis a
recombiner les résultats (voir Figure 1.1). Le cotit de la recombinaison et éventuelle-
ment du découpage préliminaire est borné par une fonction T de la taille des entrées.
Lorsque les entrées ont une taille inférieure a p ou suffisamment petite, notée s, un
autre algorithme de colt k indépendant de n est invoqué. Le cotit total obéit alors
souvent a une récurrence de la forme

T(n)+mC([n/p]), sin>s(>p)

. (1.2)
K sinon.

C(n) <

La notation [x] désigne l'entier k tel que k-1 <x <k (le « plafond » de x).
Qualitativement, le cout total de cette approche dépend fortement de la fonc-
tion T. Lorsque T est relativement élevée, les premiers niveaux de l'arbre contribuent
a l'essentiel du cott et, a une constante pres, le cotit est donc dominé par la premiere
étape de récursion. Les algorithmes a base d’itération de Newton du Chapitre 3 sont
de ce type. A I'inverse, pour une fonction T assez faible, le bas de I’arbre domine le

colit qui sera proportionnel au nombre de feuilles ! O((n/s)lOng). L’algorithme de

1. La notation log, x représente le logarithme en base p de x, c’est-a-dire log x/log p. L'identité facile a

log,, b

e 1 .
vérifier a =b %" sera utile.
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multiplication de polynomes de Karatsuba du Chapitre 2 et ’algorithme de Strassen
pour la multiplication de matrices (Chapitre 8) rentrent dans cette catégorie. Enfin,
il est possible que tous les O(log,(1/s)) niveaux de l'arbre contribuent de maniere
assez équilibrée, menant a un colt en O(T(n)logn). La transformée de Fourier ra-
pide (Chapitre 2) et le classique algorithme de tri fusion sont dans cette derniere
catégorie.

Un cadre commode pour nos applications est résumé dans le lemme suivant,
dont une version simplifiée que nous utiliserons dans la plupart des cas est donnée
ensuite par le Théoréme 1.13. Nous commencons par le cas simple ou la taille est une
puissance de p, ou il est possible de donner des inégalités précises, ce qui prépare le
passage au cas général et a 'asymptotique.

Lemme 1.12 — Diviser pour régner. Soit C une fonction obéissant a I’inéga-
lité (1.2) avec m >0, k> 0 et T une fonction telle que

T(pn) > qT(n), neN, (1.3)

avec q > 1. Alors, si 1 est une puissance positive de p,

-1
(1 = %) T(n)+1<n1°gl’m sig>m,

C(n) < T(n)log, n+ n'°8p 1 sig=m,
log,m( T(n) q .
n %8p (W’”_‘q“{) sig<m.

Le premier cas est celui ou la complexité est portée par le haut de l’arbre, dans le
deuxieme elle l’est par tous les niveaux a parts égales, et dans le dernier par les bas
niveaux.

Démonstration. L'utilisation répétée de 'inégalité (1.2) sur C donne

C(n) < T(n)+mC(§),
ST(n)+mT(Z)+---+mk1T(}%)+m"€(}%), (1.4)
k-1
ST(n)(1+ﬁ+---+(ﬁ) ]+ka, (1.5)
q q

ou la derniére ligne résulte de (1.3) et du choix de k = log,, 2l+1e [logp %,logp n]. Ce
choix entraine la suite d’inégalités suivante :

1<x= xk <x- xlogp(n/s) _ nlogpx . xl—logps < nlogpx (1.6)
qui permet de borner le deuxiéme terme de (1.5) avec x = m.

Sim < g, la somme entre parentheses est majorée par la série géométrique. Si m = g,
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la somme comporte k termes égaux. Si m > g, récrire la somme sous la forme

() (o)

montre que le premier terme de (1.5) est majoré par
m k
T(n) (—) _1_
q/ m-4
Ensuite, I'inégalité (1.6) avec x = m/q permet de conclure. [ |

En pratique la régularité de T est souvent plus forte que celle donnée par (1.3)
et on ne cherche qu’a comparer des estimations de O(-). Le résultat prend alors une
forme plus simple, et sans restriction sur n qui n’a plus besoin d’étre une puissance
de p.

Théoreme 1.13 — Diviser pour régner. Soit C une fonction obéissant a I'inéga-
lité (1.2) avec m > 0 et k¥ > 0, et soit T une fonction croissante telle qu’existent g et r
avec 1 < g <r vérifiant

qT(n) < T(pn) < rT(n), pour tout # assez grand. (1.7)
Alors, lorsque n — oo

O(T(Vl)), si q>m,
C(n) = {O(T(n)logn),  sigq=m,

T .
O(nbgr'mﬁ) sig<m.

L’hypothése (1.7) est en particulier vérifiée par les fonctions courantes n®logP n pour
les valeurs a > 0.

Démonstration. Soit N la puissance de p telle que n < N < pn. En déroulant 'inéga-
lité (1.2) on obtient une inégalité similaire a (1.4) ou la division par p est remplacée
par 'opération x — [x/p]. La fonction T étant supposée croissante, toutes ces valeurs
de T sont majorées par les valeurs en N/pi, i=0,...,k—1 et on obtient donc une
majoration (1.5) ou n est remplacé par N. Le lemme précédent s’applique alors pour
majorer cette expression, majoration qu’il ne reste plus qu’a majorer a son tour.
D’abord, par récurrence, I'inégalité (1.3) entraine T(n) > g% "T(1) = n'°% 1T(1),
ce qui permet d’absorber les termes en « dans les O(). Ensuite, la croissance de T et
I’hypothese (1.7) donnent pour n assez grand T(N) < T(pn) = O(T(n)), ce qui permet
de conclure. [ |
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Ficure 1.2 — Borne sur la complexité de I’algorithme de Karatsuba : en noir, la suite
solution de C(n) = 4n+3C([n/2]), C(1) = 1; en rouge, la borne obtenue a I’Exemple 1.5.

Exemple 1.5 La complexité de l’algorithme de Karatsuba du Chapitre 2 vérifie la

récurrence
K(n) < 4n+ 3K([n/2]), K(1)=1.

Le Lemme 1.12 et le Théoréme 1.13 s’appliquent avec m=3,p=5=2, k=1 et
T linéaire, si bien que g = r = 2, d’ot1 une complexité K(n) = O(n!°823), et plus
précisément

2

K(n) < n'°823 (ﬁT + 1) = 9519823
n

pour 1 une puissance de 2, et donc en majorant par la valeur en la puissance de 2
immédiatement supérieure, le cas général est borné par

K(n)<9- ollog, nllog, 3 _ g, 3log, ]

Cette borne est assez fine, comme le montre la Figure 1.2.

Conventions

Pour toute la suite de cet ouvrage, et sauf mention contraire, nous adoptons les
notations et terminologies suivantes :
— tous les anneaux et corps sont supposés effectifs, commutatifs et unitaires;
— les estimations de complexité sont en nombre d’opérations arithmétiques dans
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I'anneau de base;
— le symbole M marque la fin d’'une démonstration;
— les logarithmes sont en base 2, lorsque la base n’est pas spécifiée;
— le lemme « diviser pour régner » fait référence a I’énoncé du Lemme 1.12;
— le théoréme « diviser pour régner » fait référence a ’énoncé du Théoreme 1.13.

Notes

Le théoreme de Richardson-Matiyasevich que nous énoncons a ses origines dans
les travaux sur le 10° probleme de Hilbert portant sur l’existence d’un algorithme
permettant de trouver les racines entieres des polyndmes multivariés a coefficients
entiers. Une étape importante dans la résolution de ce probleme est due a Davis,
Putnam et Robinson [DPR61] qui montrent en 1961 1'indécidabilité de ce probléme si
en plus des polynémes on considére la fonction x - 2*. Quelques années plus tard,
Richardson [Ric68] ramene les problémes de racines réelles en plusieurs variables
a ces questions, et, a I'aide d’un codage astucieux par le sinus, y raméne aussi les
problémes en une variable. Par rapport a notre énoncé, son théoreme fait intervenir
la fonction exp et la constante In2 (pour utiliser le résultat de Davis, Putnam et
Robinson), ainsi que la constante 1 (pour utiliser la nullité du sinus aux multiples
entiers de m). Deux ans plus tard, en 1970, Matiyasevich prouve que la fonction
x > 2% elle-méme peut s’exprimer a I’aide de polynomes, concluant ainsi la preuve de
I'indécidabilité du 10¢ probleme de Hilbert. Le théoréme de Richardson peut alors
étre simplifié, et c’est ce que fait Matiyasevich dans son livre [Mat93], ou il montre
aussi comment se débarrasser de la constante 1. Il faut noter que par contre, si l'on
remplace le sinus par 'exponentielle, alors la simplification devient décidable [Ric69].

Ces théorémes s’appliquent a des fonctions. Pour des constantes, 'approche la
plus récente réduit le test a zéro a une conjecture de théorie des nombres due a
Schanuel qui exprime que les seules relations entre exponentielles et logarithmes sont
celles qui découlent des formules d’addition et de multiplication. Si l'on accepte cette
conjecture de Schanuel, alors un résultat relativement récent de Macintyre et Wilkie
en 1996 [MW96] entraine 'existence d’un algorithme de reconnaissance de 0 pour la
classe des constantes obtenues a partir de 1 par addition, soustraction, multiplication
et exponentielle. Un tel algorithme, a base d’évaluation numérique et de LLL (voir
Chapitre 20) a ensuite été donné en 1997, a nouveau par Richardson [Ric97].

Les différents modeles de complexité (machine MAD, straight-line program, ma-
chine de Turing, ...) sont bien présentés par Aho, Hopcrof et Ullman dans leur
livre [AHU74], ou par Stern [Ste94]. La jolie identité (1.1) est tirée de [Bec+05]. Les
résultats de complexité autour de l'algorithmique du « diviser pour régner » sont
nombreux. Le premier remonte sans doute a Bentley, Haken et Saxe [BHS80] qui font
apparaitre la série géométrique. Une version moderne tenant compte des planchers
et des plafonds est présentée par Cormen, Leiserson, Rivest et Stein qui I'appellent
Master Theorem [Cor+09]. Des variantes sophistiquées sont connues [DS11; Rou01].
Dans cette direction, Yap [Yap11] donne un théoréme prét a I'emploi dans le cas ou
plusieurs divisions avec des valeurs de p distinctes ont lieu.
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Résumé

Les algorithmes rapides de calcul du produit de polyndmes et d’entiers sont
au ceeur de l'algorithmique efficace en calcul formel. La plupart des gains de com-
plexité dans les chapitres ultérieurs reposent sur l'efficacité de la multiplication.
Pour multiplier deux polynémes de degré n a coefficients dans un anneau A, la mé-
thode classique requiert O(n?) opérations dans A. De méme, I'algorithme scolaire
de multiplication de deux entiers a n chiffres nécessite un nombre d’opérations
binaires en O(n?). Nous présentons dans ce chapitre plusieurs algorithmes de
multiplication rapide, dont celui de Karatsuba, de complexité O(n1-5%), ainsi que
ceux utilisant la transformée de Fourier rapide, dont la complexité est quasiment
linéaire en n.

Introduction, résultats principaux

Les problemes abordés dans ce chapitre concernent la complexité arithmétique
de la multiplication des polynomes a une variable et la complexité binaire de la
multiplication des entiers. Au vu de I'exemple suivant, il est facile de se convaincre
de la similitude des deux questions :

Polynémes Soient a multiplier 3X? + 2X + 1 et 6X? + 5X + 4 dans Z[X],

(3X% +2X + 1) x (6X? + 5X + 4)
=(3-6)X*+(3:5+2-6)X3+(3-4+2-5+1-6)X>+(2-4+1-5)X+(1-4)
=18X* +27X3 +28X% + 13X + 4.
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Nombres entiers Soient a multiplier 321 et 654 en base 10,

(3102 +2-10+1)x(6-10°+5-10 + 4)
=(3-6)10*+(3-5+2-6)10>+(3-4+2-5+1-6)10%+(2-4+1-5)10+(1-4)
=18-10*+27-10%+28-10%>+13-10+4

=2-10°+9-10°+9-10>+3-10 + 4 = 209934.

Dans les deux cas, nous avons retranscrit 1’algorithme naif, et la suite des calculs
est essentiellement la méme, si ce n’est que, dans le cas des entiers, il faut en outre
gérer les retenues (derniere égalité de I’exemple). On ne sera donc pas surpris que les
résultats obtenus dans les deux cas soient trés semblables.

Résultats

Dans toute la suite, (A, +, ) désignera un anneau commutatif effectif. Tout d’abord,
nous considérons la complexité arithmétique; il s’agit de minimiser le nombre d’opé-
rations (+, —, ) dans A pour multiplier des polynomes en degré borné. Les premiers
résultats a retenir de ce chapitre sont les suivants.

Théoréeme 2.1 La multiplication des polynomes de degré au plus n dans A[X]
requiert :
— O(n?) opérations dans A par l'algorithme naif ;
— O(n'>%) opérations dans A par 'algorithme de Karatsuba;
— O(nlognloglogn) — voire dans certains cas O(nlogn) — opérations dans A,
via la transformée de Fourier rapide (FFT).

Ainsi, la multiplication des polynomes peut se faire en un cout arithmétique
quasi-linéaire en leur degré.

La multiplication des polynomes est omniprésente : les algorithmes de calcul
de pgcd (plus grand commun diviseur), de pged étendu, de factorisation en une ou
plusieurs variables, de composition des séries formelles, d’évaluation multipoint,
d’interpolation, font tous intervenir des produits de polynoémes.

L'analogie entre les entiers et les polynémes va trés loin; la plupart des réponses
apportées dans le cadre de la complexité arithmétique trouvent un équivalent en
complexité binaire. Cependant, aucun théoréme d’équivalence n’est connu; il se trouve
que les mémes idées algorithmiques s’adaptent plus ou moins facilement dans les
deux cadres. Ainsi, on dispose des résultats suivants dans le modéle binaire.

Théoréeme 2.2 On peut multiplier des entiers de n chiffres binaires par :
— lalgorithme naif en O(n?) opérations binaires;
— lalgorithme de Karatsuba en O(n'>%) opérations binaires;
— Palgorithme de Schonhage—Strassen en O(nlognloglogn) opérations binaires.

Les preuves de ces résultats de complexité binaire sont plus délicates que celles de
leurs analogues polynomiaux, a cause des problémes de gestion des retenues. Aussi
dans la suite ne traitons nous d’abord en détail que les versions polynomiales de
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ces résultats (Théoreme 2.1), pour passer ensuite brievement en revue le cas entier
(Théoréeme 2.2).

En pratique

Les constantes cachées dans les O(-) sont déterminantes pour l'efficacité pratique
de tels algorithmes. Par exemple, lorsque A est un corps fini de taille « raisonnable »
(typiquement, dont les éléments sont représentés sur quelques mots machine), pour
le produit de polyndémes dans les meilleures implantations actuelles (Magma, NTL,
FLINT, MATHEMAGIX) :

— Tlalgorithme de Karatsuba bat I’algorithme naif pour des degrés d’environ 20;
— les méthodes a base de FFT en O(nlogn) battent I'algorithme de Karatsuba pour
des degrés de 'ordre de 100, mais ne peuvent pas étre utilisées pour des degrés
arbitrairement grands (vient un moment ou I'on manque de racines de 'unité,
voir plus loin);
— lalgorithme de type FFT en O(nlognloglogn) est utilisé pour des degrés de
l'ordre de quelques dizaines ou centaines de milliers.
Certains problémes, en cryptologie ou en théorie des nombres, nécessitent de ma-
nipuler des polyndmes de degré de l'ordre de 100 000, tailles pour lesquelles les
algorithmes rapides sont indispensables. Plus fréquemment, des degrés de 'ordre de
la centaine ou du millier font partie du quotidien du calculateur formel (au moins
dans des calculs intermédiaires).

Ces algorithmes ne sont pas concurrents, mais complémentaires. Les bonnes
implantations passent automatiquement a 1’algorithme le plus efficace en fonction du
degré, et ce parfois méme au cours d’'un méme calcul, lorsqu’un algorithme récursif
comme celui de Karatsuba atteint une taille pour laquelle il vaut mieux utiliser
l'algorithme naif.

La situation pour les entiers est similaire, méme si I'implantation des algorithmes
rapides pour les entiers est bien plus délicate en raison des retenues. Dans les
meilleures implantations actuelles (Macma, GMP) :

— lalgorithme de Karatsuba bat ’algorithme naif pour des nombres de 'ordre de
30 chiffres décimaux;
— les méthodes a base de FFT (Schonhage-Strassen) gagnent pour des nombres
d’environ 3 000 chiffres décimaux.
A nouveau, des entiers de quelques centaines de chiffres sont courants dés que 1’on
sort des exemples jouets. Au-dela, des problémes venus de la cryptologie ou de la
théorie des nombres demandent de manipuler des nombres de taille colossale (de
l'ordre de 100 000 000 chiffres; il faut 10 Mo pour stocker un tel nombre). Ceci justifie
amplement les efforts d’implantation d’algorithmes rapides.

Dans la suite de ce chapitre, on travaille avec des polyndmes F et G a coefficients
dans un anneau A, ayant un degré au plus n — 1, formellement

F=fy+-+f X! et G=go+--+g1 X"}
le probleme est alors de calculer (les coefficients de)

H=FG= ho + -0+ h2n_2X2"_2.
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Algorithme naif

L’algorithme naif consiste a développer le produit, c’est-a-dire a écrire

2n-2

H=FG= ZhiXi avec h; = ijgk.
i=0

jk=i

Ainsi, calculer tous les h; demande O(n?) opérations dans A. C’est un algorithme de
complexité arithmétique quadratique.

Exercice 2.1 Montrer que, pour multiplier deux polynémes de degrés m et n, I’algo-
rithme naif demande au plus (m + 1) x (n+ 1) multiplications dans A et mn additions
dans A. (]

Exercice 2.2 Montrer que, pour multiplier deux entiers a n chiffres chacun, l’algo-
rithme naif demande O(n?) opérations binaires. [

Exercice 2.3 Estimer la complexité binaire de la méthode naive lorsque les poly-
nomes ont degré n et des coefficients entiers bornés en valeur absolue par un entier H.
n

Exercice 2.4 Alexander J. Yee et Shigeru Kondo ont calculé 10'% décimales de T sur
un PC de bureau en 2011 “. Ce type de calcul repose sur la multiplication d’entiers de
méme taille que le nombre de décimales cherchées. En supposant que leur machine
était capable d’effectuer 10'? opérations a la seconde, montrer qu’ils n’ont pas utilisé
l'algorithme naif. ]

a. Voir http://www.numberworld.org/misc_runs/pi-5t/announce_en.html.

Algorithme de Karatsuba

Un premier raffinement de l'algorithme naif repose sur la remarque suivante : il
est possible de gagner une multiplication pour le produit des polynomes de degré 1,
parmi les 4 du produit par l'algorithme quadratique. Soient en effet a multiplier les
polynomes

F =1jb +—f1)( et G= Qo +—g1)(

Leur produit H = FG = hg +h; X+ h,X? peut étre obtenu par une forme d’interpolation
sur les points 0,1,00 : en 0 on a H(0) = hy = fygo; de méme, le coefficient de plus
haut degré (qui correspond intuitivement a I’évaluation en l'infini) vaut h, = fg;.
Enfin, la valeur en 1 vaut iy + hy + hy = F(1)G(1) = (fo + f1)(g0 + £1)- Ainsi, on obtient
hy = (fo+ f1)(g0 + §1)—ho—h, pour seulement une multiplication supplémentaire, donc
I’ensemble des coefficients du produit pour 3 multiplications et 4 additions. Quelques
additions sont perdues par rapport a 'algorithme naif, mais le gain d’une multi-
plication va se transformer en gain dans ’exposant de 1’algorithme, par application
récursive.

En effet, dans le cas général des degrés quelconques, il suffit de scinder F et G en
deux et de procéder de la méme maniere. Si F et G sont de degré au plus n—1, avec
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Entrée F,G de degrés au plusn—1.
Sortie H =FG.
1. Sin =1, renvoyer FG.
Décomposer F et G selon I’équation (2.1).
Calculer A; = FOGO et A, = FOGW récursivement.
Calculer A; = FO + FW et A, = GO + G,
Calculer A5 = A3Ay récursivement.
Calculer AG = A5 — Al et A7 = A6 — Az.
Renvoyer A + A7Xk 3 A2X2k.

ey s 9 9

Algorithme 2.1 — Multiplication de polyndmes par l'algorithme de Karatsuba.

k =[n/2], on pose
F=FO 4+ Xk G=GO4+GWxk, (2.1)
pour des polynémes F(9), F(1), GO G(1) de degrés au plus k — 1. Le produit H = FG
s’écrit
H = FOGO + (FOGH 4 FOGO)xk 4 FOGIX 2k,
Cette méthode est résumée dans ’Algorithme 2.1. Le théoréme qui suit établit la
complexité de 'algorithme.

Théoréeme 2.3 Si n est une puissance de 2, I’algorithme de Karatsuba calcule le
produit de deux polynomes de degrés au plus n— 1 en au plus 91'°823 opérations
dans A.

Démonstration. Un appel en degré strictement inférieur a n effectue trois appels récur-
sifs en degré strictement inférieur a n/2, plus quelques additions, comptées comme
suit : I’étape (4) effectue deux additions en taille strictement inférieure a n/2; I’étape (6)
effectue deux additions en taille strictement inférieure a n; quant a l'étape (7),
A et A,X" sont a supports monomiaux distincts, donnant la somme A; + A, X"
sans colt arithmétique, puis la somme totale en une addition en taille strictement
inférieure a n. Le cout K(n) satisfait donc a la récurrence

K(n) < 3K(n/2) + 4n,

ol le terme 4n vient compter le nombre d’additions dans A. Le lemme « diviser pour
régner » permet alors de conclure avecp=g=s=2,m =3, T(n) = 4n, et k =1 (cout
de l'algorithme naif en degré 0). ]

Le théoreme « diviser pour régner » fournit ensuite :
Corollaire 2.4 On peut multiplier deux polynomes de degré n arbitraire en

O(n'°823) = O(n'>%) opérations dans A.

Une maniére d’estimer plus précisément la constante cachée dans cette borne a été
présentée au Chapitre 1.



2.4

40 2. Multiplication rapide

Exercice 2.5 Soit n une puissance de 2. Etablir un algorithme hybride de multiplica-
tion dans A[X], qui fait appel a 'algorithme de Karatsuba pour n > 2¢ et a I'algorithme
naif pour n < 2%. Montrer que la complexité arithmétique C(n) de cet algorithme
vérifie C(n) < )/(d)nl"gZ3 — 8n pour tout n > 24, ou v(d) est une fonction qui dépend
uniquement de d. Trouver la valeur de d qui minimise y(d) et, par comparaison avec
le résultat du Théoréme 2.3, estimer le gain obtenu par cette optimisation. [

Exercice 2.6 Est-il possible de multiplier par un algorithme universel, c’est-a-dire
indépendant de I'anneau de base A, deux polynomes de degré au plus 1 en utilisant
seulement 2 multiplications dans A? [

Exercice 2.7 — Algorithme de Toom-Cook. Soit A un anneau et soient A et B deux
polynomes de degré au plus 3 dans A[X].

1. Estimer le nombre de multiplications de A requises par l'algorithme de Karat-
suba pour calculer le produit AB.

2. On suppose que 2, 3 et 5 sont inversibles dans A et que la division d'un élément
de A par 2, 3 et 5 est gratuite. Donner un algorithme qui multiplie A et B en
utilisant au plus 7 multiplications dans A.

3. On suppose que 2, 3 et 5 sont inversibles dans A. Donner un algorithme de
multiplication polynomiale dans A[X] de complexité arithmétique O(n'*).

Dans la suite de I’exercice, on suppose que ’anneau A est de caractéristique nulle.

4. Montrer que, pour tout entier a > 2, il existe un algorithme de multiplication
polynomiale dans A[X] de complexité arithmétique O(n!°8a(2¢-1)),

5. Montrer que pour tout € > 0, il existe un algorithme de multiplication poly-
nomiale dans A[X] de complexité arithmétique O(n!*¢), ou la constante dans
le O(-) dépend de ¢, mais pas de n.

L]

Transformée de Fourier rapide

Les méthodes a base de transformée de Fourier rapide (appelée aussi FFT pour
Fast Fourier Transform) sont ce que l'on sait faire de mieux, a ’heure actuelle, pour
multiplier les polynémes. Pour simplifier la présentation, on suppose ici que 'on
cherche a multiplier des polynomes F et G dans A[X], de degrés strictement inférieurs
a n/2 (ou plus généralement tels que deg(FG) < n).

Idée de l'algorithme

En supposant que I'anneau A le permette, I'idée générale est synthétisée dans
I’Algorithme 2.2. Il s’agit d’évaluer en des points bien choisis, de multiplier les évalua-
tions, et de reconstruire les coefficients du produit a partir de ces valeurs (a condition
que cette opération d’interpolation soit possible, voir ci-dessous). Si deux polyndémes
coincident sur 1, w, ..., "}, nous verrons que leur différence est un multiple de X" -1,
ce qui justifie la correction de l'algorithme.

Lorsque l'algorithme est employé avec I’hypothése degH < , les coefficients de
H mod X" —1 qui sont renvoyés sont bien ceux de H. Le cotit des étapes de précalcul
et de produit point a point est linéaire en n, et il reste donc a voir comment effectuer
rapidement les opérations d’évaluation et d’interpolation.
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Entrée F et G deux polynomes, 7 un entier, et @ une racine prin-
cipale n-ieme de I'unité.
Sortie H =FG mod X" - 1.
1. Précalcul. Calculer les puissances w?,..., "L
2. Evaluation. Calculer les valeurs :

Ev(F) = (F(wo),...,F(w”_l)); Ev(G) = (G(wo),...,G(w”—l))_
3. Produit point a point.
(Ev(F),EV(G)) - EV(FG) = (FG(w), ..., FG(w" 1)),

4. Interpolation.
Ev(FG) — FG.

Algorithme 2.2 — Multiplication de polyndomes par transformée de Fourier discrete.

Racines primitives et principales de l'unité

Définition 2.1 L’élément w de A est une racine n-iéme de 'unité si w" = 1; c’est
une racine n-iéme primitive de I'unité si de plus w’ # 1 pour f < n; c’est une racine
n-iéme principale de I'unité si de plus o’ — 1 est non diviseur de zéro dans A pour
te{l,...,n—1} (c’est-a-dire que a(w’ — 1) = 0 implique a = 0).

Exemple 2.1 Si A est un corps ou méme un anneau integre, les racines principales
et primitives coincident et la condition revient a dire que w engendre le groupe
des racines n-iémes de 'unité. Par exemple, dans C, —1 n’est pas une racine 4¢
primitive de I'unité, alors que i l'est. Plus généralement, lorsque A = C, les racines
primitives n-iémes de l'unité sont de la forme exp(2gim/n), pour q premier avec #.

Exemple 2.2 Dans A =Z/25Z, les premieres puissances de 6 sont 6,11,16,21, et 1.
Comme par exemple 16 —1 =15 est diviseur de 0, 6 est une racine 5¢ de l'unité qui
est primitive mais n’est pas principale. En revanche, les premieres puissances de 7
sont 7,24,18,1, ce qui montre que 7 est une racine principale 4¢ de 1 dans A.

L'intérét des racines principales de 1 dans des anneaux qui ne sont méme pas intégres
apparait en fin de ce chapitre pour 'algorithme de Schonhage et Strassen. Jusque 1a, il
est suffisant de considérer le cas ou A = C pour comprendre les idées. Les propriétés
que nous utiliserons sont résumées dans le lemme suivant.

Lemme 2.5 Si w est racine primitive ou principale n-iéme de 'unité, alors
1. 07! aussi;
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2. sin=pgq alors wP est une racine g-ieme de I'unité de méme nature que w;
3. pour £ €{l,...,n—1}, et w une racine principale de l'unité alors

Démonstration. Tout d’abord w est bien inversible : I'identité w" = 1 montre que w" !

est un inverse de w. Ensuite, w™! est une racine de I'unité : le produit de l'identité
précédente par w™" donne 1 = w™". Enfin, elle est principale si w I'est : lorsque w’ -1
n’est pas diviseur de 0, son produit par I'inversible @™’ non plus. Le méme argument
s’applique dans le cas ou w est primitive.

La deuxieme propriété est immédiate. Pour la troisiéme, le produit de la somme
par 1 — w’ télescope les sommants, ce qui donne

n—1

(1 _wf)zwfj -1 _wfn -1 _(wn)€ - 0.
j=0
Comme 1 — w’ n’est pas diviseur de 0, la somme est bien nulle. [ |

r) Dans la définition de racine primitive ou principale, la condition ¢ diviseur strict
de n sulffit, elle entraine la propriété pour t € {1,...,n—1}. En effet, si t n’est pas
diviseur de 1, son pged g avec n l'est. Il existe d’apres le théoréme de Bézout
deux entiers p, q € N tels que g = tp + ng. Alors, ’égalité a(w’ — 1) = 0 entraine
0=a(w -1)(1+wP+ -+ P D)= q(wP -1) = a(w8 " -1) = (w8 —1), et donc
a =0, puisque g est un diviseur strict de #.

Transformée de Fourier rapide
Lopération
DFT: F e A[X] — (F(1),F(w),..., (@),

ol w est une racine principale n-iéme de l'unité, s’appelle la transformée de Fourier
discréte. Son calcul rapide est effectué par un algorithme de type « diviser pour
régner ».

Pour appliquer cette idée, supposons que # est pair, n = 2k. Alors, w* = —1 puisque

(W =10 +1)=w"=1=0

et le premier facteur n’est pas diviseur de 0. Le polynome F est décomposé par division
euclidienne de deux facons :

F=QuXF-1)+Ry et F=Q;(X*+1)+Ry,

avec degR( < k et degR; < k. Ces décompositions vont nous permettre le calcul
de F sur les puissances paires et impaires de w. En effet, si £ est pair, o = 1 et
donc F(w!) = Ry(w?). De méme, si € est impair, F(w) = Ry (wf). Outre l'application
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Entrée F=fy+ ---+fn_1X”_1 ; les puissances 1L, ,0" ! d’une
racine n-iéme principale de I'unité w, n étant une puissance
de 2.
Sortie F(1),...,F(w" ).
1. Sin =1, renvoyer fy.
2. Sinon, soit k = n/2. Calculer

Ro(X)= ) (fi+ fixe)X/,

pglc

]

I
o
=~

-1
Ri(X)=Ry(@X) = ) _(fj- vk X,

(S
Il
(=}

3. Calculer récursivement Ry(1), Ry(w?), ..., RO((wz)k’l)

et Ry(1), Ry (w?),..., Ry ((@?)1).
4. Renvoyer
Ro(1), Ry (1), Ro(@?), Ry (w?), .., Ro((w?)1) Ry ((@?)F1).

Algorithme 2.3 — Transformée de Fourier rapide (FFT).

récursive, le point crucial qui est la source de 'efficacité de l’algorithme de transformée
de Fourier rapide (Algorithme 2.3) et qui conduit au choix de racines primitives de
l'unité, est que le calcul de R et Ry est trés simple (étape (2)). Lors des appels récursifs,
les puissances de w qui sont utilisées sont des w?', qui sont bien des racines primitives
d’apres le Lemme 2.5.

Théoreme 2.6 L’Algorithme 2.3 de transformée de Fourier rapide requiert au plus
37” log n opérations dans A ; les multiplications font toutes intervenir une puissance
de w.

Démonstration. Puisque les puissances de w sont connues, le cotit de 'appel en degré n
est d’au plus 2 x n/2 additions et soustractions (pour le calcul de Ry et Ry) et de
n/2 multiplications (pour le calcul de Ry), plus deux appels récursifs en degré n/2. Sa
complexité F(n) satisfait donc a la récurrence :

F(n) < 37"+2P(g)

et le lemme « diviser pour régner » (avecp=gq=m=s5=2, T(n) = 3n/2 et k = 0)

permet de conclure. [ |

Exercice 2.8 Montrer que 'Algorithme 2.3 requiert nlogn additions dans A, Inlogn
multiplications d’éléments de A par des puissances de w, mais aucune autre multipli-
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cation dans A. n

p) La transformée de Fourier discréte est un morphisme d’algébres sur A de
A[X]/(X™ - 1) dans A™ avec comme multiplication dans A" la multiplication
coordonnée par coordonnée. Cette observation permet d’économiser des trans-
formées inverses en effectuant plusieurs calculs directement sur les transformées.
Une application typique de cette observation est le produit scalaire, ou plus
généralement le produit de matrices.

Interpolation

En termes matriciels, l'opération F  Ev(F) est linéaire et sa matrice (pour des
polyndmes F de degré au plus 7 — 1, dans la base monomiale {1,X,...,X""1}) est la
matrice de Vandermonde

1 1
W wn—l
V, =
1 ™! w(n—l )?

I Lemme 2.7 Si w € A est racine n-ieme principale de 'unité, alors V-1V, = nl,,.

Démonstration. D’apres le Lemme 2.5, w est inversible. La matrice V-1 est donc bien
définie. Le coefficient de la i-iéme ligne et j-ieme colonne du produit s’écrit

n—1 n—1
Yl Dk Dk = ) ik,
k=0 k=0

D’apres le Lemme 2.5, cette derniere somme est nulle pour 0 <i —j < n. Par symétrie
des matrices, elle est aussi nulle si 0 < j —i < n. Les coefficients en dehors de la
diagonale sont donc tous nuls. Sur la diagonale, la somme comporte n termes, tous
égaux a 1, d’'ou le résultat. [ |

Autrement dit, I'interpolation sur les puissances de w est calculée efficacement en
la ramenant a une FFT sur les puissances de w™!, qui est bien principale d’apres le
Lemme 2.5.

Conclusion
Les résultats de cette section sont résumés dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.8 Si 2 est inversible dans A et n une puissance de 2, étant donnée
une racine principale n-iéme dans A, le produit de deux polynoémes dont la somme
des degrés est inférieure a n peut étre calculé en %nlogn + O(n) opérations dans A.
Seuls n des produits sont entre deux éléments de A qui ne sont pas des puissances
de w.
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Démonstration. La complexité de ’Algorithme 2.2 est de 3 FFT en degré n, soit 3nlogn
opérations, plus O(n) divisions par n pour I'interpolation (ce qui est possible puisque
2 est inversible) et O(n) multiplications pour calculer les puissances de w. Les mul-
tiplications de la FFT font intervenir des puissances de w, les autres sont celles de
I’étape de produit point a point, au nombre de n. [ ]

Exercice 2.9 Montrer que sous les hypothéses du théoreme précédent, on peut multi-
plier ces polyndmes en utilisant 3nlogn + O(n) additions dans A, plus %nlog n+0O(n)
multiplications par des puissances de w, n multiplications arbitraires dans A, et
n divisions par n. ]

Exercice 2.10 Soit n dans N, soit g la plus petite puissance de 2 supérieure ou égale
a n, et supposons qu’il existe dans A une racine njy-iéme principale de I'unité. Cette
racine étant connue, on peut multiplier les polynémes de degré au plus %n —1len
9nlogn+ O(n) opérations dans A. (]

Exercice 2.11 Soit n une puissance de 2, et supposons qu'on dispose d’une racine
n-iéme principale de 'unité w € A. Soit P et Q deux polynomes dans A[X] de degré au
plus 1 — 1. Supposons que les coefficients de X°,X!,..., X"~ du produit R = PQ sont
connus. Montrer que R peut étre calculé en %nlogn + O(n) opérations dans A. [

Mais ol sont nos racines?

Méme dans le cas favorable ou A est un corps, il n'y existe pas nécessairement
toutes les racines primitives de 'unité nécessaires pour appliquer les techniques des
algorithmes précédents. Dans le cas particulier des corps finis, on sait donner une
réponse précise a cette question d’existence.

Proposition 2.9 Le corps fini a g éléments I, contient une racine n-iéme primitive
de 'unité si et seulement si n divise g — 1.

Exercice 2.12 1. Prouver la proposition précédente.

2. Montrer que si n divise g —1 et si a est un élément primitif de F; (c’est-a-dire tel
que a engendre le groupe multiplicatif (F, \ {0}, x)) alors ald=1/" est une racine
n-ieme primitive de 'unité.

"
Pour pouvoir appliquer le Théoréme 2.6 avec n assez grand et A = Z/pZ (c’est-a-dire
q = p premier), ce résultat meéne a la notion de premiers de Fourier, qui sont les nombres

premiers p tels que p—1 soit divisible par une grande puissance de 2, donc de la forme
€2° +1, avec e « suffisamment grand » (qui est appelé ’exposant de p). Par exemple,

4179340454199820289 = 29 x 2°7 +1

est un tel nombre premier. Ainsi, dans Z/41793404541998202897Z, on dispose de
racines primitives 2°7-iéme de I'unité (21 en est une); on peut donc y multiplier des
polynomes de degrés colossaux par cet algorithme en O(nlogn) opérations.
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Ces premiers sont donc tres utiles pour la FFT sur des corps finis. On peut montrer
qu’il y a approximativement (x/logx)/2¢~! premiers de Fourier d’exposant e inférieurs
a x (a rapprocher du théoréeme des nombres premiers qui montre l’existence d’ap-
proximativement x/logx premiers inférieurs a x). Il s’ensuit qu’il y a environ 130
corps finis de la forme k = F,, tel que p a la taille d’un (demi-)mot machine (32 bits)
et tel que dans k on puisse multiplier par FFT des polynomes de degré de l'ordre
d’un million. Les racines de I'unité de ', peuvent étre calculées a partir des éléments
primitifs. Si on choisit au hasard un élément de F, lorsque p — oo, la probabilité

qu’il soit primitif tend vers 6/1%, soit plus de 0, 6.

L'algorithme de Schénhage-Strassen

Quand les racines de I'unité font défaut, il reste possible de faire fonctionner les
idées a base de transformée de Fourier. Ceci est réalisé par ’algorithme de Schonhage
et Strassen. Cet algorithme s’applique quel que soit I’anneau de base, pourvu que
2 y soit inversible; I'idée est de rajouter les racines de 'unité qui manquent en
étendant 'anneau de base de maniere judicieuse.

Racines virtuelles de l'unité
Le point de départ de I'algorithme est résumé dans le résultat suivant.

Lemme 2.10 Si 2 est inversible dans A et n est une puissance de 2, alors w =
X mod (X" + 1) est une racine 2n-iéme principale de ’unité dans A[X]/(X" + 1).

Démonstration. Comme w” = —1, w est bien une racine 2n-ieme de 'unité. Il reste a
prouver qu’elle est principale. D’aprés la remarque en page 42, il s’agit de montrer
que w’ — 1 n’est pas diviseur de 0, quel que soit le diviseur strict ¢ de 2n. Puisque n est
une puissance de 2, I’entier ¢ divise 1, et donc w’ — 1 divise I'élément " — 1 = -2 qui
est supposé inversible, ce qui conclut la preuve. |

Exemple 2.3 Méme lorsque A est un corps, ces anneaux ne sont en général pas
intégres. Par exemple, dans Z/37, la factorisation Y+ 1 = (Y2 + Y + 2)(Y2 + 2Y + 2)
exhibe deux polynomes diviseurs de 0 dans Z/3Z[Y]/(Y* + 1).

L'algorithme

La méthode est résumée dans I’Algorithme 2.4, qui calcule le produit FG modulo
X" +1 : ceci permet une utilisation récursive mais ajoute une petite complication pour
le produit par FFT, qui calcule un produit modulo X" + 1, d’ou les changements de
variables et choix de racines de 'unité dans I’étape 2.

Exemple 2.4 Un exemple jouet permet de mieux comprendre comment se déroule
cet algorithme et pourquoi il est correct. La multiplication de polynomes de
Z/3Z[X] par FFT ne peut pas aller au-dela du degré 2, puisqu’il n’y a pas de racine
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Entrée F et G de degrés strictement inférieurs a n, ou n = 2k
k> 2.
Sortie FG mod X" +1.
1. Soient d = 2%/2] et § = n/d. Récrire F et G sous la forme

F(X,Y) = Fy(X) + B (X)Y + -+ + F5_; (X) Y,
G(X,Y) = Go(X) + G (X)Y +--- + Gs_1 (X)Y> L,

de sorte que les F; et G; aient des degrés strictement infé-
rieurs & d et que F(X) = F(X,X9) et G(X) = G(X, X9).

2. Calculer H := FG mod Y® + 1 dans B[Y] par FFT, ou B =
A[X]/(X?? + 1) et les produits dans B sont effectués récursive-
ment. Pour cela,

— si k est pair, calculer H(X,X?Y) mod Y® — 1 avec X*
comme racine de l’unité, puis reconstruire H avec
X2 = _XZd—Z;

— si k est impair, calculer I:I(X, XY) mod Y® — 1 avec X2
com;ne racine de l'unité, puis reconstruire Havec X! =
_XZ —1'

3. Renvoyer H(X, X%).

Algorithme 2.4 — Algorithme de Schonhage—Strassen sur les polynomes.

n-ieme de 'unité d’ordre plus grand. Pour calculer le produit de
F=1+X" et G=1+X+X® modulo X! +1
dans Z/3Z[X], I’algorithme introduit d = 4,0 =4 et
F=1+X’Y, G=1+X+X%Y,
et cherche a calculer le produit de ces deux polynomes
H(X,Y) = F(X,Y)G(X,Y) mod Y*+1,

vus comme polynémes en Y a coefficients dans Z/37Z[X]/(X® + 1). Ce sera suffisant
pour connaitre le résultat puisqu’en Y = X#, ona Y*+1 = X!°+1, polynéme modulo
lequel l'algorithme calcule le produit.

Pour se ramener a la situation d’une FFT, il suffit de considérer H(X, X?Y) : le
remplacement de Y par X2Y dans I'identité ci-dessus montre qu’on calcule alors
modulo X8Y# +1 = -Y* + 1. On commence donc par calculer une DFT de

FX,X2Y)=1+XY, GXX2Y)=1+X+X*Y
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avec X* comme racine 4¢ de 'unité. On obtient les évaluations en 1, X%, X8 = -1,
X12 = —X* asavoir (1+X%,1-X,1-X5,1+X)et (1 +X+X4X,1+X-X%42+X)
qui se calculent par une FFT trés peu chére, puisque les multiplications par des
puissances de X ne demandent pas d’opération arithmétique.

Ensuite, il faut multiplier deux a deux ces valeurs dans Z/3Z[X]/(X8 + 1) pour
obtenir les évaluations de H. L'algorithme procéde récursivement parce que c’est
encore possible (lorsque n devient trop petit, 2d = n ce qui menerait a une boucle
infinie; on a alors recours a une autre méthode, par exemple un produit naif en ces
petits degrés.) Ces calculs récursifs ménent aux valeurs suivantes pour H(X,X?Y)
enl, X4 X8 =-1,X12=-X*:

co=1+X*+X2+Xb¢; =X-X%c,=1-X*-X3-X5%¢c3=2+X>

L’interpolation par FFT consiste a évaluer le polyndme cq+c;Y +c, Y% +c3Y? en les
puissances de X% =_X*% asavoir 1, X%, -1, X%, ce qui donne

1+X, X4+ X% +X5,2X,0
et donc finalement (apres multiplication par 1/n=1/4=1)
H(X,X%Y) =1+ X+ X*(1+ X +X?)Y + 2XY2
En utilisant X2 = —X% pour remplacer Y par YX72, il vient
HX,Y)=1+X+X2(1+X+X2)Y +X°Y2
Le résultat s’obtient enfin en évaluant en Y = X*:
FG=1+X+X0(1+X+X%)+XB + X2 =1+ X+ X0+ X7+ X8+ x13,

En ce qui concerne la complexité, la premiere étape ne demande pas d’opération arith-
métique, et I’évaluation de la derniere étape se fait en complexité linéaire, ainsi que
les changements de Y en XXY avant et aprés la FFT. Ensuite, d’aprés le Théoréme 2.8,
la multiplication FG nécessite :

— O(dlogd) opérations (+,—) dans B, chacune en O(d) opérations dans A ;

— O(dlogd) multiplications par une puissance de w dans B, chacune en O(d)
opérations dans A, par simples décalages des indices et éventuels changements
de signes;

— O(d) divisions par d dans B, chacune en O(d) opérations dans A;

— au plus 6 produits dans B.

Le cott C(n) de cet algorithme obéit donc a I'inégalité

C(n) < Kdlogd x d + 6C(24d)

ou K est une constante indépendante de n et de A. En divisant par n = d9, cette
inégalité devient
C(n) d C(24)
n

C(2d) ,
<K-=1I 2———= <K'l 2———=
=Ks ogd + g < Klogn+2—
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pour 1 assez grand, et une constante K’ indépendante de n et de A. Ici 2d = 2LK/2J+1,
et pour se ramener au théoreme diviser pour régner, il sera plus commode de faire
apparaitre | (k+1)/2] =[k/2]. Pour cela, on considére donc d’abord

C(21’l) , C(Z[k/2]+1)
7 < K 10gn + ZW

et on pose c(k) = C(2K*1)/2k+1, ce qui donne par récriture
c(k) < K"k + 2c([k/27),

pour une nouvelle constante K”. Le résultat final s’en déduit par application du
théoréme « diviser pour régner ».

Théoreme 2.11 Soit A un anneau dans lequel 2 est inversible (d’inverse connu).
Alors, deux polynomes de A[X] de degrés au plus n peuvent étre multipliés en
O(nlognloglogn) opérations (+,—,x) dans A.

Il est possible d’étendre cette idée au cas ou 3 est inversible (FFT triadique), et plus
généralement a un anneau quelconque. On obtient alors I’algorithme de complexité
O(nlognloglogn) mentionné dans ’introduction.

Algorithmes pour les entiers

Les algorithmes ainsi que les résultats présentés ci-dessus s’étendent a la multipli-
cation des entiers !. Nous allons briévement présenter cette problématique a travers
un exemple.

Soient a multiplier les entiers 2087271 et 1721967, qu'on suppose donnés en
base 2,

A=111111101100101100111 et B=110100100011001101111,

chacun ayant D = 21 chiffres binaires. On peut ramener leur multiplication a un
produit de polynomes. Plus exactement, on associe a A et B les polyndmes de degré
strictement inférieur a D :

P=X20+ X4 X1 4 X7 4 X164 X4 XM 4 X2 XM 4 X4 X0+ X2+ X2+ X + 1

et
Q=X+ X"+ X7+ XM X0+ XT 4+ X0+ X0+ X3P+ X+ X+ 1.

La stratégie est la suivante : on calcule R = PQ dans Z[X] puis on évalue R en
X = 2. Pour multiplier P et Q dans Z[X], il suffit d’effectuer leur produit dans A[X] =
(Z/pZ)[X], ou p est un nombre premier tel que 2D > p > D. Par le Théoréme 2.11, cette
multiplication polynomiale en degré D peut se faire en O(Dlog Dloglog D) opérations
(+,— x)dans A =Z/pZ.

1. Historiquement, les algorithmes pour la multiplication des entiers ont été introduits avant leurs
homologues polynomiaux, alors que ces derniers sont souvent bien plus simples a énoncer.
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Puisque chaque opération de A nécessite au plus O(log® D) opérations binaires, il
s’ensuit que le cotit binaire du calcul de R est de O(Dlog® DloglogD). Ici p = 23 et
R (écrit en base 2) vaut R = X*0 +10X3% + 10X38 + 11X37 + 11X30 + 11X3° + 100X34 +
11X3% + 11X32 4+ 100X3! + 11X30 + 100X + 101X28 + 11X% + 101X?6 + 1000X* +
101X%4 +101X?3 + 1000X?? + 1001X2! + 1010X2% + 1000X!? + 111X'8 + 1000X!7 +
110X+ 110X"% + 110X + 11X'3 + 100X'? + 110X + 100X!? + 11X? + 100X® +
100X7 +100X® + 11X + 10X* + 11X3 + 11X? + 10X + 1. Enfin, I’évaluation de R en 2
revient a gérer les retenues et cela peut se faire en un cotit négligeable. Ici AB = R(2) =
110100010011010111101101110110110110101001, ou encore, en écriture décimale
AB =3594211782057.

Une légére amélioration est possible si I’on choisit pour p un premier de Fourier
supérieur a 2D. Dans notre exemple, on peut prendre p = 193 = 3-2° + 1. En effet, il
existe dans A = Z/193Z une racine primitive w = 125, d’ordre 26 = 64, donc supérieur
4 2D = 40. Ce choix méne & un algorithme de complexité binaire O(Dlog> D).

Une autre approche est de calculer PQ dans Z[X] par DFT en calculant avec des
nombres complexes représentés par des approximations numériques flottantes. Une
estimation des erreurs numériques montre qu’il suffit de calculer en précision fixe
O(log® D). La complexité binaire est donc toujours O(Dlog? D) via cette approche.

On peut faire un peu mieux, en remplagant la base 2 par une base B telle que
BlogB soit de 'ordre de log D et en appliquant I'un des raisonnements précédents;
on peut aboutir ainsi a un algorithme de complexité binaire O(Dlog? D). Qui plus
est, en appelant récursivement l’algorithme pour multiplier les petits entiers, on peut
descendre cette complexité a O(DlogDloglog DlogloglogD...).

Une meilleure solution est cependant détenue par la version entiere, a base de FFT
dans des anneaux de type Z/(22" +1)Z, de I'algorithme de Schonhage-Strassen, dont
nous nous contentons de mentionner I'existence.

Théoreme 2.12 On peut multiplier deux entiers de D chiffres binaires en utilisant
O(Dlog Dloglog D) opérations binaires.

En développant largement ces techniques de FFT, la complexité du produit entier peut
étre réduite a O(nlogn . 20(1"‘0’*”)), ou log*n est le nombre d’itérations du logarithme
pour ramener n en dessous de 1. Par exemple (pour la base 2), log*256 = 4, car
log256 = 8,log8 =3, 1 <log3 < 2 et enfin loglog 3 < 1.

Un concept important : les fonctions de multiplication

Un bon nombre des résultats de complexité donnés dans la suite de cet ouvrage
reposent sur la notion de fonction de multiplication. Une fonction M : N — N sera dite
fonction de multiplication polynomiale (pour un anneau A) si :

— on peut multiplier les polynomes de A[X] de degrés au plus # en au plus M(n)
opérations dans A;
— M vérifie I'inégalité M(n +n’) > M(n) + M(n’).
Ainsi, on sait d’aprés ce qui précéde que des fonctions de la forme 19823 ou nlogn
sont (a des constantes pres) des fonctions de multiplication (respectivement pour
tous les anneaux ou ceux qui permettent la transformée de Fourier). L'intérét de cette
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notion est qu’elle permet d’énoncer des résultats de complexité indépendants du choix
de l'algorithme utilisé pour multiplier les polyndmes (méme si parfois cela méne a
des estimations légerement pessimistes, parce que les algorithmes n’exploitent pas la
remarque page 44).

La seconde condition est utilisée pour écarter ’hypothése d’une fonction qui
croit trop lentement (si M est constante, elle ne vérifie pas cette condition). Con-
crétement, elle permettra par exemple d’établir que dans des algorithmes du type
« inversion de série formelle par l'opérateur de Newton » (Chapitre 3), le cott total
est essentiellement celui de la derniere étape.

De la méme maniére, on est amené a introduire la notion de fonction de multiplica-
tion pour les entiers. Une fonction Mz : N — N est une fonction de multiplication pour
les entiers si :

— on peut multiplier des entiers de n chiffres en My(n) opérations binaires;

— My vérifie I'inégalité My (n +n’) > Mz(n) + Mg(n’).
Ce concept est tres proche de son analogue polynomial et les contextes d’utilisation
sont souvent les mémes : on utilise la seconde condition pour controler les cotits de
multiplication lors de ’analyse d’algorithmes récursifs.

Exercices

Exercice 2.13 Soit A un anneau, soit a € A et soit P un polynéme de A[X], de degré
au plus n. On se propose de calculer le polyndéme Q(X) = P(X +a).

1. Donner un algorithme direct pour le calcul de Q et estimer sa complexité en
termes de n;

2. Montrer qu'il est possible de calculer Q(X) en utilisant O(M(n)log n) opérations
(+,—, %) dans A. (Un algorithme en O(M(rn)) opérations sera donné au Chapitre 3
par somme composée, et une autre solution en O(M(n)) est donnée en Exer-
cice 33.2 en Annexe.)

(]

Exercice 2.14 Soit A un anneau, soient k,n € N et soit P un polyndéme de A[X], de
degré au plus n.
1. Donner un algorithme direct pour le calcul de P(X)* et estimer sa complexité en
fonction de x et de n;
2. Montrer qu'il est possible de calculer P(X)* en n’utilisant que O(M(nK)) opéra-
tions (+,—, x) dans A.
L]

Exercice 2.15 — Produit court. Pour deux polynomes A, B € Q[X] de degré stricte-
ment inférieur a n, le polynome AB mod X" est appelé produit court de A et B. Le
but de cet exercice est de montrer qu’il est possible de calculer plus efficacement le
produit court que le produit entier AB. Le gain est d’un facteur constant.

1. Prouver que tel est le cas avec la multiplication polynomiale naive.
On suppose que l'on dispose d’un algorithme de multiplication polynomiale qui, en
degré n, utilise M, (1) = Kn* opérations dans QQ, avec a > 1 et K> 0.
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2. Donner un algorithme de type « diviser pour régner » pour le calcul du produit
court de A, B.

3. Montrer que la complexité de cet algorithme est ﬁ My (n) + O(nlogn). En
déduire I'impact sur la multiplication naive, et celle de Karatsuba.

4. Modifier la conception de l'algorithme précédent, en découpant en deux sous-
problémes de tailles fn et (1 —p)n, avec 1/2 < <1 laissé en parameétre. Prouver
que le nouvel algorithme utilise

]—2([37]3)0‘ . Ma(Tl) + O(nlog Tl)

opérations dans Q.

o

5. Montrer que le minimum de la fonction p — 1—2(‘3T[5)“ est atteint en P, =

1
1- (%)“‘1 et en déduire qu'on peut calculer le produit court en C(a)My(n) +
O(nlogn) opérations dans Q, ou

—
|

o
(2 -1)
Cla) = ————
251 -2
6. Conclure sur le gain obtenu (a ’aide d’un calcul numérique).
L]

Exercice 2.16 Soient Py,...,P; des polyndmes de A[X], de degrés dy,...,d;. Montrer
que le produit P; --- P, peut s’effectuer en O(M(n)logt) opérations dans A, oun =7 ;d;.
L]

Notes

Le mathématicien russe A. N. Kolmogorov avait conjecturé au début des années
1960 qu’il serait impossible de multiplier deux entiers en un cott binaire sous-
quadratique. En 1962 cette conjecture fut infirmée par Karatsuba et Ofman [KO63].
Une généralisation de leur algorithme a été proposée peu de temps apres par Toom
et Cook [Co066; Too63]. L'algorithme de Toom—Cook a une complexité binaire de

O(n-32V1°82") pour multiplier deux entiers de taille binaire #; ce résultat peut étre
importé dans le monde polynomial (voir I'Exercice 2.7 pour une version plus faible).
L’algorithme de FFT a une longue histoire, qui remonte a Gauss [C0090; CT93;
HJB85]. Il s’agit d’un progres algorithmique trés célébre : Dongarra et Sullivan [DS00]
le placent parmi les dix algorithmes qui ont le plus marqué le développement des
sciences de I'ingénieur du 20¢ siécle. L'article fondateur de Cooley et Tukey [CT65] est
1’'un des plus cités en informatique 2. La variante de la DFT décrite dans ce chapitre,
appelée decimation-in-frequency en anglais, est due a Gentleman et Sande [GS66]; il
s’agit d’une version duale (au sens du principe de transposition de Tellegen évoqué au
Chapitre 12) de l'algorithme decimation-in-time [CT65]. De nombreux livres [Bri74;
Nus81; Van92] et articles [Bera; DV90; FJ05] permettent de se familiariser avec la

2. Plus de 2000 citations, d’apres la base bibliographique Science Citation Index (SCI ®).
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myriade de techniques de type FFT; en particulier, Frigo et Johnson [FJ05] décrivent
I'une des implantations les plus efficaces de la transformée de Fourier complexe
(appelée FFTW, pour Fastest Fourier Transform in the West.)

Une avancée importante a été la découverte de Schonhage et Strassen [SS71] du
résultat équivalent pour la multiplication des nombres entiers. Pendant longtemps,
on a cru que cet algorithme ne pourrait présenter qu’un intérét purement théorique.

A cejour, la plupart des logiciels généralistes de calcul formel disposent d’une mul-
tiplication rapide d’entiers qui inclut la FFT. MapPLE, MATHEMATICA et SAGE utilisent la
bibliotheque GMP. Il faut noter que cette bibliotheque est le résultat d’un travail de
nombreuses années, qui comporte une partie importante de code assembleur consacré
a la multiplication sur chacun des processeurs produits dans une période récente.

L'analogue polynomial de l’algorithme de Schonhage—Strassen traité en Section 2.5
a été suggéré par Nussbaumer [Nus80]. Le cas particulier de la caractéristique 2
est traité par Schonhage [Sch77]. Plus récemment, Cantor et Kaltofen [CK91] ont
donné un algorithme qui multiplie des polynémes de degré n sur une algebre A (non
nécessairement commutative, ni associative) en O(nlognloglogn) opérations dans A.

En ce qui concerne la terminologie, nous suivons Demazure [Dem97] pour la
définition des racines principales de l'unité. D’autres auteurs [Fur09] utilisent la
troisieme propriété du Lemme 2.5. D’autres enfin [GG03] les appellent simplement
primitives.

La borne de complexité binaire O(nlogn . Zo(k’g*”)) mentionnée en fin de Sec-
tion 2.6, pour multiplier des entiers de n chiffres, a été obtenue récemment par
Furer [De+08; Fir07; Fur09]. Harvey, van der Hoeven et Lecerf ont ensuite montré
que l'algorithme de Fiirer pouvait étre un peu modifié pour atteindre un cott binaire
en O(nlogn . 161°g§”) [HHL16]. Puis ils ont con¢u un autre algorithme ayant un cotit

O(nlogn : 810%5"). A ce jour, on ne connait pas de borne analogue pour la complexité
arithmétique de la multiplication polynomiale en degré n en toute généralité. Néan-
moins si les coefficients sont dans le corps fini F, alors la complexité binaire du

produit en degré n est en O(nlogqlog(nlog q)- 81°g3(”1°gq)) [HHL14].

Un probléeme ouvert est de trouver un algorithme de multiplication polyno-
miale en complexité O(n), ou de prouver qu'un tel algorithme n’existe pas. Mor-
genstern [Mor73] a donné une premiére réponse partielle, en montrant que dans un
modele simplifié ou A = C et ou les seules opérations admises sont les additions et
les multiplications par des nombres complexes de module inférieur a 1, au moins
%nlog n opérations sont nécessaires pour calculer une DFT en taille n. Plus récemment,
Burgisser et Lotz [BL04] ont étendu ce type de borne a la multiplication dans C[X].
Concernant les entiers, Cook et Aanderaa [CA69] ont prouvé une borne inférieure
de la forme cnlogn/(loglogn)? pour la multiplication en taille binaire 7 sur une ma-
chine de Turing. Cette borne a été améliorée a (Q(nlogn) pour un modéle restreint
(multiplication en ligne) [PFM74].

Malgré la simplicité de leur idée de base, les algorithmes de Karatsuba et de Toom—
Cook soulévent encore des questions délicates; plusieurs travaux récents traitent
diverses généralisations (degrés déséquilibrés ou non-puissances, caractéristique non
nulle de I'anneau des scalaires) [BZ07; CH07; Mon05; WP06]. Par exemple, connaitre
le nombre minimum de multiplications sm(n) (resp. sm,(n)) suffisantes pour multi-
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plier des polynémes de degré donné n sur un anneau arbitraire (resp. sur un anneau
de caractéristique p) est un probléme important et difficile. Pour les premieres valeurs
de n, les meilleures bornes connues actuellement, dues a Montgomery [Mon05], sont
sm(1) < 3,sm(2) <6, sm(3) <9,sm(4) <13, sm(5) <17 et sm(6) < 22. L'optima-
lité de ces bornes est un probleme difficile. Pour sm,(n), on sait par exemple que
smy(1) = 3,smy(2) = 6,sm;(3) =9 [Kam85] et que smy(4) =10, sms(4) < 11 [CKO09].

Une autre question importante est de savoir si les n coefficients du produit court
FG mod X" de deux polynomes F et G de degrés au plus n peuvent étre calculés
plus efficacement que I’ensemble des 2n coefficients du produit FG. L'Exercice 2.15,
inspiré d’un résultat de Mulders [Mul00], apporte une réponse positive dans le cas ou
l'algorithme de multiplication est celui de Karatsuba. Par contre, on ne connait aucun
élément de réponse dans le cas ou la multiplication polynomiale repose sur la DFT.
Une question liée, le calcul du produit médian [HQZ04], sera abordée au Chapitre 12.

Une faiblesse de l'algorithme DFT est son comportement quasi-linéaire par mor-
ceaux, di aux sauts de complexité entre deux puissances successives de 2. Récemment,
van der Hoeven a donné un nouvel algorithme, appelé TFT (de Truncated Fourier
Transform en anglais), qui coincide avec la DFT si n est une puissance de 2 et a une
courbe de complexité « plus lisse » que la DFT [Hoe04].

Le produit de ¢ polynémes de degrés arbitraires dy,...,d; peut s’effectuer [Str83]
en O(M(n)(1+H(dy, ..., d,))) opérations, ot H(dy,...,d;) = =Y ; % .log % est 'entropie
du vecteur (dy/n,...,d;/n). La multiplication des polynémes a plusieurs variables peut
se ramener a une variable grace a une technique connue sous le nom de substitution
de Kronecker [Moe76] (voir aussi I’Exercice 5.9).
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3. Calculs rapides sur les séries

La multiplication rapide de polyndmes vue au chapitre précédent permet des
calculs efficaces comme l'inversion, I’exponentiation ou la prise de logarithme
d’une série. Ces opérations sont effectuées grace a une version formelle de la
méthode de Newton. La composition de séries est en général plus cotiteuse que le
produit, mais peut aussi tirer parti d’une multiplication rapide.

Ce chapitre porte sur le calcul des premiers termes de développements en séries. Pour
fixer les notations, N sera utilisé pour représenter le nombre de termes a calculer
(en comptant les coefficients nuls), et « série » sera employé pour « série formelle
tronquée a l'ordre N ». Ainsi, « calculer une série » voudra toujours dire en calculer les
N premiers termes. Comme dans le Chapitre 2, 'expression M(N) dénote une borne
supérieure sur le nombre d’opérations arithmétiques nécessaires pour multiplier deux
polynémes de degré inférieur a N. La fonction M étant une fonction de multiplication
polynomiale, rappelons qu’elle est supposée vérifier I'inégalité M(N + N’) > M(N) +
M(N"). Lefficacité des algorithmes sera mesurée par leur complexité arithmétique.

Lopérateur de Newton est tres largement utilisé en calcul numérique, pour trouver
des solutions approchées d’équations. C’est un processus itératif, qui consiste a chaque
étape a remplacer la fonction dont on cherche un zéro par son linéarisé au voisinage
de la derniére approximation trouvée. Ainsi, si @ est une fonction C! de R dans R,
pour résoudre ®@(y) = 0 dans R, on choisit yy € R et on itere

D(yx)
D’ (yk)’

Cette itération est représentée en Figure 3.1. La solution serait exacte si @ était
une fonction linéaire; dans le cas général, si yg est bien choisi (par exemple assez

Vo1 = N (V) = vk — (3.1)
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\-,

Ficure 3.1 — Opérateur de Newton de R dans R.

proche d’une racine simple), l'itération est bien définie (P’(y;) n’est jamais nul) et
la suite y; converge vers une limite y,,. En outre, a I'itération k la distance a la
limite est de 'ordre du carré de cette distance a I'itération k — 1. On parle dans ce
cas de convergence quadratique. Dans ces conditions, pour k suffisamment grand, le
nombre de décimales correctes est approximativement doublé a chaque itération. De
nombreuses généralisations de cette méthode existent, d’abord a des systemes (la
division par 'inverse est alors remplacée par une multiplication a gauche par I'inverse
de la matrice jacobienne), puis a des espaces de Banach (ou la matrice jacobienne est
remplacée par la différentielle de 'opérateur).

Dans le cadre formel, la fonction @ est remplacée par une application de l'algebre
des séries formelles (définie en Section 3.1) dans elle-méme. Cet algébre n’est pas un
espace normé (donc pas un espace de Banach), mais dans bien des cas, I’itération de
Newton converge (pour la métrique de la valuation, voir plus loin), et le nombre de
coefficients corrects est doublé a chaque itération, ce qui mene a une bonne complexité.
La composition des séries reste une opération plus cotteuse, a laquelle est consacrée
la fin de ce chapitre.

Séries formelles

Dans cette section et la suivante les séries ont leurs coefficients dans un anneau
qui n’est pas nécessairement commutatif, sauf lorsque c’est explicitement indiqué. A
partir de la Section 3.3, I'utilisation de la formule de Taylor contraint a se restreindre
au cas commutatif.

Définition
Si A est un anneau (non nécessairement commutatif), on note A[[X]] 'ensemble
des séries formelles sur A. Ses éléments sont des suites (f;);cy de A, notées

F(X) = Zf,-xi.

i>0
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Le coefficient f; est appelé le i-ieme coefficient de F(X), le coefficient f; est appelé
terme constant de F(X), et parfois noté F(0). L'indice du premier coefficient non nul
est appelé la valuation de F et noté val F. Par convention, val 0 = oo.

Les opérations de A[[X]] sont I’addition des suites et une multiplication (appelée
parfois produit de Cauchy) qui généralise la multiplication des polynomes :

ZfiXi X ZgiXi = ZhiXi, avec h; = Z figk

i>0 i>0 i>0 jrk=i

la derniére somme étant finie.

Exemple 3.1 La série formelle
1=1-X%+0-X+0-X?+...,

ou 1 est 'unité de A, est élément neutre pour la multiplication de A[[X]]. La
formule donnant les coefficients du produit se réduit alors a un terme.

Exemple 3.2 SiF=1+Xet G=1-X+X?>-X3+---, alors le produit vaut H = FG =1 :
le coefficient de X" dans H vaut 1 —1 = 0 pour n > 0 et 1 sinon. La série G est donc
I'inverse de F pour la multiplication, que I'on peut noter (1 + X)L

Métrique

Lorsque les coefficients sont des nombres complexes, la question de la conver-
gence des séries entiéres représentées par ces séries formelles ne se posera pas pour
les algorithmes considérés dans ce chapitre. En revanche, quel que soit I'anneau
de coefficients A, il est possible de définir une distance entre deux séries F et G
par d(F,G) = 2~ val(F=G),

Exercice 3.1 Vérifier que la fonction d définie ci-dessus est bien une distance. L]

Muni de cette distance, 'ensemble des séries formelles forme un espace métrique
complet (les suites de Cauchy convergent). En effet, dire qu'une suite (S,,) de séries est
de Cauchy signifie qu’étant donné k € N, il existe un entier K tel que pour tous m, n > K,
on ait d(S,,,S,) < 27%, autrement dit apres l'indice K, les k premiers termes des S,
sont fixés, ce sont ceux de la série limite.

Composition

Si F et G sont deux séries formelles, avec terme constant G(0) = 0, on définit la
composition comme

F(G(X) = fo+ AGX) + HG(X)? + -
Les points de suspension signifient que 'on considére la limite des sommes H,

obtenues en arrétant la somme au terme f,,G(X)". Cette limite existe puisque pour
m > n, la distance obéit a d(H,,,H,) < 27", ce qui fait de (H,,),, une suite de Cauchy.
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Inverse
Si F est de la forme F =1+ XG avec G € A[[X]], alors F est inversible et son inverse
est donné par
1-XG+X*G* -+,

composition de (1 +X)~! par GX. La preuve découle de cette composition :
(1+XG)(1-XG+---)=H(XG)

ouH=(1+X)(1+X)"'=1.
Si a = F(0) est inversible, la série F se récrit F = a(1 + XG) avec G = a ' (F —a)/X,
donc F est inversible, d’inverse

1+XG) lal=a'-Ga ' X+G?a ' X% +---.

Ces ingrédients munissent I'ensemble des séries formelles d’une structure d’an-
neau.

Proposition 3.1 L'ensemble A[[X]] des séries formelles a coefficients dans A est
un anneau, qui est commutatif si A l'est. Ses éléments inversibles sont les séries de
terme constant inversible.

Démonstration. L'addition est commutative comme celle de A. L’associativité et la
distributivité du produit sont obtenues comme pour les polyndmes. L'unité pour le
produit est la série 1. La premiére partie de la proposition est donc prouvée.

SiF=Y f;X' e A[[X]] est inversible, et G = ¥ ;X' est son inverse, alors I'extraction
du coefficient de X° dans I'identité FG = 1 donne fygy = 1 ce qui prouve qu’une série
inversible a un terme constant inversible. La réciproque a été présentée ci-dessus. W

Séries a plusieurs variables

Comme A[[X]] est un anneau, il peut étre utilisé comme anneau de base pour
définir des séries formelles en une autre variable Y, ce qui définit de la méme maniere
I’anneau des séries formelles a deux variables A[[X]][[Y]], noté aussi A[[X, Y]].

Dérivation
La dérivée d’une série est définie formellement coefficient par coefficient via

I’identité ,
[Zﬁxi] =) (i +1)finX’
i>0 i>0
Les relations habituelles (F+G)’ = F' + G’ et (FG)’ = F'G + FG’ sont prouvées comme
pour les polynomes. Dans le cas de séries en plusieurs variables, on utilise la notation

des dérivées partielles JF/dX pour désigner la dérivée par rapport a la variable X.

Troncatures

Algorithmiquement, on ne manipule pas de série a précision « infinie », mais
seulement des troncatures, c’est-a-dire un certain nombre des premiers termes. Les
séries tronquées deviennent alors de simples polyndmes, pour lesquels on dispose
en particulier d’algorithmes rapides de multiplication. Etant donnés les N premiers
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termes d’une série F, l'objectif de ce chapitre est de donner des algorithmes permettant
de calculer efficacement les N premiers termes d’autres séries définies a partir de F.
Pour étendre la notation utilisée avec les polyndmes, étant donnée la série

S= ZuiXi,

i>0
on notera S mod XN le polynome

S mod XN := Z a; X
0<i<N

On notera S = f + O(XN) si les séries ou polynémes S et f coincident jusqu’au terme
de degré N — 1, et méme plus généralement S = O(TK) si S = O(Xkval(T)),

Formule de Taylor

Dans le cas ou I'anneau des coefficients A est commutatif, le lien entre la compo-
sition et la dérivation est donné par la formule de Taylor. Si F, G, H sont trois séries
formelles, avec G(0) = H(0) = 0, et les entiers 2,3,...,k — 1 sont inversibles dans A,

alors
2

F(G+H) =F(G)+F(GH+ F”(G)% +---+ O(HF).

La formule est classique pour les polynomes, et les coefficients de XN dans les deux
membres de la formule sont les mémes que ceux de 'identité entre polynomes obtenue
en considérant les troncatures de F, G et H modulo XN*!, ce qui permet de conclure.

Pour cette identité, la commutativité de A est cruciale comme le montre ’exemple
de F=X?:on aalors (G+H)? = G> + GH + HG + H? et la partie linéaire GH + HG est
en général différente de 2GH = F'(G)H.

Intégration
Il s’agit de 'opération inverse de la dérivation. On suppose que les entiers sont
inversibles dans A (A est une Q-algebre) et on définit alors

. i+1
fZﬁXl - Zfi ?+1

i>0 i>0
Exemple 3.3 La série log(1 + X) vaut

log(l+X):J(1+X)_1 :X—%X2+%X3+...

3.2 La méthode de Newton pour le calcul d'inverses

Partant de la fonction ®(y) = 1/y — f, dont I'unique racine est 'inverse 1/f, l'itéra-
tion (3.1) devient

N(gk) = g + & (1/8k — f) = gk + & (1 — g f)-

Cette itération permet le calcul d’inverses dans plusieurs contextes.



62 3. Calculs rapides sur les séries

Entrée Un entier N >0, F mod XN une série tronquée.
Sortie F~! mod XN.
Si N =1, alors renvoyer fo_l, ou fo = F(0).
Sinon :
1. Calculer récursivement I'inverse G de F mod X™V/21,
2. Renvoyer G+ (1 — GF)G mod XN.

Algorithme 3.2 — Inverse de série par itération de Newton.

Convergence quadratique pour l'inverse d'une série formelle

Lemme 3.2 Soient A un anneau non nécessairement commutatif, F € A[[X]] une
série formelle de terme constant inversible et G une série telle que G—F~! = O(X")
(n>1). Alors la série

N(G)=G+(1-GF)G (3.2)

vérifie N'(G)—F~1 = O(X?").

Démonstration. Par hypothése, on peut définir H € A[[X]] par 1 — GF = X"H. I suffit
alors de récrire F = G (1 - X"H) et d’inverser :

F! = (1+X"H+O(X*))G = G+ X"HG+O(X*")G = N (G) + O(X*"). [

Algorithme

I Lemme 3.3 L’Algorithme 3.2 d’inversion est correct.

Démonstration. La preuve est une récurrence sur les entiers. Pour N = 1 la propriété
est claire. Si la propriété est vraie pour 1 <N <k, alors elle I'est pour 1 <[N/2] <k
donc le résultat de I’étape (1) vaut F mod XIN/21 " Alors, d’apres le Lemme 3.2, G+
(1-GF)G =F! mod X?N/21 et 1a troncature modulo XN est donc bien correcte. M

Complexité

Chaque itération coute essentiellement deux multiplications, et 'ensemble est
donc effectué en O(M(N)) opérations d’apres le lemme « diviser pour régner ». Une
estimation plus précise est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.4 Soient A un anneau non nécessairement commutatif, F dans
A[[X]] avec F(0) inversible et N > 1. On peut calculer I'inverse de F modulo XN en
3M(N) + O(N) opérations dans A lorsque N est une puissance de 2.

Démonstration. L'étape (2) de l'algorithme demande deux multiplications : comme G
est de degré inférieur a [N/2], celle de G par F cotite 2M(N/27) et produit un résultat
de la forme XN/2IRy avec Ry de degré inférieur a [N/2]. Sa multiplication par G
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colte alors M(N/27) opérations. S’ajoutent a ces multiplications A - N opérations
supplémentaires (additions, ...), A étant une constante que l'on ne va pas déterminer.
Notons C(N) le cott du calcul modulo N; on a alors

C(N) < C(IN/27) + 3M([N/27) + AN.
L'application du lemme « diviser pour régner » donne alors
C(N) < 3M(N) + 2AN
pour N puissance de 2 en utilisant 1'inégalité M(d) < %M(Zd). |

Comme d’habitude, lorsque N n’est pas une puissance de 2, la complexité est bornée
par celle de la puissance de 2 immédiatement supérieure, ce qui rajoute au plus un
facteur 2.

Optimisations

Le cout de la Proposition 3.4 peut étre encore amélioré. Le produit GF est de la
forme 1+ XM/2IRy. 11 s’agit donc de calculer le produit d’un polyndme de degré N/2
par un polyndome de degré N, alors que 'on connait a I’avance les N/2 premiers
coefficients du produit. Dans cette situation, il est possible d’abaisser le cott du
produit de M(N) a M(N/2), en utilisant un produit médian et des techniques non
triviales de « transposition » de code abordées au Chapitre 12.

Division de séries

Le quotient H/F ou H et F sont des séries et F est inversible, peut étre obtenu
comme le produit H x F~1. Ce calcul peut étre amélioré d’un facteur constant. Il
suffit pour cela de remplacer la derniére itération G+ (1 — GF)G par Y + (H- YF)G ou
Y := HG mod X2, Cette astuce remplace un produit de la forme (N/2,N) (pour GF),
un produit de la forme (N/2,N/2) (pour (1 — GF)G) et un produit final (N, N) par deux
produits (N/2,N/2) (pour Y et (H - YF)G) et un produit (N/2,N) pour calculer YF.
L’économie est donc la différence M(N) — M(N/2).

Application a la division euclidienne

L’Algorithme 3.2 est I’élément clé de la division euclidienne rapide, traitée au
Chapitre 4.

Application au logarithme

Si F e A[[X]] est telle que F(0) = 0, on définit la série log(1 + F) par composition
avec log(1 + X). Pour calculer cette série lorsque A est commutatif, il suffit d’utiliser

I’identité
F/
log(1 +F) = .
og(1+F) J 1+F

Exercice 3.2 Prouver cette identité a partir des définitions de log, j et de la dérivation
données plus haut. ]
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Le calcul demande une division de séries, une dérivation et une intégration, mais
ces deux derniéres opérations sont de complexité linéaire. Le bilan est donc une
complexité en O(M(N)).

Inverse de matrices

L'anneau A n’étant pas supposé commutatif, il est possible de traiter directe-
ment des matrices de séries comme des séries de matrices : le Lemme 3.2 et I’Algo-
rithme 3.2 s’appliquent. La complexité de cet algorithme s’exprime a ’aide de la fonc-
tion MM(k, N) complexité du produit de matrices kxk de polynémes de degré au plus N.
Le Corollaire 5.11 du Chapitre 5 montre que MM(k,N) = O(k®N + k>M(N)).

Proposition 3.5 Soient A un anneau non nécessairement commutatif, A une ma-
trice k x k a coefficients dans A[[X]], telle que A(0) soit inversible. La matrice
A~! mod XN peut étre calculée en O(MM(k,N)) opérations dans A.

Démonstration. Comme pour 'inverse dans I’Algorithme 3.2, le colt est dominé a
une constante prés par celui du calcul de G+ (I - GF)G mod XN : la complexité vérifie
I'inégalité

C(N) < C(IN/27) + 2MM(k, N)

et le résultat se déduit de I'hypothése MM(k,N) < %MM(k, 2N). |

Itération de Newton formelle et applications

Dans toute la suite de ce chapitre, 'anneau A est supposé commutatif.

Un résultat général

Théoréeme 3.6 — Itération de Newton sur les séries. Soit @ € A[[X, Y]] une série
a deux variables en X et Y, telle que ©(0,0) = 0 et 3%(0, 0) est inversible dans A. Il
existe alors une unique série S € A[[X]], telle que ®(X,S) = 0 et S(0) = 0. Si F est
une série telle que S—F = O(X") (n > 1), alors

O (X, F)

N(F)=F-r)
(X, F)

vérifie S— N (F) = O(X?").

Ce résultat est un résultat local en (0, 0). Il exprime que si le point (0,0) est solution,
il s’étend en une courbe solution. Par translation, d’autres situations ou la solution
n'est pas en (0,0) s’y raménent. La premiére partie est une version du théoreme des
fonctions implicites pour les séries formelles.

Démonstration. D’abord il faut observer que l'itération est bien définie : la composition
de @ et de 22 avec F sont possibles parce que F(0) = S(0) = 0. Pour la méme raison,
Y p p q
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Entrée Un entier N > 0, ® mod (XN, YN) une série tronquée avec
D(0,0) = 0 et (dD/JY)(0,0) inversible.
Sortie S mod XN, T mod X2, telles que
S(0) =0, P(X,S) =0, et T = (dP/IY(X,S))".
1. Si N =1, alors renvoyer 0, ((9D/dY)(0,0))7L.
2. Sinon :
a. Calculer récursivement F := S mod XMNV/?1
et G:= T mod XITN/2V21,
b. Calculer G:= G+ (1-G%2(X,F))G mod XN/,
c. Calculer F:= F— G®(X,F) mod XN.
d. Renvoyer F,G.

Algorithme 3.3 — Résolution de @ (X, Y) = 0 par itération de Newton.

%(X,F) est inversible puisque son terme constant ‘;%(O, 0) est inversible. De ce fait,
on déduit aussi val(N (F) - F) = val(P(X, F)).

Ensuite, la preuve se déroule en deux temps : I'itération est d’abord utilisée pour
montrer l’existence d’une série solution S, puis on montre 1'unicité en méme temps
que la vitesse de convergence vers S.

La valuation de @ (X, F) est doublée par l'itération : la formule de Taylor donne

DX, N(F)) =D(X,F) + g%(X, F)(N (F)—F) + O((N(E) = F)?) = O(®(X,F)?).  (3.3)

La suite définie par Sy = 0 et Sg,1 = N(S) vérifie donc
val(Sgy2 = Sgy1) = val(@(X, Sgy1)) = 2val(Sgyq = S).
Cette suite est donc de Cauchy et sa limite S existe et vérifie ©(X, S) = lim(D(X, Sg)) = 0.

La vitesse de convergence vers S vient encore de la formule de Taylor. En effet, I'égalité

OX,E) = D(X, ) + 22

2
5y KBNS —F) + O((S - F)) (3.4)

donne S —F = O(®(X, F)). On en déduit S — N (F) = O(®(X, N (F))) = O(X?") au vu
des hypotheses et de (3.3). Cette égalité donne aussi l'unicité de la solution : si F

est une autre solution avec F(0) = 0, elle doit vérifier S—F = O((S — F)?), ce qui
entraine val(S—F) = oo et donc F = S. |

Algorithme

I Lemme 3.7 L’Algorithme 3.3 de résolution est correct.

Démonstration. Pour N = 1, les valeurs renvoyées sont les termes constants de S et T.
Si la propriété est vraie pour 1 <k <N, alors I’étape (1.a) renvoie T mod XITN/2V21 et
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S mod X™/21, D’apres le Lemme 3.2, I'étape (1.b) calcule T mod X™/21, ’étape (1.c)
calcule alors S mod XN : les formules (3.3) et (3.4) montrent que seuls les [N/2]
premiers coefficients de d®/dY(X,S) sont utiles pour doubler la précision. |

Applications

Un exemple d’application est fourni par I'inverse de la section précédente avec
D(X,Y) = f - 1/(f(0)"! +Y) (lorsque A est commutatif). La complexité de 1’Algo-
rithme 3.3 dépend en particulier de celle du calcul de ® et de d®/JY. Les applications
les plus directes de la méthode de Newton sont résumées dans les théorémes sui-
vants.

Théoreme 3.8 Dans le cas ou la série @ du Théoréeme 3.6 est un polynéome en Y
de degré O(1), les N premiers termes de sa série solution S, telle que S(0) = 0, sont
obtenus en O(M(N)) opérations dans A.

Démonstration. L'argument est le méme que pour la complexité de I'inverse. Pour @
polynome de degré O(1), les évaluations de ® et de @’ cotitent O(M(N)), le reste de
l’argument est inchangé. |

Dans le cas ou @ est un polyndme a la fois en X et en Y, un algorithme de com-
plexité O(N) (donc linéaire au lieu de quasi-linéaire, et ce, quelle que soit la multipli-
cation utilisée) sera présenté au Chapitre 14.

Théoréeme 3.9 Soit f une série de A[[X]]. On peut calculer en O(M(N)) opérations
dans A les N premiers termes de :

1. f71, lorsque f(0) est inversible;

2. logf et f*lorsque f(0)=1et a € K;

3. exp(f) lorsque f(0) = 0.
Pour les points (2) et (3), nous supposons également que 2,3,...,N — 1 sont des
éléments inversibles de A.

Démonstration. La preuve pour l'inverse et le logarithme provient des Sections 3.2 et
3.2. Uexponentielle est traitée dans la section qui vient, et la puissance se déduit des
précédentes par

£° = exp(alog f).
Une application remarquable de cette identité évidente apparait dans la Section 3.3
sur I'inverse compositionnel. |

Exponentielle
Si F € A[[X]] est telle que F(0) = 0, on définit la série exp(F) par

exp(F)=1+F+F%/2! + F3/3! + ...

lorsque 2,3,... sont inversibles dans A. Pour calculer cette série, 'idée est d’appliquer
une méthode de Newton avec @(Y) =F-logY, Y(0)=1.
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Entrée Un polynome P € K[X] de degré 4, un entier k.
Sortie Les sommes de Newton py,...,py de P.
1. Former les polyndmes N = T4~'P’(1/T) et D = T4P(1/T).
2. Calculer N/D mod TF! = po + p T +--- + py TK.
3. Renvoyer les coefficients.

Algorithme 3.4 — Calcul des sommes de Newton a partir des coefficients.

Entrée Les sommes de Newton py,...,p; du polynéme uni-
taire P € K[X].
Sortie Les coefficients de P.
1. Former la série S; := p; +p, T+ -+ pyT4 1.
2. Calculer S, := exp(— [ S;) mod T4*!.
3. Renvoyer XP0S,(1/X).

Algorithme 3.5 — Calcul des coefficients a partir des sommes de Newton.

Exercice 3.3 Montrer que les conditions du Théoreme 3.6 sont vérifiées. L]

Il s’ensuit une convergence quadratique vers exp(F) pour I'itération
Epy1 = N(Eg) = B + Ex(F ~log Ey).

Chaque itération demande donc le calcul d’une multiplication et d’un logarithme, d’ou
la complexité en O(M(N)). Une autre itération légérement plus efficace est présentée
en Exercice 3.8.

Exercice 3.4 Donner une itération de Newton qui calcule directement la racine
carrée, sans passer par l’'exponentielle et le logarithme. Plus difficile, estimer le gain
par rapport a l'algorithme général de calcul de puissance. L]

Exercice 3.5 Donner des bornes sur les constantes dans les O(:) pour le logarithme,
I’exponentielle et la puissance. ]

Sommes de Newton

Une conséquence intéressante de l'efficacité du calcul de I'exponentielle est 'utili-
sation efficace des sommes de Newton comme structure de données.

Si P € K[X] est un polynéme de degré d, avec K un corps, alors P a d racines
ay,..., a4 dans la cloture algébrique K de K. Rappelons qu’un polyndme est dit uni-
taire lorsque son coefficient de plus haut degré est 1. Les sommes de Newton de P sont
les sommes p; = oc‘i +oee ocfi. Ce sont des éléments de K, puisqu’ils sont fonctions
symétriques des racines de P. (Tout polyndme symétrique en les racines d’une équa-
tion algébrique s’exprime comme un polyndme en les coefficients de I’équation.) Leur
utilisation efficace repose sur la proposition suivante.



68 3. Calculs rapides sur les séries

Proposition 3.10 Les sommes de Newton py,...,p; d’un polynéme P € K[X] de
degré d peuvent étre calculées par I’Algorithme 3.4 en O(M(d)) opérations dans K.
Lorsque la caractéristique de K est 0 ou strictement supérieure a d, la conversion
inverse est également possible en O(M(d)) opérations par I’Algorithme 3.5.

Démonstration. Si P =[] (X - a), la décomposition en éléments simples

XP’ X ol
S= T = Z X_—(x = Z a X )
P(a)=0 P(a)=0
i>0

ou o décrit les zéros de P comptés avec multiplicité, montre que les coefficients
du développement en puissances de X~! de XP’/P sont les p;. Pour se ramener a
des calculs de séries formelles, la premiere étape introduit une nouvelle variable
par X =1/T. Le calcul de la dérivée a une complexité linéaire en d; les conversions en
puissances de T ne demandent pas d’opérations arithmétiques. Les k = d premiers
termes de la division sont obtenus O(M(d)) opérations, comme montré en Section 3.2.
L'opération inverse, a savoir le calcul de P a partir des d premiers termes de la série
S = XP’/P est effectué en O(M(d)) opérations par la formule P = eprS/X. A nouveau,
il est plus simple de travailler en T pour rester dans le domaine des séries formelles.
Le signe ‘-" dans le calcul de S, provient du signe de l'intégration des puissances
négatives de X. La contrainte sur la caractéristique permet de définir 'exponentielle
tronquée par son développement en série. [ ]

Application a la somme et au produit composés

On suppose dans cette section que K est un corps de caractéristique nulle ou
strictement supérieure a d.

Théoreme 3.11 Soient P et Q deux polynomes unitaires de K[X], de degrés d,,
et d, et soit d = d,d,. Alors, les polyndomes

P®Q = ]_[ (X-(a+p) P®Q= ]_[ (X - ap)
P(a)=0, Q(p)=0 P(a)=0, Q(B)=0

peuvent étre calculés en O(M(d)) opérations dans K par les Algorithmes 3.6 et 3.7.

Comme ces polyndmes sont de degré d, il s’agit la encore d’'une complexité quasi-
optimale. Dans cet énoncé, les polynomes sont définis a ’aide des racines de P et Q
dans une cloture algébrique, mais leurs coefficients sont dans K. Il est également
possible de les définir sur un anneau quelconque comme des résultants en deux
variables. Les résultants et leur calcul sont présentés au Chapitre 6. En général, avec
deux variables, il n’existe pas encore d’algorithme quasi-optimal pour le résultant et
le résultat ci-dessus est 'un des rares cas particuliers qui se traite efficacement.

Les polynodmes constituent une structure de données bien commode pour coder
des nombres algébriques et calculer avec : les polynomes P® Q et P® Q fournissent
l’addition et la multiplication avec cette structure de données.
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Entrée Des polyndmes unitaires P et Q de K[X], de degrés d,
etd,.
il
Sortie Leur produit composé P®Q de degré d :=d,d,.
1. Calculer les sommes de Newton (pg,...,pa2) et (qo,--.,942)
de P et Q.
2. Renvoyer le polyndome dont les sommes de Newton sont

(Po90,---»Pa2942)-

Algorithme 3.6 — Produit composé.

Entrée les polynomes unitaires P et Q de K[X], de degrés d,, et d,.
Sortie leur somme composée P@®Q de degré d :=d,d,.
1. Calculer les sommes de Newton (pg,...,ps2) et (9o,---,942)
de P et Q.
2. Former les polynomes

T T4 T T4’
Sp Z:p0+p1ﬁ+"'+pd2m, Sq I:qO+qlﬁ+"'+qd2m.

3. Calculer S:=§, xS, mod T4+l = so+51T+5,T? 4.
4. Renvoyer le polynome dont les sommes de Newton sont
(50, 1!51, 2!52,. 0o (d2)!5d2).

Algorithme 3.7 — Somme composée.

Démonstration. Le produit de sommes de Newton est la somme de Newton du pro-

duit : ' ‘ ‘
) o) B'=) (ap)
« B

o

11 suffit donc de multiplier terme a terme les séries génératrices des sommes de Newton
de P et Q pour obtenir la série génératrice des sommes de Newton de P® Q. Sil'on a
calculé d termes de ces séries, le résultant, dont le degré est d, est alors reconstruit
par une exponentielle en O(M(d)) opérations.

Diviser le i-ieme coefficient de XP’/P par i!, pour tout i > 0, produit la série

Z ai;f_i = Z exp(a/X).

P(a)=0 P(a)=0
i>0

En effectuant la méme opération sur Q et en multipliant les séries, on obtient donc

Z exp(a/X) Z exp(p/X) = Z exp((a+ p)/X).
P(@)=0 Q(p)=0 a0
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11 suffit alors de remultiplier le i-ieme coefficient par i! pour obtenir la série génératrice
des sommes de Newton du polynéme P ® Q, qui est reconstruit par une exponentielle.
Lensemble des opérations a une complexité bornée par O(M(d)). |

Systémes

Le Théoreme 3.6 s’étend a des systémes d’équations.

Théoréeme 3.12 Soient @ = (Py,..., D) des séries en k + 1 indéterminées X et
Y = (Yy,..., Y), telles que ®(0) = 0 et la matrice jacobienne (ai)) est inversible

Y
dans A en 0. Alors, le systéeme
q)](XIYl""’Yk) = s = ch(X,Yl,...,Yk) = 0

admet une solution S = (Sy,...,Sx) € A[[X]]¥ telle que S(0) = 0. Si F = (Fy,..., Fy) est
tel que S—F = O(X") (n > 1), alors

F, L (PLOSF,. R
oD
NE)=|: —(W(X,Fl,...,Fk)) :

F O (X, Fy,..., B

vérifie S— N (F) = O(X?").

La preuve est la méme que celle du Théoréme 3.6, la formule de Taylor pour les
fonctions de plusieurs variables s’exprimant a ’aide de la matrice jacobienne.

Lemme 3.13 L’Algorithme 3.3 fonctionne aussi, sans changement, pour un sys-
teme @ satisfaisant aux hypotheses du Théoréeme 3.12.

Démonstration. La preuve est la méme, en observant que I’étape (1.b) est écrite de
telle sorte que le Lemme 3.2 s’applique : cette étape calcule I'inverse de la matrice
jacobienne a la précision requise et la derniére étape effectue un produit matrice-
vecteur pour en déduire la correction de la nouvelle itération. |

Le corollaire suivant joue un role important dans l’algorithme de résolution géomé-
trique du Chapitre 28.

Corollaire 3.14 — Systémes polynomiaux. Sous les mémes hypotheses, si ®; €
A[[X]][Y1,..., Y] pour 1 <i <k, alors les solutions séries a précision N peuvent
étre calculées en O(MM(k,N)) opérations dans A.

Démonstration. Dans ce calcul, le nombre d’opérations nécessaires a 1’évaluation des
polyndmes ou de leurs dérivées en une série a précision N est borné par une constante
fois MM(N), constante qui ne dépend que des polynomes ®;. Ensuite, 1’étape (b.)
demande des produits de matrices k x k de polyndmes de degré [N/2], et I’étape (c.)
demande un produit matrice-vecteur en précision N. La complexité de I'application
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récursive est donc dominée par celle de I’étape (2), le résultat est donc le méme que
pour l'inverse de matrices de séries. |

Inverse compositionnel

Etant donnee une série F avec F(0 ) 0 et F’(0) inversible, il s’agit ici de calculer
une série F(V telle que F(F1(X)) = F-D(F(X)) = X.

Les N premiers termes
Les conditions d’application de la méthode de Newton (Théoréme 3.6) sont véri-
fiées pour la fonction
d(X,Y) = F(Y) - X.

L'opérateur de Newton correspondant est donc

La dérivation de F(G) = X donne F’(G)G’ =1 et cet opérateur se simplifie en
N(G)=G-G x (F(G) - X).

Le coit est alors dominé soit par celui du produit, soit plus généralement par celui de
la composition par F (voir Section 3.4).

Exercice 3.6 La k-iéme racine positive de I’équation x = tanx admet un développe-
ment asymptotique de la forme
2

ne=(2k+1)S B 2

k= ( )= > e
Pour tout i, le coefficient a; s’écrit a; = f;(1/1), ou f; est un polynéme impair de
degré 2i + 1. Borner le nombre d’opérations dans Q nécessaires pour calculer fi,..., f,
pour N grand.

Exemple
La série génératrice exponentielle T € Q[[X]] des arbres généraux étiquetés (appe-
lés aussi arbres de Cayley) vérifie 'équation

T = Xexp(T),

c’est-a-dire que le coefficient de X" dans la série T est le nombre d’arbres de taille n
divisé par n!. Ces coefficients sont obtenus en O(M(N)) opérations dans Q en calculant
d’abord ceux de Yexp(-Y) par les méthodes de la section précédente, puis en inversant
ce développement par la méthode présentée ci-dessus.

Pour déterminer le comportement asymptotique des coefficients ainsi calculés
lorsque N tend vers I'infini (autrement dit, 'asymptotique du nombre d’arbres de
taille N), une méthode utilisée en analyse d’algorithmes passe par le calcul du déve-
loppement de T au voisinage du point singulier exp(—1) = 1/¢, ou T vaut 1. En posant
u = V2V1 —eX, on voit qu’il s’agit alors de calculer le développement de y solution de

2-2yexp(l-y)=u,
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au voisinage de y = 1 et u = 0, équation a laquelle la méthode présentée dans cette
section s’applique pour donner le résultat en O(M(N)) opérations.

Le N-iéme terme

Bien qu’en général le couit de I'inverse compositionnel soit dominé par celui de
la composition et donc en O(4/Nlog NM(N)) (voir la section suivante), il est possible
d’obtenir le N-iéme terme sans calculer les précédents pour O(M(N)) opérations.
L’idée repose sur la formule d’inversion de Lagrange :

1

(_
XNJECD(X) =

[XN-1] (3.5)

EX)X)N

ot1 la notation [XK]F représente le coefficient de X¥ dans la série F. Ainsi, le calcul
par cette formule ne requiert qu’une puissance et donc peut étre effectué en O(M(N))
opérations.

r) Cette formule donne immédiatement une jolie expression pour les coefficients
de T solution de T = Xexp(T) de 'exemple précédent : le n-iéme coefficient
vaut n"~1/nl. Cette expression permet de calculer les N premiers coefficients
en O(N) opérations, ce qui est légerement mieux que le O(M(N)) du cas général.
L'asymptotique mentionnée plus haut redonne dans cet exemple la formule de
Stirling.

La composition des séries

Si F(X) et G(X) sont des séries, avec G(0) = 0, il s’agit de calculer efficacement la
série F(G(X)). A la différence des algorithmes vus dans les sections précédentes, il
s’avere que les algorithmes connus n’atteignent pas une complexité quasi-optimale
(c’est-a-dire linéaire en N, a des facteurs logarithmiques pres).

Méthode naive

La composition peut étre calculée par la méthode de Horner. Si F(X) =Y ;5 ;X' +
O(XN), le calcul utilise alors

F(G(X)) = fo+Gx(fi +Gx (fo+---)) + O(GY)
et O(GN) = O(xN).

Exercice 3.7 Montrer que cette formule améne a un cott O(NM(N)). [

Pas de bébés, pas de géants

Une technique dite « pas de bébés, pas de géants » réduit ce cotit a O(VN(M(N) +
MM(VN))) = O(VN(M(N) + N%2)), ol1 0 est un exposant réalisable pour la complexité
du produit de matrices, présenté au Chapitre 8. La série F est d’abord écrite

F(X) = Fy(X) + XFFy (X) + -+ + XFNFIR 1 (X) + O(XN),
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ou les polyndémes F;, en nombre 1 + [N/k], ont un degré au plus k — 1. Ensuite, on
calcule les puissances G2,...,G* de G en kM(N) opérations. Soient fi,j les coefficients

des F; et g; ; ceux des G'. Le développement

N-1(k-1
E(G) = Z(Zﬁ,zgz,j

j=0 \¢=0

X7+ O(xN)

montre que les coefficients des F;(G) sont les coefficients du produit de la matrice (f; ;)
de taille ([N/k]+ 1) x k par la matrice (g; ;) de taille k x N. En découpant chacune
de ces matrices en blocs de taille k x k — la premiere devient un vecteur colonne
d’environ N/k?Z blocs, la seconde un vecteur ligne d’environ N/k blocs —, ce produit est
effectué en au plus O(N?k9-3) opérations. Ensuite, il ne reste plus qu’a effectuer [N/k]
produits a précision N suivis d’autant d’additions pour un cout total de O(NM(N)/k).
Le cott total est minimisé par le choix k = [ VN qui méne & la complexité annoncée.

Lalgorithme de Brent-Kung

Bien qu’il n’y ait pas d’algorithme permettant d’abaisser la complexité de la com-
position au méme ordre que M(N), il est possible de faire sensiblement mieux que la
méthode précédente, en évitant la multiplication matricielle, grace a ’Algorithme 3.8
sophistiqué, di1 a Brent et Kung.

Théoreme 3.15 Si 2,3,...,[{/NlogN7] sont inversibles dans A et si F(X) et G(X)
sont deux séries de A[[X]] avec G(0) = 0 et G’(0) inversible, alors ’Algorithme 3.8
calcule la série F(G(X)) mod XN en O(1/Nlog NM(N)) opérations arithmétiques, ou
en O(VNM(N)) opérations arithmétiques si logM(N)/logN — y > 1.

L'idée de départ de l'algorithme permettant d’aboutir a cette complexité est d’utiliser
la formule de développement de Taylor, sous la forme

2m 2
X mG2+...
2! ’

F(G1 +XmG2) :F(G1)+F/(G1)XmGz+F”(G1) (36)
ol G est un polyndme de degré inférieur a m; le choix de m est ajusté plus loin pour
minimiser la complexité. Le premier gain de complexité par rapport a la méthode
naive provient de I'observation suivante.

Lemme 3.16 Etant données les séries G et Fo G, avec G/(0) inversible, la série
F’ o G peut étre calculée en O(M(N)) opérations arithmétiques.

Démonstration. La dérivation de séries a une complexité linéaire, et la division est en
O(M(N)). Le résultat provient alors de la formule de dérivation d’une composée (déja
utilisée en page 71) :
(FoG)

G/
L'hypothese sur G’(0) permet de garantir 'inversion du dénominateur. |

FoG=
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Entrée Deux séries tronquées F(X) mod XN et G(X) mod XN
avec G(0) = 0 et G(0) inversible.
Sortie Leur composition F(G(X)) mod XN.
1. Soit m = [VN] si la multiplication utilisée emploie la FFT,
m = [4/N/logN] sinon.
2. Découper G en G| = G mod X" et G, = G— Gy, poser H:=1.
3. Calculer U = 1/G] mod XN.
4. Calculer R =S := F(G;) mod XN par la méthode récursive
suivante :
a. Si degF = 1 renvoyer F(0) + (F — F(0))G; mod XN,
b. sinon
i. soit k = [deg(F)/2],
ii. découper F en A :=F mod Xk et B:= (F —A)/Xk,
iii. calculer récursivement ng/ﬂ’ A(Gy), et B(G;) mo-
dulo XN,
iv. renvoyer A(Gy)+ G’l‘B(Gl) mod XN,
5. Pour i=1,...,[N/m] faire
a. H:= HG, mod XN
b. S;:=S5;_ ,U/i mod XN,
c. R:=R+S;H mod XN.
6. Renvoyer R.

Algorithme 3.8 — Algorithme de composition de Brent-Kung.

L'utilisation répétée de cette idée dans la formule (3.6) méne a une complexité
N
C(F(G1))+— O(M(N))

pour l'ensemble de la composition, ou C(F(G;)) représente la complexité du calcul de
la premiére composition avec un polynome, donnée par le lemme suivant.

Lemme 3.17 Soient F et G deux polynémes de degrés k et m, avec G(0) = 0.
Alors, le calcul des N premiers coefficients de la série F o G peut étre effectué
en O(kmlog NM(N)/N) opérations arithmétiques, ou en O(kmM(N)/N) opérations
silogM(N)/logN — y > 1.
Démonstration du théoréme a l'aide de ce lemme. Ce lemme fournit I’estimation
C(F(Gy)) = O(mM(N)logN).

La complexité totale est donc bornée par
O(mM(N)log N) + gO(M(N)) = O(M(N)(mlogN + g))

Cette derniére somme est minimisée par le choix de m = {/N/logN qui donne le
résultat du théoreme. Le cas sans le facteur log N est laissé en exercice. |
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Démonstration du lemme. Comme d’habitude, on commence par traiter le cas ou le
degré k est une puissance de 2. Ensuite, quitte a considérer que les coefficients de F
pour les degrés allant de k + 1 jusqu’a la puissance de 2 immédiatement supérieure
sont nuls, la perte de complexité est d’au plus un facteur 2, absorbé dans la constante
du O(+).

L’idée est d’effectuer ce calcul par « diviser pour régner » en récrivant le poly-
nome F sous la forme

F=F +X"?E,,

ou F; et F, sont deux polyndmes de degré au plus k/2. Dans la composition
F(G) = Fi(G)+ G2 Fy(G),

les deux polyndmes du second sommant ont degré au plus km/2. La complexité C}/
découlant de 'utilisation de cette formule vérifie donc

Cy < ZCI’(”/2 + 2M(min(N, km/2)) + O(N).

C’est dans cette prise de minimum que réside toute la subtilité : tant que k est grand,
les calculs sont tronqués a l'ordre N, et dés que k devient suffisamment petit, on
exploite l'arithmétique polynomiale. Il vient donc

cy S2M(N)+4M(N)+...+2€_1M(N)+2€(M(k_m)+2|v1( fem )+)

20 20+1
km km
< 2€M(N) + ZZM(y)IOg(y),

ou la valeur de ¢, qui conclut la preuve du lemme, est déterminé par

km km

Exercices

Exercice 3.8 — Exponentielle de série. Soit s une série de terme constant nul et
n =2P. On étudie l'itération définie par yy =zg =1 et pour k>0

zkfl
2k = Zj—1 + 2k-1(1 = Yk-12f-1) mod X*

7 ’ k
Yk = Yk-1 — Yk-1 Jzk(}’k_l —5'Vk—1) mod X%,

Montrer que y, —exp(s) = O(X");

. Estimer la complexité du calcul des n premiers coefficients de la série exp(s) par
cette itération;

3. (Plus difficile) Interpréter cette itération comme l’itération de Newton associée

al'opérateur Yi— Y’ —5’Y.

N =
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Exercice 3.9 — Composition avec l'exponentielle. Soit f(X) € Q[[X]] une série a
coefficients rationnels. Le but de cet exercice est de montrer que les N premiers coeffi-
cients de la série S(X) = f(eX — 1) peuvent étre calculés en O(M(N)log N) opérations
arithmétiques dans Q.

1. Montrer que S(X) - A(eX —1) = O(XN), ou A(X) est I'unique polynome de degré
inférieur a N tel que f(X) = A(X) + O(XN).

2. On pose B(X) = A(X—1); donner un algorithme pour calculer les coefficients
de B a partir de ceux de A en O(M(N)log N) opérations dans Q.

3. La transformée de Laplace formelle £ est définie sur Q[[X]] comme l'application
Q-linéaire telle que £(X¥) = k!X¥, k € N. Si B(X) = by + by X + - + by XN71,
montrer que

N-1

b;
£(B(eX)) = Z e

1=0

4. Donner un algorithme pour calculer les N premiers coefficients de B(eX) a partir
de ceux de B(X) en O(M(N)log N) opérations dans Q.
5. Donner finalement un algorithme calculant les N premiers coefficients de S a
partir de ceux de f en O(M(N)log N) opérations dans Q.
]

Exercice 3.10 — Composition de séries avec arcsinus. Soit K un corps de carac-
téristique nulle, et soit F € K[X] une série formelle de terme constant nul. Ecrire
un algorithme a base d’itérations de Newton permettant de calculer les N premiers
termes de la série composée (arcsinoF), a partir des N premiers termes de la série F,
en O(M(N)) opérations arithmétiques dans K. [

Exercice 3.11 — Composition de séries formelles en petite caractéristique. Soit
K =T, le corps fini a p é€léments, ou p est un nombre premier. On rappelle que tout
élément a de K vérifie 1’égalité a” = a. Le but de cet exercice est de concevoir un
algorithme pour la composition des séries dans K[[X]], de complexité asymptotique
quasi-optimale en la précision. Soient f et g deux séries dans K[[X]] tronquées a
précision N, avec g(0) = 0, et soit h leur composée h = f o g mod XN. On suppose
N > p.

1. Montrer que g(X)? mod XN s’écrit s(XP) pour une certaine série s € K[[X]]

connue a précision [N/p].
2. Montrer que le calcul de h se raméne a p compositions de séries a précision

[N/p].
3. En déduire un algorithme récursif pour le calcul de #, et estimer sa complexité.
"
Notes

La méthode de Newton remonte a 1669, et se trouve bien décrite dans son traité
des fluxions [New40]. Cette méthode a ensuite été raffinée et étendue de nombreuses
facons [Yam00; Ypm95].

L'utilisation de I'itération de Newton en informatique est trés ancienne. L'inversion
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de matrice de la Section 3.2 remonte a Schulz [Sch33] pour des matrices réelles.
Limportance de la méthode de Newton pour le calcul rapide avec des séries formelles
a été soulignée par Lipson [Lip76] : « In a symbolic mathematics system setting, we feel
that Newton’s method offers a unified and easily implemented algorithm for solving a wide
variety of power series manipulation problems that can be cast into a root-finding mold.
Our experience attests to the practicality of Newton’s method. We feel that it is a great
algebraic algorithm. »

Du point de vue de la complexité, Sieveking [Sie72] a donné ’Algorithme 3.2
d’inversion rapide de séries. Kung [Kun74] a observé qu’il s’agissait d’une itération de
Newton et a amélioré la constante dans la complexité. Ensuite, Brent [Bre76] a montré
comment I'exponentielle et le logarithme s’obtiennent également en O(M(N)) opéra-
tions. Les algorithmes de la Section 3.3 sont dus a Schonhage [Sch82]; 'application aux
sommes et produits composés en Section 3.3 est beaucoup plus récente [Bos+06b]. La
méthode de Newton permet également la résolution de systémes linéaires a coefficients
polynomiaux (Chapitre 11) et la résolution d’équations ou de systemes différentiels
(Chapitre 13). L'idée d’incorporer le dividende dans la derniere itération de Newton,
afin de gagner un facteur constant pour la division de séries (Section 3.2), est due a
Karp et Markstein [KM97].

Les algorithmes non triviaux de composition décrits en Section 3.4 sont dus a Brent
et Kung [BK78]. Une version optimisée est décrite dans ’article de Johansson [Joh15],
qui utilise la formule d’inversion de Lagrange (3.5). L'idée de 'algorithme « pas de
bébés, pas de géants » en Section 3.4 remonte a Paterson et Stockmeyer [PS73]. La com-
position FoG mod XN peut s’effectuer en cofit quasi-optimal O(M(N)logN) si G est un
polynoéme [BK78], ou plus généralement lorsque G est une série algébrique [Hoe02c].
Des compositions avec d’autres fonctions particuliéres peuvent aussi étre calculées
en O(M(N)logN), ou parfois O(M(N)) [BSS08]. Savoir si cela est encore possible pour
des séries quelconques est un grand probléme ouvert. La formule d’inversion évoquée
en page 72 a été découverte par Lagrange en 1768 [Lag68].

Dans le cas ou la caractéristique p de A est finie, Bernstein [Ber98] a montré
qu’il est possible de descendre la composition a une complexité quasi-optimale en la
précision N des séries, pour le prix d’'une dépendance linéaire en p. Cet algorithme
est intéressant lorsque la caractéristique p est petite. L'exercice 3.11 présente 'idée
de l'algorithme dans un cas particulier. Une avancée récente importante est due a
Kedlaya et Umans [KU08], qui ont donné le premier algorithme de complexité binaire
quasi-linéaire a la fois en N et en logp, pour le calcul de Fo G mod XN, lorsque F et G
sont des séries a coefficients dans le corps fini F.

Ritzmann [Rit86] a montré que la composition des séries entiéres peut s’effectuer
en complexité binaire quasi-optimale : si F, G € Z[X] ont des coefficients bornés par £ en
valeur absolue, alors il est possible de calculer F o G mod XN en O(Mz(N?logNlog¢))
opérations binaires. Il montre aussi que le probleme de la composition de séries
a coefficients dans un corps K est d’une difficulté équivalente a celui du calcul du
N-ieme coefficient de FoG. Le probleme de I'inverse compositionnel leur est également
équivalent [BK78].

En présence d'une structure supplémentaire, il est possible de calculer la composi-
tion ou l'inverse compositionnel en complexité arithmétique optimale par rapport a
la précision. C’est le cas par exemple pour I'inverse compositionnel d’un polynome,
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ou plus généralement d’une série algébrique. C’est également le cas pour la composi-
tion F o G d’une série différentiellement finie F par une série algébrique G. Dans tous
ces cas de figure, la série calculée est différentiellement finie, et les techniques des cha-
pitres sur ces séries (Corollaire 14.10 et Théoreme 15.1) s’appliquent : les N premiers
termes peuvent se calculer en O(N) opérations arithmétiques, et le N-iéme terme en
un nombre d’opérations arithmétiques quasi-linéaire en VN. Il nest actuellement pas
connu si une complexité linéaire en N peut étre obtenue pour d’autres types de struc-
tures, comme par exemple pour le calcul de I'inverse compositionnel F1)(X) mod XN
d’une série différentiellement finie F, ou de la composition F o G mod XN de deux
séries différentiellement finies F et G.

En pratique, les constantes cachées dans les O(-) jouent un grand rdle, et nécessitent
généralement I'implantation a la fois des algorithmes asymptotiquement meilleurs et
des algorithmes plus classiques, souvent plus efficaces en petite taille. Dans le modéle
de multiplication polynomiale par FFT, les meilleurs constantes devant M(N) sont
dues a Harvey [Har10; Harl1] : % pour l'inverse, % pour la racine carrée, % pour
I’exponentielle. Ces problémes ont aussi été étudiés par van der Hoeven [Hoel0].
Des articles de synthese dus a Bernstein [Berb; Ber08] décrivent diverses techniques
utilisées pour éliminer certains calculs redondants dans la méthode de Newton.

L’Exercice 3.8 est inspiré par [HZ], et ’Exercice 3.9 est tiré de [BSS08].

D’autres modéles, appelés paresseux et détendus, permettent de manipuler les
séries de facon plus naturelle sans se soucier de la précision, qui est gérée de facon
automatique. Chaque série est vue comme le vecteur des coefficients déja calculés
et une fonction permettant de calculer un coefficient de degré N en fonction des
précédents [BHL11; Hoe02c; Hoe03; Hoe07].
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4. Division euclidienne, fractions
rationnelles et récurrences linéaires
a coefficients constants

La multiplication et I'inversion rapide de séries permettent le calcul efficace de
la division euclidienne de polyndmes et du développement en série des fractions
rationnelles. Ils ménent en particulier au calcul rapide d’un ou de plusieurs termes
d’une suite récurrente linéaire a coefficients constants.

Introduction

Les suites récurrentes linéaires a coefficients constants sont extrémement présentes
dans la nature. On estime ainsi qu'environ 12% des suites de la littérature ! sont de ce
type. Lexemple le plus célebre est celui de la suite de Fibonacci, définie par F =0,
F] =1et

Fii2=Fy1+EF, nx=0. (4.1)

L'utilisation directe de cette récurrence permet de calculer les N premiers éléments
de la suite de maniere optimale du point de vue de la complexité. En revanche,
pour le calcul d’un seul terme d’indice élevé, le passage par le calcul de tous ses
prédécesseurs est inutilement colteux. Une premiére idée de ce chapitre consiste
a utiliser une version matricielle des récurrences pour aboutir a une complexité
quasi-optimale pour cette question.

La récurrence (4.1) n’est que d’ordre 2. Pour des suites définies par des récurrences
d’ordre d plus grand, il faut aussi chercher a limiter le cotit des calculs vis-a-vis de d.
Simplement dérouler la récurrence n’est plus alors la meilleure facon de calculer
les N premiers termes de la suite. Une autre idée importante de ce chapitre est
d’exploiter le lien entre les récurrences linéaires a coefficients constants et les fractions

1. Recensées tres largement par I'encyclopédie en ligne des suites d’entiers, http://oeis.org.
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rationnelles, qui mene a une complexité quasi-optimale vis-a-vis a la fois de N et d
pour cette question, ainsi que pour celle du calcul des N premiers termes, et aussi
pour le développement en série des fractions rationnelles.

Les applications algorithmiques de ces idées sont nombreuses. Certaines d’entre
elles sont présentées dans des exercices de ce chapitre, comme le calcul rapide d’un
polynéme sur 1,2,...,N, une partie du calcul du polyn6me minimal d’une matrice, et
des tests probabilistes de primalité d’entiers.

Division de polynémes

Etant donnés deux polyndmes F et G de A[X], avec G unitaire, a coefficients dans
un anneau 4, il existe d’'uniques polyndmes Q et R, quotient et reste de la division
euclidienne de F par G, tels que :

F=QG+R avec degR<degG.

Calculer rapidement le quotient Q et le reste R est d’importance vitale dans toute
la suite de cet ouvrage. Outre I'application aux suites récurrentes qui sera détaillée
plus loin, les algorithmes de division sont utilisés au Chapitre 5 pour ’évaluation
multipoint et I'interpolation et au Chapitre 6 pour le calcul de pged. A leur tour, ces
deux algorithmes sont centraux dans nombre d’applications.

Méthode naive

L’algorithme naif pour calculer Q et R consiste a poser la division. Pour cela, les
termes dominants sont d’abord isolés :

F=aX"+Tg, G=X"+Tg, avec degTp<m, degTg<n.

Si m < n,il n’y a rien a faire. Sinon, la boucle élémentaire de la division de F par G
consiste a « tuer » le terme de plus haut degré de F en effectuant la soustraction

F-aX°G = (aX" + Tg) - (aX**" + aX°Tg) = Tp — aX°Tg,

out 0 = m—n. Le polyndome obtenu est congru a F modulo G, mais de degré strictement
inférieur a m. Il n’y a plus qu’a itérer ce procédé jusqu’a obtenir un polyndme de degré
strictement inférieur a n, et a garder trace des quotients successifs.

La complexité de cet algorithme est facile a estimer. La boucle élémentaire pré-
sentée ci-dessus s’effectue en O(n) opérations de type (+,—, x); dans le pire des cas,
l'algorithme effectue (m —n+ 1) passages dans cette boucle, de sorte que la complexité
de la division de F par G est de O(n(m —n)) opérations. Le pire des cas est atteint pour
m = 2n. C’est donc un algorithme quadratique (mais un bon algorithme quadratique : la
constante dans le O(:) est en fait petite, c’est 2). Le méme genre d’estimation s’obtient
pour la division euclidienne classique des entiers.

Algorithme rapide

Un bien meilleur résultat peut étre obtenu a base d’itération de Newton. L'idée
principale de l'algorithme part de la récriture de F = QG+ R en

F R
E—Q-l-a.
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Entrée F,G de degrés m et n.
Sortie Q et R tels que F= QG+ R avec degR < degG.

1. Calculer T"F(1/T) et T"G(1/T) (aucune opération arithmé-
tique n’est nécessaire, il suffit d’inverser l'ordre des coeffi-
cients).

2. Calculer le quotient (T™F(1/T))/(T"G(1/T)) mod T™"*! par

une inversion de série formelle suivie d’un produit.
En déduire Q en inversant l'ordre des coefficients.
4. En déduire R, qui est donné par R = F- QG mod X".

o

Algorithme 4.1 — Division euclidienne rapide.

Si on pense que A = R, on voit donc que le développement asymptotique de F/G
a l'infini a ses premiers termes donnés par Q, puisque R/G tend vers 0 a I'infini (a
cause des contraintes de degré sur R et G). Ceci suggére que 'on va obtenir Q par
calcul du développement de Taylor de F/G au voisinage de I'infini.

Concretement, il suffit de ramener d’abord I'infini en zéro (par le changement
de variable X = 1/T), pour réduire le calcul a la division de séries formelles. Plus
précisément, le point de départ est 'identité

T"B/T) o T™R(1/T)
e L QWD meamy

Dans cette identité les numérateurs et dénominateurs des fractions sont des poly-
nomes, et le polyndme T"G(1/T) a 1 pour terme constant. En outre, la valuation du
second sommant du membre droit est supérieure a m — n. En découle donc ’Algo-
rithme 4.1 de division rapide.

Théoreme 4.1 Soient G un polynéme unitaire de A[X] de degré n et F € A[X]
de degré m > n. Alors on peut calculer le quotient Q et le reste R de la division
euclidienne de F par G en 5M(m — n) + M(n) + O(m) opérations (+,—, x) de A.

Ainsi, la division euclidienne ne coute pas plus cher que la multiplication (& une
constante prés). En particulier, si on utilise une multiplication a base de FFT, le cotit
de la division est linéaire en le degré, a des facteurs logarithmiques pres.

Démonstration. D’apres la Proposition 3.4 et la remarque qui la suit, I'inverse du
dénominateur a I’étape (2) s’obtient en

AM(m —n) + O(m — n)

opérations dans A, puis une multiplication supplémentaire donne Q. Pour retrouver R,
le dernier produit est effectué modulo X", c’est-a-dire pour un cotit de M(n). Toutes
les additions sont prises en compte dans le terme O(m). [ ]
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R) SiQ aun degré beaucoup plus petit que G, on peut accélérer le calcul de QG,

en découpant G en « tranches » de taille m —n; de la sorte, le dernier produit
peut se faire en m'_ln M(m — n) opérations. Enfin, si de nombreuses réductions
sont a faire modulo le méme polyndme G, il est évidemment recommandé de
stocker l'inverse du réciproque T"G(1/T) de G.

Le cas des entiers

Comme pour la multiplication, il est possible de poser le probleme dans Z comme
dans un anneau de polyndmes. C’est ce dernier cas qui est le plus simple a étudier,
puisqu’il n’y a pas a y gérer de retenue. On obtient cependant un résultat analogue
sur les entiers.

Théoreme 4.2 Soit My une fonction de multiplication pour Z, et f et g deux
entiers positifs avec g < f < 2". Soient g et r les quotient et reste de la division
euclidienne de f par g:

f=qg+r avec 0<r<g.

On peut calculer g et r en O(My(n)) opérations binaires.

Application aux calculs modulaires

Une application importante de la division euclidienne rapide est le calcul efficace
dans des structures algébriques de type « quotient », par exemple dans n’importe quel
corps fini.

Corollaire 4.3 Si A est un anneau et si P est un polynome unitaire de degré n de
A[X], alors dans A[X]/(P), I'addition et la multiplication par un élément de A ont
une complexité linéaire en n, la multiplication a une complexité en O(M(n)).

Le calcul de l'inverse (des éléments inversibles) dans A[X]/(P) est un peu plus com-
plexe. Un algorithme de complexité O(M(#n)logn) est présenté au Chapitre 6.

Démonstration. 11 s’agit de calculer modulo P. L'addition et la multiplication par un
scalaire s’effectuent terme a terme, ainsi leur complexité est linéaire en le degré n de P.
Ensuite, pour multiplier deux éléments A + (P) et B+ (P) de A[X]/(P), on commence
par multiplier A et B dans A[X], puis on réduit le résultat modulo P. La complexité
découle donc de ce qui précede. |

La question du calcul dans Z/nZ est légérement plus délicate que son analogue
dans A[X], a cause des retenues. Malgré tout, les résultats s’étendent.

4.3 Suites récurrentes linéaires a coefficients constants

Définition 4.1 Une suite (a,,),>¢ d’éléments de I'anneau A est appelée suite récur-
rente linéaire a coefficients constants (srlcc) d’ordre d si elle satisfait une récurrence
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de la forme
Antd = Pd-19n+d-1 t -+ Poly, nz0,

ot les p; sont des éléments de A. Le polyndme P = X4 — p;_ X4~1 —... — p; de A[X]
est appelé polynome caractéristique de la suite (a,,),>0-

11 faut noter que tout multiple d’un polyndme caractéristique est aussi caractéristique.
Le pgcd de ces polyndmes caractéristiques est appelé polyndome minimal de la suite.

Exemples

Exercice 4.1 Soit M une matrice de taille d x d a coefficients dans A, de polynome
caractéristique xp(X) = det(XI; — M), soient u une matrice ligne et v une matrice
colonne. Montrer que la suite (uM"v),5( est une suite récurrente linéaire a coefficients
constants admettant xj; comme polyndme caractéristique. (]

Exercice 4.2 Soit ay,...,a, des entiers strictement positifs. Soit A, et B, le nombre
de r-uplets non ordonnés, resp. ordonnés, (xq,...,x,) € N, solutions de 1’équation
ajxi +---+a,x, = n. Montrer que les suites (A,) et (B,) sont récurrentes linéaires
a coefficients constants, admettant (X% —1)--- (X% —1) et X1 + ...+ X% —1 comme
polyndmes caractéristiques. (]

Exercice 4.3 Si P € A[X] est de degré d, alors la suite (P(n)),so est une srlcc de
polyndme caractéristique (X —1)4+1. [

Méthode naive

L’approche naive pour le calcul des N premiers termes d’une srlcc consiste tout
simplement a dérouler la récurrence et requiert O(dN) opérations dans A.

Exponentiation binaire

Pour calculer uniquement le N-iéme terme de la suite, une alternative a cette
méthode naive est basée sur 'exponentiation binaire de la matrice compagnon associée
a la suite. Par exemple, la récurrence (4.1) se récrit matriciellement

e =0 1) (R) e

~——
C

La puissance de la matrice constante C se calcule alors récursivement par
CN (CN/2)2, si N est pair,
= N-1 .
C-(C 7 )% sinon.
On en déduit que le calcul de Fy peut étre effectué sans calculer les précédents en
O(logN) produits de matrices 2 x 2, soit O(log N) opérations dans A.
Cette idée s’étend facilement a des récurrences d’ordre arbitraire.
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Exercice 4.4 Montrer que le N-ieme terme de toute récurrence linéaire d’ordre d a
coefficients constants peut se calculer en O(d?log N) opérations dans A. ]

L'utilisation d’une multiplication matricielle rapide abaisse cette complexité vis-a-
vis de d a O(MM(d)logN) = O(d®logN) opérations dans A (voir le Chapitre 8). La
dépendance en d reste cependant plus que quadratique. La section suivante présente
une meilleure méthode, de complexité quasi-linéaire en d.

Exponentiation modulaire

La complexité arithmétique de l'algorithme de la section précédente (Exercice 4.4)
est quasi-optimale par rapport a 'indice N, mais n’est pas tres bonne par rapport a
l'ordre d de la récurrence.

Une méthode plus efficace est obtenue en exploitant mieux la structure du pro-
bleme. En effet, les matrices multipliées ne sont pas quelconques, mais sont des
puissances d’une matrice compagnon. Cette structure peut étre exploitée grace a
l'observation suivante.

Lemme 4.4 Soit (a,),>0 une suite récurrente linéaire a coefficients constants de
polynome caractéristique P(X). Soit B = A[X]/(P) et x la classe de X dans B. Alors
la matrice compagnon C de P est a la fois
1. telle que (a,41,---,ap44) = (ay,...,a,.4-1) - C pour tout n > 0;
2. matrice de I'application A-linéaire de multiplication par x dans B dans la
base canonique {1,x,...,x%71}.

Démonstration. 11 suffit d’écrire la matrice pour le voir. Si P = X4 — p;_1 X4 1 —... — p,,
la matrice C vaut par définition

10 0 p
clo 1 0 p
0o 0 ... 1 Pa-1

La premiére propriété traduit la définition de la récurrence :

An+d = Pd-1%n+d-1 1 -+ Poly-

La seconde exprime que modulo P, X4 = pd,lxd‘l + -+ po. |
Corollaire 4.5 Avec les mémes notations, pour tous entiers positifs i et k,
Ari = (5.5 Ad4ic1) - Vi
ot Vi a pour coordonnées les coefficients du polynome X¥ mod P.

Démonstration. Le vecteur Vi est la premiére colonne de Ck, et d’aprés le lemme
précédent, cette matrice est celle de la multiplication par X¥ dans B. Les coefficients de
la premiére colonne sont donc les coordonnées de xk-1 dans la base {1,x,..., xd-1 . |
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Entrée (py,...,ps_1) les coefficients d’une récurrence linéaire;
(ag,...,a4_1) des conditions initiales; un entier N.
Sortie Le terme ay de la suite définie par
An+d = Pd-19n+d-1+ -+ Pody.
1. Poser P=X% —p; X4 1—...—pyet x =X mod P.
2. Calculer récursivement Q = xN = go + gy x+--- +g4_1x%~! par

—_~

k—

3 (xk/2)2 si k est pair,
X - (xT)z, sinon.

3. Renvoyer qoag+---+q4-144-1-

Algorithme 4.2 — Calcul du N-iéeme terme d’une srlcc.

Le résultat de complexité est alors le suivant.

Théoréme 4.6 Soit (a,) une suite récurrente linéaire a coefficients constants, don-
née par une récurrence d’ordre d et des conditions initiales ay,...,44_1. Soit N > d.
Le calcul du N-iéme terme ay peut se faire en seulement O(M(d)logN) opérations
dans A.

Démonstration. La méthode est présentée dans I’Algorithme 4.2. Chaque étape du
calcul récursif a lieu dans A[X]/(P) et colte O(M(d)) opérations dans A d’apres le
Corollaire 4.3, le nombre d’étapes est en logN; la derniére multiplication ne prend
que O(d) opérations. La complexité est donc O(M(d)logN). |

Développement de fractions rationnelles

Il est également possible de calculer efficacement les N premiers éléments d’une
suite récurrente linéaire a coefficients constants, ou de maniére équivalente, le déve-
loppement de Taylor des fractions rationnelles.

Séries rationnelles et suites récurrentes

Ces deux notions sont deux aspects de la méme question.

Lemme 4.7 Soit A(X) = },504,X" la série génératrice de la suite (a,),>o. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
i. La suite (a,) est une srlcc, ayant P pour polyndome caractéristique, de degré d.
ii. A(X)=Ny/P ou P =P(1/X)X¢, pour un certain N € K[X] avec deg(Nj) < d.
De plus, si P est le polyndme minimal de (a,,), alors d = max{1 + deg(Ny), deg(P)}
et pged(Ny,P) = 1.

Démonstration. Supposons que P s’écrive P = g;X* +-+-+ go. Pour 'équivalence, on
utilise uniquement le fait que le coefficient de X4+ dans P- A(X) est égal a gya,,4 +
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-+ goa; et que P(0) = g5 # 0.

Soit maintenant P le polyndme minimal de (a,,). On a deg(P) < d avec égalité si et
seulement si gy # 0, c’est-a-dire X { P. Donc d > max{1 +deg(Nj), deg(P)}. Supposons
par 'absurde que cette inégalité est stricte. Alors X | P et on a que P/X est aussi
polynome caractéristique de (a,), ce qui contredit la minimalité de P. Donc d =
max{1 + deg(Ny),deg(P)}.

Soit enfin u := pged(Ny, P). Alors P, := P/ii est un polyndme de degré d — deg(u)
qui est caractéristique de (a,), car P/u = P, et (P/u)- A(X) = Ny/u est un polynéme de
degré < d —deg(u). Par la minimalité, cela implique que deg(u) = 0, donc Nj et P sont
bien premiers entre eux. u

Cette équivalence et le Théoréme 4.6 ont pour conséquence immédiate un résultat de
complexité.

Corollaire 4.8 Soit F(X)/G(X) dans A(X) de degré au plus d, avec G(0) inversible.
Le N-iéme coefficient du développement en série

F(X)/G(X) = Za,,x"

n>0

peut étre calculé en O(M(d)log N) opérations.

Développement

On peut calculer le développement de Taylor a l'ordre N d’une fraction rationnelle
de degré d < N en O(M(N)) opérations, en utilisant la méthode de Newton, décrite au
Chapitre 3. Mais O(M(N)) est en général beaucoup plus gros que les O(dN) opérations
requises par la méthode naive. Une complexité linéaire en N tout en ne croissant pas
trop par rapport a d est en fait possible.

Théoreme 4.9 Soit F(X)/G(X) dans A(X) avec numérateur et dénominateur de
degrés au plus d, et G(0) inversible. Le développement de Taylor de F(X)/G(X)
a précision N > d peut se calculer en O(NM(d)/d) opérations d’anneau (+,—, x)
dans A.

Sil'anneau A permet la FFT, cette estimation de complexité devient O(Nlogd) ce qui
est quasi-optimal, simultanément vis-a-vis de N et de d.

Le point de départ est le Corollaire 4.5 qui montre comment calculer un coefficient
de la suite en fonction de coefficients distants. L'idée est de calculer les coefficients
par tranches de longueur d. Il ne suffit pas d’utiliser d fois le corollaire, mais il
faut encore une fois exploiter une structure supplémentaire, qui provient ici de ce
que les coefficients cherchés sont consécutifs. Cette idée est résumée par le résultat
suivant.

Lemme 4.10 Soit F(X)/G(X) dans A(X) avec G(0) inversible. Soit d le degré
de G et soit k > 0. Alors les coefficients ay,ay1,...,4x:4-1 du développement de
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Entrée Deux polyndémes F(X), G(X) avec
degG=4d, G(0) # 0 et degF < d, un entier N > 4.
Sortie Les coefficients ay,...,ay du développement
B(X)/G(X) = 20 anX".
1. Calculer les 2d — 1 premiers coefficients ay,...,d34 5.
2. Poser p; = X%~ mod G(X) et v* = X4 mod G(X),
ou G(X) = X?G(1/X).
3. Pouri=2,...,[N/d]:
a. Calculer y; = y*y;_; mod G(X).
b. Calculer P = (ayg_p +---+ aOXZd_Z)yi.
c. Extraire ajy_1,a;4,...,4(i+1)a—2 les coefficients des mo-
ndémes X24-2, . X4 X491 dans P.
4. Renvoyer ay,...,aN.

Algorithme 4.3 — Développement en série d’une fraction rationnelle.

F(X)/G(X) = ¥; a; X" sont les coefficients de X?¢72,..., X4, X%~ du produit

(a2d-2 +++-+aoX?*72)(X* mod G(1/X)X?).

Démonstration. Le polynome G(1/X)X“ est polyndme caractéristique de la suite des
coefficients d’apres le Lemme 4.7. Le coefficient de Xk+i pouri=0,...,d—-1dansle
produit ci-dessus est égal au produit scalaire (A; | Vx) ou A; = (a;,...,a4,;_1), d’apreés
le Corollaire 4.5. |

Preuve du Théoreme 4.9. La méthode est résumée dans I’Algorithme 4.3. La premiére
étape se calcule par itération de Newton en O(M(d)) opérations dans A, ce qui repré-
sente un colt négligeable sur I’ensemble. L'obtention de y* est une récriture a partir
de G et ne demande pas d’opération. Ensuite, chaque itération utilise un produit dans
A[X]/(G) et un produit d’un polyndme de degré 2d —2 par un polyndéme de degré d —1.
Au total, sont donc effectuées O(NM(d)/d) opérations dans A. |

La traduction de ce résultat au niveau des srlcc est immeédiate.

Corollaire 4.11 Soit (a,) une suite récurrente linéaire a coefficients constants,
donnée par une récurrence d’ordre d, et des conditions initiales ay,...,a4_;. Soit
N > d. Alors, les termes ay, ...,ay peuvent étre calculés en O (NM(d)/d) opérations
dans A.

Applications

Evaluation d’un polynéme sur une progression arithmétique

Corollaire 4.12 Un polynome P de degré d peut étre évalué aux N + 1 > d points
b,a+b,2a+b,...,Na+b au prix total de O(N M(d)/d) opérations arithmétiques.
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Démonstration. L'opérateur A,(P) = P(X + a) — P(X) fait décroitre le degré des poly-
nomes. Il s’ensuit que A%*1P = 0 et donc P(an + b) est une suite récurrente linéaire
d’ordre d + 1 et de polynome caractéristique (X —1)4+1. |

Propriétés de cléture

La classe des srlcc admet de nombreuses propriétés de cloture : si a = (a,), et
b = (b,), sont deux srlcc de polyndmes caractéristiques P et Q, alors
1. lasomme a+b =(a, +b,), et le produit de Cauchy a*¢ b, dont le terme général
est ) ' a;b,_;, sont deux srlcc de polyndme caractéristique PQ ;
2. le produit d’Hadamard a®b = (a,b,,), est une srlcc de polynome caractéristique
égal au produit composé P ® Q défini au Chapitre 3;
3. la suite (Z?:O(’Z)aib,,_i)n est une srlcc de polynome caractéristique égal a la
somme composée P & Q définie au Chapitre 3.
Ils se calculent donc tous en bonne complexité (quasi-linéaire en la taille de la sor-
tie).

Exercice 4.5 Prouver les assertions précédentes. ]

Tests de primalité

Une application du calcul rapide d’un terme d’une récurrence est une famille de
tests probabilistes de primalité, de complexité polynomiale. L’idée est de construire
une suite récurrente (a,) d’entiers telle que la primalité de n soit équivalente (ou
presque équivalente) a a,, = 0 mod n.

Un cas particulier important en est le test de Fermat (pour lequel a, = a"™! — 1)
implanté dans la plupart des systémes de calcul formel. Bien qu’il soit probabiliste
(si n ne passe pas le test, n est composé, mais si n passe le test, alors il est premier seule-
ment avec une grande probabilité), sa grande simplicité le rend souvent préférable a
d’autres algorithmes sophistiqués.

Exercice 4.6 Soit (a,) une srlcc d’ordre d. Montrer qu’il existe des constantes entieres
€o,C1,---,¢q telles que p divise cg + ¢1a,_1 + -+ cga,_g des lors que p est un nombre
premier. De plus, pour tout premier p, les constantes ¢; mod p peuvent étre trouvées
en O(M(d)) opérations arithmétiques dans A = Z/pZ. [Indication : pour A une matrice
carrée d’entiers et p un nombre premier, la trace de A” et celle de A sont congrues
modulo p.] L]

Par exemple, si (F,) est la suite de Fibonacci, alors p divise F,_, + 3F, | — 1 des lors
que p est premier et la réciproque est vraie avec une bonne probabilité. L'exercice
précédent fournit un test de primalité similaire au test de Fermat. D’apres le Théo-
reme 4.6, son cout est de O(M(d)logp) opérations arithmétiques dans Z/pZ, soit
O(M(d)Mz(logp)log p) opérations binaires.

Exercice 4.7 Soient a et N deux entiers premiers entre eux. Montrer que N est
premier si et seulement si XN +a = (X + a)N mod N dans Z[X]. [

Exercice 4.8 Montrer que si N est premier, 0 <a < N et P(X) € Z[X], alors XN +a =
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(X +a)N mod P(X) dans Z/NZ[X]; si de plus, P(X) est de degré r = O(log® N), pour un
c> 0, alors cette égalité peut étre testée « en temps polynomial », c’est-a-dire en un
nombre d’opérations binaires polynomial en logN. ]

Notes

La suite de Fibonacci, introduite en 1202 par Leonardo Pisano (mieux connu
sous le pseudonyme de Fibonacci) dans un probléme récréatif décrivant la croissance
d’une population de lapins jouit de riches propriétés algébriques, arithmétiques et
combinatoires. Par exemple : (a) F, est le nombre de facons différentes de paver un
rectangle 2 x (n—1) au moyen de dominos 2 x 1; (b) (E,), est une suite de divisibilité,
c’est-a-dire que F, divise F,, dés lors que n divise m; (c) si n est impair, alors

7
1 k
F, =2""1 I_[ (Z + cos? 7“)
k=1
Exercice 4.9 Prouver les assertions (a)—(c). [

Malgré sa simplicité, la suite de Fibonacci fait 'objet de nombreux problemes ouverts.
Par exemple, on ignore s’il existe une infinité de nombres de Fibonacci premiers. Les
nombres de Fibonacci sont omniprésents en mathématiques et en informatique ? :
ils interviennent aussi bien dans l’analyse de 1’algorithme d’Euclide pour le calcul
du plus grand commun diviseur de deux entiers, que dans la solution négative du
dixiéme probléme de Hilbert par Matiyasevich 3.

Historiquement, le premier algorithme rapide pour la division des polyndmes
est dit a Moenck et Borodin [MB72]. Son point clé est que le quotient de la division
euclidienne de deux polynémes ne dépend que de leurs coefficients de poids fort. Cette
remarque est également a la base du calcul rapide de pgcd, étudié au Chapitre 6.

La paternité de l'algorithme de la Section 4.2 revient a Strassen [Str73]. Une
alternative, de méme complexité asymptotique, a ’algorithme esquissé en Section 4.2
pour les calculs modulaires a été proposée par Montgomery [Mon85].

Calculer les N premiers termes d’une srlcc de polynéme caractéristique fixé est une
opération linéaire en les conditions initiales; c’est le dual de I'opération de division
d’un polynéme de degré N par un polyndme fixé. Les conséquences algorithmiques
de ce fait seront décrites au Chapitre 12.

Le théoréme de Skolem—Mahler affirme que pour toute srlcc (4,,), 'ensemble de
ses zéros (les indices i pour lesquels a; = 0) est la réunion d’un ensemble fini et d'un
nombre fini de suites arithmétiques. Son étude est une question subtile. Par exemple,
déterminer si I’ensemble des zéros est vide est un probleme NP-difficile [BP02]. Le
livre d’Everest, van der Poorten, Shparlinski et Ward [Eve+03] est une excellente
référence pour en savoir plus sur les questions reliées aux srlcc. Sur ces questions, il
existe aussi quelques articles synthétiques et bien écrits [CMP87 ; Poo89].

2. Lejournal The Fibonacci Quarterly est entiérement dédié a I'étude de leurs propriétés.
3. Ce probléme proposait de trouver un algorithme pour décider si un systéme d’équations diophan-
tiennes (polynomes a coefficients entiers) admet une solution en nombres entiers.
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L’Exercice 4.1 est le point clé de la méthode de Wiedemann pour la résolution de
systémes linéaires creux, traitée au Chapitre 9.

Le calcul rapide d’un terme de la suite de Fibonacci par exponentiation binaire de
la matrice compagnon associée releve du folklore mathématique. Sa généralisation
(Exercice 4.4) est décrite par Miller et Brown [MB66], mais était probablement connue
bien avant.

Le Théoréme 4.9 et le Corollaire 4.11 sont dus a Fiduccia [Fid85] et Shoup [Sho91a].
Leur récente généralisation au cas des matrices polynomiales est a la base du meilleur
algorithme pour la résolution de systemes linéaires a coefficients polynomiaux, exposé
au Chapitre 11.

Il n’existe pas de test déterministe de primalité basés sur le test modulaire d’un
terme d’une récurrence a coefficients constants. Par contre, on peut caractériser un
nombre premier N a l'aide de suites qui vérifient des récurrences a coefficients poly-
nomiaux (comme la factorielle, via le test de Wilson (N—1)! = -1 mod N). Malheureu-
sement, cela ne fournit pas d’algorithme efficace. Le premier algorithme déterministe
qui prouve la primalité en temps polynomial est trés récent [AKS04]; il part de la
caractérisation de type Fermat donnée dans I’Exercice 4.8, et exhibe une constante
¢ et un polynome P tels que la primalité de N est impliquée par la vérification de
I'identité de I’Exercice 4.8 pour seulement r'/21og N valeurs de a.
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5. Calculs modulaires, évaluation et
interpolation

Le concept d’algorithme modulaire est central en calcul formel. Il permet de
pallier le phénomene d’explosion des expressions intermédiaires. Des cas parti-
culiers importants sont I’évaluation multipoint et I'interpolation, pour lesquels il
existe des algorithmes rapides qui peuvent étre vus comme des généralisations de
la FFT.

Introduction

Un ingrédient essentiel en calcul formel est 1'utilisation de différents types de
représentation pour les objets manipulés. Par exemple, un polyndme est classiquement
codé par la liste de ses coefficients, mais on peut trés bien le représenter par les
valeurs qu’il prend en un nombre suffisant de points. D’ailleurs, nous avons vu au
Chapitre 2 que c’est bien cette seconde représentation qui est la plus adaptée pour le
calcul efficace, via la FFT, du produit de polyndmes. Par ailleurs, d’autres opérations
(comme la division polynomiale, traitée au Chapitre 4) se font mieux dans la premiére
représentation. D’autres exemples de codages alternatifs déja rencontrés dans cet
ouvrage sont I’écriture des entiers en différentes bases de numération, ou encore la
représentation des suites récurrentes linéaires a coefficients constants, soit par leurs
éléments, soit par leurs séries génératrices, soit par une récurrence et des conditions
initiales.

L'exemple de la FFT montre a quel point il est crucial d’examiner dans quelle
représentation un probleme donné est plus facile a traiter, et aussi, de trouver des
algorithmes rapides pour la conversion d’une représentation a l’autre. Une incarna-
tion de ce concept général est la notion d’algorithme modulaire, dont la méthodologie
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« évaluation-interpolation » est un cas particulier treés important. Lapproche modu-
laire consiste a choisir des modules m;, a faire des calculs modulo chaque m; et a
reconstruire tout a la fin le résultat a I'aide d’une version effective du théoréme des
restes chinois. Pour garantir I'unicité du résultat et la correction de ce schéma, il suffit
que les modules soient suffisamment nombreux et indépendants. Typiquement, s’il
s’agit d’entiers, ils peuvent étre choisis premiers entre eux et tels que leur produit
dépasse le résultat final. En particulier, pour mettre en place une approche modulaire,
on a besoin de bornes a priori sur la taille de 'objet a calculer.

Cette approche porte ses fruits surtout lorsque les coefficients dans les calculs
intermédiaires sont beaucoup plus gros que ceux du résultat final. Il s’agit du phéno-
mene d’explosion des expressions intermédiaires, qui se présente par exemple dans le
calcul du déterminant d’une matrice entiére ou polynomiale, ou encore au cours du
calcul du pged de polyndomes a coefficients entiers.

Exemple 5.1 — Calcul du déterminant d’'une matrice polynomiale. Soit a cal-
culer le déterminant d’une matrice n x n, dont les éléments sont des polynomes
de degré au plus d (le cas particulier d = 1 correspond au calcul d’un polynoéme
caractéristique). Le point de départ est la remarque que le pivot de Gauss produit
sur la i-iéme ligne des fractions rationnelles de degré 2'd. Ainsi, sa complexité ne
semble pas polynomiale par rapport a n. Une approche évaluation-interpolation
résout cette anomalie. Le déterminant étant un polyndome de degré au plus nd,
il suffit de choisir un ensemble de nd + 1 points, d’y évaluer les éléments de la
matrice, de calculer les nd + 1 déterminants de matrices scalaires et de finir par
une interpolation fournissant le determinant cherché. Le méme raisonnement
s’applique aux matrices entiéres.

Choix des modules. Dans certaines situations, le programmeur a le choix des modules.
Dans 'exemple précédent, on peut choisir comme modules des polynomes de la forme
X - w', dans le cas favorable ol I'anneau de base contient une racine principale de
l'unité w d’ordre suffisamment élevé (~ 2dn). En théorie, ce choix est donc possible
des lors que I'anneau de base permet une multiplication polynomiale a base de FFT.
En pratique, il existe des plages de degrés pour lesquelles, méme si elle est faisable, la
FFT n’est pas encore rentable; ce choix est alors déconseillé. Dans d’autres situations,
le choix des modules est intrinsequement imposé par le probléeme a traiter; c’est le
cas pour le calcul de la factorielle exposé au Chapitre 15.

Présentation, résultats

Les problémes d’évaluation et d’interpolation sont inverses 1’'un de ’autre. Dans
leur version standard, ils s’énoncent ainsi. Soient ay,...,a,_; des points dans A,
ou A est un anneau commutatif.

Evaluation multipoint Etant donné un polynéme P dans A[X], de degré strictement
inférieur a n, calculer les valeurs :

P([lo), veny P(an_l )

Interpolation Etant donnés by,...,b,_; € A, trouver un polynome P € A[X] de degré
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strictement inférieur a n tel que
P(ag) = bo,...,P(ay_1) = b,_1.

Le probléme d’interpolation admet toujours une solution unique sous I’hypothese
technique suivante :

a; —aj est inversible dans A lorsque i = j. (H)

i n . .7 .
En effet, siV = (af_} )i i1 est la matrice de Vandermonde associée aux points a;, dont
le déterminant vaut det(V) = [];; (a]- —ai), alors le probleme d’interpolation se traduit
par la résolution en l'inconnue p du systéme linéaire Vp = b, ou b est le vecteur
des b;. Or, ce systéme admet une solution unique, puisque I’hypothése (H) entraine

I'inversibilité du déterminant det(V) et donc aussi celle de la matrice V.

Exercice 5.1 Montrer que det(V) = ]_[i<j(a]- —a;). [

Cette discussion suggere un algorithme naif pour l'interpolation, produisant I'unique
solution p = V-!'b du systéme Vp = b a 'aide du pivot de Gauss en O(n3) opéra-
tions dans A, ou encore en O(MM(n1)) = O(1n®) opérations (2 < 6 < 3), en utilisant
l'algorithmique matricielle rapide (Chapitre 8). De maniére analogue, I’évaluation
multipoint de P en les 4; se traduit par le produit matrice-vecteur Vp, ou p est le
vecteur des coefficients de P; elle peut donc étre effectuée de maniére naive en O(n?)
opérations arithmétiques. En s’y prenant vraiment naivement, I'interpolation est donc
plus coliteuse que I’évaluation multipoint. Nous verrons un peu plus loin qu'une mé-
thode exploitant la formule d’interpolation de Lagrange permet de résoudre le probleme
d’interpolation en complexité quadratique en n.

L'objectif de ce chapitre est de montrer qu’il est possible d’atteindre une complexité
quasi-optimale, tant pour I’évaluation multipoint que pour l'interpolation, en utilisant
des algorithmes de type « diviser pour régner » qui ramenent ces questions a des
multiplications de polynomes. Les principaux résultats sont les suivants :

Théoréme 5.1 — « Evaluation-interpolation ». On peut effectuer 1’évaluation
et 'interpolation sur n points vérifiant I’hypothese (H) en utilisant O(M(n)log n)
opérations (+,—, x) de A. Cette complexité peut étre abaissée a O(M(n)) si les points
forment une progression géométrique de raison inversible dans A.

En termes pratiques, si I’anneau de base A est un corps fini, les algorithmes rapides
deviennent avantageux pour des degrés de 'ordre de quelques dizaines : c’est sen-
siblement mieux que pour les algorithmes rapides de type « diviser pour régner »
utilisés aux Chapitres 6 et 7 pour le calcul rapide de pgcd ou d’approximants de
Padé-Hermite; cela reflete une relative simplicité des algorithmes.

L’évaluation multipoint et l'interpolation sont des instances particuliéres des
problémes modules multiples et restes chinois s’énongant comme suit :
Modules multiples Etant donnés des polynomes P, my,...,m, dans A[X] qui satisfont

deg(P) < n =) ;deg(m;), calculer les restes :

P mod my,...,P mod m,.
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Restes chinois Etant donnés des polyndmes by, ..., b, my,...,m, dans A[X], avec m;
unitaires, trouver P € A[X] de degré strictement inférieur a n = ) ;deg(m;) tel
que

P mod my = by,...,P mod m, = b,.

Les techniques de ce chapitre s’y généralisent. Pour les restes chinois, I'unicité du
résultat est garantie par I’hypothese que les résultants Res(m;, m;) sont inversibles
dans A, pour tous i # j. Cette condition technique généralise la condition d’inversibi-
lité des a; —a; (se rapporter au Chapitre 6 pour la définition du résultant). On peut
alors prouver le résultat suivant, laissé en exercice :

Théoréeme 5.2 On peut résoudre les deux problemes ci-dessus avec un algorithme
qui utilise O(M(#n)logn) opérations (+,—, x) dans A.

Naturellement, on peut poser les questions précédentes dans le cas ou 'anneau de
polyndmes A[X] est remplacé par 'anneau Z, les polyndmes m; sont remplacés par des
modules entiers 4;. Il est possible d’obtenir le méme type de résultats de complexité,
cette fois en comptant les opérations binaires.

Théoreme 5.3 Soient 4y,...,a, des entiers strictement positifs de produit A =
ay---a, ayant au plus n chiffres. Si b est un entier d’au plus 7 chiffres, alors on peut
calculer b mod ay,...,b mod a, en O(Mg(n)logn) opérations binaires.

Inversement, sous I’hypothése que les a; sont premiers entre eux, a partir
d’entiers by,...,b, tels que b; < g;, on peut calculer I'unique entier b < A tel que
b mod a; = b; pour tout i, en O(My(n)logn) opérations binaires.

La suite de ce chapitre est organisée comme suit : dans la Section 5.3 est décrite la
méthode d’interpolation de Lagrange, de complexité quadratique. La Section 5.4 est
consacrée aux algorithmes rapides sous-jacents a la preuve du Théoréme 5.1. Comme
les techniques pour le cas des entiers sont les mémes que pour les polyndémes, nous
laisserons la preuve du Théoréme 5.3 a titre d’exercice.

Interpolation de Lagrange

Un algorithme de complexité quadratique pour l'interpolation polynomiale repose
sur une écriture explicite du polynome interpolant. Soient b; les valeurs a interpoler
et a; les points d’interpolation vérifiant I’hypothése (H). On peut alors écrire P sous la

forme : .
= X—a;
P(X) = Zbi ]_[ a'_a]‘.

i=0

0<j<n-1, j=i '/

Cette égalité est usuellement appelée la formule d’interpolation de Lagrange. Pour la
prouver, il suffit d’observer que pour tout 7, le produit s’annule en a; (j = i), et vaut 1
en a;. Afin de simplifier I’écriture de la formule de Lagrange, posons

A=][x-a) et A =] [X-a)= Xj_xa,
i i

j=i
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Entrée ay,...,a,_; € A vérifiant (H) et by,...,b,_; dans A.
Sortie L'unique polynéme P € A[X] de degré strictement inférieur
a n tel que P(a;) = b; pour tout i.
1. Initialiser Aal,etP aO0.
2. Pouri=0,...,n—1 faire
A=A (X - ﬂi).
3. Pouri=0,...,n—1 faire
Aj = A/(X-a;)
qi = Ai(a;)
P=P+b;A;/q;.
4. Renvoyer P.

Algorithme 5.1 — Algorithme de Lagrange pour l'interpolation polynomiale.

pour i =0,...,n—1. On a donc les relations A(a;) = 0 et pour j # i, A;(a;) = 0. On
obtient alors I’écriture

Une approche directe pour l'interpolation revient a calculer tout d’abord les poly-
noémes A;, puis leurs valeurs en les points a;, et enfin a effectuer les combinaisons
linéaires nécessaires. Le seul point non trivial est le calcul des A; : si on n’y fait pas
attention, on risque de sortir des bornes en O(n?) (par exemple, si on les calcule tous
indépendamment, et chacun de maniere quadratique). Pour faire mieux, on partage
le gros des calculs, en calculant d’abord le polynéme A.

I Proposition 5.4 L’Algorithme 5.1 utilise O(n?) opérations dans A.

Démonstration. La multiplication d’un polynéme de degré d par un polyndéme de
degré 1 prend un temps linéaire en d, disons Cd opérations, C étant une constante.
Calculer A demande donc C(1 + 2+ ---+ (n—1)) = O(n?) opérations. Ensuite, chaque
passage dans la seconde boucle prend un temps linéaire en n. Il y a n passages, d’ou a
nouveau un coit quadratique. ]

Algorithmes rapides

Les idées

L'idée fondamentale de l'algorithme d’évaluation multipoint rapide est d’utiliser
une technique de type « diviser pour régner ». Supposons pour simplifier que # soit
pair et séparons l’ensemble des points ay,...,a,,_1 en deux paquets, ay,...,4,/,_1 et
ay/2,--.,4,_1- 1l est naturel d’associer a P deux polynomes Pj et P; de degrés strictement
inférieurs a n/2, tels que :

Po(ag) = P(ag),..., Po(an/o-1) = Playo-1) et Pi(a,n) =Playn),...,Pi(a,-1) = P(a,_1).
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(X~ 02X~ a)|

/
G (v o e e

Ficure 5.2 — Arbre des sous-produits.

Entrée ay,...,a,_; dans A, avec n de la forme n = 2* (k € N).
Sortie L’arbre B des sous-produits associé aux points a;.
1. Sin =1, renvoyer X —ay.
2. Calculer récursivement l’arbre 5 des sous-produits associé
é Ags.--rAy/2-1-
3. Calculer récursivement l’arbre 3; des sous-produits associé
a Apj2reeerpy—1-
4. Calculer A = ByB;, ou By et By sont respectivement les ra-
cines de By et de ;.
5. Renvoyer l'arbre de racine A et dont les fils sont B et ;.

Algorithme 5.3 — Algorithme rapide pour le calcul de I'arbre des sous-produits.

Pour effectuer cette construction, le choix suivant s’impose :
Po=P mod (X=ag)-+(X—ay1), Pr=Pmod (X=ays)-(X—a, 1)

On a donc ramené le calcul en degré n a deux calculs en degré n/2, plus deux divisions
euclidiennes; on va ensuite itérer ce processus. En bout de course, on retrouve les
valeurs P(a;), car celles-ci peuvent également s’écrire P mod (X —a;).

Remarquons que les polynomes par lesquels on effectue les divisions euclidiennes
ne sont pas « gratuits » : on doit les (pré)calculer. Pour cela, I'idée est de les empiler
dans une structure d’arbre binaire, dont les noeuds internes sont étiquetés par des
polyndmes.

L'arbre des sous-produits

Pour simplifier, dans tout ce qui suit, on suppose que le nombre de points est une
puissance de 2, n = 2*. Quand ce n’est pas le cas, on adapte toutes les constructions
(on fabrique toujours un arbre binaire, mais il lui manque alors des nceuds internes
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{P mod (X — ag)(X — al)} {P mod (X — ap—2)(X — an,l)}

mod \mod mod / \rfod

P mod (X — ag) [P mod (X — al)J [P mod (X — an_Q)J [P mod (X — an_l)J

FiGure 5.4 — Parcours descendant de l’arbre des sous-produits.

a certains niveaux). On peut donner la définition récursive suivante pour cet arbre
(noté B), représenté dans la Figure 5.2 :

— Si k=0, B se réduit a un nceud unique qui contient le polynéome X — ay.

— Sinon, soient B et B les arbres associés respectivement aux points ay, ..., ay1_1
et dyc-1,...,a<_1. Soient By et By les polynomes présents aux racines de B et Bj.
Alors B est I'arbre dont la racine contient le produit ByB; et dont les fils sont B
et Bl .

L’intérét de cette structure d’arbre est double : d’une part, il contient tous les poly-
noémes par lesquels on va diviser lors de I’algorithme d’évaluation, d’autre part, le
cotit de son calcul s’amortit, et devient essentiellement linéaire en le degré.

Proposition 5.5 L’Algorithme 5.3 calcule tous les polyndomes apparaissant dans
l’arbre B en O(M(n)logn) opérations arithmétiques dans A.

Démonstration. Soit T(n) le colit du calcul de l'arbre pour n points. La définition
récursive implique I'inégalité suivante pour T(n) :

T(n)s2T(§)+ M(g)

Le résultat s’ensuit en invoquant le théoréme « diviser pour régner ». |

Evaluation multipoint rapide

L'algorithme d’évaluation multipoint devient simple a écrire de maniere récursive,
si on s’autorise un peu de souplesse dans 1’écriture, en supposant précalculés tous les
nceuds de I'arbre. Comme illustré dans la Figure 5.4, cela correspond a faire descendre
les restes de divisions euclidiennes dans l’arbre des sous-produits. Or, la division
avec reste par un polyndme unitaire de degré n peut s’effectuer en O(M(n)) opérations
de A (Chapitre 4). Nous obtenons le résultat de complexité suivant :
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Entrée ag,...,a,_; dans A, avec n de la forme n = 2* (x € N),
I’arbre B des sous-produits associé aux points 4;, P dans
A[X], avec degP < n.

Sortie P(ayp),...,P(a,_1)-

1. Sin=1, renvoyer P.

Pp =P mod (X —ag)--- (X =ay/2-1)-

P, = P mod (X~ a,5) (X~ ).

Calculer (par un appel récursif) Ly = Py(ag), ..., Po(a,/2-1)-

Calculer (par un appel récursif) Ly = Py (a,,/2),...,Pi(a,_1).

Renvoyer Ly, L;.

o G g B 9

Algorithme 5.5 — Algorithme rapide d’évaluation multipoint par division répétée.

Proposition 5.6 La complexité de ’Algorithme 5.5 est de O(M(n)logn) opérations
arithmétiques dans A.

Démonstration. Soit T(n) le colit du calcul pour n points. L'algorithme ci-dessus im-
plique la récurrence suivante pour T(#n) :

T(n) < 2T(g)+ O(M(n)),
et le résultat en découle grace au théoréme « diviser pour régner ». |

Exercice 5.2 Si w € A est une racine principale n-iéme de 1'unité, montrer que
l'algorithme FFT vu au Chapitre 2 est un cas particulier de ’Algorithme 5.5. [

Exercice 5.3 Estimer la complexité de la variante de I’Algorithme 5.5 dans laquelle
l'arbre des sous-produits n’est pas précalculé, les polynomes modulo lesquels s’effec-
tuent les divisions étant calculés a la volée. [

Sommes de fractions

Un probléme intermédiaire a traiter avant de résoudre efficacement le probleme
d’interpolation est celui du calcul rapide d’'une somme de fractions. Rappelons les
définitions introduites dans la Section 5.3. A partir des points a;, nous y avions défini

les polynomes
A:l |(X—a-) et A'=| |(X—a-): A .
. ! ’ 7 X—a
j

j=i

Il était apparu que pour effectuer 'interpolation, il suffisait de savoir effectuer la tache
suivante : étant données des valeurs c;, calculer le numérateur et le dénominateur de

la fraction rationnelle
Ci
. 5.1
sz—m (5.1)
0
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Entrée ag,...,a,_1 € A et cg,...,c,—1 dans A, avec n de la forme
n=2%(xkeN).
Sortie N,P e A[X] tels que P =(X—-ag)---(X—4a,_1)
t N _ Z:n—l (4]
€LP = Li=0 X-q;°
1. Si n =1, alors renvoyer ¢y et X —ay.
2. Appeler récursivement l’algorithme avec ay,...,a,/,_1
et cg,...,Cy/o-1- On note N et P; les polynomes renvoyés.
3. Appeler récursivement l’algorithme avec a,p,...,a,_1
et ¢,/p,...,C,_1 pour obtenir en sortie N, et P,.
4. Renvoyer N1 P2 + N2P1 et Pl Pz.

Algorithme 5.6 — Somme de fractions.

C’est a cette question que nous allons répondre maintenant; a nouveau, on utilise une
idée de type « diviser pour régner » : par deux appels récursifs, on calcule

n/2-1

n
C; C;
S, = E ! et S, = > !
1 = X-ai ’ i:n/2X_ai

et on renvoie S = S; + S;. Soit T(n) le cotit du calcul pour n points. La méthode est
résumée dans I’Algorithme 5.6. Son cott satisfait a la récurrence :

T(n) < 2T(§)+O(M(n)),

d’ou 'on déduit le résultat suivant, en faisant encore une fois appel au théoreme
« diviser pour régner ».

Proposition 5.7 L'Algorithme 5.6 calcule le dénominateur et le numérateur de la
fraction rationnelle (5.1) en O(M(rn)logn) opérations dans A.

Interpolation

A ce stade, 'interpolation ne pose plus de réelle difficulté. Au vu des formules de
la Section 5.3, le polyndme interpolant les valeurs b; aux points a; est donné par :

n—1
P(X) = b,»A'((a')) - A(X)x Tﬁf)
i=0 n i=0 !

D’apres les paragraphes précédents, on sait comment calculer rapidement la fraction
rationnelle } ¢;/(X —a;); il ne reste plus qu’a calculer les constantes ¢; = b;/A;(a;). Le
calcul itératif des constantes c; reviendrait a évaluer n polynomes différents, chacun en
un point, et aurait donc une complexité trop élevée, quadratique en n. La proposition
suivante permet de remplacer ces n évaluations par une évaluation multipoint d’un
unique polynéme en n points, ce qui meéne a un gain de complexité.
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Entrée ay,...,a,_; € A vérifiant (H) et by,...,b,_; dans A.
Sortie L'unique polynéme P € A[X] de degré strictement inférieur
a n tel que P(a;) = b; pour tout i.
1. Calculer l'arbre des sous-produits associé aux points 4; (de
racine A).
2. Calculer d; = A’(a;) pour tout 0 < i < n—1, avec I’Algo-
rithme 5.5.
3. (C(), 000p Cn—l) = (bo/do, 5000 bn—l/dn—l )
4. Calculer la somme R de fractions

co/(X—ag)+-++cp1/(X=a,_1)

avec ’Algorithme 5.6.
5. Renvoyer le numérateur de R.

Algorithme 5.7 — Algorithme d’interpolation rapide.

I Proposition 5.8 Pour tout i =0,...,n—1, 0on a A;(a;) = A’(a;).

Démonstration. On dérive A, ce qui fournit I’égalité :

n-1 n-1
w3 =S
i=0 j#i i=0
On a vu précédemment que A;(a;) = 0 pour j # i, ce qui donne le résultat. n

L’algorithme d’interpolation et ’estimation de son colt s’en déduisent facilement.

Proposition 5.9 La complexité de I’Algorithme 5.7 est O(M(n)logn) opérations
de A.

Démonstration. C’est une conséquence des Propositions 5.5, 5.6 et 5.7. |

Evaluation et interpolation sur une suite géométrique

Dans cette section nous montrons que tout polynéome de degré n peut étre évalué
et interpolé sur des points en progression géométrique {1,q,...,4" '} en O(M(n))
opérations.

Proposition 5.10 Soit g un élément inversible de A, et a; = g pour 0 < i < n.
Alors :
1. On peut évaluer tout polynéme P € A[X] de degré strictement inférieur a n
sur les points ay,...,a,_; en O(M(n)) opérations dans A.
2. Siles points (a;) vérifient I’hypothése (H) on peut effectuer l'interpolation en
les points ay,...,a,_; en O(M(n)) opérations dans A.
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Démonstration. Soit P =py+p1 X+--- +pn,1X”_1. Pour i=0,...,2n—2, on introduit les

nombres triangulaires t; = i(i — )/2 et la suite f; =g ; pour i =0,...,n—1 on construit
Yi = pi/pi- Tous les éléments q ,Vi et Bi peuvent étre calculés en O( ) opérations,
en utilisant 1’égalité g'i+! = g'q'i. L'observation clé est que ij = ti,j—t—t; et donc

q'7 =p;! ﬁ;lﬁi +j- Lalgorithme d’évaluation repose alors sur la formule

n—1

ZP]‘IU = ﬁz ZY]ﬁH]’

qui montre que les valeurs P(g') sont, a des facteurs constants pres, donnees par les
coefficients de X"~1,...,X?"~2 dans le produit de Yo le” =1 et XIZ”OZ ;

Pour l'interpolatlon, on adapte I’Algorithme 5.7, de fagcon a économiser un facteur
log en tirant parti de la structure des points a; = q'.

On commence par remarquer que la racine A(X) de ’arbre des sous-produits peut
étre calculée en O(M(n)) opérations dans A, par un algorithme qui ne nécessite pas la
construction de tout l'arbre des sous-produits, donc différent de I’Algorithme 5.3. En
effet, puisque les points a; forment une suite géométrique, il est possible de calculer
récursivement A = (X a;) par un seul appel récursif calculant By = ]_[”/2 Y(X-a;),
suivi du calcul de Bl =IT n/2(X a;) a partir de By par une homothétie de cout O(n),
et enfin du calcul du produit A = ByB;.

Par ailleurs, observons que dans I’Algorithme 5.7, le calcul de tout l’arbre des
sous-produits a été utilisé uniquement pour 1’évaluation multipoint de A’. Or, par
la premiere partie de la Proposition 5.10, I’évaluation de A’ sur les points a; peut
s’effectuer en O(M(n)) opérations.

Il nous reste a prouver que la somme des fractions (5.1), qui devient ici

n—1

(5.2)
i=0
peut également étre déterminée pour le méme cofit.

On adopte la stratégie suivante : on calcule le développement en série a 'ordre n
de la fraction (5.2). Celui-ci suffit pour en déduire son numérateur N(X). Pour ce
faire, on utilise la formule 1/(a—X) =}_;5 a~J=1XJ valable dans A[[X]] pour tout a € A
inversible. On obtient :

n—-1 c: n-1{n-1 n—1 ] )
) sty et e= 9T |- § e
izo 1 i=0 \ j=0 =0

ot C(X) est le polynome Y =5 ¢;X". Or, les points g~!,q72,...,q™" étant en progression
géométrique, on sait évaluer C sur ces points en O(M(n)). |

Exercice 5.4 Montrer que tout I’arbre des sous-produits associé aux points a; = ¢,
i=0,...,n—1, peut étre calculé en M(n) + O(nlogn) opérations dans A. ]

Une approche évaluation-interpolation reposant sur la Proposition 5.10 permet d’ob-
tenir un bon algorithme pour la multiplication des matrices polynomiales.
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Corollaire 5.11 Soit K un corps possédant au moins 24 éléments. Il est possible
de multiplier deux matrices polynomiales de M,,(K[X]) de degré au plus d en
MM(1,d) = O(d MM(n) + n> M(d)) opérations dans K.

Exercices

Exercice 5.5 — Calcul rapide de sommes de puissances. Soient x1,x»,...,x, des
éléments de K et soit Py =) 1", xff pour k > 1. Montrer que, a partir de la donnée des
X1,...,Xy, 1l est possible de calculer :
1. tous les Py dont les indices k < n sont une puissance de 2 en O(nlogn) opérations
dans K.
2. tous les Pj,..., P, en O(M(n)logn) opérations dans K.
]

Exercice 5.6 Estimer la complexité de l'algorithme direct pour évaluer un polynéme
de degré au plus n et ses premieéres n dérivées en un point. Imaginer un algorithme de
complexité quasi-linéaire résolvant ce probleme. [

Exercice 5.7 Soient a,b,c,d € A. Montrer qu’on peut évaluer tout polynéme de degré
au plus n en {ba* +ca' +d, 0<i<n}, en O(M(n)) opérations dans A. [

Exercice 5.8 Soit K un corps, my,m, € K[X] des polyndmes premiers entre eux, de
degrés au plus #n, et vy, v, € K[X] de degrés strictement inférieurs & n. Donner un
algorithme de complexité O(M(n)logn) qui calcule f € K[X] de degré strictement
inférieur a 2n tel que f = v; mod m; et f = v, mod m,. [Indication : utiliser un pgcd
étendu.]

En déduire un algorithme de type « diviser pour régner » pour l'interpolation
polynomiale en degré 1, de complexité O(M(n)log? n). (]

Exercice 5.9 — Multiplication de polynémes a deux variables par substitution
de Kronecker. Soient f et g dans K[X,Y] de degrés au plus dx en X et au plus dy
enY.

1. Montrer qu’il est possible de calculer tous les coefficients de h = f g avec un
algorithme de complexité O(M(dxdy)) opérations dans K. Utiliser la substitution
X « Y2+ pour se ramener a une multiplication de polynémes a une variable.
2. Améliorer ce résultat en donnant un schéma d’évaluation-interpolation qui
permette le calcul des coefficients de h en O(dxM(dy) + dyM(dx)) opérations de

K si K est assez grand.
]

Notes

Pour évaluer un polynéme P(X) = p,,_; X"~! +---+ p, en un seul point a, le schéma
de Horner P(a) = (---((py_14 + pu_2)a + pn_3)a + --- + pp) minimise le nombre d’opé-
rations (additions ou multiplications). Cet algorithme effectue n — 1 additions et
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n —1 multiplications dans A, et on ne peut pas faire mieux en général (ceci, si les
coefficients du polyndéme sont algébriquement indépendants — c’est-a-dire s’ils se
comportent comme des indéterminées). Ce résultat d’optimalité a été conjecturé par
Ostrowski [Ost54] et prouvé par Pan [Pan66]. Par contre, pour un polynéme donné,
il peut étre possible de faire mieux : 1’évaluation de P(X) = X! se fait en temps
logarithmique en n.

Une forme particuliére du théoréme des restes chinois a été enoncée il y a plus
de 2000 ans par le mathématicien chinois Sun Tsu. Le traitement moderne est da a
Gauss [Gau66]. Ce théoreme admet une formulation tres générale, en termes d’idéaux
d’anneaux non nécessairement commutatifs : Si R est un anneau et I1,...,I, des idéaux
(a gauche) de R mutuellement premiers (c’est-a-dire I; + I; = R pour i < j), alors
I’anneau quotient R/ N; I est isomorphe a I’anneau produit [ [R/I; via I'isomorphisme
xmod I — (x mod Iy,...,x mod I,). La formule d’interpolation de Lagrange est due
a Waring [War79]. Les avantages pratiques de l'arithmétique modulaire et les pre-
miéres applications en informatique du théoréeme des restes chinois ont été mis en
évidence dans les années 1950 par Svoboda et Valach [SV55], et indépendamment par
Garner [Gar59] et Takahasi et Ishibashi [TI61].

Le premier algorithme sous-quadratique, de complexité arithmétique O(n
pour I’évaluation multipoint est dit a Borodin et Munro [BM71] et repose sur une
approche pas de bébés / pas de géants exploitant la multiplication sous-cubique des
matrices de Strassen [Str69]. Horowitz [Hor72] a étendu ce résultat a I’interpolation.
La Proposition 5.5 calcule efficacement les fonctions symétriques élémentaires de n
éléments ay,...,a,_1 de A; elle est due également a Horowitz [Hor72]. S’inspirant de
la FFT, Fiduccia [Fid72b] eut I'idée d’un algorithme pour 1’évaluation multipoint a
base de division polynomiale récursive. Ne disposant pas de division de complexité
sous-quadratique, son algorithme récursif reste quadratique. Borodin et Moenck
corrigent ce point dans deux articles successifs [BM74; MB72], reposant sur des
algorithmes quasi-optimaux pour la division [MB72; Str73]. Montgomery [Mon92]
améliore la constante dans la complexité O( M(n)logn) de I’évaluation multipoint, sous
I’hypothese que la FFT est utilisée pour la multiplication polynomiale. L'algorithme
d’évaluation sur une suite géométrique exposé dans ce chapitre provient des travaux
de Rabiner, Schafer, Rader [RSR69], et Bluestein [Blu70]. A l'origine, cet algorithme a
permis de montrer qu'une DFT, pour w racine primitive n-iéme de 'unité, peut étre
effectuée en O(nlog n) opérations méme si n n’est pas une puissance de 2. Lalgorithme
d’interpolation est une adaptation de celui de Mersereau [Mer74]. Les meilleures
constantes actuellement connues dans les O(-) du Théoréme 5.1 sont obtenus a 1’aide
du principe de transposition de Tellegen [BLS03; BS05].

On connait peu de choses sur la complexité intrinseque de ’évaluation multipoint
et de I'interpolation en degré n. Strassen [Str73] a prouvé une borne inférieure de type
nlogn. Shoup et Smolensky [SS97] ont montré que ces bornes restent essentiellement
vraies méme dans un modele ou des précalculs en quantité illimitée sur les points
d’évaluation sont permis. Cependant, l'optimalité des meilleurs algorithmes connus,
de complexité O(nlog® 1), reste un probléme ouvert. Méme dans le cas particulier
ou les points d’évaluation sont en progression arithmétique, on ne dispose d’aucun
algorithme d’évaluation multipoint de complexité O(M(n)), ni d’'une preuve qu'un
tel algorithme n’existe pas. De méme, pour des points quelconques ay,...,a,_; on ne

1,91)
)



108

5. Calculs modulaires, évaluation et interpolation

connait pas d’algorithme de complexité O(M(n)) pour calculer le polyndéme [ [;(X — a;).
Notons toutefois que de tels algorithmes existent dans les cas particuliers ou les a;
forment une progression arithmétique ou géométrique [BS05]. L'Exercice 5.8 provient
de [HH71]; historiquement, ce fut le premier algorithme rapide pour les restes chinois.
Les Exercices 5.6 et 5.7 sont tirés de [ASU75].
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6. Pgcd et résultant

Les calculs de pged sont cruciaux pour la simplification des fractions, qu’il
s’agisse de fractions d’entiers ou de fractions de polyndmes. Les algorithmes
efficaces de factorisation de polyndmes reposent par ailleurs de maniere essentielle
sur des calculs de pgcd. Comme pour la multiplication, les algorithmes efficaces de
pgcd sont plus complexes dans le cas des entiers que dans le cas des polynomes, a
cause des retenues, et nous n’en détaillons donc que la version polynomiale. Dans
les définitions et résultats de nature moins algorithmique, nous utilisons le cadre
algébrique des anneaux euclidiens qui permet de traiter simultanément toutes
les applications que nous avons en vue. Lalgorithme d’Euclide pour le calcul du
pgcd est probablement le plus vieil algorithme non-trivial encore en utilisation. Il
est présenté en Section 6.1. Dans le cas des polyndomes de K[X], sa complexité est
quadratique en nombre d’opérations dans le corps K. Le résultant est également lié
a l'algorithme d’Euclide, ses propriétés et son calcul sont présentés en Section 6.2.
En outre, une technique dite « des sous-résultants » permet de réduire ’explosion
de la taille des coefficients intermédiaires dont souffre ’algorithme d’Euclide pour
le pged dans Q[X]. Le chapitre se termine en Section 6.3 sur un algorithme de
complexité quasi-optimale pour le pged dans K[X], exploitant la multiplication
polynomiale rapide.

Dans ce chapitre, A désignera toujours un anneau intégre.

Algorithme d’Euclide

Le pgcd

Dans tout anneau intégre A, on appelle plus grand diviseur commun (pgcd) de A € A
et de B € A tout G € A qui divise A et B et tel que tout diviseur de A et de B divise
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aussi G. Cependant, dans ce degré de généralité, la notion est délicate : il existe des
anneaux integres contenant des éléments sans pgcd.

Exercice 6.1 Montrer que dans A = Z[i\/g], les éléments A = 4 et B = 2 + 2iV3
admettent G; = 2 et G, = 1 + V3 comme diviseurs, mais n’admettent aucun pged. =

On appelle traditionnellement anneau 4 pged un anneau integre dans lequel tous
couple d’éléments admet un pged. Algébriquement, le bon cadre pour parler de pged
est celui des anneaux factoriels ; d’un point de vue algorithmique, une classe d’anneaux
a pgcd bien adaptée aux calculs est celle des anneaux euclidiens. Contrairement a
I'usage, nous notons dans ce chapitre pgcd(A, B) tout pgcd de A et de B sans faire de
choix de normalisation parmi les pgcd de A et de B. L'algorithme d’Euclide présenté
dans cette section permet le calcul du pged dans Z ou dans I’anneau K[X], ou K est un
corps. Il repose sur I'existence d’une division euclidienne dans ces anneaux. Un anneau
integre A est appelé anneau euclidien s’il existe une fonction de taille d : A — NU {—oo}
telle que pour tout a € A, b € A\ {0}, il existe g et r dans A avec

a=qgb+r, d(r)<d(b).

En particulier, d(0) < d(b) des que b est non nul. Dans le cas des entiers, la valeur
absolue fournit une telle fonction d, et le degré remplit ce role pour les polyndmes.
La notation r := a mod b sert dans les deux cas a définir r a partir de a et de b. L'entier
ou le polyndme r est appelé reste de la division euclidienne de a par b.

r) Unélément d’un anneau est dit irréductible si les produits qui lui sont égaux font
tous intervenir un élément inversible. Tout anneau euclidien est principal (c’est-a-
dire composé des multiples d'un élément donné de I’anneau), et en particulier il
est factoriel (C’est-a-dire que tout élément non nul y a une factorisation unique en
irréductibles, a 'ordre pres de la factorisation et a des multiplications pres des
facteurs par des inversibles de ’'anneau). Le pgcd se lit aussi sur les factorisations.
Si deux éléments A et B d’un anneau factoriel A se factorisent sous la forme

A:amllcl---mlscs, B:bmfl-«-mgs,
ou a et b sont inversibles dans A, les m; sont irréductibles et les k; et ¢; sont des
entiers positifs ou nuls, montrer qu’alors un pged de A et B est
G= mrlnin(klrfl) ._.m;nin(ks,&).

Autrement dit, on rassemble dans G les facteurs irréductibles communs de
A et B, avec la plus grande multiplicité possible. La factorisation dans Z ou
dans K[X] est plus colteuse que le pgcd et cette propriété n’est donc pas utilisée
pour le calcul du pged.

Calcul du pgcd

BEtant donnés A et B dans un anneau euclidien A, I’Algorithme 6.1 d’Euclide
calcule une suite de restes successifs dont la taille décroit, jusqu’a atteindre le pgcd.
La terminaison provient de la décroissance stricte de la taille a chaque étape. La
correction de cet algorithme se déduit de la relation

pgcd(F, G) = pgcd(H, G) pour H:=Fmod G



6.1 Algorithme d’Euclide 113

Entrée A et Bdans A.
Sortie Un pgcd de A et B.

1. Rp:=A;R;:=B;i:=1.

2. Tant que R; est non nul, faire :
Ri+1 = Ri—l mod Ri
i:=1+1.

3. Renvoyer R; ;.

Algorithme 6.1 — Algorithme d’Euclide.

Par récurrence, il s’ensuit que pgcd(F,G) = pged(R;,R;;1) pour tout i. Si en outre
R;;1 est nul, alors pgcd(R;, R;;1) = R;, ce qui prouve la correction.

Exemple 6.1 Soient A = X*-13X3+2X?-X-1et B=X?>-X-1 dans Q[X]. La
suite des restes est :

Ro=X*-13X3+2X?-X-1, R =X*>-X-1,
R, =-22X-10, R3=-41/121, R, =0,

de sorte que —41/121 est un pgcd de A et B et donc 1 aussi.

Théoreme 6.1 L’algorithme d’Euclide calcule un pgcd de deux polynomes A et B
dans K[X] en O(deg A degB) opérations dans K.

Démonstration. La correction a été prouvée dans le cas général. Pour ’étude de com-
plexité, nous supposons d’abord que deg A > deg B. D’apreés le Chapitre 3 (page 82), le
calcul naif de P mod Q peut étre effectué en (2degQ + 1)(degP —degQ + 1) + 1 opéra-
tions de K. Il s’ensuit que le cotit de I’algorithme d’Euclide est borné par la somme
des (2deg(R;) + 1)(degR;_; —degR; + 1) + 1, pour i > 1. Tous les deg(R;) pour i > 1
sont majorés par deg B, de sorte que le cotit est borné par (2degB+1)} ;- (degR;_; —
degR; +1)+degB < (2degB+ 2)(degR( + degB) = O(deg AdegB).

Sile degré de B est supérieur a celui de A, la premiere étape ne colte pas d’opéra-
tion arithmétique, et la borne ci-dessus s’applique au reste du calcul. |

Exercice 6.2 Enoncer et prouver ’analogue entier du résultat du Théoréme 6.1. =

La borne de complexité quadratique refléte bien le comportement de ’algorithme :
dans une exécution typique les quotients ont degré 1 a chaque itération, les degrés
des restes successifs diminuent de 1 a chaque itération et leur calcul est linéaire; le
nombre de coefficients intermédiaires calculés est quadratique et ils sont calculés
aussi efficacement que possible par un algorithme qui les calcule tous.
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Pgcd étendu et inversion modulaire

Relation de Bézout

Une relation de la forme G = UA + VB qui donne le pgcd G de deux éléments
A et B de A avec deux cofacteurs U et V dans A est appelée une relation de Bézout.
L’algorithme d’Euclide étendu est une modification légere de l’algorithme d’Euclide
qui calcule non seulement le pgcd, mais aussi une relation de Bézout particuliere,

UA+VB=G, avecd(UG)<d(B)etd(VG)<d(A). (6.1)

Une fois le pged G choisi, les cofacteurs U et V sont rendus uniques par la contrainte
sur les tailles. Dans de nombreuses applications, c’est davantage de ces cofacteurs
U et V que du pgcd lui-méme dont on a besoin. On parle alors de calcul de pged
étendu. Ce calcul intervient par exemple de maniere importante dans la manipulation
des nombres algébriques (Exemple 6.3 ci-dessous), dans le calcul dans des algebres
quotient K[X]/(P) (Exemples 6.2 et 6.5 ci-dessous, cf. aussi la Section 4.2 en page 84),
et dans le développement rapide des séries algébriques (Chapitre 14). Il intervient
également dans d’autres algorithmes qui ne seront pas abordés dans cet ouvrage,
par exemple pour le calcul des « restes chinois rapides », pour la factorisation de
polynémes dans Z[X] ou Q[X] par des techniques de type « Hensel » (Chapitre 21),
ou pour l'intégration symbolique (a la Hermite).

Mais, avant tout, les calculs de pged étendu permettent d’effectuer des inversions
modulaires. Lorsque A et B sont premiers entre eux, (c’est-a-dire si G est un élément
inversible de A), alors I’élément V est un inverse de B modulo A.

Exemple 6.2 La relation de Bézout pour a + bX et 1 + X? dans R[X] s’écrit :
(a—bX)(a+bX)+b*(1+X?) =a’ + b2

Linverse de B = a+ bX modulo A = 1 + X? vaut donc

_a-bX
a2+ b2

Puisque le corps des complexes s’obtient par le quotient R[X]/(X?+1), cette relation
n’est autre que la formule d’inversion familiere

1 —ib
2= owi=vV-L

a+ib  a2+b2

Si A € A est irréductible, alors A/(A) est un corps, et le calcul de la relation de Bézout
permet d’y effectuer la division : si B# 0 mod A, alors N/B =NV mod A.

Exemple 6.3 La « simplification » de la fraction rationnelle

r_¢4—¢+1_25¢>—34
oe7-1 29
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ol ¢ est le « nombre d’or », défini par A(¢) = 0 pour A(X) = X2 - X -1, est obtenue
par les trois calculs suivants :
— calcul du reste U = 13X + 7 de la division euclidienne de X7 — 1 par A,
— détermination de la relation de Bézout (13X —20)U - 169A = 29,
— calcul du reste V = 25X —34 de la division euclidienne de (13X—20)(X*-X+1)
par A.

Plus généralement, dans le cas ou A € K[X] est un polyndme irréductible, ces calculs
montrent que le corps K(a) des fractions rationnelles en « racine de A est un espace
vectoriel dont une base est 1,a, a2,...,a9¢8A°1 Les algorithmes d’Euclide et d’Euclide
étendu fournissent un moyen de calcul dans cette représentation. Il est ainsi possible
de manipuler de maniére exacte les racines d’un polynéme de degré arbitraire sans
« résoudre ».

Exemple 6.4 Le méme calcul qu’a I’Exemple 6.3 fonctionne sur des entiers :

25
r:§ESmod7

se déduitde 33 mod 7=5,3x5-2x7=1,3x25mod 7 =5.

Exemple 6.5 Lorsque I’élément A € A n’est pas irréductible, A/(A) n’est pas un
corps. Cependant, les éléments inversibles peuvent y étre inversés par le méme
calcul que ci-dessus. Lorsqu’un élément B non nul n’est pas inversible, la relation
de Bézout se produit avec un G différent de 1. Il est alors possible de tirer parti
de cette information (un facteur de A) en scindant le calcul d’une part sur G et
d’autre part sur B/G.

Exercice 6.3 Soit p un nombre premier et soit 2 un entier non multiple de p. Donner
un algorithme pour le calcul de I'inverse de a modulo p utilisant le petit théoréme de
Fermat (a’~! = 1 mod p) et 'exponentiation binaire. Analyser la complexité binaire
de cet algorithme et comparer avec 'approche par Euclide étendu. [

Calcul des cofacteurs
L’idée-clé est de suivre pendant I’algorithme d’Euclide la décomposition de chacun
des restes R; sur A et B. Autrement dit, pour tout i, I’algorithme calcule des éléments
U; et V; tels que
U;A+V;B=R;,

dont les tailles sont bien controlées. Pour i = 0, il suffit de poser Uy =1,V =0, ce qui
correspond a I'égalité 1-A+0-B=A=R(. Pouri=1, 'égalité 0-A+1-B=B=R; est
obtenue avec Uy = 0,V; = 1. Ensuite, la division euclidienne R;_; = Q;R; + R;;; donne
la relation

Rit1 =Rio1 —QiR; = (Ui - Q;Uj)A + (Vo - Q;Vi)B,

qui pousse a définir Uj;,; par U;_; — Q,;U; et Vi, par Vi_; — Q;V;. A partir de cette
relation, une preuve par récurrence montre que les conditions de tailles de la relation
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Entrée A et Bdans A.
Sortie Un pgcd G de A et B, et les cofacteurs U et V de l'identité
de Bézout UA+ VB =G.
1. Rp:=A;Up:=1;Vp:=0; Ry :=B; U; :=0; V; :=1;i:=1.
2. Tant que R; est non nul, faire :
a. Calculer le quotient Q; et le reste R;,; de la division
euclidienne de R;_; par R;.
b. Uiy := U1 —Q;U;; Viy1 := Vi - QiVi.
c. i:=i+1.
3. Renvoyer R;_1,U;_1,V;_;.

Algorithme 6.2 — Algorithme d’Euclide étendu.

de Bézout sont satisfaites. La méthode est résumée dans ’Algorithme 6.2. A nouveau,
dans le cas des polynomes ou des entiers, la complexité est quadratique.

Résultant

Matrice de Sylvester

L’algorithme d’Euclide pour deux polyndémes A, B a une variable est étroitement
relié a la matrice de Sylvester. Si

A=a,X"+---+ay, (a,=0), et B=b,X"+---+by, (b,=0),

appartiennent a A[X], cette matrice, carrée de taille m + n, s’écrit

[/ ay ap
a, au1 ... a
SYAB) =1, ’
b, b, ... by

avec les n premieres lignes contenant les coefficients de A et les m suivantes contenant
les coefficients de B. La transposée de cette matrice représente I'application linéaire

(PA,B : (U,V) — AU+ BV,

en se limitant aux paires (U, V) telles que deg U < deg Bet deg V < degA, et en utilisant
la base (X"71,0), (X"2,0),... (1,0), (0,X™1), (0,X"=2),...(0,1) au départ et la base
(X"’+”‘1,X’"+”_2, ...,1) al'arrivée. Les combinaisons linéaires des lignes de la matrice
de Sylvester donnent donc les coefficients des polynémes qui peuvent étre obtenus
comme image.

Lorsque A est un corps, au vu de la relation de Bézout (6.1), le pgcd de A et B
peut étre obtenu ainsi et il est caractérisé comme 1’élément unitaire de plus petit
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degré qui peut I'étre. Ceci permet de le lire sur une forme échelonnée en ligne de la
matrice Syl(A, B) (cf. Définition 8.3, page 170). Qui plus est, le rang de Syl(A, B) vaut
la dimension de I’'image de 'application @y p, qui est égale a m +n —degpgcd(A, B).
Par le théoréme du rang, il s’ensuit que le degré du pgcd(A, B) est égal a la dimension
du noyau de Syl(A, B), c’est-a-dire au nombre de lignes nulles de sa forme échelon-
née.

Proposition 6.2 Soient A, B deux polyndomes de K[X] ou K est un corps. La forme
échelonnée en ligne de la matrice de Sylvester Syl(A, B) contient sur sa derniere
ligne non nulle les coefficients d’un pgcd de A et B. En outre, le nombre de lignes
nulles de cette matrice échelonnée est le degré du pgcd de A et de B.

Exemple 6.6 Pour les polyndmes A = X*-X3-7X2+2X+3 et B= X3-4X?+2X+3,
la matrice de Sylvester et sa forme échelonnée en ligne sont :

1 -1 =7 2 3 0 0 1 -1 =7 2 3 0 0
0 1 -1 -7 2 3 0 0 1 -1 -7 2 3 0
0 0 1 -1 -7 2 3 o 0 1 -1 -7 2 3
1 -4 2 3 0 0 0| e¢ [0 0 0 -14 45 -3 -18
0 1 -4 2 3 0 0 oo o o -3 2 2
0 0 1 -4 2 3 0 00 0 0 0 4 -&
0 0 1= =4 283 0O 0 0 0 0 0 0

La derniére ligne non nulle donne le pged X — 3.

Définition 6.1 Le résultant de A et B est le déterminant de la matrice de Sylvester
Syl(A, B). Il est noté Res(A, B), ou Resx (A, B) si I'on veut insister sur ’élimination
de la variable X.

L'utilisation des résultants pour 1’élimination demande de travailler dans ce chapitre
avec des matrices a coefficients dans un anneau commutatif qui n’est pas nécessaire-
ment un corps. Les définitions et propriétés du déterminant persistent dans ce cas
(c’est une forme multilinéaire alternée, le déterminant de la matrice identité vaut 1,
on peut le développer par rapport a une ligne ou une colonne, il ne change pas par
addition de combinaisons linéaires de lignes ou de colonnes, et s’exprime comme
somme sur les permutations).

Le résultant peut étre vu comme une condition de cohérence pour le systéeme
formé par les deux polynomes A et B.

Corollaire 6.3 Soient A et B deux polynomes de K[X]. Alors A et B sont premiers
entre eux si et seulement si Res(A, B) = 0.

Démonstration. Le déterminant d’une matrice carrée se lit sur la forme échelonnée en
ligne en faisant le produit des éléments diagonaux. Il est non nul si et seulement si
tous les éléments diagonaux le sont et dans ce cas un pgcd non nul est sur la derniére
ligne. A Iinverse, s’il existe un pged G non nul, alors les polynomes X¥G montrent
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FiGure 6.3 — Le résultant calcule des projections.

I’existence de lignes avec un coefficient de téte non nul dans chaque colonne de la
forme échelonnée. u

Exemple 6.7 Le discriminant d’un polynéome A =4, X" +---+a; X + 4y de degré
m a coefficients dans un corps K est le polynome disc(A) défini par

Res(A,A') = (=1)™"m=1/2g  disc(A).

Il s’annule lorsque ces deux polyndmes ont une racine commune dans une cloture
algébrique de K, c’est-a-dire, en caractéristique nulle, lorsque A a une racine
multiple.

Exercice 6.4 Calculer le discriminant de aX? + bX + ¢ en prenant le déterminant de
la matrice de Sylvester. ]

Applications du résultant

Calculs de projections

Algébriquement, la « résolution » d’un systeme polynomial se raméne souvent
a une question d’élimination. Lorsqu’elle est possible, I’élimination successive des
variables ameéne le systéme d’entrée sous une forme triangulaire. De proche en proche,
la résolution d’un tel systéme se réduit alors a la manipulation de polynémes a
une variable, pour lesquels compter, isoler, ... , les solutions est bien plus facile.
Géométriquement, I’élimination correspond a une projection. Dans cette section
nous montrons comment le résultant de deux polyndmes permet de traiter ce genre
de problémes, pour les systemes de deux équations en deux inconnues. Le schéma
général est représenté en Figure 6.3. Cette opération est a la base d’une technique
plus générale pour un nombre arbitraire d’équations et d’inconnues, la résolution
géométrique, qui sera présentée au Chapitre 28.
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Ficure 6.4 — Courbes de I'Exemple 6.8.

Exemple 6.8 Les deux courbes de la Figure 6.4 ont pour équations
A=(X2+Y?)3-4X2Y?=0, B=X*(1+Y)-(1-Y)®=0.

Ces deux polynomes sont irréductibles et leur pged, qui vaut 1, ne renseigne pas sur
leurs racines communes. Les résultants par rapport a X et Y donnent en revanche
des polyndmes qui s’annulent sur les coordonnées de ces points d’intersection :

Resx (A, B) = (4Y7 + 60Y® —152Y5 + 164Y* - 95Y3 + 35Y2 - 9Y +1)?,
Resy(A,B) = 16X'*+6032X1%2-1624X'0+ 4192X8 - 815X°-301X* - 9X? + 1.

Il n’y a que 4 points d’intersection visibles sur la Figure 6.4, les 10 autres ont au
moins une coordonnée qui n’est pas réelle. Le caractére bicarré du résultant en Y
provient de la symétrie de la figure par rapport a I'axe des Y. C’est pour cette
méme raison que le premier résultant est un carré.

Le résultat général est le suivant.

Proposition 6.4 Soient A = a,,Y™ +--- et B=0,Y" +--- ou les coefficients a; et
b; sont dans K[X] ou K est un corps algébriquement clos. Alors les racines du
polyndme Resy(A, B) € K[X] sont d’une part les abscisses des solutions du systéme
A =B =0, d’autre part les racines des termes de téte a,, et b,,.

Démonstration. La preuve repose sur des résultats de la section suivante, qui sont
indépendants de cette proposition.

Tout d’abord, les racines des termes de téte a,, et b, sont racines du résultant
d’apres la formule de Poisson (Théoreme 6.5 ci-dessous).
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Ficure 6.5 — Courbes de I’Exemple 6.9.

Ensuite, d’aprés la Proposition 6.7 ci-dessous, il existe U et V dans K[X, Y] tels que
Resy(A,B) =UA + VB.

En évaluant cette identité en (x,y) tel que A(x,y) = B(x,y) = 0, on voit qu’un tel x est
racine de Resy(A, B). A I’inverse, si x annule le résultant, alors d’apres le Corollaire 6.3,
les polynomes A(x,Y) et B(x,Y) ont un pgcd de degré au moins 1. Comme le corps
est algébriquement clos, il existe alors y € K racine de ce pged tel que A(x,y) =
B(x,y) = 0. |

Graphiquement, les racines « dégénérées » du second cas se traduisent par la présence
d’asymptotes verticales.

Exemple 6.9 Avec A = X?>Y+X+1, B=XY -1, on obtient Resy(A,B) = -X(2X + 1)
(asymptote en X = 0, « vraie » solution en X = —%) Les courbes correspondantes

sont représentées en Figure 6.5 : celle pour A en bleu, celle pour B en rouge.

Une fois calculé, le résultant donnant les coordonnées des abscisses des intersections
des deux courbes, il est souhaitable d’obtenir les ordonnées correspondantes. Dans le
cas simple ou 'avant-dernier reste de 'algorithme d’Euclide est de degré 1, il fournit
bien une telle paramétrisation.

I Exemple 6.10 Sur les deux polyndmes A et B de 'Exemple 6.8, vus comme poly-
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nomes dans Q(X)[Y], la suite des restes est

(X*—13X2+15)Y2 - 4(X2+2)(X? +3)Y + (X0 — 2X* - 8X% + 10),
(4X8-344X°%-1243X*-301X>-21)Y + (84X5-372X%+ 169X*+ 143X%+ 15),
1.

Un calcul de pgcd du coefficient de Y dans ’avant-dernier reste avec Resy(A, B)
montre que ces deux polyndmes sont premiers entre eux. Pour chaque racine X
de Resy(A,B) il y a donc un unique point d’intersection aux deux courbes, d’or-
donnée donnée par

84X8 —372X0 +169X* +143X2 + 15

Y= 5
4X8 —344X6 -1243X4-301X2-21

En utilisant un calcul de pged étendu, ceci peut étre récrit, comme expliqué plus
haut, en un polynéme de degré au plus 13 en X.

Le méme calcul sur A et B vus comme polynémes dans Q(Y)[X] donne B
comme dernier reste avant le pged. Ceci correspond aux deux points ayant la
méme projection sur 1’axe des Y.

Implicitation
Une autre application géométrique du résultant est I'implicitation de courbes du
plan. Etant donnée une courbe paramétrée

X=A(T), Y=B(T), ABeK(T),

il s’agit de calculer un polynéme non trivial en X et Y qui s’annule sur la courbe.
Il suffit pour cela de prendre le résultant en T des numérateurs de X — A(T) et
de Y-B(T).

Exemple 6.11 La courbe « en fleur » de la Figure 6.4, plus savamment appelée
« quadrifolium », peut aussi étre donnée sous la forme
X_4TH—TQV _ 8T%(1-T?)

(14T (1+T2)3

I1 suffit d’effectuer le calcul du résultant
Rest((1+T?)3X-4T(1-T?)%,(1+T?)3Y-8T?(1-T?))
pour retrouver (a un facteur constant pres) le polyndome A de ’'Exemple 6.8.

Propriétés
L'essentiel des propriétés du résultant est fourni par le théoréme suivant.



122 6. Pgcd et résultant

Théoréeme 6.5 — Formule de Poisson. Si les polynémes A et B de A[X] s’écrivent
A=a(X-og)(X=ay), B=b(X=p1)(X=py)

alors, le résultant de A et B vaut

Res(A,B) = a"b"™ ]_l(oci ~Bj) = (-1)"™"b™ ]_[ A(p))

i,j 1<j<n

=a" ]—[ B(a;) = (=1)"" Res(B, A).

Démonstration. 11 suffit de prouver la premiere égalité. Les trois suivantes en sont des
conséquences immédiates.

Le facteur a"b™ est une conséquence de la multilinéarité du déterminant. On peut
donc se restreindre au cas ou a = b = 1. Il est commode de considérer le cas générique
ou les a; et B; sont des indéterminées et ou I'anneau A est Z[ay, ..., &y, By, .-, By Si
le résultat, qui est une identité entre polynomes, est vrai dans cet anneau, il I’est
aussi par spécialisation pour des valeurs arbitraires des «; et p;. Le Corollaire 6.3
avec K = Q(ay,..., 0y, B1,...,p,) montre que le polyndome obtenu en remplagant la
variable B; par la variable a; dans le résultant est le polynome identiquement nul.
Il s’ensuit que le produit des a; — §; divise le résultant. Par ailleurs, le degré en «;
de chacune des n premieres lignes de la matrice de Sylvester est 1, et ce degré est
nul pour les m autres lignes. Ceci donne une borne n pour le degré en chaque «; du
résultant et de la méme maniere une borne m pour son degré en chaque ;. Il s’ensuit
que le résultant est égal au produit des «; — B; a un facteur constant pres. Ce facteur

est indépendant des a; et B;. En choisissant o) =--- = a; = 0, c’est-a-dire A = X", la
matrice de Sylvester est triangulaire, et son déterminant vaut B(0)", ce qui donne le
facteur 1 et conclut la preuve. |

Exemple 6.12 Si A =a[]”,(X —x;), la formule de Poisson entraine que le discri-
minant disc(A) de A est égal a:

m m
m(m—1) _ ) m(m-1) _ -
(-1)"z a" 2| |A(xi):(—l) 7 g" 2| |a| |(xi—x]-):a2m 2| |(xi—xj)2.
i=1

=1 jwi i<j

Corollaire 6.6 — Multiplicativité du résultant. Pour tous polynomes A,B,C
de A[X], Res(AB,C) = Res(A, C)Res(B, C).

Démonstration. L'anneau A étant intégre, il possede un corps de fractions qui a lui-
méme une cloture algébrique dans laquelle les polynomes A, B et C peuvent s’écrire
sous la forme utilisée dans le théoréme précédent. L'identité sur les résultants (qui
appartiennent a A par définition) est alors vérifiée en considérant les produits deux a
deux de racines. ]
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Une derniére propriété utile du résultant est la suivante.

Proposition 6.7 1l existe U et V dans A[X] avec degU < degB et degV < degA,
tels que le résultant de A et de B s’écrive Res(A, B) = UA + VB.

Démonstration. En ajoutant a la derniére colonne de la matrice de Sylvester le produit
des colonnes précédentes par des puissances adaptées de X, on fait apparaitre dans la
derniére colonne les polynomes X9¢8B-1A ... XA, A et X4¢8A~1B, ... XB, B, sans avoir
changé le déterminant. Le développement du déterminant par rapport a la derniere
colonne permet alors de conclure. |

L’algorithme d’Euclide étendu montre que le résultant Res(A, B) (qui est un multiple
par un élément du corps des fractions K de I'un des restes euclidiens « standards »),
peut s’écrire comme une combinaison polynomiale de A et B, a coefficients dans K[X].
La Proposition 6.7 montre que cette combinaison se fait « sans division », c’est-a-dire
avec des coefficients dans A[X].

Spécialisation du résultant

Spécialisation et résultant ne commutent pas toujours, comme le montre ’exemple
suivant.

Exemple 6.13 Le résultant de aX? + bX + ¢ et dX + e vaut ae? + cd? — bde, qui vaut
d(cd —be) en a =0, alors que le résultant de bX +c et dX + e vaut be — cd.

Le résultat suivant fournit une condition simple pour que le résultant de la spécialisa-
tion de deux polynomes soit égal a la spécialisation de leur résultant, propriété qui
sera utile pour les calculs sur les systemes polynomiaux de la Partie V.

Proposition 6.8 Soient A et B deux anneaux commutatifs avec des unités respec-
tives 1, et 1g. Soit @ un morphisme de A dans B qui envoie 1, sur 1p, et que l'on
étend naturellement a A[X] en I'appliquant coefficient par coefficient. Soient A et
B deux polynomes de A[X]. Si A est unitaire alors @(Res(A, B)) = Res(¢p(A), @(B)).

Démonstration. Le lemme ci-dessous donne une expression du résultant comme le dé-
terminant de I’endomorphisme de multiplication par B dans A[X]/(A(X)), de matrice
notée M(A, B) dans la base 1,X,...,X9¢8A)-1 Sa j-iéme colonne est le reste R; de la di-
vision euclidienne de X'B par A. Comme A est unitaire, les coefficients de R; sont des
polynomes en les coefficients de A et B. Par ailleurs, le reste de la division euclidienne
de @(X'B) par ¢(A) coincide avec @(R;). On en déduit que @(M(A, B)) = M(¢(A), ¢(B)).
La conclusion vient du fait que @(det(M(A, B)) = det(p(M(A, B))). |

Lemme 6.9 Soit A un anneau commutatif avec une unité notée 1,, et soient A et
B deux polyndmes de A[X]. Si A est unitaire, alors le résultant Res(A, B) est égal au
déterminant de 'endomorphisme de multiplication par B dans A[X]/(A(X)).
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Démonstration. Notons A = 1,X" + a, | X" ' +.--+ay, et B=0b,X" +--- + b, avec
b, # 0. La matrice de Sylvester Syl(A, B) s’écrit :

1p ... m ag
1 gy a
SYlAB) =, ot ’
b, b, ... by

En notant R; = ri,m_lxm—l +-+-+71;0 le reste de la division euclidienne de X'B par A,
et en effectuant les opérations sur les lignes de Syl(A, B) correspondant a ces divisions,
on constate que le déterminant de cette matrice est égal au déterminant de la matrice

"m-1,m-1 rm—l,m—z ve "m-1,0
Y"m-2,m-1  Tm-2,m-2 -+ Tm-2,0
’
T0,m-1 ro,m-2 - 70,0

dont la transposée n’est autre que la matrice de multiplication par B dans A[X]/(A(X)),
pour la base xm=1 X 1.

Calcul en co(it quadratique

En utilisant la Définition 6.1 et les résultats du Chapitre 8, le résultant de deux
polynémes A, B de K[X] peut se calculer naivement en O(MM(n)) = O(n®) opérations
dans K, o n = max(deg(A),deg(B)) et ou 2 < 0 < 3 est un exposant réalisable pour
la multiplication matricielle. Un algorithme plus efficace, de complexité seulement
quadratique, s’obtient comme conséquence du Théoreme 6.5 et est laissé en exercice.

Exercice 6.5 — Algorithme de type Euclide pour le résultant. Soient A et B deux
polyndmes de K[X] de degrés m = deg(A) et n = deg(B).
1. Soit A = QB+ R la division euclidienne dans K[X] de A par B. Si r = deg(R), et
si b, est le coefficient dominant de B, montrer que

Res(A,B) = (-1)""-b"™" - Res(B, R).

2. Ecrire un algorithme de type Euclide (c’est-a-dire a base de divisions répétées),
qui calcule le résultant Res(A, B) en O(mn) opérations dans K.
L]

Calcul avec des nombres algébriques

L’'idée que les polyndomes sont de bonnes structures de données pour représen-
ter leur racines ameéne a chercher des algorithmes pour effectuer les opérations de
base sur ces racines, comme la somme ou le produit. Le résultant répond a cette
attente.
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Proposition 6.10 Soient A =[[;(X - «a;), B=[[;(X - ;) et C des polynomes uni-
taires de K[X], avec C et A premiers entre eux. Alors

Resx (A(X), B(T - X)) = [ [(T-(a;+)),
i
Resx(A(X), B(T+X)) = [ [(T-(B; - ),
ij
Resx (A(X), X4#BB(T/X)) = [ (T - asp;).
i

B(a)
Resx (A(X), C(X)T — B(X)) = Res(A, T- .
esx(A(X), COOT ~ B(X)) = Res( C)lil( C(oc,-))
Démonstration. C’est une application directe du Théoréme 6.5. |

Cette proposition fournit une preuve effective du résultat suivant.

I Corollaire 6.11 L’ensemble des éléments algébriques sur K est un corps.

Exemple 6.14 On sait que \/5 est racine de X? - 2, tout comme \/5 est racine de
X2 — 3. Un polynéme ayant pour racine V2 + V3 est donné par

Resx(X?—2,(T-X)>-3)=T*-10T% +1.

Ces opérations ne distinguent pas les racines de A et B, les quatre racines du
résultant sont donc +V2 + /3.

Exemple 6.15 Ramanujan a prouvé l'identité suivante

i/cosz—n+i/cos4—n+i/c058—ﬁ— 3ﬂ
7 7 7 2

Pour prouver automatiquement cette identité, une méthode consiste a construire
un polyndme annulant son membre gauche, puis a isoler la racine correspondant
numériquement a sa valeur, et a vérifier qu’il s’agit bien du membre droit.

En posant x = exp(2im1/7), les trois racines cubiques sont annulées par les
polyndomes

D . o 4., -4
P, =X3- , P=X3- , Py=X3-
1 2 2 2 3 2

Un premier polynome Py(Y) = Resx(P; (Y —X), P,(X)) de degré 9 est d’abord obtenu,
puis P5 = Resx (P4(Y — X),P3(X)) de degré 27, et enfin le résultant de x” — 1 et du
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numérateur de P; vu maintenant comme polynome en x fournit

32768Y6(Y - 3)(Y? +3)%(Y? +3Y + 9)(Y? + 3Y + 3)°
x (Y2 -3Y +3)3(4Y? = 30Y® + 75Y3 + 32)°
x (6418 +768Y1° +7728Y!2 +17152Y° + 16008Y® + 3864Y°> + 343)°.

Une évaluation numérique montre que c’est le facteur
4Y? -30Y°® +75Y° + 32

qui annule le membre gauche (il faut faire un peu attention : Ramanujan utilise la
convention que la racine cubique d’un réel négatif est un réel négatif). On peut
alors résoudre ce polynéme par les formules de Cardan pour découvrir le membre
droit : la seule racine réelle est

3 3‘1'/7—5
—

On a donc non seulement prouvé I'identité, mais découvert automatiquement le
membre droit.

Exercice 6.6 Montrer a l’aide de résultants les identités suivantes :

sin 27“ sin % sin 37“ sin? 37“ sin? 27“ sin? %
S 231 12 2T ~2n:2\/7 et s 2 Qip K T 37(20'
Sin v Sin a Sin 7 Sin = Sin 7 Sin va

Calcul du résultant en deux variables

On dispose a I'heure actuelle d’algorithmes rapides (de complexité quasi-optimale)
pour le calcul du résultant avec une seule variable. Le meilleur algorithme connu ac-
tuellement pour le calcul du résultant en deux variables est une méthode d’évaluation-
interpolation qui se raméne a une seule variable (voir I'Exercice 6.10). Cet algorithme
n’est pas quasi-optimal. En revanche, pour les trois premieres opérations de la Propo-
sition 6.10, des algorithmes quasi-optimaux a base de multiplication rapide de séries
existent, ils ont été présentés au Chapitre 3 (Section 3.3, page 68).

Sous-résultants

Le nombre d’opérations dans le corps des coefficients n’est pas une mesure suffi-
sante de la complexité des calculs lorsque les opérations elles-mémes ont une com-
plexité variable. C’est le cas pour le calcul de pged dans Q[X] et dans K(Y)[X]. Dans
ces corps de coefficients, on constate empiriquement les phénomenes suivants :

— Jlalgorithme d’Euclide améne a faire des divisions, et introduit des dénomina-
teurs au cours du calcul;

— la taille des coefficients croit rapidement;

— ces coefficients peuvent souvent se « simplifier ».
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Exemple 6.16 Lexécution de l'algorithme d’Euclide sur les polynomes
A=115X>+7X*+ 117X +30X? + 87X +44, B=91X*+155X>+3X*+143X +115

produit les restes successifs suivants :

3601622X3_1196501X2 151912X 2340984

8281 8281 ' 637 " 8281
189886027626841 , 57448278681703 . 17501090665331
12971681030884 3242920257721 3242920257721

3748556212578804983806085060 +141833360915123969328014892
4354148470945709877351001 334934497765054605950077

En multipliant ces restes par des constantes bien choisies, on obtient les restes :

3601622X3 —1196501X? + 1974856X + 2340984,

22930325761X2 — 27749440252X — 8453612204,
288979986761465X +142143002707719.

Il est souhaitable d’éviter le calcul sur les rationnels (ou les fractions rationnelles) : leur
addition requiert des calculs de multiplications et éventuellement de pgcd. Une pre-
miére idée est d’éviter totalement les divisions en utilisant des pseudo-restes.

Définition 6.2 Si A et B sont des polynomes de A[X] et si b est le coefficient de
téte de B, le pseudo-reste R de A et B est défini par

bdegA—degB+1A — QB + R,

ou Q,R € A[X] avec degR < degQ.

Remplacer les calculs de restes de 1’algorithme d’Euclide par des calculs de pseudo-
restes évite d’introduire des dénominateurs. Cette idée seule n’est pas suffisante : les
coefficients de ces pseudo-restes croissent trop.

Exemple 6.17 Sur le méme exemple, la modification de l'algorithme d’Euclide
produit la suite de pseudo-restes

3601622X> —1196501X% + 1974856X + 2340984,

189886027626841X% —229793114726812X —70004362661324,
257057096083899261191107914552182660X
+126440823512296156588839626542149756.

Une possibilité pour éviter cette croissance est de diviser ces polynémes par le pged
de leurs coefficients a chaque étape. C’est ce que nous avons fait dans I’Exemple 6.16
ci-dessus. On parle alors de suite de pseudo-restes primitifs. Cependant, ces calculs de
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Entrée A et B dans A[X] avec degB < degA.
Sortie Le dernier sous-résultant non nul.
1. Initialiser f = g=s=1.
2. Tant que degB > 0 faire :
a. d =degA—degB.
b. Calculer le pseudo reste R de A par B.
c. Siles degrés de A et B sont impairs, faire s = —s.
d. Faire A := B et mettre dans B le quotient de la division
de R par fg.
Copier le coefficient dominant de A dans f.
Mettre a jour g en lui affectant le quotient de la division
de f? par g?-1.
3. d =degA;
4. Renvoyer le quotient de la division de sB? par g4 !.

= (8

Algorithme 6.6 — Algorithme des sous-résultants.

pgcd de coefficients sont trop cotteux.

Le calcul des sous-résultants, donné dans I’Algorithme 6.6, est une modification
de l'algorithme d’Euclide qui évite les divisions, tout en prévoyant des facteurs com-
muns qui apparaissent dans les coefficients de la suite des pseudo-restes de sorte a
limiter leur croissance. Ces pseudo-restes sont appelés des sous-résultants. Dans cet
algorithme, on se contente de renvoyer le dernier sous-résultant non nul; on congoit
aisément comment modifier ’algorithme pour obtenir n’importe quel sous-résultant
(spécifié par des conditions de degré, par exemple).

Exemple 6.18 Toujours sur les mémes polynomes, la suite des sous-résultants
redonne les polyndomes que nous avions déja calculés par simplification :

3601622X3 —1196501X% +1974856X + 2340984,

22930325761X? — 27749440252X — 8453612204,
288979986761465X +142143002707719.

La suite des sous-résultants de cet exemple est donc primitive : les facteurs prédits
par l'algorithme du sous-résultant ont suffi a éliminer tout facteur commun entre
les coefficients des pseudo-restes.

Comme le résultant, les sous-résultants sont liés a la matrice de Sylvester et a l'al-
gorithme d’Euclide. Une formule de Cramer sur une sous-matrice de la matrice de
Sylvester donne le résultat suivant.

Proposition 6.12 Toutes les divisions effectuées au cours de l’algorithme des
sous-résultants sont exactes.

La preuve de ce résultat est technique et omise ici.
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FiGURE 6.7 — Paramétrisation des solutions d’un systéme algébrique par les racines
d’un résultant.

En corollaire, on remarque en outre qu’il est assez facile de déduire de ce résultat
des estimations sur la « taille » des coefficients qui apparaissent au cours de 1’algo-
rithme. Un cas particulier intéressant est celui ou A est 'anneau de polynémes K[Y].
Alors, si A et B ont des degrés totaux m et n, tous les sous-résultants ont des degrés bor-
nés par mn. Ces bornes permettent un calcul du résultant par évaluation-interpolation
dés que l'on dispose d’un algorithme efficace a une variable.

Calcul de la paramétrisation

Les sous-résultants permettent de finir la « résolution » (commencée en page 118)
des systéemes de deux polynomes a deux variables. Pour simplifier, nous faisons
I’hypothése que pour tout x racine du résultant R = Resy(A,B), il n’y a qu’un seul p
tel que A(x,y) = B(x,y) = 0. Dans ce cas, on peut montrer que le sous-résultant S; (de
degré 1 en Y) est non nul; écrivons-le sous la forme S; = Py(X)Y + Q((X). Comme pour
le résultant, il existe des polynomes U et V dans K[X, Y] tels qu’on ait 1’égalité

AU + BV = Py(X)Y + Qo (X).

On en déduit donc que toutes les solutions (x,y) du systeme A = B = 0 satisfont I'équa-
tion Py(x)y = Qp. Autrement dit, en écartant les solutions dégénérées ou Py(x) = 0, on
obtient l'ordonnée des points solutions en évaluant la fraction rationnelle —Qy/P,
sur les racines du résultant R. Autrement dit, cette procédure permet de décrire les
solutions du systéme sous la forme

{ v =Q(x)
R(x) = 0.

Géométriquement, ce polynome Q permet de retrouver y a partir de x, il permet donc
d’effectuer l'opération symbolisée sur la Figure 6.7, la paramétrisation des solutions
du systéeme par les racines de R.
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Exemple 6.19 Sur les mémes polynomes qu’a 'Exemple 6.8, le sous-résultant
redonne la paramétrisation calculée a partir de ’algorithme d’Euclide, mais en
étant plus économe dans les opérations sur les coefficients.

Algorithme d’Euclide rapide

Le point central de cette section est la présentation d’un algorithme rapide pour
le pged, qui est un algorithme récursif a base de multiplications et de divisions
euclidiennes rapides. Historiquement, c’est d’abord un algorithme rapide pour le pgcd
d’entiers (le « demi-pgcd ») qui est apparu, il a ensuite été étendu aux polyndomes.
Nous décrivons maintenant l’algorithme dit du « demi-pgcd ». Pour simplifier, nous
nous plagons dans le cas du pgcd de polynomes, mais cette approche s’étend au cas
des entiers.

Soient donc A et B dans K[X], avec n = deg A et degB < n (ce qui n’est pas une
forte restriction). Posons comme précédemment Ry = A, R; = B. Soient ensuite R; les
restes successifs de I'algorithme d’Euclide et soit en particulier Ry = pgcd(A,B) le
dernier non nul d’entre eux. D’apres les égalités en page 115, il existe une matrice
2 x 2, notée M p, de cofacteurs telle que :

MAB(RO _{ On W }(Ro)_ RN)_
AR \Unsr Unea/\Ry 0

Lalgorithme de pgcd rapide calcule d’abord cette matrice; a partir de la, on en déduit
aisément le pged, pour O(M(n)) opérations supplémentaires.

Notons qu’une étape de I'algorithme d’Euclide classique peut elle aussi s’écrire
sous une forme matricielle. En effet, si Q; est le quotient de la division de R;_; par R;,

on peut écrire :
( 1 ) ( 2 ) ( i )
1 Qi R; Ri+1 '

Ainsi, la matrice My p est un produit de matrices élémentaires de ce type. Elle est
inversible.

Demi-pgcd : définition
Comme étape intermédiaire pour obtenir une division euclidienne rapide, on
utilise I'algorithme dit du « demi-pged » (half-gcd en anglais), qui permet de faire des
« pas de géant » dans la liste des restes successifs.
Le demi-pgcd est défini comme suit. Les degrés des restes successifs R; décroissent
strictement, donc il existe un unique indice j tel que :
n.
— deg R]' 23 .
— deg R]'+1 < 5.
On a vu en page 115 qu’il existe U;, V;, Uj,1, Vjy 1 tels que :

U]'R0+V]'R1=Rj et U]'+1R0+V]'+1R1=R]‘+1,
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Entrée R = A et R; = B dans K[X] avec degB < degA =n.
Sortie La matrice My p.
1. Soit Mypgeq = dpged(A, B).
2. Calculer Rj et Rj,;.
3. SiRj;1 =0, renvoyer Mypgcq-
4. Soit M la matrice de la division euclidienne de R]- par Rj+1,
et Rj,, le reste correspondant.
SiRjyp =0, renvoyer MMypgcd-
Calculer Mg, , g;,, par un appel récursif.

7. Renvoyer MR]'+1,R]‘+2MMdngd.

o o

Algorithme 6.8 — Algorithme d’Euclide rapide via le demi-pgcd rapide.

ces polynomes étant en outre uniques si on rajoute les conditions de degré voulues
sur la relation de Bézout. Ceci peut se récrire sous la forme matricielle suivante :

(UJ» v (ROZ(R]- .
Uit ViaJ\Ry ] \Rjy

Pour fixer les idées, en premiére approximation, on peut estimer que les polyndomes
U;,V;,Uj,1, Vj;1 ont des degrés de l'ordre de 3 (attention, ce n’est qu’une estimation,
pas une égalité).

Notons Mgpgcq la matrice ci-dessus donnant les restes R; et R;,;. L'algorithme du
demi-pgcd (noté dpgcd ci-dessous) a pour vocation de calculer cette matrice. Avant
d’en étudier le fonctionnement, voyons comment il permet d’obtenir le calcul du pgcd
étendu. L'idée est qu'un appel a dpged en degré n permet d’obtenir les restes de degré
approximativement 7 ; alors, un appel en degré 5 permet d’obtenir les restes de degré
approximativement %, et ainsi de suite jusqu’a trouver le pgcd. Cette approche est
détaillée dans I’Algorithme 6.8. A l’étape (4), R; et R;j;1 ont par définition des degreés
qui encadrent 7, mais on n’a pas de borne supérieure sur le degré de R;, qui peut étre
proche de n. Aussi, pour obtenir deux polynémes de degré au plus 5 pour l'appel
récursif, il est nécessaire d’effectuer une étape de division euclidienne.

Soit H(n) la complexité de I'algorithme de demi-pgcd sur des entrées de degré au
plus n. Pour estimer la complexité de I'algorithme de pged rapide, on fait I’hypothese
que H(n+n’) > H(n) + H(n’) et que M(n) est négligeable devant H(n). Ces hypothéses
sont vérifiées pour ’algorithme proposé en Section 6.3.

I Proposition 6.13 L’Algorithme 6.8 calcule M g en O(H(#n)) opérations.

Démonstration. La validité de l'algorithme est immédiate, puisque toutes les matrices
calculées ne sont au fond que des matrices qui font la transition de deux restes
successifs a deux autres restes successifs. Multiplier ces matrices permet de composer
ces opérations de transition.

Estimons la complexité. Le cott du dpgcd est H(n). Ensuite, toutes les opérations
des étapes (2) a (5) ont une complexité en O(M(n)), en utilisant pour I’étape (4) une
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Entrée A et B dans K[X], avec degB <degA =n.
Sortie La matrice Mypgcq de A et B.
1. Soit m =[%]. Si deg B < m, renvoyer la matrice identité.
2. Soient f et g les quotients respectifs de A et B par X" (qui
ont des degrés approximativement n/2).
3. Soient M = dpgcd(f,g), et A’, B’ définis par

A A’
V(3)-(5)
4. Si degB’ < m, renvoyer M.
5. Soient C’ = A’ mod B’, et M’ la matrice de la division eucli-
dienne correspondante.
Informellement, B” a un degré au pire de l'ordre de %. Par contre,
A’ peut avoir un degré plus grand. L'étape de division euclidienne
permet de se ramener a des polynomes de degrés de I'ordre de 34—”.
6. Soient £ = 2m —degB’, b et ¢ les quotients respectifs de B’
et C’ par X¢.
€ est de l'ordre de 7, de sorte que b et c ont des degrés de l'ordre
de 3.
7. Soi% M” = dpgcd(b, c). Renvoyer la matrice M”M’M.

Algorithme 6.9 — Algorithme du demi-pged (dpgcd) rapide.

division euclidienne rapide (cf. Théoreme 4.1 en page 83). On effectue ensuite un
appel récursif, puis de nouveau des opérations dont le cotit est en O(M(#n)). Ainsi, la
complexité B(n) de I'algorithme de pgcd rapide satisfait a la récurrence :

B(n) < B(n/2) + H(n) + CM(n),
C étant une constante. Le théoréme « diviser pour régner » permet de conclure. W

Autrement dit, le colit du pged est, a une constante pres, le méme que celui du
demi-pgcd. Il devient donc légitime de se consacrer uniquement a ce dernier.

Demi-pgcd : algorithme

Pour mettre en place une stratégie « diviser pour régner » pour le demi-pgcd, on
utilise un moyen de « couper les polynomes » en deux. L'idée est de ne garder que les
coefficients de poids forts des polynomes d’entrée et d’utiliser le fait que le quotient de
la division euclidienne de deux polyndmes ne dépend que de leurs coefficients de poids fort,
d’une facon tout a fait quantifiée par la suite.

Remarquons qu’on accede aux coefficients de poids fort d’un polyndéme en prenant
son quotient par un polynéme de la forme X* : par exemple, si A est

X104 2X% +5X8 +3X7 +11X0 + .-+,
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le quotient de A par X° est
X*4+2X% +5X% 43X +11.

Voyons comment cette idée permet d’obtenir notre algorithme. Etant donnés
deux polynomes A et B de degrés de 'ordre de n, on leur associe f et g de degré
approximativement 7, en nommant f et g les quotients respectifs de A et B par X7
on a jeté les coefficients de petits degrés.

On calcule la matrice M du demi-pgcd de f et g (grosso modo, les éléments de
cette matrice ont degré 7). La remarque ci-dessus permet de montrer qu’on obtient
ainsi une matrice de transition vers les restes de A et B eux-mémes.

On applique donc cette matrice aux polynomes initiaux; on obtient des restes
B’ et C’ dont les degrés sont de 1'ordre de %”. On effectue alors une seconde fois le
méme type d’opération, avec un appel récursif en degré 7, pour gagner a nouveau g,
et finalement arriver en degré 7.

Les choix exacts des degrés de troncature sont subtils, et on admettra que les
valeurs données dans I’Algorithme 6.9 sont correctes.

Proposition 6.14 L'Algorithme 6.9 calcule la matrice du demi-pgcd de A et B en
O(M(n)logn) opérations dans K.

Démonstration. Comme indiqué plus haut, on admet que les choix des degrés de
troncature permettent d’assurer la validité de I'algorithme. Il est plus facile d’en
effectuer ’analyse de complexité. Le cott H(n) peut étre majoré par deux fois le cotit
en degré au plus 5 (les deux appels ont lieu lors des étapes (3) et (7)), plus un certain
nombre de multiplications de polyndmes et une division euclidienne. En remarquant
que tous les produits se font en degré au plus n, on en déduit la récurrence

H(n) < 2H(n/2) + CM(n),

ou C est une constante. La conclusion découle comme d’habitude du lemme « diviser
pour régner ». ]

Proposition 6.15 Le calcul du résultant de deux polynomes A et B a coefficients
dans K peut se faire en O(M(n)logn) opérations dans K.

Démonstration. 11 s’agit d’adapter I’Algorithme 6.9 pour accélérer l'algorithme de
colt quadatrique vu dans I’Exercice 6.5. Nous laissons ces détails techniques en
exercice. ]

Complément : calcul d’un reste choisi

On peut tirer un raffinement fort utile de ’algorithme de demi-pged : le calcul d’'un
reste particulier (sélectionné par une condition de degré), ainsi que des cofacteurs
associés.
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Théoréeme 6.16 Soient Rp = A et Ry = B, avec deg A = n et degB < deg A, et soient
R; les restes successifs de I’algorithme d’Euclide appliqué a A et B.

Soit £ <n, et R; le premier reste de degré inférieur a £. On peut calculer R; et
les cofacteurs associés U; et V; en O(M(n)logn) opérations de K.

Démonstration succinte. Si € est plus petit que 7, on fait un calcul de dpgcd pour se
ramener en degré 7, et on effectue un appel récursif. Si € est plus grand que 7, on fait

un calcul de dpgcd sur les polyndomes divisés par X"~%¢, |

Le cas des entiers

Les mémes idées algorithmiques s’étendent au calcul sur les entiers, mais il est
beaucoup plus difficile d’écrire un algorithme correct dans ce cas. On se contentera
d’énoncer les résultats de complexité suivants :

Théoreme 6.17 Soient Ry = A € N, R; =B e N, avec B < A et R; les restes de
l'algorithme d’Euclide appliqué a A et B. On peut calculer :

— le pged de A et B,

— le premier reste inférieur a un entier £ < A,
ainsi que les cofacteurs associés en O(My(log A)loglog A) opérations binaires.

Exercices

Exercice 6.7 — Factorisation sans carré. Soit K un corps de caractéristique nulle.
Si F € K[X] se factorise en irréductibles comme []; fia’, le polyndome F =T, f; est appelé
la partie sans carré de F. Si n = deg(F), montrer qu’on peut calculer les coefficients de la
partie sans carré de F a partir des coefficients de F en O(M(n)log n) opérations dans K.

L]

Exercice 6.8 Soient f,g € K[X] des polynémes unitaires.

1. Soit N € N\{0}. Montrer que 'unique polynome unitaire de K[X] dont les racines
sont les puissances N-iémes des racines de f peut étre obtenu par un calcul de
résultant.

2. Si f est le polyndme minimal d’un nombre algébrique o, montrer qu'on peut
déterminer un polynome annulateur de g(«) a ’aide d’un résultant.

3. Calculer le polyndme minimal sur Q de a = V4 + V2 + 1.

]

Exercice 6.9 Soit f € K[X] un polynéme unitaire de degré d > 1. Pour N > 1, on note
Gn(f) l'unique polyndme unitaire de degré d dont les racines sont les puissances
N-iémes des racines de f.

1. Exprimer Gy(f) a 'aide d’un résultant de polynomes a deux variables.

2. Justifier 'appartenance a K[X] du polynéme Gy (f).

3. Utiliser la question (1) pour donner un algorithme pour le calcul de Gy (f);
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estimer sa complexité.
4. Montrer que G,(f) peut se calculer en O(M(d)) opérations dans K.
5. Si N est une puissance entiére de 2, montrer comment on peut calculer Gy(f)
en O(M(d)log N) opérations dans K.
L]

Exercice 6.10 — Résultants en deux variables. Soient F,G € K[X, Y] ayant des de-
grés en X et en Y bornés par un entier D > 1. Montrer que le polynéome R(Y) :=
Resx (F,G) est de degré au plus 2D?. Donner un algorithme de type évaluation-
interpolation pour le calcul des coefficients de R et estimer son colit en opérations
dans K. L]

Exercice 6.11 — Résultant de Rothstein-Trager. Soit F = A/B une fraction ration-
nelle dans Q(X), ou A et B sont deux polynémes de Q[X], premiers entre eux et tels
que deg(A) < deg(B). On suppose que tous les pdles py,...,ps de F sont simples. La
décomposition en éléments simples de F s’écrit F = ):le 1;/(X —p;), ou t; est le résidu
de F au pole p;.
1. Montrer que pour tout i, le résidu r; vaut A(p;)/B’(p;).
2. Expliciter, a I'aide d’un résultant, un polynéme R qui annule tous les résidus
Tiy.-5Tp.
3. Donner un algorithme permettant le calcul des coefficients de R a partir de ceux
de A et de B, et estimer sa complexité arithmétique en fonction du degré de B.
L]

Notes

Pour les déterminants sur des anneaux, nous renvoyons au livre de Lang [Lan02].
Lintroduction du résultant et aussi des sous-résultants remonte a Bézout et Syl-
vester [Béz64; Syl39; Syl40]. Ces notions ont été introduites en calcul formel dans
les années 1965 par Collins [Col66; Col67; Col71], Brown et Traub [Bro71; BT71].
L’article de synthese de von zur Gathen et Liicking retrace leur histoire [GL03]. De
nombreuses propriétés des résultants et de l'algorithme d’Euclide sont établies de ma-
nieére élémentaire a l'aide des fonctions symétriques par Lascoux [Las03]. L'article d’El
Kahoui est aussi une référence trés abordable pour I'algorithme des sous-résultants [El
03]. On peut aussi consulter les livres suivants pour une approche un peu plus com-
plete : [GCL92; GG03; Knu97; Lan02].

L’idée de base I'algorithme de demi-pgcd (le quotient de la division euclidienne de
deux entiers ne dépend que de leurs chiffres de poids fort) est due a Lehmer [Leh38].
Knuth [Knu71] en a fait le premier algorithme sous-quadratique, qui calcule le pged
de deux entiers de taille binaire n en complexité binaire O(Mz(n)log4 n). Schon-
hage [Sch71] a montré comment abaisser cette complexité a O(Mz(n)logn). Son
algorithme a été adapté au cas polynomial par Moenck [Moe73], mais seulement
pour le cas ou la suite des restes est normale (de degré décroissant réguliérement
de 1). Brent, Gustavson et Yun [BGY80; GY79] ont donné un algorithme de type LKS
(Lehmer—Knuth-Schonhage) pour le cas polynomial général, de complexité arith-
métique O(M(n)logn) en degré n. Cet algorithme utilise O(nlogn) opérations non
scalaires. Strassen [Str81; Str83] a montré que Q(nlogn) opérations non scalaires sont
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aussi nécessaires, du moins pour une entrée générique, donc l’algorithme LKS est
optimal de ce point de vue.

La proposition 6.15 est due a Schwartz [Sch80b]. Schonhage a donné un algorithme
(probabiliste) pour le calcul rapide du pgcd de deux polynémes de Z[X]. Pour deux
polyndmes de degré borné par n et coefficients d’au plus ¢ chiffres, I’algorithme a
une complexité binaire O(n(n + ¢)), il est donc quasi-optimal (en la taille binaire de
I’entrée) lorsque € > n [Sch88b].

L’Exercice 6.7 est inspiré par un résultat de Yun [Yun76], qui montre qu’il est
possible de déterminer toute la factorisation sans carré en la méme complexité. En fait,
les problemes du calcul du pgcd et de la factorisation sans carré sont équivalents du
point de vue de la complexité [Yun77]. Ces résultats sont abordés dans le Chapitre 18.

Il est tres difficile de trouver une référence complete, lisible et sans erreur sur les
algorithmes de pgcd rapide. Le Chapitre 11 de la troisieme édition de I'ouvrage de
von zur Gathen et Gerhard [GG13] fournit une bonne partie des résultats techniques
implicitement utilisés dans la Section 6.3. Les notes du livre de Yap [Yap00] nous ont
beaucoup inspirés, mais elles contiennent des erreurs pour le pged entier. On pourra
également consulter les articles plus récents suivants : [M6108; PW02; SZ04].

Ces algorithmes de pgcd rapide sont aussi assez délicats a implanter de maniere ef-
ficace. Par exemple, pour le pgcd de polyndmes, une bonne implantation doit prendre
en compte les algorithmes de multiplication utilisés. Si on utilise la FFT, il est possible
d’économiser des transformées de Fourier directes et inverses; il faut alors régler le
nombre de points d’évaluation en fonction des degrés du résultat final, et pas des
résultats intermédiaires, etc. Si 'on travaille sur un corps fini « raisonnable » (les
coefficients faisant de quelques bits jusqu’a quelques dizaines voire centaines de bits),
on peut estimer que le seuil au-dela duquel utiliser l’algorithme rapide se situe autour
des degrés 200 ou 300. Il faut noter que trés peu de systemes disposent de telles
implantations (c’est le cas pour MaGgma, MATHEMAGIX, et la bibliotheque NTL). En ce
qui concerne le pged des entiers, la situation est sensiblement plus délicate, toujours
a cause du probléme des retenues (une bonne partie des algorithmes présentés dans
les ouvrages de référence sont incorrects, a cause de ce probleme). Pour donner une
idée, dans les systemes MaGgma, MaTHEMATICA, Ou des bibliotheques telles que GMP
(code toujours en développement et utilisé entre autres par les entiers de MApLE,
MATHEMATICA et SAGE), le seuil se situe autour de nombres de 30 000 bits (10000
chiffres décimaux). Les notions de ce chapitre — pgcd, pgcd étendu, demi-pged, résul-
tant, sous-résultants — peuvent aussi étre définies dans le contexte non commutatif
des récurrences et équations différentielles. Certaines de ces généralisations seront
présentées dans le cas linéaire au Chapitre 30 et on trouvera plus de notes en page 558.
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/. Approximants de Padé et de
Padé-Hermite

Un premier probléeme abordé dans ce chapitre est le calcul d’approximants
de Padé. Plus généralement, on s’intéresse a la reconstruction rationnelle, dont un
autre cas particulier important est I'interpolation des fractions rationnelles. En
Section 7.1, nous ramenons la reconstruction rationnelle a I'algorithme d’Euclide
étendu, et 'appliquons a la reconnaissance d’une suite récurrente linéaire a par-
tir de ses premiers termes (algorithme de Berlekamp-Massey.) Les applications
en sont nombreuses : pour la résolution de systémes différentiels a coefficients
constants (Chapitre 13), pour le calcul de polynomes minimaux de matrices creuses
(Chapitre 9), pour la résolution de systémes linéaires a coefficients polynomiaux
(Chapitre 11).

Un second probléme, traité en Section 7.2, est le calcul d’approximants de
Padé-Hermite. Il peut s’effectuer grace a un algorithme qui généralise le calcul
des approximants de Padé. L'approximation de Padé-Hermite permet de recons-
truire des polyndmes annulant une série algébrique, et des opérateurs différentiels
annulant une série différentiellement finie. Il permet également de reconstruire
une récurrence a coefficients polynomiaux d’ordre arbitraire a partir des premiers
termes de la suite.

Reconstruction rationnelle

Définition 7.1 Soit K un corps, A € K[X] un polynome de degré n > 0 et B € K[X]
de degré < n. Pour un k € {1,...,n} fixé, la reconstruction rationnelle de B modulo A
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est la recherche d’un couple de polynomes (R, V) € K[X]? vérifiant :
R
pged(V,A)=1, deg(R)<k, deg(V)<n-k et v = B mod A. (RR)

On parle d’approximation de Padé lorsque A = X", et d’interpolation de Cauchy
lorsque A =[1;(X—u;) avec uy,...,u, € K deux a deux distincts.

R) Sik=mn,alors clairement (R, V) = (B, 1) est une solution du probleme (RR).
Si k < n, il est possible que (RR) n"admette aucune solution. C’est le cas par
exemple en prenant n = 3,k = 2 et A = X3,B = X2 + 1 € K[X]. En effet, si
V(X)=aX+bavecb=0,alors R= (aX+b)(X%2+1) = bX2+aX+b mod X3, ce qui
est incompatible avec deg(R) < 1.

Par ailleurs, si (RR) admet une solution (R, V), alors la fraction rationnelle R/V

est forcément unique. En effet, si (Rq,Vy) € K[X]2 est une autre solution de (RR),
alors R1/V] = R/V mod A, donc A divise R; V-VjR. Or, le polyndme R1V-V|R
ayant un degré strictement inférieur a celui de A, il doit étre identiquement nul.
Donc les fractions R/V et Ry/V; coincident.

Un probléme plus simple

Si R,V € K[X] sont tels que (R, V) est solution du probléme (RR), alors (R, V) vérifie
aussi le probléme plus simple

deg(R) <k, deg(V)<n—-k et R=VBmodA, (RRS)

ou, a la différence de (RR), on a mis de coté la contrainte sur le pgcd de Aetde V.
Remarquons tout de suite que le probléeme (RRS) admet toujours une solution non
triviale (R, V) # (0, 0) : en effet, il se traduit en termes d’algebre linéaire en un systéme
linéaire homogene ayant k + (n —k + 1) = n+ 1 inconnues (les coefficients de R et de
V) et n équations. Par ailleurs, la solution R/V du probléeme (RRS) est encore unique
(méme idée de preuve que pour (RR) : si A divise a la fois R— VB et Ry — V; B, alors il
divise également la combinaison linéaire RV; —R;V = (R-VB)V; — (R - V;B)V).

Lien avec le pgcd étendu

Nous allons prouver que le probléeme (RRS) peut étre résolu en utilisant 1’algo-
rithme d’Euclide étendu décrit en page 116. Nous en déduirons ensuite une procédure
de décision et calcul pour (RR).

L’intuition du lien entre le probléme (RRS) et le calcul du pged étendu s’appuie
sur la remarque simple suivante : la congruence R = VB mod A équivaut a 'existence
d’un polyndme U tel que R = UA + VB; or, cette derniére égalité est une relation de
type Bézout.

Par exemple, dans le cas particulier k =1, si A et B sont premiers entre eux, alors
on prend R =1 et la relation de Bézout R = UA + VB avec deg(V) < deg(A) = n fournit
la réponse. Sinon, on prend R =0, et comme le ppcm de A et B a un degré <m+mn, le
polynéome V = ppcm(A, B)/B est de degré au plus n—1 et vérifie VB = 0 mod A.
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Calcul de la reconstruction rationnelle

L’algorithme d’Euclide étendu, décrit page 116, calcule une suite de restes succes-
sifs dont le degré décroit, ainsi qu'une suite de cofacteurs (U;, V;). Les éléments de la
i-iéme itération vérifient I’identité de Bézout U; A + V;B = R;. L'écriture matricielle de

I’itération
[ v =00 )
U Vik 1 -Q; Uu Vv

permet de déduire aisément que U;V;,; —V;Uj,; = (1)’ quel que soit i, et en particulier
que U; et V; sont premiers entre eux. Cela entraine également que pgcd(R;,V;) =
pgcd(A, Vi).

La clé du résultat principal de cette section (Théoréme 7.2 ci-dessous) est le lemme
suivant, qui montre que les cofacteurs V; obtenus par l'algorithme d’Euclide étendu
ont des degrés modérés et bien maitrisés.

Lemme 7.1 Soient ny = deg(A) > ny = deg(B) > n, >... > ny les degrés des restes
R; dans l'algorithme d’Euclide étendu exécuté avec A et B. Alors :

deg(V;)=n-n; ; pour 1<i<{+]1. (7.1)

Démonstration. On procéde par récurrence forte sur i. L'initialisation est claire, car
deg(V;) = 0. Supposons I'égalité (7.1) vérifiée pour 1 <i <k.

Comme deg(Vy_1) = n—ng_p < n—ny_q = deg(Vy), le degré de Vi1 = Vi1 — Qi Vi
est égal a deg(Q Vi) = deg(Qy) +deg(Vy) = (ng_1 —ng) + (n—ng_;) = n—ny. Ceci donne
le résultat pour i = k + 1 et conclut la preuve. [ |

r) Dans une situation « générique », les quotients successifs Q; ont tous degré 1, et
donc nj;1 = n;j — 1 (la suite des restes est appelée normale), si bien que le lemme
précédent implique alors I'égalité deg(V;) =i—1.

Le résultat suivant montre que probléme de reconstruction rationnelle (RR) peut étre
résolu a 'aide de l'algorithme d’Euclide étendu.

Théoreme 7.2 Soit A € K[X] de degré n > 0 et soit B € K[X] de degré < n. Soit
k € {1,2,...,n} et soient R;,U;,V; le reste et les cofacteurs obtenus a la j-ieme
itération de I'algorithme d’Euclide étendu exécuté sur A et B. Si j est choisi minimal
tel que deg(R;) <k, alorsona:
1. Il existe une solution (R, V) = (0,0) de (RRS), a savoir (R, V) = (R}, V). Si, de
plus, pged(R;,V;) = 1, alors (R, V) est aussi solution de (RR).
2. Si (RR) admet une solution et si R/V € K(X) en est une forme irréductible,
alors il existe une constante o € K\ {0} telle que R = aR; et V = aV;.
Le probléme (RR) admet donc une solution si, et seulement si, pgcd(A,Vj) =1.

Démonstration. Par construction, Rj vaut bien UjA+VjB = VjB modulo A. Par ailleurs,
le Lemme 7.1 montre que le degré de V; vaut n—deg(R;_;) et est donc borné par n—k
(par la minimalité de j). Donc (R, V) = (R}, V;) vérifie bien (RRS).
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Entrée A,BeK[X]avecn=deg(A)>deg(B),etke{l,...,n}.
Sortie Une solution (R,V) de (RR), ou 0 si une telle solution
n’existe pas.
1. Ro=A;Up=1;Vy=0;R; =B; U; =0; Vi =1;i=1.
2. Tant que deg(R;) >k, faire :
a. Calculer la quotient Q; et le reste R;
de la division de R;_; par R;.
b. Uiy =Ui1 QiU Vi = Vil Qi Vi
c.i=i+1.
3. Sipged(A,V;) =1, renvoyer (R;,V;); sinon renvoyer 0.

Algorithme 7.1 — Algorithme de reconstruction rationnelle.

De plus, le pgcd(A, V;) est égal au pged(R, V;). Par conséquent, si ce dernier vaut
1, alors V; est inversible modulo A et donc (R, V) = (R}, V;) vérifie aussi (RR).

L'unicité (a une constante pres) est plus délicate a prouver. Supposons que (R, V)
est une solution de (RR). Alors R s’écrit UA + VB pour un certain U € K[X]. Nous
allons prouver que (R, V) = (aR;, aV;) pour un certain a € K[X]\ {0}.

D’abord, les polyndomes U; et V; vérifient U;V = UV; : supposons le contraire et
considérons le systeme linéaire

Ui Vil A R
X = .
u Vv B R
Le systeme étant supposé de Cramer, A s’écrit comme quotient de deux déterminants
1%y
u v

L’hypothese deg(R;) < k < deg(R;_1) et le Lemme 7.1 entrainent que le degré du
membre droit de 1’égalité précédente est majoré par

-

R; V;
=N Y
SRR

deg(R;V —RV;) <max{k — 1 +deg(V),deg(R) + n—deg(R;_;)}
<max{n-1,(k-1)+n-deg(Rj1)}=n-1,

ce qui contredit deg(A) = 1, concluant la preuve de U;V = UV;. Cette égalité implique
que V; divise U;V, et puisque U; et V; sont premiers entre eux, il s’ensuit que V;
divise V. En écrivant V = aVj, avec a € K[X], on obtient UV; = VU; = aU;V;, et
donc U = aU;. Enfin, R = UA + VB = o(U;A + V;B) = aR;. Les polynomes R et V
étant premiers entre eux, il s’ensuit que « est une constante de K\ {0}, et que donc
pgcd(R;, V) = 1. |

L’Algorithme 7.1 résume cette approche; la ressemblance avec l’algorithme d’Euclide
étendu est claire.
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Entrée Une borne N € N sur le degré du polynome minimal de la
suite (a,),>0 et les 2N premiers termes ay,...,d;n_1 € K.
Sortie Le polyndome générateur minimal de (a,),>o-
1. A= ap + a1X+ "'+L12N_1X2N_1.
2. Calculer R,V € K[X] la solution de (7.3) telle que V(0) = 1.
3. d = max{1 + deg(R),deg(V)}. Renvoyer V = V(1/X)X“.

Algorithme 7.2 — Algorithme de Berlekamp-Massey.

Approximants de Padé

Sin>0,ke{l,2,...,n} etsi BeK[X]estde degré < n, alors un approximant de Padé
pour B de type (k—1,n — k) est une fraction rationnelle R/V € K[X] telle que

R
XJV, deg(R)<k, deg(V)<n-k et V= B mod X". (7.2)
Le Théoreme 7.2 (pour A = X") entraine la conséquence suivante.

Corollaire 7.3 Soit B € K[X] de degré < n. Soient R;, U}, V; le reste et les cofacteurs
obtenus a la j-ieme itération de I’algorithme d’Euclide étendu exécuté avec X" et B.
Sij est choisi minimal tel que deg(R;) <k, alorson a:
1. L’équation (7.2) admet une solution si et seulement si pged(R;, V;) = 1.
2. Sipged(R;,V;) = 1, alors R;/V; est 'unique approximant de Padé pour B de
type (k—1,n—k).

L’algorithme qui s’en déduit est un cas particulier de I’Algorithme 7.1, en prenant
A =X" et en remplacant le test pgcd(A,V;) =1 de I’étape (3) par V;(0) = 0.

Algorithme de Berlekamp-Massey

L’algorithme décrit dans cette section permet de deviner des récurrences a coeffi-
cients constants d’ordre arbitraire a partir de termes consécutifs de la suite.

On se donne dans un corps K les 2N premiers éléments d’une suite récurrente
linéaire (a,,),>¢ pour laquelle on sait qu’il existe un polyndme caractéristique de degré
d <N, c’est-a-dire un polynéme

f(X)= ded +--+fo, telque fya,.4+---+ foa, =0, pourtout n>0.

Le probléme est de calculer le polynome minimal (c’est-a-dire le polynéme caracté-
ristique de degré minimal) de (a,),>¢. Le Lemme 4.7 (page 87) montre que ce calcul
équivaut a la résolution du probléme de Padé

% =Amod X?N, X[V, deg(R) <N, deg(V) <N et pged(R,V)=1. (7.3)

En effet, il implique que (R, V) = (Ny, P) est solution de (7.3). La méthode qui en
découle est résumée dans I’Algorithme 7.2.
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Interpolation rationnelle de Cauchy
Linterpolation des fractions rationnelles, appelée aussi interpolation de Cauchy,
est une généralisation naturelle de l'interpolation polynomiale (de Lagrange).
Soient k € {1,...,n}, vy,...,v,_1 € K et soient uy,...,u,_; des points distincts de K.
On cherche une fraction rationnelle R/V € K(X) avec R,V € K[X] satisfaisant aux
contraintes

=v; pour0<i<mn deg(R)<k, deg(V)<n—k. (7.4)

Le Théoréme 7.2 implique la procédure de décision et de calcul suivante : on
calcule le polyndme interpolant B et le polyndme A = (X—1ug)---(X—u,_1). On exécute
l'algorithme d’Euclide étendu sur A et B: on note R;, U;, V; le reste et les cofacteurs
obtenus a la j-ieme itération. On choisit ensuite j minimal tel que deg(R;) < k. Si
pgcd(A,V;) =1, alors R;/V; est 'unique forme canonique de la fraction rationnelle
cherchée. Sinon, le probléeme (7.4) n’a pas de solution.

Une application importante de I'interpolation rationnelle est la reconnaissance de
récurrences linéaires d’ordre 1 a coefficients polynomiaux.

Corollaire 7.4 — Devinette de récurrences hypergéométriques. Soit (a,,) une
suite d’éléments non nuls de K vérifiant la récurrence p;(n)a, 1 + po(n)a, = 0, dont
les coefficients (inconnus) py(X) et p;(X) sont des polynomes de K[X], premiers
entre eux (récurrence hypergéométrique). Si l'on connait une borne d sur le degré
de pg et de p; telle que py(j) = 0 pour 0 < j < 2d + 1, alors on peut déterminer
po et p1 par un calcul d’interpolation rationnelle, a partir des 2d + 1 premiers
termes de la suite (a,,).

Algorithmes rapides

En combinant les résultats du Théoréme 7.2 ci-dessus, du Théoréme 6.16 en
page 134, et du Chapitre 5 pour le calcul rapide des polynomes A et B définis en
Section 7.1, on déduit le résultat de complexité suivant.

Théoreme 7.5 Soient A € K[X] de degré n > 0, B € K[X] de degré < n et k €
{1,2,...,n}. Soient vy,...,v,_; €K, et soient uy,...,u,_; des points distincts de K. Il
est possible de calculer en O(M(n)logn) opérations dans K :
1. une solution du probleme reconstruction rationnelle (RR);
2. un approximant de Padé pour B de type (k—1,n—k);
3. une fraction rationnelle F = R/V € K(X) telle que deg(V) < n -k, deg(R) <k,
et F(u;) =v; pour 0 <i<n.

Le cas entier

L’analogue pour les entiers de la reconstruction rationnelle est également calcu-
lable en complexité quasi-optimale. Si n et B sont deux entiers, 0 < B < n, et étant
donné k < n, il s’agit de calculer des entiers R et V tels que

R
pged(n,V)=1 et B= v modn, |R|<k, 0<V< (7.5)
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Théoréeme 7.6 A partir de k,n et B, on peut calculer R et V satisfaisant a (7.5) en
O(Mz(logn)loglog n) opérations binaires.

Le cas des récurrences

Une conséquence utile du Théoréme 7.5 a la reconnaissance rapide des suites est
contenue dans le corollaire suivant. Sa généralisation aux cas des suites polynomiale-
ment récurrentes arbitraires sera traitée en Section 7.2.

Corollaire 7.7 Soit (a,,) une suite d’éléments de K vérifiant
— soit une récurrence linéaire a coefficients constants d’ordre au plus N;
— soit une récurrence linéaire d’ordre 1 a coefficients polynomiaux de degré au
plus N.
A partir des premiers 2N + 1 termes de la suite, on peut retrouver les coefficients
de la récurrence en O(M(N)logN) opérations dans K.

7.2 Approximants de Padé—Hermite

Définition 7.2 Soit F = /(f},..., f,) un vecteur de n > 1 séries formelles de K[[X]],
et soit d = (dy,...,d,) € N". Un vecteur non nul P = (Py,...,P,) de polynomes de
K[X] est appelé approximant de Padé—Hermite de type d de F si :
1. La valuation val(P-F) de la série P-F = ) ' | P, f; est au moins égale a 0 =
2(di+1)-1;
2. deg(P;) <d; pour tout 1 <i <n.
L'entier o est alors appelé 'ordre de 'approximant.

Exemple 7.1 Dans la terminologie de la section précédente, si R/V € K(X) est un
approximant de Padé de type (k, n—k) de B € K[[X]], alors (R, V) est un approximant
de Padé-Hermite pour (-1, B), de type (k,n k).

Exercice 7.1 Soient A, B deux polynémes de K[X], avec n = deg(A) > deg(B). Montrer
que (R,V) est solution du probléme de reconstruction rationnelle (RRS) défini en
page 140 si et seulement s’il existe un polynéme U € K[X] tel que (R,V,U) soit un
approximant de Padé—Hermite de (—1,B,A) de type (k—1,n—k,n—1). ]

Le premier résultat de cette section montre 'existence des approximants de Padé-
Hermite et fournit également un premier algorithme pour leur calcul.

Théoreme 7.8 Tout vecteur de séries formelles F = (fi,..., f,,) € K[[X]]" admet un
approximant de Padé—Hermite de type d = (dy,...,d,) € N” donné.

, . N . . .12 < s o d; i
Démonstration. On procede par coefficients indéterminés : en écrivant P; = Z].’:Opi'jX],
on obtient un systéme linéaire homogene a 0 =) ;(d; + 1) — 1 équations en les ¢ + 1
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inconnues p; ;. Puisqu’il a moins d’équations que d’inconnues, ce systeme admet
forcément une solution non triviale. ]

L’algorithme qui découle de la preuve du Théoreme 7.8 repose sur la recherche
d’un élément non trivial dans le noyau d’une matrice a coefficients dans K, de taille
0 X% (0 +1). En utilisant les résultats du Chapitre 8, on aboutit donc a un algorithme de
complexité O(MM(c)) = O(c%) pour 2 <0 < 3.

Algorithme de Derksen : idées et résultats préliminaires

Le but de la suite de ce chapitre est de présenter un algorithme plus efficace,
d@t a Derksen, de complexité seulement quadratique en ¢. En anticipant un peu,
cet algorithme revient a effectuer une sorte de pivot de Gauss sur une matrice a
coefficients dans K[X], mais de taille bien plus petite que ¢ (seulement linéaire en
max(d)). Dans le cas particulier n = 2, ’algorithme de Derksen a essentiellement la
méme complexité que le calcul d’approximants de Padé via l’algorithme d’Euclide
étendu vu en Section 7.1.

Pour simplifier la présentation, on se restreint dans la suite au cas ou le type
de l'approximant cherché est de la forme d = (d,...,d) € N”, pour un certain d € N.
L’'idée de l'algorithme de Derksen est de construire non pas un seul approximant
de Padé-Hermite, mais toute une famille de tels approximants, et cela de maniere
incrémentale. Plus exactement, pour s = 0, 1,..., il construit une base d’une forme
spéciale, appelée « base minimale », du K[X]-module

V, = {P e K[X]" | val(P - F) > s}.

Comme nous le verrons plus loin, une telle base de V,; pour ¢ = nd + n—1 contiendra
alors nécessairement un approximant de Padé—Hermite de typed =(d,...,d) de F.

Observons que, grace aux inclusions X°*K[X]" C V; C K[X]", le module V; est libre
de rang n. Précisons ce que l'on entend par « base minimale ». Pour ce faire, introdui-
sons d’abord une notion de degré et de type d’un vecteur de polynomes.

Définition 7.3 — Degré et type d’'un vecteur de polynémes. Pour un vecteur de
polynomes P = (P,...,P,) € K[X]", son degré deg(P) et son type type(P) sont donnés
par:

deg(P) = max{deg(P;),...,deg(P,)} et type(P)=max{i|deg(P)=deg(P;)}.

Définition 7.4 — Base minimale. Soit V C K[X]"” un sous-module libre de rang n.
Une suite Qy,...,Q,, est appelée « base minimale » de V si, pour tout i, le vecteur
Q; est non nul, de type i, et de degré minimal parmi les éléments de V \ {0} de

type 1.

Le résultat suivant précise le lien entre une base minimale et I'approximation de
Padé-Hermite.
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Lemme 7.9 Soitd > 1. Supposons que Qj,...,Q, est une base minimale de V,;;,,, ;.
Soit € tel que deg(Qy) est minimal. Alors Q, est un approximant de Padé-Hermite
de type (d,...,d) pour F.

Démonstration. Le Théoreme 7.8 montre ’existence d’un vecteur non nul P de V,,;,,_1
tel que deg(P) < d. Soit i le type de P. La suite d’inégalités

deg(Q) < deg(Q;) < deg(P) <d,

prouve que Qg est un approximant de Padé-Hermite de type (d,...,d) de F. [ ]

Le résultat suivant montre qu’une base minimale est nécessairement une base du
K[X]-module V au sens usuel.

Théoreme 7.10 Soit V C K[X]" un sous-module libre de rang n. Toute base mini-
male de V est une base du K[X]-module V.

Démonstration. Montrons d’abord qu’il s’agit d’un systéeme de générateurs. Soit W =
K[X]Qq + -+ K[X]Q,, € V. On suppose par l'absurde que V = W. Soit P € V\ W un
élément minimal dans V\ W pour l'ordre P < Q défini par

deg(P) <deg(Q), ou

(7.6)
deg(P) =deg(Q) et type(P)<type(Q).

Autrement dit, P est de type minimal parmi les éléments de degré minimal de V\ W.

Soit i le type de P. Les relations type(P) = type(Q;) et deg(P) > deg(Q;) entrainent
I’existence d’'un monome q € K[X] de degré deg(q) = deg(P) — deg(Q;) tel que type(P —
qQ;) < type(P). Puisque deg(P — qQ;) < deg(P), on obtient que

P—qu<P.

Par la minimalité de P, il s’ensuit que P — qQ; appartient a W, donc P € W, ce qui
contredit le choix de P.

Pour conclure la preuve, montrons que les Q; forment une famille libre. Si
2.;a;Q; = 0 est une combinaison polynomiale nulle des Q;, on a que pour tout i,
le vecteur a;Q; est de type i. L'assertion découle du lemme suivant. |

Lemme 7.11 SiP et Q ont des types distincts, alors le type de P + Q est soit le
type de P soit celui de Q.

Démonstration. Supposons j = type(P) > i = type(Q). Si deg(P) > deg(Q), alors on a
type(P +Q) = j et si deg(P) < deg(Q), puis type(P+ Q) = 1. |
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Algorithme de Derksen : fonctionnement

L’idée de l'algorithme est de construire de proche en proche une base minimale de
V;, partant de la base minimale des Q; = (0,0,...,0,1,0,...,0) (avec 1 en position k)
de Vy. D’apres le Lemme 7.9, I’élément de degré minimal dans une base minimale de
V,44n-1 fournit un approximant de Padé—Hermite de type (d,...,d) de F.

Le résultat suivant montre comment construire une base mlmmale de Vi, a partir
d’une base minimale de V;, et il constituera le coeur de l'itération.

Théoréeme 7.12 Soit Qq,...,Q,, une base minimale de
V; = {P e K[X]" | val(P - F) > s}.

1. Sival(Q;-F)>s+1 quel que soit 7, alors V,,; et V; coincident, et {Qy,...,Q,}
est une base minimale de V..
2. Supposons que 1 < i < n est tel que les deux conditions suivantes soient

réunies :

— val(Q;-F) =s;

— sival(Qg-F) =s pour un € # i, alors Q; < Qy, ou < est 'ordre (7.6).
Alors :

a. pour ¢ # i, il existe un scalaire \; € K tel que Q; = Q; — \/Q; vérifie

val(Q, -F) > s;
b. en posant Q; = XQ;, la suite Qy,...,Q, forme une base minimale de
Vs+1'

Démonstration. L'inclusion V,,; C V; est évidente, et inversement, le Théoréeme 7.10
montre que tout P € V; s’écrit comme combinaison linéaire ) ;a;Q;. Ainsi P-F =
Yia; F) est de valuation au moins s+ 1, donc P € V,,;. Ceci prouve le premier
p01nt.
Prouvons maintenant l’assertion (2.a). Si val(Qg - F) > s, on pose Ay = 0; si val(Qy -
F)=s,alors Qp-F = ¢, X°+--- et Q;-F =¢;X°+---, avec ¢; # 0, et alors Ay = c//c; convient.
Pour l'assertion (2.b), commencons par montrer que

er-'-er?l:QirQiJrlr---rQn

reste une base minimale de V;. Il suffit pour cela de montrer que pour ¢ = i, le
vecteur Q; a méme type et méme degré que Q. Si val(Qg - F) > s, cela est évident,
car \; = 0 et donc Q; = Q. Sinon, le choix de i assure que Q; > Q;, et donc Qg et
Q/ - A/Q; ont méme degré et méme type.

Montrons maintenant que (Qj,...,Q,) est une base minimale de V,,;. Comme
la multiplication par un polyndme ne change pas le type, celui de Q; = XQ; est
bien i. Il suffit donc de montrer que si P € V1 est de type ¢ € {1,2,...,n}, alors
deg(P) > deg(Qg) Si ¢ #1i, ceci est une évidence : comme P appartient a Vs+1 CV,, et
comme la suite Qy,...,Q;_1,Q;,Qj,1,...,Q, forme une base minimale de V;, le degré
de P est nécessairement au moins égal a deg(Q,) = deg(Qy).

Dans la suite de la preuve, on peut donc supposer que P € V,,; est de type i, le
but étant de montrer que deg(P) > deg(XQ;). Le Théoreéme 7.10 montre que P s’écrit
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Entrée F=(f,...,f,) eK[[X]]" etd > 1.
Sortie Un approximant de Padé—Hermite de F, de type (d,...,d).
1. Pour k de 1 a n définir
Qx=(0,0,...,0,1,0,...,0), avec 1 en position k.
2. Pour j de 0 a nd + n— 2 faire :
a. i=0
b. Pour k de 1 a n faire :
i. ¢ = coeff(Qy - F,j)
ii. Sicp#0et (Qr <Q;oui=0) alorsi=k.
c. Sii=0 alors faire
i Qi=c'Q;
ii. Pour k de 1 a n faire
sik =1, alors Q; = Q — ¢, Q;.
iii. Q; = XQ;
3.p=1
4. Pour k de 2 a n faire :
si deg(Qx) < deg(Q,), alors p = k.
5. Renvoyer Q,.

Algorithme 7.3 — Algorithme de Derksen pour les approximants de Padé—Hermite.

P=) i a]-Q]- +a;Q;. Puisque type(P) =i, le Lemme 7.11 entraine 4; # 0. De plus, le
degré de P est égal a celui de 4;Q;, d’aprés le Lemme 7.13 ci-dessous.

Comme val(P -F) > s et comme pour k # i, val(Qy - F) > s, on a nécessairement que
val(a;) > 0. En particulier deg(a;) > 0 et donc deg(P) > 1 + deg(Q);). |

I Lemme 7.13 Sitype(P)=type(Q)=i et type(P + Q) < i, alors deg(P) =deg(Q).

Démonstration. Soient P = (Py,...,P,) et Q = (Qy,...,Q,). Lhypothése entraine les
égalités deg(P;) = deg(P) et deg(Q;) = deg(Q). Cela implique que P; et Q; ont le méme
degré; sinon, le type de P + Q serait égal a i. [ |

L’Algorithme 7.3 découle de la conjonction du Lemme 7.9 et du Théoréme 7.12. 11
est de complexité seulement quadratique en ¢. En résumé, nous avons le résultat
suivant.

Théoreme 7.14 Soit F = (fi,..., f,) € K[[X]]". 1l est possible de calculer un ap-
proximant de Padé—Hermite de type (d,...,d) de F en O(no?) = O(n3d?) opérations
dans K.

Exercice 7.2 FEcrire les détails de la preuve du Théoréme 7.14. (]
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p) Dans le cas « générique » (dit normal), la sortie Q = Qy,...,Q; de l'algorithme
de Derksen est de degré

d+1 d d d
d+1 d+1 --- d d
d+1 d+1 - d+1 d
d d d d

C’est la derniere ligne Q,, qui fournit I'approximant désiré.

Approximants de Padé-Hermite de type arbitraire
Pour calculer un approximant de Padé-Hermite de type d = (dy,...,d,,), il suffit de

remplacer, dans I’Algorithme 7.3, deg par deg, et type par typey, ol :
degy(P) = max{deg(P;) —d;}, typeq(P)=max{i|deg(P;)—d; =deg4(P)}.

1<i<n

Applications

Sil'on sait qu'une série est rationnelle de degré au plus d, l'approximation de Padé
de type (d,d) suffit pour reconstruire la fraction rationnelle. Une question naturelle
est de généraliser cette observation dans le cadre de I'approximation de Padé-Hermite.
Les réponses sont partielles, mais entiérement satisfaisantes dans la pratique.

Recherche de relations a coefficients polynomiaux entre séries formelles

Supposons qu’il existe une combinaison linéaire } ' P;f; = 0, a coefficients des
polynomes P;(X) € K[X] de degrés au plus d. Par ailleurs, supposons calculé un
approximant de Padé-Hermite Q = (Qy,...,Q,,)de F=(f},..., f,) de typed = (d,...,d),
via l'algorithme de Derksen. La question est : quel lien y a-t-il entre P = (P;,...,P,) et
Q?

D’abord, dans le cas générique, la réponse est tres simple : P et Q sont identiques,
a un coefficient scalaire prés. En effet, Q = Q,, et Qy,...,Q,, est une base de V,,4,,_1
dont les degrés sont décrits page 150. En particulier, P doit étre une combinaison
linéaire des Q;. Des considérations sur les degrés, utilisant la forme bien particuliére
des degrés des Q;, ménent a la conclusion désirée.

En effet, si (c;(X),...,c, (X)) (Qy,...,Q,) = P, alors ¢;Qq; + - +¢,Q, = Py, et
comme deg(Qq;) =d +1 et deg(Q;;) = d pour j > 1 et deg(P;) < d, on obtient que
¢ = 0. De méme, ¢, =--- =c,_1 =0 et ¢, doit étre une constante c € K telle que P = cQ.

Dans le cas général, un argument de noethérianité permet de prouver que pour
D> 0, V,p,,_1 contient la relation P, qui sera trouvée par l'algorithme de Derksen.
Seulement, on ne dispose pas de borne a priori en fonction de d, sur le D minimal avec
cette propriété. En effet, si on note

W = (QeK[X]" [val(Q-F)2j et deg(Q)<deg(P),

et Wy, = ﬂjzowj; alors W, contient toutes les relations de F en degré d, et en particu-
lier P. Puisque Wy 2 W; 2 W, D --- est une suite décroissante d’espaces vectoriels de di-
mension finie, elle est stationnaire, donc il existe un N tel que W, = Wy = Wy, =---.
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Le cas normal correspond a la situation ou dim(Wjy, ;) = dim(Wy) — 1 pour chaque
k (noter la ressemblance avec la normalité de la suite des restes dans l’algorithme
d’Euclide).

Reconstruction d’équations algébriques et différentielles

Deux cas particuliers importants, pour lesquels on peut étre encore plus précis,
sont les approximants algébriques et différentiels.

Soit A € K[[X]] une série formelle algébrique. Le probleme d’approximation al-
gébrique consiste a retrouver un polynome P(X,Y) € K[X, Y] tel que P(X,A(X))=0a
partir des premiers termes de A. Si un tel P, de degré d en X et nen Y, existe, alors
les coefficients des puissances de Y formeront un approximant de Padé—Hermite de
type (d,...,d) du vecteur de séries (1, A,...,A"). La difficulté vient de ce que un calcul
d’approximation de Padé—Hermite ne trouve, a priori, qu'un polyndéme Q € K[X, Y]
tel que Q(X,A(X)) = 0 mod X°, ou ¢ = (n+ 1)d — 1. On dit alors qu'on a deviné un
polynome annulateur Q de A. Pour les approximants différentiels, la problématique
est la méme, la seule différence étant qu’on calcule un approximant de Padé—Hermite
du vecteur des dérivées successives (A, A’,...,A(”)).

Certification d’identités algébriques

Pour un approximant algébrique, il se pose la question de la certification a posteriori.
Pour un polyndme annulateur deviné Q, cela veut dire qu’on souhaiterait déduire que
non seulement Q(X, A(X)) est nul modulo X°, mais aussi que Q(X, A(X)) = 0.

Le résultat suivant apporte une réponse partielle a la question de la certifica-
tion. Son avantage est qu’il ne dépend pas de l'algorithme utilisé pour produire
l'approximant de Padé-Hermite.

Théoreme 7.15 Supposons que A € K[[X]] est racine d’un polynéme irréductible
de K[X, Y] de degré au plus d en X et au plus n en Y. Soit

Q=(Q0,Qy,---,Qy)
un approximant de Padé—Hermite de type (d,...,d) de
F=(1A,... A".

Si val(Q - F) > 2dn, alors Q -F = 0, c’est-a-dire que A est racine du polynome

Q= Z?:o QiYi-

Démonstration. Soit P € K[X, Y] un polynéme irréductible de degré au plus d en X et
au plus nen Y tel que P(X, A) = 0. Le polyndéme Resy(P, Q) € K[X] est de degré borné
par degy(P)degy(Q) + degy(P)degy(Q) < 2dn. Comme il est de la forme uP +vQ
pour u et v deux polyndmes, avec degy(v) < degy(P), et qu’il ne change pas lorsqu’on
remplace la variable Y par la série A, c’est un O(X??"). Par conséquent uP +vQ =0,
donc P divise vQ et, étant irréductible, il divise v ou Q. Or degy(v) < degy(P), donc
finalement Q | P et Q(X, A) est la série nulle. [ |
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Reconstruction de récurrences

Soit (a,), € KN une suite vérifiant une récurrence linéaire a coefficients polyno-
miaux. Comment, a partir des premiers termes de la suite, retrouver les coefficients
de cette récurrence?

Une possibilité consiste a utiliser la correspondance montrée au Théoréme 14.1
en page 253, et a chercher une équation différentielle, a coefficients polynomiaux,
portant sur la série génératrice de la suite. Cette équation peut étre devinée comme
expliqué précédemment, grace a une approximation de Padé—Hermite. Il suffit ensuite
de passer de I’équation différentielle a I’expression de la récurrence, ce qui n’est pas
trivial mais purement formel et a été décrit au Chapitre 14.

Calcul quasi-optimal

Pour le calcul d’approximants de Padé—Hermite, on dispose d’un algorithme quasi-
optimal, dont ’efficacité est utilisée en calcul formel comme la base de nombreux
autres algorithmes. Cet algorithme peut étre vu comme une alternative a I'approche
par matrices structurées, de méme complexité, décrite au Chapitre 10.

Théoreme 7.16 Soient F = (fi,..., f,) e K[[X]]",d = (d;,...,d,) eN"eto=d; +---+
d,+n—1.1l est possible de calculer un approximant de Padé—Hermite de type d
de F en O(MM(1, 6)log o) = O(n?M(c)log o) opérations dans K.

Esquisse de démonstration. Comme pour l'algorithme de complexité quadratique de
Derksen, une premieére idée est de calculer non pas un vecteur, mais toute une matrice
d’approximants. Une seconde idée est d’utiliser un « diviser pour régner » tout en
exploitant la multiplication rapide de matrices polynomiales. Voici 'esquisse de
l'algorithme dans le casoud =(d,...,d):
1. Si N =1, renvoyer une base de l'orthogonal a F(0).
2. Sinon :
(a) calculer récursivement une matrice polynomiale d’approximants P, telle
que P -F = O(X?) et deg(P;) vaille environ d/2;
(b) calculer le reste R tel que P; -F = Xo/2. (R + O(X"/z));
(c) calculer récursivement une matrice polynomiale P, d’approximants du
reste : P, - R = O(X%/?), avec deg(P,) environ égal a d/2;
(d) renvoyer P=P,-P;.
Le choix précis des degrés des approximants P; et P, est une question délicate et ne
sera pas détaillé. En admettant ces choix, la correction de l’algorithme et son analyse

de complexité se déduisent aisément. [ |
Exercices
Exercice 7.3 — Interpolation creuse. Soit K un corps effectif de caractéristique

zéro. Soit F une fonction d’arité n sur K qui calcule les valeurs d’'un polynéme P
de K[X4,...,X,] composé d’au plus ¢ termes non nuls. Le calcul de tous les termes
non nuls de P en évaluant seulement F sur plusieurs points bien choisis est appelé
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interpolation creuse.
Soient py,...,p, des nombres premiers distincts (en pratique on choisit les plus
petits).
1. Soient Xil X et X{l ---XJ;” deux monodmes distincts. Expliquer briévement
pourquoi leurs valeurs en (py,...,p,) sont distinctes.
2. Supposons que P contienne exactement t <  termes non nuls, et qu’il s’écrive
sous la forme ) 7 , PiXii’1 .- X" Montrer I'identité suivante :

T

. - p;
ZF(pi"pln)tz = Z €1 l pei,nt'

i>0 it L=py" P

3. Déduire de la formule précédente un algorithme pour obtenir les coefficients du
polynome D(t) =[]7_,(1 —pii'l ---p,eqi"’t) de Q[t]. Estimer le couit de I'algorithme
en fonction du nombre d’appels a la fonction F et du nombre d’opérations
arithmétiques dans K.

4. En admettant que l'on dispose d’un algorithme pour calculer toutes les racines
de D dans Q, expliquer comment obtenir toutes les valeurse¢; j, 1 <i<t,1<j<
n.

5. En utilisant les algorithmes rapides du Chapitre 5, et les racines de D, proposer
une facon efficace de calculer tous les coefficients P; de P.

L]

Notes

La présentation de la Section 7.1 est fortement inspirée de I’article de McEliece et
Shearer [MS78], celle de la Section 7.2 par l'article de Derksen [Der94]. Les approxi-
mants de Padé sont des objets trés classiques en analyse numérique; on pourra par
exemple consulter le livre de Baker et Graves—Morris [BG96] qui leur est entierement
dédié.

L'algorithme de Berlekamp-Massey a été initialement congu pour décoder des
codes BCH, puis étendu par Zierler [Zie68] et Massey [Mas69], qui ont mis en évidence
le lien avec les suites récurrentes linéaires a coefficients constants. Les liens forts
entre l'algorithme d’Euclide, l’algorithme de Berlekamp-Massey, 'approximation de
Padé et le calcul de fractions continues ont été étudiés par Mills [Mil75], Welch et
Scholtz [WS79], Cheng [Che84], et Dornstetter [Dor87]. L'utilisation de ces méthodes
pour l'interpolation creuse est a la base de I'algorithme da a Ben-Or et Tiwari [BT88]
adapté dans I’Exercice 7.3.

Les premiers algorithmes rapides pour la reconstruction rationnelle sont dus a
Gustavson et Yun [GY79]. Ces algorithmes ont été améliorés par ces deux auteurs
en collaboration avec Brent [BGY80] et Gragg—Warner [Gra+82], puis par Cabay et
Choi [CC86]. La problématique de la reconstruction rationnelle pour les entiers est
classique en théorie des nombres. En calcul formel, elle a été trés étudiée en lien avec
les algorithmes modulaires, par exemple pour la résolution de systémes linéaires par
remontées p-adiques par Dixon [Dix82]. Des algorithmes rapides ont été récemment
congus par Wang et Pan [PW04; WP03].

Les approximants de Padé et de Padé—Hermite ont été introduits et étudiés par
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Hermite et Padé [Her73a; Her93; Pad92; Pad94]. Une exposition plus moderne se
trouve dans un article de Mahler [Mah68]. Le probleme d’approximation de Padé-
Hermite a été utilisé par Hermite en 1873 dans sa preuve [Her73b] de la transcendance
de ¢, qui utilise le choix trés particulier F = (1,eX, e2X .). Deux autres cas particuliers
importants sont : les « approximants algébriques » [Sha74; TD00] avec F = (1, f, f2,...)
et les « approximants différentiels » [Kha02] avec F = (f, f’,f”,...), ou f est une série
de K[[X]] donnée.

En calcul formel, les approximants de Padé-Hermite ont été introduits par Della
Dora et Dicrescenzo [DD84a; DD84b]. Un premier algorithme de complexité qua-
dratique a été donné par Sergeyev [Ser86]. Cet article est resté méconnu, et d’autres
algorithmes quadratiques ont été proposés par Paszkowski [Pas87], Cabay et La-
bahn [CL89], Van Barel et Bultheel [VB91b], et Cabay, Labahn, Beckermann [CLB92].
L’algorithme de complexité quasi-optimale esquissé en Section 7.2 a été congu par
Beckermann et Labahn [BL94].

Il existe diverses généralisations utiles du probleme d’approximation de Padé-
Hermite, par exemple les « approximants de Padé-Hermite simultanés et matriciels »,
ou encore des approximants modulo un polynome arbitraire de degré o =} ;(d; +1)-1
au lieu de X°. Des algorithmes rapides existent pour toutes ces généralisations [Bec92;
BL0O; BL94; GJV03; VB92].
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8. Algébre linéaire dense : de Gauss a
Strassen

L’algébre linéaire est au coeur de nombreux problémes algorithmiques. La mul-
tiplication matricielle usuelle et la méthode du pivot de Gauss ont une complexité
arithmétique cubique en la taille de I’entrée. Dans ce chapitre, nous montrons que
pour la plupart des questions d’algébre linéaire dense — multiplication, inversion,
déterminant, résolution de systeme — il existe des algorithmes plus efficaces, de
complexité strictement sous-cubique.

Introduction

En mathématiques, il est de coutume de considérer qu'un probléme est rendu tri-
vial lorsqu’il est ramené a une question d’algebre linéaire. Du point de vue calculatoire
se pose cependant la question de efficacité des opérations matricielles.

Classification
Les problémes algorithmiques en algebre linéaire cachent des difficultés tres
subtiles. En général, les premiéres questions que ’on est amené a se poser en rapport
avec la manipulation des matrices concernent le calcul efficace du produit matrice-
matrice, du produit matrice-vecteur, de I'inverse, ainsi que la résolution de systémes.
Les réponses a ces questions varient fortement selon le type de matrices considé-
rées. Une classification possible est la suivante.

Les matrices denses

Ce sont les matrices quelconques, sans aucune structure particuliéere. Nous verrons
que l'algorithmique des matrices denses peut se ramener essentiellement au produit
matriciel, dont la complexité est une question extrémement délicate.
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Les matrices creuses

Beaucoup de problémes linéaires se formulent en termes de matrices possédant
un nombre important d’éléments nuls, dites « creuses ». Dans ce cas, ’algorithmique
dense est inappropriée; il est possible de tirer parti de la forme creuse en utilisant des
outils mieux adaptés, a base de récurrences linéaires.

Les matrices structurées

Enfin, il existe des familles de matrices particuliéres, souvent associées a des
applications linéaires entre espaces de polyndmes, telles que les matrices de type
Sylvester pour le résultant, de type Vandermonde pour I’évaluation et I'interpolation,
de type Toeplitz et Hankel pour 'approximation de Padé et de Padé—Hermite, etc.
Pour ces types de matrices clairement identifiés, on développe soit une algorithmique
ad hoc, soit une théorie unifiée reposant sur le concept de « rang de déplacement ».

Schématiquement, ’algorithmique des matrices denses est la plus lente, de com-
plexité située entre O(n?) et O(n®), en taille n. La complexité du calcul avec les
matrices creuses est de I'ordre de O(n?), alors que celle des matrices structurées est
en O(n), a des facteurs logarithmiques pres.

L’algorithmique des matrices denses constitue 'objet d’étude de ce chapitre. Les
matrices creuses seront abordées brievement au Chapitre 9 et les matrices structurées
feront l'objet d’une étude plus approfondie au Chapitre 10.

Nous allons travailler avec un corps effectif noté K et avec ’algébre des matrices
carrées M, (K) a coefficients dans K. Signalons toutefois que la plupart des résultats
de ce chapitre s’étendent au cas ou le corps K est remplacé par un anneau effectif A,
et les matrices carrées par des matrices rectangulaires a coefficients dans A.

Résultat principal

Les questions qui seront étudiées, ou simplement évoquées, dans ce chapitre sont
celles de la complexité du calcul du produit matriciel dans M,,(K), de I'inverse, du
déterminant, du polyndme caractéristique ou minimal, de la résolution de systemes
linéaires, ou encore de la mise sous diverses « formes canoniques » (échelon, LUP,
compagnon par blocs, ... ).

Pour ces questions, on dispose d’une premiere famille d’algorithmes « naifs »,
reposant sur l"application directe des définitions ou des propriétés mathématiques.
Si l'algorithme naif de multiplication a une complexité raisonnable, cubique en la
taille, dans d’autres cas I'emploi des algorithmes naifs est vivement déconseillé. Par
exemple, si A = (al-’j)l'fyj:1 est une matrice de M, (K), on n’utilisera pas la définition

n

det(A)= ) sgn(0)[ aion

0€S, i=1

pour le calcul de son déterminant; en effet, cela ménerait a un algorithme de com-
plexité O(n - n!), donc hyper-exponentielle en la taille de A. De méme, la définition
du rang d’une matrice comme la taille maximale d’'un mineur non nul ne se préte
pas directement, via une recherche exhaustive, a une algorithmisation efficace. Dans
un registre légerement différent, les formules de Cramer pour résoudre un systéme
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linéaire ne sont pas d’une grande utilité pratique (en revanche, elles servent a borner
les tailles des solutions, et s’averent souvent utiles dans les estimations de complexité).

Une seconde classe d’algorithmes, basés sur la méthode d’élimination de Gauss,
permet de résoudre de maniére raisonnablement efficace la plupart des problémes
évoqués plus haut. Appliquée a une matrice A de M,,(K), cette méthode fournit des
algorithmes de complexité O(n%) pour le calcul du rang rg(A), du déterminant det(A),
de I'inverse A~! (si A est inversible), pour le calcul d’une forme échelonnée et d’une
décomposition LUP de A, ainsi que pour la résolution d’un systeme linéaire de
matrice A.

Le résultat principal de ce chapitre est que 'on peut faire mieux, et qu’il existe
une constante 2 < w < 3 (dépendante a priori du corps de base K), qui controdle la
complexité du produit matriciel et de toutes les opérations d’algebre linéaire.

Pour formaliser ce point, on associe a chacun des problémes son exposant. Dans le
cas du produit, il est défini comme suit.

Définition 8.1 — Exposant de la multiplication matricielle. On dit que le réel 0
est un exposant réalisable pour la multiplication de matrices sur le corps K s’il existe
un algorithme de complexité arithmétique O(n%) pour multiplier deux matrices
arbitraires de M,,(K). On définit wy,, = inf{6 | O est un 