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Résumé
La Fusion thermonucléaire par Confinement Inertiel (FCI) et par Confinement Magnétique
(FCM) joue un rôle important dans le développement de nouvelles énergies. Dans cette
présentation, on cherche à modéliser les équations d’Euler multi-températures dans un plasma
chaud et dense. On obtiendra les équations multi-températures par un opérateur BGK bi-
espèces.
Le système obtenu est non conservatif, pour cela on se ramènera à un système conservatif
avec la méthode de Coquel et Marmignon [2] en introduisant l’entropie électronique. Pour les
résoudre, on construira un schéma de relaxation. On présentera les résultats obtenus dans le
cas 1D puis dans le cas 2D. On comparera les résultats obtenus par un schéma lagrangien.

I Modèle cinétique BGK à 2 espèces

1. Définitions

Afin de construire un modèle BGK multi-espèces, on note fα la fonction de
distribution de l’espèce α = e, i dépendante du temps t, de la position x, et
de la vitesse v, α = e désigne les électrons alors que α = i représente les ions.
On définit les quantités macroscopiques suivantes :

la densité de l’espèce α : nα =
∫

R3 fαdv,

la vitesse de l’espèce α : uα =
1

nα

∫

R3 vfαdv,

l’énergie totale de l’espèce α : 3
2ραkBTα +

1
2ραu

2
α =

∫

R3 mα
v2

2 fαdv,

avec kB la constante de Boltzmann, et Tα la température de l’espèce α.

2. Modèle cinétique sous-jacent

On considère un plasma soumis à un champ électrique E et décrit par le
modèle cinétique suivant. On le couple aux équations de Maxwell-Ampère et
de Poisson. Ainsi, en passant à la limite quasi-neutre, on obtient le système
suivant :

∂tfα + v.∇xfα +
qα
mα

∇vfα =
1

ε
(Mα(fα)− fα) +

1

ε
(Mα(fe, fi)− fα),

∂tE = −
j

ε2
,

∇x · E =
ρ

ε2
,

avec qα la charge de l’espèce α, j le courant au sein du plasma, et ρ la densité
de charge totale. Les maxwelliennes Mα et Mα sont définies par :

Mα(fα) =
nα

(2πkBTα/mα)3/2
exp(−

|v − uα|
2

2kBTα/mα
),

Mα(fe, fi) =
nα

(2πkBT/mα)3/2
exp(−

|v − u|2

2kBT/mα
).

II Modèle fluide

1. Formulation non conservative

En effectuant une procédure Chapman-Enskog, on obtient alors les équations d’Euler multi-
températures non conservatives.















∂tρ +∇ · (ρV) = 0,
∂t(ρV) +∇ · (ρV ⊗V) +∇(pe + pi) = 0,
∂tEe +∇ · (V(Ee + pe))−V.(ci∇pe − ce∇pi) = νei(Ti − Te),
∂tEi +∇ · (V(Ei + pi)) +V.(ci∇pe − ce∇pi) = −νei(Ti − Te),

où pe et pi sont respectivement les pressions électroniques et ioniques, Eα = ραεα + 1
2ραV

2

est l’énergie totale de l’espèce α = e, i, et cα = ρα
ρ représente les fractions massiques.

2. Formulation conservative équivalente

D’après Coquel et Marmignon [2], on montre que le système non conservatif est équivalent
au système conservatif suivant :



















∂tρ +∇ · (ρV) = 0,
∂t(ρV) +∇ · (ρV ⊗V) +∇(pe + pi) = 0,
∂tE +∇ · (V(E + pe + pi)) = 0,

∂t(ρeSe) +∇ · (ρeSeV) = (γe − 1)νeiρ
1−γe
e (Ti − Te).

avec pα la pression de l’espèce α = e, i, E l’énergie totale, et Se l’entropie électronique.

III Schéma de relaxation

Les équations d’Euler sont mises sous la forme vectorielle suivante :

∂tU +∇xF (U) = S(U).

Un schéma de relaxation consiste à trouver la solution Uτ de :

∂tU
τ +∇xG(Uτ ) = Q(Uτ ),

tel que si τ → 0 alors Uτ → U et Q(U) = S(U).

Numériquement, on résout en 2 étapes :

– Transport ∂tU +∇xG(U) = 0,

– Projection Q(U) = S(U).

III Schéma de relaxation pour Euler

1. Système relaxé

Variables de relaxation : πe et πi sur les pressions pe et pi.
Soit a ∈ R suffisamment grand et τ ∈ R

+.
Système d’Euler multi-températures relaxé :



























∂tρ +∇x · (ρV) = 0,
∂t(ρV) +∇x · (ρV ⊗V) +∇x(πe + πi) = 0,
∂tE +∇x · ((E + πe + πi)V) = 0,

∂t(ρeSe) +∇x · (ρeSeV) = (γe − 1)νeiρ
1−γe
e (Ti − Te),

∂tπα +V · ∇xπα + a2cα
ρ ∇x ·V = 1

τ (pα − πα), α = e, i.

Condition de stabilité sur le paramètre a :

a2 ≥ ρ2max

(

γe
pe
ρe
, γi

pi
ρi

)

,

aL(aL + aR) ≥ ρL(pR − pL),

aR(aL + aR) ≥ ρR(pL − pR).

2. Schéma numérique

Étape de transport : résoudre par un schéma de Godunov le système :























∂tρ +∇x · (ρV) = 0,
∂t(ρV) +∇x · (ρV ⊗V) +∇x(πe + πi) = 0,
∂tE +∇x · ((E + πe + πi)V) = 0,
∂t(ρeSe) +∇x · (ρeSeV) = 0,

∂t(ρπα) +∇x · (ρπαV + a2cαV) = 0, α = e, i.

UL

U∗
L U∗

R

UR x

t

Figure 1 – Représentation des différents domaines du problème de Riemann.

Étape de projection : résoudre les équations











































dρ
dt =

dV
dt = 0,

πα = pα, α = e, i,

Cv,e
dTe
dt = −νei(Ti − Te),

Cv,i
dTi
dt = νei(Ti − Te),

avec Cv,α la capacité calorifique à volume constant de l’espèce α = e, i.

IV Résultats obtenus en 1D

Tube à choc de Sod :
– Temps final : 1.5.10−5s.
– Nombre de points selon x : 100.
– Pas de prise en compte du terme source.
– Conditions initiales :

Table 1 – Données initiales utilisées.

ρL Te,L Ti,L uL ρR Te,R Ti,R uR
Cas Test 1 1 10000 10000 0 0.125 8000 8000 0

Schéma de relaxation : ordre 2 en espace et en temps.
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Figure 2 – Résultats obtenus par le schéma de relaxation à l’ordre 2 en espace et en temps.

V Résultats obtenus en 2D

Même cas : tube à choc de Sod.
Prise en compte du terme source de l’entropie électronique.
Comparaison avec le code lagrangien CHIC [3, 4].
Schéma de relaxation : ordre 1 en espace et en temps.
Schéma lagrangien : ordre 2 en espace et en temps.
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Figure 3 – Maillage utilisé.
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Figure 4 – Résultats obtenus par les schémas de relaxation et de Lagrange.

Le tube à choc étant un cas test 1D, on remarque que le schéma lagrangien conserve mieux le
caractère 1D de la solution. Cela montre qu’il est important d’écrire le schéma de relaxation
pour un ordre élévé afin d’obtenir des résultats plus précis.
Cependant, le schéma de relaxation obtient des résultats proches du schéma lagrangien.

VI Extension au code PlaTo

Adaptation du schéma de relaxation pour le code PlaTo (Platform for Tokamak simulation).

Adaptation à la géométrie toröıdale.

Adaption aux hiérarchies de modèles MHD dans le Tokamak ITER.

Conclusion

Mise en place d’un modèle BGK qui a permis la formulation des équations d’Euler multi-
températures non conservatives via une procédure Chapmann-Enskog.

Obtention d’une formulation conservative via l’entropie électronique.

Mise en place d’un schéma de relaxation 1D puis 2D.

Obtention d’une autre version du schéma de relaxation basée sur les techniques introduites
par Aregba et Natalini dans [1].

Adaptation du schéma de relaxation pour la plateforme PlaTo.
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