Michel Lévy 
  
Définitions et calcul de l'alpha-équivalence

Nous rappelons la définition de l'alpha-équivalence par réécriture, nous prouvons qu'elle est équivalente à celle donnée par J.L. Krivine dans [2] page 12. Nous prouvons que la condition « pour toute variable y sauf un nombre fini » est équivalente à deux conditions permettant de calculer l'alpha-équivalence, sans utiliser la notation de De Bruijn.

1 Définition de l'alpha-équivalence par réécriture Comme notre travail repose presqu'exclusivement sur celui de J.L.Krivine, nous reprenons ses notations sauf pour l'application du terme u sur le terme t, que J.L.Krivine note (u)t et que nous noterons (u t).

Le terme u donne le terme u par un changement de variables liées, si et seulement si le terme u est obtenu en remplaçant une occurence d'un sous-terme de u de la forme λx v par λy v<y/x> où y ne figure pas dans v. Nous notons cette relation pas u → u et nous en donnons une définition équivalente par induction sur la taille de u, ce qui facilite la suite de notre présentation.

Définition 1.1 (changement de variables liées) Soient u et u deux termes. Le terme u donne le terme u par un changement de variables liées, autrement dit u → u si et seulement si nous sommes dans l'un des cas suivants

Nous prouvons que cette définition est équivalente à celle donnée par J.L. Krivine dans [2] page 12. L'avantage de la définition de J.L. Krivine est de permettre de prouver directement et simplement les propriétés de la relation ≡. L'inconvénient de sa définition est qu'elle ne donne pas un algorithme pour la calculer. Nous montrons dans le paragraphe suivant comment remédier à cet inconvénient. On montre la propriété par récurrence sur les sous-termes de u. Examinons seulement le deuxième cas de la définition 1.1, car les deux autres cas sont analogues.

On a u = λx v, u = λx v et v → v . On suppose, par hypothèse de récurrence, que 

vl(v) = vl(v ). Puisque vl(u) = vl(v) -{x} et vl(u ) = vl(v ) -{x}, on a vl(u) = vl(u ).

  1. u = λx v et u = λy v<y/x> où y ne figure pas dans v2. u = λx v et u = λx v et v → v 3. u = (v w) et u = (v w) et v → v 4. u = (w v) et u = (w v ) et v → v Définition 1.2 (alpha-équivalence) Soient u et u deux termes. u ↔ u si et seulement si u → u ou u → u. Soit ≡= (↔) * .Lorsque u ≡ u , on dit que u et u sont alpha-équivalents ou encore que u et u sont égaux à des changements près de variables liées.

Propriété 1 . 1 ( 2 .

 112 conservation des variables libres) Notons vl(u) l'ensemble des variables libres du terme u. Soient u et u deux termes tels que u → u . Un changement de variables liées préserve l'ensemble des variables libres, autrement dit vl(u) = vl(u ). Preuve : On vérifie cette propriété pour le premier cas de la définition 1.1. Par définition de vl, nous avons : vl(λx v) = vl(v) -{x} vl(λy v<y/x>) = vl(v<y/x>) -{y} 1. Supposons que x n'est pas libre dans v. Puisque x n'est pas libre dans v, vl(λx v) = vl(v) et v<y/x>= v, par suite : Donc vl(λx v) = vl(v) et vl(λy v<y/x>) = vl(v) -{y}. Puisque y n'est pas dans v, vl(λx v) = vl(v) = vl(λy v<y/x>). Supposons que x est libre dans v. D'après cette hypothèse, vl(v<y/x>) = (vl(v) -{x}) ∪ {y}. Donc vl(λx v) = vl(v) -{x} = vl(λy v<y/x>).

Propriété 1 . 2

 12 Soient u, v deux termes. Soient x, y deux variables où y ne figure pas dans u. Nous avons : u<y/x><v/y>= u<v/x>. Preuve : Par récurrence sur les sous-termes de u. 1. Supposons que u est une variable. (a) Supposons u = x. Nous avons : u<y/x><v/y>= y<v/y>= v = u<v/x>. (b) Supposons u = x. Nous avons : u<y/x><v/y>= u<v/y>= u = u<v/x>. 2. Supposons que u = λz w. (a) Supposons x = z. u<y/x><v/y>= u = u<v/x>. (b) Supposons x = z. Puisque

  Puisque z = y, v<u/y>= λz w<u/y> Puisque z = y et z = x, v<u/y,t/x>= λz w<u/y>. (b) Supposons z = x et z = y. Nous avons : v<t/x><u/y>= (λz w<t/x>)<u/y>= λz w<t/x>.Et nous avons : v<u/y,t/x>= λz w<t/x>. (c) Supposons z = x et z = y. Nous avons : v<t/x><u/y>= λz w<t/x><u/y>. Par hypothèse de récurrence : w<t/x><u/y>= w<t/x, u/y>. Et par définition de la substitution : λz w<t/x, u/y>= v<t/x, u/y>. Supposons que x n'est pas libre dans u. D'après la propriété précédente, x n'est pas libre dans u , donc u<y/x>= u et u <y/x>= u . Par suite u<y/x>→ u <y/x>. 2. Supposons que x est libre dans u. On prouve la propriété par récurrence sur les sous-termes de u. Comme précédemment, on n'examine que les deux premiers cas de la définition 1.1. (a) Soit u = λz v, u = λz v<z /z> où z ne figure pas dans v. Puisque x est une variable libre de u et que z n'est pas une variable libre de u, les variables x et z sont distinctes donc u<y/x>= λz v<y/x>. Puisque x est une variable libre de v et que z ne figure pas dans v, les variables x et z sont distinctes donc u <z /x>= λz v<z /z><y/x>. Puisque les variables x et z sont distinctes, d'après la propriété 1.3, nous avons v<z /z><y/x>= v<z /z, y/x>= v<y/x><z /z>. Choisissons y absente de v et distincte de z , ce qui n'exclut qu'un nombre fini de variables y. Puisque z ne figure pas dans v, z ne figure pas dans v<y/x> donc par définition de → : u<y/x>= λz v<y/x>→ λz v<y/x><z /z>= u <y/x>. (b) Soit u = λy v, u = λy v et v → v . Par hypothèse de récurrence, pour toute variable z sauf un nombre fini : v<z/x>→ v <z/x>. Puisque x est libre dans u, u<z/x>= λy v<z/x> et u <z/x>= λy v <z/x>. Par définition de →, on a u<z/x>→ u <z/x>

	(b) Supposons v = x .
	Nous avons : v<t/x><u/y>= v<u/y>.
	Et nous avons : v<t/x, u/y>= v<u/y>.
	2. Supposons que v = λz w.
	(a) Supposons z = x.
	Nous avons : v<t/x><u/y>= v<u/y>.
	Propriété 1.3 Soient t, u, v trois termes. Soient x, y deux variables distinctes où y n'est
	pas libre dans t. Nous avons : v<t/x><u/y>= v<t/x, u/y> ;
	Preuve : Par récurrence sur les sous-termes de v.
	1. Supposons que v est une variable.
	(a) Supposons v = x.
	Puisque y n'est pas libre dans t, nous avons : v<t/x><u/y>= t<u/y>= t.
	Et nous avons : v<t/x, u/y>= t.

y ne figure pas dans u, donc est différent de z, nous avons : u<y/x><v/y>= λz w<y/x><v/y>. Par récurrence w<y/x><v/y>= w<v/x>. Donc u<y/x><v/y>= u<v/x>. 3. Le cas où u = (t w) est analogue au cas précédent. 3. Le cas où v = (t w) est analogue au précédent. Propriété 1.4 Soient u et u deux termes tels que u → u . Pour toute variable y sauf un nombre fini, u<y/x>→ u <y/x> Preuve : 1.

Propriété 1.5 Soient u, u deux termes tels que u ↔ u . Pour tout terme v et toute variable x, nous avons : λx u ↔ λx u , (u v) ↔ (u v), (v u) ↔ (v u ).

Preuve : Conséquence immédiate de la définition de la relation ↔.

Propriété 1.6 Soit n un entier naturel. Soient u, u deux termes tels que u ↔ n u . Pour tout terme v et toute variable x, nous avons :

Preuve : Conséquence immédiate, par récurrence sur n, de la propriété précédente. 1. si t r t alors λx t r λx t 2. si t r t , u r u alors (t u) r (t u ) Notons que cette notion est définie par J.L.Krivine page 4 de [1] et qu'elle est appelée relation λ-compatible page 11 de [2]. Nous conservons le premier nom de cette propriété.

Propriété 1.7 La relation ≡ passe au contexte.

Preuve :

1. Supposons t ≡ t . Par définition de ≡, il existe n tel que t ↔ n t . D'après la propriété précédente λx t ↔ n λx t . Par suite λx t ≡ λx t .

2. Supposons t ≡ t et u ≡ u . Par définition de ≡, il existe n, p tels que t ↔ n t , u ↔ p u . De la propriété précédente, on déduit que (t u) ↔ n+p (t u ).

Par suite (t u) ≡ (t u ).

Preuve : Par définition de ↔, on a u → u ou u → u. Pour n = 0 la propriété résulte de la réflexivité de ≡. Supposons que u ↔ u" ↔ n u . D'après la propriété 1.9, u" = λx" v" et pour toute variable y sauf un nombre fini, v<y/x>≡ v"<y/x">.

Par hypothèse de récurrence, u = λx v et pour toute variable y sauf un nombre fini, v"<y/x">≡ v <y/x >.

Par transitivité de ≡, il en résulte que pour toute variable y sauf un nombre fini, v<y/x>≡ v <y/x >.

2 Calcul de l'alpha-équivalence