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ABSTRACT

Ce mémoire résume un travail opéré sous la direction d’Alain Denise de Mars a Juin 2003. Il con-
siste en une étude des propriétés combinatoires des structures secondaires ’ARN, en rapport
avec le probleme de la génération aléatoire de structures secondaires ’ARN réalistes.

Dans une premiére partie, nous tenterons de familiariser le lecteur avec le contexte biologique
sous-jacent aux problémes étudiés.

Nous présenterons ensuite un état de l'art de I'étude combinatoire des structures secondaire
d’ARN. Pour cela, nous introduirons briévement une série d’outils théoriques, comme les séries
génératrices, et leurs comportements asymptotiques ou les grammaires non contextuelles.

Enfin, nous évoquerons divers mécanismes de génération aléatoire et présenterons une contri-
bution a I'étude des parameétres des structures secondaires ’ARN.

Nous proposerons en annexe une description d’'un logiciel dédié ala génération aléatoire de séquences
génomiques, GenRGenS, dont'auteur assure le développement depuislaversion 1.0. Nous présen-
terons aussi un algorithme polynomial de génération aléatoire de chemins culminants, struc-
tures combinatoires non algébriques qui apparaissentlors de'étude d’algorithmes d’alignements

de séquence.



1. INTRODUCTION

1.1 Déroulement du stage

La recherche en bioinformatique est 'un des domaines de recherche les plus actifs actuellement.
Encore en phase émergeante, les seuls dogmes qu’on y trouve sont ceux issus de la communauté
biologique. Tous les algorithmes qui s’y appliquent sont validés par la pratique’, ce qui laisse de
espace a des algorithmes heuristiques implémentés avec talent. On y voit donc se multiplier les
formalismes, les modeles et les probléemes a une vitesse qui empéche les théoriciens de suivre le
rythme. La seule démarche de validation possible pour une équipe ne disposant pas de mathé-
maticien spécialisé dans I'analyse d’algorithme est expérimentale. Ces expériences peuvent avoir
lieu in vivo ou bien in silico.

Mon stage au LRI sous la direction d’Alain Denise est au centre de cette problématique. Il s’agit
d’étudier les structures secondaires d’ARN, puis de pratiquer de la génération aléatoire de struc-
tures secondaires réalistes.

Par réalistes, il faut comprendre qui plaisent aux biologistes. Certains d’entre eux ont en effet ac-
quis en un trentaine d’année de fréquentation quotidienne de ces macromolécules une idée non
formalisée du modéle sous-jacent Ils portent donc en eux une idée beaucoup plus fine de la no-
tion de structure secondaire que 'approche qu'en faisait Waterman en 78[24]. Un des enjeux
d’une génération aléatoire de structures secondaires est 'extraction de ce modéle par confronta-
tion a des séquences issues uniformément du modéle. Apres des discussions avec Michel Ter-
mier (IGM), il est apparu que le modeéle privilégie des structures beaucoup trop complexes, c’est
adire que les différentes sous structures d’'une structure secondaires sont bien trop courte. Alain
Denise a alors décidé d’appliquer un algorithme de génération non uniforme[4] fonctionnant a
partir de pondérations. Mon stage consistait donc en une étude des comportements des tailles
des sous structures, étude susceptible d’expliquer la complexité des séquences obtenues, et d’en
anticiper I'évolution pour des grandes séquences. Ensuite, en une détermination des pondéra-
tions a appliquer a I'algorithme[4] pour obtenir des structures plus réalistes.

Dans un premier temps, j'ai cherché a me familiariser avec le contexte biologique. Une étude
bibliographique rapide portant sur le probléme du repliement de 'ARN a permis une mise en
perspective des premieres études des structures secondaires d’ARN. Parallélement, je me suis
intéressé a Pavancée des recherches sur la combinatoire des structures secondaires d’ARN. J’ai
trouvé en [24, 2, 12, 16] des résultats pour certains types de décompositions. Cependant, ces dé-
compositions me paraissaient insuffisemment expressives, j’ai donc choisi d’en contruire une a
partir d’élements extraits de [24], qui n’avait jusqu’a présent fait 'objet d’aucune étude combina-
toire.

Jai ensuite engendré des structures uniformément de faibles tailles a partir de cette grammaire
dans une approche récursive, puis de grandes tailles grace a la génération de Boltzmann, con-

! Et par les talents de communicants de leurs concepteurs ...
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statant des différences importantes entre les structures engendrées et les structures observées
dans la nature. Jai alors étudié I'asymptotique des différents parametres structurels, les résul-
tats obtenus confirmant la nécessité d’'une génération pondérée. J'ai alors extrait d'une base de
données [14] des structures d’ARN ribosomaux que jai analysé avec des outils codés pour la cir-
constance, ce qui m’a permis de définir des objectifs a atteindre dans une génération pondérée.

Afin de me familiariser avec I'adaptation d’un théoréme de Drmota[5] centrale a la génération
pondérée décrite en[4], j’ai étudié le cas simple des structures secondaires, dans lesquelles on
souhaite maitriser le nombre de bases non appariées. Malheureusement, la décomposition trou-
vée semble induire une grammaire associée ne répondant pas aux hypothéses du théoréme de
Drmota. On n’adonc pas encore pu produire une pondération garantissant les parametres statis-
tiques constatés expérimentalement.

Cependant, il semblerait que les conditions d’application du théoreme [4] puissent étre relachées.
La vérification de cette assertion nécessitent une étude approfondie des propriétés des systémes
d’équations algébriques. C’est I'une des poursuites envisagées a ce stage. Une autre perspec-
tive est la transposition du principe de génération de Boltzmann dans l'univers non uniforme.
Il s’agirait alors de déplacer I'espérance du nombre de lettres a partir de séries multivariées. En-
fin, je suis a la recherche de formalismes linguistiques suffisemment puissants pour décrire des
pseudonoeuds, et suffisemment restrictifs pour permettre la génération aléatoire. Ces sous struc-
tures sont en effet centrales a un grand nombre de phénomeénes biologiques, mais ne peuvent étre
engendrées par une grammaire non contextuelle.

Parallelement & mon stage, jai assisté a Berlin a la conférence RECOMB 2003, ol je présentais
avec Alain Denise un poster sur la génération aléatoire non uniforme de séquences génomiques,
génération implémentée au sein du logiciel GenRGenS, dontjassure le développement. J'y ai ren-
contré L.Noe et G.Kucherov, qui m’ont soumis un probléeme de génération aléatoires de chemin
culminants, chemins quiinterviennent dans’étude des biais des algorithmes d’alignements heuris-
tiques. J’ai obtenu un algorithme de complexité cubique pour résoudre ce probleme. Il est dans
mes projets a cours terme de continuer cette étude sur un plan combinatoire.
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1.2 Plan de lecture

Comme 'aura remarqué le lecteur attentif, et non haltérophile, ce mémoire est épais. Cela s’explique
peut étre par une légere tendance de l'auteur a délayer, mais traduit aussi ma volonté de produire
une travail auto suffisant. En effet, apsirant a travailler dans un domaine pluridisciplinaire, jai
voulu que ce travail soit accessible a un biologiste un peu sensible aux charmes de la combina-
toires, et que son but biologique soit rendu clair a un combinatoricien. Il en résulte un pavé peut
étre un peu indigeste, si 'on veut en lire l'intégralité. Je vais donc décrire rapidement les con-
tenus des différentes parties et les publics auxquels elles sont destinées, afin que chacun puisse
sélectionner :

e Contexte Biologique
— L’ADN: Rappels de biologie de base

Public : Mathématicien ou Informaticien

- L’ARN: Rappels de biologie de base
Public : Mathématicien ou Informaticien

- Le Repliement: Explication et critique de I'algorithme historique
Public: Tous
e Combinatoire
— Arsenal: Rappels de combinatoire énumérative et un peu d’asymptotique
Public: Informaticien ou Biologiste

- Etudes historiques : Etat de I'art de la combinatoire des ARNs
Public: Tous

- Contribution : Analyse asymptotique des sous structures dans 'TARN
Public : Mathématicien ou Informaticien

e Génération Aléatoire

- Génération et Bioinformatique : Enjeux de la génération aléatoire en bioinforma-
tique
Public: Informaticien ou Biologiste

- Techniques: Etat de I'art rapide des techniques de génération aléatoires
Public : Mathématicien ou Informaticien

- Applications : Application des différentes techniques
Public: Informaticien ou Biologiste
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Les données de biologie moléculaire et génomique présentées ici sont le fruit de discussions
avec des bio-informaticiens indulgents du LRI (A. Denise, R. Riviere, J.P. Forest, C. Froidevaux,
S. Cohen Boulakia ...), et des info-biologistes pédagogues de 'IGM (M. Termier et D. Abergel) que
je remercie tous pour leur patience. Une introduction a la biologie moléculaire peut étre trou-
vée dans I'habilitation a diriger des recherches d’Alain Denise [3]. Enfin, je conseille un a lecteur
débutant dans le domaine le site de l'institut national de ressources pédagogique® (INRP), qui
fournit un excellent travail de vulgarisation, et remercie tous les enseignants de filliéres PCEM
ou SV qui ont pris la peine de mettre en ligne leurs cours de biologie moléculaire.

> www.inrp.fr



2. UACIDE DESOXYRIBONUCLEIQUE (ADN)

L’ADN est le support de I'information génétique. Et, bien que son étude hors-contexte ne suffise
pas a expliquer son rdle prédominant dans les mécanismes cellulaires, elle est nécessaire pour
envisager un début d’explication. On présentera donc dans un premier temps 'ADN nu ou au
repos, sans se soucier de son interaction avec le milieu. On évoquera ensuite quelques dynamiques
dans laquelle il est impliqué, et particulierement la transcription qui est a 'origine des ARNs.

2.1  Définition bio-moléculaire de 'TADN

L’ADN est un polymeére unidimensionnel, c’est a dire une séquence de monomeres, les nucléotides.

2.1.1  Les désoxyribonucléotides

o CH20H |
| T e
oo NI ]
‘ I HC\ /C\ /CH
0. OH H N H
Phosphate DéSOXYfibOSG - Base azotée (Adénine)
U/ "\le
C
N7 C T
© HC_ lc CH
| N SN
O—P—0O—_CH2
!
; cC H H
/ AN
H \C—'C/ H
OH H -
Nucléofide

Fig. 2.1: Constitution d’'un désoxyribonucléotide (Adénosine-phosphate)

Un nucléotide est une combinaison covalente d’'un acide phosphorique, d’'un sucre et d’'une
base azotée choisie parmi 'Adénine(A), la Guanine(G), la Cytosine(C) et la Thymine(T). Dans le
cas de 'ADN, le sucre est un désoxyribose, on parle donc de desoxyribonucléotides . On sépare
ces bases en deux catégories, les bases puriques (adénine et guanine), qui contiennent 2 cycles et
les base pyrimidiques(cytosine, thymine!), qui ne contiennent qu'un cycle.

! L'Uracile, substitut dans 'ARN de la thymine, est aussi une base pyrimidique
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Bases Puriques
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N/®\CTI HN/@\(l:Il\I
RON &

HC\ N/C\N/CH HZN/C\N/C\N/
H H
Adénine Guanine
Bases Pyrimidiques
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CH
C 3

e HN™ C\C/

c @ CH C @ |CH
o N o N

Cytosine Thymine

Fig. 2.2 : Les bases azotées

2.1.2  Appariements des bases azotées dans 'TADN

La structure chimique des bases donne lieu a des assemblages de bases dites complémentaires,
formantdes cycles pyrimidiques/puriques. Les bases complémentaires, classiquement, dans'TADN
sont 'Adénine-Thymine (A/T) et la Cytosine-Guanine (C/G). Les appariements qui en découlent
sontappelés appariements Watson Crick. L'union A/T est consacrée par deux liaisons hydrogénes,
tandis que I'appariement C/G met en jeu trois liaisons hydrogenes.

2.1.3  La double hélice

Les nucléotides s’empilent dansla séquence au moyen de liaisons phosphodiesters, qui participent
al’assemblage, grace a un phosphate, des désoxyriboses des nucléotides. Les nucléotides s’assemblent
ainsien de longues séquences orientée 5°/3’ par héritage des polarités des désoxyriboses, polarités
illustrées par la figure 2.4.

La structure tridimensionelle de 'ADN est une double hélice[25] particuliérement stable, réguliére
et invariante quelle quen la composition en bases. Il est donc admis que I'information génétique
contenue dans 'ADN est plus a chercher dans la séquence des base que dans sa structure tridi-
mensionnelle ou tertiaire?. On étudie donc d’abord la structure primaire de 'ADN, qui corre-
spond a la séquence des bases sur un brin lu dans l'ordre 5’ vers 3’. Les bases du brin complémen-
taires sont entiérement déterminées par complémentation, on peut donc les ignorer lors d’'un
traitement algorithmique. En effet, dans PADN, les seuls appariements possibles sont A/T et C/G
pour des problémes de stabilité et d’encombrement stérique.

% Cependant, 'étude de 'enroulement de la double hélice autours d’'un histone, appelé nucléosome, a permis de
mettre en évidence des interactions entre paires de bases proches géographiquement, ce qui plaide pour une impor-
tance de la structure tertiaire de 'ADN. Notemment, des périodicités de 200bp sont observées dans les séquences, qui
qui correspond a la circonférence des nucléosomes.
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Fig. 2.3: Les appariements Watson Crick.

2.2 Laréplication

Lors de la mitose, les deux brins de FADN sont séparés par une enzyme, I'hélicase (voire figure
2.5, 1). Son travail est complété par des protéines de liaisons (2), qui empéchent les deux brins
de se recoller derriére I'hélicase. Les complémentaires, aussi appelés molécules filles, des deux
brins ne peuvent, pour des raisons chimiques, étre générés que dans le sens 5—3". Le brin pére
3’ est donc complété séquentiellement par la DNA-polymeérase(3). Le brin 5" nécessite quant a lui
la création, toujours par la DNA-polymérase, de petites séquences, les fragments d’Okazaki, qui
seront ensuite recollés par une ligase(4).

Lareplication est, toujours chez les procaryotes et tres souvent chez les eucaryotes, bidirectionelle
et initiée a partir de sites d’'amorcage, des séquences de bases spécifiques. L'intervention d’'une
enzyme, la télomerase, est ensuite nécessaire pour reconstituer les extremités, appelées télomeéres,
altérées par le mécanisme de réplication. Les télomeéres sont donc reconstitués de fagon quasi
systématique par des copies d'un fragment d’ARN puis se replient en boucle pour éviter toute
dégradation de 'ADN.

2.3 La transcription

On a jusqu’ici évoqué le support et la copie de I'information génétique, il convient maintenant
d’en expliquer l'expression. ADN s’exprime par l'intermédiaire des ARNs, auxquels nous con-
sacreront le prochain chapitre, molécules qui sont créées au cours de la phase de transcription.
Seules certaines portions de FADN sont transcrites, ces séquences sont appelés génes.

Lors de la phase de transcription, un complexe protéique,’ARN polymérase, se fixe sur 'TADN.
On appelle promoteur le site de fixation de 'ARN polymérase. Il est de taille variable, et peut as-
socier plusieurs séquences cibles. La plus fréquente est la séquence TATAAT, qui est propice a
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Fig. 2.4 : Assemblages de nucléotides formant la double hélice.

'écartement des deux brins.La fixation de FARN polymerase sur TADN peut étre activée ou in-
hibée par la présence de protéines, appelées facteurs régulateurs de transcription.

Une fois 'ARN polymeérase fixée, elle réalise une copie complémentaire d’'une portion du brin
sens de I’ADN dans le sens 5—3’, en complémentant le brin anti-sens dans le sens 3’—5’ (voire
Figure 2.7). Elle substitue au passage l'uracile a la thymine. La transcription est stopée quand
IARN polymeérase rencontre un site particulier, appelé terminateur, ou sur intervention de fac-
teurs protéiques chez cerains procaryotes®. Le polymére obtenu est appelé transcrit primaire de
IARN ou préARN. Ce transcrit présente une segmentation en 3 régions: SUTR, ORF, 3’UTR,'ORF
pouvant étre interrompue par des introns

Chez les eucaryotes, il existe quelques aménagements au cadre général de la transcription :

? Facteur rho chez E. Coli.
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Fig. 2.5 : Replication de 'TADN.

e Chaque classe P'ARNSs est engendrée par une ARN polymérase spécifique.

e Avant d’étre fonctionnel hors du noyau, le transcrit primaire doit faire l'objet d'une mat-
uration. La maturation consiste, classiquement, en I'adjonction d’une coiffe* en 5, d'une
queue polyadénilée en 3”, ainsi qwen un épissage du transcrit primaire. Celui est en ef-

Géne

Transcription

[Introns |

Pré-ARN

.

4

V

Epissage/Excision

Fig. 2.6 : L’épissage du transcrit primaire chez les eucaryotes

fet constitué d’'une alternance d’exons, matériel génétique codant, et d’introns non co-
dants. L'épissage est le mécanisme par lequel les introns sont éliminés du transcrit pri-

* Une coiffe est la somme d’un groupement triphosphate et d’'une base purique (A ou G).
* Sauf chez les ARNs codant pour des histones, protéines 2 la base du nucléosome.
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maire comme le montre la figure 2.6 et les introns sont concaténés.
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Fig. 2.7: Les étapes de la transcription




3. UACIDE RIBONUCLEIQUE (ARN)

L’ADN est circonscrit au noyau de la cellule chez les eucaryotes. Or I'expression phénotypique
du matériel génétique passe essentiellement par I'action de protéines, qui sont localisées hors du
noyau, dans le cytoplasme.

L’ARN est donc l'intermédiaire par lequel 'ADN s’exprime en dehors du noyau. Il est synthétisé
a partir d'un segment ’ADN, le gene.

Tout le contenu informatif de FADN est transcrit en un ARN qui sera soit un acteur (ARNS ri-
bosomaux ou ARN de transfert), soit une information brute nécessitant étape supplémentaire de
traduction pour s’exprimer (ARN messagers).

3.1 Définition bio-moléculaire de 'ARN

La molécule d’ARN est, comme 'ADN, un polymeére linéaire dont les monomeres sont cette fois ci
des ribonucléotides, par substitution du sucre 3-D-ribose au désoxyribose. Comme le montre la

CT

| SN N A
O—P—OA H2

| K G
\‘ ‘/ \ |, B-D-Ribose _f
(\)H A

Fig. 3.1: Un ribonucléotide

figure 3.1, un ribonucléotide estt la combinaison covalente d’'un phosphate, d'un ribose et d'une
base azotée. Les bases azotées disponibles pour 'ARN sont 'Uracile, 'Adénine, la Guanine et la
Cytosine. L'orientation de la molécule ¢’ARN est la méme que celle de TADN, du 5’ au 3.

3.2 Origine de la structure secondaire des ARNs

3.2.1 Définition des différentes structures d’une molécule

On caractérise 'organisation dans I'espace des macromolécules biologiques (ADN, ARN ou pro-
téines) par leurs structures primaire, secondaire et tertiaire.
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Fig. 3.2 : L'uracile, substitut de la thymine dans les ARNs

Structure primaire

®HOOOOEEOVOEEVEEVEEEOEE®EEEE®EO®: .

Fig. 3.3 : Structure primaire d’ARNr 16S de Pyrococcus Furiosus

La structure primaire est la séquence des bases lues dans le sens 5—3".

Structure secondaire
o
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Fig. 3.4 : Structure secondaire de TARNr 55 d’E. Coli

Il n’existe pas de consensus total sur la définition des structures secondaires.
On peut cependant caractériser la structure secondaire d’'un ARN par un ensemble de liaisons
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%
Oﬁ %U
Fig. 3.5: Un pseudo noeud

entre ses bases. De plus, afin de respecter une correspondance entre type de structure et dimen-
sion de l'espace requis pour les dessiner’, on considére quune structure secondaire est planaire.
Au dela de ce plus petit dénominateur commun, il reste a définir les types de liaisons autorisées,
ainsi que la tolérance ou non de pseudo-noeuds (voir Figure 3.5). Il circule dans la communauté
bioinformaticienne autant de définitions des structures secondaires que de variations planaires
2 sur ces deux thémes. Nous imposons donc la définition suivante, inspirée de [24].

Définition 1 (Structure secondaire de ’ARN) :
On appelle structure secondaire d’un ARN la structure planaire comportant les appariements Watson-Crick
et Wobble, et ne comportant pas de pseudo-noeuds.

Structure tertiaire

La structure tertiaire, est la localisation des constituants chimiques de la molécule dans I'espace.
La encore, certains se cantonne 2 la topologie de la molécule quand d’autres lui préférent les po-
sitions relatives des bases dans I'espace tridimensionel.

Structure quaternaire

On évoque parfoisla structure quaternaire d’'une molécule en indiquant son positionnement rela-
tivement a des molécules avec lesquelles elle est liée physiquement pour permettre une fonction.

! primaire <> linéaire (1D)
secondaire < planaire (2D)
tertiaire < tridimensionnelle (3D)

? Des pseudos noeuds imbriqués ne sont plus planaires. Certaines définitions admettent donc la présence de pseudo-
noeuds raisonnable, C’est 3 dire planaire.
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Fig. 3.6 : Structure tertiaire d'un ARNt

Fig. 3.7: Structure quaternaire des histones

C’est le cas de la structure tridimensionnelle du nucléosome (voir Figure3.7), décrite comme la
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structure quaternaire des histones .

3.2.2 Repliement de TARN

Les structures secondaires et tertiaires de PARN sont bien plus variées et porteuses d’'informations
fonctionelles que celles de TADN. En effet, la structure simple brin de 'ARN permet un repliement

H
o) N N
\C He” o \CH
H— N~ “CH ’\L @ | |
C
o~ RO ~c \
/ C CH | ‘4
o o~ N N
N——C  “NHC Riboe  H | Ny
H(l: Cl:@ ‘ H"‘~N/ \C N
NS NN H\ | c|:H
Ribose '\\j H C\N C\ /
N
H H
G U (Wbbl e) A\ A (Hoogst een)

Fig. 3.8 : Quelques appariements non Watson Crick observables chez certains ARNs

de la molécule sur elle méme, au moyen d’appariements Watson-Crick(voir 2.3 en substituant
l'uracile a la thymine), mais aussi d’appariements Wobble ou Hoogsteen (voir 3.8). On trouvera
en [15] un travail de classification des appariements*.

Le systéme de liaisons ainsi défini, associé aux dispositions des ribonucléotides dans les dif-
férents types d’appariements, définit la conformation spatiale de 'ARN.

Dans de nombreux cas, on met en évidence une relation entre cette structure de ARN et son
intervention dans les mécanismes biologiques. Cette structure est donc porteuse d’information
sur la fonction de 'ARN, au méme titre que la séquence des bases.

De plus, il n’existe pas d’'inclusion stricte entre les contenus informatifs de la séquence et ceux
de la structure. En effet, on ne peut pas associer a une conformation spatiale donnée une unique
structure primaire, de méme qu’il semble impossible d’établir le repliement tridimensionnel de
IARN avec certitude a partir de la structure primaire(voir 4.1.2, page 30). L’étude conjointe de
la séquence de bases et de la structure semble donc nécessaire a la compréhension du role d’'un
ARN. La complexité, prise ici au sens algorithmique, de I'étude de la structure tertiaire étant réd-
hibitoire’, on ne considére souvent que la structure secondaire d'un ARN quand on veut prendre
en compte sa topologie.

* La structure tridimensionelle du nucléosome est parfois décrite comme la structure quaternaire des histones.

* Propre a dégouter le plus témeraire des bioinformaciens. Presque tous les appariements et triplets sem-
blent admissibles. On est donc bien loin du confort tout relatif des séquences primaires d’hélices palin-
dromiques ... Un lecteur informaticien ayant le coeur solidement accroché pourra aussi consulter a l'adresse
http://prion.bchs.uh.edu/bp_type/bp_structure.html une encyclopédie des appariements et triplets.

* Lapparition d’interaction tertiaire simple, comme les pseudo-noeuds fait sortir les structures étudiées de
I'univers hors contexte, ce qui pénalise un traitement récursif. Par exemple, le repliement de 'ARN avec des pseudo
noeuds généralisés est NP-Complet
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3.3 Les ARNs: fonctions et structures

On distingue les diftérents types ¢’ARNSs selon les rdles qu'ils jouent au sein de la cellule.

3.3.1 Les ARNS messagers (ARNm)

Ils représentent moins de 5% des ARNs cellulaires.

Role: Ils aménent I'information extraite de 'ADN au ribosome, qui va exprimer cette informa-
tion par la synthése protéique.

Structure secondaire: Les structures secondaires des ARNs messagers semblent assez variées,
aucun modéle fortement contraignant n’a jusqu’ici été formulé.

Jusqu'a présent, on considérait que la structure des ARNm était négligeable. En effet, au cours de
la traduction, ARN est étiré en une structure linéaire, ce qui semblait plaider pour une nullité du
rolejoué par sa structure. Cependant, des études récentes sur le phénomere d’interférence YARN
confere a TARNm un role qui dépasse celui d’intermédiaire et qui ferait intervenir sa structure.
Cet intérét pour la structure de TARNm étant assez récent, il n’existe pour l'instant que relative-
ment peu de structures secondaires connues®.

3.3.2 Les ARNS de transfert (ARNY)

Ils représentent environ 15% des ARN s cellulaires. Leur structure primaire est trés variable.

Role: Les ARNt sont des molécules qui traduisent les codons des ARNm en acides aminés. De
structures fortement contraintes et quasi identiques, ils sont caractérisés par leurs anticodons(voir
Figure 3.9). Un enzyme spécifique a chaque anticodon, 'aminoacyl-ARNt synthétase, se charge
d’adjoindre a chaque ARNt l'acide aminé correspondant au complémentaire de 'anticodon. Cet
acide aminé est collé sur le brin 3’ de TARNt au niveau d’un triplet CCA. Lors de la traduction,
anticodon va s’apparier avec le codon de 'TARNm et permettre la concaténation d’un acide am-
iné adéquat.

Structure secondaire : Comme l'illustre la Figure 3.9, la structure secondaire de TARNt est trés
fortement contrainte. Sa forme de tréfle est invariante, et seule la dimension du renflement(Boucle
V de la Figure3.9) permet de distinguer les structures secondaires de différents ARNT.
Remarque: On rencontre dans les ARNt des bases inhabituelles chez les ARNs (pseudouridine,
inosine ou encore des bases méthylées) qui sont en fait des bases modifiées apres la transcription
afin de conserver la structure tridimensionnelle de 'ARNt.

3.3.3  Les ARNS ribosomiques (ARNT)

Ils représentent pres de 80% des ARN s cellulaires.

Role: Ils forment, avec des protéines spécialisées, le ribosome, qui est le siége de la traduction.
Ils sont caractérisés par leur constante de sédimentation, exprimée selon une unité S(de Sved-
berg).

Structure secondaire: Leurs structures secondaires sont assez variées, méme parmis des ’ARNr
ayant une méme constante de sédimentation.

3.4 Latraduction

La traduction est le mécanisme par lequel une protéine est engendrée a partir des informations
contenues dans un ARN messager. Elle met en jeu une macro molécule complexe, le ribosome.
Dans la suite, on appellera codon un triplet de nucléotides.

¢ La fiabilité des structures prédites in silico étant, pour Iinstant, sujette a caution ...
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Boucle V
Variable

Anticodon

Fig. 3.9: Structure secondaire d’'un ARNt de levure

Famille Localisation Nom | Taille
Procaryotes(70.5) | Grande Sous-Unité(50.S) | 58 120 nt
23S 2900 nt

Petite Sous-Unité(30S) 16S 1542 nt
Eucaryotes(805) | Grande Sous-Unité(60.S) | 58 120 nt
58S | 160 nt
28S 4800 nt
Petite Sous-Unité(40.5) 18S 1900 nt

Fig. 3.10: Les différents ARNr

3.4.1 Leribosome

Le ribosome est constitué de matériel mixte ARNr/protéines. On le décompose en deux partie,
appelées petite et grande sous unités. Chacune des sous unités est composée ’ ARNm(s) et de pro-
téines. Hors de la phase de traduction, les sous unités des ribosomes sont séparés par la présence

Famille Sous-Unité ARNr Nombre de protéines
Procaryotes | Grande Sous-Unité | 5S+23S 34

Petite Sous-Unité | 16S 21
Eucaryotes | Grande Sous-Unité | 58+5,8S+28S | 49

Petite Sous-Unité | 18S 33

Fig. 3.11: Les compositions des ribosomes

de protéines.
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3.4.2 Initiation

Grossiérement, on peut dire que la petite sous unité du ribosome se fixe sur TARNm, ce qui per-
met a la plus grande sous unité de se coller a elle en entourant TARNm.

Le début de la traduction d’'un ARN messager se fait a partir d’'un codon spécifique, ou codon
START(AUG,GUG ou UUG).

Chez les eucaryotes, le ribosome se fixe en amont du codon START. Il glisse alors dans le sens
5—3’en scannant JARNm a la recherche d’un codon START.

Chez les procaryotes, 'ARN 16S se fixe sur TARNm en amont de moins de 10 bases du codon
START. Cette zone contient un motif dit de Shine-Dalgarno qui correspond au complémentaire
du168S.

Une fois le codon START trouvé, un ARNt chargé spécifique de I'initation, TARNUi, se fixe sur le
codon START et initie la traduction.

3.4.3  Elongation

Pendant la phase d’élongation, les acides aminés sont concaténés pour former des protéines.
L’élongation est une séquence de formations de liaison peptidiques et de translocations.

Tout d’abord, le ribosome permet la fixation d’'un ARNt chargé dans le site A. Une liaison pep-
tidique se forme alors entre les acides aminées fixés a 'TARNt présents sur le site P et celui fixé sur
PARNtde A.

Intervient alors une étape de translocation, au cours de laquelle le complexe formé par TARNt de
A et sa chaine peptidique sont décallés sur le site P par une translation du ribosome d’exactement
un triplet. ARNt initialement présent en A hérite alors de la chaine peptidique présente en P.
L’ARNt déchargé est alors éjecté. Le site A, libre et exposé a un nouveau codon, provoque l'arrivée
d’'un nouvel ARNt porteur de son anti codon et de son acide aminé correspondant. On se retrouve
alors dans les conditions initiales de la translocation, qui se reproduit donc jusqu’a la terminai-
son.

3.4.4 Terminaison

La terminaison se produit quand le ribosome rencontre un codon STOP (UAG, UAA et UGA), qui
ne correspondent a aucun anticodon d’ARNt. Le site A, vide, est disponible pour un facteur pro-
téique RF (Release Factor) qui permet une derniére translocation. Cette translocation provoque
une coupure entre PARNt présent en P et la chaine polypeptidique dont il est le porteur. Les sous
unités du ribosomes se séparent alors.
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4. LE REPLIEMENT DES ARNS : UN EXEMPLE DE PROBLEME BIOINFORMATIQUE

Il sagit, a partir de la séquence des bases d’'un ARN lues dansle sens 5’ — 3/, d’inférer sa structure
secondaire la plus probable dans un modele donné.C’est ce probleme qui est a 'origine de l'article
de Waterman en 78, qui jette les bases d’'une étude combinatoire des ARNs. On propose donc dans
cette partie un petit tour d’horizon des techniques de repliement.

4.1 Approche thermodynamique

Le milieu cellulaire est dense, 'ARN cotoie donc un grand nombre d’acteurs de la machinerie
cellulaire. Parmis ceux ci, d’autres ARNs présentant des bases non appariées, auxquels il peut
étre tenté de se concaténer, altérant ainsi son contenu ou inhibant sa fonction. L’ARN se doit
donc d’étre compact afin de survivre et de s’exprimer. En particulier, il faut que son energie libre,
notion de thermodynamique a mettre en relation avec le nombre de bases non appariées, soit
la plus faible possible. C’est cette quantité que I'approche thermodynamique du repliement des
structures secondaires souhaite minimiser. La solution de M. Zucker[28], implémentée par le
logiciel MFold, consiste a employer un algorithme de programmation dynamique.

4.1.1 Présentation

Cette technique de repliement est rendue possible par une décomposition des structures sec-
ondaires, qui permet la mise en place d’'un algorithme de programmation dynamique, la décom-
position en K-Boucles.

On suppose les bases de la structure secondaire d'un ARN numérotées de 1 a n dans le sens
5 — 3.

On dit d’'une base [ qu’elle est accessible depuis une paire de base (i, j) appariéessii < [ < j.

Définition 2 (K -Boucles) :
La boucle B d’une paire (i, j) de bases appariées est l'ensemble des bases [ telles que :

o [est accessible depuis (i, ).
e V(m,n) appariées accessibles depuis (i, j), l nest pas accessible depuis (m, n).

On appelle Is(B)(resp. lq(B)) le nombre de bases non appariées (resp. le nombre de paires de bases) de B.
B est une K -Boucle si elle contient K — 1(= 14(B)) paires de boucles.

Intuitivement, la K-Boucle d’une paire b de base est 'ensemble des bases accessibles a partir de
b en parcourant la structure secondaire dans le sens de I'arborescence sans traverser de paire de
bases appariées.

Proposition 1 (Décomposition en K-Boucles) :

Chagque structure secondaire S de taille n est décomposable de fagon unique en K -boucles By, By, . .., By,
ou m est le nombre de paires de bases de appariées dans S

et By la boucle relative a la paire virtuelle (0, n + 1), aussi appelée boucle extérieure.
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A partir de cette décomposition, Zucker propose un modéle additif pour I'énergie libre E d’'une
structure secondaire d’ARN.

E:ie(B

=0
ol e(B;) est 'energie libre d'une boucle.
Ce modele est le modele du plus proche voisin, car les boucles relatives a une paire de base ne con-
tiennent que des paires de bases appariées voisines dans la structure secondaire.
Il reste encore a définir I'énergie libre d'une K'-boucle, celle ci dépendra de son parametre K :

e K=1: Les Tiges Boucles
Aucune paire de bases appariées n’apparait dans la I-boucle de la paire (7, 7). On appelle

C
U A

C

U

) T
Fig. 4.1: Une tige boucle

ces structures des tiges-boucles. Des résultats de théorie des polymeéres établissent que
I'energie libre 60G d’une tige boucle est de la forme :

300G =175+« R+ T xIn(l5(B))

D’autres facteurs viennent compléter cette energie libre de base. Par exemple, un bonus est
attribué a la tige boucle si les deux premiéres bases non appariées ont des affinités. D’autre
part, les energies libres des tiges-boucles telles que I5(B) = 3 ou 4 sont ajustées a des
mesures expeérimentales.

o K=2:

Les paires de bases
Lorsque qu'une paire (i, j) est suivie de deux bases appariées selon un appariement

Lo c! !G
1 1 U
Gy— A — I
! /T\ ! 1 1\ U u
1 1 I I
pi | enent Renf | ement Boucl e I nterne

Fig. 4.2 : Représentation des 2-boucles
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autorisé(A/U, C/G et G/U), les energies de telles structures sont extraites d’'une base
de données experimentale, dépendant de la température.

Les renflements

Un renflement est une séquence de bases non appariées séparant sur 'un des brins
deux paires de bases appariées successives dans la structures. L’energie libre d’'une
telle sous structure dépend-uniquement du nombre de bases non appariées de la 2-
Boucle et de la température. Ici encore, les énergies libres sont puisées dans un stock
de données expérimentales et completées par interpolation selon une formule proche
de celle des tiges boucles.

Les boucles internes

Une boucle interne est un couple de paires de bases séparées par des bases non ap-
pariées sur les deux brins.

Ici, 'energie libre dépend a la fois du nombre de bases non appariées, mais aussi de
la dissimétrie de la structure. Enfin, des bonus et malus sont attribués selon la com-
position des premiers couples de bases non appariées dans les deux sens de lecture.

e K>2:Les multiboucles
Les multiboucles sont les noeuds de'arborescence de la structure secondaire. La K-boucle

Fig. 4.3 : Les multiboucles

correspondant contient toutes les bases non appariées, ainsi que les premiéres paires de
bases de chacune des empilements de paires de bases, de la multiboucle. En I'absence de
modeéle thermodynamique spécifique a ce type de structure, M.Zucker et al. choisissent
une formule pour l'energie libre qui simplifie les calculs :

300G =a+bxls(B) + cxly(B) + 00Gstack

olt 00G stqcr est la somme des incréments d’energie libre dus aux interactions entre les
début des empilements de paires de bases et leurs plus proches voisins non appariés, con-
statés expérimentalement.

Soit W (i, j) 'energie minimale d’'un repliement de la séquence [, j],

V (i, j) lenergie minimale de la séquence [i, j] contenant la paire (3, j),

et(i, 7)(resp. ec(i, j)) I'energie libre d’'une tige-boucle(resp. d'un empilement de deux paires de
bases) commengant en (i, j)

et e,i(i, 7,4, 7') lenergie libre d’un renflement ou d’une boucle interne délimitée par les paires
(i,7) et (i, 5"), avec i’ et j’ accessibles a partir de (i, 7).

On déduit alors du modele thermodynamique ci dessus les équations suivantes :

00 Si j—i<d4
Mini<p<;(W(i, k) + W(k+1,5))) Sinon
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00 St j—i<4
V(%]) = Min(et(i7j)7ee(i7j>+V(i+17j_1)
VBI(i,7),VM(i,j)) Sinon
ol
VBI(Z,]) = Mini<i’<j'<ji'*i+j*j'>2{e”'i(iaja ilvj/) + V(Zlvjl)}>
et

VM(i,j) = Minjcpej 1 {W(E+1,k)+W(k+1,5—1)} +a)

qui peuvent étre résolues par programmation dynamique en temps O(n?) en limitant la taille des
structures de VBI a une taille réaliste de 30 bases non appariées.

Ces équations constituent une mise en oeuvre simplifiée du modele ci dessus. En effet, elles sup-
posent que toutes les boucles multiples ayant le méme degrés K auront une méme energie libre.
De plus, elles interdissent les empilements de bases de taille 1. On se reférera aux différents ar-
ticles de Zucker a ce sujet pour obtenir des versions plus complétes (et assez indigestes) de ces
équations.

4.1.2 Critique

Les travaux de Zucker surl'inférence dela structure secondaire ¢’ARN par minimisation de'énergie
libre mettent en évidence l'insuffisance d’'une approche strictement physico-chimique. En effet,
les structures secondaires constatées expérimentalement sont souvent parmis les plus stables,
mais sont rarement la structure renvoyée par les premiéres versions de MFold. Trois hypothéses
non mutuellement exclusives sont susceptibles d’expliquer ce phénomeéne :

e Le modéle d'interaction plus proche voisin, en négligeant au moins une dimension du prob-
léme ainsi qu'en limitant les interactions a des complexes a priori proche, est insuffisant.

e L’ARN étant transcrit séquentiellement, il se forme des structures stables minimisant'énergie
libre au sein du préfixe déja généré. L'émission d’'une nouvelle base ne remettra en question
la structure préfixe que si celle ci est optimisable au dela d’un seuil.

e L’ARN n’étant pas isolé, sa proximité avec des ARNs et autres agents de la molécule in-
duit un repliement optimal dans son contexte, mais pas au regard d’'une minimisation de
'energie libre.

Dans des travaux ultérieurs, Zucker s’est donc attelé a renvoyer un ensemble de structures sous
optimales, parmis lesquelles les structures observées experimentalement apparaissent parfois.

4.2 Autres approches

Des travaux de J. Waldispiihl et al [23] ont ramené la recherche des sous optimaux a un probleme
d’analyse syntaxique basée sur une grammaire S-attribuée ambiguée. On peut aussi trouver en
[11] les bases du repliement, optimal cette fois, vu comme un probléme de parsing.

Une approche alternative, qualifiée de comparative est utilisée par S. Engelen, F. Tahi et M. Rég-
nier dans [21]. On délimite les parties palindromiques en observant des corrélations entre les
mutations a certaines positions. Partant du principe que la structure a un impact sur la fonction
des ARNSs, on interpréte ces corrélations de la fagon suivante : Si deux bases sont appariées, et
que leur appariement est important fonctionnellement, alors la mutation d’'une base provoque
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la mutation de la base appariée pour que I'appariement soit conservé. A partir d’'un grand nom-
bre de séquences homologues, on peut prédire les palindromes dans 'ARN, et donc en deviner la
structure secondaire.

Achaque nouvelle approche du probléme de repliement apparaissent de nouvelles raisons d’étudier
les propriétés combinatoires des structures d’ARN, ce que nous nous proposons d’étudier dans la
prochaine partie.



Partie II

ETUDES COMBINATOIRES DES STRUCTURES SECONDAIRES D’ARN



5. ARSENAL COMBINATOIRE

Dans ce chapitre, on va introduire l'outil principal de la combinatoire, les séries génératrices. On
donnera ensuite quelques techniques pour extraire I'information qu'elles contiennent. On finira
par une présentation du comportement asymptotique des coefficients de deux grandes familles
de séries génératrices :

o Les séries rationelles, qui sont les séries génératrices des langages rationnels.
o Les séries algébriques, qui sont les séries génératrices des langages non contextuels.

L’ensemble deslangages rationels est inlcus dans'ensemble des langages algébriques, ce qui peut
sembler diminuer 'intérét d'une étude séparée de ces deux classes. Cependant, on obtient sur les
langages rationnels des résultats plus précis et automatisables que sur les langages algébriques,
ce qui justifie cette séparation.

5.1 Séries génératrices

Schématiquement, une série génératrice est une fonction dont le développement en série con-
tient des informations de cardinalité sur des parties d'une famille d’objets. Une série génératrice
est déduite de relations au sein de cette famille traduisibles en un systéme d’équations fonction-
nelles, et dont la série génératrice est solution.

Ondonneicidelasérie génératrice une définition un peu plus générale que la définition habituelle,
de fagon a rendre plus naturel le passage aux séries multivariées qui sont au centre de cette étude.
Un lecteur impatient pourra cependant, sans perte d’information, substituer la taille usuelle sur
les structures combinatoires a la notion plus générale de parametre. On trouvera dans le livre de
Wilf[27] une approche plus compléte de cet outil.

511 Définitions

Définition 3 (fonction parameétre) :
Soit A une famille d’objets combinatoires.
On appelle parametre une fonction de A dans N.

Par extension, on appelera parameétre p d’un objet o € Asavaluation p(o) par p fonction parametre.
Soit A et B deux ensembles d’objets combinatoires.

Définition 4 (Paramétre hérité additivement) :
Un parametre p est dit hérité additivement si son extension sur A x B est telle que :

V(a,b) € AxB,p((a,b)) = p(a) + p(b)

Remarque: Dans toutes les classes d’intérét en combinatoire, la taille de I'objet est un parameétre
hérité additivement.

De plus, la relation r,, qui associe deux objets (a, b) € A*ssip(a) = p(b) estunrelation d’équivalence.
On qualifiera r,, de relation d’équivalence paramétrique.
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Soit A une famille d’objets combinatoires.

Soit (A;)i>0 une partition de A définie par une relation d’équivalence paramétrique r, ordonnée
selon p.

Enfin, soit a; = |4;|, Vi > 0.

Définition 5 (Série génératrice ordinaire) :
On appelle série génératrice ordinaire de A la série formelle A(z) telle que :

A(z) = ianz" = Z 2P(0)

n>0 oA

Plus simplement, la série génératrice ordinaire d’une classe .4 est la limite d’'un polynéme dont le
coefficient ay, est le nombre d’objets de parameétre égal a k.

En pratique, le parameétre étudié par les séries génératrices ordinaires est le plus souvent la taille.
Les a,, sont alors les nombres d’objets de A de taille n. On parle alors de série génératrice de
dénombrement.

5.1.2  Extraction de coefficients

La beauté des séries génératrices réside dans le fait qu’on peut les voir comme une somme infinie
d’informations dont on peut trouver une expression sans en connaitre explicitement les consti-
tuants. Une fois une expression de cette somme déterminée par des méthodes sur lesquelles nous
reviendrons, on peut vouloir isoler une information spécifique au sein de cette somme. On peut
pour cela utiliser le développement de Taylor.

Définition 6 (Coefficient d’un série génératrice) :
Le n'“"¢ coefficient d’une série génératrice A(z) = Y 7% an2", noté [z A(z) est le coefficient du terme
de degres n dans le développement de Taylorde A(z) en z = 0. Ona donc:

20)A(2) = A(0)

n _10"A
2"A() = - 2 0)
Malheureusement, dans le cas général, 'obtention du coefficient de degrés n dans le développe-
ment de Taylor par le calcul de la dérivée n’®™¢ est susceptible de prendre un temps polynomial
sur n et, sauf dans des cas trés spécifiques, de rendre impossible une étude statique de nombreux
problémes. Il est donc intéressant d’exploiter d’autres résultats et propriétés combinatoires pour
extraire les coefficients d’une série génératrice.

Théoréme 1 (Inversion de Lagrange) :
Soit A(2) = D3 an2" une série génératrice telle que A(2) = 2®(A(2)), pour ®(0) # 0, alors :

L") = [ (@(w)"

n

Cette formule est particuliérement pratique dans I'étude des structures arborescentes. En effet,
une grande partie de celles ci peuvent étre spécifiées de la fagon suivante :

Un arbre est soit une feuille, soit un noeud duquel partent des fils.
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Ce qui nous conduit a 'équation fonctionelle suivante surla série génératrice A(z) de ces d’arbres

A(z) = z4 zA(2)" + ...+ zA(2)"*

ol xy ...z sontles différents nombres de fils autorisés pour un noeud. L'inversion de Lagrange
est alors applicable, pour ®(u) = 1 + u™ + ... 4+ u”*.
Onl'applique ici au cas des arbres binaires, aussi appelés arbres de Catalan, de séries génératrice
B(z), qui ont comme polynome caractéristique ®(u) = 1 + u>.
On obtient alors en utilisant 'inversion de Lagrange :
n 1 n—1 2\n

[£"]B(2) = —[u"](1 +u)
On remarque que les coefficients de degres pairs sont nuls, et on obtient, en utilisant la formule
du binome de Newton :

1 1 2n +1 2n!
2n+1 B _ n 1 2n+1 — —
1B () 2n+1[u I +w) 2n+1< n > nl(n +1)!

On retrouve ici le nombre de Catalan, qui est omniprésent en combinatoire.

5.1.3 Algébre minimale des séries génératrices ordinaires

On va décrire ici un ensemble minimal de relations pouvant étre transposée des ensembles aux
séries génératrices. On appelle parfois cet ensemble de relation un dictionnaire.

Soient A(z), B(z) et C(z) les deux séries génératrices ordinaires de trois ensemble d’objets. com-
binatoires A, BetC.

Théoréme 2.:

C=AxB=C(z)=A(z) * B(2)

Si At B disjoints :
C=AUB=C(z) = A(z) + B(»)

Preuve: Soit A(z) =), anz", B(2) =), bp2"etC(z) =, cn2"

-C=AXxB:
Le parametre étant hérité additivement, les objets de C de paramétre n sont les paires (a,b) dans
A x B pour lesquelles la somme des parametres pour a et best égale an.= ¢, = ;" a; * by—;

= A(2) % B(2) = T 02" # X, bu2" = 5, (Sig i % byi2") = C(2)

-C=AUB:
A et B disjoints = ¢, = a,, + by,
S AG2) + B(2) = Xy (an + ba)2" = 3, ¢ = C(2)

Théoréme3:

C = Sequence(A) = C(z) = U A(2)" = 1—1A(z)
n>0

On peut donc transformer une décomposition éventuellement récursive d’'un ensemble de struc-
tures combinatoires en systeme d’équations fonctionelles contraignant trés fortement sa série
génératrice.
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On considere 'ensemble des pavages d’un segment [1, n] avec des dominos [o]et de tailles
respectives 1 et 2. On obtient facilement la décomposition suivante, ot — désigne le pavage du
segment de taille nulle :

=|E]>< pavage UMX’ pavage ‘U’ |

On transpose alors cette décomposition en une relation caractérisant la série génératrice de ces
pavages :

P(z) = 2P(2) + 2°P(2) + 1

= P(z) = 2P ’p l=——

(:) = 2P(2) + #P(2) +1 = ———

En outre, on peut remarquer une égalité entre le nombre de pavages de [1,n] et le n — liéme
nombre de Fibonacci. En effet :

P(2) = zP(2) + 2°P(2) + 1

anzn = anZ"H + anz”+2 +1

n>0 n>0 n>0

[ZO] anzn = [ZO] anzn—i-l + [ZO] anzn+2 +1=p =1
n>0 n>0 n>0

[Zl] anzn = [Zl] anzn+l + [21} anzn+2 =pr=po=1
n>0 n>0 n>0

Enfin, pourn > 2:

"1 pn™ = 2" ) pn™ T+ (7] ) Pz = po = Pt + P
n>0 n>0 n>0

5.1.4  Séries multivariées

Imaginons maintenant une classification des objets de A établie selon plusieurs parameétres. Par
exemple, on peut vouloir compter les mots d’'un langage selon les nombres d’occurences des dif-
férents caracteres.

On introduit donc la notion de série génératrice multivariée, qui compte les objets de A selon
plusieurs parametres p1, . . . , P.

Soit ag, ... 4, le nombre dobjets de A ayant d; pour parametre p;(formellement, les nombres
d’objets o tels que p;(0) = d;).

Définition 7 (Série génératrice multivariée) :
On appelle série génératrice multivariée de A la série formelle A(uy, - - -, uy) telle que :

00
d d
A(ul, ce 7uk) = E Ady - dy U1 Loy, = E Ulpl(o) . 'Ukpk(o)
n>0 o€ A

Les propriétés d’union et produit des séries génératrices sont conservées dans 'univers multi-
varié, car les parametres sont additifs.

On va utiliser ce type de série pour compter les mots de {0, 1}* décrit par 'expression réguliere
r = (0(0)*1)* ala fois selon la taille et le nombre d’occurences de la lettre 1.

Pour des raisons qu'on expliquera plus tard, la décomposition récursive classique des expressions
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réguliéres peut ici étre transposée en relation entre les séries génératrices, I'étoile de Kleene étant
transposée en séquence.

On notera L, (z,u) la série génératrice bivariée du langage d’une expression réguliére r.

On attribuera au parametre taille(rep. nombres occurences de 1) la variable z(resp. u) .

Enfin, on notera |w|. le nombres d’occurences de ¢ dans w.

Lo(z,u) = 21%l00 = 24

1
Lgy-(2,u) = Seq(Lo) = T
zZU

Li(z,u) = 2yl = 5

ZQU
Lo(oy1(2,u) = Loy L1 = T
1
Ly (z,u) = Seq(Loy1) = 1 2
T 1-zu

5.2 Méthodologie DSV

Comme on I'a vu dans 'exemple précédent, les relations sur les séries génératrices peuvent étres
déduites de regles de construction de langages. La méthodologie DSV, formulée par Shiitzen-
berger, exploite cette propriété en établissant une bijection entre les objets combinatoires étudiés
et les mots d’un langage décrit par une grammaire non ambiguée.

Définition 8 (Série génératrice de langage) :

On appelle série génératrice d’un langage L surun alphabet {s1, . . ., s } lasérieformelle L(z, x1, . .., x)
telle que :
|wls |wls i i
L(z,xy,...,2) = Z zl‘”'xl Loz P = Z gy, .in2 )l
wEL i1+...+ig=n

Ol |w|s est le nombre d’occurences de s dans w et 1y, ;, ., le nombre de mots du langage de taille n ayant
i occurences de s, pour j € [1, k].

On en déduit un systéme d’équation contraignant les séries génératrices des langages des non
terminaux de la grammaire.

Mettons en oeuvre cette méthodologie dans I'étude des arbres de unaires-binaires. Partant d’'un
noeud initial appelé racine, un arbre unaire-binaire est :

- Soit une feuille.
- Soit un noeud ayant un unique fils unaires-binaires.
- Soit un noeud ayant deux fils unaires-binaires.

On trouve une bijection entre les arbres unaires binaires de taille n + 1 et les mots de Motzkin de
taille n.

Les mots de Motzkin sont les mots w sur l'alphabet {a, b, c} tels que |w|, = |w| et, pour tout v
préfixe de w, |w|, < |wlp.
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e

Fig. 5.1: Un arbre unaire-binaire
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M = cacabbac

7'\
1/
A\ |

M = cacabbacb

M = cacabbacb

Fig. 5.2 : Transformation arbres unaires-binaires/mots de Motzkin

e Tout arbre unaire-binaire peut se réécrire en mot de Motzkin :
On effectue un parcours en profondeur de 'arbre. Quand on traverse dans le sens descen-
dant:
- Un fils gauche, on écrit la lettre a.
— Un fils droit, on écrit un b.
- Un fils unique, on écrit un c.

Les mots w ainsi générés séquentiellement au cours du parcours de I'arbre de taille n + 1
sont bien des mots de Motzkin de taille n car:

- Dansun arbre, il y a autant de fils gauches que de fils droits
= [wla = [wly
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- Le parcours en profondeur de 'arbre rencontre toujours le fils gauche d’un sous arbre
binaire avant d’en rencontrer le fils droit = pour tout v préfixe de w, |w|q, < |w|p

— Le nombre d’arétes dans un arbre de taille n + 1 est n(Par récurrrence).
De plus, deux arbres différents donnent deux mots différents (trivial).

e Tout mot de Motzkin peut étre transformé en un arbre unaire binaire :
On lit le mot w de taille, en partant d’'une racine vide :

- Sur un a: On créé un branchement binaire ayant pour origine le noeud sélectionné
et on sélectionne le fils gauche.

— Sur un b: On se déplace sur le premier fils droit disponible a droite du noeud selec-
tionné

— Sur un c: On créé un branchement unaire et on sélectionne son extremité.

Image de v

noeud sélectionné

Sur un ¢ Surunb Sur un a

Fig. 5.3 : Deux arbres issus de mots ayant un plus long préfixe commun v sont distincts

Cet arbre est bien unaire-binaire, car tous les branchements ajoutés sont d’arité 1 ou 2.
De plus, chaque a créé un fils droit disponible, donc |w|, < |w|, implique qu’on pourra
toujours trouver un fils droit disponible = on pourra toujours appliquer la régle c.

De plus, ces arbres ont bien n+ 1 noeuds, car chaque régle ajoute un noeud et on part d’'une

racine initiale.
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Enfin deux mots différents donnent deux arbres différents car la lecture de deux caractéres
différents en un méme noeud p (ce qui arrive forcément, ne serait ce qu'au noeud initial),
donne des arbres issus de p déja distincts au niveau des fils directs.

On a donc montré une bijection entre les mots de Motzkin et les arbres binaires unaires.
D’autre part, on sait que les mots de Motzkin sont engendrés par la grammaire non contextuelle
non ambiguée suivante :

M — aMbM |cM |e

Cette grammaire étant non ambiguée, on peut transformer ses regles de production en relations
fonctionelle sur M (z, x4, xp, ), série génératrice des mots issus du non terminal M.

Al(zyxayxbaxc) = Z$aﬂ4(2,$a,$b,Jk)beﬂf(Z,$a,$b,$c)'+ Zxcﬂl(z7xa7xbaxc)'+ 1
0 = zQxabe(z,xa,xb,xc)Q + (zxe — 1)M (2,24, Tp,xc) + 1

En résolvant le systéme ci dessus pour M(z,1,1,1) = M(z), on trouve deux candidats pour
M(z):

1—24++vV1—2z—322

Mi(z) = 222
1—2—+vV1—22—322
Ma(z) = 222

M (z) est une série de dénombrement, donc le coefficient de degrés n de son développement doit
étre le nombre de chemin de Motzkin de taille n. Or, le développement de M (2) fait apparaitre
des coefficients négatifs :

11 )

Ml(z):;—;—l—z—Qz — 42 — 92 + 0(2°)
= M(z) = Ms(z)

On obtient alors aisément la série génératrice des arbres unaires-binaires. En effet, les mots de
Motzkin de taille n étant en bijection avec les arbres unaires-binaires de taille n+1, on ala relation
suivante entre les séries génératrices M (z) et UB(z) :

["]M(2) = [" T UB(2) = M(2) =Y mp2"etUB(z) = ubg + »_ myz" 1!
n>0 n>0

(o ¢]
= UB(z) = uby + zZmnz” = uby + zM (2)
n>0
Ou ubg est le nombre d’arbres de taille 0. Or uby = 0, car les arbres unaires-binaires partent
nécessairement d’une racine.

1—z—+1-2z—322
= UB(z) = —~ . S
z

Cette méthodologie ne permet pas d’étudier toutes les familles d’objets d’intérét en combina-
toire. On caractérise cependant deux grandes familles d’objets pour lesquelles on obtient des
séries génératrices de langages remarquables, les langages rationnels et algébriques.
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5.2.1 Langages rationnels

Définition 9 (Fraction rationelle) :
On appelle fraction rationnelle une fonction F'(z) telle que :

A(2)
B(z)
ou A(z) et B(z) sont des polynémes en z € C a coefficient dans N ou R

F(z) =

Théoréme 4 :
Les séries génératrices des langages rationnels sont des fractions rationnelles.

Preuve (Inspirée de Chomsky Schiitzenberger) :

Soit L un langage rationnel.

Drapres le théoréme de Kleene : Rat = Reg. Donc il existe un automate fini A = (Q, V, q;, F, &) déterministe
minimal reconnaissant exactement L. On rappelle que ¢ est la fonction de transition de 'automate, qui d un
état q et une lettre c associe I'état successeur ¢’ de q sur lecture de c.

Soit L, le langage des mots reconnus par A a partir d'un état g, c’est a dire l'ensemble des mots w € A* tels
que q ~>y, [ € F. Onalarelation suivante :

Ly = U {e} - Lsqey (+€)siger
ceV

De plus, cette union est disjointe, car les préfixes c des différents ensembles constitutifs de L, sont distincts.
Donc on peut utiliser le dictionnaire sur les séries génératrices ordinaires pour transposer les relations entre
les langages L, en relations sur les séries génératrices Ly(z).

LQ(Z) = Z ZL&(q,c)('z) (+1)Si qEF
ceV

On obtient donc un systeme d’équations linéaires qui admet la représentation matricielle R suivante :

2’5171 -1 251,2 cee 251,\Q| 61’}7‘
2’5271 252’2 -1 .- 252,\Q| 52’]7
R = (rij) 1<iciol = . ) , ) )
1<5<|QI+1 . . . : .
D g2 o 2L — 1| dgLr
1 ; ; ; 1 ,q; € F
5 = st Jetqgi —eqj Sip = St qi €
’ 0 sinon ’ 0 sinon

Le carvé supérieur gauche de cette matrice est diagonalisable, car seuls les termes i ;, 1 < i < |Q| ontun

coefficient de degres O non nul. Il wexiste donc pas de combinaison linéaire des vecteurslignes {71, . . ., 7i—1, 7541, - - -, Q| }
qui soit égale a r;.

Une fois le carré supérieur gauche de la matrice R diagonalisé, par une méthode du type pivot de Gauss, on

obtient une matrice S telle que :

10 0| Lg(2)
o |0 0] Ly(2)
0 0 -+ 1] Lgy(2)

La série génératrice L(z) du langage L est alors Ly, (2) (On rappelle que g; est Iétat initial de A)

Celle ci est une fraction rationnelle car les seules opérations mise en jeux dans la diagonalisation d’une ma-
trice sont laddition et la soustraction de vecteurs, ainsi que la multiplication et la division par des polynomes,
opérations par lesquelles les fractions rationelles sont closes. L(z) = Lg, (), série génératrice d'un langage
rationnel L est donc une fraction rationelle.
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5.2.2 Langages algébriques

Définition 10 (Fonction Algébrique) :
Une fonction algébrique est une fonction f d’'une variable réelle ou complexe pour laquelle il existe P(u, z)
polyndme tel que :

Définition 11 (alt. Fonction Algébrique ) :
Une fonction algébrique est la projection d’une variété algébrique projective, C’est a dire une composante y;
d’un vecteur solution du systéme d’équations :

vi(z) = @iz, 91(2),- .., yn(2))

yQ(Z) = (I)Q(Zayl('z)vayn(z))

yn(z) = CIJn(z,y1(Z),...,yn(z))
ou Py, Po, ..., D, sontdes polynomes.

Théoréme5:
Les séries génératrices des langages algébriques sont des fonctions algébriques.

Preuve:

Un langage L est algébrique < Il existe une grammaire non contextuelle G non ambiguée qui engendre
exactement les mots de L.

On s’interesse aux régles de réécriture de cette grammaire, mise en forme normale de Chomsky.(Un passage
par une telle forme n'est pas nécessaire, mais facilite la lecture de la preuve) On rappelle que la forme normale
de Chomsky d’'une grammaire ne contient que des régles r du type :

A— B.C
ou
r= A — B|C
ou
A—c

Ou A, B et C sont des non terminaux, et a un caractére du vocabulaire terminal. La mise en forme normale
de Chomsky d’une grammaire non ambiguée est non ambiguée, donc on peut transposer les régles en relations
sur les langages engendrés par les non terminaux, puis en déduire des relations sur les séries génératrices ordi-
naires. Soit L 4 le langage des mots issus du non terminal A et L 4(2) sa série génératrice de dénombrement

A— BC = Li=LgXLe = LA(Z)
A—)B’C = ﬁAZ,CBU,CC = LA(Z)
A—c = L= {c} = La(z)

Lp(z)* Lo(z)
Lp(z)+ Leo(2)

On obtient ainsi un systéme d’équations de la forme L;(z) = ® (2, L1(2), ..., Ln(2)) ou n est le nom-
bre de non terminaux. La série génératrice de ce langage est la série associée au non terminal initial de la
grammaire. Elle est algébrique d’apreés la définition alternative des fonctions algébriques.

5.3 Techniques de combinatoire asymptotique

On a présenté jusqu’ici un quelques techniques exactes pour I'extraction des coefficients d’'une
série génératrice. Celles ci, quand elles peuvent étre appliquées, profitent de apparition d'un
motif particulier dans I'expression de la série génératrice. Un tel traitement symbolique de la série
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génératrice n’est donc que tres rarement possible.

Dans baucoup de cas, 'obtention des coefficients nécessite I'execution d’algorithmes de complex-
ités polynomiales, voire exponentielles sur I'indice du coefficient recherché. On relache donc la
contrainte d’un calcul exact pour s’intéresser au comportement asymptotique des coefficients. De
méme qu'on a pu, dans le cas des séries génératrices, trouver la limite d’une suite de polynémes
dont on ne connaissait pas explicitement les coefficients, on arrive dans bien des cas a déterminer
le comportement asymptotique des coefficients d’une série génératrice.

Comme on l'a vu précedemment, on peut, grace a la méthodologie DSV, exploiter le systeme
d’équations fonctionnelles induit par les regles de constructions non ambiguées d’un langage
pour en déterminer la série génératrice. On distingue les séries génératrices obtenues selon la
classe a laquelle appartient leur langage associé dans la hierarchie de Chomsky.

Il existe un lien étroit entre le comportement d’'une fonction analytique aux alentours de sa sin-
gularité de plus petit module et le comportement asymptotique des coefficients de son développe-
menten série. Pour comprendre cette assertion, nous allons introduire quelques concepts d’analyse
complexe.

5.3.1 Intégrale de contours et coefficients de séries

Définition 12 (Fonction Analytique) :
Une fonction f est analytique sur un domaine € si, en tout point de €2, elle admet un développement en série
entiére convergeant localement.

Définition 13 (Fonction Méromorphe) :
Soient g et h deux fonctions analytiques sur Q2 € C, alors leur quotient :

est analytique sur ) saufen les points o out h(c) = 0, appelés pdles de f.
On dit alors que f(z) est méromorphe en z = .

Alternativement, une fonction f méromorphe en z = «estune fonction qui admet un développe-

ment de la forme
f2)= D falz—a)"

dans un voisinage de « ne contenant pas .
Si f_nr # 0, alors M estl'ordre du péle a.
Enfin,si M > 1, f_; estappelé le résidu de f(z) en z = o, quwon note Res[f(z), z = a].

Théoréme 6 (Théoréme du résidu de Cauchy) :

Soit 2 une région de C simplement connexe.

Soit I" une courbe fermée orientée dans le sens positif inclue dans <.

Soit h(z) méromorphe sur Q, sauf en un nombre fini de points isolé a1, o, . . . , Q.
Alors on a léquation suivante :

Res[f(z),z =a] = ;m/rf(z)dz

On en déduit directement une expression du coefficient de degres n dans le développement au-
tours de 0. En effet, il existe un cercle €2 centré en 0 de rayon suffisamment petit pour ne contenir
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aucune singularité de f(z). On choisit alors d’étudier Z{fi)l , qui admet une singularité en 0 pour

n suffisament grand.

i Mdz:Res[
2 Jp 2"+ 1

f(z)
417

Z:O]:fn

On obtient donc le coefficient de degres n dans le développement de Taylor de la série génératrice
autours de 0, qui est la donnée d’intérét en combinatoire.

Une telle méthode ne peut pas servir de base a un traitement automatisé des séries génératice
en vue d’en extraire les coefficients, a cause notamment de la difficulté d’intégrer des fonctions
sur un contours complexe!. Cependant, on voit désormais que les singularités(ici, le pdles), d’'une
fonction méromorphe vontintervenir dansles comportements des coefficients de la série généra-
trice.

Le dogme central de 'analyse de singularités est le suivant :

o La singularité de plus petit module d’une série génératrice détermine le comportement exponentiel des
coefficients.

o Le type de singularité détermine le comportement sous exponentiel.

o Les constantes multiplicatives du comportement asymptotique sont déduites du comportement de la
série au voisinage de la singularité dominante.

Pour le troisiéme point, on utilise une propriété* vérifiée par les singularités des séries généra-
trices rationelles ou algébriques pour utiliser le transfert :

f(z) ~ 9(2) = [2"f(2) ~ ["]9(2)

z—p Z—00
Ou pestlasingularité dominante, dont on verra par la suite le role prédominant, et g(z) un équiv-

alent de z aux alentours de p, qui ne conserve que les propriétés pathologiques de f(z) en p.

5.3.2  Ordre exponentiel et singularités

Définition 14 (Ordre exponentiel) :
Soit {a,, } une suite.
On appelle ordre exponentiel de {ay, } la fonction K™ telle que :

an, < K"
Clest a dire |a,| = ¥(n) K™ ou(n) est un facteur subexponentiel :
nh_)rgo sup [9(n) ]% =1
Définition 15 (Singularité) :

On appelle singularité d'une fonction f analytique sur Q2 un ouvert de C un point cv sur la frontiére de € tel
qu’on ne peut pas prolonger f en c par une fonction analytique.

"En pratique, le théoréme des résidus est percu par les mathématicien, dont Cauchy, commme un outil
d’intégration complexe, ce probléme étant a priori plus difficile que Pextraction des coefficients d’une série.

% Fonction continuable dans un camembert centré sur la singularité, et d’angle inférieur 3 7, ce qui permet
application du théoréme de Darboux.
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En pratique, les singularités que nous rencontrerons sont les racines des dénominateurs, ap-
pelées poles et les zéros des opérandes de racines, qualifiées d’algébriques.

Définition 16 (Singularité dominante) :

Soit f une fonction analytique en 0. On appelle singularité dominante la singularité de f de plus petit mod-
ule.

Théoréme 7 (Ordre exponentielle des coefficients d’une série) :

Soit f(z) une fonction analytique en 0 et p le module de la singularité dominante de f.

Alors :
1 n
p

Il est intéressant de noter que le comportement exponentiel des coefficients d’une série généra-
trice ne dépend pas du type de singularité.

Théoréme 8 (Théoréme de Pringsheim):
Une série entiére a coefficients positifs et de rayon de convergence fini p a une de ses singularité dominantes
sur le demi axe des réels positifs.

Ce théoréme facilite grandement I'étude asymptotique des séries génératrices. En effet, les séries
étudiées ayant des coefficients positifs, on pourra résoudre les équations determinant les péoles
dans R™.

5.3.3  Asymptotique des séries génératrices rationelles

Théoréme 9 (Expansion des fonctions rationelles) :

Soit f(z) = % une fraction rationelle analytique en 0.

Soitay, . .., auy, les poles de f(2) (< les racines de QQ(2)) de multiplicités k. . ., km,

Alors il existe m polynomes 11y (), ... , I, (), dedegrés k1 — 1, ... kp, — Let M < deg(P(z)) tels

que:
m

fo = [2"f(2) =D Mi(n)o;™ , ¥n>M G.1)

=1

Preuve: On suppose que deg(P) < deg(Q). On décompose alors f(z) en éléments simples :

De plus :

Donc on peut étudier séparément les contributions aux coefficient de f(z) de chacun de ces éléments simples.
Celles ci sont de la forme suivante :

n 1 _ n 1
ey = Flio=aa Z)
-1 n
= Sy
=17 (n+j-1\  —n
= (a‘f) ( j'_zl )o;

Le binomial pris comme un polynome en n est de degres j — 1. On rappelle que j est borné par la multiplicité
de la racine.
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De plus, 'hypothése que deg(P) < deg(Q) peut étre formulée sans perte de généralité, car dans le cas
contraire, on ne peut certes pas décomposer en éléments simples, mais on peut soustraire a P ses termes de
degrées > deg(Q). On obtient alors P’ tel que deg(P’) < deg(Q) quon peut décomposer en éléments
simples. L’équation (5.1) est donc valable pour n > deg(P).

On déduit immédiatement de I'équation (5.1) 'asymptotique des coefficients de la série. En effet,
asymptotiquement, seul le terme II;(n)c; ™ de plus petit o; s’exprime, écrasant exponentielle-
ment les autres termes.

Théoréme 10 (Asymptotique des fonctions rationelles) :
: P(z )

Soit f(z) = Oz Une fraction rationelle analytique en 0.

Soit o le pdle de f(z) de plus petit module de multiplicité k et :

f2) ~ (l_c)kk eN

Alors :
nk—1
[2"]f(z) ~ ca® 1) (5.2)

On en déduit une méthodologie pour 'asymptotique des coefficients d’une série rationelle f:
e Calculer les poles de f(z).

e Déterminer un équivalent asymptotique de f au voisinnage de son péle de plus petit mod-
ule.

e En déduire grace a (5.2) un équivalent pour les coefficients de f.

Nous utilisons cette méthodologie pour calculer le nombre de combinaisons de piecesde 1,2,5,10,20
et 50 cents d’euro dont la somme est n cents :

n = 1k1 + 2ko + 5ks + 10k19 + 20kog + 50ks50
M)= 3, eZ= ey Y RN R0y 0 A
k;,i€{1,2,5,10,20,50} k1 ko ks k1o k20 k5o
1
(1—2)(1—22)(1 —25)(1 — 210)(1 — 220)(1 — 250)

Considérons les poles : On a un pdle en z = 1 de multiplicité 6. D’apres le théoréme de Pring-
sheim, on peut se limiter aux solutions rélles positives. En outre, tous les pdles sont ici des racines
del'unité. Donc on peut, sans Pringsheim, en déduire qu'une singularité de plus petit module est
bien présente sur R™. En outre, on utilise la petite astuce de calcul suivante :

k—1
(1—z (1—2)( sz
=0

= M(z) =

1 1
I N T T ) T S ) | G SO a L)Y § QNUp R )

1 1
251 (1 - 2)61.2.5.10.20.50

M(z)
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Or, d’apres (5.2) :
[2"]$ 1 1w
(1—2)6710° n—oo 5! 7105  12.109
S M)~ (14 0()
n—o0 12.106 n3
Le facteur n? vient du deuxiéme péle en z = —1 de multiplicité 3, qui donnera lieu & une crois-

sance cubique.

5.3.4 Asymptotique des séries génératrices algébriques

On rappelle qu'une série algébrique f est racine d'un polynéme P en f(z) et z. Donc ses singu-
larités sont algébriques, c’est a dire quelles apparaissent dans la série génératrice sous la forme
de facteurs (1 — z/a)®, ous € R — N.

Théoréme 11 (Echelle asymptotique de fonctions) :
Soit f(z) une fonction telle que :

1
flz) = 1=z seR-N
Alors :
. nnsfl l
1) o L+ 00)

On rappelle que I'(s) est la fonction gamma de Euler, définie pour des x positifs de la fagon suiv-

ante:
+oo
I'(z) = / t*te~tat
0

et étendue a des x négatifs non entiers ou nuls par :

™

MNz)l'l—2)=

sin(mx)

En particulier :
+oo
I'(1) :/ e tdt =1
0

MNz+1)=2'(z) =T(n+1e€N)=n!
r(1/2) = V7

On montre en quoi ce transfert des coefficients de 'asymptotique d’'une fonction a 'asymptotique
des coefficients peut étre utile en 'appliquant a I'étude de 'asymptotique des mots de Motzkin,
quisontdéjaapparuslors del'application dela méthodologie DSV al’étude des arbre unaires/binaires
et dont la série génératrice est :

1—2—+vV1—2z— 322
M{(z) = 222

Cette fonction est analytique en O car prolongeable par 1 en 0. Les singularités sont donc de type
algébrique, et dues a la présence de la racine carrée. Les deux racines du polynome 1 — 2z — 322
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sont 1/3 et —1. On ne s'intéresse donc qua z = 1/3, car c’est la racine qui a la plus grande
contribution exponentielle a 'asymptotique de [2"| M (z). Or:

1-1/3 |, 1-1/3—4/1+1/3\/1-32
ME) oy, e A
= 3-3/3/1-32

= 3—3\/§W

Or, d’aprés le Théoréme 11 :

3np3/2 1
(1= 25) 172 n5 rciy oG =+

‘K\z)—l

[2"]

~

Car:
(-1/2)(1+1/2) = m
I(-1/2) = TIaTaR

“1.1/2/7
N

1
e

Donc:
n njq

"M (2) ~ [2"]3 3\/3(1 -
3vV3
"M (z) ~ i
n—00 2\/7?
Onestdonc capable de déterminer'asymptotique des coefficients de séries génératrices algébriques,

facteurs sous exponentiels et constantes comprises.

1/3)71/2

3"n%2(1 4+ 0(=))

1
n

Armés de ces outils nous pouvons désormais nous attaquer a une modélisation par grammaire
non contextuelle des structures secondaires d’ARN.



6. ETUDES HISTORIQUES DES STRUCTURES SECONDAIRES D’ARN

Dans cette partie, on établit un état de I'art des recherches sur les propriétés combinatoires des
structures secondaires ¢’ARN.

Historiquement, le probléme de la combinatoire des structures secondaires ¢’ARN est apparu
lorsquon a commencé a s'intéresser au repliement de 'ARN. Les structures secondaires étant,
comme on va le voir, en nombre exponentiellement moins élevé que les séquences sur les quatres
bases, on a un nombre élevé de structures candidates pour une séquence donnée. Les premiers al-
gorithmes fonctionnent donc sur le principe de minimisation de énérgie libre, minimisation qui
ne peut étre réalisée efficacement que si les objets manipulés disposent d’une structure récur-
sive. Or, il n’existe qu’'un pas entre la découverte d’'une décomposition récursive et celle d’'une
série génératrice de dénombrement.

C’est pourquoi, dans une étude mathématique préliminaire a la conception d’un algorithme de
repliement, M.S. Waterman obtient en [24] les premiers résultats combinatoires sur les struc-
tures secondaires ’ARN.

Cependant, cet article laisse quelques questions sans réponses. Par exemple, Waterman intro-
duitla notion d’ordre des structures secondaires, un parameétre de complexité des structures sec-
ondaires, mais ne dénombre pas les structures d’une taille et d’'un ordre donnés.

G. Viennot et M. Vauchaussade de Chaumont obtiennent en 1983 dans [2] les séries génératri-
ces des structures d’'un ordre donné, qui fait intervenir des polynémes définis par récurrence.
Malheureusement, il semble impossible d’en déduire une forme générale pour les nombres s,
de structures de taille n et d’ordre k.

En 2001, M. Nebel applique dans [16] un résultats obtenu précedemment sur le parameétre d’Orton
Strahler pour déduire les comportements asymptotiques de certains parameétres, comme le nom-
bre de renflements ou l'ordre.

On peut aussi noter les contributions de I. Hofacker et al., qui présentent en [13] des récurrences
sur les nombres de structures ayant au moins ¢ bases dans les boucles. Enfin, on peut trouver
dans [19] un résultat de M. Régnier sur le nombre asymptotique de structures dans lesquelles les
boucles sont constituées d’au moins b bases et les hélices d’au moins h paires de bases.

On rappelle la définition des structures secondaires établie dans la partie de ce mémoire con-
sacrée au contexte biologique :

On appelle structure secondaire d'un ARN la structure planaire comportant les appariements
Watson-Crick et Wobble, et ne comportant pas de pseudo-noeuds.

Un telle définition est assez proche de celle d’'un graphe non orienté, dans lequel les sommets
sont les bases et les arétes les liaisons phosphodiesters et hydrogénes. C’est cette modélisation
que choisit Watermann quand il étudie en 1978 les structures secondaires ¢’ARN.
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6.1 Approche orientée graphes : Waterman 1978[24]

6.1.1  Définition des structures secondaires

Définition 17 (Structures secondaires de Waterman) :
Une structure secondaire est un graphe composé de sommets {1, ... ,n} et doté d'une matrice d’adjacence
A = (aij) telle que::

(1) aiir1 =1, Vi € [1,1’L — 1]
(i) Vi € [1,n), il existe au plusun j # i + 1tel que a;; = 1
(i11) Si Qij = Lag =leti <k <jyalorsi <1<j

Remarque : Bien que non formulé explicitement dans la définition, le graphe est non orienté,
_ - 2

donca;; = aj;, V(i,j) € [1,n]

On peut traduire ces trois conditions dans le langage courant, ot leur nécessité devient alors évi-

dente:

() < La structure secondaire contient les liaisons de la structure primaire(liaison phosphodiesters).

(i) < Les triple hélices sont interdites.
En effet, la présence d’une triple hélice implique I'appariement de trois bases deux a deux
non consécutives dans la séquence primaire. Il existe alors une base i appariée a deux bases
qui ne lui sont pas consécutives, donc la condition est violée.
& Les boucles terminales de taille 0 sont interdites.
D’apres la définition d’'un appariement, deux bases ne peuvent étre appariées que si elles
ne sont pas adjacentes. Or une boucle est délimitée par une paire de base appariées, donc
si cette boucle est de taille 0, alors elle est délimitée par deux bases adjacentes et appariées,
ce qui est impossible.

(iii) < On ne tolere pas les pseudo-noeuds.
En terme de graphe, un pseudo-noeuds est un couple d’appariements chevauchants, c’est a
dire (4, j) et (k,l) telsquei < k < j <[, ce qui est rendu impossible par la condition (iii).

Définition 18 (Appariement) :
Soit A = (a;;) la matrice d’adjacence d’une structure secondaire. On dit que deux bases i et j sont appariées
sla;j = let|i—j|#1

6.1.2  Série génératrice de dénombrement

Théoréme 12 (Série génératrice des structures secondaires d’ARN ) :
La série génératrice de dénombrement des structures secondaires ’ARN est S(z) telle que :

22— 241 — 14 2(23-222—2-2
S(z):anz": \/ 2z2( )

n>0
ou S, est le nombre de structures secondaires de taille n.

Lemme 1 (Récurrence sur les nombres de Str. Sec.) :
Les nombres s,, de structures secondaires de taille n obéissent a la récurrence suivante :

n—2

Sp41 = Sp + g 8iSp—i—1 so=1

=1
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ss - ©ss

n n+l

=

Fig. 6.1 : Décomposition des structures secondaire de taille n + 1 en fonction de l'appariement delan + 1-
iéme base

Preuve (Lemme1): Prenons une structure secondaire de n + 1 bases et observons la n + 1-iéme :

e n + 1 n'est pas appariée :
Donc lesm bases {1, . .., n} sont susceptibles de former n’importe quels appariements valides. Alors
le nombre de str. sec. de taille n 4 1 ayant leur derniére base non appariée est égal au nombre de str.
sec. detaillen =s,,

e n + 1 est appariée avec une base i :
Notons que i < n car sinon il existe deux aréte entre i et n + 1.
Alors les bases des I'intervalles [1,7 — 1] et [i + 1, n| peuvent former n’importe quelles structures
secondaires de tailles i — 1 et n — 4. De plus, pour deux couples distincts de structures secondaires
de ces tailles, la structure secondaire composée obtenue est distincte par comparaison des matrices
d’adjacence. Donc les structures secondaires dans lesquelles n est apparié a j sont au nombre de
Si—1Sn—i-
Enfin, on remarque que deux str. sec. dans lesquelles les n + 1-iémes bases sont appariées avec des
bases i et ', i # i’ ont des matrices de transitions différentes pour le coefficient a; ,+1, par la con-
dition (ii) du théoréme 17. Donc les ensembles de structures secondaires ayant leur n + 1-ieme base
appariée avec des bases distinctes sont disjoints.

Les deux cas de la décomposition couvrent des ensembles de str. sec. disjoints, car "'n + 1 n’est pas
appariée" = Vi € [I,n — 1|, apt1i = 0 alors que "n + 1 est appariée avec une base i"
= Ji € [1,n — 1] tel que a1 ; = 1. On en déduit la formule du lemme par addition des contri-
butions des n cas.

Preuve (Théoréme 12): D’aprés la récurrence du Lemme 1 :

n—2
Sn+1 = Sp + § 8iSn—i—1
i=1
n—2
1 2 -1
Spp12" T = 2(s,2") + g SiSp—i_12"
i=1
n—1
n+1 __ n 2 n—1 n—1
E Sni12 = z(g sp2") +x E ( E 8iSn—_i_1% — Sp—1802" ")
n>0 n>0 n>0 i=1

Alors, silon pose S(2) = 3,50 82"

S(2) =1 =25(z) + 225(2)* — 2%25(2)
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On résoud cette équation et on trouve deux solutions, dont une admet des coefficients positifs dans un développe-
ment de Taylor en 0.

22—z 41— /1+2(23—222—2-2)
222

= S(z) =

6.1.3  Décompositions

A la recherche d’'un algorithme de programmation dynamique pour résoudre le probléme du
repliement, Waterman propose une décomposition canonique des structures secondaires en sous
structures.

N -
\ ]
i \
1 .
. s Y
Echelle

Tige boucle

Boucle Interne Extremité

Fig. 6.2 : Les différents type de sous structures
Les bases attribuées aux différentes sous structures sont celles entourées en pointillés.

Définition 19 (Sous-structures d’une structure secondaire) :
Soit A = (a;j) la matrice d’adjacence d’'une structure secondaire :

e Boucle:
Formellement, végion R = [i + 1,j — 1] telleque a;; = 1 et Vk € R, k est non apparié.
Bases non appariées encadrées par une paire (i, j) de bases appariées.
(i, ) est la fondation de la boucle.

e Renflement:
Région R = [i + 1, j — 1] telle que i et j sont appariés, a;; = 0 et Vk € R, k est non apparié.
Concrétement, bases non appariées séparant deux bases non appariées entre elles.

e Boucleinterne:
Régioms R=1[i+ 1,5 —1]et R =[k+ 1,1 — 1] tellesquea; = 1,aj, = 1etVk € RUR k
est non apparié.
Bases séparant deux hélices sur les deux brins.
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e Extremité:
Région R = [1,i — 1] ou R = [i + 1, n| telle que i est apparié et Vk € R, k est non apparié.
Extrémités pendante de la structure secondaire.

o Echelle(alt. Hélice) :
Régions [t + 1,5 — 1] et[k + 1,1 —1],j —i = | — ktellesque a;; = 0, aj = OetVk €
1,7 —i—1],ai4k1-r =1
Paires de base empilées sans renflement.

e Tige Boucle:
Plus longue région [i+1, j+ 1] telleque a;; = 0, a; 41 j—1 = 1 et contenant exactement une boucle.
Plus longue séquence encadrée par une paire de bases appariées contenant exactement une boucle.

Remarque : Ces définitions des sous structures différent légérement de celles proposées par
Zucker. Elles portent cependant le méme nom, ce qui est une difficulté supplémentaire propre a
la bioinformatique, ol il n’existe pas encore d’autorité reconnue en matiere d’appellation.

Théoréme 13 (Décomposition des structures secondaires) :
Toute structure secondaire peut étre décomposée de fagon unique en :

1. Boucles, Echelles, Renflements et Extremités.

2. Tiges Boucles et Renflements, Extremités et Echelles n’appartenant pas a une Tige Boucle.

Preuve: On ne prouve que la premiére décomposition, car ce type de preuve est un peu lourd et redondant.
Soit A la matrice d’adjacence d’'une structure secondaire :

Sii et j sont appariées, alors i appartient indiscutablement a une échelle.

Sinon, soit i une base non appariée et [k, 1] > i, la plus longue séquence de bases non appariées contenant i.
Sik = loul = n, alors i appartient a une extremité. En effet, lappartenance a un renflement ou une
boucle impose la présence de bases appariées aux deux extremités, ce qui est ici impossible.

Siak—114+1 = 1, alors i appartient a une boucle. Si elle appartenait a un renflement, alors ay,_1 ;11 = 0.
Sinon, il s'agit bien d’un renflement, car ay,_1,11 = 0.

6.1.4 Ordre d’'une structure secondaire

On rappelle que'étude des structures secondaires d’ARN est motivée historiquement par'analyse
d’algorithmes de repliements par minimisation d’énergie libre. Dans ce contexte, un parameétre
apparait comme critique 3 Waterman : l'ordre. Schématiquement, on peut comparer une struc-
ture secondaire 3 un arbre dont les feuilles sont des boucles, les noeuds sont des boucles multiples
et les arétes sont des échelles. L'ordre d’'une structure secondaire est alors la hauteur de cet arbre.
La définition de Waterman est beaucoup plus algorithmique :

Définition 20 (Ordre d’une structure secondaire d’ARN) :
Soit A la matrice d’adjacence d’une structure secondaive ’ARN S de taille n.

Soit (A, la suite de matrices dadjacences telles que :

o A0 =4
o AU Décomposer AU en Tiges Boucles, Renflements, Extremités et Echelles puis, pour tout k, | €
[1,n]:
— Sik et appartiennent a une tige boucle,s a,(fl) =letk #1+1,alors agfrl) =0.
- Sinon a,(;lﬂ) = a,(ﬁ'l).

Lordre de S est le plus petit k tel que A®) est le graphe linéaire, cest & dive que Vi, j € [1,n], i #

jx1=d) =0
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k=2 k=3

Fig. 6.3 : Extraction de l'ordre d’une structure secondaire

6.2 Meéthodologie DSV pour I'étude de l'ordre[2]

En 1983, G. Viennot et M. Vauchaussade de Chaumont appliquent la méthodologie DSV et étudi-
ent l'ordre des structures secondaires a partir d’'une bijection entre les structures secondaires et
un sous ensemble des mots de Motzkin.
On rappelle quelques éléments et notations de théorie des langages:

e On appelle facteur d’'un mot w un mot & tel que Ju, v tels que w = u.k.v

e On note |w|j le nombres d’occurences de la lettre ¢ dans le mot k.

e wy, estla k-iéme lettre de w.

Définition 21 (Mots de Motzkin) :
Les mots de Motkin sont les mots w € {a, b, c}* tels que :

L w=uuv=l|ulg > |ulp

2. |wla = |wly

6.2.1 Bijection avec une classe de mots de Motzkin

Théoréme 14 (Bijection Viennot/Vauchaussade de Chaumont) :
Les structures secondaires sont en bijection avec les mots de Motkin sans facteur a.b.
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A
1 5 10 15 20 25 30 35 40 5 50 53
—=cccaaacccaaaaaaaacccccccbbbbbcccbbbcaaaccccbbbcbbbcece

Fig. 6.4 : Transformation structures secondaires/mots de Motzkin

Preuve: Dansun premiertemps, on exhibera un codage des structures secondaires en mots de Motzkin sans
facteurs a.b. Nous montrerons ensuite que les cardinaux des ensembles de mots et de structures de taille n
sont égaux, ce qui prouve la bijectivité du codage.

Codage : On code une structure ’ARN S de taille n par un mot w de taille n sur {a, b, c}*. Le contenu
de la lettre wy, dépend du statut du sommet k :

o knonapparié = wy = ¢
o Lappariéal > k= wi =a
o kappariéal < k= wp =10

En utilisant la décomposition introduite dans la preuve de la récurrence de Waterman (voir Figure 6.1), on
prouve qu’il s'agit bien d’'un code, c’est a dire ici d’'une fonction injective de I'ensemble des structures sec-
ondaires dans 'ensemble des mots de Motzkin sans facteur a.b.

On remarque que deux codages de structures secondaires de tailles différentes sont eux mémes de tailles dif-
férentes et donc différents en temps que mots. On va alors comparer les structures de méme taille :

o n = 1et2: Ilexiste deux structures, composées de 1 et 2 bases non appariées a cause du point (iii)
de la définition de Waterman. Ces structures sont codées en des mots c et c.c, pourn = 1 et 2.

o Supposons S1 # So = w1 # wa,Vk = |S1| = |S2] < n

o |S1| = |S2| = ket k non apparié :
Alors les codages w1 et wy de deux structures secondaires S1 # Sa sont tels que wy = w).c et
wy = wh.c, avec w) # wh car sinon S1 = S.

o |Si|= 1|52 =ketkappariéaj <k —1:
Alors les codages w et wo de S1 # Sa sont tels que wi = w.a.wy.bet wy = wh.a.wl.b, avec
w) # whouwl # w carsinon Sy = So.
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De plus, on peut prouver grice a cette méme récurrence que tout codage w d'une structure secondaire est tel
quew = u.v = |ulg > |ulp et |w|q = |wlp. Il Sagit donc de mots de Motzkin.

Enfin, k apparié a j < k — 1 implique directement la non apparition de motifs a.b. On considére les paires
de bases appariées les plus proches, c’est a dire celles qui ne délimitent aucun appariement. Seules celles ci
sont susceptibles d’étre codées en un facteur a.b, or celles ci ne peuvent étre consécutives, donc il ne peut y avoir
de facteur a.b dans les mots du code.

Le codage proposé défini bien une fonction injective. De plus, les mots de Motzkin sont réputés pour étre
générés par la grammaire non contextuelle suivante :

M — a.MbM|cM|e

On va d’abord transposer cette régle en relation sur M = 3 L) W la série génératrice de L(M) en
variables non commutative :
M = aMbM + cM + 1

Puis on impose l'absence de facteur a.b, qui revient trivialement a interdire une réécriture du premier M en
e dans la partie a MbM de la relation. Soit M' la série non commutative des mots de Motzkin sans facteur
a.b, alors :

M = a(M' - 1)bM" + cM' + 1

On applique un morphisme substituant a toutes les lettres la variable z. On résoud alors cette équation du
second degrés en M, et, en choisissant la solution de coefficients positifs, on retrouve la série génératrice de
dénombremenent des structures secondaires.

22— 24 1—/1+2(23-22-2-2)

222
Par unicité du développement de Taylor, on en déduit qu’il existe une bijection entre les deux familles d’objets
étudiés, et que le codage proposé est une bijection.

M' =

6.2.2  Apparition de 'ovdre dans les mots de Motzkin

Tout d’abord, on transpose le concept de pyramide maximale d'un mot de Dyck aux mots de
Motzkin.

Définition 22 (Pyramide maximale d’un mot de Motzkin) :
On appelle pyramide un facteur u d’un mot w de Motzkin tel que:

u € (c*.a)k.c*.(b.c*)*
w est une pyramide maximale si il ne peut étre prolongé en une pyramide v > w telle que |v| > |ul.

En remarquant, comme le montre la figure 6.5, que les tiges boucles des str. sec. correspondent
a des pyramides maximales dans leur codage, on transpose naturellement la notion d’ordre sur
les mots de Motzkin. On définit pour cela une fonction I qui aplatit le mot de Motzkin en rem-
placant par des c toutes les lettres contenues dans des pyramides maximales. L'ordre est alors le
plus petit k tel que ITF (w) = ¢lv!.

On construit alors le systeme suivant, dans lequel M, (resp. M<},) est le non terminal ayant pour
langage les mots de Motzkin ' d’ordre k (resp. I < k) et Uy (resp. U<y) le non terminal des mots

sans facteur a.b. ..
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Fig. 6.5 : Les tiges boucles d’'une struct. sec. sont en relation avec les pyramides maximales du mot de
Motzkin

de Motzkin premiers, c’est a dire non décomposables en séquence de mots de Motzkin, d’ordre k
(resp.l < k).

My = Mcp— Mcp_

1
My, =
0 1—a
1
Moy = —
=+ (1— N<p)
N = a-Mgk—2-Nk—1-Mgk—Q-Nk—l'MSk—l-b + a'MSk—l-Nk-MSk—Lb
Ny = a.My.Ny.My.b+ a.My.Ny.b
No = a

On résoud ce systeme en utilisant des propriétés des polynémes orthogonaux et quelques résul-
tats sur les pavages et autres séries génératrices de mots de Dyck de hauteur bornée, et on obtient
le résultat suivant :

Théoreéme 15 (Série génératrice des str. sec. d’ordre k) :

La série génératrice des structures secondaires d’ordre k est My, (2) telle que :

k—1_
02 2

(1—2) [T Zi2)

On Zyy1(2) = Z¢ — 252 et 71 (2) =1 — 22 — 73

My(z) =

Cependant, aucune estimation des coefficients my, , n’est proposée.

6.3 Application de résultats sur le nombre d’Horton-Strahler[16] a I'étude de I'ovdre

6.3.1 Formulation alternative des séries sur Uordre

Dans larticle de Vauchaussade de Chaumont et Viennot figure aussi les séries génératrices des
mots de Dyck d’ordre donné. Les auteurs remarquent que les séries génératrices obtenues sont
identiques a celles des mots de Dyck de nombre d’Horton-Strahler donné.

On rappelle sans s’y attarder la définition du nombre d’Horton-Strahler pour un arbre binaire 7’

0 Si T est une feuille
hs(T) == < hs(Ty)+1 SiT = (Th,T3) et hs(T1) = hs(12)
max(hs(T1), hs(T32)) Sinon
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En reprenant la définition 21, on constate que tout mot obtenu a partir 'un mot de Dyck en y
insérant des lettres ¢ est un mot de Motzkin. De plus, si on ajoute un caractére ¢ a chaque oc-
curence du facteur a.b, alors on obtient une structure secondaire. Enfin, on remarque que toute
les structures secondaires sont engendrables par cette méthode, qui conserve I'ordre 2.

Dong, si on sait compter les mots de Dyck selon leur ordre et leur nombre de facteurs a.b on peut,
par changement de variable, compter les structures secondaires selon leur ordre. C’est 'approche
que choisit M.Nebel dans [16], aprés avoir obtenu dans [17] des résultats sur 'analyse des mots de
Dyck de nombre d’Orthon-Strahler donné.

Théoréme 16 (Séries génératrices alternatives sur 'ordre) :
La série génératrice des structures secondaires non linéaires d’ovdre k selon les nombres de bases appariées
(resp. non appariées) marquées par un parameétre z (vesp. u) est Ry, telle que :

\/u (u—12+ 14wz Vaul —ww?
—1 Us'a 222\/u (1 —a)yw(l —w?P)

Ry (z,

1—¢ uzt
IR \/1‘4<<a—1>2—<1+a>z2>2

Et U, () est le n-ieme polynome de Chebyshev de deuxieme type, défini par U(0,z) = 1, U(1,x) = 2z
etU(n,z) =22U(n—1,z) —U(n — 2,z).

Preuve: Soit w un mot de Dyck, on lui associe un ensemble de structures secondaires par la transformation
B définie récursivement comme suit :

(1) abd Ly ractber (2)  abv N cFactbp(v)

(3) avb By e aB(v)bc* (4) avbdu By aB(v)bp(u)
Ot v et u sont des mots différents de c. Dans [17], M.Nebel obtient les séries génératrices R,, des mots de

Dyck d’un ovdre k selon les nombres de sous mots de type (1) (resp. (2)+(3) et (4)) marqués par la variable
v(resp. w et x).

v w—1 v(1 — w)w? ™
Ry(z,w,v) :—ﬁUQ_pl_l SN = \/va\@(l)—wzp)
Avec
(1—-,/1- 4%)
W=
1+ ,/1— 4%)

On substitue aux variables les séries génératrices des langages rationnelles images par la transformation [3
des motifs (1),(2),(3) et (4) .

Les motifs de type (1) étant marqué par la variable v, on effectue la substitution définie par v := 2% Y% ap u)
Pour une taille et un ovdre donné, il existe autant de structures secondaires des formes (2) et (3), car dans ces
deux formes, v est un mot de Dyck de taille n. — 2 et d’ordre k. La série génératrice de la transformée de la
forme (2) est 2* = )2 et celle de la forme (3) 22 )2 On substitue donc w = ;(ﬁ + ﬁ)

1
1—u)

En simplifiant Pexpression obtenue, on obtient bien I'expression du théoréme 16. De plus, la structure sec-
ondaire linéaire est exclue car la décomposition des mots de Dyck exclut le mot <.

Enfin, la série génératrice de la transformée de (4) est 22 = .

% Intuitivement, parce que la définition de 'ordre ne fait pas intervenir les bases non appariées
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6.3.2  Extraction des comportements asymptotiques

A partir de cette formulation utilisant les polyndmes de Chebyshev, dont on connait le comporte-
ment asymptotique, M.Nebel étudie divers parametres, dont nous donnerons l'expression quand
celle ci est lisible :

e Nombres a,, , de structures secondaires de taille . et d’ordre £ :

Y —dz3 27k sin? (25t )
Uk ™ S (1= 20 (23 — 62, + 5) cos((2F — L))
Ou zy, est la plus petite solution réelle de 23;;7;1 = —cos(27F7).
Deplus,ona:0 < z;, — (3 — 1v/5) <47F

e Nombres a,, ,, 1 des structures secondaires d’ordre k ayant m bases non appariées et n
bases appariées.

e Espérance E,,(K') del'ordre d’une structure secondaire de taille n :

1 272 v+ 2
) = g loal= ) = 5w

+ A(n) +O(—)

1
n

9v/5—20
5v/5—11

e Moments et variance de I'ordre d’une structure secondaire aléatoire.

Ou A est une fonction oscillante telle que |A(x)| < 0.0406 et p :=

e Espérance E,, (M) etvariance V,, (M) dunombre de bases non appariées dans une str. sec.

de taille n : 5 ) )
n
Eo(M) ~ —= + — 4+ — + O(=
n(M) N ARV A ()
2 3n+l 1

VoM) ~ -+ ———— + —
n(M) 510 NG 100

e Espérance E,, (M) du nombre de bases non appariées dans une str. sec. de taille n et

d'ordre k :
4 — 4z

E, k(M) ~n(l+ 5———
’flyk( ) n( + 212)+Zp_5

)

e Espérance E,,(T") du nombre de tiges boucles dans une str. sec. de taille n :

E.(T) ~ (1 — %\/5)71 + % — %Vﬁ 0(%)

e Espérance [, ;,(7T") du nombre de tiges boucles dans une str. sec. de taille n et d'ordre & :

4

E,o(T)~n(l+ ———"-—-—
n,k( ) TL( +Z§+Zp—5

)

e Espérance E,,(NT) du nombre de bases non appariées localisées dans une tiges boucles
dans une str. sec. de taille n :

11 1 1
En(NT) ~ 5+ 5V + 5+ 0(—)
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Espérance [E,, ,(NT') du nombre de bases non appariées localisées dans une tiges boucles
dans une str. sec. de taille n et d’ordre & :

1 11
E, 1(NT) ~ ~ =+-V5
nk(NT) 1— 2 ;.Hoo2+2f

Espérance E,,(R) du nombre de renflements dans une str. sec. de taille n :

3v6—5 61 21 1
E, (R)~ Y2 "2, 2 L 50~
(F) 0 " 20+20\ij )

Espérance £, ,(R) du nombre de renflements dans une str. sec. de taille n et d’ordre & :

2k(3 + 2 (2x — 3)))

E,(R) ~
(R) ~n 5—zk—z£

Espérance E,, (N R) dunombre de bases non appariées localisées dans un renflement d’'une
str. sec. de taille n :

1~ 1035+ 278v/5 — v/1301230 + 532980v/5
+154 +278v5 -/ + V5

E,(NR) ~
( R) 160n

1
2

Espérance [E,, (/N R) du nombre de bases non appariées localisées dans un renflement
d’une str. sec. de taille n et d’ordre & :

1 1 1
Epx(NR) ~ ~ —+-V5
nk(NF) 1— 2z ;Hoo2+2f



7. CONTRIBUTION

Les formalismes ayant permis I'études des structures secondaires d’un point de vue combinatoire
sont assez peu adaptés a la génération aléatoire. L'ensemble des graphes utilisés par Waterman
dans [24] est un sous ensemble des graphe connexes non orientés, pour laquelle la génération
aléatoire uniforme est déja un probléme ardu, a cause des problémes d’homomorphismes. La
mod¢élisation par grammaire de Vauchaussade de Chaumont et Viennot dans [2] pose quand a
elle deux problémes. D’abord, la grammaire proposée utilise une soustraction, ce qui la fait sor-
tir du domaine non contextuel'. Ensuite, elle n’est pas satisfaisante car il est difficile d’y poser
des marqueurs permettant la distinction des différentes sous structures. La démarche de Nebel
n’inclut quand a elle pas vraiment d’étape de modélisation, mais plutét une succession d’astuces
combinatoires et de techniques d’analyses asymptotiques.

On choisit donc de proposer un nouveau modéle pour les structures secondaires d’ARN, basé
sur une grammaire non contextuelle. Ce formalisme parait étre le meilleur outil pour ce que
nous nous proposons d’étudier. En effet, toutes les séries génératrices manipulées jusqu’ici dans
étude des structures secondaires sont algébriques, donc les grammaires non contextuelles sont
un formalisme suffisemment expressif. De plus, il existe une grande quantité de littérature trai-
tant de la génération ayant pour origine ces objets. Enfin, les principes de calculs asymptotiques
automatiques décrits en [9], sappliquant entre autres aux séries génératrices des langages non
contextuels, ont été implémentés dans une bibliotheque de fonctions Maple développée au sein
de 'INRIA Rocquencourt. On pourra donc, sans trop s’abrutir de calculs, retrouver la plupart des
résultats de Waterman et Nebel, et étendre en rajoutant des parametres dans le modéle comme
le nombre minimal de bases dans une boucle ou bien la taille minimale d’'une échelle.

7.1 Modélisation des structures secondaire par une grammaire non contextuelle

7.1.1 Adaptation de la décomposition de Waterman

Cette nouvelle décomposition s’appuie sur une interprétation arborescente des structures sec-
ondaires.
On rappelle le principe de la premiére décomposition de Waterman :

Toute structure secondaire peut étre décomposée de fagon unique en Boucles, Echelles, Renflements et
Extremités.

On va introduire de nouveaux parameétres dans cette décomposition de Waterman :

e Les Bourgeons:
Il s'agit d’'un renflement séparant deux échelles sur un seul des deux brins. Formellement,
[i,7] telque ¢ — 1 estappariéa ket j + lestappariéaltelquek =1+ letVm € [i,j], m
est non apparié.

! Cependant on peut facilement construire une grammaire non contextuelle qui reconnaisse le méme langage.
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Fig. 7.1: Interprétation arboresente des structures secondaire

e Les Boucles Internes :
Dans une approche arborescente des structures secondaires (voir Figure 7.1), il s’agit des
noeuds ayant un facteur de branchement égal a 1. Si un renflement de la décomposition
initiale peut étre considéré comme une boucle interne au sens de la définition de Water-
man, alors il appartient, dans notre nouvelle décomposition, a une boucle interne.
[i,j] et [k,[] telsque i — 1 appariéal+ 1, j + 1lappariéa k — 1et, Vm € [i, 5] [k, 1], m
est non apparié.

e Les Multiboucles :
Il s’agit des noeuds de degrés de branchement supérieur a 2. Appartiennent a une multi-
boucle les bases qui séparent les échelles issues de ce noeud.
Dans une approche plus orientée graphes, régions Ay = [i1, ji1], A2 = [i2, j2], ., Ak =
[ik,jk], k> 3etig < j1 < 1o < j2 < L < < ]k telles queVl S [1,k — 1],
Aj41ip1—1 = 1, a1, 41 = LetVl € [1,k], Vm € [y, j;], m est non apparié.
On appellera remplissage chaque région A; prise individuellement.

Théoréme 17 (Nouvelle décomposition) :
Toute structure secondaire peut étre décomposée uniquement en Boucles, Echelles, Extrémités, Boucles In-
ternes, Multiboucles et Bourgeons.

Preuve: On remarque d’abord que les nouvaux éléments introduits dans la définition sont tous a l'origine
des Renflements, or on sait qu'une décomposition unique en Renflements, Boucles, Extrémités et Echelles ex-
iste. Pour prouver lexistence et l'unicité de la décomposition, il suffit donc de prouver que tout renflement
dans la décomposition de Waterman devient sans ambiguité une des trois nouvaux types de sous structures.

Tout renflement [i + 1,j — 1] est délimité par deux bases i < j appariées a des bases [, k telles que
i < j <k <l parlapropriété iii) de la définition de Waterman :

- Soitk =1 —1,alors [i + 1,5 — 1] est un Bourgeon.

- Sinon Siles bases de [k + 1, j — 1] sont non appariées, alors [i + 1, j — 1| U [k + 1, j — 1] constitue
une Boucle Interne.

- Sinon on prouve par construction qu’il existe une décomposition unique de [i + 1,1 — 1] telle que :

[i+1,l—-1]=[+1,X; —1JU[X,Xo]U...U[Xx+1,1—-1], k>4k=0[2]
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Ouli+1,X1 —1],[Xo; + 1, Xoj41 — 1], [Xi + 1,1 — 1] sont des bases non appariées et Xo;_1
apparié avec Xo;.
Pour cela, on parcourt la structure primaire de i + 1 vers j — 1.

- Tant qu’on ne rencontre que des bases non appariées, on les concaténe a un ensemble de base
non appariées((X; + 1, X;11 — 1))

- Quand on rencontre une base appariée X,, # [, on saute vers la base X1 a laquelle elle est
directement appariée.

Par induction, on prouve que X1 > X, carsinon il existe h < ptel que X}, < X, < Xp41 <
Xp+1, ce qui viole la condition iii) de la définition de Waterman. De plus, on atteint bien | — 1 car
sion dépassel — 1, alors il existe r tel que X, < 1 —1 < X, 41. Or, pourtoutr, j +1 < X, <
I —1 < X, 41, ce quiviole de nouveau la condition iii) de Waterman.

Donc cette décomposition de la région [i + 1,1 — 1] existe bien. Elle est unique car s'il en existe une deuxiéme,
alors considerons le premier X ; dans une lecture de gauche a droite pour lequel les décompositions different.
Soient X ]1 < ij les deux valeurs distinctes pour X, alors on aboutit a une contradiction car si XJ2 est
Vextrémité d’'une séquence de bases non appariée, alors X 31 est non apparié, ce qui est absurde, et si X ]1 est
l’fn.'igine d’m?e séquence de bases non appariées, alors X7 est non apparié. Donc X} = X7 et la décompo-
sition est unique.

Or la décomposition implique directement appartenance a une multiboucle.

On veut marquer les différents types de sous structures dans la structure secondaire. On va donc
coller a cette décomposition inspirée de Waterman en utilisant des symboles terminaux différents
pour les bases appartenant aux différentes sous structures.

7.1.2  Grammaire non contextuelle et probleme d’ambiguité structurelle

On devra faire attention a ne pas introduire d’ambiguité dans la grammaire. En effet, méme si
les grammaires proposées ne sont pas ambiguées au sens de la théorie des langages, l'utilisation
de vocabulaires distincts pour les différentes sous structures est susceptible de projeter deux
séquences différentes sur la méme structure. Pour éviter cela, on va interdire certaines succes-
sions.

Dans la suite, on dira qu'une sous structure b succede a une sous structure a si elles sont adja-
centes et si un parcours en profondeur de arborescence de la structure secondaire rencontre a
avant b.

Par exemple, si une échelle peut succéder a une échelle, alors on introduit de 'ambiguité dans la
grammaire, car la structure contenant une échelle de n bases peut étre engendrée par la séquence
constituée d’'une échelle de n base, ou bien par la séquence constituée de deux échelles de tailles
respectives n et n — k, etc ... D’autre part, cette ambiguité ne peut étre compensée par un facteur
multiplicateur, car la structure Boucle sur n bases n’est elle engendrée que par la séquence de n
caractéres non appariés.

On présente donc dans le tableau 7.2 les admissibilités et les interdictions des successions des
sous structures. On propose alors la grammaire de la Figure 7.3, de symbole initial ARN, qui re-
specte ces contraintes.

7.1.3  Validation de la grammaire proposée

On va prouver que la grammaire engendre bien, a un renommage des lettres pres, les structures
secondaires d’ARN.
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Succeéder
Boucle(B)
Echelle(E)
Renflement(R)
Extremité(Ext)
Boucle Interne(BI)
MultiBoucle(MB)

MB

z|z|z|z|lo|z|lw
ololololz|z|m
z|z|z|zlo|z|lm
z|z|z|z| =z =z &
z|z|z|zlo|zl&8

Z|Z|Z2/Z2|0|=2

Fig. 7.2 : Ladmissibilité des adjacences de sous structures

ARN -> Exb E Ex3
| B
| Ex5 E MB E SuiteMB Ext3
| ¢
Ex3 -> t3 Ex3 | ¢
Ex5 -> t5 Ex5 | ¢
E -> aEyb
Eo -> akExb
| RE
| ER
| BI E BI
| B
‘ MB E MB E SuiteMB MB
SuiteMB -> MB E SuitelMB | ¢
R > ¢cRjc¢
BI -> dBI|d
B -> eBle
MB -> fMB|e¢

Fig. 7.3 : Une grammaire non contextuelle basée sur la décomposition en sous structures.

Théoreéme 18 (Validité de la grammaire) :
Soit  le morphisme défini de {a, b, c,d, e, f} dans {a, b, c} par:

pla) = a

e(b) = b
o) = ¢, Vxe{cede,f}

et étendude {a,b,c,d, e, f}* dans {a,b,c}* par:

o(z.w) = p(z).pw), Vze{a,bcde, f}

La restriction de o a lensemble ARN des mots engendrés par la grammaire est un isomorphisme de ARN
dans I'ensemble des mots de Motzkin sans facteur a.b, en bijection avec les structures secondaires.

Preuve: Afindevalider cette grammaire, on va procéder en deux étape : On va d’abord prouver que les mots
engendrés par la grammaire sont envoyés par le morphisme o sur des mots de Motzkin sans facteur a.b, ce
quiimplique une relation de cardinalité sur les ensembles . On montre ensuite I'égalité des séries génératrices
ordinaires, ce qui prouve le fait qu © est bien un isomorphisme.
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Soitw’ = p(w) :

o W € {a,b,c}*:
Trivialement, © envoie toutes les lettresde {c, d, e, f } sur{c}, doncle mot obtenu est bien sur{a, b, c}*.

/ /
o | = w]p:
Toute réécriture d’'un non terminal faisant apparaitre un a fait apparaitre un b, donc on prouve cette
propriété par vécurrence sur le nombre de réécritures d’'un non terminal nécessaire pour engendrer un
mot.

e Pour toute factorisation w' = u.v, |u|, > |ulp:
Toutes les régles engendrant un b engendre d’abord un a lui correspondant. On pourra prouver cette
propriété pour les deux régles faisant apparaitre a et b par récurrence sur la longueur des mots engen-
drés par des non terminaux.

o W' ne contient pas de facteur a.b :
Les occurences de a et b dans la grammaire sont systématiquement séparées par un non terminal Eo .
Or, aucune des régles réécrivant Eg ne dérive le mot €.

= w' est bien un mot de Motzkin sans facteur a.b.

De plus, on peut obtenir la série génératrice de dénombrement de ARN, Cest a dire la série comptant les
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mots selon leurs tailles en utilisant les relations induites par les régles de la grammaire®.

Ex3(z) = zEz3(z)+1= 1 i .
Ex5(z) = zEzb(z)+1= . i .
R(z) = z2R(2)+2z= 0 i .
BI(z) = 2BI(z)+2=—
B(z) = zB(2)+z= 1jz
MB(z) = zMB(Z)—I—lzliz
SuiteM B(z) = MB(z)E(z)SuiteMB(z) +1= 1—2_—1E(z)
E(z) = zEs(2)z
Ey(z) = zEs(z)z
+ R(2)E(z) + E(2)R(2)
+ BI(2)E(2)BI(z)
+ B(2)
+ MB(2)E(2)M B(2)E(z)SuiteM B(z)M B(z)
22—+ 1V 22322 -22+1
B 222
ARN(z) = FEz5(2)E(2)Ex3(z)+ B(z)
+ Exz5(2)E(2)MB(2)E(2)SuiteM B(z)Ext3(z) + 1

2
1—z4224V24—223-22_-2-+1

Remarques: ARN (z) est une autre écriture de la série génératrice des structures secondaires, on 'obtient
en appliquant une identité remarquable (a + b)(a — b) = a® + b? au numérateur et au dénominateur.
D'autre part, ARN (z) — Ea(z) = 1, ce qui sexplique par le fait qu'une paire a.b peut étre l'origine de
n’importe quelle structure secondaire, sauf une boucle de taille 0.

En résumé, il existe un morphisme o envoyant les mots ARN engendrés par la grammaire dans un sous
ensemble des structures secondaires M (= |ARN| < |M)|). D’autre part, 'égalité des séries génératrices
implique Iégalité des cardinaux des sous ensembles pour une taille donnée. on en déduit I'égalité des car-
dinaux, car une inégalité des cardinaux implique l'existence dans M d’un mot de taille n qui w’admettrait
pas d'antécedant par @ dans ARN, ce qui est impossible car les cardinaux pour une taille n sont égaux.
Donc i est bien un isomorphisme.

? Normalement, on doit d’abord s’assurer que la grammaire est non ambiguée avant d’en déduire des relations sur
les séries génératrices. Ici, on fait I'inverse : On construit une série génératrice comptant les cardinaux d’éventuels
multiensembles (ambiguité), et on compare la série solution avec celle issue d’'une grammaire notoirement non am-
biguée pour conclure sur la non ambiguité.
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7.2 Comportements asymptotiques des distributions des symboles

7.2.1 Méthode

Dans le chapitre précédent, on a résolu le systéme correspondant a la série génératrice de dénom-
brement des structures secondaires. Pour cela, on a remplacé toutes les variables correspondant

aux divers symboles terminaux par la variables z. On peut aussi décider de conserver les dif-
férentes variables comme des marqueurs, ce qui permet une étude des distributions des symboles
terminaux.

Théoréme 19 (Esperance du nombre d’occurences d’une lettre) :

Soitxy, ...,z lesvariables associées aux symboles terminaux s1, . . . , s danslasérie génératrice L(z, x1, . .., xy)
d'un langage L.

Alors l'espérance E,, (N5, ) du nombre de symboles s; dans un mot de L de longeur n pris uniformément est

donnée par :

o] 2t nti) (g 1)

[2"|L(z,1,...,1)

Preuve: Pardéfinition, lespérance d’'une variable aléatoire E,,(N; ) est la valeur moyenne de cette variable
sur tous les tirages possibles.

Plus formellement :

En(st) =

|Lnl
Or, en passant a la série commutative du langage L, on trouve :

_ w ‘w‘sl ‘W‘Sk
L(z,z1,...,2) = E 2 |a:1 C Ty

En(st-) =

weL
oL(z,x1,..., s 55— s
(= JU(; ) = Zz"“'x‘lw‘ ! ...|w[si:r£w| it ...xl,:)l"“
L weL
OL(z,x1,...,xk)
e R z2,1,...,1) = 29wl s,
S )= 3l
8L(z,x1,...,xk)
[z™] o (1,1 = > |wls,
Li WELy

On retrouve alors l'expression d prouver en remarquant que :

L(z,1,...,1) = ZZM = Z |Ln]2"

weL n>0

On a prouvé la définition alternative de 'espérance du théoréme 19.

De plus, on rappelle que, soit f1(2) et f2(2) telles que :

. ok ks o
A ~ TR o
. ol ol o
[z ]f2(z) ~ b + b1 +O(n5_2)

Alorsona, pour0 < a < f3:
1A R g kel — kil goao

— n

2

[z"]f2(2) & 17

On utilise doncla méthode suivante pour caractériser le comportement asymptotique de lespérance
d’'un symbole non terminal s; :

+ O(nf272)
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e On calcule la série génératrice L(z, z1, . . ., x;) dulangage engendré par la grammaire.

e On calcule 'asymptotique du nombre de structures secondaires de taille n a partir de la
série de dénombrement obtenue par Waterman et al. :
pnll anQ

n 14
= [2"]S(z) ~ 32 + w7 +O(n7/2)

— V543
Avec p = 5
e On calcule'asymptotique du nombre de symboles s; dans toutes les structures secondaires

de taille n :
Pk, ks n
nl/2 372

8L(Z7x17"'7$k) p
oz, ( + O(

= [2"] L)

z,1,...,1) ~

Remarque: Pour s; = tsets; =ts,onak; =0

e On en déduit 'asymptotique de I'espérance E,,(N,,) du nombre de symboles s; dans une
structure secondaire de taille n :

]2 Ett) (1 1)k kgl — Ryl 1
o 1 2h —hly 5Ly

E, (N, )= ~ Kol — Hala
= En(N) [27]S(z) I 12 n

7.2.2  Résultats

On obtient les résultats résumés dans la figure 7.4. On remarquera que la somme de ces quantités
est bien égale A n + O(1) ce qui est assez rassurant....

Sous Structure | s E,.(Ns)
Extrémité 5’ | t5 -
@ +0(1)
Extrémité 3’ | t3 -
@ +0(1)

Echellebrin5 | a 5—v5)n
( 10 - 3+220\/5 +0(3)

1
n

Echellebrin3 | b

5—v/5)n
( 10 n 3+220\/g +O( )

1
n

Renflement c

25—11v5)n _
@BIVon 4 VL 4 O(2)

1
n

Boucle Interne | d | 5(9,/5 20 53_93/8 1
( 5 )n+ 2()[_‘_0(5)

Boucle e 3V5—5)n
S Y+ 0)

MultiBoucle | f _ n 3
(7 32\/5) —74\/5—1—0( )

1
n

Fig. 7.4 : Distribution asymptotique des bases dans les sous structures d’une structure secondaire.
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7.3 Marquage des différentes sous structures

Comme on peut le vérifier, chaque type de sous structure est engendrée de fagon canonique par
la réécriture d’'un non terminal. On peut donc marquer les occurences de sous structures avec
des variables spécifiques permettant alors I'étude des nombres d’occurences de sous structures a
lasymptotique.

Remarque: Les symboles introduits dans la grammaires sont des mots de taille 0, on ne les mar-
quera pas avec une variable z quand on transposera les régles de réécriture en équations sur les
séries génératrices des non terminaux.

On obtient alors la grammaire de la Figure 7.5, qui permet de déduire les résultats de la figure
7.4 par application de la méthode présentée précédemment. On rappelle que les remplissages

ARN -> Exb mpg E Ex3
‘ mp B
‘ Ex5 mg E myM myp MB mg E SuiteMB Ext3
| e
Ex3 -> t3 Ex3 | ¢
Ex5 -> t5 Ex5 | ¢
E -> aEyb
Es -> aEyb
| mgr R mg E
‘ mgp E mrp R
| mpr BI mg E BI
‘ mp B
| myym My MB mg E myp MB mg E SuiteMB myp MB
SuiteMB -> myp MB mp E SuiteMB | ¢
R -> cRJc
BI -> dBI|d
B -> eB]|e
MB -> f MB | ¢

Fig. 7.5 : Marquage des sous structures

des multiboucles sont les séquences de bases non appariées séparant les échelles partant d'une
multiboucle. On déduit donc du nombre moyen de remplissages le degres moyen de I'arbre asso-
cié a une structure secondaire.

En outre, on retrouve des résultat de Nebel sur le nombre moyen de tiges boucles dans une struc-
ture secondaire, en remarquant que chaque tige boucle contient exactement une boucle et chaque
boucle est contenu dans exactement une tige boucle. On retrouve aussile nombre moyen de bases
non appariées :

En(Ne) + En(Ng) + En(Ne) + En(Ny) ~ % + % + \}5 + 0(%)

7.4  Contraintes supplémentaires

On peut aussi suivre une démarche similaire a celle de M Régnier dans [19] et vouloir étudier les
comportements asymptotiques des différents paramétres en contraignant les tailles minimales
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Sous Structure Nombre Taille
Echelle
- 2GR L 0G) | 2+0()
Boucle 5-25,

- 0G| P0G

Renflement 18\[ Z 57\/ 127—1—0( ) 1+T\/5+0(l)

Boucle Interne

65— 29fn+63 28f+0( ) 1+\/5+O(%)
MultiBoucle 7VE—15

n4+ 1292005 L oLy | /54 0(L)

Remplissage MultiBoucle B
% +0(d) @ +0(1)

Fig. 7.6 : Nombres de sous structures et taille d’'une occurence de sous structure dans une structure sec-
ondaire de taille n. Le nombre des remplissages est le nombre moyen de remplissages par Multi-
Boucle.

e et bdes échelles et des boucles. Une telle contrainte s’injecte aisément dans la grammaire, dont
on modifie les reégles :

E -> a® Ep b®
R -> cR|cP

Plusieurs statistiques des sous structures pour différentes valeurs de e et b sont proposées en
annexe. On ne résiste cependant pas a présenter le case = 1 et b = 0, qui se rameéne aux mots
de Motzkin, et pour qui les proportions de sous structures sont des nombres rationnels.
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Sous Structure Taille Totale Nombre Taille Unitaire
Extrémité 5’ %—1—0(%) 1 %4_0(%)
Extrémité 3’ %—i— O(%) 1 %4—0(%)

Echelle (\/5—2)n—ng_23+O(%) 5+§7\/5+O(%)
Boucle 525, _ 3513 L o(L) | W54 o)
Renflement

—4 7v/5-127
18\/§ 0n+5‘/§01 +O(%)

1+2\/5 + O(%)

Boucle Interne

65-20V5,, 4 63-28V5 1 (1) | 145+ 0(1)
MultiBoucle
7\/%15,” + 69\/1566129 + O(%) V5 + O(%)
Remplissage MultiBoucle 3
=5 +0(3) S+ 00

Fig. 7.7 : Répartition des bases et composition en sous structures d’'une structure secondaire poure = 1 et
b = 0. Le nombre des remplissages est le nombre moyen de remplissages par MultiBoucle.
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GENERATION ALEATOIRE DE STRUCTURES SECONDAIRES D’ARN



8. GENERATION ALEATOIRE ET BIOINFORMATIQUE

La recherche en génomique a soulevé au cours des deux dernieres décennies un nombre impor-
tant de problémes algorithmiques et statistiques nouveaux. Dans certains cas, on a pu transposer
des outils et théories déja existants pour modéliser et résoudre ces problémes mais, dans d’autres
cas, il a été nécessaire de créer des concepts nouveaux. Ces concepts ne bénéficient pas toujours
de l'expertise quavaient acquis des générations de mathématiciens et d’'informaticiens dans le
domaine, par exemple, de la théorie des langage. On se trouve aujourd’hui dans des situtations
ou les outils d’analyse manquent, ce qui justifie pleinement 'emploi de séquences aléatoires.

8.1 Analyse des algorithmes heuristiques

De nombreux algorithmes appliqués a la bioinformatiques fonctionnent selon des heuristiques
complexes, etleurs performance et correction sontvirtuellement impossible a analyser en I'absence
d’une chaine algorithmique compléte. Une telle chaine algorithmique est nécessaire, car les mod-
éles considérés contiennent des parameétres en constante évolution.

Par exemple, I'algorithme de repliement de M.Zucker implémenté dans MFold fait appel & une
base de données de valeurs pour I'energie libre des k-boucles. Il est impossible de faire abstrac-
tion de ces valeurs pour analyser la complexité de cet algorithme. Or celles ci sont en constantes
évolution, collant aux energie libres constatées experimentalement. Il est donc aujourd’hui im-
possible d’analyserla complexité de cet algorithme par des méthodes statiques de type série généra-
trices sans que les résultats obtenus ne soient susceptibles d’étre fortement mises en question a
la prochaine mise a jour des valeurs thermodynamiques. On retrouve un peu le méme type de
probléme pour les algorithmes de mesure de similarité entre deux séquences utilisés par BLAST
ou FASTA, principalement parceque 'algorithme exact est quadratique. Ces outils sont trés util-
isés par les biologistes du génome, mais on ne sait que peu de choses sur leur sensibilité.

Ces algorithmes prennent une séquence A relativement courte, extraient de A un ensemble de
motifs courts qu’ils essaient d’aligner sur une séquence B cible longue. Une fois un hit trouvé a un
faible nombre de mutations pres, on étend I'alignement candidat a partir de I'ancrage. La présence
de seuils dans ces algorithmes rend critique I'analyse de sensibilité. Des chiffres sont proposés
parles concepteurs, mais la méthode d’extension utilisée par ces algorithmes introduirait selon L.
Noe[8] un biais, qui aménerait une surestimation de la sensibilité de ces algorithmes. On trouvera
en annexe un algorithme de génération aléatoire ayant permis la mise en évidence expérimentale
de ce biais.

8.2  Probleme de significativité d'un phénoméne observé

Ce probléme de retard de la recherche théorique sur les modéles utilisés pratiquement est aussi
critique dans l'analyse de la significativité d'une donnée observée. Le probleme qui se pose est
alors le suivant :
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Est ce que lavaleur constatée d’un parametre expérimentalement dans une séquence
est supérieure a la valeur moyenne de ce parametre sur I'ensemble des séquences du
modele ?

Ce probléme a été résolu par P. Nicodéme, B. Salvy et P. Flajolet dans [18] dans les cas ot le mod-
¢le est une expression réguliére. Ils proposent pour cela une chaine algorithmique compléte im-
plémentée dans regexp, un package de Maple. Malheureusement, le formalisme des expressions
réguliéres n’est pas assez expressif pour décrire des modéles plus structurés!. Par exemple, le
modeéle structurel des ARNs n’est pas rationnel, d’apres le lemme de I'étoile.

On trouve donc dans la bioinformatique des modeéles et des formalismes dont on ne sait pas
encore automatiser une étude statistique. On se contente alors d’'une analyse expérimentale in
silico passant par la génération aléatoire de séquences issues du modele, suivie d’'une analyse
des séquences obtenues permettant de déduire une approximation de la valeur du parametre
d’intérét dans le modele nul. On peut alors en déduire la significativité du phénomene observé ex-
périmentalement.

Au contraire, on peut mettre en évidence les manques d’'un modéle en observant un écart en-
tre les propriétés constatées expérimentalement des séquences et celles des séquences aléatoires
engendrées selon le modele.

8.3 Inférence de propriétés

La recherche sur le génome confronte ses acteurs a des données de tailles hétérogénes. Par ex-
emple, la taille des promoteurs est de quelques centaines de bases, quand 'ensemble du matériel
génétique humain est codé sur 3,5 milliards de bases. On distingue donc les apprentissages pou-
vant étre réalisés par un humain? de ceux requérant I'usage d’'une machine.

Dans le cas d’'une analyse humaine, des séquences aléatoires couplées a un logiciel de visuali-
sation permettent, par exemple, de mettre I'expertise des biologistes du génome au service de la
conception de modeles pour les séquences.

On pense en particulier au critére de crédibilité, souvent evoqué lorsqu’on montre des représen-
tations de séquences a des acteurs expérimentés de la recherche sur le génome. Ce critéere est
difficilement formalisable, mais peut servir d’oracle, stricto sensus, pour la validation de modele,
ou peut fournir la direction danslaquelle le modéle doit évoluer. On intégre donc ici les séquences
aléatoires dans une méthodologie de recherche.

Dans le cas d’'une inférence in silico, on peut grace a des séquences aléatoires vérifier expéri-
mentalement une propriété de stabilité pour l'algorithme utilisé. On rappelle qu'un algorithme
d’apprentissage est un algorithme qui, étant donné des ensembles d’exemples positifs et négat-

ifs, renvoie un modéle contenant toutes les séquences positives et excluant les exemples négatifs.

On souhaite en outre qu'un tel algorithme ne soit pas trop spécialisé, c’est a dire qu’il n’accepte

pas uniquement les exemples positifs ni ne rejette que les exemples négatifs.

Une propriété quon voudrait voir satisfaite pour un tel algorithme est la suivante : Soit M un
modeéle, sinous engendrons des séquences aléatoirement dans M, et que nous faisons de 'apprentissage
positif sur ces séquences, retombe t'on sur le modéle original ou a quelle vitesse s’en éloigne-t-on

! Cependant, ily a fort d parier que ce type de démarche d’analyse automatique sera transposé dans un futur proche
au cas des langages context-free . . .

% D’un point de vue informaticien, un humain est une machine implémentant un algorithme d’inférence incroy-
ablement puissant, mais doté d’une mémoire ridicule
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? Dans le domaine des séquences, on peut considérer qwun modeéle est entre () et V*, un excellent
moteur d'inférence de modele serait alors un moteur qui, pour un nombre borné de séquence
aléatoires, ne convergerait expérimentalement ni vers (), ni vers V*. Plus pragmatiquement, on
peut utiliser des séquences aléatoire pour calibrer les parameétres d’'un moteur d’inférence, en
vérifiant pour quelles valeurs des parametres les itérations successives du moteur sur un modele
s’éloignent pas trop vite du modele initial ...



9. TECHNIQUES DE GENERATION ALEATOIRE

On va présenter ici diverses techniques génériques de génération aléatoires, classées par com-
plexité (et par chronologie) décroissante. On remarque que la génération aléatoire sur une famille
d’objets combinatoires peut toujours se ramener a une génération de mots d’un langage!. On
pourra, par exemple, s'intéresser au codage machine des mots a engendrer dansl'implémentation
d’un algorithme.

Dans un premier temps, on s'intéresse a une génération assez simple, la génération aléatoire
itérative, quon applique naturellement a la génération aléatoire de chemins. On l'applique en
annexe a la génération aléatoire de chemins culminants, des chemins de langages associés asso-
ciés non algébriques.

Nous présenterons ensuite les principes de 'approche récursive avec dénombrement prélim-
inaire. Nous prouverons sa correction, a partir du moment ot une étape de dénombrement
préliminaire a eu lieu.

Nous finirons sur la génération de Boltzmann due a Duchon, Flajolet, Louchard et Schaeffer, et
qui permet une génération aléatoire en temps linéaire de séquences pour une large catégorie de
langages non contextuels, y compris celui des structures secondaires d’ARN. Le prix a payer pour
la mise en oeuvre d’une telle technique est un léger relichement sur la taille des objets générés.

9.1 Approche itérative

Dans [26], H. Wilf propose une formalisation du concept d’objet combinatoire. Il propose une
modélisation basée sur un graphe orienté acyclique doté un étatinitial et d’un état final. [lnumérote
les arétes sortant d'un sommet. Il code alors la structure engendrée par un cheminement entre
I'état initial et I'état final par une séquence de nombres correspondant aux numéros des arétes
empruntées pour sortir des états. Il propose enfin un algorithme postulant une possibilité de
dénombrement des objets issus d’'un état pour pratiquer une génération aléatoire uniforme.

Nous transposons ici ce concept aux langages, qui sont rationnels quand on consideére leurs re-
striction aux mots d’une taille n.

Théoréme 20 (Génération aléatoire itérative) :
Soit L un langage sur lalphabet S = {s1, 2, . .., Sm }. Soit Ly, la restriction de cet ensemble aux mots de
taille n.
Soit wy, le préfixe d'un mot de L,,, on appelle ps(wy,) la probabilité que wy, soit suivi par s € S dans un mot
de L,,.
pe(p) = Hw'|wp.s.w" € Ly}

P Hw'|wp.w' € Ly}

Alors l'algorithme suivant engendre bien aléatoirement un mot de taille n pris uniformément sur L,, :

! Pas nécessairement non contextuel ...
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o w=c¢

o Tant que |w| < n, prolonger w par une de X avec probabilités p,, (w), . .., ps,, (W)
Preuve: En effet, partant du préfixe €, on le prolonge par des lettres cy, ca, 3, . . ., ¢y, choisies selon les
probabilités pe, (€), pe,(€1), Des(€1.€2), -y Pe, (€1.C2. -+ .Cr—1). La probabilité d’émission d’un mot
W= c].C2.C3. -+ .Cp estdoncégalea:

pler.. ... Cn) =Pey (€)Pey (€1)Peg(€1.02) + - - pe,, (€1.02. -+ 1)

_ Hwaweln}| Hw'ler.co.w €Ln} {w'|e1,....en.w €L Y
Cal - Hwlerw €Ll " Tler, son1. @ €LnT
_ Huaw'eLn}| Hu'|cr.co.w'€Ln}] H{w|c1y en.w' €LY
Hw'|ler.w'€Ln}] {w|e1.cow'€Ln}| ~ " |Ln]
1 / /
=mcar{w ler, ..o enw' € Ly} =€

Tous les mots de L,, étant choisi par ce processus avec une probabilité ﬁ, ce procédé de génération aléatoire
n

est donc uniforme.

Touver un algorithme de génération aléatoire uniforme de mots de ce langage revient donc a
compter les suffixes des mots du langage étudié. Bien sir, il n’est pas question de calculer les
probabilités pour tous les couples préfixe/symbole, car le nombre de préfixes d’'un langage peut
étre exponentiel. Cependant, on peut dans de nombreux cas regrouper les préfixes en classes.

On illustre ce phénomene de regroupement en classes par une application aux chemins de Dyck
bilateres.

On rappelle que les chemins de Dyck bilateres D sont les chemins du demi plan d’abscisses pos-
itives qui partent de (0, 0) et arrivent en (2n,0) avec des pas (+1,+1) et (+1,—1). Ils sont en
bijection avec les mots w sur {a, b} * tels que |w|, = |w|p par un codage trivial illustré par la Figure

[ > W= |laabaabbbbabbbaabbbbbbaabaabbaaabaaabaa
Fig. 9.1: Exemple de chemin de Dyck bilatére et codage par un mot de {a, b}*

9.1

Soit wj, un préfixe du mot associé a un chemin de Ds,,, et soit Y (wp) = |wp|a — |wp|p Laltitude fi-
nale de ce préfixe. Alors [{w'|wp.s.w’ € Day, }| est uniquement déterminé par ¢)(w,). En effet, les
suffixes dans Dy,, des chemins finissant en ¢)(w,) sont exactement les chemins allant de ¢ (wy,) a
0 en |2n — wy| pas. Cet ensemble est indépendant du chemin parcouru par w,,.

De plus, on remarque que 'ensemble des chemins allant de ¢)(w,) a0 en k := 2n — |w,| pas peut
étre vu comme le choix de ¢ := %(wp) pas montants parmis x pas. On obtient donc naturelle-
ment une expression binémiale du nombre C} ;, de cheminsde jaOen k pas:

k
@k:<ﬂ0
2
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/ ) B _(2n—|wy| =1
= Hwlwp-a.w’ € Dant| = Cpu,)+1, 2n—luopl-1 = | p(wy)+2n—lwy|
2

( 2n—|wp|—1 )
Cpwp)+1, 2n—fwy -1 \epnlenl) 9 — | — 9h(wp)

Cowpontop (gl ) An— 2wy

w(wp)+2nf|wp|
2

= palwp) =

On peut donc, en un nombre constant d’opération arithmétiques, déterminer a chaque itération
par quel type de pas prolonger un chemin de Dyck bilatere construit itérativement. Donc on dis-
pose d’un algorithme de compléxité linéaire pour la génération de mots de Dyck bilatéres.

Cependant, il est rare qu'on puisse trouver une factorisation aussi indépendante du contexte, et
dont on peut établir une expression du cardinal. Une étape de précalcul est donc souvent néces-
saire pour évaluer ces cardinaux a partir de récurrences.

9.2 Le cas des structures décomposables

Dans [10], Flajolet, Zimmermann et Van Cutsem proposent un algorithme de génération uni-
forme pour une classe infinie de modéles de structures décomposables. L'algorithme prend en
entrée une spécification de structure combinatoire qui est une décomposition hiérarchique des
objets d’intérét. Il transpose alors cette spécification dans une forme normale, dans laquelle
des relations de récurrences apparaissent simplement entre les sous structures de la décomposi-
tion récursive. On peut alors dénombrer les objets pour différentes tailles, ce qui permet par un
procédé analogue a celui de Wilf de générer uniformément un objet répondant a cette spécifica-
tion.

On va illustrer ces principes complexes, mais complétement automatisés et implémentés dans le
package Maple combstruct, oubien dans GenRGenS, en s'intéressant a un sous ensemble des struc-
tures décomposables : les langages engendrés par des grammaires non contextuelles.

9.3 Génération a partir d’'une grammaire non contextuelle

9.3.1 Définitions préliminaires

Définition 23 (Grammaire non contextuelle) :
Une grammaire non contextuelle est caractérisée par la donnée d’un quintuplet G = (I,T, NT, o) oui :

I € NT estle symbole terminal initial.

T est un ensemble des symboles terminaux.

- NT est un ensemble de symboles non terminaux.

o est un ensemble de régle R de réécriture de la forme :
R — Sl SQ ce Sk

On peut formaliser lanotion derégleen R € NT x (NT UT)*.2

% On pourra s'amuser du fait que l'ensemble des grammaires non contextuelles sur des vocabulaire finis est décrit
par une expression rationnelle.
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Le rapport entre grammaire et langage est lié a la notion de réécriture. On associe 3 une gram-
maire le langage des mots sur le vocabulaire terminal obtenus par réécritures successives des non
terminaux a partir du non terminal initial.

On introduit ensuit une forme qui permet une manipulation algorithmique efficace des gram-
maires : la forme normale de Chomsky.

Théoréme 21 (Forme Normale de Chomsky) :
Toute grammaire non contextuelle G = (I, T, NT, o) admet une grammaire engendrant le méme langage
dont les régles sont de la forme :

R—¢
R—c
R— ST
avecc € T, (R,S,T) € NT etI € NT estlesymbole non terminal initial de la grammaire.
Preuve: Tres brievement, on casse les régles du type R — S1.52. . ... Sy, en introduisant des non ter-
minaux N1, No, ..., Ni_o tels que:
R — ¢(51)N1

Ny — ¢(S52).N2
R—>51.SQ...S]€$ .

Ni—a — ¢(Sk_1)-6(S%)

Oup(S) = SsiS € NTetp(S) = XgsiS € T. Et, pour chaque terminal c, on ajoute une régle
X.—ec

Remarques: Il existe au plus une regle dans la grammaire de la forme R — ¢. De plus, on peut,
en rendant la grammaire propre avant de la mettre en forme normale, faire en sorte que R ne soit
jamais utilisé dans la définition d’'un autre non terminal que 7 initial.

9.3.2 Phase de dénombrement

A partir d’'une grammaire non ambiguée en forme normale de Chomsky, on peut sans difficulté
compter les objets d’une taille n engendrables par des réécritures d’'un non terminal. pour cela
on adopte une stratégie récursive.

Soit r une regle et, pour S un symbole non terminal, s[n| est le nombres de mots de taille n issus

deS':

n—1
r=A— BC = an|:= Z blilcin — i ChY
i=1
k
r=A—Bi+By+...+By = aln]:=) bkl 9.2)
=1
r=A—celT = a[n]::{(l) 21:0:1 (9.3)
r=A—e = aln|:= { (1) ::o: 0 (9.4)

Remarques : En réalité, le dénombrement est calculé itérativement pour 7 allant de 0 a n. Les
résultats intermédiaire sont stockés dans une table.

D’autre part, on évite les affectations récursives dans le produit (a,, := a[n]b[0]) en remarquant
quil existe un seul non terminal susceptible de dériver un mot de taille nul et quil n’est pas utilisé
dans la définition d’'un produit (voir remarque précédente), on a donc toujours b[0] = 0.



9. Techniques de génération aléatoire 80

9.3.3 Génération

Une fois la phase de dénombrement préliminaire achevée, on applique I'algorithme 9.3.3.

Algorithme 1 Géneére aléatoirement uniformément un mot d’'une grammaire non contextuelle en
forme normale de Chomsky

L w< (I,n)

2: TantQuew ¢ (T x {1})* Faire

3 w=wi.(A,m)wstelque A € NT
4 SiA— By + By+ ...+ By Alors
5 Choisir j, 1 < j < kauhasard tel que p(j,m) =
6: w < wl.(Bj,m).wg
7
8
9

bj[m]

a[m]

Sinon Si A — B.C Alors
Choisiri, 0 < i < mtel que p(i,m) =
w4 wi.(B,1).(C,m —1i).ws
10: SinonSi A — ¢ € T Alors
11: w < wi.(e, 1).ws
12:  FinSi
13: Fin Tant Que

Preuve: On va prouver qu'un tel algorithme est bien un générateur uniforme du langage par récurrence
sur le nombre maximum de réécritures nécessaires pour réécrire le mot a partir d’'un non terminal A:

e Pourn = 1:
Les mots nécessitant une réécriture sont bien engendrés uniformément. En effet, la seule régle appli-
cable étant A — ¢, le mot engendré est le seul mot du langage, or il est engendré avec probabilité
1.

e Pourn < k:
On suppose que l'algorithme engendre uniformément les différents mots nécessitant moins de k réécri-
tures.

e Pourn =k:
On sépare l'étude des différentes régles :

- A—)Bl+BQ+...+Bk:
Lalgorithme, appliqué a By, Ba, . . . vérifie 'hypothése de récurrence, car le nombre de réécri-
tures nécessaires pour engendrer les mots issus de ces non terminaux est inférieur a k. Donc les
mots issus de B, sont tirés avec probabilités m a partir de B;. Do, soit p(w) la probabilité
d’'un mot de B soitissu de A :

-A— B.C:
Idem pour B et C, qui vérifient les conditions de 'hypothése de récurrence. La probabilité qu'un
mot de taille i(resp. k — 1) soit engendré par une série de réécritures de B (resp. C) est ﬁ

(resp. ﬁ). La probabilité quun mot de taille k soit obtenu par concaténation d’un mot de
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taille i issu de B et d’un mot de taille k — i issu de C' est égale a W Donc la probabilité

=i
d’émission d’'un mot w issu de A par une répartion (i, k — i) des tailles entre B et C est :

L blilek—d] 1
PW) == a alk] alk]

Donc, si la grammaire est non ambiguée ®, et que a[k] contient bien le nombre d’objet issus de A de taille k,
alors la génération est uniforme.

On dispose donc d’un algorithme de génération aléatoire uniforme. De plus, sa complexité pour
des séquences de tailles n est en O(n?) pour le précalcul, en O(nlog(n)) pour la génération.
Cependant, ce type de génération est insuffisant dans notre optique de validation de modeéle.
En effet, les modeéles biologiques ne sont que rarement uniquement structurels, ils présentent
aussi des critéres statistiques qui brisent l'uniformité pour coller a une réalité. L’algorithme qui
suit prend en compte de la distribution des symboles terminaux.

9.4  Génération non uniforme pondérée de mots d’un langage non contextuel

9.4.1 Apparition des poids

Dans [4], A. Denise, O. Roques et M. Termier présentent une génération aléatoire non uniforme
contraignant l'espérance du nombre d’occurences des symboles terminaux. Pour cela, ils pro-
posent de pondérer les symboles terminaux, ce qui impose une modification des regles de dénom-
brement récursif.

En effet, dansla génération uniforme on peut considérer qu’il est affecté a chaque mot dulangage
un poids égal a 1. Or, la contribution d’'un mot aux termes a[n] de la phase de dénombrement est
égale a 1, mais aussi au produit des contribution des symboles terminaux. On observe cette pro-
priété en développant tous les non terminaux utilisés dans la définition du non terminal jusqua
n’obtenir que des mots de 7. Soit ,, la fonction qui compte les mots de taille n issusde NT' UT

R—>S+T—>...—>w1+w2+w3+...+wr[n]
on(R) = on(S) + on(T) = ... = pp(w1) + pn(we2) + pnlws) +... + @n(wr[n})

En appliquant alorsla relation (9.1), étendue naturellement au produit de plus de deux opérandes,
on obtient, en se retenant d’appliquer (9.3), une expression du poids d’'un mot. De plus, w €

{s1, 82, ..., sk}, donc soit w[m] la m-iéme lettre d'un mot :
rln] n r[n]
en(R) = e1(wilf]) = Z o1(s1)ilr Ly (sp)@ilsw
i=1j=1 i=1
rln] k
(pn(R) = Z H (pl(sj)‘wz‘sj
i=1 j=1

Onvoitdonctrés clairement apparaitre une fonction susceptible de pondérer les mots de la généra-
tion. On visualise aussi facilement que les probabilités d’émission des mots seront directement
affecté par une modification de cette fonction.

’ Une grammaire peut étre ambiguée intrinséquement ou maladroitement
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9.4.2 Adaptation de l'algorithme

On décide donc de modifier la regle de dénombrement (9.3) en :

r=A—ceT = aln ::{ () S%HZI
0 sinon
Ou 7 est un fonction de 7" dans R, qu'on étend & un mot w € {s1, s2, ..., sk }" puis a un langage
L:
rw) = J[ (o)
SE{S1,ySk }
(L) =) 7(w)
wel

Alors l'algorithme modifié génére un mot w de £ avec une probabilité p(w) telle que :

m(w)
w) =
p(w) (L)
Soit la série génératrice suivante :
L(z,x1,...,25) = Z ﬂ(w)z‘“"x‘lw‘sl ...xLMS’“
we(L)

Alors l'espérance E(N) du nombre de symboles s dans un mot engendré de taille n est telle que :

Dower, TW)lwls [z”]W(z, 1,...,1)
(L) [2"|L(z,1,...,1)
Les auteurs montrent ensuite quil existe deux classes pour lesquelles on peut a priori fixer une

distribution des symboles terminaux, puis calculer des poids garantissant cette distribution a
lasymptotique : Les langages rationnels et certains langages non contextuelles.

E(Ns) =

9.4.3  Relation pondération/distribution

Pour les langages rationnels, il est proposé une démarche qui tient compte de la stabilité de la dis-
tribution quand on multiplie toutes les pondérations par une constante. On peut alors imposer
un pole de plus petit module égal a 1, ce qui simplifie 'étude asymptotique, et donc permet de
construire un systéme d’équations déterminant les pondérations.

Le cas qui nous intéresse tout particuliérement est celui des grammaires non contextuelles. En
effet, nous les avons utilisées pour modéliser les structures secondaires d’ARNs, et nous avons
constaté, comme l'analyse des comportements asymptotique le laisse supposer, des écarts trés
importants entre les séquences engendrées uniformément et celles analysées dans une base de
donnée. En particulier, les sous structures sont beaucoup trop nombreuses, et beaucoup trop
courtes. Il est donc important, afin de générer des séquences crédibles, de pouvoir contraindre
les nombres d’occurences des symboles terminaux. Pour cela A. Denise, O. Roques et M. Termier
adaptent un théoréme de Drmota, issu de [5] :

Théoréme 22 (Asymptotique des proportions de terminaux) :

Soient f1, fa, ..., [ les séries génératrices associés aux N symboles non terminaux d’'une grammaire.
Soient (fi = Fi(z,x1,..., %k, f1,..., [N))1<i<N le systéme d’équation associé aux régles d’'une gram-

maire non contextuelle, ou les F; sont des polynomes en leurs différentes variables.

SOitF(Zaxla sy Tk YLy e e 7yN) = (Tyz(zwrla cee s Tk YLy - e 7yN))1§Z,jSN
J

Si les conditions suivantes sont remplies :
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L (F1(071:17$k7f1>f]\/)7'"aFN(O>$17$k7flafN)) = (070>70)

2. (Fi(z,21,2k,0,...,0),..., Fn(2,21,2k,0,...,0)) # (0,0,...,0)

OF;
3. 3(i,4,k) € [1,N]3, . 0
(oK) € LNT, g #
4. Ilexisteun ensemblede N cones (k+1)-dimensionnels C; C R¥+1 tel que, pourtout (n, my, ..., my) €
C; suffisamment lointain, le coefficient de terme z"x"* ... x5" de la série génératrice du langage

soit non nul.

5. Le graphe de dépendance de la grammaire ayant pour sommets les non terminaux est fortement con-

nexe.
6. Il existe une solution positive (Y, yb, . . . , Y, 2') au systeme d’équations :
yi(2,1,...,1) = 1, Ly, yn)
yy(Z,1,...,1) = Fn(Z1,. L, y1, ..., yN)
= det(I_F(Z?lw"alayl?"'ayN))
Soit (y1, Y2, -, YN, 2(x1, ..., xk)) une solution de :
yl(zvxlv"'rrk) = F1(37331>---7$k7y1a---ayN)
yn(z, 21, x8) = Fn(z,21, - Tk Y1, -+ -5 UN)
0 = det({ — F(z,z1,...,2%,Y1,---,YN))
telle que (y;(z,1,...,1) = y})i<i<n, alors la proportion asymptotique jis, de symboles terminaux s;

dans un mot de la grammaire est donnée par :

1 0z
2(1, ceey 1) 8952

oy = — (1,...,1)

Lespérance E(N;) du nombre de symboles s; est donc telle que E(N;) = nps, = — ﬁ g—;i (1,...,1)

Les conditions d’application de ce théoréme sont un peu abruptes, on essaye de les traduire dans
le langage courant :

1. = Aucun non terminal ne génere le mot vide.

2. = Il existe des termes constants dans la grammaire. Condition nécessaire pour que la
grammaire puisse dériver un mot du vocabulaire terminal.

3. = Ce systéme n’est pas linéaire sur les séries génératrices de non terminaux. il I'était, le
langage engendré serait rationnel.

4. = Condition d’apériodicité de la grammaire. Condition imposée pour éviter un comporte-
ment oscillant de 'asymptotique, voir carrément pas de convergence.

5. = Selon Drmota [5], si cette condition est violée, alors on peut voir apparaitre différents
types de distribution, ce qui fausse I'assertion sur la distribution.



9. Techniques de génération aléatoire 84

6. = Sert principalement d’étalon pour déterminerlabonne solution générale, car'élimination
est toujours possible dans ce type de systéme.

On évoquera une utilisation de ce théoréme dans la section suivante, et en annexe sous la forme
d’un fichier Maple.

On dispose donc, une fois dépassées quelques lourdeurs administratives, d’'un outil permettant
la génération aléatoire en fréquence contrainte. Cependant, son implémentation au sein de Gen-
RGenS a prouvé que sa complexité quadratique temps/mémoire est atteinte en pratique. On
souhaite donc faire appel a d’autres algorithmes de complexité moyenne si possible linéaire.

9.5 Génération de Boltzmann : Principe

Le principe philosophique sous jacent a la génération de Boltzmann est : Si, au lieu d'imposer une
taille fixe n aux objets engendrés, on s’autorise une variation relative d’un € autours de n, alors
on sait alors générer des mots en temps linéaire pour une classe trés importante d’objets combi-
natoire, qui semble contenir les langages algébriques.

Onva tres briévement présenter la méthode de Boltzmann. Dans [6], les auteurs donne des méth-
odes pour construire des générateurs de Boltzmann sur des structures définies par des opéra-
teurs d’'union et de produit dans'univers non étiqueté et d’union, de produit, de cycle, d’ensemble
et de séquences dans 'univers étiqueté.

On ne décrira ici que le traitement des opérateurs d’'union et de produit non étiqueté, qui suff-
isent pour définir les grammaires non contextuelles. On définit un générateur de Bolzmann de
parameétre x pour C comme le montre I'algorithme 2.

Algorithme 2 Boltzmann(C,x)
SiC = A x B Alors {Produit Carthésien}
Renvoyer Boltzmann(A,x).Boltzmann(53,x)
Sinon SiC = A U B Alors {Union disjointe}
A(z)
Tirer 0 < p < 1aléatoirement
Sip < p, Alors
Renvoyer Boltzmann(A,r)
Sinon
Renvoyer Boltzmann(B,x)
Fin Si
Sinon {Atome: C = ¢}
Renvoyer ¢
Fin Si

Théoréme 23 (Probabilité d’une structure sous Boltzmann) :

Soit C(z) la série génératrice d’un ensemble C de structures combinatoires spécifié en utilisant uniquement
des sommes et des unions.

Alors la probabilité p,, d’émission d’un mot w € C de taille |w| = n par Palgorithme ci dessus pour C de

paramétre x est telle que :

l.n

b= o)

Preuve: Parrécurrence sur le nombre k de récursion de Boltzmann(C,x) nécéssaires pour engendrer w :
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o k=0:
w = ¢ = p, = 1 conformément au modele proposé.

e Hypothese:

w/
Pour k < m, un motw' € A engendré en moins de k itération I'a été avec probabilité p,, = %.
e Pourk=m+1:
C = AXx B = w = wi.wy. Deplus, le nombre de récursions nécessaires a I'algorithme pour
engendrer wy, wy est < m :

x|w1| x‘“)?‘

TP A T B

N _ _ [B|W1|x|w2| _ x‘wl
fo T Bl T A@)B@) ~ Cl)
CarC(z) = A(z)B(z).C = AU B, union supposée disjointe :

B _ A(x) _A)
w=w €A=p, = @P(wl) - Clx) Alz)  C(z)

w1 w

Az) _
c) ") = G0 Bw T cw)

(
_ A(z) _ C(z)-A(z) _ B(=)
CarC(z) = A(z)+ B(z) = 1 — Cw = oG — Tl

B(x) x*t ¥

w=wyEB=p,=(1-

On remarque que si les unions sont effectivement disjointes, alors le nombre de dérivations nécessaire pour
engendrer w est unique. Donc les objets engendrés le sont suivant la loi énoncée ci dessus.

En particulier, la taille des objets engendrés a des propriétés directement déductibles de la série
génératrices de la classe considérée.

Théoréme 24 (Espérance et variance de lalongueur des objets engendrés) :

Soit C une classe d’objets, de série génératrice C'(z).

Soit N la variable aléatoire associée a la longueur d’'un objet engendré par une génération de Boltzmann de
parametre .

0C(z) (SU)
— 0z
E(Ny) ==z C)
20(2 z
o 50 1250
’ C(x)

On appelle génération par rejet anticipé appliqué au générateur de Bolzmann 'adjonction d’'une
variable globale qui contient a chaque instant la somme des tailles des sous structures engen-
drées, couplée a un mécanisme d’interruption si cette variable dépasse une borne.

Théoréme 25 (Linéarité de la génération en taille approximative) :
Soit C une classe d’objets combinatoires, de série génératrice C(z).

Soit p la singularité dominante de C'(z2).

Soit 0 < & < 1 une tolérance relative sur la taille de 'objet généré.

Si C(z) remplit la condition de moyenne :

lim E(N,) = 400

T—=p~
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et de variance :

s
oy E(N,)

Alors le nombre de tirages nécessaires pour obtenir un objet de taille comprise dans [(1 — €)n, (1 + &)n]
tend vers 1 quand n — oo

=0



10. APPLICATION DES DIFFERENTES GENERATIONS ALEATOIRES

Dans un premier temps, nous allons utiliser la méthode récursive pour engendrer des séquences
aléatoires uniformément. Pour cela, nous allons utiliser deux approches : 'approche récursive et
la génération de Boltzmann.

Nous discuterons en suite de la disparité des compositions en sous structures entre les ségences
d’ARN ribosomaux et séquences générées aléatoirement uniformément. Nous verrons alors ap-
paraitre, autant théoriquement qu'expérimentalement, la nécessité d’'une génération aléatoire non
uniforme.

Nous appliquerons alors alors le théoreme de Drmota présenté dans le chapitre précedent a un
cas simple, puis nous discuterons des difficultés de 'application du théoréme de Drmota au cas
la grammaire proposée précédemment.

10.1  Génération uniforme

10.1.1  Approche récursive

Le principe de lapproche récursive et sa justification théorique ayant été présentés au chapitre
précédent, on ne reviendra pas dessus. Il reste cependant a concevoir une grammaire non con-
textuelle adaptée a une génération aléatoire selon ces principes.

Grammaire simple des struc. sec. /ARN

On propose la grammaire de la figure 10.3.

ARN -> S| ¢
S -> aSbsS|asSb|csS|c

Fig. 10.1 : Grammaire non contextuelle simple adaptée a la génération uniforme.

On obtient cette grammaire directement a partir de la grammaire non contextuelle de Vauchaus-
sade de Chaumontet Viennot[2] mise en forme. En effet, soit G une grammaire non contextuelle.Si,
dansla partie droite d'une regle r de G, on substitue a un non terminal N toutes les parties droites
desréglesdont N est partie gauche, créant ainsi de nouvelles disjonctions pour r, alors on obtient
une grammaire G’ d’expressivité équivalente. On applique cette propriété pour faire disparaitre
le (ARN-¢) dela grammaire[2] :

ARN -> a (ARN-¢) b ARN | c ARN | ¢

- ARN -> S| ¢
S -> a ARN b ARN | ¢ ARN
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ARN -> S| ¢
& S > aSbsS|asSh
| ¢S |c

On achoisila grammaire la plus simple possible, car, soit k la taille de la grammaire, la génération
par approche récursive de mots de taille n est de complexité O(k'n?) en espace et en temps, avec
k' > k lataille de la grammaire mise en forme normale de Chomsky.

Tailles minimales des sous structures

On peut aussi rapidement obtenir une grammaire simples qui impose un nombre minimal de
bases dans des boucles terminales ou des empilements. Pour cela, on duplique le symbole S en un
symbole 7" doté des mémes regles, et donc du méme langage engendré. On peut donc substituer
T a S dans n’importe quelles partie droite de régle. On fait alors en sorte que les mots issus de T’
solent exactement ceux encadrés par un couplea b:

ARN -> S| e

S > aTbS|aTb|cS|c

T > aTbS|aTb|cS]|c
Donc une réécriture de 7" en c finalise une boucle. On va donc imposer un nombre minimal b de
bases dans une boucle en remplagant ¢ par c® dans la définition de T'. De plus, on remarque que
la seule réécriture qui prolonge une échelle déja entaméeest T -> a T b. Onimpose un nombre
minimal e de bases a une échelle en remplagant les autres occurencesdea T bpara® T b°.On
obtient alors la grammaire de la figure 10.2.

ARN > S |e
S -> a®*Tb* S| a®Thop®

| c
T > a*TbS|aThb]|c

c S|
S | cP

Fig. 10.2 : Ensemble de grammaires simples contraignant les tailles minimales b et e de boucle et d’échelles.

Cette génération est modulaire et simple a mettre en oeuvre pour quiconque est familier avec
le principe de grammaire non contextuelle. Son seul inconvénient est une complexité quadra-
tique, qui rend difficile la génération de structures d’ARNs ribosomaux 23s, dont les tailles sont
autours de 3500 bases. C’est pourquoi nous avons décidé d’utiliser la génération de Boltzmann.

10.1.2  Génération uniforme selon les principes de Boltzmann

La génération de Bolzmann est particuliérement adaptée a 'usage auquel on la destine dans une
démarche bioinfrmatique. En effet on peut clairement tolérer un écart autours de la taille n
souhaitée dans une étude statistique, ou dans une analyse d’algorithme, surtout sin est grand, cas
ot la génération de Boltzmann se révele de toute facon indispensable pour sa complexité linéaire.
On trouvera le détail de la plupart des calculs en annexe.

On reprend la grammaire construite pour le cas uniforme, et on s’intéresse uniquement a son
non terminal S'. Soit S(z) sa série génératrice :

S(z) = 225(2)* + 229(2) + 25(2) + 2

! On pourra revenir 2 un systéme susceptible d’engendrer ¢ en le choisissant avec probabilité ﬁ au début de
la génération.
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1—z2—22—-/z4—-23_-22_-92-+41
222

)=

N
. N

On rappelle que p = 3%
S(z) vérifie la condition de moyenne du théoréme 25 :

0S8(z) 1 3_’_ 2 — 3z — 2% — 28
0z  x? @ p3at — 2% — 2z + 1

442

Orlim2—3x—x2—x3:—7\/5—15<0etlimS(z):—+7\/g<0
TP z=p 7+ 3V5
95(z)
: 0z  __
T S

Cependant, S(z) ne vérifie pas la condition de variance :

y .
- E(N,) 1

On trouve heureusement dans [7] une discussion sur le cas des singularités de degrés négatifs. A
priori, elles sont rédibitoires, cependant on peut les contourner en pointant les structures combi-
natoires. L'opérateur de pointage isole un des atomes de la spécification.
La transposition de ce concept dans le domaines des séries génératrices va nous étre utile. En
effet, Ia S.G S*(z) associée a I'équivalent pointé d’une classe combinatoire de S.G. S(z) est telle
que:
05(z)

0z
Or, la génération de structures pointées ne nécessite pas de nouvelle construction algorithmique.
On utilise pour cela les reégles suivantes :

S*(z) ==z

A=BxC=A*"=B*xC U BxC®
A=BUC= A*=B* UZCC*

Il nous suffit donc de dupliquer les non terminaux en leur ajoutant leurs équivalent pointés.

S > aSbsS|asSb|cS|c
S* > a®*SbS|as*bsSlaSb S|asShbs
| a*Sb|as*b|asShp®
| c¢*S|cs*|c*

Fig. 10.3: Grammaire non contextuelle pointée satisfaisant la condition de variance.

On obtient donc avec un logiciel de calcul symbolique les probabilités a affecter a chacune
réécriture pour obtenir une génération de Boltzmann sur S°. Cette génération en temps linéaire
estdu al’action de I'opérateur de pointage sur le développement asymptotique de la série généra-
trice. Son exposant est en effet diminué d’une unité, ce qui la fait rentrer dans une catégorie
de fonctions couvertes par le théoréme 5 de [7]. On en déduit immédiatement la linéarité de la
génération, le nombre d’essais tendant vers une valeur dépendant de la tolérance relative e.

Par exemple, pour ¢ = 0.1, c’est a dire 10% d’erreur tolérée sur la taille des séquences, on génér-
era une grande séquence en +20 essais. Pour 1%, il faudra engendrer 4206 séquences de tailles
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n X asSbs asShb c S C

1 0.3610240207480621 | 0.1215679 | 0.1303382 | 0.3610240 | 0.3870700
10 0.3730093873471276 | 0.1567408 | 0.1391360 | 0.3730093 | 0.3311136
100 0.3804310453876930 | 0.2012315 | 0.1447277 | 0.3804309 | 0.2736098
1000 | 0.3817871092438284 | 0.2238646 | 0.1457614 | 0.3817872 | 0.2485870
10000 | 0.3817871092438284 | 0.2320846 | 0.1458838 | 0.3819473 | 0.2400846

Fig. 10.4 : Probabilités des réécritures pour différentes valeurs de n

non admissibles. On trouvera en 10.1.2 quelques valeurs pour de x et des probabilités des dif-
férentes réécritures de S pour différentes valeurs de n. A partir de ces données, auxquelles vien-
nents’ajouter les probabilités des non terminaux pointés, on engendre rapidement des séquences
aléatoires de grandes tailles.

On aurait aussi pu utiliser une autre approche proposée en [7] et prendre la singularité domi-
nante p comme paramétre fixe, une génération par rejet anticipé? fonctionne en temps linéaire
avec tolérance et en temps quadratique sans tolérance.

Notre but étant la génération aléatoire de séquences réalistes, c’est a dire le respect pour les
séquences engendrées de certains parametres statistiques observés dans les séquences réelles,
on va s'intéresser a la distribution des bases dans une famille ’ARNs, les ARNs ribosomaux.

10.2  Etudes des parametres des ARNs

Dansl'idéal, les repartitions des bases dans les séquences réelles respectent directement les com-
portements asymptotiques. Notre modele étant purement structurel, ce qui militerait pour une
absence d’information au niveau de la composition en bases, cela est peu crédible. Nous allons
donc commencer par scanner une base ’ARN ribosomaux.

10.2.1  Pourquoi les ARNvs ?

Comme nous I'avons vu dans la partie biologique de ce mémoire, il y a trois types I’ ARN : les ARNs
messagers, les ARNs de transfert et les ARNs messagers.

Les ARNSs de transfert ont une structure en tréfle qu'on peut observer dans la figure 3.9, page
23. Cette structure est treés fortement contrainte seule un bourgeon y est variable. Les informa-
tions structurelles n’y sont donc pas suffisemment variées pour mériter une modélisation par une
grammaire non contextuelle.

Jusqu'a assez récemment, la structure des ARN messagers n’a pas été prise en compte, car on con-
sidérait que FARNm étant interprété par le ribosome apres avoir été étiré, c’est a dire que seules
subsistent les liaisons phosphodiesters. Cependant, on commmence a tenir compte de critéres
structurels pour FARNm, car il semblerait qu’ils ne soient pas uniquement les vecteurs d’une in-
formation traduite, mais aussi acteurs dans les mécanismes d’interférence ’ARN. D’autre part,
la traduction peut ne pas étre déterministe, on observe par exemple des décalages de phase -1 au
moment de la traduction chez certains virus eucaryotes. Cependant, cet intérét étant assez ré-
cent, on ne dispose pas encore de suffisemment de données expérimentales.

* C’est A dire dés que la taille temporaire de la séquence engendrée dépasse la tolérance accordée
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On étudiera donc les ARNT, dont la structure semble avoir une importance fonctionelle®, ou du
moins refléte des différences de fonctions. De plus, la quantité de structures constatées expéri-
mentalement est élevée. Nous avons décidé de réaliser ces statistiques a partir des données de
la base The Comparative RNA Web Site [14] sur + 500 structures secondaires ’ARNr, soit I0Mo de
données.

10.2.2 Résultats

On trouve dans la figure 10.5 un résumé rapide des statistiques observées présentant juste les
compositions en sous structures. On trouvera une version plus compléte de ces statistiques en
annexe.

On utilisera les notations suivantes pour les sous structures : Extrémités 3’ et 5’(Ex3,Ex5), Echelle
(E), Renflement(R), Boucle(B), Boucle Interne(Bi), MultiBoucle(MB) On compare ces résultats

Régne:CS NB | #Bases | %Ex3+ExS %E %R %B %BI %MB
Archae 5s 1 123 4,88% 61,79% | 3,25% | 13,82% | 10,57% | 4,88%
168 18 1486 1,07% 60,06% | 4,24% | 11,85% | 9,84% | 12,87%

23s 12 2946 0,37% 56,20% | 3,03% | 13,25% 13,78% 13,34%
Bacteria 5s 24 120 1,76% 64,16% | 2,49% | 13,95% | 9,32% 7,49%
16s 231 1531 1,44% 58,97% 4,35% 11,59% | 10,88% | 12,70%
23s 100 3325 0,23% 49,28% | 2,48% | 11,80% 11,43% 24,74%
Eucaryotes 5s 1 119 0,84% 62,18% | 1,68% | 13,45% | 15,97% | 5,04%
16s 38 1648 0,92% 52,93% | 4,09% | 12,26% | 11,31% | 18,43%
23s 56 2261 0,59% 50,56% | 2,82% | 16,94% 11,06% 18,01%

Fig. 10.5 : Pourcentages de bases appartenant aux différentes sous structures chez les ARN ribosomaux.

avec les espérances asymptotiques calculée dansla partie combinatoire du mémoire. On constate
des disparités, principalement au niveau du nombre de bases présent dans des renflements (R).
Cependant, ces disparités ne sont pas trop importantes, ce qui pourrait militer en faveur d’'une

%Ext3+EXt5 %E %R %B %BI | %MB
0% 55,27% | 8,06 % | 17,08% | 4,98% 14,58

Fig. 10.6 : Asymptotique des pourcentages de bases dans les différentes sous structures du modéle e=1,b=1.

génération uniforme pour les structures secondaires d’ARN.

Cependant, les disparités apparaissent au niveau des tailles des sous structures. En comparant
les tableaux 10.7 et 10.8. On constate des degrés de granularité radicalement diftérents, que 'on
visualise tres bien avec un outil comme RNAViz[1] (voir C). Une génération non uniforme des
structures secondaires s'impose donc, on va donc employer la méthode récursive amenagée décrite
par Denire, Roques et Termier dans [4].

10.3  Génération non uniforme

En réutilisant la grammaire de la partie combinatoire, on dispose d’'un grand nombre de leviers
pour contraindre une génération aléatoire de structure ’ARN. Cependant, les conditions d’application
du théoréme 22, page 82 sont loin d’étre simples a vérifier sur une telle grammaire. On va donc

* Les décalages de phase n’arrivant par exemple pas chez tous les organismes, on peut en déduire une différence au
niveau du ribosome.



10. Application des différentes générations aléatoires 92

Régne CS: | NB: | #Bases E R B IL ML #Ins/ML
Archae 5s 1 123 9,50 1,33 8,50 | 6,50 | 6,00 3,00
16s 18 1486 9,45 2,62 | 5,87 | 575 9,11 2,81
23s 12 2946 816 | 1,93 | 559 | 7,53 | 11,79 4,05
Bacteria 5s 24 120 10,90 | 1,49 | 8,42 | 543 | 9,04 3,00

16s 231 1531 8,71 2,35 | 572 | 592 | 8,82 2,82
23s | 100 3325 825 | 1,98 | 572 | 6,82 | 2541 4,09
Eucaryotes 5s 1 119 12,33 | 2,00 | 8,00 | 9,50 | 6,00 3,00
16s 38 1648 8,80 2,52 | 6,98 | 6,70 | 14,46 2,77
23s 56 2261 821 | 212 | 731 | 7,71 | 14,44 3,19

Fig. 10.7 : Tailles moyennes des sous structures chez les ARN ribosomaux

%Ext3+Ext5 | %E | %R %B %BI | %MB
1.236% 2 1,618 | 1,618 | 3,236 | 0,618

Fig. 10.8 : Asymptotique des tailles des sous structures dans le modeéle e=1,b=1.

commencer par I'appliquer & un cas plus simple, dans lequel on souhaite contraindre les nombres
de bases appariées.

10.3.1 Application de Drmota d un cas simple

Pour cela, on reprend encore une fois la grammaire 10.1, quon rappelle :

ARN -> S| ¢
S > aSbsS|asSb|csS]|c

Ramenons nous encore une fois a la restriction de cette grammaire a S. Conformément au for-
malisme adopté par ce théoréme, nous marquons la variable ¢ avec une variable z.

= F(2,8,z) := 229(2,8,2)? + 225(2, 5, z) + nx25(2, S, ) + maz

7 estle poids que nous affecterons ala lettre c. Vérifions les conditions d’application du théoréme
22.

L. F(0,S,z)=0

N

. F(z,0,2) =mxz #0
oF
as9s = 227 70

4. Pour n suffisemment grand, toutes les propostions de lettres sont représenteées.

w

vi

. IIn’y a qu'un seul sommet au graphes = il est trivialement fortement connexe.
6. Il existe une solution positive (S, ') au systéme d’équations :

S(z,8,1) = 225(2,8,1)% + 2259(2,8,1) + m225(2, S,1) + 7wz
0 = — %8(2,5,1)

, 1—2z—2%2 V24— 2237 — 222 + w222 — 272 + 1)
S (Z) = 2
2z
V2 + 47
2
Il en existe méme une deuxiéme, mais on les départagera plus tard.

, T
=—4+1-
z 2+
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Dong, soit (S, z) la solution du systéme complet, on a:

_ 1—mrz— 22 — V2t — 27mwdm — 222 + 2027222 — 271wz + 1)

S =
(=) i
V22 1 4 Vil 4
ale) = 014 YT o ey = T 1 T

oz
On choisi z, car, d’aprés Drmota, . = — 3;(8). Or, si l'on choisi z1, alors p. est négatif. On
obtient donc :

_

=1 2

On remarque que 0 < p < 1. De plus, si on impose 7 = 1 avant d’inverser, on retrouve la
proportion % de bases non appariées dans une structure secondaire aléatoire uniforme.

10.3.2  Grammaire compléte : Discussion

Essayons maintenant d’appliquer ce théoréme a notre grammaire compléte. Il est alors possible
de satisfaire la plupart des conditions d’application du théoréme 22. Cependant, la forte connex-
ité du graphe de dépendance de la grammaire n’est trivialement pas respectée.

On a donc cherché une grammaire équivalente, et dont le graphe de dépendance serait forte-
ment connexe, mais cela semble impossible, a partir du moment ot on souhaite distinguer les
boucles. En effet, celles ci sont des élements terminaux de ma grammaire. Donc d’une part il faut
un non terminal spécifique qui remplisse les boucles avec des caractéres spéciaux. D’autre part,
ce non terminal ne peut pas appeler un non terminal associé a une autre sous structure, donc il
ne lui est pas possible de se concaténer a la composante connexe centrale. Peut étre est ce une
limite inhérente a une décomposition correspondant de trop prés a la structure ?

Cependant, Drmota explique dans [5] la condition de forte connexité par la possible apparition
de distributions pathologiques sila condition est violée. Or I'analyse asymptotique a prouvé que les
espérances des différents caractéres suivent toutes (sauf t3et t5) la loi invoquée par Drmota. Il
nous faudrait donc des études plus poussées dans le domaine de la combinatoire analytique pour
déterminer si ces conditions sont nécessaires. De plus, les résultats du théoréme de Drmota vont
plus loin que donner une formule pour la proportion p des symboles a I'asymptotique. Il en dé-
duit la variance et une expansion des coefficients a O(/n) pres.

Il n’est donc pas encore possible d’appliquer ces principes a la grammaire compléte, cependant
nous pensons prouver a court terme d’adaptation de la grammaire au cadre du théoréme.
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A.1 Introduction

Le probléme dela génération aléatoire de chemins culminants nous a été présenté par G. Kucherov
et L.Noe qui, au cours de travaux sur des algorithmes d’alignement global de sequences, ont été
amenés a engendrer des alignements culminants aléatoires sans insertions/deletions. Un aligne-
ment sans indels peut étre vu comme une séquences de bits 0 ou 1, ot 0 représente un mismatch et
1 un match. Chaque match crédite 'alignement de a points, et chaque mismatch débite I'alignement
de b points. Un alignement est alors dit culminant si son score total est supérieur a ceux de ses
sous-parties.

A.2  Les chemins culminants

On substitue aux couples séquence/score des chemins positifs culminants a pas a-montants et
b-descendants.

Définition 24 (Chemin culminant):
Un chemin C positif culminant & pas a-montants et b-descendants est un chemin de Z2 formé de pas (1, a)
et (1,—0b) allant de (0,0) a (n, h) tel que :

o Lechemin C est positif: ¥ (k,y) € C,y > 0
o Lechemin C culmineenn:Vk < n,(k,y) e C =y <h

On notera C), 'ensemble des chemins positifs culminants.

On remarquera que la condition de positivité traduit loptimalité de 'alignement. En effet, un
chemin ayant un point d’ordonnée négative est susceptible d’étre optimisé par son suffixe dé-
marrant en son point d’ordonnée la plus faible.

A.3  Génération uniforme de chemins culminants

Une approche classique pour la génération aléatoire d’objets décomposables consiste a compter
les nombres d’objets nx accessibles apres un choix X, pour toutes les valeurs possibles de X.
Si les ensembles d’objets potentiellements construits sont disjoints pour toutes les valeurs de
X, alors on en déduit les probabilités de choisir les différentes valeurs de X afin de respecter
P'uniformité des structures générées.

On préfere une telle approche a une génération par rejet, dont la complexité dépend trop forte-
ment des parameétres a et b.

A.3.1 Technique classique de génération uniforme séquentielle

Soit L un ensemble de mots sur 'alphabet X = {z1,z9,...,z,}. Soit L, la restriction de cet
ensemble aux mots de taille n.

Soit w), le préfixe d’'un mot de L,,, on appelle p, (w)) la probabilité que w,, soit suivi par z € X
dans un motde L,,.

_ Hw'|wp.xw" € Ly}

€ Ly}l

pw(wp)

Proposition 2.
Si lon sait calculer les p, (wy,), alors on sait engendrer uniformément des mots de L,.



A. Génération aléatoire de chemins culminants 100

Preuve: En effet, partant du préfixe €, on le prolonge par des lettres c1, ca, 3, . . ., ¢y, choisies selon les
probabilités pe, (€), pe,(€1), Des(€1.€2), ..y De, (€1.C2.+++ .Cr—1). La probabilité d’émission d’un mot
W = ¢1.C2.C3. -+ .Cyestdoncégalea:
pler. .. .. Cn) =Pe, (€) * Pey(€1) * peg(Cr.c2) % -+ - % pe, (c1.C2. -+ .Cp—1)
- Hwlerw'eln}|  {uw'ercow'eln}] o Hw'ler,.cnw'€Ln}
n] Huw'lerw' €L} & " Igw’lm,m sen—1.w' €Ln Y]
_ Hw'aw'eln}| | Hw'|er.co.w'€Ln}| « « {w|et,...,enw’ €Ly }]
I{iv’ICLw/GL/n}\ \{w/|01-62/~w/€Ln}\ o [Ln]
:mcar{w le1, ... epw’ € Ly} =€

1

Tous les mots de L,, étant choisi par ce processus avec une probabilité T
n

ce procédé de génération aléatoire
est donc uniforme.

Touver un algorithme de génération aléatoire uniforme de mots de ce langage revient donc a
compter les suffixes des mots du langage étudié.

A.3.2  Application aux chemins culminants

0 — -
0 n

Fig. A.1: Les suffixes B associés a un préfixe A de C,, dépendent uniquement des ordonnées h maximale
atteinte et y actuelle

Dans le cas général, on voit bien qu’il est déraisonnable de précalculer les p, (wy,), m™ valeurs
devant étre stockées. Cependant, dans le cas des chemins culminants, il n’est pas nécessaire de
compter les différents suffixes pour tous les mots sur X”. Au moment de prolonger un préfixe
de C,,, les seules données d’'intérét sont 'ordonnée maximale h atteinte par le chemin au sein du
préfixe et l'ordonnée y a laquelle arrive le préfixe (voir Figure A.1). On introduit donc la notion de
chemin culminant (h,y)-initié.

Définition 25 (Chemin culminant (h,y)-initié) :
Un chemin culminant (h,y)-initié est un chemin positif culminant formé de pas (1, a) et (1, —b) allant de
O.y)a(ny)y >h

Soit Cy, 1, , 'ensemble des chemins culminants (h,)-initiés de taille n.

Proposition 3:
Ywy, chemin de (0,0) a (k,y) de hauteur max. atteinte h :
{w'|wpw" € Cp} = Cypn
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On dénombre alors les chemins culminants (h,y)-initiés de taille n pour toutes les valeurs possi-
bles des parametres h, y et n, et on en déduit immédiatement les valeurs des p,(w,). Pour cela,
on exhibe une décomposition récursive des chemins culminants (h,y)-initiés :

Proposition 4:
C _ {1}'Cy+a,Maa:(h,y+a),n—l U {0}'Cy—b7h7n—1 Siy>b
y7h7n - 1 C S:
{ } y+a,Maz(h,y+a),n—1 mon

o O Sig+a<h)ou(y<o0)
vh1 = {1}  Sinon

Preuve: Commengons par les cheminsde C p, 1 :

- Un chemin de taille 1 ne peut étre un pas (1, —b) (0) car alors l'ordonnée du point d’absisse O est
supérieure a celle du point d’absisse 1, ce qui viole la condition de chemin culminant.

- Un chemin constitué d’'un unique pas ascendant ne peut étre considéré comme un chemin culminant
(h,y)-initié que siil respecte les contraintes de positivité (y >= 0) et finit en une ordonnée supérieure
ah(y+a>h).

Prenons ensuite un cheminI' de Cy p, p,m > 1:

o [ commence par un pas montant 1 :

T est culminant, son ordonnée d’arrivée est donc a la fois supérieure a heta y + a.

= 1. estun cheminreliant (1,y + a) a (n,y'),y’ > hety' >y + a.

De plus, T est positif, donc 1. lest aussi. Enfin, 1. est culminant. En effet, si 1. n’est pas culminant,
alors " ne lest pas non plus.

= 1. estun cheminde Cy | 4 Maw(h,y+a)n—1

o I' commence par un pas descendant 0 :



A. Génération aléatoire de chemins culminants 102

On remarque que y > b. Eneffet, siy < b, alors le pas descendant viole la contrainte de positivité
stricte. T est culminant, son ordonnée d’arrivée est cette fois supérieure a h.

= 2. estun cheminreliant (1,y — b) a (n,y'),y’ > h

De plus, T est positif, donc 2. I'est aussi. Enfin, de méme que pour 1., 2. est culminant.

= 2. estun cheminde Cy_p , n—1 51y > 0.

On remarquera que la décomposition récursive exhibée n’admet aucune ambiguité, car les objets
énumérés commencent par des caractéres différents pour chacunes des opérandes de 'union. On
peut donc transposer cette relation sur des ensembles sur les cardinaux de ceux ci, ce qui nous
permet de proposer l'algorithme suivant.

A.3.3  Algorithme

A partir de cette récurrence, on calcule les nombres C(y, h, n) de chemins de taille V, pour toutes
les valeurs des parametres y et h.

Algorithme (Comptage):

Pour tout he[0,axN] et ye[0,axN]
Si (y+a>h)
Alors C(y,h,1) 1;
Sinon C(y,h,1) := 0;

Pour n allant de 2 & N

Pour tout he[0,a*N] et ye[0,a*N]
Si (y>b)
Alors C(y,h,n)
Sinon C(y,h,n)

C(y+a,Max(h,y+a),n-1) + C(y-b,h,n-1);
C(y+a,Max(h,y+a),n-1);

Une fois cette table remplie, on sait selon quelles probabilités prolonger un chemin positif d'un
pas a-ascendant ou d’'un pas b-descendant.

Algorithme (Génération):

y = 0;
h := 0;
S := ¢;

Pour n allant de N a 2
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Pz,s := C(y+a,Max(h,y+a),n-1)/C(y,Max(h),n);

Si (ran()<pg,s)

Alors y := y+a; h

Sinon y := y-b; S
S =8+ 1’

max(h,y); S := S + 217;
S + °07;

A.3.4  Complexités

La phase de comptage a une complexité en temps et en espace de O(N?3 * a?).

La complexité en temps est ici donnée en opérations arithmétiques. Cependant, les nombres ma-
nipulés croissant exponentiellement avec N, on doit intégrer a la complexité de l'algorithme le
surcofit engendré par 'emploi d’arithmétique en précision arbitraire. Ce surcofit étant de 'ordre,
pour chaque opération, de la somme des logarithmes des opérandes, on peut conjoncturer un
comportement en O(N* * a?) de la complexité machine.

La phase de génération est quant a elle linéraire en opérations arithmétiques et en espace. De
méme, on peut conjecturer un comportement en O(N?) lorsque les nombres manipulés crois-
sent exponentiellement sur N.

Enfin, si'on ne souhaite engendrer que les chemins culminants de hauteur donnée h, on peut
alors obtenir un algorithme de complexité O(N x h) en modifiant trés légérement la récurrence
permettant le comptage des coefficients.

{1}'Cy+a,n—1 Si y < b
Cym =13 {0}.Cypn Siy+a>h
{1}.Cytan—1U {0}.Cy—p -1 Sinon

o {1} Si(y+a=h)
w170 0 Sinon



B. GENRGENS:
GENERATION OF RANDOM GENOMIC SEQUENCES
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B.1 Contexte

Un des problemes importants liés a I'analyse in silico des génomes génomiques est I'évaluation
du “bruit de fond”. 1l s'agit de déterminer dans quelle mesure des structures ou des propriétés
observées sur des séquences biologiques déduites ont une réelle signification ou sont l1a “par
hasard”. Le raisonnement qui prévaut est le suivant : si une propriété est réellement signifiante
d’un point de vue biologique, alors elle ne doit pas se manifester dans une séquence aléatoire,
ou s’y manifester de fagon tres différente par rapport a une séquence biologique. Dans certains
cas, comme I'évaluation de la sur-représentation de motifs, il existe des méthodes purement an-
alytiques pour comparer séquences biologiques et séquences aléatoires. Dans d’autres cas, il est
nécessaire de recourir a la simulation, c’est-a-dire la génération aléatoire in silico de séquences.
Il s'agit d’engendrer des séquences de longueur n fixée, obéissant a un modele déterminé. Il
est donc intéressant pour un biologiste voulant valider une hypothese de pouvoir engendrer des
séquences aléatoires respectant des contraintes. D’autre part, des séquences aléatoires permet-
tent la calibration, voir la validation d’outils d’inférence. Face a cette demande, nous avons congu
un logiciel mettant en oeuvre différentes techniques de générations aléatoires, GenRGensS.

B.2 GenRGenS

GenRGenS (Generation of Random Genomic Sequences) est une boite a outils pour la génération
aléatoire de séquences selon différents types de modeles. D’'un usage simple (Interface Graphique)
et développé en Java, ce qui le rend exécutable sur toutes les plateformes, il est destiné a des
bioinformaticiens sensibilisés aux formalismes linguistiques et/ou statistiques. GenRGenS$ est
téléchargeable avec ses sources dans sa version 1.0 a 'adresse :
www.lri.fr\ ~denise\GenRGenS

Les modeles de génération actuellement supportés par GenRGenS sont le modele markovien

et le modele des grammaires non contextuelles pondérées.

B.2.1 Modéle markovien

Ce modele bien connu impose des contraintes statistiques aux occurrences de sous-séquences
dans les séquences engendrées. Il est paramétré par un entier, l'orde de la chaine de Markov, qui
détermine la taille des sous-séquences considérées. GenRGenS permet de gérer des chaines de
Markovhétérogenes a plusieurs phases (cas des séquences codant pour 'ARN) et certains modéles
de Markov cachés. En ce qui concerne la génération, ! on dispose d’'un algorithme linéaire sur la
taille de la séquence voulue, qui traite aussi les variantes hétérogénes. La figure 1 présente un ex-
emple de fichier de description qui est fourni en entrée a GenRGenS pour engendrer des séquences
aléatoires markoviennes. Un tel fichier de description peut étre réalisé automatiquement par
GenRGenS si on lui fournit une séquence de référence et certains parameétres comme l'ordre de
la chaine et le nombre de phases. De plus, 'approche markovienne présente 'avantage d’étre
entierement automatisable quand la linguistiques markovienne est déduite du séquencement
d’'un matériel génétique réél. Un petit utilitaire fourni avec GenRGensS et piloté par son interface
graphique construit alors automatiquement le fichier de description markovien associé.

B.2.2  Génération avec contraintes syntaxiques

Moins populaire aupres des biologistes que le modéle markovien, ce type de génération est basé
sur le formalisme des grammaires non contextuelles (ou algébriques). Il engendre des mots pour

! W.M. Fitch. Random Sequences. Journal of Molecular Biology, 163:171-176, 1983
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TYPE = MARKOV

ORDER = 2

START =
ggg 7
cca 3

FREQUENCIES =
aaa 00 aca 50 aga 12 ata 56 caa 23 cca 86 cga 10 cta 10
aac 00 acc 78 agc 12 atc 23 cac 15 ccc 78 cgc 21 ctc 51
aag 00 acg 51 agg 51 atg 23 cag 46 ccg 46 cgg 32 ctg 35
aat 00 act 32 agt 53 att 02 cat 91 cct 45 cgt 51 ctt 11
gaa 21 gca 84 gga 51 gta 31 taa 86 tca 84 tga 02 tta 61
gac 12 gcc 64 ggc 51 gtc 51 tac 86 tcc 43 tgc 23 ttc 31
gag 51 gcg 61 ggg 35 gtg 18 tag 48 tcg 48 tgg 35 ttg 18
gat 86 gct 43 ggt 84 gtt 68 tat 65 tct 56 tgt 81 ttt 81

Fig. B.1: Un fichier de description GenRGenS pour un modeéle markovien d’ordre deux. La clause START
permet de déterminer une loi pour le début de la séquence : elle commencera par ggg 7 fois sur 10,
par cca 3 fois sur 10. Dans la clause FREQUENCIES, le nombre qui suit chaque trinucléotide est
le nombre d’occurrences observées dans une séquence biologique de référence. Les probabilités
associées au modéle sont calculées en conséquence par GenRGensS.

lesquels les contraintes ne sont plus uniquement statistiques, mais aussi structurelles. Les gram-
maires formelles permettent de décrire des ségeunces soumises a des contraintes structurelles,
comme par exemple la présence ou l'absence de motifs particuliers dans les séquences, ou des
interactions a distance dans les séquences d’ARN. Ainsi, le codage classique des structures sec-
ondaires par des mots de Motzkin [22, 20], selon lequel un nucléotide non apparié est représenté
par une lettre c et les deux nucléotides 5’ et 3’ d’un appariement sont respectivement codés par
un a et un b, définit un langage qui peut étre décrit et engendré par une grammaire non con-
textuelle (figure 2). Le concept de grammaire pondérée, présenté dans [4], permet d’engendrer
des séquences ainsi structurées tout en respectant des contraintes statistiques données portant
sur les fréquences des lettres. A chaque lettre est attribuée un poids qui influe sur son nombre
moyen d’occurrences dans les séquences engendrées. L'algorithme de génération [4] est linéaire
en temps sur la taille des mots souhaités apres un précalcul de complexité quadratique. Le principe
de génération offre aussi la possibilité d’adjoindre aux contraintres syntaxiques des contraintes
statistique portant sur la représentation des symboles terminaux, ce au moyen d’un systeme de
poids. La génération avec contraintes grammaticales est donc non seulement paramétrée par
une grammaire, mais aussi par un ensemble de couples Symboles Terminaux/Poids.

B.3  Perspectives

Bient6t, GenRGenS s’enrichira d’autres modes de génération :

1. Un mode "chainé" qui permettra de cumuler différents niveaux d’abstractions. Par exem-
ple, la structure d’une séquence pourra étre définie par une grammaire de "haut niveau"
quand son détail sera défini par des liguistiques markoviennes.

2. Desmodes permettant d’engendrer des séquences aléatoires a partir d’expressions réguliéres
ou PROSITE, de profils HMM et de profils généralisés.

D’autre part, des techniques de génération aléatoires basées sur des formalismes capables de
modéliser des pseudo-noeuds sontal’étude. Les grammar non-contextuelles sont en effet d’expressivités
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TYPE = GRAMMAR
SYMBOLS = LETTERS

d RULES
S ->aSbS;
C c a S ->a 8§ b;
C a b S ->dTc;
c bbb b T ->c T;
b T ->ccc;
aa ag b WEIGHTS =

¢ d a a 16

¢ a b c 2

ae—eb d1

a b

Fig. B.2:Une structure secondaire qui correspond au mot aaaaaaaadccccccbbbaaaadccccb-
baaaaadcccccccbbbbbbbbbbbb, et une grammaire pondérée du langage. Au codage classique
on a ajouté la lettre d qui permet, par le biais des pondérations, de faire varier le nombre moyen
de boucles dans les structures engendrées aléatoirement. Plus le poids d’'une lettre est élevé, plus
sa fréquence est élevée dans les mots engendrés. Ici, la forte pondération de a indique que 'on
désire favoriser les longueurs des tiges par rapport a celles des boucles.

insuffisante pour modéliser de telles structures. Un des formalismes étudié actuellement est le
formalisme de String Variable Grammars de Searl qui feront 'objet d’'un ajout a GenRGenS si une
procédure de génération aléatoire de complexité raisonnable est trouvée.
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Fig. C.3: Structures secondaires aléatoires pondérées



D. STATISTIQUES STRUCTURELLES BRUTES DES ARNR



111

$2IM10N138 SNOS Sap anbnsuyels : 1'q “Fig

spnognnN =gW duiaiuldpnog=Jg opPnog=g 3essydway=y IPYPPI=1
:1mafeanod e X 10

D. Statistiques structurelles brutes des ARNr

saponoqunu 1ed sadessijdwai op uafow aaquoN = gW/dway#
spnaouopnasd sap suep sagnbrjdwi saseq op usfowr aaquioN = Md g#
aouanbas e[ op auuakow J[[Ie], = g#
X $241n101M.118 SNOS Bu TBOH QQLEOZ = X#
X $241M101.131S SNOS mu._u mc.m._u womEQEOu mwm.mn_ u.b vhn_EOZ = N\m#
apuasaT
61°c ¥ST6 | 9€°LOY | 6T°8T | $O0ST | 8ITE | ¥1°€8¢ | 6£°TS | 98°€9 | TOCT | €V EHIT | 6L°SET | 6£°S | €6°L | 6£TE | 19T92T | 95 | S€T
LL'T 80°LS | 6L°€OE | SYOT | S981 |¥8°LT | €0C0T | 816T | S¥*L9 | 80°LT | €57L8 | SS‘86 | 196 | 19°S | v£TE | S‘8¥91 | 8¢ | S9I
< < 9 I 61 T 91 (4 T I YL 9 I 0 0 611 I | ss |sa104reony
60V 9LTET | 89CT8 | TSTE | 81°08¢ | TLSS | 8¥T6€ | 99°89 | TH T8 | 9LTH | 88891 | 99861 | ¥9°S | ¥IT | €bsE | TH'STES | OOI | S€T
78T 1279 | 1SY61 | LO“TT | 85991 | 91°8T | TS‘LLI | LOIE | SS99 | €¥°8T | 88°C06 | €4°€O1 | 9“€1 | T¥8 | T°9¢ | 90°I¢€SI | 1€T | S9T
€ € ¥0°6 I STIL | 80C | €891 T € ¥OC | T¥LL ¢I'. | 621 |€8°0| O L9071 | ¥T | S§ | elaloeg
S0y S9¢T | LI°66€ | €8°€E | LI9OW | #S | ££°06€ | €8°69 | 168 | L1OV | 9S9T | €8°€OT| LI'6 | L9T | L9SIT | L9°9¥6T | TI |S§€T
18C 65 8TI61 | 1T | 8T9¥I | ¥¥'ST| 90°9LT | 0¢ |90°€9 |90VT | 9568 | S‘V6 | LITI| £9°C | 9S4 |90°98+%1| 81 | S9I
< < 9 I <1 4 L1 (4 ¥ < 9L 8 < < 0 €71 1 | ss| oeyory
gn/duays | dwoy# | 19/d# | 194 | 19/9# | 19# | 9/d# | d# |d/d#| % | 3/9# d# £ S |ddg#| dg# |dAN|SD| ouddy




E. APPLICATION SIMPLE DU THEOREME DE DRMOTA



E. Application simple du théoréme de Drmota 113

> restart;

Drmota "simple"

On utilise la restriction de la grammaire suivante a S, qui est une formulation alternative de la
grammaire des structures secondaires d’ARN et on lui applique le résultat de Drmota sur les
systémes d’équations :

A:=S|e

Sz=aSbS|aSblcS|c
> F:=(z,8,x)-> z72%S"2 + z"2%S + pixx*z*S + pikx*z;

Fi=(z,82) = 2252 +22S+nxzS+raz
Onabien F(0, S, z) =0etF(z, 0, z) # 0.

De plus, la grammaire est fortement connexe, le systeme d’équations n’est pas linéaire, et la
condition des cones est respectée.

On doit cependant encore vérifier quil existe des solutions positives Sy et zp a :

S=F(z S, 1)
dF
=1—(— 1
0=1- (") 5.1)

> FS:=unapply(diff(F(z,S,x),S8),z,S,x);
FS:= (2,8, 2)—»222S+22+rmxz
> eql:=S=F(z,S,1);
eql =S =2282+22S+728+72
> eq2:=0=1-FS(z,S,1);
eq2 =0=1-2228 22 -7z
> solve(eql,S);

22 a4+ 14 VA 2837 —222 47222 - 27241
2 22 ’

22 241 —V2A 2283022247222 — 272+ 1
222

On choisit la solution positive pour S.
> 8[0] := %[2];

g 22 a4+ 1 -V 2837122247222 2712+ 1
0::
222

> 80l3 := solve(subs(S = S[0],eq2),2);

T Vil —4dn 7w vri—A4n @ Vri+dr w Vil 44rw
solg =L 1 Y AT T g VU TATT VU PAT Ty VI TAT
2 2 2 2 2 2 2 2
> z[0][1] := sol3[1];
w2 — 47

Zolizz—l—i-
2 2
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> z[0][2] := so0l3[2];
T w2 —A47
z02::§—1— 5
> z[0][3] := s0l3[3];
s m2+4n
203:=§+1+f
> z[0][4] := sol3[4];
T N
2’04125"‘1—#

Il existe une solution positive (z0,5), 2o restant a choisir ultérieurement entre zy3 et zp4
solutions réelles positives.

On a vérifié les conditions d’applications du théoréme, on passe maintenant a son application :
> eq3:=S=F(z,S,x);
eq3:=8=225?+22S+nxzS+ a2
> eq4:=0=1-FS(z,8,x);
eqf =0=1-2228—22—rwzxz
> solve(eq3,9);

22 x4 14+VA—28 0 —2224+ 722222 — 27241
2 22 ’

22— qra41—VA 28 —2224 722222 —27wxz2+ 1
222

> S[1] := %[2];

g 22 a4+ 1 —VA 280 —2224+ 722222 21z + 1
1::
222

> Soll := (solve(subs(S = S[1],eq4),z));

Vila?l —dnx mwax Vila?l —dnx max vrlzl+dnzx

X
Solf = XF _q VT TATL Y g VITAT T ATE |y Y TATY
© 2 + 2 79 2 g T 2 ’
T Vil 44w
el T Ao
5 T 2
> k :=1:

evalf (subs(pi=k,x=1,-1*diff (Sol1[1],x)/z[0][1]));
evalf (subs(pi=k,x=1,-1*diff (Sol1[2],x)/z[0][2]));
evalf (subs(pi=k,x=1,-1*diff (Sol1[3],x)/z[0][3]));
evalf (subs(pi=k,x=1,-1*diff (Sol1[4],x)/z[0][4]),30);
—0.1533219187 1072 + 0.5773502691 I
—0.1533219187 1072 — 0.5773502691 I
—0.4472135955
0.447213595499957939281834733739

La solution 4 est la bonne solution, car elle est la seule qui donne une proportion (réél positif).
De plus, on retombe sur un résultat de Nebel,qui arrive a 44 % de bases non appariées dans le cas
uniforme (quand 7=1).
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\

so0ld := simplify(subs(x=1,-1*diff(Sol1[4],x)/z[0]1[4]1));

solj = S
7 (m+4)
egfinale := mu = sol4;
eqfinale := p = N —
(7 +4)
sol := solve(eqgfinale,pi);
l A
sol := —
p?—1
w := (mu)-> -4*mu~2/(mu"~2-1);
4 p?
== =
wi=p Z 1

Donc, pour avoir 75 % de bases non appariées, on doit pondérer les lettres c avec un poids :

>

evalf (w(75/100));
5.142857143

Et pour 5 % de bases non appariées :

>

evalf (w(5/100));
0.01002506266



